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Introduccion

La geometria algebraica clasica, que ha influido de forma decisiva en la teoria
de representacion de anillos y que, de hecho, proporciona una técnica eficaz
para representar cualquier anillo conmutativo por medio de las secciones
globales de un haz sobre un espacio topoldgico, constituye la base de la
generalizacion de dicha teoria para anillos no necesariamente conmutativos.
Esta generalizacién acarrea diversos problemas que surgen, principalmente,
porque la interseccién de los abiertos estd, de una u otra forma, ligada al
producto (no conmutativo) de ideales.

El objetivo principal de esta memoria es la obtencién de una teoria de repre-
sentacion para anillos no necesariamente conmutativos. Para conseguir dicha
representaciéon asociaremos, a cada anillo, un espacio sin puntos dotado de
una topologia en la que la intersecciéon de los abiertos no sea necesariamente
conmutativa, y que generalice la nocién de espectro primo con la topologia
de Zariski de un anillo conmutativo.

La idea de representar una estructura algebraica por medio de haces en un
espacio sin puntos no es nueva ([27, 29, et al.]). Pero, por otra parte, la idea
de hacerlo en un espacio con una topologia no conmutativa (por ejemplo, en
un cuantal') es relativamente reciente ([2, 5, 6, 8, 18, 47, 52]).

Es de sobra conocido que los anillos de polinomios conmutativos pueden ser
representados geométricamente como el conjunto de soluciones de una familia
de ecuaciones. El conjunto de las soluciones en un cuerpo k£ de un sistema
de ecuaciones algebraicas

(donde p;(X) € k[xq,...,z,]) puede ser estudiado como un conjunto de ele-

mentos del espacio afin n—dimensional A7. Estos conjuntos de soluciones (o
conjuntos algebraicos afines) quedan también determinados como los ceros de

I Traduccién del término francés quantale.
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los polinomios del radical del ideal de k[X] generado por pi(X), ..., p(X),
de tal manera que, si k es algebraicamente cerrado, entonces existe una bi-
yeccion entre los ideales radicales de k[X] y los conjuntos algebraicos afines
en A7. Esta correspondencia permite, a partir de propiedades geométricas
del conjunto algebraico afin V(I), inducir propiedades algebraicas de su ani-
llo de coordenadas k[X]/I, y viceversa. Por ejemplo, si se dota a A} de
la topologia que tiene como conjuntos cerrados a los conjuntos algebraicos
afines, entonces el anillo £[X]/I es un dominio de integridad si, y sélo si,
V(I) es un conjunto cerrado irreducible (una variedad) en A}. Ademds, los
ideales maximales de k[X]/I se corresponden biyectivamente con los puntos
de V(I), y si I es un ideal primo, entonces la localizacién de k[X]/I en el
ideal maximal correspondiente a un punto x € V(I) es un anillo regular si,
y s6lo si, x es no singular.

La potencia de esta técnica estd en que, si V(I) es una variedad afin, entonces
el conjunto de funciones regulares en V(I) tiene estructura de anillo y es
isomorfo a k[X]/I, lo que permite recuperar el anillo de coordenadas a partir
de la variedad. Ademas, el anillo de funciones regulares en un punto x de V' (I)
es isomorfo a la localizacién de k[X]/I en el ideal maximal que corresponde
a dicho punto z.

En un primer intento de asociar un espacio topolégico a un anillo conmutativo
arbitrario A, de manera que se puedan inducir propiedades algebraicas en A
a partir de propiedades geométricas de dicho espacio, es natural pensar en
el conjunto de ideales maximales MaxA de A. Sin embargo, si se pretende
que esta construccién sea funtorial, este espacio no es el mas adecuado, ya
que si ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos y m es un ideal maximal
de B, en general ¢ '(m) no es un ideal maximal, sino un ideal primo de A.
Puesto que la imagen inversa de un ideal primo también es un ideal primo,
parece razonable considerar el espectro primo SpecA como espacio asociado
a A. Al conjunto SpecA se le dota de la topologia de Zariski, que es aquella
en la que los conjuntos cerrados son de la forma

V(a) ={p € SpecA ; a C p},

siendo a un ideal de A.

Un haz de anillos sobre un espacio topolégico X es un espacio recubridor
E -+ X de manera que 7~ '(z) = A, es un anillo para cada z € X, y las
aplicaciones

A, x Ay — A, Ay x Ay — A, A, — A,
(@,b) —ra+b (@, b) —>ab a — —a
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son continuas. Si A es un anillo conmutativo, se define de manera candénica
un haz de estructura sobre el espacio SpecA, tomando como fibra del punto
p a la localizacién de A en p, y dotando a E = [4) A, de la topologia inducida
por la proyecciéon E — SpecA.

Una seccion del haz E en el abierto U de X es una aplicacién continua
s : U — E de manera que el diagrama

.

U——X

es conmutativo. El conjunto de secciones sobre el abierto U se denota por
['(U) y tiene estructura de anillo. El anillo A se obtiene de nuevo como el
anillo de secciones globales I'(SpecA) del haz de estructura F —— SpecA.
De esta forma todo anillo conmutativo puede ser representado como el anillo
de secciones globales de un haz sobre un espacio topoldogico.

La generalizacién de este resultado a una familia méas general de anillos (no
necesariamente conmutativos) plantea diversos problemas. El primero es la
elecciéon del espacio topologico adecuado, pues en un anillo no conmutativo
se pueden considerar distintas generalizaciones de la nociéon de ideal primo
([15, 35, 36, 37, et al.]).

El espectro de ideales primos bilateros surge de manera natural del con-
junto de representaciones absolutamente irreducibles de una k—algebra con
identidad polinomial ([50]). De hecho, para ciertos anillos no demasiado no
conmutativos, por ejemplo, para anillos totalmente acotados a izquierda, es
posible construir de manera funtorial un haz sobre el espectro de ideales pri-
mos bildteros con una topologia adecuada, de forma que se obtiene de nuevo
el anillo como el conjunto de secciones globales del haz. Las construcciones
mas satisfactorias en este sentido son las que se han desarrollado, primero,
en la categoria de anillos primos con identidad polinomial y extensiones cen-
tralizantes ([46]), y posteriormente, en la categoria de anillos que satisfacen
la condicién fuerte de segunda capa (a izquierda) y extensiones fuertemente
normalizantes ([11, 31, 32]).

Sin embargo, en algunos anillos el espectro de ideales primos bilateros es muy
reducido, llegando incluso a estar formado por un sélo punto (por ejemplo,
el del anillo de matrices cuadradas de orden 2 con coeficientes en un cuerpo).
Por otra parte, en otros anillos que aparecen de manera natural a partir de
anillos conmutativos, o mds exactamente, en algunas familias de anillos en
las que para ciertos valores de parametros se obtienen anillos conmutativos,
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el espectro de ideales primos bildteros no expresa bien la geometria del anillo.
El ejemplo mas claro es el del plano cudntico: si k£ es un cuerpo y ¢ es un
elemento de k, se denota por k,[x,y] al cociente del édlgebra libre k{z,y}
por el ideal bilatero generado por el elemento yz — qry. El anillo k,[z,y]
es conmutativo si, y sélo si, ¢ = 1, y en ese caso coincide con el anillo de
polinomios en dos variables con coeficientes en k., esto es, con el anillo de
coordenadas del plano afin AZ. Si ¢ no es una raiz de la unidad, entonces el
espectro de ideales primos bildteros de k,[z,y] es el conjunto

Spec kqlz, yl = {(z = A y), (2,5 = M her U {(2), (1), (0)}

que geométricamente equivale a los ejes coordenados del plano, pero no es
un plano ([50]).

Para resolver este problema hemos asociado al anillo un espacio topolégico
sin puntos, y considerado sélo su topologia. De esta forma se hace preciso
trabajar con el concepto de local ([7, 27, 29]), pero como en el espacio aso-
ciado a un anillo los abiertos suelen estar asociados a (ciertos) ideales y en
general, como demostramos en esta memoria, la interseccion de ideales no es
distributiva respecto a la suma, es necesario definir una operacién que haga
las veces de interseccién y que s7 posea dicha propiedad distributiva. Ademas,
al menos en la topologia de Zariski, la interseccion de abiertos estd relacio-
nada con el producto de ideales, que en general no es conmutativo. Estas
son dos de las justificaciones que esgrimen algunos autores para introducir la
nocion de cuantal.

La gran mayoria de los ejemplos de topologias asociadas a un anillo no conmu-
tativo estan basadas en el conjunto de los ideales bilateros ([6, 8, 9, 11, 35, 41])
que, como hemos senalado, en ciertos anillos es muy pequeno. Por ello, en
esta memoria proponemos topologias basadas en familias de filtros de ideales
a izquierda.

Uno de los ejemplos que presentamos, que a su vez corrige muchas de las
carencias de la construccién de L. Willaert ([47, 52]), consiste en una to-
pologia de Grothendieck no conmutativa que tiene como base de abiertos a
una familia de filtros de Gabriel en el anillo. Sobre esta topologia construi-
mos un prehaz de médulos asignando, a cada abierto, la composicion de los
funtores localizacion en los elementos del monoide libre generado por dicha
familia de filtros de Gabriel, que sorprendentemente tiene un comportamien-
to muy parecido al de la localizacién en un sélo filtro. Dado que el limite
de ciertos sistemas proyectivos finitos de funtores composicién de funtores
localizacion coincide con la localizacion en la interseccion de los filtros aso-
ciados, demostramos que este prehaz es un haz. Obtenemos asi un teorema
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de representacion con el que aseguramos que todo anillo noetheriano es el
anillo de secciones globales de un haz.

Ademas, a diferencia de la construccién de Willaert, este sitio no conmutativo
coincide con la construccion clasica cuando el anillo es conmutativo, y con
la construccién que se describe en [11] cuando el anillo satisface la condicién
fuerte de segunda capa.

Cada abierto en esa topologia de Grothendieck no conmutativa tiene asignado
de forma natural un filtro uniforme. Este hecho nos ha inducido a estudiar en
profundidad el reticulo de los filtros uniformes del anillo, y también sus su-
breticulos, como una topologia, o més exactamente, como un (casi—)cuantal.
Se dedica una parte importante de esta memoria a la recopilacion y obten-
cion de nuevas propiedades sobre dicho reticulo, fijaindonos, en particular, en
la distributividad de la composicion de filtros con respecto a las operaciones
booleanas. También se estudia la equivalencia entre los conceptos de filtro
uniforme, funtor nicleo, topologia lineal y clase de pretorsién, y la relacion
entre un filtro uniforme y el filtro de Gabriel que genera.

Por otra parte, y atendiendo a cuestiones de funtorialidad, obtenemos nue-
vos resultados en relacion a la induccién de filtros uniformes por medio de
homomorfismos de anillos, destacando el que asegura que, si se satisface la
propiedad de compatibilidad con el homomorfismo, la induccién de filtros
uniformes conserva la composicién.

Haciendo uso de las propiedades del reticulo de los filtros uniformes, descri-
bimos la estructura de casi—cuantal que posee dicho reticulo, y definimos un
funtor de la categoria de médulos a izquierda en la categoria de haces sobre
ese casi—cuantal. También se proporcionan las versiones simétrica, jansiana
y relativa de dicho funtor.

En este contexto demostramos el siguiente teorema de representacion:

Dado un modulo a izquierda M, el conjunto de secciones globales del haz
definido por M siempre contiene a M, y si el elemento superior en el casi—
cuantal de los filtros uniformes es un elemento compacto, entonces M coincide
exactamente con él.

Conseguimos asi representar a cualquier moédulo, y en particular al anillo,
como el conjunto de las secciones globales de un haz sobre el casi—cuantal de
los filtros uniformes.

Ademas, esta construccion tiene caracter funtorial en la categoria de anillos
y extensiones centralizantes, o bien extensiones fuertemente normalizantes
en el caso del casi—cuantal de los filtros uniformes simétricos o jansianos.

Esta memoria estd estructurada en cinco capitulos cuyos contenidos se han
organizado de la siguiente manera:
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En el primer capitulo se recopilan los conceptos y resultados basicos de la
geometria algebraica clasica y de la teoria de localizacion abstracta, que sir-
ven de motivacién para el desarrollo del resto del trabajo. Comenzando por
los conjuntos algebraicos afines, se recoge la nocién de variedad y cémo los
intentos de generalizaciéon de dicha nocién han ampliado el radio de accién
de las técnicas geométricas, primero, al espectro de un anillo conmutativo
general y luego, al &mbito de haces y esquemas. También se recogen los prin-
cipios de la localizacion abstracta en categorias abelianas y su particulariza-
cién a categorias de Grothendieck que se aplicara a categorias de moédulos vy,
en el segundo capitulo, a categorias de bimédulos y de médulos graduados.
La ultima seccion hace referencia, explicando su origen, a las propiedades
de estabilidad y compatibilidad mutua de los radicales en una categoria de
modulos. Estas propiedades no tienen andlogo en geometria algebraica con-
mutativa, pues en un anillo conmutativo todos los radicales son estables y,
por lo tanto, mutuamente compatibles dos a dos.

En el segundo capitulo se da una visién historica que, aunque forzosamente
incompleta, pretende proporcionar una idea de algunas de las construcciones
geométricas que se han desarrollado para representar a un anillo, lo mas
general posible, por medio de un haz sobre su espectro primo. Se describen
con especial detenimiento las consideradas como més completas, y por tanto
mas relevantes, en los siguientes sentidos:

1. las que generalizan la construcciéon de haces de estructura en el caso
conmutativo,

2. las que representan efectivamente al anillo, esto es, se obtiene de nuevo
el anillo como el conjunto de secciones globales del haz, y

3. las que tienen caracter funtorial.

Se dedica particular atencion, en primer lugar, a la construccién de haces
sobre el espectro de ideales primos bildteros con la topologia de Zariski de un
anillo primo con identidad polinomial ([35]). F. Van Oystaeyen y A. Vers-
choren ([46]) usan las propiedades que posee la localizacién en categorias de
bimédulos para probar la funtorialidad de sus haces con respecto a extensio-
nes centralizantes. Posteriormente se describe la manera en la que J. Bueso,
P. Jara y A. Verschoren ([11]) definen una topologia de Zariski estable en el
espectro de primos bildteros, y utilizan la propiedad (débil) de Artin-Rees
para generalizar estos resultados a la clase (bastante mds general) de anillos
que satisfacen la condicién fuerte de segunda capa, y a extensiones fuerte-
mente normalizantes de anillos. Para finalizar, y también en un intento de




Introduccién ix

mostrar las tltimas tendencias, se detalla como L. Willaert ([47, 52]) des-
prende al espectro de sus puntos y lo dota de una topologia de Grothendieck
no conmutativa que le permite definir un haz por medio de la composicién
de funtores localizacion en conjuntos de Ore.

La nocién de filtro uniforme (o topologia lineal) en un anillo no es nueva: de
hecho, aparece ya, en el contexto de la localizacién, en el trabajo de P. Gabriel
([16]). En el tercer capitulo de esta memoria se agrupa un buen niimero de
propiedades de estos filtros, haciendo particular hincapié sobre aquellas que
atanen a la estructura de reticulo que posee el conjunto de los filtros uniformes
en un anillo. También planteamos de qué manera interactia la composicion
de filtros uniformes con las operaciones booleanas de dicho reticulo y de
alguno de sus subreticulos. Cabe destacar, en concreto, que la composicion
por la izquierda es completamente compatible con la interseccion de filtros
uniformes en el siguiente sentido: si £ es un filtro uniforme y {H,}aca es
una familia de filtros uniformes, entonces

ﬂ£07{a:£om7{a.

a

Sin embargo, la composicion por la derecha es compatible sélo con intersec-
ciones finitas. Este hecho es el que justifica la definicién de casi—cuantal que
damos posteriormente en el capitulo cinco.

Por otra parte, el conjunto de filtros uniformes se corresponde biyectivamente
con las topologias lineales en el anillo, con la familia de funtores nitcleo y
también con la de teorias de pretorsion hereditarias. Sin embargo, aunque
todo filtro uniforme tiene asociada la clase de mddulos libres de torsién de
una teoria de torsién hereditaria, demostramos que dicha clase no determina
al filtro pues, por ejemplo, coincide con la del filtro de Gabriel generado por
él.

Finalmente introducimos la nocién de compatibilidad de un filtro uniforme
respecto a un homomorfismo de anillos y demostramos que, en presencia de
esta propiedad, la induccion de filtros uniformes mediante dicho homomorfis-
mo de anillos conserva la composicion. Este resultado nos permite asegurar
que la construccién de haces sobre el casi—cuantal de los filtros uniformes que
presentamos en el iltimo capitulo es una construccién funtorial.

En la construccién de Willaert ([47, 52]) que se describe en 2.4. se definen los
recubrimientos de un abierto como la interseccién del abierto con un recu-
brimiento global, lo que obliga a considerar solamente anillos que poseen al
menos un recubrimiento global formado por conjuntos de Ore (dlgebras es-
quemadticas). Esta caracteristica, junto al hecho de que desafortunadamente




x Introduccion

su sitio no conmutativo adolece de propiedades topoldgicas, es la motivacion
para la construccién que introducimos en el capitulo cuatro.

Este capitulo esta dedicado a la construccion de haces, mediante composicién
de funtores localizacién, sobre una topologia no conmutativa basada en el
monoide libre generado por una familia de filtros de Gabriel.

En primer lugar demostramos (de una forma alternativa a como se hace
en [34]) que, en presencia de la propiedad de compatibilidad, es posible defi-
nir haces sobre topologias basadas en filtros de Gabriel ((4.1.1)). Siguiendo
la linea de esa demostracién se prueba que el limite de un sistema proyectivo
finito constituido por la composicién de (ciertos) funtores localizacién es la
localizacién en la interseccion de los filtros uniformes asociados a cada ele-
mento del sistema. Este resultado es generalizado ((4.1.13)) a los sistemas
proyectivos que se obtienen al hacer actuar varios funtores localizacion sobre
el sistema anterior.

En la segunda seccién definimos el sitio no conmutativo como el monoide
libre generado por una familia de filtros de Gabriel, identificando aquellos
elementos que proporcionan el mismo funtor localizacién. Dada la similitud
de los resultados obtenidos sobre la composicién de funtores localizacion con
las propiedades de la localizacion en un sélo filtro de Gabriel, es posible
definir haces de estructura de una forma bastante natural, que representan
no sélo al anillo sino también a cualquier médulo ((4.2.23)). Ademas, estos
haces definidos sobre el sitio no conmutativo generalizan a los de los anillos
conmutativos y a los que se describen en el segundo capitulo ((4.2.25)).

El precio que hay que pagar (que es razonablemente bajo) es que el haz de
estructura del anillo no es en general un haz de anillos, sino de médulos sobre
el anillo.

Atendiendo a la definicién de cuantal de F. Borceux y R. Cruciani ([6]),
introducimos en el capitulo cinco la nocién de casi—cuantal. La justificacion
fundamental de esta definicion es que el reticulo de los filtros uniformes en
un anillo, ordenado por la inclusién inversa, no verifica uno de los axiomas de
la definicion de cuantal. Estas estructuras generalizan el concepto de local,
o espacio topologico sin puntos y, en particular, si el anillo es conmutativo,
generalizan a la topologia de Zariski del espectro primo ((5.1.8)).

La construccion de los haces sobre el casi—cuantal de los filtros uniformes se
hace desde un punto de vista distinto al del capitulo cuarto, pues se definen
mediante conjuntos de generadores y relaciones que describen el abierto en el
que dos secciones coinciden. Ademas, a cada mddulo a izquierda se le puede
asociar de forma natural un haz, y a cada homomorfismo un morfismo de
haces. Como la composicion de homomorfismos se traduce en la composicion
de morfismos de haces, estas asignaciones definen un funtor de la categoria
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de modulos sobre un anillo en la de haces sobre el casi—cuantal de los filtros
uniformes en ese anillo ((5.2.11)).

En este contexto demostramos, en (5.3.4), que el conjunto de secciones globa-
les del haz asociado a un médulo siempre contiene al médulo y, en (5.3.8), el
teorema de representacion, que afirma que, bajo la hipétesis de la compacidad
del elemento superior en el casi—cuantal de los filtros uniformes, el médulo
coincide con el conjunto de secciones globales del haz.

Haciendo uso de las propiedades de la induccién de filtros uniformes por
medio de homomorfismos obtenidas en el capitulo tres es posible, dado un
homomorfismo de anillos (de cierto tipo), construir un morfismo de casi—
cuantales. Este hecho implica que la construccién de haces es completamente
funtorial ((5.4.2)), pues un morfismo de casi-cuantales define por composicién
un funtor entre las categorias de haces.

Por ultimo, utilizando el morfismo de casi—cuantales que a cada filtro uni-
forme le asigna su radical* (definido en [21]), probamos que, al igual que en
el trabajo de Borceux y Cruciani ([6]), es posible representar al anillo por
medio de un haz sobre el local de los filtros uniformes radicales.

Entre las cuestiones que habria que resolver para el desarrollo de una geo-
metria algebraica basada en la construccién de haces sobre topologias no
conmutativas que tomara como punto de partida los resultados obtenidos a
lo largo de esta memoria, destacariamos:

e la funtorialidad de la construccion de haces en el sitio no conmutativo,

e la equivalencia, en algin sentido, de las dos construcciones propuestas
en esta memoria.

En la resolucion de la primera de ellas se podria utilizar, tal vez, un trata-
miento similar al que le dan J. Bueso, P. Jara y A. Verschoren en [11]. Sin
embargo, no parece sencillo probar que si L y H son dos elementos equi-
valentes en el monoide libre generado por una familia de filtros de Gabriel,
entonces las composiciones de los funtores localizacion correspondientes a los
inducidos (por medio de un homomorfismo de anillos) de L y H coincidan.
Por otra parte, que los filtros uniformes (L) y £(H) asociados a dichos in-
ducidos puedan ser distintos queda resuelto por la proposicién (3.2.9), que
asegura que, si los filtros que componen L y H son compatibles con el homo-

morfismo, entonces

e(L)=¢(L) =¢(H) =¢(H) .
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Con respecto a la segunda cuestién propuesta, uno de los posibles caminos
para encontrar la equivalencia, y el mas natural a nuestro entender, pasaria
por encontrar una factorizacion candnica para cualquier filtro uniforme como
composicion de filtros de Gabriel. Esta descomposicién permitiria asociar
a cada filtro uniforme un funtor composicién de funtores localizacion, de
manera que el filtro uniforme asociado a dicho funtor fuese el de partida.
Se haria preciso, también, un estudio mas extenso de las propiedades de la
composicion de funtores localizacion, del que ya proporcionamos una muestra
en la primera seccion del capitulo cuatro.




Notacion

El término anillo hara referencia a un anillo asociativo con elemento unidad
1, y si R es un anillo, con el término R-mddulo a izquierda (respectivamen-
te a derecha) se designard a los R-médulos por la izquierda (resp. por la
derecha) unitarios.

Si R y S son anillos, se denominard R-S-bimddulo a todo R-moédulo a iz-
quierda y S—modulo a derecha M de manera que

V(r,m,s) € Rx M xS, (rm)s=r(ms) .

Un R-S-bimoédulo se denotara por gk Mg cuando haya necesidad de explicitar
R 6 Sy, en cualquier caso, siempre se omitird escribir aquel de los dos anillos
que coincida con el de los nimeros enteros Z.

El hecho de que N sea un sub-bimoédulo del R-S—bimdédulo M se denotara
por N <;, M, ysiS = Z (resp. R = Z) se denotard simplemente por
N <; M (resp. N <, M). En particular, el hecho de que L sea un ideal a
izquierda (resp. ideal a derecha, resp. ideal bildtero) del anillo R se denotard
por L <; R (resp. L <, R, resp. L <;, R).

Si F' es un subconjunto del anillo R y L es un ideal a izquierda de R, se
denotara por (L : F) al ideal a izquierda formado por los elementos r de
R tales que rs € L para todo s € F. Si F tiene como tnico elemento a s,
entonces dicho ideal serd denotado por (L : s).

Por otra parte, si M es un R-mddulo a izquierda (resp. a derecha) y FF C M,
entonces se denotard por Annk(F) (resp. por Ann’y(F)) al ideal a izquierda
(resp. a derecha) formado por los elementos r de R tales que rm = 0 (resp.
mr = 0) para cada m € F. En particular, si F' = {m}, entonces dicho ideal
se denotard por Annk(m) (resp. por Ann’(m)).
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo esta dedicado a proporcionar una descripcién de los principios
basicos de la geometria algebraica cldsica. También se describen los fun-
damentos de la teoria de localizacién abstracta en categorias abelianas, su
posterior particularizacion a las categorias de Grothendieck, y en especial, a
la categoria de médulos sobre un anillo no necesariamente conmutativo.

1.1. Geometria algebraica clasica

El problema original del Algebra, el cdlculo de soluciones de (sistemas de)
ecuaciones polinomiales, ha sido histéricamente enfocado desde distintos pun-
tos de vista, dependiendo principalmente de si se buscan soluciones con al-
guna particularidad (nimeros enteros, racionales, soluciones no singulares,
etc.), del grado de las ecuaciones (lineales o de grado superior), del nimero
de ecuaciones y de incognitas, etc.. Desde el punto de vista de la geome-
tria algebraica, las soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales en
n incégnitas, como puntos del espacio afin de dimension n, constituyen una
variedad algebraica, cuyas propiedades estdan intimamente ligadas a las del
ideal del anillo de polinomios en n incognitas generado por las ecuaciones del
sistema de la manera que se describe en esta seccion.

1.1.1. Variedades algebraicas

(1.1.1) Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Se denota por A} al k-
espacio afin de dimension n, cuyos puntos, fijado un sistema de referencia
afin, se corresponden biyectivamente con los elementos de k™. Una familia
de polinomios F' C k[zy,---,x,] = k[X] define un conjunto algebraico afin
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V(F), que no es mas que el subconjunto de los puntos de A? cuyas coordena-
das son ceros de cada uno de los polinomios de F'. Los conjuntos algebraicos
afines tienen las siguientes propiedades:

(1.1.1.1) Si F es un conjunto de polinomios de k[X] e I es el ideal generado
por F', entonces los conjuntos algebraicos afines V/(F') y V(I) son iguales.
Dado un conjunto algebraico afin V(I), donde I es un ideal de k[X], el
conjunto de polinomios

J =A{p(X) € k[X]; pla) =0, Ya € V(I)}

es un ideal de k[X] que contiene a I, pero que en general no coincide con I.
Por ejemplo, si [ = (2?) C k[z, y|, entonces

V(I) ={a=(a1,a2) ; a1 =0},

y J = (z). De hecho, en general .J es v/I, el radical del ideal I (teorema de
los ceros de Hilbert), y puesto que V' (v/T) = V(I), los conjuntos algebraicos

afines en A} se corresponden biyectivamente con el conjunto de los ideales
radicales de k[X].

(1.1.1.2) Un conjunto algebraico afin no vacio se dice que es irreducible si no
es la union de dos subconjuntos algebraicos estrictamente mas pequenos. Un
conjunto algebraico V' (I), donde I es un ideal radical de k[X], es irreducible
si, y sélo si, I es un ideal primo. Los conjuntos algebraicos afines irreducibles
también se denominan variedades afines. La variedad afin V' (I) estd formada
por un sé6lo punto si, y sélo si, I es un ideal maximal.

(1.1.1.3) Los conjuntos algebraicos afines de A} constituyen la familia de
cerrados de una topologia, que se denomina topologia de Zariski. En efecto,
tanto A? = V(0) como () = V(1) son conjuntos algebraicos afines. dados dos
ideales I y J de k[X], La unién de los conjuntos algebraicos afines V' (I) y
V(J) es V(IJ), y si{I,}aca es una familia de ideales de k[X], entonces la
interseccion de los conjuntos algebraicos afines {V(I,)}aea s V(3,4 La)-

El conjunto A} con la topologia de Zariski no es un espacio Hausdorff, pues
todo abierto es denso en A}, aunque si es un espacio compacto (como con-
secuencia de que k[X] es un anillo noetheriano). Ademds todo conjunto
algebraico afin V(I) se descompone de manera tinica como unién de varie-
dades afines V(I) = V(P,) U---UV(P), donde V(FP;) Z V(P;) para i # j.
Los abiertos de una variedad afin se denominan variedades abiertas afines.

(1.1.2) La dimensién de una variedad (abierta) afin V' se define como el
mayor de los enteros p tal que existe una cadena de variedades afines

%CWC"'CV};
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contenidas en V. Equivalentemente, si V' es (un abierto de) V(P), con P un
ideal primo de k[X], entonces la dimensién de V' coincide con la dimensién
de Krull de su anillo de coordenadas k[X|/P, (el mayor de los enteros p tal
que existe una cadena de ideales primos Py D P, D --- D P, conteniendo a

P), que a su vez es igual al grado de trascendencia del cuerpo de fracciones
de k[X]/P sobre k.

La dimensién del espacio afin A} es n, y la dimensién de la variedad afin
V(P) es n — h(P), donde h(P) es la altura del ideal primo P (el mayor
entero h tal que existe una cadena de ideales primos P = Py D --- D P,).

Si V' es una variedad (abierta) afin de dimensién d y el ideal primo P tal
que V es (un abierto de) V(P) esta generado por n — d elementos de k[X],
entonces se dice que V' es una interseccion completa. En general, si V' tiene
dimension d, el cardinal de un sistema generador minimal de P es mayor o
igual que n —d (ej.: V(P) C A}, donde P = (z* — 3, 2% — 23,¢° — 2*)). Sin
embargo, si la variedad afin V' tiene dimension n — 1, entonces el ideal P es
principal, y estd generado por un polinomio irreducible de k[X]

(1.1.3) Conceptos geométricos como el de tangencia en el infinito no tienen
sentido para variedades en el espacio afin. Por esto se introduce el estudio
de las variedades en el espacio proyectivo P}, identificando el espacio afin
A} con un subconjunto de puntos del espacio proyectivo (aquellos que no
pertenecen al hiperplano del infinito).

Un conjunto algebraico proyectivo en P} es el conjunto de puntos cuyas
coordenadas proyectivas son los ceros de una familia {h;} C k[zo, x1, ..., z,]
de polinomios homogéneos, o equivalentemente, del ideal homogéneo que
generan. Al igual que para conjuntos algebraicos afines, si H y L son ideales
homogéneos de k[zg,x1, ..., z,], entonces

V(H)UV(L)=V(HL),

y si {H;} es una familia de ideales homogéneos, entonces
(\V(H) =V H) -

Como ademds V(0) = P¢ y V(1) = (), los conjuntos algebraicos proyectivos
son los cerrados de una topologia en IP}. El espacio afin A} es un abierto de
esta topologia, y la topologia inducida en A} es la topologia de Zariski.

(1.1.4) Si V(H) es un conjunto algebraico proyectivo entonces V(H) =
V(VH), donde V'H es el radical de H, que también es un ideal homogéneo.
Al anillo k[zg, 1, ..., 2,]/V H se le llama anillo de coordenadas de V(H).
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Los conjuntos algebraicos proyectivos irreducibles, esto es, que no son unién
propia de otros conjuntos algebraicos proyectivos, se denominan variedades
proyectivas, y al igual que en el caso afin, corresponden al conjunto de ce-
ros de los polinomios de un ideal homogéneo primo. A los abiertos en la
topologia inducida de una variedad proyectiva se les denomina variedades
abiertas proyectivas. El anillo de coordenadas de una variedad abierta pro-
yectiva en una variedad V(H) es el anillo de coordenadas de V(H). Todo
conjunto algebraico proyectivo es unién finita de variedades proyectivas que
no se contienen: sus componentes irreducibles.

(1.1.5) El espacio proyectivo P} admite un recubrimiento por abiertos ho-
meomorfos a A} (los complementarios de los hiperplanos del infinito corres-
pondientes a cada una de las coordenadas). Cualquier variedad (abierta)
proyectiva V' admite un recubrimiento por abiertos {U;}I, donde cada U;
es una variedad (abierta) afin y toda variedad afin es una variedad abierta
proyectiva.

Se designa con el término variedad a cualquier variedad, afin o proyectiva,
ya sea abierta o no.

(1.1.6) Sea V una variedad (abierta) afin (resp. proyectiva) en el espacio
afin (resp. proyectivo) n-dimensional y p un punto de V. Una funcién

FiV—k

es regular en el punto p si existe un entorno abierto U de p en V y dos
polinomios (resp. polinomios homogéneos del mismo grado) p(x), ¢(x) € k[X]
tales que ¢(a) # 0y f(a) = p(a)/q(a) para las coordenadas a de cualquier
punto de U.

Se dice que f es regular en V' si es regular en todos los puntos de V. Una
funcién regular f : V — k ~ A} es una aplicacién continua. El conjunto de
funciones regulares en V' tiene estructura de anillo.

Se denota por K (V') al cuerpo de gérmenes de funciones regulares de V' (dos
funciones regulares f : U — k 'y g : U' — k provienen del mismo germen
si coinciden en U NU’). Los elementos de K (V') se denominan funciones
ractonales sobre V.

(1.1.7) SiV es una variedad afin, entonces el anillo de funciones regulares
en V, que se denota por O(V), es isomorfo al anillo de coordenadas de V.
Para cada punto p de V, el conjunto O, de gérmenes de funciones regulares
en p es un anillo local, y su ideal maximal m, es el conjunto de gérmenes de
funciones regulares que se anulan en p. El cuerpo residual O,/m, es isomorfo
a k. O, eslalocalizacién del anillo O(V') en el ideal maximal de las funciones
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regulares en V' que se anulan en p, o equivalentemente, la localizacién del
anillo de coordenadas de V' en el ideal de las clases de polinomios que se
anulan en p.

El cuerpo K (V) es el cuerpo de fracciones del dominio de integridad O(V))
Si V' es una variedad proyectiva, entonces el anillo de funciones regulares en
V' es isomorfo a k. El anillo (graduado) de coordenadas de V' también se
denota por O(V') y para cada punto p € V, el conjunto O, de gérmenes de
funciones regulares en p es un anillo isomorfo al subanillo de los elementos de
grado cero de la localizaciéon de O(V') en el ideal m,, formado por las clases
de polinomios que se anulan en p.

El cuerpo de funciones racionales K (V') es isomorfo al subcuerpo de elementos
de grado cero del cuerpo de fracciones de O(V') ([26]).

Para cualquier punto p € V, el anillo O(V') es un subanillo de O,, y éste a
su vez de K (V).

(1.1.8) Un morfismo de variedades es una aplicacién continua entre varie-
dades ¢ : V. — V' tal que para todo abierto U de V' y toda funcién regular
f:U — k, la composicién f o : ¢ (V') — k es también una funcién
regular.

Puesto que la composicién de morfismos y la aplicacién identidad en cualquier
variedad son morfismos de variedades, las variedades y morfismos de varieda-
des constituyen una categoria. Un isomorfismo ¢ : V' — V' es en particular
un homeomorfismo entre las estructuras topoldgicas de las variedades V' y
V', aunque no todo homeomorfismo entre dos variedades es un isomorfismo.
Dos morfismos de variedades ¢, : V' — V' que coincidan en un abierto de
V' son iguales.

1.1.2. El espectro de un anillo conmutativo

Ciertos sistemas de ecuaciones algebraicas requieren del estudio de sus solu-
ciones en cuerpos mas generales (no necesariamente algebraicamente cerra-
dos). Como ejemplo més conocido cabe citar el 1ltimo teorema de Fermat,
que establece que la ecuacion x” +y™ = 1 no tiene soluciones en el cuerpo de
los nimeros racionales Q para n > 2.

Por otra parte, se hace necesario generalizar el concepto de variedad para que
no dependa del espacio afin o proyectivo en el que esta contenida. La nociéon
de esquema, introducida por Grothendieck en sus Eléments de Géométrie
Algébrique [24], facilita la resolucién de estas cuestiones.

(1.1.9) Sea A un anillo conmutativo (pensemos en el anillo de coordenadas
de una variedad). El conjunto de ideales maximales de A se denomina es-
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pectro mazimal de A, y se denota Max(A). Si A es el anillo de coordenadas
de una variedad afin V' sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, Max(A)
se corresponde biyectivamente con los puntos de V.

Al igual que ocurre con los anillos de coordenadas de las variedades afines, si
asignamos un objeto geométrico a un anillo, es conveniente, dado un homo-
morfismo entre dos anillos ¢ : A — B, obtener un morfismo entre el objeto
geométrico asociado a B y el asociado a A. Si ¢ : A — B es un homo-
morfismo de anillos y m es un ideal maximal de B, el ideal »~'(m) no es en
general un ideal maximal de A (lo es, por ejemplo, cuando ¢ es epimorfismo).
Sin embargo, para cada ideal primo p de B, el ideal o' (p) de A es también
primo. El conjunto de ideales primos del anillo A se denomina espectro de
A, y se denota Spec(A). Si A es el anillo de coordenadas de una variedad
afin V' sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, existe una correspondencia

biyectiva entre Spec(A) y el conjunto de subvariedades cerradas contenidas
en V.

(1.1.10) Si a es un elemento del anillo A, se denota por D, al conjunto
de ideales primos de A que no contienen a a. Puesto que para a,b € A la
interseccion D, N Dy, = Dy, el conjunto {D,}.c4 es una base de entornos
abiertos de una topologia en Spec(A). A esta topologia en Spec(A) se le
denomina también topologia de Zariski. Los abiertos son los conjuntos

D(a) = {p € Spec(4) ; a Z p},

donde a es un ideal de A.

Si A es el anillo de coordenadas de una variedad afin V' sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado, entonces V', con la topologia de Zariski, es homeomorfo
al subespacio Max(A) de Spec(A) (esto es, los ideales de A correspondientes
a las subvariedades de V' consistentes en un sélo punto). Como consecuencia,
Max(A) no es Hausdorff, y por lo tanto Spec(A) tampoco lo es.

Al igual que toda variedad afin, el espacio Spec(A) es compacto.

(1.1.11) Los cerrados de Spec(A) son los conjuntos
V(a) ={p € Spec(4) ; a Cp} .

Los unicos puntos que constituyen por si mismos un conjunto cerrado en
Spec(A) son los elementos de Max(A). Dado un punto p de Spec(A), su
clausura es el cerrado V(p), que es homeomorfo al espectro del anillo A/p.
Si A es un dominio de integridad, entonces el ideal cero es un elemento
de Spec(A), y su clausura es todo el espacio Spec(A). Luego, (0) es un
punto que pertenece a cualquier abierto, y por lo tanto cualquier abierto de
Spec(A) es denso.
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Un punto genérico de Spec(A) es un elemento de Spec(A) cuya clausura es
todo el espacio. Para que exista un punto genérico es necesario y suficiente
que el nilradical de A (el ideal formado por todos los elementos nilpotentes
del anillo) sea un ideal primo, y en tal caso, el propio nilradical es un punto
genérico. Un punto genérico de Spec(A) pertenece a cualquier abierto, y por
lo tanto, si existe un punto genérico, entonces cualquier abierto es denso.

(1.1.12) Sigp: A — B es un homomorfismo de anillos, entonces
"¢ : Spec(B) — Spec(A) ; pr— ¢ (p)

es una aplicacion continua.

Sip: A — A/a es el epimorfismo proyeccién en el cociente, entonces el
cerrado V' (a) de Spec(A) es homeomorfo al espectro del anillo A/a, pues
V(a) es la imagen de la aplicacién continua inyectiva y abierta %y.

(1.1.13) Un espacio topolégico X es irreducible si no es la interseccion de
dos cerrados propiamente contenidos en X. El espectro de un anillo A es
irreducible si, y sélo si, el nilradical de A es un ideal primo, o sea, si, y sélo
si, Spec(A) tiene un punto genérico.

Los puntos de Spec(A) se corresponden biyectivamente con los cerrados
irreducibles de Spec(A). La aplicacién que asigna a cada punto p € Spec(A)
su clausura es biyectiva, pues cada cerrado V' (a) de Spec(A) es homeomorfo
al espectro del anillo A/a.

Si A es un anillo noetheriano, entonces Spec(A) se descompone de manera
unica como unién de conjuntos cerrados irreducibles que no se contienen
entre si.

1.1.3. Haces y esquemas

Aligual que el anillo de coordenadas de una variedad afin V' estd determinado
por la propia variedad, pues es isomorfo al anillo de funciones regulares O(V),
al espectro de un anillo conmutativo A se le asocia canénicamente un sistema
de anillos de tal manera que el anillo de secciones globales vuelve a ser A.
De la misma forma que una variedad (proyectiva) es el resultado de encolar
variedades afines, estas estructuras se pueden encolar para formar otras mas
complejas, dando lugar a la nocion de esquema que generaliza el concepto de
variedad algebraica.

(1.1.14) Dado un espacio topolégico X, consideraremos la categoria cuyos
objetos son los abiertos de X y, dados dos abiertos U y V, el conjunto de
morfismos entre U y V es unitario si U C V o vacio si U € V. Un prehaz
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de grupos abelianos (resp. de anillos, de mddulos) sobre el espacio topolégico
X es un funtor contravariante F de esta categoria en la categoria de grupos
abelianos (resp. de anillos, de médulos), de tal manera que F (@) = 0. Si
U C V, ala imagen del tinico morfismo de U en V por el funtor F se le
denota py; y se le denomina morfismo restriccion.

Un morfismo de prehaces 6 : F — F’ es una transformacién natural entre
los funtores F y F'.

Dado un prehaz F, se denomina fibra de F en el punto p € X, y se denota
por F,, al limite del sistema inductivo {F(U) — F(V)},evcy. Para cada
abierto U que contenga a p, al homomorfismo F(U) — F,, del limite directo
se le denota por pl .

(1.1.15) Un haz de grupos abelianos (resp. de anillos, de médulos) sobre el
espacio topolégico X es un prehaz F de grupos abelianos (resp. de anillos,
de médulos) sobre X tal que:

(1.1.15.1) si U es un abierto de X, {U;};c; un recubrimiento de U y s, s’ €

F(U) de tal manera que pfj (s) = pp.(s') para cada i € I, entonces s = s’

(se dice que F es separado);

(1.1.15.2) si U es un abierto de X, {U;};c; un recubrimiento de U y s; €
. U; o

F(U;) de tal manera que pg:nt (si) = Py, (s;) para todo i, j € I, entonces

existe s € F(U) tal que pp (s) = s; para cada i € I.

Los morfismos de haces son los morfismos de prehaces entre dos haces.

La categoria de haces sobre X es una subcategoria plena de la categoria de

funtores de la categoria de abiertos de X a la categoria de grupos abelianos
(resp. anillos, médulos).

(1.1.16) Un concepto equivalente al de haz es el de espacio étalé ([39]).
Dado un espacio topoldgico X, un espacio étalé sobre X es un espacio recu-
bridor 7 : FF — X, es decir, un homeomorfismo local sobreyectivo, tal que
la fibra Fj, = 7~'(p) de cada punto p € X es un grupo abeliano (resp. un
anillo) de tal manera que las aplicaciones

F, x F,— F, F,— F,
a,b —a+b a — —a
(resp.
F,x F,— F, F,x F,—F, F,— F, )
a,b —a+b a,b +——ab a — —a

son continuas cuando se considera en F}, la topologia inducida por F'.
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Dado un espacio étalé 7 : F' — X, una seccion sobre F' en un abierto U de
X es una aplicacién continua s : U — F' tal que el diagrama

F
U——X

es conmutativo.

Dos espacios étalé 7 : FF — X y 7' : I — X se dice que son equivalentes
cuando son equivalentes como espacios recubridores, esto es, cuando existe
un homeomorfismo ¢ : F' — F' tal que el diagrama

F%F’

N

es conmutativo.

Por ejemplo, si F es un prehaz sobre el espacio topolégico X, se puede
construir un espacio étalé 7 : F'r — X denominado espacio étalé de las
fibras de F, donde Fr = |,y F, (la unién disjunta) estd dotado de la
topologia que tiene por base de abiertos a los conjuntos {p(t) ; p € U},
siendo U abierto de X y ¢t € F(U), y 7 es la proyeccién que lleva a los
elementos de F, en p.

Por otra parte, si 7 : FF — X es un espacio étalé, entonces el funtor Fr de
la categoria de abiertos de X en la de grupos abelianos (resp. de anillos, de
modulos) que a cada abierto U le asigna

Fr(U)={s:U — F; s es una seccién} ,

y que al morfismo V' C U le asigna el homomorfismo que restringe a V' las
secciones en U, es un haz denominado haz de secciones sobre F'.

Sim: F — X es un espacio étalé y F es el haz de las secciones sobre F',
entonces el espacio étalé de las fibras de F es isomorfo al primero.

Reciprocamente, si F es un haz sobre X y 7 : FF — X es el espacio étalé
de las fibras de F, el haz de las secciones sobre F' es un funtor naturalmente
equivalente a F.

(1.1.17) Si F es un prehaz sobre X y 7 : FF — X es el espacio étalé de las
fibras de F, se denomina haz asociado al prehaz F, y se denota por FT, al
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haz de las secciones sobre F'. El haz F* junto con el morfismo de prehaces
i: F — F7T que a cada abierto U de X le asigna el homomorfismo

i(U) :FU)— FH(U)
s +—i(U)(s):U— F
pr—py(s)

verifica la siguiente propiedad universal: dado un haz H sobre X y un mor-
fismo de prehaces 6 : F — H, existe un tnico morfismo ) : F+ — H tal
que ¥ o7 = #. Como consecuencia, F* es el tnico haz, salvo isomorfismos,
que verifica esta propiedad.

Por otra parte, si ¢ : F — H es un morfismo de prehaces sobre X, entonces
existe un tinico morfismo de haces ¢+ : F* — H™ tal que el diagrama

F—n

Ft 5 4+

es conmutativo. De esta manera se define un funtor de la categoria de preha-
ces sobre X en la categoria de haces sobre X que recibe el nombre de funtor
hacificacion.

Si F es un prehaz separado, entonces F es un subprehaz de F+, esto es, un
subobjeto de F* en la categoria de prehaces sobre X.

(1.1.18) El ejemplo que se describe a continuacién se conoce como haz de
estructura de un anillo. Dado un anillo conmutativo A, se denota por O4 al
haz sobre Spec(A) que asigna

e a cada abierto U (de la topologia de Zariski), el anillo de las secciones
en U, esto es, el conjunto de secciones

s:U— P4,

peU

de tal manera que s(p) € A, para cada p € U y existe un abierto
p € V C U yun par de elementos a, f € A talesque f € qy s(q) =a/f
para todo q € V,

e v a la inclusién V C U, el homomorfismo restriccién de secciones

O4(U) — O4(V) 5 s — s .
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Equivalentemente, O puede ser definido (ver [26]) de la siguiente forma: a
cada abierto U = D(I), donde I es un ideal de A, se le asigna el anillo

lim Hom(I", A) ,
neN

y a la inclusion D(J) C D(I) (o sea, J C I), se le asigna el homomorfismo
entre los limites inducido por las restricciones

fn i Homu(I", A) — Homa(J", A) .

El anillo de secciones globales de O4, esto es, el anillo O4(Spec(A)) es
isomorfo a A.

Si M es un A-mébdulo, el haz de estructura O, es el funtor que a cada abierto
U = D(I) de Spec(A) le asigna el O4(U)-mdédulo

lim Hom (1", M) ,

neN

y a cada morfismo D(J) C D(I) el homomorfismo de A—mddulos que inducen
los homomorfismos restriccion

fo: Homua(I", M) — Homyu(J", M) .

Ademas, el A-méddulo M se obtiene de nuevo como el A-mddulo de secciones
globales de Oy.

(1.1.19) Dada una aplicacién continua f : X — Y, cada haz F sobre X
induce un haz f,F sobre Y, que se denomina imagen directa de F, y que a
cada abierto abierto U de Y le asigna F(f~'(U)).

Por otra parte, todo haz G sobre Y induce un haz f~'G sobre X, denominado
imagen inversa de G, que es el haz obtenido por hacificacion del prehaz que
a cada abierto U de X le asigna

lim G(V) .

v

Un espacio anillado es un par (X, F), donde X es un espacio topolégico y
F es un haz de anillos sobre X. Un morfismo entre los espacios anillados
(X,F) e (Y,G) es un par (f,7) en el que f : X — Y es una aplicacién
continua y ¢ : G — f.F es un morfismo de haces sobre Y.

Un espacio localmente anillado es un espacio anillado (X, F) tal que para
cadap € X, lafibra F, es un anillo local. Un morfismo de espacios localmente
anillados (f,1) entre los espacios localmente anillados (X, F) e (Y,G) es
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un morfismo de espacios anillados de tal manera que para cada p € X, la
composicion
YV (p) . -
iy~ eF)s = lim (fF)(V) —— F, = lim F(U)

f(pev peU

es un homomorfismo local, esto es, la imagen inversa del ideal maximal de
Fy es el ideal maximal de Gy(p).

(1.1.20) Ejemplo. Si ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos, entonces
tanto (Spec(A), O4) como (Spec(B), Op) son espacios localmente anillados,
y el par (“¢, p*), donde ¢ asigna a cada seccién s : U — @, Ap en el
abierto U de Spec(A), la seccién

a

a — s Do
(“¢) I(U)LU%GBCIE(“@*I(U) Awfl(q)4®qe(aw)fl(U) B, |

es un morfismo de espacios anillados.

Ademas, si el par (f, 1) es un homomorfismo de espacios localmente anillados
entre (Spec(B),Op) vy (Spec(A), O4), entonces existe un homomorfismo de
anillos ¢ : A — B tal que f =% y ) = o ([26]).

(1.1.21) Ejemplo. Si S = &,,-,S» es un anillo positivamente graduado y
S, es el ideal @, -, Sn, se llama espectro primo homogéneo de S al conjunto

Proj(S) = {p < S ; p es primo y homogéneo , S; Z p} .

La familia de los D(I) = {p € Proj(S) ; I € p}, donde I es un ideal
homogéneo de S, es una topologia de Proj(.S).

En Proj(S) se puede definir un haz Og también llamado de estructura, y que
es aquel cuya fibra en el punto p es el anillo de los elementos de grado cero
de T71S, la localizacién de S en el conjunto 7' de los elementos homogéneos
de S que no estén en p.

El par (Proj(5), Og) es un espacio localmente anillado.

(1.1.22) Un esquema afin es un espacio localmente anillado isomorfo a
(Spec(A), O4) para algin anillo A.

Un esquema es un espacio localmente anillado (X, F) que localmente es un
esquema afin, esto es, para cada p € X existe un entorno abierto U de p tal
que (U, Fjy) es un esquema afin.

Un morfismo de esquemas es un morfismo de espacios localmente anillados.
Dado un esquema S, un esquema sobre S es un esquema X para el que
existe un morfismop: X — S. Sip: X — Sy q¢:Y — S son esquemas
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sobre S, un morfismo de esquemas sobre S es un morfismo de esquemas
1 X — Y tal que el diagrama

A

S

es conmutativo.

1.2. Localizacién en categorias de mdédulos

Si X es un espacio topoldgico (pensemos en el espectro primo de un anillo
conmutativo), U es un abierto de X, y consideramos las categorias abelianas
C, de haces de grupos abelianos sobre X, y Q, de haces de grupos abelianos
sobre U, entonces el funtor restriccion

RQ:C—Q, QF=Fp

es exacto, es adjunto a izquierda del funtor imagen directa I : @ — C y
la composicion () o I es naturalmente equivalente al funtor identidad en Q
([16]).

Teniendo en cuenta que la categoria de haces coherentes sobre el espectro
de un anillo conmutativo A es equivalente a la categoria A — mod ([39]),
a la hora de desarrollar una teoria de localizacion para anillos no necesaria-
mente conmutativos es interesante caracterizar primero a las categorias D
y a los funtores @ : C — D que verifican esas propiedades cuando C es
una categoria de médulos, o més generalmente, cuando C es una categoria
abeliana.

En esta seccion se recogen los principios basicos de la localizacién abstracta
en categorias abelianas y su particularizacién a categorias de Grothendieck
y a categorias de moédulos.

(1.2.1) Sea C una categoria abeliana. Si D es una subcategoria de C, se
puede construir una categoria preaditiva C/D denominada categoria cociente
([25]) cuyos objetos son los objetos de C y cuyos morfismos son

Home p(M,N) = lim Home(M', N/N') ,
e

donde el limite estd tomado en los subobjetos M’ de M y N’ de N tales que
M/M'y N’ son objetos de D.
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Esta categoria cociente tiene asociado un funtor proyeccién @ : ¢ — C/D
mediante el cual a un objeto M de C se le asigna el mismo objeto M en la
categoria cociente, y a cada morfismo f : M — N, se le asigna su imagen
en el limite li_rI>1H0mc(M', N/N').

No es dificil ver que @ es aditivo y que lleva nicleos en nitcleos y conticleos
en contcleos.

(1.2.2) Una subcategoria plena D de C se dice que es gruesa si es cerrada
para subobjetos, cocientes y extensiones exactas.

Si D es una subcategoria gruesa de C, entonces la categoria cociente C/D
es abeliana y el funtor proyeccién @ : C — C/D es exacto. Ademds, toda
sucesion exacta corta en C/D es imagen por Q de una sucesién exacta corta
de C. El funtor I : C/D — C adjunto a derecha de @), en caso de existir, se
denomina funtor seccion, y siempre es exacto a izquierda ([40])

(1.2.3) Si D es una subcategoria gruesa de la categoria abeliana C, se dice
que un objeto M de C es D—cerrado si se verifica alguna de las siguientes
condiciones equivalentes ([16]):

(1.2.3.1) Si f: N — N’ es un morfismo en C y tanto Kerf como Coker f
son objetos de D, entonces f* : Home(N', M) — Homc(N, M) es un iso-
morfismo de grupos abelianos.

(1.2.3.2) El tnico subobjeto de M que es un objeto de D es el cero.

(1.2.3.3) Para todo objeto N de C, el funtor () induce un isomorfismo de
grupos abelianos Qn s : Home(N, M) — Homep(N, M).

Si D es una subcategoria gruesa y ) admite un funtor adjunto a derecha
I, entonces se dice que D es una subcategoria localizante y al funtor I o ()
se le denomina funtor localizacion. Si D es una subcategoria localizante,
entonces para todo objeto N de C/D, el objeto I(NN) es D—cerrado. Ademads,
la transformacion natural £ : () o I — id¢/p es una equivalencia natural.

Si ¢ :ude — I o(@ es la transformacién natural inducida por la adjuncién,
entonces un objeto M de C es D—cerrado si, y sélo si, el morfismo

v M — ToQ(M)

es un isomorfismo.

Reciprocamente, si C y C' son dos categorias abelianas y ) : C — C’ es un
funtor exacto que admite un adjunto a derecha I de manera que la transfor-
macion natural € : (Q o I — ide es una equivalencia natural, entonces la
subcategoria plena Ker(@ de C (cuyos objetos son los objetos M de C tales
que Q(M) es isomorfo al cero de C') es una subcategoria localizante.
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La D-envolvente de un objeto M de C es un morfismo j : M — N de C,
donde N es un objeto D—cerrado tal que Kerj y Cokerj son objetos de D.

(1.2.4) Sea C una categoria de Grothendieck (esto es, una categoria abelia-
na con un generador y limites inductivos exactos). Una subcategoria gruesa
D de C es localizante si, y s6lo si, es cerrada para limites inductivos (tomados
en C).

Una teoria de torsion en C es un par (7, F) de familias no vacias de objetos
de C tales que

(1.2.4.1) M € T si, y sélo si, Home(M, N) = {0} para todo N € F,y
(1.2.4.2) N € Fsi, y s6lo si, Homp(M,N) = {0} para todo M € T

(ver [45, 51, et al.]). A la clase T se le llama clase de torsion de la teoria de
torsion (7, F) y a F clase de libres de torsion.

Una familia 7" de objetos de C genera una teoria de torsién (7, F) tal que
T’ C T. Dicha teoria de torsién viene dada por

F={NeObjC; VM € T', Hom¢(M',N) =0} ,

T ={M € ObjC ; VN € F, Home(M,N) =0} .

Si 7" es la clase de torsién de una teoria de torsién (77, F'), entonces la teoria
de torsién generada por T es la propia (7', F').

La teoria de torsién (7, F) se dice que es hereditaria si dado un objeto M en
T, todos los subobjetos de M pertenecen a 7, o equivalentemente, si dado
un objeto NV de F, la envolvente inyectiva de N pertenece a F. La familia T
de objetos de C es la clase de torsién de una teoria de torsién hereditaria si,
y solo si, T es cerrada al tomar cocientes, coproductos, extensiones exactas y
subobjetos, esto es, si, y s6lo si, T es la clase de objetos de una subcategoria
localizante de C.

(1.2.5) Un funtor nicleo en la categoria de Grothendieck C es un subfuntor
o exacto a izquierda del funtor identidad en C. Si ademés o(M/oM) = 0 para
todo objeto M de C, entonces se dice que ¢ es un funtor nicleo idempotente
o un radical .

Si o es un radical, se llama objetos de o—torsién a los objetos M de C tales que
oM = M y objetos o-libres de torsién a los M tales que oM = 0. El par de
clases (75, F,) de objetos de o—torsién y o-libres de torsién respectivamente,
es una teoria de torsion hereditaria en C.

Reciprocamente, si (7, F) es una teoria de torsién hereditaria en C, entonces
el subfuntor o de la identidad en C que a cada objeto M le asigna la suma
de todos los subobjetos de M que estan en T es un radical.
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De esta manera se establece una correspondencia biyectiva entre la clase de
radicales y la de teorias de torsion hereditarias en C, o equivalentemente, de
subcategorias localizantes de C.

(1.2.6) Sea o un radical en la categoria de Grothendieck C. Se dice que
un morfismo f es un og-isomorfismo si Kerf y Cokerf son objetos de o—
torsién. Un objeto E de C se dice que es o—-inyectivo (resp. o—cerrado) si
para cada morfismo g : M — F y cada o-isomorfismo f : M — N existe
un morfismo (resp. un tnico morfismo) h: N — E tal que el diagrama

M—LoN

e

<Q

E

es conmutativo.

El objeto E de C es o—cerrado si, y so6lo si, F es o—inyectivo y o—libre de
torsion. La subcategoria plena de C cuyos objetos son todos los objetos
o—cerrados de C se denota por C(o).

(1.2.7) Si M es un objeto de C, una envolvente o—inyectiva de M es una
extension esencial j : M — F, donde E es un objeto de C(o), tal que el
conticleo de j es de o—torsién. Todo objeto M de C tiene una tnica (salvo
isomorfismos) envolvente o-inyectiva tal que Kerj, y = oM que se denota
por jom : M — E M.

Se denota por a al funtor de C en C(0) que a cada objeto M de C le asigna
E,M, v a cada morfismo f : M — N el tnico morfismo que hace al
cuadrado

ja’,M

J/JG'N

EO—M a—f> EU—N

conmutativo. El funtor a_ es exacto y adjunto a izquierda del funtor inclu-
sion. Si {F; — Fj }l<361 es un sistema proyectivo, entonces el limite del
sistema proyectivo {ggF — a_Fj }i<jer coincide con

a (limF;)

es decir, a_ conmuta con limites proyectivos.

Ademas, la composicion de a_.y el funtor inclusiéon es un endofuntor de C
exacto a izquierda.
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(1.2.8) Sea R un anillo. La categoria de R—mddulos a izquierda, que se
denota por R—mod, es una categoria de Grothendieck y por tanto se pueden
particularizar a dicha categoria los resultados que se han mencionado en los
parrafos precedentes.

Las subcategorias localizantes de R — mod son las subcategorias plenas ce-
rradas al tomar submodulos, imédgenes epimorficas, extensiones exactas y
limites inductivos.

Una teorfa de torsién es un par (7, F) de familias no vacias de R-mddulos a
izquierda tales que M pertenece a T si, y s6lo si, Homg(M, N) = {0} para
todo N € F,y N pertenece a F si, y s6lo si, Homg(M, N) = {0} para todo
MeT.

Una teoria de torsién hereditaria queda perfectamente determinada dando
su clase de torsion hereditaria 7, o lo que es lo mismo, la clase de objetos de
la subcategoria topologizante de & — mod que tiene asociada, puesto que la
clase de libres de torsion viene dada por

F={N; VM eT, Hmpr(M,N)= {0} }.

Una familia de R—moédulos a izquierda es la clase de libres de torsién de
alguna teoria de torsién hereditaria si, y solo si, es cerrada para submédulos,
extensiones exactas, limites proyectivos y envolventes inyectivas.

Una teoria de torsion hereditaria también estd determinada por su clase de
libres de torsion.

Un funtor nicleo 0 : R —mod — R —mod es un funtor exacto a izquierda
tal que, para cada R-moédulo M, oM es un submoédulo de M y of = fim
para cada R-homomorfismo f: M — N.

(1.2.9) La descripcién de los funtores localizacién en una categorfa de
modulos se hace mas sencilla gracias a la nocién de filtro de Gabriel, que
en esa categoria es equivalente a la de radical.

Un conjunto £ de ideales a izquierda de R se dice que es un filtro en R si
es cerrado para generalizaciones y para intersecciones, esto es, si L, L' € L
y LNL CH <; R, entonces H € L. El conjunto de todos los filtros en R
estd parcialmente ordenado por la inclusién. Ejemplos de filtros en el anillo
R son el global, formado por todos los ideales a izquierda del anillo R y el
unitario, que esta formado por el propio R como tnico ideal a izquierda.

Si Ly H son filtros en R, se puede definir un nuevo filtro llamado composicion
de L y H que se denota por L o H y estd formado por todos los ideales a
izquierda L de R para los que existe un ideal H € H tal que LC H y

(L:r)={seR;srel}eLl.
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Un filtro £ de ideales a izquierda de R se dice que es uniforme si para todo
elemento r de Ry todo L perteneciente a £, el ideal (L : ) también pertenece
a L, o equivalentemente, si Lo {R} = L.

Si £ es un filtro uniforme en R, entonces el subfuntor o, de la identidad en
R — mod que a cada R—moddulo a izquierda M le asigna el submodulo

oeM ={m e M ; Annk(m) € L},

es un funtor nicleo.

Por otra parte, si o es un funtor nicleo en R — mod, entonces el conjunto
L, de todos los ideales a izquierda L tales que R/L es un R-médulo de
o—torsion, es un filtro uniforme en R. Ademds esta correspondencia es una
biyeccién entre los conjuntos de filtros uniformes en R y de funtores nitcleo
en R — mod.

Un filtro uniforme £ se dice que es un filtro de Gabriel si, siempre que para
un ideal a izquierda L exista un elemento H € L tal que (L : r) € L para
todo r € H, entonces L. € L. Equivalentemente, el filtro uniforme £ es de
Gabriel si, y sélo si, Lo L C L.

La biyeccién entre la familia de filtros uniformes en R y la familia de funtores
nicleo en R —mod hace corresponder filtros de Gabriel a radicales y vicever-
sa. Luego la familia de filtros de Gabriel en R se corresponde biyectivamente
con la de radicales en R — mod, y por lo tanto con la de teorias de torsion
hereditarias de R—modulos.

(1.2.10) Ejemplos. Sea I un ideal bilatero de R finitamente generado como
ideal a izquierda. Entonces el conjunto de ideales a izquierda

,C[:{LSZR; HRGN, T"QL}

es un filtro de Gabriel en R.

Un conjunto de Ore a izquierda de R es una parte multiplicativamente cerrada
S C R tal que para cada r € Ry cada s € S existen ' € Ry s’ € S tales
que s'r =r's. Si S es un conjunto de Ore a izquierda de R, entonces

Ls={L<R; LNS#0}

es un filtro de Gabriel en R.

(1.2.11) Dado un radical 0 en R — mod, un R-médulo a izquierda E es
un objeto o—inyectivo (resp. o—cerrado) de R — mod si, y sélo si, para todo
homomorfismo de R—moédulos f : L — FE, donde L € L, existe un elemento
(resp. un tunico elemento) m € E tal que f(r) = rm para cada r € L.
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La clase de R—mddulos de o—torsion es la clase de objetos de una subcategoria
localizante en R — mod, que se denota por 7T,. La subcategoria plena de los
objetos o—cerrados de R—mod se denota por (R, o) —mod. La subcategoria
T es el niicleo de un funtor exacto a_: R —mod — (R, 0) — mod adjunto
a izquierda del funtor inclusién (ver (1.2.7))
Consideremos el funtor (), de la categoria R — mod en la subcategoria
(R,0) — mod que a cada R-médulo a izquierda M le asigna el R-mdédulo
o—cerrado

QsM = lim Homg(L, M/oM)

LeLls

y a cada morfismo f: M — M’ de R—mdédulos a izquierda, el limite f, de
los homomorfismos

L— M/oM — M'/oM' .
El homomorfismo f, es el tinico que hace conmutativo al diagrama

f

M——M

jo’,MJ/ JJ};,M'

QoM —— Q. M

donde j, s es el homomorfismo tal que la imagen de m € M es el elemento
del limite representado por el R—homomorfismo

m:R— M/oM
r——7rm

Dado que el nicleo y el contcleo de j, s son de o-torsién y QQ,M es o—cerrado
para cada R-moédulo a izquierda M, el morfismo j,pr : M — QoM es la
envolvente o—inyectiva de M. Ademds, el niicleo de j, r es 0 M, y por lo tanto
el funtor @, coincide con el funtor a_. Luego @, : R—mod — (R,0)—mod
es exacto, y es adjunto a izquierda del funtor inclusién, por lo que conmuta
con limites proyectivos.

Ademas la transformacién natural § : (), © ¢ — id(g,s)—mod €5 UNa equiva-
lencia natural y por lo tanto la subcategoria (R, o) — mod es cerrada para
limites proyectivos tomados en R — mod.

Al funtor 7 o (), se le denomina funtor localizacién, y generalmente, salvo en
casos en los que haya posibilidad de confusién, también se le denota @, .

El R-moédulo a izquierda @), R esta dotado de una estructura de anillo de tal
forma que j,r : R — Q),R es un homomorfismo de anillos. Si M es un
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R-modulo a izquierda, entonces (), M posee una estructura de ), R-—modulo
a izquierda que es compatible con la de R—médulo al restringir los escalares
por medio del homomorfismo j, g.

(1.2.12) Ejemplo. Sean o y 7 dos radicales en R — mod de tal manera
que oM C M para todo R—méddulo a izquierda M. Entonces, aplicando
el funtor (); al homomorfismo j, : M — Q,M, se obtiene el diagrama
conmutativo

ja’,M

M———Q,M

jT,Mj/ J/j‘r,Qo-M

QTM a7 Q’FQO’M
Q‘r]o-,M

El R—médulo a izquierda Q,Q,M es T—cerrado y

COker(jT,QaM © ja,M) = QTQUM/jT,QUM o ja,M(M)
— QTQO’M/jT,Qo-M(QO'M)
I1,0oM(Qoe M) [ jr.gorr © Jonr (M)

es (el cociente de un R-mddulo) de 7-torsién. Como Ker(j,.o, m0jonm) = T7M
por ser

ETQEUOETQ'CTO'CTZET

(ver (4.1.5)), el homomorfismo j; g, p0Jon : M — Q-Q, M es la envolvente
T-inyectiva de M, y por lo tanto el homomorfismo );j, s es un isomorfismo
entre Q.M v Q,Q,M. De hecho, ,j, define una equivalencia natural entre

los funtores @, y Q.Q,.

(1.2.13) El funtor @, de puede construir de una forma equivalente ([22]).
Dado un R-mddulo a izquierda M, denotaremos por Ey/5p a la envolvente
inyectiva del R—mdédulo o—libre de torsién M /oM y por p al homomorfismo
proyeccién

Evjom

M/oM

p: Eyjorr —

Sea F, el funtor que a cada R—mddulo a izquierda M le asigna el R-maddulo
o—cerrado

EO’

-1 M

PO o)

y a cada homomorfismo f € Homg(M, M'), el tinico homomorfismo E,(f)
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que hace conmutativo al diagrama

M%M'

iU’Ml lio,M/

’
E(,Mm E,M

donde i, : M — E,M es la composicion de la proyeccién y la inclusion

M — M/O'M —>EM/0M

Existe una equivalencia natural n entre los funtores E, y @),, pues de hecho
tom : M — E,M es la envolvente o-inyectiva de M. Ademds, para cada
R-modulo a izquierda M el siguiente diagrama es conmutativo:

E,M—" QM
DN A
(1.2.14) Dado un radical o en R — mod, el funtor localizacion

10Q,: R—mod — R — mod

es exacto a izquierda, pero en general no es exacto, ain cuando el funtor
Qs : R —mod — (R,0) — mod es siempre exacto.

Por otra parte, cualquier R—moddulo a izquierda o—cerrado M es también un
(Q,R-médulo a izquierda (puesto que M = (i o Q,)M), pero generalmente
no todo @), R—modulo a izquierda es o—cerrado como R—médulo.

De hecho, el funtor localizacion i o (), es exacto si, y solo si, las categorias
QQ,R —mod y (R,0) — mod coinciden, o equivalentemente ([22]), si, y sélo
si, para todo R—modulo a izquierda M el homomorfismo

QeROr M — Q,M ; sQ@m +— sj,m(m)

es un isomorfismo de @), R—maddulos.

De los radicales o en R—mod (y también de los filtros de Gabriel asociados)
que verifican esta propiedad se dice que satisfacen la propiedad T, o también
que el funtor localizacién i o @), es una localizacion perfecta.
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1.3. Compatibilidad y estabilidad

(1.3.1) El conjunto R — filt de los filtros uniformes de ideales a izquierda
del anillo R estd parcialmente ordenado por la inclusiéon. Ademas, puesto que
la interseccion de filtros uniformes es de nuevo un filtro uniforme, R — filt
es un reticulo, en el que el infimo de una familia {L£,}aca es la interseccién
MNaca Lo y el supremo es ([{H ; H € R—filt, L, CH, Va € A}.

La inclusién es un orden parcial también en el conjunto de filtros de Gabriel,
y la interseccién de filtros de Gabriel es un filtro de Gabriel, aunque gene-
ralmente el conjunto de filtros de Gabriel no es un subreticulo de R — filt,
pues el supremo de un par de filtros de Gabriel contiene al supremo de de
esos dos filtros en R — filt, pero no coincide con él (ver (3.1.19)).

(1.3.2) Si Ly H son dos filtros uniformes, en general Lo H y H o L son
filtros uniformes distintos. Si ademas £ y H son filtros de Gabriel, los filtros
uniformes Lo H y H o L no tienen por qué ser filtros de Gabriel. Las parejas
de filtros de Gabriel tales que su composicion es un filtro de Gabriel estan
caracterizadas por las siguientes propiedades:

(1.3.3) Teorema. ([11, 34]) Sean L y H dos filtros de Gabriel en el anillo
R que tienen como radicales asociados a oy y oy respectivamente. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1.3.3.1) Para todo R-médulo a izquierda M, 0.(Qq, M) = Qy,, (02 M);
(1.3.3.2) Para todo R-mdédulo a izquierda M, o3(Qs, M) = Qs (oxM);
(1.3.3.3) SiM €7,, vy Ne€F,, entonces Q,, M € T, ¥y Qz,, N € F,,;

(1.3.3.4) SiM €T, v Ne€F,, entonces Q,, M € T,,, v Q5. N € F,,, ;

(1.3.3.5) oy, resp. o, es por restriccion un radical en (R, o) —mod, resp.
en (R, 03) — mod;

(1.3.3.6) Si M € F,,, resp. N € F,,,
N/O'/;N € ng;

(1.3.3.7) L o™H es un filtro de Gabriel;

(1.3.3.8) Lo™H es el supremo de L y H en el reticulo de filtros de Gabriel
de R;

(1.3.3.9) LoH =HoL.

entonces M/oyM € F,,., resp.

(1.3.4) Si dos filtros de Gabriel verifican alguna de las condiciones equiva-
lentes del resultado anterior se dice que son mutuamente compatibles ([43]).
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Mas generalmente, dado un R—modulo a izquierda M, se dice que dos filtros
de Gabriel £ y H en R son mutuamente compatibles con respecto a M si
oc(QuM) = Qu(ocM) y oy (Qc M) = Qr(0y4 M), o equivalentemente ([11]),
si QrQuM v QuQsM son LV H-libres de torsion, donde el supremo esta
tomado en el reticulo de filtros de Gabriel en R. La compatibilidad entre
filtros de Gabriel con respecto a un mddulo permite construir, a partir de
un anillo noetheriano a izquierda R, un haz de anillos O y, a partir de
un R-moédulo a izquierda M, un haz de Or-méddulos Oy;. En efecto, si
consideramos en el espectro de los ideales primos bildteros Spec(R) una
topologia en la que los abiertos son de la forma

K(L) ={P € Spec(R) ; R/P es L-libre de torsién}

donde L es un filtro de Gabriel simétrico, entonces, puesto que L queda
univocamente determinado por K(L), es posible definir un prehaz de anillos
Og, resp. de Or—mbdulos a izquierda Oy, que a cada abierto U = (L) le
asigne la localizacién Q,, R, resp. Q,, M, v a la inclusién (L) C K(H) (que
equivale a H C L) el inico homomorfismo tal que el diagrama

Qo R Qo R
jol}k A,R
R
resp.
QoM Qo M
jo’% jaﬂ,M
M

es conmutativo.

Si, ademds, para cada par de abiertos (L) y K(H), los filtros de Gabriel
L y H son mutuamente compatibles respecto a M, entonces (y sélo en ese
caso) el prehaz descrito anteriormente es un haz, como prueban J. Mulet y
A. Verschoren con el siguiente resultado:

(1.3.5) Teorema. ([34]) Sean M un R-mdédulo a izquierda y L y H dos
filtros de Gabriel en el anillo noetheriano a izquierda y a derecha R. Entonces
L y H son mutuamente compatibles respecto a M si, y sélo si, la sucesion
canonica

OEQU[’Q’}{M—>QU‘CM® QO"HM%QUIV'HM

es exacta (donde el supremo LV H estd tomado en el reticulo de filtros de
Gabriel en R).
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(1.3.6) Si A esun anillo conmutativo e I es un ideal de A, se llama topologia
I-4dica o I-topologia de A a la topologia lineal que tiene a la familia {I"},cn
como base de entornos abiertos de 0. Si M es un A-mddulo, la topologia
I-adica o I-topologia de M es la topologia lineal que tiene a la familia
{I"M},en como base de entornos abiertos de 0.

En un submédulo M’ de M se puede considerar su topologia I-adica y tam-
bién la topologia inducida en M’ por la topologia I-adica de M. El lema de
Artin-Rees dice que si A es un anillo noetheriano, entonces ambas topologias
coinciden.

(1.3.7) Si L es una familia de ideales a izquierda de un anillo R, entonces
L es un filtro uniforme si, y sélo si, es la familia de entornos abiertos de 0
de una topologia que convierte a R en un anillo topolédgico (ver (3.1.10)).
Si L es un filtro uniforme y M es un R-mdédulo a izquierda, se denomina
L-topologia de M a la topologia que tiene como base de entornos abiertos
de 0 a la familia de submddulos

LM)={N < M ; M/N es L — torsién} .

Si M’ es un submédulo de M, en general la L-topologia de M' no es la
topologia inducida por la L-topologia de M. Sin embargo, ambas topologias
coinciden cuando M’ es un abierto en la L-topologia de M y L es un filtro
de Gabriel:

(1.3.8) Proposicién. ([22]) Sea L un filtro uniforme en el anillo R. Enton-
ces L es un filtro de Gabriel si, y sélo si, para todo R—médulo a izquierda M
y todo submédulo M' abierto en la L—topologia de M, la L—topologia de M’
v la topologia inducida por la L—-topologia de M coinciden.

(1.3.9) Si M’ es un submédulo de M tal que M' no es un abierto en la
L~topologia de M, entonces la topologia inducida en M’ y la L-topologia
de M’ en general no coinciden ni aiin cuando £ es un filtro de Gabriel. Se
dice que un filtro de Gabriel £, y también su radical asociado o, resp. la
teoria de torsién (7,,,F,,) correspondiente a éste, es estable si para todo
R-modulo a izquierda M y todo submdédulo M’ de M la L—topologia de M’
es la topologia inducida de la £-topologia de M.

La nocién de estabilidad se puede definir de otras maneras equivalentes:

(1.3.10) Proposicién. ([11]) Sea £ un filtro de Gabriel en el anillo R, o,
el radical asociado a L y (T,,,F,,) la teoria de torsion correspondiente a o.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1.3.10.1) L es estable;
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(1.3.10.2) 7T,, es cerrada para envolventes inyectivas;

(1.3.10.3) para todo R—mddulo a izquierda og—inyectivo M, o.M es un
sumando directo de M.

La familia de filtros de Gabriel estables en R es cerrada al tomar supremos
finitos e intersecciones arbitrarias. Si R es noetheriano a izquierda, entonces
también es cerrada al tomar supremos arbitrarios ([11, I11.1.6]).

(1.3.11) Si I es un ideal bildtero del anillo R y M es un R-médulo a
izquierda, se dice que I tiene la propiedad de Artin-Rees (a izquierda) con
respecto a M si para todo submédulo M’ de M y todo nimero natural n
existe otro nimero natural r de manera que I"M N M' C I"M'.

Si I es un ideal bildtero de R finitamente generado como ideal a izquierda,
entonces, como hemos mencionado en (1.2.10), el conjunto

Li={L<R;3IneNI"CL}

es un filtro de Gabriel en R. Si R es un anillo noetheriano a izquierda y
M es un R-médulo a izquierda finitamente generado, entonces, para todo
entorno del cero N en la £;—topologia de M, existe un nimero natural n tal
que I"M C N. Por lo tanto, si R es noetheriano a izquierda, el filtro £; es
estable si, y sélo si, el ideal I tiene la propiedad de Artin-Rees con respecto
a cada R-médulo a izquierda finitamente generado, o equivalentemente, con
respecto a cada uno de los ideales a izquierda de R ([11]).

Se dice que un ideal bilatero I en un anillo noetheriano R tiene la propiedad
de Artin-Rees (a izquierda) si tiene la propiedad de Artin-Rees con respecto
a cada uno de los ideales a izquierda de R.

(1.3.12) Se dice que un filtro de Gabriel £ en R tiene la propiedad de
Artin-Rees (a izquierda) si, para todo ideal a izquierda L de R y todo I
perteneciente a L, existe un elemento J € £ de manera que JNL C IL.

En general, si R es un anillo noetheriano a izquierda y £ es un filtro de
Gabriel estable en R, entonces L tiene la propiedad de Artin-Rees, pero no
reciprocamente.

Sin embargo, si I es un ideal bilatero de R, entonces I tiene la propiedad de
Artin-Rees si, y solo si, el filtro de Gabriel £; tiene la propiedad de Artin-
Rees, por lo que se tiene que si R es un anillo noetheriano a izquierda, el filtro
de Gabriel L; es estable si, y solo si, £; tiene la propiedad de Artin-Rees. Esta
equivalencia puede ser extendida a filtros de Gabriel simétricos, como prueba
un conocido resultado que se enuncia a continuacién. Una consecuencia de
este resultado y del lema de Krull es que todo filtro de Gabriel en un anillo
conmutativo noetheriano es estable.
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(1.3.13) Proposicién. ([11, 38]) Si R es un anillo noetheriano a izquierda
v L es un filtro de Gabriel simétrico en R, entonces L tiene la propiedad de
Artin-Rees si, y solo si, L es estable.

(1.3.14) Un filtro de Gabriel L en el anillo R se dice que tiene la propiedad
de Artin-Rees débil (a izquierda) si para cada ideal bildtero I de R y cada
L € L existe un elemento H € L tal que ITH C LI.

Si el filtro de Gabriel £ tiene la propiedad de Artin-Rees, evidentemente
también tiene la propiedad de Artin-Rees débil. A continuacién se vera que
estas dos propiedades son equivalentes para una clase de anillos bastante
grande.

(1.3.15) Definicién. ([1, 11, 28, 30]) Se dice que el ideal primo bildtero
P del anillo R satisface la condicion fuerte de sequnda capa a izquierda si
no contiene estrictamente a ningin ideal primo bildtero ) de manera que
exista una sucesién exacta de R—modulos a izquierda unifomes finitamente
generados

0— M —M-— M —0

tal que

(1.3.15.1) M'={me M ; Pm=0};

(1.3.15.2) P ={r € R; rN' =0} para cada submédulo N’ # 0 de M’;
(1.3.15.3) Q@ ={r € R; rN" =0} para cada submédulo N” # 0 de M".

(1.3.16) Si todos los ideales primos bildteros de R verifican la condicién
anterior, se dice que R satisface la condicién fuerte de segunda capa a iz
quierda.

La clase de anillos que satisfacen la condicion fuerte de segunda capa a iz
quierda es amplia. Algunos ejemplos, que pueden ser encontrados en la
literatura al respecto ([1, 11, 28, et al.]), son los siguientes:

(1.3.16.1) Anillos noetherianos totalmente acotados a izquierda (también
llamados FBN), o equivalentemente ([13]), anillos noetherianos a izquierda
que satisfacen la condicién (H) de Gabriel, esto es, tales que para todo ideal
a izquierda L existe una familia finita de elementos {ry,79,...,r,} C R de
manera que (L : R) =(),.;<,,(L : ;). Como ejemplos cabe citar a los anillos
en los que se verifica una identidad polinomial, y por supuesto, a los anillos
noetherianos conmutativos.

(1.3.16.2) Anillos artinianos a izquierda y a derecha.
(1.3.16.3) Anillos cuyos ideales a izquierda y a derecha son principales.

(1.3.16.4) Extensiones de Ore de la forma R[z;¢,d] y R[z,z7"';¢] de un
anillo noetheriano conmutativo R.
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(1.3.16.5) Anillos de grupo RG, donde R es noetheriano a izquierda y
a derecha, y G es un grupo que se puede descomponer como producto de
grupos ciclicos por un grupo finito (polycyclic-by-finite).

(1.3.16.6) Anillos noetherianos a izquierda y a derecha tales que el ideal
cero es un ideal primo y cada ideal a izquierda es proyectivo si es considerado
como un modulo a izquierda.

(1.3.16.7) Anillos que son extensién de otro anillo noetheriano a izquierda
y a derecha R que satisface la condicién fuerte de segunda capa a izquierda
y que estan finitamente generados como R-mddulos a izquierda y a derecha.

(1.3.17) Teorema. ([32]) Si R es un anillo noetheriano a izquierda que
satisface la condicion fuerte de segunda capa a izquierda, entonces un filtro de
Gabriel L tiene la propiedad de Artin-Rees si, y solo si, L tiene la propiedad
de Artin-Rees débil.

La conexion entre las nociones de estabilidad y compatibilidad vienen dadas
por el siguiente resultado:

(1.3.18) Proposicién. ([11, 38]) Si L y H son dos filtros de Gabriel estables
en el anillo R, entonces L y H son mutuamente compatibles, y ademas los
funtores localizacion Q);, Q3 : R — mod — R — mod conmutan.

Puesto que en un anillo conmutativo noetheriano todos los filtros de Gabriel
son estables, se obtiene como corolario de la proposicién anterior que si R
es un anillo conmutativo noetheriano y £ y H son filtros de Gabriel en R,
entonces Q QuM = Qyu QM para cada R-moédulo M, y el diagrama

oY

QcQuM QuQcM
jz,QHMV% %Mojﬁ,M

M

es conmutativo.
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Capitulo 2

Geometria algebraica no
conmutativa: vision historica

En este capitulo se pretende hacer una recopilacién de algunas de las gene-
ralizaciones mas completas, para anillos no conmutativos, de la construccion
de haces de estructura en el espectro de un anillo conmutativo. Son par-
ticularmente interesantes aquellas construcciones de haces sobre el espectro
de un anillo R que satisfacen (el mayor nimero posible de) las propiedades
siguientes:

e El espectro y su topologia coinciden con el espectro de los ideales primos
con la topologia de Zariski cuando el anillo R es conmutativo.

e Se puede definir un haz de anillos Op sobre el espectro, y para cada
R—modulo M se puede definir un haz de Ogr—mddulos Oy, de manera
que R, resp. M, se obtiene como el conjunto de secciones globales de
Og, resp. de Oy,.

e Un homorfismo de anillos ¢ : R — S (de cierto tipo) induce un
morfismo de espacios anillados entre las estructuras espectro-haz de R

y de S.

2.1. El espectro de un anillo no conmutativo

La construccién de un objeto geométrico asociado a un anillo no necesaria-
mente conmutativo comienza con la generalizacién de la nocién de espectro
primo. Un ideal a izquierda propio L de un anillo R se dice que es primo si
siempre que rRRs C L, con r,s € R, entonces o bien r € L, o bien s € L. En
un anillo conmutativo esta definicién coincide con la definicién clasica, pero
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en anillos no conmutativos, el espectro de ideales primos bilateros puede ser
muy reducido: por ejemplo, si k es un cuerpo y R es el anillo de matrices
cuadradas Ms(k), el espectro de ideales primos bilateros de R tiene como
tinico elemento al ideal {0}.

Con el objetivo de obtener espectros mas grandes, diversos autores han dado
diferentes definiciones de primo en un anillo R, que en el caso de ser R
conmutativo se corresponden con los ideales primos clasicos, y a partir de
ellas han desarrollado, en mayor o menor medida, la construccion del objeto
geométrico.

(2.1.1) Si £ es un filtro de Gabriel en un anillo noetheriano a izquierda R e
I es un ideal bildtero de R, entonces (QzR)I es un ideal a izquierda de Q. R,
pero en general no es un ideal bildtero (ver [22]). Se dice que el filtro £ es
geométrico (o también que el anillo R es L—perfecto) si (QzR)I es un ideal
bildtero de Q). R siempre que I sea un ideal bildtero de R. Si £ es un filtro de
Gabriel geométrico con la propiedad T, entonces existe una biyeccion entre
el conjunto de ideales primos bildteros que no estan en £, que se denota por
(L), y el conjunto de ideales primos bilateros de QR ([35]). Los anillos
primos noetherianos a izquierda cuyos ideales bildteros estdn generados por
elementos del centro, como por ejemplo los anillos de matrices cuadradas
con coeficientes en un anillo primo noetheriano a izquierda, son L—perfectos
para cualquier filtro de Gabriel £ con la propiedad T. No es facil encontrar
ejemplos de anillos primos noetherianos a izquierda que no sean perfectos
respecto a cualquier filtro de Gabriel con la propiedad T, aunque no se puede
decir que cualquier anillo primo noetheriano a izquierda lo sea.

Si R es noetheriano a izquierda y primo, entonces el prehaz definido en el
espectro de primos bilateros SpecR que asigna, a cada abierto de la forma

X(I)={P cSpecR; I £ P},

donde I <, R, el anillo Q, R, y a la inclusién X (I) C X (J) (que equivale a
I O J), el homomorfismo de anillos Q;,R — Q., R que hace conmutativo
al diagrama

Q@R - Qe R
R

es un haz de anillos. La fibra en un punto P € SpecR es el anillo

lim QcR=Qcp R,

PeK(Ly)
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donde Lpp = {L <; R (L: R) € P} ([11, 35, 46]). Si Lg\p es un filtro
de Gabriel geométrico con la propiedad T, entonces la fibra Q¢ , R es un
anillo local, en el sentido de que tiene un tnico ideal bilatero maximal.

En el apartado 2.2. de este capitulo se estudian con mas profundidad las
propiedades de esta construccién y su funtorialidad, siguiendo [46].

(2.1.2) Considerando que, dado un ideal primo P del anillo conmutativo A,
un A-médulo N es de (R\P)-torsién si, y sélo si, Homu(N, E(A/P)) = 0,
primero O. Goldman, y posteriormente N. Popescu, introducen la nocién de
filtro de Gabriel primo como generalizacién de la de ideal primo.

Dado un R-médulo a izquierda M, se denota por {(M) al menor radical en
R — mod tal que M es de torsién, y por x(M) al mayor radical en R — mod
tal que M es libre de torsién. La clase de torsién de y(M) es la familia de
R-médulos a izquierda N tales que Hompg (N, E(M)) = 0, donde E(M) es
la envolvente inyectiva de M.

Un filtro de Gabriel £ es primo si existe algiin R—médulo a izquierda M de
manera que £ = L, ) y M/N es de L-torsién para cada submdédulo no nulo
N de M ([22]).

Si A es un anillo conmutativo y £ = L, () es un filtro de Gabriel primo,
entonces M se puede tomar de la forma A/P, donde P es un ideal primo. Por
otra parte, si P es un ideal primo de A, entonces el filtro de Gabriel L, 4,p)
es primo, de donde se obtiene una aplicacion sobreyectiva del conjunto de
primos de A en el conjunto de filtros de Gabriel primos en A — mod.

En [36] se da una definicién equivalente de primo: un filtro de Gabriel £ es
primo si, y sélo si, la categoria de R—moddulos a izquierda L—cerrados tiene un
sblo tipo de objetos simples y su envolvente inyectiva E (en (R, £) —mod) es
un cogenerador (esto es, para todo R—médulo L—cerrado no nulo N, el grupo
abeliano Hom g r)-moa (!N, E) es no nulo). Ademds se comprueba que L es
un filtro de Gabriel primo si, y sélo si, existe un ideal a izquierda L de R tal
que £ = Ly (r/r) y de manera que si L £ H <; R, entonces H € L. Un ideal
a izquierda L de R se denomina super primo si, siempre que L € H <; R,
entonces H € L, (g/r).- Si R es conmutativo entonces los ideales super primos
de R son exactamente los ideales primos.

Sim es un ideal a izquierda maximal del anillo R, entonces el filtro de Gabriel
L (r/m) €s primo, y el ideal m es super primo.

(2.1.3) Consideremos ahora el conjunto de clases de isomorfia de médulos a
izquierda inyectivos indescomponibles sobre un anillo noetheriano a izquier-
da R, que se denota por SpR y que, en caso de ser X totalmente acotado a
izquierda, se corresponde biyectivamente con SpecR mediante la aplicacién

SpR — SpecR , [E]+— ass(F),
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donde ass(E) es el (tinico) elemento maximal en el conjunto de anuladores
de partes de F. La generalizacion del espectro de primos que proponen B.
Goldston y A. C. Mewborn ([23]) consiste en un grafo dirigido G que tiene
como vértices a los elementos de SpR y de tal manera que hay una flecha
desde [E] a [F] si, y s6lo si, existe una sucesién exacta

00— N—M—N —0

tal que Ny N’ son submddulos criticos (esto es, tienen dimensién de Krull es-
trictamente mayor que la dimensién de Krull de cualquier imagen epimorfica
no trivial [30, 6.2.9]) de E' y F respectivamente y M es un submédulo de E.
El conjunto SpR esta dotado de una topologia que tiene como base de abier-
tos a los conjuntos X (L), donde L <; R, definidos por

X(L)=SpR \ {[F]; 3[E]€SpR, 0# f:R/L— E
y una ruta en G desde [E] hasta [F] } .

De hecho, si L y L' son dos ideales a izquierda en R, entonces
X(L)nX(LY=X(LnNnL.

Dado un R-modulo a izquierda M, consideremos el prehaz en SpR, que a
cada abierto U de SpR le asigna el R-mddulo Qy g, M, donde

Er=@E,
[EleU

y a la inclusién U C V' le asigna el homomorfismo de R—méddulos a izquierda
Q)M — Qy(5,)M que hace conmutativo al diagrama

Qu(ev)M - Qx(mn)M
jxy& %U)
M

Si M = R, entonces este prehaz es un haz de anillos y si M es de dimension
uniforme finita (esto es, no contiene sumas directas infinitas) o bien todo
abierto de SpR es compacto, entonces el prehaz descrito anteriormente es un
haz de médulos ([23]).

Sea R un anillo conmutativo noetheriano. Puesto que R es, en particular,
totalmente acotado, la aplicaciéon que a P le asigna [E(R/P)] describe una
biyeccion entre SpecR y SpR. Si Py () son ideales primos de R, la inclusién
P C @ equivale a que exista un camino en el grafo G desde [E(R/P)] hasta
[E(R/Q)]. Para cada elemento no nilpotente r € R, la localizacién en el

conjunto multiplicativamente cerrado {r"},cn es el anillo de secciones en el
abierto U, = {[E(R/P)| ; r ¢ P}.
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(2.1.4) La nocién de primo de P. Cohn ([15]) estd inspirada en el hecho de
que el nicleo de un homomorfismo de un anillo conmutativo en un dominio de
integridad es un ideal primo. Como en el caso no necesariamente conmutativo
las cosas no funcionan de manera tan directa, Cohn introduce matrices tanto
en la definicién como en la localizacion en primos.

Sea k un anillo de divisiéon y R una k-algebra. Un conjunto P de matrices
cuadradas no necesariamente del mismo tamano con coeficientes en R se dice
que es un Primo de R si existe un anillo de division L y un homomorfismo de
anillos f : R — L de tal manera que para cada matriz A = (a;;) pertene-
ciente a P, la matriz (f(a;;)) no es inversible. Si S es un conjunto de matrices
cuadradas con coeficientes en R, se llama anillo S—inversor universal, y se
denota por Rg, al anillo obtenido a partir de R al que se le adjuntan, para
cada matriz A = (aij)nxn € S, unos elementos a;j con las relaciones dadas
por la expresiéon

AA = AA =T,

donde A" = (a};)nxn- Si S es el complementario de un Primo P en el conjunto
de todas las matrices cuadradas con coeficientes en R, entonces el anillo S—
inversor universal Rg es un anillo local, que se denota por Rp.

El conjunto de Primos de R se denomina espectro cuerpo de Ry se denota
por Field — specR. Los subconjuntos de la forma,

O(A) = {P € Field —specR ; A ¢ P},

donde A es una matriz cuadrada con coeficientes en R, forman una base de
abiertos de una topologia en Field — specR, y de hecho,

O(A)NO(B) =0(C),

)

El funtor que a cada abierto de la forma O(A) le asigna el anillo Ss—inversor
universal, donde S, es el complementario de UPGO(A) P en el conjunto de las

donde C es la matriz

matrices cuadradas con coeficientes en R, y a la inclusién O(A4) C O(B) le
asigna el homomorfismo de anillos natural Rg, — Rg, (pues Sgp C Sy), es
un prehaz de anillos sobre el espacio topoldgico Field — specR ([15]). La

fibra en el punto P € Field — specR de este prehaz y del haz R obtenido
por hacificacidn, es el anillo local Rp (cfr. [14]).

Cada elemento r de R define de manera natural una seccién global s, de E
La aplicaciéon de R en el anillo de secciones globales I'(Field — specR, R)
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dada por r — s, es un homomorfismo de anillos, aunque en general no es
ni un monomorfismo ni un epimorfismo ([15]).

En el caso de que R sea un anillo conmutativo, entonces para cada conjunto
S de matrices cuadradas con coeficientes en R, el anillo S—inversor universal
Rg es isomorfo a la localizacién de R en el conjunto multiplicativamente
cerrado

C={detA; AeS}.

Dado que todo Primo P estd determinado por el homomorfismo natural
R — Kp, donde Kp es el anillo de division residual del anillo local Rp,
se tiene que P viene dado por, y a su vez, determina a la localizacion de R
en el conjunto de los determinantes de las matrices cuadradas que no estan
en P. Como el conjunto de elementos de R que no va a unidades de R¢
via el morfismo localizacion R —> R¢ es un ideal primo, se obtiene una
identificacion del espectro cuerpo de R con el espectro de ideales primos de
R.

(2.1.5) El espectro que propone A. Rosenberg en [37] estd constituido por
ideales a izquierda, que no son en general bilateros, pero que estan relaciona-
dos de manera directa con la localizaciéon. Rosenberg define una relacién de
orden entre los ideales a izquierda del anillo que se reduce a la inclusion en el
caso conmutativo, y a partir de ella introduce la nocién de primo a izquierda
haciéndole jugar a dicha relacién el papel de la inclusion.

Sea C una categoria abeliana, y consideremos el preorden en el conjunto de
objetos de C dado por

X <Y < 3k eN, unsubobjeto U de X* y un epimorfismo U — Y.

Si X es un subobjeto de X, entonces X < Xj. Se dice que X es un objeto
espectral de C si Xy < X para cada subobjeto no nulo Xy de X. Si C es una
categoria de Grothendieck, entonces un objeto X de C es un objeto espectral
si, y sblo si, la subcategoria plena de C cuyos objetos son aquellos Y tales
que Y £ X es una subcategoria localizante ([37]).

Un ideal a izquierda p del anillo R se dice que es un primo a izquierda si R/p
es un objeto espectral de R — mod, o equivalentemente, si para cada r € R
que no pertenezca a p, existe un subconjunto finito F' de R tal que

((p:r): F)=[)p:fr)Cp.

fer

El filtro de Gabriel que corresponde a la subcategoria localizante de R—mod
dada por el objeto espectral R/p, y que denotamos L,, es el mayor filtro
uniforme que no contiene a p.
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Cualquier ideal a izquierda maximal de R es primo a izquierda, y si el anillo
R es noetheriano a izquierda, entonces todo ideal primo bildtero de R es
primo a izquierda.

El conjunto de ideales primos a izquierda del anillo R, que se denota specR,
puede ser dotado de varias topologias compatibles con la especializacion en
el sentido de que todos los primos a izquierda q tales que (p : F) C q para
algin conjunto finito F' de elementos de R pertenecen a la clausura de p. La
topologia mas fina que satisface esta condicion se denota por 7. La topologia
de Zariski es aquella que tiene como abiertos a los conjuntos de la forma

X(I)={pespecit; I Lp},

donde I es un ideal bilatero de R, y se denota por 7. La topologia que tiene
como base de abiertos a los conjuntos

X (L) =specR \ {p € specR ; IF C R, Ffinito, (L : F) C p},

donde L es un ideal a izquierda de R, se denota por 7*.

Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos tal que, para todo par de ideales
q € specS y L <; S tal que (L : F) C q para algiin conjunto finito F' C S,
se puede encontrar F' C R finito tal que (¢~ (L) : F) C ¢~ '(q) (p-ej.: sea ¢
una extensién centralizante). Entonces la aplicacién

“0:specS — specR , q+—— ¢ '(q)

es una aplicacion continua si consideramos en specR y specS, o bien las
topologias 7, o bien las topologias de Zariski 7.

Dado un R—médulo a izquierda M, el funtor de la categoria de abiertos
de specR (con cualquiera de las tres topologias anteriores) en la categoria
R — mod que a cada abierto U le asigna )z, M, donde Ly = ﬂpeU Ly, ya
la inclusiéon U C V' le asigna el homomorfismo @z, M — @z, M que hace
conmutativo al diagrama

QﬁvM 7 QCUM
ol
M

es un prehaz separado.

En el caso de que R sea un anillo primo de Goldie a izquierda (esto es, R tiene
dimension uniforme finita como R—méddulo a izquierda y verifica la condicion
de cadena ascendente en anuladores) y M es un submédulo del producto de
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una familia de R—méddulos a izquierda proyectivos, entonces ese prehaz es un

haz (ver [37, 6.4.4]).

Por 1ltimo, si R es un anillo conmutativo, entonces un ideal L de R es primo
a izquierda si, y sélo si, es primo. Las topologias 7, y 7* con las que esta
dotado specR coinciden con la de Zarizki en SpecR, y para cada R—moddulo
M, el prehaz separado que define M sobre specR coincide con su haz de
estructura.

2.2. Localizaciéon de bimdédulos y anillos con
identidad polinomial

Retomando la idea de considerar, como en el caso conmutativo, principal-
mente moédulos e ideales con estructura a ambos lados, F. Van Oystaeyen y
A. Verschoren particularizan la teoria de localizaciéon en categorias de Grot-
hendieck a las categorias de bimoédulos. Posteriormente, y tomando como
espacio topoldgico de base el conjunto de ideales primos bilateros con la to-
pologia de Zariski, utilizan dicha teoria de localizacién para construir un haz
asociado a cada bimoddulo.

Como el funtor que se obtiene en un principio carece de la propiedad de
encolado ((1.1.15.2)), hacen uso del funtor hacificacién. Por lo tanto el anillo
de secciones globales del haz de estructura asociado a R no coincide con R
salvo en algunos casos como, por ejemplo, cuando R es un anillo primo.

Ademas, debido a las propiedades que posee la localizacién en bimddulos,
dada una extension centralizante entre anillos primos para los que se satisface
una identidad polinomial (propia), es posible definir un morfismo entre sus
espacios anillados asociados respectivos, con lo que esta construccion tiene
caracter funtorial.

Sea R un anillo y SpecR el espacio topoldgico formado por todos los ideales
primos bilateros de R dotado de la topologia de Zariski, que es aquella que
tiene por abiertos a los conjuntos de la forma

X(I)={P €SpecRk; I £ P},

donde I es un ideal bilatero de R. Aligual que en el caso conmutativo, SpecR
es compacto pero no Hausdorff. Si ademéas R es noetheriano a izquierda,
entonces todo abierto de SpecR es compacto.

Sea R un anillo noetheriano a izquierda. A cada abierto X (I) se le puede
asociar el radical oy = £(R/I), que es el menor radical tal que R/I es un
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R—modulo a izquierda de torsion, cuyo filtro de Gabriel asociado es
,C[:{LSZR; HHEN, T”QL}

Como ya se ha mencionado, se puede construir un prehaz de anillos Qg sobre
SpecR, y dado un R—médulo a izquierda M, se puede construir un prehaz de
Qr-mdbdulos que asigna, a cada abierto X (I), el @, R-mddulo a izquierda
Qc, M, y ala inclusién X (I) € X (J) (que equivale a £L; C L), el tnico
homomorfismo de R—mddulos

X(J
pXEI)) tQe, M — Qe M

X(I) . ;
tal que pXEI)) ©JLsM = JLp,M-

El prehaz Q) es un prehaz separado (ver [35, 42]) que devuelve a M como
el médulo de las secciones globales I'(SpecR, Q).

En general Qs no es un haz, aunque si lo es en ciertos casos particulares.
Por ejemplo, si R es un anillo primo (noetheriano a izquierda), entonces Qg
es un haz de anillos, y si M es un R-médulo a izquierda totalmente libre
de torsion (esto es, es oy-libre de torsiéon para todo ideal bilitero I de R),
entonces Q,,; también es un haz.

El haz obtenido por hacificacién del prehaz Qs (ver (1.1.16)) se denota por
Ojr. En general, el médulo de las secciones globales de Oj; no tiene por qué
coincidir con M.

La fibra de Oy (y de Qar) en el punto P € SpecR es Q¢ , M, donde L p
es el mayor filtro de Gabriel simétrico que no contiene a P (ver (3.1.32) para
una definicién alternativa).

Si el filtro de Gabriel L£; es geométrico, entonces existe una biyeccion entre
los ideales primos bildteros de @z, R y los puntos del abierto X (7). Esta
biyeccién es un homeomorfismo si consideramos en Spec@)., R la topologia
de Zariski. Con esta identificacion, el haz Ogq, g es isomorfo a la restriccion
del haz Op al abierto X (I).

(2.2.1) Como se ha visto en (1.2.4), las técnicas de localizacién en cate-
gorias de mddulos debidas a Goldman (y que a su vez son particularizacién
de las de Gabriel en categorias abelianas) pueden ser extendidas a categorias
de Grothendieck sin mucho esfuerzo. De hecho, en virtud del teorema de
Popescu-Gabriel ([40, 45, 51, et al.]), toda categoria de Grothendieck con
generador G es equivalente a la categoria de End(G)-moédulos a izquier-
da L-cerrados para algun filtro de Gabriel £ en el anillo de endomorfismos
End(G).
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Dado un anillo R, la categoria cuyos objetos son los R-bimdédulos y cuyos
morfismos los homomorfismos R-lineales a izquierda y a derecha es una ca-
tegoria de Grothendieck que se denota por R — bimod. Un R-bimédulo M
se dice que es centralizante o de Artin si esta generado como R-moédulo a
izquierda (y por tanto también a derecha) por su centralizador

Cr(M)={me M ; rm=mr, Vr € R} .

La subcategoria plena de R — bimod cuyos objetos son los R-bimddulos
centralizantes se denota por R — Cbimod. En general R — Cbimod no es
una categoria abeliana.

Dado un R-bimédulo M, el R-bimédulo RCr(M) es el mayor objeto de
R — Cbimod contenido en M. Si L es un ideal a izquierda de R, el mayor
ideal bildtero contenido en L es L* = (L : R). Al sub-bimédulo RCr(L*) de
R se le denota C'(L). Un filtro uniforme £ se dice que es hipersimétrico si
C(L) € L para cada L € L.

Si, dado un filtro de Gabriel £, denotamos por £?) (resp. por L) al menor
filtro uniforme que contiene a L* (resp. a C'(L)) para cada L € L, entonces £
es simétrico (resp. hipersimétrico) si, y sélo si, Lo LZ) C L (resp. LoLE C L)
(ver [46]).

(2.2.2) Una teorfa de torsién en R — bimod es un par (7, F) de clases de
bimédulos, tales que M pertenece a T, resp. N pertenece a F, si, y sélo si,
Hompg pimoda(M, N) = {0} para todo N € F, resp. para todo M € T. Los
R-bimddulos que pertenecen a T se llaman de torsién y los que pertenecen
a F se llaman libres de torsiéon. Un teoria de torsion es hereditaria si la clase
de R-bimodulos de torsion es cerrada al tomar sub-bimodulos.

Un radical en R — bimod es un funtor exacto a izquierda
0 : R —bimod — R — bimod

tal que oM <;, My o(M/oM) = 0 para todo R-bimédulo M, y of = fom
para todo homomorfismo de R-bimédulos f: M — N.

Sio: R—mod — R — mod es un radical en la categoria de R-mddulos a
izquierda entonces su restriccion

O|R—bimod : 11 — bimod — R — bimod

es un radical en R — bimod, pues oM <;, M para todo R-bimédulo M.
Un radical o define un teoria de torsién hereditaria (7,, F,), donde

To={M; oM =M}
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Fr={M; oM =0} .

Reciprocamente, toda teoria de torsion hereditaria (7, F) define un radical o
dado por oM =) ~<,,m N. De esta manera se establece una corresponden-

NeT
cia biyectiva entre el conjunto de teorias de torsion hereditarias y el conjunto
de radicales en R — bimod.
Si o es un radical en R — bimod, entonces el conjunto de ideales bilateros

L={I <, R; o(R/I) = R/T}

es cerrado para generalizaciones, en el sentido en que si I C J son dos ideales
bilateros e I € L, entonces J € L,. A diferencia de lo que ocurre en la
categoria de R—moddulos a izquierda, £, no determina a o. Sin embargo, si
se denota por R° al generador R ®¢ gy PP de R — bimod, se tiene que

Ll ={N <, R*; o(R*/N) = R°/N}

verifica:

(2.2.2.1) si Ny N estdn en L%, entonces cualquier sub-bimédulo de R°

g

que contenga a N N N’ también estd en £?;
(2.2.2.2) si N € Ly f € End(R°®), entonces f~*(N) € L;

(2.2.2.3) si N <, R®y existe N’ € £° de manera que f~'(N) € £® para
todo f € End(R*), entonces N € L.

Una familia £ de sub-bimédulos de R verificando estas propiedades deter-
mina una teoria de torsién hereditaria en R — bimod cuya clase de torsion
es

Te={M ; ¥Vf € Homp pimoa(R°, M) , Kerf € L} .

El conjunto de familias de sub-bimédulos de R® que verifican esta tres con-
diciones y el conjunto de radicales en R — bimod se corresponden biyectiva-
mente.

(2.2.3) Dado un radical o en R — bimod, decimos que un R-bimédulo £
es o—cerrado si siempre que se tenga un morfismo

[ € Hompg_bimoa(N, E)

es posible extenderlo de manera tnica a cualquier M >;, N tal que M/N
es de o-torsion. Para todo R-bimédulo o-libre de torsién M existe un
tinico (salvo isomorfismos) R-bimédulo o—cerrado E2M tal que M es un
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sub-bimédulo esencial de E°M y (E°M)/M es de o—torsién: su envolvente
o—inyectiva.

Consideremos la subcategoria plena de R — bimod que tiene por objetos
a los R-bimoddulos o—cerrados. El funtor inclusién de esta subcategoria en
R — bimod tiene un adjunto a izquierda exacto, que se denota Q°, y que
asigna a cada R-bimédulo M el R-bimédulo o—cerrado E°(M/oM), y a
cada homomorfismo de R-bimddulos f : M — M’ el inico homomorfismo
de R-bimédulos Q% f que hace conmutativo al diagrama,

M——M/oM —— Q"M

fl Tl lQ'&f

M —— M Jo(M') —— Q4. M

El funtor composicién i0 Q% se denomina funtor localizacién en o, y se suele
denotar igual que Q. El morfismo localizacion M —s M /oM — Q%M se
denota por j2 /.

La relacién entre las localizaciones en R — mod y en R — bimod viene dada
por el siguiente resultado:

(2.2.4) Teorema. ([46]) Sea j : R — bimod — R — mod el funtor in-
clusion. Si M es un R—bimddulo y o es un radical en R — mod, entonces
Q,(jM) posee una estructura de R—bimddulo que extiende a la de R-mddulo
a izquierda y que lo hace isomorfo, como R—bimdédulo, a QngM .

En adelante dejaremos de escribir el funtor inclusién j siempre que su ausen-
cia no dé lugar a confusion.

(2.2.5) Un radical o en R — Cbimod es un subfuntor exacto a izquierda
del funtor inclusion

t: R — Cbimod — R — bimod

tal que o(M/oM) = 0 para todo R-bimédulo centralizante M. Si o es un
radical en R — bimod, entonces o o es un radical en R — Cbimod.

Dado un radical 0 en R — Cbimod, un R-bimddulo centralizante F se dice
que es o—cerrado si oF = 0 y cualquier homomorfismo de R—bimddulos
f: N — E, con N un R-bimédulo centralizante, puede ser extendido
de forma tnica a todo R-bimddulo centralizante M tal que M/N es de o—
torsion. Para cada R-bimédulo centralizante M tal que oM = 0, existe un
tinico (salvo isomorfismos) R-bimédulo centralizante o—cerrado ES°M tal
que o(ES*M/M) = ES*M /M.




2.2. Localizacién de bimédulos y anillos con identidad polinomial 41

El funtor Q¢* : R — Cbimod — R — Cbimod se define asignando, a cada
R-bimdédulo centralizante M, el R—bimoédulo centralizante

Q7'M = E;*(M/oM) ,

y a cada homomorfismo de R-bimdédulos entre R-bimddulos centralizantes
f: M — N, el tinico homomorfismo de R-bimédulos QS°f que hace con-
mutativo al diagrama

M —— M/oM —— QC"M

fl 7l Jngf

M Mo (M) — Q"

La relacién entre las localizaciones en R — bimod y en R — Cbimod vienen
dadas por el siguiente resultado:

(2.2.6) Teorema. ([46]) Si M es un R-bimédulo centralizante y o es un

radical en R — bimod, entonces RCr(Q%i(M)) (el mayor R—bimdédulo cen-

tralizante contenido en Q" (iM)) es isomorfo, como R—-bimédulo, a QS°. M

De hecho, dado un radical o en R — bimod, los funtores RC’R(Q’(’, o (- )) y
b (-) son naturalmente equivalentes.

o017

(2.2.7) Sea R de nuevo un anillo noetheriano a izquierda. Cada abierto
X(I), donde I es un ideal bildtero de R, del espacio topol6gico SpecR es el
conjunto de ideales primos bilateros de R que no estan en el filtro de Gabriel

Lr={L</R;IneN, I"CL}.

El filtro £; tiene como radical asociado en R — mod al infimo de la familia
{or\P}Pex(r), que se denota o;. La restriccién del radical o; a la categoria
de R-bimodulos, proporciona un radical en R — bimod, y la composicion
de éste y el funtor inclusion R — Cbimod — R — bimod es un radical en
R — Cbimod. A ambos los denotaremos también por oy.

Dado un R-bimédulo M, asignando, a cada abierto no vacio X (I) de SpecR,
el R-bimédulo Q) M, y a la inclusién X (I) C X (J) el homomorfismo de
bimdédulos Q’(’,JM — Qf’”M que hace conmutativo al diagrama

M M

”\/5,
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se obtiene un prehaz separado de R—bimddulos sobre SpecR que se denota
Q%,. De manera similar, si M es un R-bimédulo centralizante, asignando
a cada abierto no vacio X(I) el R-bimédulo centralizante QSM, y a la
inclusién X () € X(.J) el homomorfismo de R-bimédulos QSPM — Q5P M
que hace conmutativo al diagrama

QCbM C’bM

N/s:

se obtiene un prehaz separado QY7 de R-bimédulos centralizantes. El prehaz

¢? es un subprehaz de QY. Si M es el R-bimédulo R, el prehaz Q%° es un
prehaz de anillos. Al haz que se obtiene a partir de Qf? mediante el funtor
hacificacién descrito en (1.1.16) se le denota por OF}.

(2.2.8) Si M es un R-bimddulo centralizante finitamente generado como
R-modulo a izquierda, entonces, para todo ideal primo bildtero P de R, el
R bimédulo Qg}g\PM es el limite directo

lim QCbM

PEX(I)

donde o\ p y o7 son los radicales que resultan de restringir a R — Cbimod
sus homénimos en R —mod. Por tanto, para todo R—bimddulo centralizante
noetheriano a izquierda M, la fibra del haz Of} (y del prehaz QY7) en el
punto P € SpecR es oR\pM'

Si, ademas, M es libre de torsion respecto a cualquier radical en R—Cbimod
(o totalmente libre de torsion) y noetheriano a izquierda, esto es, cualquier
familia de submédulos a izquierda de M tiene un elemento maximal, entonces
el bimédulo de secciones globales de OS? coincide con M. En particular, si

R es primo, entonces

I'(SpecR,0%") = R .

Maés generalmente, si X (I) es un abierto de SpecR de manera que el radical
or en R —bimod tiene la propiedad T con respecto a R—bimddulos centrali-
zantes, esto es, para todo R—bimddulo centralizante N existe un isomorfismo

Q bN = QC”R ®r N haciendo conmutativo al diagrama,
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y el R-bimédulo centralizante M es libre de torsién para todo radical en
R — Cbimod, entonces el R-bimddulo de secciones de Of} en el abierto
X(I) coincide con QSPM.

Supongamos que SpecR tiene una base de abiertos X (1) de manera que sus
radicales asociados o tienen la propiedad T en R — Cbimod, y QSR - K es
un ideal bilatero del anillo QEIbR para cada ideal bilatero K de R. Entonces
para cada R-bimddulo centralizante M noetheriano a izquierda totalmente
libre de torsién el prehaz separado Q¢? es un haz. En particular, bajo estas

hipétesis sobre SpecR, si R es primo ademds de noetheriano a izquierda,
entonces 0%’ = Q%°.

(2.2.9) A diferencia de Op, el haz de anillos O%® posee propiedades funto-
riales ([35, 46]).
Dado un anillo R, un elemento f(X) del édlgebra libre Z{x,},en se dice que
es una identidad polinomial en R si f(t) = 0 para cada elemento () € R™.
Una identidad polinomial f(X') se dice que es propia si para todo r € R\{0},
se tiene m - r # 0, donde m es el maximo comin divisor de los coeficientes
de f(X). Si R admite una identidad polinomial propia, entonces se dice que
R es un anillo con identidad polinomial o también un PI anillo.
Si ¢ : R — S es una extension centralizante de anillos, se define una
aplicacion “p : SpecS — SpecR asignando a cada ideal primo bildtero @)
de S su imagen inversa ¢ (@) € SpecR. La imagen inversa por % del
abierto X (I) es el abierto X (S¢(I)), con lo que “p es continua. Si ademds R
y S son PI anillos, entonces para cada abierto X (/) de R existe una extension
centralizante

or: Qg,bR — ngs )

donde J = S¢(I), que hace conmutativo al diagrama
Cbp P HCb
Qy/R——Q5’S

-Cb -Cb
]O'I,R/[\ /[\]o"],s

R > S

P

y que permite definir un morfismo de prehaces
67 QR — (“9).Q5" .

La imagen de ¢~ por el funtor hacificacién es un morfismo de haces
6: 0" — ("9).05" .

De esta manera se obtiene un morfismo de espacios anillados (ver [46])

(“¢,d) : (SpecR, (’)gb) — (SpecS, (’)gb) )
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2.3. Birradicales y haces

En (1.3.5) (ver también [11, 34]) se describe de que manera se hace necesaria
la propiedad de compatibilidad mutua entre filtros de Gabriel para definir, de
manera directa y utilizando localizacién, haces sobre el espectro de ideales
primos bilateros. Sin embargo, esta propiedad no basta para probar que
dicha construccién es funtorial. A diferencia de otros autores que, como en
la seccion 2.2., consideran familias de médulos con alguna propiedad, para
desarrollar haces de estructura sobre el espectro de ideales primos bildteros,
J. Bueso, P. Jara y A. Verschoren ([11]) proponen utilizar una topologia
menos fina que la de Zariski, sobre la que construyen, para cada modulo a
izquierda M, un haz de estructura asociado Q.

Dicha topologia esta basada en birradicales (centralizantes). Dado que todo
birradical tiene la propiedad de Artin-Rees débil, y todo par de filtros de
Gabriel con esta propiedad es mutuamente compatible, se pueden definir
haces sobre el espectro de ideales primos bilateros con esa topologia haciendo
uso de la localizacion.

Ademas, si se satisface la condicion fuerte de segunda capa entonces toda
extension fuertemente normalizante induce un morfismo entre los espacios
anillados asociados a cada uno de los anillos, como se detalla a continuacion.

Dado un radical 0 en R — mod, podemos considerar el radical ¢" en la
categoria mod — R de R—moddulos a derecha, cuyo filtro de Gabriel asociado
(constituido por ideales a derecha de R) estd generado por la familia de
ideales bilateros de L£,. En general la o"-torsiéon 0" M de un R-moédulo a
derecha M viene dada por el conjunto de los m &€ M tales que el ideal a
izquierda

{r € R; Rr C Anny(m)}

pertenece a L,. Si I es un ideal bilatero perteneciente a L,, entonces
o(R/T) = RJT = o (R/T)

pero si I no pertenece a L,, en general o(R/I)y o"(R/I) no coinciden.

Un radical A en R — mod se dice que es un birradical (de R—mddulos) si
existe un radical p en mod — R de manera que A(R/I) = p(R/I) para cada
ideal bildtero I de R. También se dice que el par (A, p) es un birradical.

Si R es un anillo noetheriano a izquierda y A es un birradical en R — mod
entonces el filtro de Gabriel £, tiene la propiedad de Artin-Rees débil a
izquierda.

(2.3.1) Un R-bimdédulo M se dice que es normalizante, resp. fuertemente
normalizante ([31, 33]), si M estd generado como R-mddulo a izquierda (y
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también a derecha) por
Nr(M)={me M ; Rm=mR} ,
resp. por
Ny(M)={meM;VI<,, R, Im=ml} .

Un radical A en R — mod se dice que es un birradical centralizante, resp.
fuertemente normalizante, si existe un radical p en mod — R de forma que
AM = pM para todo R-bimoédulo centralizante, resp. fuertemente normali-
zante M. También se dice que el par (), p) es un birradical centralizante,
resp. un birradical fuertemente normalizante.

El conjunto de birradicales centralizantes en R — mod es un subreticulo
distributivo completo del reticulo de los radicales en R —mod, pues el infimo
y el supremo de una familia {(A,, ps)}aca de birradicales centralizantes de
R — mod son también birradicales centralizantes. En efecto, si M es un
R-bimoddulo centralizante, entonces

NAM =AM =) pM =\ pM
acA acA acA ac€A

con lo que (A 4 Aas Ayca Pa) s un birradical centralizante. Por otra parte,
dado que el R-bimédulo centralizante M/\/ ., A\aM es \/ o4 Aq-libre de
torsion, o sea, es A\, ~libre de torsién para cada a € A, entonces

po(M/ \] XaM) = Np(M/ \/ XaM) =0
a€A ac€A
para cada b € A, esto es,
M/ \ AM € () Fpo=Fy,pp -
acA acA
Luego, al aplicar el funtor exacto a izquierda \/, ., po a la sucesién
0—>\/)\QM—>M—>M/\/)\GM—>0,
a€A acA
se tiene que
\/paM: \/pa(\/ )\aM) = \/pajwﬂ \/ AM
acA acA acA acA acA
de donde se concluye que,

\ pad € \/ Nl .

aEA acA




46 Capitulo 2 Geometria algebraica no conmutativa: visién histdrica

Con un razonamiento totalmente simétrico se obtiene

\V AM S \/ padt

acA acA

y por tanto (\/,c4 Aas Vaea Pa) s un birradical centralizante.

Puesto que para todo ideal bildtero I de R el R-bimédulo R/I es centrali-
zante, y el centralizador C'r(M) de todo R-bimddulo M estd contenido en
N3 (M), todo birradical fuertemente normalizante es un birradical centra-
lizante, y todo birradical centralizante es un birradical. Segun el siguiente
resultado, los tres conceptos coinciden en anillos con la condicién fuerte de
segunda capa.

(2.3.2) Teorema. ([11]) Si R es un anillo noetheriano a izquierda y a de-
recha y todos los ideales primos bilateros de R satisfacen la condicién fuerte
de segunda capa, entonces todo birradical es un birradical fuertemente nor-
malizante.

(2.3.3) Por el resto de esta seccién, R serd un anillo noetheriano a derecha
e izquierda.
Consideremos en SpecR la familia de subconjuntos de la forma

X(I)=K(or) ={P € SpecR ; I £ P},

donde [ es un ideal bilatero de R tal manera el radical o7 es un birradical
centralizante. Puesto que el conjunto de birradicales centralizantes de R es
un reticulo completo y para cualquier conjunto de ideales bilateros {I,}.ca,

K\ o) = Kler,) ;5 K(N\ow)=]Klor),

acA acA acA acA

esta familia es una topologia para SpecR, que se denota por T, y que, en
caso de ser R conmutativo, coincide con la topologia de Zariski.

Como R es noetheriano (a izquierda), un radical simétrico o de R — mod
estd completamente determinado por el conjunto

K(o) ={P € SpecR ; o(R/P) =0},

puesto que o es el infimo de la familia de radicales simétricos {O’R\p}pejc(g)
(ver (3.1.35)). De esta manera, dado un abierto U en la topologia T, existe
un unico birradical centralizante o; tal que U = K(o7y).

Sea M un R-mddulo a izquierda. Asignando al abierto K(o7) el R—mddulo a
izquierda @Q,, M, y a la inclusién K(o7) C K(oy), que equivale a 0; < oy, el
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(inico) homomorfismo Q,, M — Q,, M que hace conmutativo al diagrama

QO’JM 7 QO’]M
jok AM
M

se obtiene un prehaz separado Qs sobre SpecR. El prehaz Qp es un prehaz
de anillos y, en general, Oy, es un prehaz de Or—mobdulos.

(2.3.4) Si dos filtros de Gabriel simétricos £ y H en el anillo noetheriano
(aizquierda) R tienen la propiedad de Artin-Rees débil a izquierda, entonces
son mutuamente compatibles. En efecto, si L € £ o H, entonces existe un
par de ideales (bilateros) I € Ly J € H tales que IJ C L (ver (3.1.33)),
y dado que L tiene la propiedad de Artin-Rees débil a izquierda, existe un
ideal bilatero I' € £ tal que JI' C IJ C L, con lo que L € H o L. La otra
inclusién se prueba mediante un razonamiento simétrico.

Como todo birradical (centralizante) o tiene, en particular, la propiedad de
Artin-Rees débil a izquierda, se deduce, como consecuencia del resultado
enunciado en (1.3.5), que el prehaz Oy, es en realidad un haz, del que se
obtiene de nuevo M como el R-médulo de secciones globales.

(2.3.5) Sip: R — S es un homomorfismo de anillos, todo radical o en
R — mod induce un radical @ en S — mod que viene dado por su clase de
S-médulos de torsion

T ={N €S —mod; N es de o-torsién como R-médulo}

(ver (3.2.1) y (3.2.3)). Si ¢ es una extensién centralizante, o bien si o es un
radical simétrico y ¢ es una extension fuertemente normalizante, entonces
la a—torsion de todo S—méddulo a izquierda coincide con su o—torsién como
R-modulo al restringir los escalares y el filtro de Gabriel es S asociado a &
es
Ly ={L<S; ¢ (L) € Ly}

(ese resultado serd probado para filtros uniformes en el préximo capitulo).
Por lo tanto, si ¢ : R — S es una extensién fuertemente normalizante (en
particular, si ¢ es una extensién centralizante) e I es un ideal bildtero de R,
entonces el radical en S — mod inducido por oy es 0, con J = Sp(I).

(2.3.6) Por otra parte, si ¢ : R — S es una entensién centralizante y (A, p)
es un birradical centralizante de R-mddulos, entonces (), ) es un birradical
centralizante de S—médulos. En efecto, si M es un S—bimodulo centralizante,
entonces M es centralizante como R-bimddulo, puesto que

M = SCs(M) = RCr(S)Cs(M) € RCr(M) C M,
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y por tanto _
AM = )\(RMR) = p(RMR) = ﬁM .

De manera similar, si ¢ : R — S es un extension fuertemente normalizante
y R satisface la condicién fuerte de segunda capa, entonces todo birradical
centralizante de R-mddulos (), p) induce un birradical centralizante (X, p) de
S—modulos. En efecto, si M es un S—bimoédulo centralizante, entonces M es
fuertemente normalizante como R-bimodulo, pues

M = SCs(M) = RN%(S)Cs(M) € RNE(S)N&(M) C RNL(M) € M .

Como bajo la hipétesis de que R satisface la condicién fuerte de segunda
capa todo birradical centralizante de R—moddulos es también un birradical
fuertemente normalizante, se tiene que

XM == )\(RMR) = p(RMR) = ﬁM .

Sip: R — S es una extensién centralizante, o bien R satisface la condi-
cién fuerte de segunda capa y ¢ : R — S es una extension fuertemente
normalizante, entonces la aplicacion

*p :SpecS — SpecR
P —p(P)

es continua si consideramos en ambos espectros la topologia T. Esto es conse-
cuencia de que la imagen inversa del abierto (o), donde o; es un birradical
centralizante, es KC(ogyr)) = K(77), que ademds es un abierto en la topologia
T de SpecsS puesto que, como se ha probado, o7 es un birradical centralizante
de S-modulos.

(2.3.7) Si o es un radical que tiene la propiedad de Artin-Rees débil a
izquierda, entonces (), I es un ideal bilatero de ), R para todo ideal bilatero I
de R. En efecto, puesto que el funtor localizacion ), : R—mod — R—mod
es exacto a izquierda, la sucesion

0— QoI — Q,R — Q,(R/I)

es exacta, o sea, Qy,R/Q,I C Q,(R/I). Pero IQ,(R/I) C 0Q,(R/I) = 0,
pues para todo r € I y todo ¢ € Q,R/I existe un ideal L € L, tal que
Lq C jor/(R/I), y como o tiene la propiedad de Artin-Rees a izquierda,
existe un ideal L' € L, de manera que L'I C IL, lo que implica que

L'rq CILqg C Ij,r/(R/I)=0.
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Por lo tanto, I(Q,R/Q,I) =0, o sea, IQ,R C Q,I, de donde se deduce que
Q. es un ideal a derecha de Q,R (ver [11]).

En particular, si ¢ es un birradical centralizante de R-moddulos, entonces
o tiene la propiedad de Artin-Rees débil a izquierda, y por lo tanto Q.1
es un ideal bildtero de ), R para cada ideal bildtero I de R. Este hecho
y el siguiente resultado son los ingredientes necesarios para probar que la
construccion del haz de anillos O es funtorial.

(2.3.8) Teorema. ([11, I1.6.12]) Sean R y S anillos primos noetherianos
a izquierda, ¢ : R — S una extension fuertemente normalizante y o un
radical simétrico en R — mod. Si Q,Ker(p) es un ideal bildtero de Q, R,
entonces ¢ puede ser extendida de manera tnica a un homomorfismo de
anillos ¢, : Q, R — Q7S

(2.3.9) Como consecuencia directa de este resultado, si R y S son anillos
primos noetherianos (a derecha e izquierda) y, o bien ¢ : R — S es una ex-
tension centralizante, o bien R verifica la condicién fuerte de segunda capa y
¢ : R — S es una extensién fuertemente normalizante, entonces, asignando
a cada abierto IC(o7) de la topologia T de SpecR el homomorfismo

p#(K(or)) : T(K(o1), Or) — T(K(a7), Os) = T'(K(01), (“¢). Os)

que proporciona el teorema anterior, se obtiene un morfismo de haces sobre
SpecR ¢4 : Op — “p,(Og) de manera que el par

(“p, p4) : (SpecR, Or) — (SpecS, Og)

es un morfismo de espacios anillados.

2.4. Algebras esquematicas

Las construcciones descritas en las secciones 2.2. y 2.3. estan basadas en
el espectro de ideales primos bildteros con la topologia de Zariski (o una
topologia menos fina).

Como hemos hecho notar, considerar un espacio topoldgico (con puntos)
como espacio base, acarrea diversos problemas, que surgen fundamentalmente
de que, si se pretende generalizar lo que sucede en el caso conmutativo, la
interseccién de abiertos deberd estar ligada de cierta manera al producto,
en general no conmutativo, de ideales. Esta es la principal motivacién para
introducir la nocién de compatibilidad mutua, pues si I y J son dos ideales
bilateros del anillo noetheriano a izquierda R de manera que Ly y L; son
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mutuamente compatibles, entonces los abiertos X (I.J) y X (JI) de SpecR
coinciden con X (1) N X (J), aunque en general I.J es distinto de JI.

Si se quieren construir haces utilizando localizacién y prescindiendo de la
propiedad de compatibilidad mutua, en virtud de (1.3.5) se hace necesario,
en principio, un planteamiento diferente. Un ejemplo es la construccién de L.
Willaert ([52]) sobre algebras esquematicas que se describe en esta seccion.
Willaert asocia a un anillo graduado R, una topologia de Grothendieck no
conmutativa que no es mas que un espacio topolégico sin puntos en el que
el papel de abiertos lo juegan los elementos del monoide libre Wy generado
por todos los conjuntos de Ore a izquierda homogéneos del anillo. Para
garantizar la existencia de recubrimientos, se le exige al anillo que tenga la
propiedad esquemdtica, esto es, que el elemento global de WWg posea al menos
un recubrimiento finito formado por conjuntos de Ore homogéneos. En ese
contexto, a cada maddulo a izquierda M se le asocia un haz de estructura,
que devuelve a M como el médulo de secciones globales.

(2.4.1) Una graduacién de un anillo R es una familia de subgrupos { R, }necz
de tal manera que R = @, ., R, y R;R; C R;;;. Si un anillo R admite una
graduacion, se dice que es graduado.

Si R es un anillo graduado, una graduacién del R-mdédulo a izquierda M
es una familia de subgrupos {M,},cz de tal manera que M = P, o, M, y
R;M; C M;;j. Si M es un R-médulo a izquierda graduado y {M,}ncz es
una graduacion de M, entonces los elementos de M,, se llaman homogéneos
de grado n. Se dice que M es positivamente graduado si M, = 0 para todo
n < 0. Se llama m-desplazamiento de M, con m € Z, y se denota por M (m),
al R—mddulo a izquierda graduado con la graduacién

{M(m)n = Mm—l—n}neZ .

Si M y N son R-médulos a izquierda graduados y f : M — N es un
homomorfismo de R—mddulos, se dice que f es de grado m si f(M;) C Ny,
para todo i € Z. Los R—mddulos a izquierda graduados y los homomorfismos
de grado 0 constituyen una categoria de Grothendieck que se denota por
R — gr. La familia {R(m)}mez, donde R(m) es el m-desplazamiento del
R-modulo a izquierda graduado R, es un sistema de generadores de R — gr.
Los subobjetos de un R—moddulo a izquierda graduado M en R — gr son los
submédulos N de M con una graduacién {N,},cz tal que N,, C M, para
todo n.

(2.4.2) Un radical 7 en la categorfa de Grothendieck R — gr (esto es, un
subfuntor del funtor identidad, exacto a izquierda e idempotente) se dice que
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es rigido si n(M(m)) = (nM)(m) para todo m € Z y para todo R—mddulo a
izquierda graduado M.

Un radical 0 en R — mod se dice que es graduado si su filtro de Gabriel
asociado L, tiene una base formada por una familia de ideales a izquierda
graduados de R. Si o es un radical graduado en R — mod, entonces oM y
M /oM son graduados para todo R—mddulo a izquierda graduado M.

La restriccion del radical graduado o de R — mod a la categoria R — gr es
un radical rigido en R — gr que denotamos también por o, y cuya clase de
torsiéon en R — gr es

T, ={Ne€R—-gr; o(N)=N}.

Si n es un radical rigido en R — gr, entonces n es la restriccion a R — gr de
un radical graduado o en R — mod cuya teoria de torsion esta generada por
la familia de R—méddulos a izquierda

Ty={N€R—gr;nN)=N},

y el filtro graduado asociado a 7, que se denota por L, es el conjunto de
todos los ideales a izquierda graduados de L,.

Los radicales rigidos de R — gr se corresponden biyectivamente con los filtros
graduados de R.

(2.4.3) Ejemplo. Sea S un conjunto de Ore a izquierda del anillo gradua-
do R, de manera que todos los elementos de S son homogéneos y 0 ¢ S.
Entonces el radical o en R — mod definido por

osM ={me M ; s € S, sm =0}

para todo R-mddulo a izquierda M (ver (1.2.10)) es graduado, y su restric-
cién n a R — gr es un radical rigido cuyo filtro graduado es

LI ={L <; R; L es graduado y, Vr € R homogéneo, (L:7)NS # 0} .

(2.4.4) Ejemplo. Sea R un anillo graduado noetheriano a izquierda e I un
ideal bilatero graduado de R. Entonces el conjunto de ideales

L9={L <, R; Lesgraduadoy IneN, I" C L}

es un filtro graduado y su radical en R — gr asociado 7; es rigido. Ademas,
nr es la restriccién a R — gr del radical graduado o; de R — mod.
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(2.4.5) Sinesunradical en R—gry M es un R—mdédulo a izquierda gradua-
do, aplicando la teoria general de localizacion en categorias de Grothendieck
a R — gr, el R—mdédulo graduado localizado de M en 7 es

QUM = lim HOMg(L, M/nM)

g
LeLy

donde L] es el filtro graduado asociado a n y HOMpg(M, N)) denota el grupo
abeliano de los morfismos de grado arbitrario entre dos R-mddulos a izquier-
da graduados M y N ([46]).

Sea M un R-mddulo a izquierda graduado y n un radical rigido en R — gr.
Si o es el radical graduado en R —mod cuya restriccion a R — gr es el funtor
1, entonces Q9" M coincide con el R-mddulo a izquierda 9(QsM) graduado,
por la graduacién {g(Q,M ), }nez, donde

9(Qe M),
={q€ Q,M ; 3L € L,, L graduado, L,,q C (M/oM),,.n, Vm € Z}

para todo n € Z. Si ademds o es de tipo finito (como ocurre cuando R es
noetheriano a izquierda) entonces @, M es graduado y existe un isomorfismo
Ry M — Q,M tal que el diagrama

QM ———— Q.M
M

es conmutativo (cfr. [44]).

(2.4.6) Sea k un cuerpo. Un k-algebra positivamente graduada R, generada
por los elementos homogéneos de grado uno y noetheriana a izquierda, se dice
que es esquemdtica si existe una familia finita de conjuntos de Ore a izquierda
{Si}1<i<r formados por elementos homogéneos y de tal manera que el infimo
de los radicales graduados og, de R—mod es el radical graduado o, definido
en (2.4.4) a partir del ideal bildtero graduado Ry = @,., R; -

(2.4.7) Ejemplos. El dlgebra de Weyl homogeneizada, esto es, la k-dlgebra
generada por tres elementos z,y, 2 de grado uno con las relaciones

Ty —yr =22 rz—zx=yz—2z2y=20,

es esquematica.
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Sea ¢ € C. El anillo O,(M>(C)) de las matrices 2 x 2 cudnticas, es decir, la
C-algebra generada en grado uno por los elementos a,b,c y d sujetos a las
relaciones

ba=q 'ab de=q 'cd
db=q 'bd bc=cb
ca=q ‘ac ad — da=(¢*> — ¢ %)bc

es una C-dlgebra esquemdtica. En efecto, el infimo de la familia de ra-
dicales graduados {os,,0s,,0s,,0s,}, donde cada S, es el conjunto de Ore
homogéneo formado por las potencias de r, es el radical graduado oo, (a,(c)),

(152]).

(2.4.8) Una topologia de Grothendieck es una categoria C tal que para cada
objeto U existe una familia Cov(U) de conjuntos de morfismos {U; — U };er
de manera que se satisfacen las siguientes condiciones:

(2.4.8.1) {U -4 U} € Cov(U) para todo objeto U de C.
(24.82) Si {Uz — U}ie[ € OOU(U) y {UZJ — Ui}je]i € OOU(Ul) para
cada i € I, entonces {U;; — U; — U} ier € Cov(U).

J€J;

(2.4.8.3) Si {U; — U}ier € Cov(U) y U' — U es un morfismo en C,
entonces para cada ¢ € I existe el pullback U; xy U', y

{Ul Xy U —s U,}iel & OOU(U’) .

Sea R una k-algebra esquematica. Se denota por Wy a la categoria cuyo
conjunto de objetos es el monoide libre generado por todos los conjuntos de
Ore homogéneos S de R tales que 0 € S 3 1y SN Ry # (), y donde el
conjunto de morfismos Home(W, W'), con W = S;---S, y W' =Ty --- T,
es igual a {W — W'} si existe una aplicacién

e:{l,...,m} —{1,---,n}

tal que T; = S.(;), para todo 1 < i < m y (i) < £(j) siempre que 7 < j, y
Home(W,W') = ) en cualquier otro caso.

Si W — W’ es un morfismo y V' es un objeto de Wg, entonces VW — VI’
y WV — W'V también son morfismos de Wk.

Dado un objeto W = S ---S,, de Wg, en general el producto
St Sy ={s1--s,; 5, €8;, 1 <i<n}

no es un conjunto de Ore a izquierda de R, y el conjunto de ideales a izquierda
Lw={L<,R; LNS;-...-S, # 0} es un filtro uniforme pero en general
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no es de Gabriel (ver lema (4.2.9)). Si W — W’ es un morfismo en Wk,
entonces Ly C Ly .

Dado un R-moédulo graduado M, se denota por Qw M a la imagen de M por
la composicién de los funtores localizacion Qgg, © -+ 0 Qyg . El niicleo de la
composicion de los morfismos localizacién

M= Qe M — - — Qo Qo M

es la Ly —torsién de M

(2.4.9) Un recubrimiento global en Wg es un conjunto finito {W;}i<;<s de
objetos de W de tal manera que (),,., Lw, = Lr,. Puesto que R es un
algebra esquemaética, siempre existe un recubrimiento global en Wk.

Dado un objeto W de Wg, se define Cov(W) como el conjunto formado
por todas las familias de morfismos {W;W — W };c;, donde {W;};c; es un
recubrimiento global. A los elementos de C'ov(W) se les llama recubrimientos
de W.

La categoria Wg con las familias de recubrimientos de cada uno de sus objetos
satisface los axiomas (2.4.8.1) y (2.4.8.2), pero dado que, en general, Wp
no tiene pullbacks, el axioma (2.4.8.3) carece de sentido. Sin embargo, si
W' — W es un morfismo en Wg y {W;W — W }i<ic,, € Cov(WW) entonces
{WiW'" — W'h<icm € Cov(W’). Se dice que Wg es una topologia de
Grothendieck no conmutativa ([47]).

(2.4.10) Un prehaz (de R—mdédulos a izquierda) sobre Wy es un funtor
contravariante de la categoria Wx en R — mod. Un prehaz P se dice que es
un haz si para cada objeto W de Wg y cada {W; — W}i<i< € Cov(W),
la sucesién

0—— P(W) - ®1§i§m P(VV,) - ®1§i,j§m P(VVZ'WJ‘) )

donde los morfismos son los naturales, es exacta.

Dado un R—médulo a izquierda graduado M, se puede definir un prehaz Oy,
asignando, a cada objeto W de Wk, el R-mddulo a izquierda Quw M, y a
cada morfismo W — W' (que, siendo W' = S - - - S, existe si, y sélo si, W
es de la forma WyS; Wy --- S, W,), el homomorfismo Qu' M — QwM que
se obtiene de manera natural mediante el proceso iterativo de composicién
con los morfismos localizacion y localizacion de dichas composiciones.

(2.4.11) Teorema. ([47, 52]) Para todo R—mdédulo a izquierda graduado
M, el prehaz Oy; es un haz.
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(2.4.12) En general Og no es un haz de anillos, y por lo tanto no tiene
sentido plantearse si Oy lo es de Og—méddulos. Sin embargo, Oy, (W) siempre
es un Q,,R-moédulo a izquierda, donde S es el ultimo conjunto de Ore a
izquierda que aparece en la expresion de W.

El R—moédulo a izquierda M se obtiene de nuevo como el moédulo de las
secciones globales del haz Oy puesto que Q,, M = M ([47]).

Sin embargo, el hecho de que todo recubrimiento se obtenga como intersec-
cién con un recubrimiento global, hace imposible que Wy sea una generali-
zacion de la topologia de Zariski del espectro primo cuando la k—algebra R
es conmutativa (ver (4.2.15)).
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Capitulo 3

Filtros uniformes

Como se ha comentado en el capitulo uno (ver también [11, 16, 22, 40, et
al.]), el conjunto de filtros de Gabriel en un anillo R se corresponde biyecti-
vamente con el de subcategorias localizantes de R — Mod. Principalmente
por esta razon se ha dedicado historicamente mucho més tiempo al estudio
(del reticulo) de los filtros de Gabriel y sus propiedades que al de los filtros
uniformes. En este capitulo se estudian con mas detenimiento las propieda-
des de los filtros uniformes, especialmente aquellas que tendran aplicacién en
los capitulos siguientes. También se exponen varios ejemplos.

3.1. El reticulo de los filtros uniformes

Sea R un anillo.

(3.1.1) Un filtro en R es un conjunto no vacio £ de ideales a izquierda de
R tal que

(3.1.1.1) siLe Ly LCL <R, entonces L' € L;
(3.1.1.2) si L,L' € L, entonces LNL' € L,

o equivalentemente, tal que si L y L' pertenecen a L, entonces cualquier
ideal a izquierda que contenga a L N L' también pertenece a L. El ideal R
pertenece a cualquier filtro en R.

El conjunto de filtros en R estd parcialmente ordenado por la inclusién, y
dado que la interseccién de filtros es un filtro, existe el infimo (y por tanto
también el supremo) de cualquier familia de filtros en R. Los conjuntos {R} y
{L; L <; R} son, trivialmente, filtros en R, y son el menor y mayor elemento
respectivamente en el reticulo de filtros en R.

Si L y H son filtros en R, se denota por L o H a la composicion de Ly H,
esto es, al conjunto formado por todos los ideales a izquierda L de R para
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los que existe un ideal a izquierda H (que se puede asumir que contiene a L)
perteneciente a H tal que

(L:r)={seR; srel}el

para cada r € H. El conjunto £ o H es un filtro, pues, en efecto, si L y
L' pertenecen a £ oH y L" es un ideal a izquierda que contiene a L N L/,
entonces existen H y H' pertenecientes a H tales que (L : r) € L para cada
r € H resp. (L' : r) € L para cada r € H'. Luego H N H' pertenece a H y
para cada r € HN H',

(L":ry2>(LNL:r)y=(L:r)yn(L":r)e L,

de donde se tiene que (L" : 1) € L.

Dado que H es un filtro, un ideal a izquierda L pertenece a la composicién
L oH si, y sélo si, el ideal a izquierda

H={reR; (L:r)e L}
pertenece a H.

(3.1.2) Lema. Si £ y H son filtros en R, H es un ideal a izquierda perte-
neciente a H y {L,},cy es una familia de ideales a izquierda en L, entonces

Z L.r
recH

pertenece a L o H.

Demostracién. Denotemos por L al ideal a izquierda ) ., L,7. Dado
que L,r C L, se tiene que L. C (L : r), y por tanto (L : r) € L para cada
r € H € H, puesto que L, € L. O

(3.1.3) Corolario. Si L € Ly H € H, entonces LH € Lo H.

(3.1.4) Lema. La composicién es una operacion asociativa en el conjunto
de filtros en R.

Demostracién. Sean L, L'y L" filtros en R. Si L € (Lo L) o L"
entonces existe H € L" tal que (L : r) € Lo L' para cada r € H, y por
lo tanto existe L, € L' tal que ((L : r) :s) € L para cada s € L,. Por el
lema (3.1.2), el ideal a izquierda H' =) _,; L,r pertenece a L' o L", y para
cadat=> " sy, € H,conr, € Hy s; € L,,,

(L:1) QﬁL SiT) :ﬁ((L:ri):si)GE,
i=1 i=1
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de donde se tiene que L € Lo (L' o L").

Reciprocamente, si L € Lo (L' o L"), entonces existe H € L' o L" tal que
(L :r) € L para cadar € H. Puesto que H € L' o L", existe H' € L" tal que
(H : s) € L' para cada s € H'. Por tanto (L :s) € Lo L', pues (H : s) € L'
y para cada r € (H : s),

(L:s):r)=(L:rs)eL
(dado que rs € H). Luego L € (Lo L") o L". O

Sin embargo, en general la composicion de filtros no tiene la propiedad con-
mutativa, como muestra el ejemplo, debido a R. Bronowitz, que se detalla a
continuacion.

(3.1.5) Ejemplo. ([10, 21]) Sea k un cuerpo y R el anillo (conmutativo)
EN. Elideal H = k™ es el zécalo de R (esto es, H es la suma de todos los
ideales de R que son simples como R-médulos), y por lo tanto es un ideal
esencial.

Consideremos el conjunto de ideales £ = {L < R ; soc(R/L) = R/L}
(donde soc(M) denota el zécalo del R—médulo M). SiLe€ Ly L C L' <R,
el homomorfismo natural p: R/L — R/L’ es un epimorfismo y entonces

soc(R/L") 2 Z p(M) 2 p(soc(R/L)) =p(R/L) = R/L",

R/L>Msimple
luego L' € L. Por otra parte, si L y L' pertenecen a L, entonces,
soc(R/L® R/L") = soc(R/L) ® soc(R/L') = R/L® R/L",

y dado que R/(LN L") puede ser considerado como un submédulo de la suma
R/L&R/L,

soc(R/(LNL"))=R/(LNL")Nsoc(R/L®R/L)Y=R/(LNL').

Por tanto L N L' € L, de donde se tiene que £ es un filtro.

Dado que la interseccion de ideales esenciales de R es esencial, el conjunto H
de todos los ideales esenciales de R es también un filtro. Ademas H pertenece
a H, y todo elemento de H contiene a H.

Sea h € H. Puesto que soc(H) = H, el z6calo de Rh es también el propio
Rh, y dado que Rh =2 R/(0 : h), se tiene que (0: h) € L. Luego el ideal cero
es un ideal de £ o H, y esto implica que £ o H es el conjunto de todos los
ideales de R.
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Sin embargo, si el ideal cero pertenece a Ho L, entonces existe un ideal L € £
de tal manera que (0 : r) € H para todo r € L, esto es, Hr = 0. Puesto que
L # 0 (pues en el caso L = 0 se tendria que H = soc(R) = R, y esto no es
cierto) se tiene que H N L # 0, y por tanto existe un elemento m no nulo
en LN H. Luego m?> € Hm = 0, pero esto no puede suceder porque R no
tiene elementos nilpotentes. Luego el ideal cero no pertenece a H o L, que
no puede ser igual entonces a £ o H.

(3.1.6) Si £LC L'y H CH son filtros en R, entonces LoH C L oH', ya
que para cada L € L oH existe un ideal a izquierda H € H C H' tal que
(L:r)e LC L paracadar € H.

Por otra parte, H C Lo H, pues si H € H, entonces R = (H : r) € L para
cadar € H. Ademds, en el caso particular £ = {R}, si L € {R} o entonces
existe H € H tal que (L estd contenido en H y) (L : r) € {R} para cada
r € H. Por lo tanto r = 1r € L para cadar € H, estoes, L = H € H, de
donde se tiene H = {R} o H.

Sin embargo, £ no siempre esta contenido en £ o H. De hecho:

(3.1.7) Proposicién. Dado un filtro £ en R, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(3.1.7.1) L C L oH para todo filtro H en R;
(3.1.7.2) L£C Lo{R};

(3.1.7.3) L=Lo{R};

(3.1.7.4) (L:r)€ L paratodoL € Ly todor € R.

Demostracién. (1) y (2) son trivialmente equivalentes, pues {R} C H
para todo filtro #H, y por otro lado (2) es esquivalente a (3) puesto que
L o {R} siempre estd contenido en £ (en efecto, si L € £ o {R}, entonces en
particular L = (L : 1) € L).

Supongamos que £ C Lo{R}. Si L € L, entonces existe un ideal a izquierda
H en {R} (que tiene que ser H = R) tal que (L : r) € L para cada r € H,
luego (L : r) € L para todo r € R.

Reciprocamente, si L € Ly (L : r) € L para cualquier r € R, entonces
L € Lo{R}. O

(3.1.8) Un filtro £ en R se dice que es uniforme si cumple alguna de las
condiciones equivalentes de la proposicion anterior. Si £ es un filtro y H es
un filtro uniforme, entonces LoH C LoH o {R}, y por lo tanto £ oH es un
filtro uniforme. Dado que los filtros £ y H del ejemplo (3.1.5) son uniformes,
esos mismos filtros constituyen un ejemplo de que en general la composicion
de filtros uniformes no conmuta.
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Si R es conmutativo, entonces todo filtro en R es uniforme, dado que para
todo ideal L y todo r € R, el ideal (L : r) contiene a L.

La interseccion de filtros uniformes es un filtro uniforme, y por tanto el con-
junto de filtros uniformes ordenado por la inclusién es un reticulo completo
que se denota R — filt. El supremo de una familia de filtros uniformes es la
interseccion de los filtros uniformes que contienen a cada uno de los miembros
de la familia. El siguiente resultado proporciona una forma mas directa de
calcular supremos en R — filt.

(3.1.9) Lema. ([3, 17, 21]) Sea F una familia de ideales a izquierda de R y
definamos

(3.1.9.1) F'={(L:r); Le F,r € R};

(3.1.9.2) F'={\",Li: Lic F', 1<i<n};

(3.1.9.3) L={L<,R;3HeF" HCL).

Entonces L es el filtro uniforme mas pequeno que contiene a F'.

Demostracion. En efecto, £ es un filtro, pues si H O L N L', con
L, L' € L, entonces existen Ly,...,L,, L, ..., L pertenecientes a F’ ta-
les que N, L; C Ly -, L; C L' luego

n

(ﬂLi)ﬂ(ﬁL;)gLﬂL’gH,

=1 =1

y de ahi que H € L. Ademas L es uniforme, ya que para todo r € Ry
para todo L € L, existen Lq,...,L, € F y r,...,r, € R de manera que
Ni_,(L; : ;) € L, y por lo tanto

(L:r) 2 (\(Lizri)ir) = \(Li:rri) € F"
i=1 i=1
luego (L : 1) € L.
Si H es un filtro uniforme que contiene a F', entonces F' C H dado que
(L :r) € H para todo L € F' y todo r € R. Por lo tanto F" C H, por ser

‘H cerrado al tomar intersecciones finitas, y esto implica que £ C H por la
definicién de L. 0

Como consecuencia del lema anterior, el supremo de una familia de filtros
uniformes {L,}qca es el filtro uniforme

{LSZR’ Elala"'aaneAa EILaiEE(Li ) ﬂLai gL}

=1
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Como este conjunto de ideales a izquierda es precisamente el supremo de
{L4}aca en el reticulo de filtros en R, se puede concluir que R — filt es un
subreticulo del reticulo de filtros en R.

El concepto de filtro uniforme no es nuevo. De hecho, nociones equivalentes
como la de topologia lineal en un anillo y la de funtor nicleo, expuestas a
continuacion, son sobradamente conocidas.

(3.1.10) Se dice que el anillo R es un anillo topolégico si admite una topo-
logia de manera que las aplicaciones

RxR—R RxR—R R—R
(ryr") —r + 1 (r,r") —rr’ r——r

son continuas. Dado que un subconjunto U de R es un entorno de r € R si,
y s6lo si, {s —r ; s € U} es un entorno del cero, la topologia de R queda
perfectamente determinada por la familia N de entornos abiertos del cero.
Dicha familia verifica:

(3.1.10.1) para cada U € N existe un V € N tal que V +V C U,
(3.1.10.2) —U € N para cada U € N;

(3.1.10.3) paracadaU € N ycadar € Rexisteun V € N tal que rV C U;
(3.1.10.4) paracadaU € N ycadar € Rexisteun V € N tal que Vr C U;
(3.1.10.5) para cada U € N existe un V € N tal que VV C U.

Ademsds, toda familia de subconjuntos de R que contengan al cero y verifiquen
estas cinco condiciones es el conjunto de entornos abiertos del cero de una
(inica) topologia que convierte a R en un anillo topoldgico.

Una topologia en R que hace a R un anillo topolégico se dice que es lineal
(a izquierda) si todos los elementos del conjunto N, de entornos abiertos
del cero, son ideales (a izquierda) de R. En ese caso, N es un filtro, y
por (3.1.10.4), para cada L € Ny cada r € R se tiene (L : ) € N, esto es,
N es un filtro uniforme.

Reciprocamente, si £ es un filtro uniforme en R, entonces L es el conjunto
de entornos abiertos del cero de una topologia de R. Ademads, dado que L es
uniforme, para cada L € Ly cada r € R el ideal (L : r) pertenece a L y es
tal que (L : r)r C L. Luego L satisface (3.1.10.4), y puesto que el resto de
las propiedades anteriores se satisfacen trivialmente por estar £ constituido
por ideales a izquierda, £ es la familia de entornos abiertos del cero de una
topologfa lineal que convierte a R en un anillo topoldgico ([21, 22, 40]).

(3.1.11) Si £ es un filtro uniforme en Ry M es un R-mdédulo a izquierda
se define la, L—torsion de M como el conjunto o.M de los elementos m € M
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tales que Ann‘,(m) € £. Se dice que M es de L-torsién si coincide con su
L—torsion, y que es L-libre de torsion si su L—torsién es cero.

Como consecuencia de que £ es un filtro uniforme, la L—torsién de todo
R-médulo a izquierda M es un submoédulo de M, pues

Annk(m +m') D Annk(m) N Annly(m”)

Annk,(rm) = (Ann,(m) : 7)

para cada m,m' € M y cada r € R. Ademads, si f : M — N es un
homomorfismo de R—moddulos a izquierda, entonces para cada m € o.M se
tiene que f(m) € o, N, pues Anny(f(m)) D Annk(m) € L.

El subfuntor o, de la identidad en R—mod que a cada R—modulo a izquierda
M le asigna su L-torsién es un funtor niicleo, esto es, es exacto a izquierda,
puessi f : M' — M es un monomorfismoy m € o.M NImf entonces existe
un elemento m' € M’ tal que f(m') = m, y m’ pertenece a la L—torsién de
M' ya que por ser f monomorfismo,

Annby(m') = Annk(m) € £ .

Reciprocamente, si o es un subfuntor de la identidad en R — mod exacto a
izquierda, el conjunto de ideales a izquierda

L,={L< R;o(R/L)=R/L}

es un filtro uniforme ([21, 22]).

Si L y H son filtros uniformes, entonces £ C H si, y solo si, o, M C oy M
para todo R—moddulo a izquierda M.

Dado que o, determina a £ y L, determina a o, se establece de esta forma
una correspondencia biyectiva entre el conjunto de filtros uniformes de R y
el de funtores nicleo en R — mod.

(3.1.12) Una clase de pretorsion en R — mod es una familia 7 de R-
modulos a izquierda cerrada al tomar imagenes por epimorfismos y sumas
directas. Si ademads 7T es cerrada al tomar submodulos, se dice que es una
clase de pretorsién hereditaria. Sea £ un filtro uniforme en R. Entonces la
clase 7; de R—modulos a izquierda de L—torsion es una clase de pretorsion
hereditaria en R —mod. En efecto, si M’ <; M € T; entonces Annk(m) € £
para cada m € M', y por tanto M' € T;. Si f : M — N es un epimorfismo,
para cada n perteneciente a N existe un elemento m € M del que es imagen,
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y Annk(n) D Ann(m) € £, de donde se tiene que N € 7. Finalmente, si
{M;}ier €Tz y (my) € B,c; M;, entonces

Annfy((m;)) 2 () Annf (m)

iel
y esta interseccién pertenece a L pues es la interseccion de R con a lo sumo

un nimero finito de elementos de L\{R}, luego (m;) € o, P,.; M;, y por
tanto €,.; M; coincide con su L-torsién.

el

Si L y H son filtros uniformes en R, entonces £ C H si, y sélo si, Tz C Ty.

Dada una clase de pretorsion hereditaria 7 en R — mod, el conjunto de

ideales a izquierda
Lr={L<,R; RILET}

es un filtro uniforme en R. La aplicaciéon dada por 7 — L+ es una biyeccion
entre el conjunto de clases de pretorsiéon hereditarias en R—mod y el conjunto
de filtros uniformes en R.

Teniendo en cuenta esta biyeccion, la composiciéon de filtros uniformes se
puede describir de la siguiente manera:

(3.1.13) Proposicién. Sean L y H dos filtros uniformes en R. Entonces un
R-mdédulo a izquierda M pertenece a T;.y si, y solo si, existe una sucesion
exacta

0 > M’ - M - M" -0
con M' € Ty M" € Ty.

Demostracion. Asumamos que M es de L o H-torsiéon. Entonces la
sucesiéon

0 > o M d > M p,M/O'EM—»()

es exactay o, M es de L-torsién. Sim € M /oM entonces Annk(m) € LoH,
y por lo tanto existe H € ‘H de tal manera que

Annk(rm) = (Annk(m) :r) € £

para cada r € H. Luego rm € o.M, esto es, rm = 0 para cada r € H, con
lo que ™ es un elemento de la H—torsién de M /oM. Dado que m ha sido
tomado de manera arbitraria, esto prueba que M /o.M es de H—torsién.

Reciprocamente, si la sucesién

(R VA G Ry (p—

es exacta con M’ € T,y M" € T4, entonces para cada m € M existe H € ‘H
tal que g(Hm) = Hg(m) = 0. Luego para cada r € H, el elemento rm
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pertenece a Kerg = Imf, y por lo tanto existe un elemento m, € M’ y un
ideal L, € £ de manera que rm es la imagen de m, y L,m, = 0. El ideal
L =73 gL, que pertenece a £ oH por el lema (3.1.2), esta contenido en
el anulador de m, pues

Lm = Zerm: Zer(mr) = Zf(L,«m,«) =0.

rcH reH reH

Esto implica que Ann’(m) € LoH y, dado que m fue tomado arbitrariamente
en M, que M es de L o H—torsion. O

(3.1.14) Como se ha comentado ya en (1.2.8), una familia de R-—mddulos a
izquierda JF es la clase de libres de torsion de una teoria de torsion hereditaria
en R—mod si, y sélo si, es cerrada al tomar submédulos, productos directos,
extensiones exactas y envolventes inyectivas. Si £ es un filtro uniforme en
R, entonces la familia 7, de R—moddulos a izquierda L-libres de torsion es
la clase de libres de torsién de una teoria de torsion hereditaria. En efecto,
si M' < M € F; y m pertenece a o, M’', entonces m = 0 pues m también
pertenece a o M. Si M € F; entonces 0 = oM = M N ogE, donde
E es la envolvente inyectiva de M. Dado que M — E es una extensién
esencial, esto implica que o, FE = 0, es decir, £ € F;. Consideremos ahora
una familia {M;}icr de elementos de Fy. Si (m;) € oz([[;c; M;), entonces
Annk(m;) D Annk((m;)) € £ para cada i € I, y asi m; € opM; = 0, de
donde se tiene que (m;) = 0. Finalmente, si

00— ML=y ——0

es una sucesion exacta con M’ y M" pertenecientes a F , entonces para todo
m € o, M existe L € L tal que Lm = 0. Luego

Lg(m) = g(Lm) =0,

y como M" es L-libre de torsiéon, m € Kerg = Imf, esto es, existe un
elemento m’ € M’ cuya imagen es m. Como f es un monomorfismo,

Annk(m') = Annkg(m) € L,
y de ahi ' =0y m = f(m') =0.

(3.1.15) Nota. A diferencia de lo que ocurre con la clase de pretorsién
hereditaria 7., la familia de R—modulos a izquierda L-libres de torsién no
determina al filtro uniforme £. De hecho se tiene que si £ y H son filtros
uniformes, entonces

fﬁo}[:fﬁﬂf’}{:f%oﬁ
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El contenido F,.y C F.NF3 surge de manera trivial por estar tanto £ como
‘H contenidos en Lo H. Si por contra M pertenece a F, N Fy, entonces para
cada m € oy, M existe un ideal a izquierda H perteneciente a H tal que
Annb(rm) = (Annk(m) : r) € £ para todo r € H. Luego rm = 0 para cada
r e H, esto es, m € oy M = 0, de donde se deduce que M es L o H-libre de
torsion.

Como se ha probado en (3.1.9), el reticulo de filtros uniformes en R es un
subreticulo del reticulo de filtros en R. El infimo de una familia de filtros
uniformes viene dado por su interseccién, pero el supremo en general no
coincide con la unién puesto que la unioén de filtros uniformes no tiene por
qué ser ni siquiera un filtro. Si la unién de una familia de filtros uniformes
es un filtro, claramente también es un filtro uniforme.

A la hora de estudiar la estructura de casi—cuantal (ver (5.1.1)) del conjunto
de filtros uniformes, serd conveniente tener en cuenta las propiedades de

compatibilidad de la composicién con los infimos y supremos tomados en
R —filt.

(3.1.16) Lema. ([21]) Sea H un filtro uniforme y {L,}sca una familia de
filtros uniformes en R. Entonces:
(3.1.16.1) N,caHoLa=Ho(Nyen Las

(3.1.16.2) (Nyeala) ©oH C Nyeu(La o H), y si H es cerrado al tomar
intersecciones indexadas en A, también se verifica la igualdad.

Demostracién. Sea L € (),.4H o L,. Para cada a € A existe un ideal
L, € L, tal que (L :r) € H para todo r € L,. Luego

L = ZLa €L,
acA

paratodoa € A, ysir=r;+---+r, € L', entonces
n
(L:T)Qﬂ(L:ri)G’H,
i=1

de donde L € H o (),ca La- Dado que por otra parte H o (),c, L, estd
contenido en H o L, para todo a € A, se satisface la igualdad en (1).

De la misma manera, ((),c4La) ©H C L, 0 H para cada a € A, y por
tanto ((,eq La) ©H C (Naen(La o H). Si H es cerrado para intersecciones
indexadas en Ay L € [),c4(La 0 H), entonces para cada a € A existe un
elemento H, € H tal que (L :r) € L, para todo r € H,. Sea

H:ﬂHae’H.

a€A
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Dado que (L : 1) € [),c4 La Paracadar € H, se tiene que L € ((,c4 La)oH.
U

En particular si H es cerrado para intersecciones arbitrarias, o bien la familia
{L4}aca del resultado anterior es finita, entonces se da la igualdad en (2).

Como prueba el siguiente ejemplo apuntado por el profesor Pascual Ja-
ra ([17]), que H sea cerrado para intersecciones indexadas en A no es es-
trictamente necesario para que ([),c4 £a) © H sea igual a (), ,(£, 0 H) para
una determinada familia {£,}sca

(3.1.17) Ejemplo. Sea R = Z el anillo de los enteros y H el filtro uniforme
formado por todos los ideales de Z distintos de cero. Consideremos la familia

{ﬁn}neN\{O,l} donde

L,={L<Z; (n)CL}.
Trivialmente £,, es un filtro (uniforme) para todo n € N\{0,1}. Un ideal (d)
pertenece a L, si, y sélo si, d divide a n.
Puesto que (,,cy 0.1y £n = {Z}, la composicion de (), 10,1 £n ¥ H es igual
aH.
Por otra parte, £, o H es el conjunto de los ideales L de Z tales que

{mezZ; (L:m)eLy}#(0),

para n € N\{0, 1}, el ideal L = (0) no pertenece a L,, o H pues, dado que Z
es un dominio de integridad, para m # 0 no existe ningtin divisor d de n tal
que dm = 0. Luego

HCLy,oHCH,

y esto implica que

(| (LooM)y=H=( (] LoH.

neN\{0,1} neN\{0,1}

Sin embargo H no es cerrado para intersecciones numerables, pues

no pertenece a H.

(3.1.18) Lema. ([17]) Sea H un filtro uniforme y {L,}sca una familia de
filtros uniformes en R de tal manera que | J,. , L, es un filtro (y por lo tanto
un filtro uniforme). Entonces:
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(3.1.18.1) ,ca H o L, es también un filtro uniforme y

HoLl,=Ho L,
U U

acEA a€A

(3.1.18.2) ,cu(LaoH) C (Upen La) o H;
(3.1.18.3) siA={1,---,n} yU._, £ es un filtro para 2 < | < n, entonces

n n

Uio) = ((JLi) o ;

i=1 i=1

(3.1.18.4) si R es noetheriano a izquierda y {L,}q.c4 €s un conjunto dirigi-
do, esto es, para todo par de indices a,b € A existe c € A tal que L,ULy, C L.,

entonces
Uaot) = ([ La)oH .

a€EA a€A

Demostracion. Para cada a € A, el filtro H o L, estd contenido en
H o Uyea Las y por lo tanto | J,c 4 H o Ly € H olJ,eq Lo- Por otra parte,
si L es un elemento de H o |J .4 L4, entonces existe un ideal a izquierda
H € Jyeq Lo tal que (L : 1) € H para cada r € H. Como H pertenece
a L,, para algin a € A, se tiene que L € H o L, para dicho a, de donde
LeNesHoL,.

El contenido en (2) es siempre cierto ya que £, o H C (|
todo a € A.

Para probar la inclusién no trivial en (3), tomaremos primero A = {1,2}. Si
L € (L1 0 Ly) UH, entonces el ideal a izquierda

L,) oM para

acA

H:{TER; (L:T)E£1U£2}
pertenece a H. Ademads, si para i = 1,2 definimos
H,={reR; (L:r)eL;},

entonces H = H; U H,, y dado que la unién propia de ideales nunca es un
ideal, uno de ellos debe contener al otro, esto es, o bien H; = H o bien
Hy, = H. Luego o bien L € £, 0oH, o bien L € L5 o H, de donde se tiene
que L € (LyoH)U (Ly0H). Si A= {l,...,n}, entonces, por el mismo
razonamiento,

n n—1

(Je)orn (L) oH)U(LnoH) Lnjcofﬂ

=1 =1
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Finalmente, supongamos que R es noetheriano a izquierda y {Lq}sca es
dirigido, y sea L € (|J,c4 L£a) © H. Entonces existe H € H de manera que
para cada r € H existe a, € A tal que (L :r) € L,,. Puesto que H admite
una familia de generadores {ry,...,r,} y existe b € A tal que |J,_, L, C Ly,
se tiene, para cada r = syry + -+ + s,1r, € H, que

n

(L: siry) = ﬂ((L 11i) i si) € Ly .

1 =1

(L:r)D

Y

)

Luego L pertenece a L,0H C |J,c4(LaoH), de donde se obtiene la inclusién
no trivial en la igualdad (J,c4 (Lo 0 H) = (Ugea La) o K- m

(3.1.19) Como se ha comentado en (1.2.9), un filtro uniforme £ se dice que
es un filtro de Gabriel si Lo L C L, o equivalentemente, si L= Lo L.

La interseccién de una familia de filtros de Gabriel es de nuevo un filtro
de Gabriel, y por tanto el conjunto de filtros de Gabriel en R parcialmente
ordenado por la inclusion es un reticulo completo, que se denota R — Gab.
La composicién de dos filtros de Gabriel £ y ‘H no es, en general, un filtro de
Gabriel (ver (1.3.4)). Si LoH es un filtro de Gabriel, entonces £o#H coincide
con el supremo £V H (tomado en el reticulo de filtros de Gabriel). En caso
contrario, Lo?H esta contenido estrictamente en dicho supremo, mientras que
el supremo de £ y ‘H en R — filt esta contenido en £ o H. Se puede concluir
que el supremo en R — Gab no coincide con el supremo en R — filt, y por lo
tanto R — Gab no es un subreticulo de R — filt.

El siguiente resultado es una consecuencia directa de (3.1.2)

(3.1.20) Corolario. Si L es un filtro de Gabriel, L un elemento de L y
{L,},cr una familia de elementos de L, entonces el ideal a izquierda

Z L,r

relL
también pertenece a L.

(3.1.21) Sea L un filtro uniforme. Llamamos filtro de Gabriel generado por
L, y denotamos por E, al menor filtro de Gabriel que contiene a L, o equi-
valentemente, a la interseccion de todos los filtros de Gabriel que contienen
a L.

Si el anillo R es noetheriano, entonces el lema (3.1.18) proporciona una des-
cripcién més directa de L.
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(3.1.22) Proposicién. Si el anillo R es noetheriano a izquierda y L es un
filtro uniforme en R, entonces

L=Jc,

neN

donde, para cada n natural, L™ denota a la composicion de n veces L.

Demostracién. Dado que {L"},cn es dirigido, la unién J,  £" es un
filtro (uniforme), pues si L y L’ son elementos de (J,, .y £", entonces existen
numeros naturales, n y n’, que se pueden suponer n > n’, tales que L € L"
resp. L' € £ C L, luego LN L' € L™ C Unen £7-

Puesto que R es noetheriano a izquierda, se pueden aplicar (1) y (4) del
lema (3.1.18) y se tiene que

Ucrol o= Ucrem=Jr,

neN neN neN meN pEN

esto es, [ J,cn £" es un filtro de Gabriel.
Si H es un filtro de Gabriel en R tal que £ C H, entonces

LNCH"=H

para cada n € N, de donde se concluye que |J, .y £" € H y que, en efecto,
la unién de la familia {£"},cn es L. O

(3.1.23) Si £ es un filtro de Gabriel, es de sobra conocido ([1, 11, 19, 22,
40, 46, et al.]) que el funtor nicleo o, es un radical (ver (1.2.5)), esto es, que
oc(M/osM) = 0 para todo R—médulo a izquierda M. Reciprocamente, si £
es un filtro uniforme y o, es un radical entonces £ es un filtro de Gabriel.
De la misma manera, si £ es un filtro uniforme en R, entonces la clase
de pretorsion hereditaria 7, es la clase de torsion de una teoria de torsién
hereditaria si, y sélo si, £ es un filtro de Gabriel. Ademads, en ese caso,
L queda perfectamente determinado por la clase de R—médulos L-libres de
torsién F.

La clase de libres de torsion asociada a un filtro uniforme coincide con la del
filtro de Gabriel que genera:

(3.1.24) Proposicién. Si £ es un filtro uniforme en R, entonces

Fr=TFz.
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Demostracion. La clase F, es la clase de R—modulos libres de torsién de
una teoria de torsién hereditaria en R—mod (ver (3.1.14)). Sea H el filtro de
Gabriel determinado (univocamente) por dicha teorfa de torsion hereditaria.
Entonces Fy = Fr.

Si M € T, entonces para todo N € Fy = F se tiene que Homg(M, N) = 0,
pues si f: M — N es un homomorfismo y m € M, entonces

Annk(f(m)) D Annby(m) € £,

y por lo tanto f(m) = 0 al ser o,N = 0. Luego M € Ty y, dada la
arbitrariedad de M, esto implica que £ C H.

Ademas, si H' es un filtro de Gabriel que contiene a L, entonces Fyy C Fp =
Fy pues si M € Fyr v m € o.M, entonces

Annly(m) e LCH',

de donde se tiene que m = 0. Por lo tanto H C H/', es decir, H es en efecto
el menor filtro de Gabriel que contiene a L. 0

(3.1.25) Si L es un ideal a izquierda de R, entonces el filtro uniforme
generado por L, que se denota por Ly, es, en virtud del lema (3.1.9), el
conjunto de ideales a izquierda

{H <, R; 3F C R, F finito, (L: F)C H} .

Si I es un ideal bildtero de R, entonces el ideal (I : F') contiene a I para todo
F C R, y por lo tanto

,C[:{LSZR,IQL}

Esto implica que el filtro £; es jansiano ([21]), esto es, es cerrado al tomar
intersecciones arbitrarias, pues en efecto, si {L,}qca es una familia de ele-
mentos de £y, entonces I C L, para cada a € A, y por lo tanto I C (1), 4 La-
Realmente, los tnicos filtros uniformes jansianos en un anillo R son los de la
forma L£; donde I es un ideal bilatero, puesto que si £ es un filtro uniforme

jansiano, entonces el ideal a izquierda H = (., L € £ genera a £. Ademds
H es bildtero, ya que (H :r) € L= Ly, y de ahi Hr C H, para todo r € R.

Si I y J son ideales bilateros de R, entonces la composicién Ly o Ly es el
conjunto de ideales a izquierda L de R tales que

JC{reR; IC(L:r)},
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y de ahi se deduce que Ir C L para cada r € J, esto es, I.J C L. Reciproca-
mente, dado que IJ € L; o L; (ver lema (3.1.2)) entonces L;; C Lo Ly, lo
que prueba que

Lrj=LroLy,

y por lo tanto que la composicion de filtros uniformes jansianos es también
un filtro uniforme jansiano.

(3.1.26) Nota. La composicién de filtros jansianos permite dar un segundo
ejemplo de que en general la composicién de filtros uniformes (jansianos) no
es una operacion conmutativa. Para ello basta tomar dos ideales bilateros I
y J de un anillo R de forma que I.J # JI, de donde se tiene que

LroLly=Liy#Ly=LjoL.

En efecto, sea k un cuerpo y R el anillo formado por las matrices cuadradas

de la forma
a0
be) '’

con a, b, c € k. Consideremos los ideales bilateros

- (50) - (2)

Por un lado, IJ es el ideal nulo de R, y sin embargo
00 00 00
<01> ' (10) - <10> €JI,

(3.1.27) Sea {I,}sca una familia de ideales bildteros de R. Un ideal a
izquierda L pertenece a la interseccién (), , £1, si, y sélo si, contiene a I,
para cada a € A, esto es, si, y sélo si, contiene a la suma »_ _, I,. Luego

luego JI # 1J.

a€A

m £Ia = EzaeAIa ’

a€A

Por otra parte, si A es finito, entonces un ideal a izquierda L pertenece a
Viuea L1, 81, y s6losi, (,cq Lo € L (lema (3.1.9)), y esto implica que

\/ £Ia = £ﬂaeAIa ’

a€A
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Por lo tanto el conjunto de los filtros uniformes jansianos en R ordenado
parcialmente por la inclusién, que denotaremos Id(R)—filt, es un subreticulo
de R — filt.

Si el conjunto A no es finito, entonces todavia se tiene la inclusién

\/ £Ia c EmaeA Io -

a€A

Sin embargo, la otra inclusiéon no se verifica en general, como muestra el
siguiente ejemplo.

(3.1.28) Ejemplo. Consideremos la familia de ideales (bildteros) {(n)}n0
de R = Z. Dado que Z es un dominio de integridad, no existe ninguna familia
finita /' de nimeros naturales no nulos de tal manera que el ideal generado
por el minimo comin miltiplo m de F sea el ideal nulo. Luego 0 = (1), _,(n)
es un ideal que pertenece a Eﬂn;ﬁo(n) y sin embargo no pertenece al supremo
de la familia {£ ) }no-

(3.1.29) Se denota por L£* al conjunto de todos los ideales bildteros del
filtro uniforme L. Se dice que £ es simétrico ([35]) si cada elemento L de
L contiene a un elemento de L£*, o equivalentemente, si, para cada L € L,
el mayor ideal bilatero contenido en L, que denotamos L* y coincide con
(L : R), pertenece a L.

Dado que todo filtro uniforme jansiano es de la forma L, donde I es un ideal
bilatero de R, el conjunto de filtros uniformes jansianos esta contenido en el
de filtros uniformes simétricos en R. Ademas, todo filtro uniforme simétrico
L es el supremo en R — filt de una familia de filtros uniformes jansianos,
pues es la union de

{EI}Ieﬁ* .

Realmente esta propiedad caracteriza a los filtros uniformes simétricos, ya
que si {Ly,}sea es una familia de filtros uniformes jansianos y el ideal a
izquierda L es un elemento de \/ ., £;,, entonces para cierta familia finita
de indices ay, ..., ay, el ideal bildtero I = (', I,; € \/,c4 L1, estd contenido
en L.

El siguiente lema muestra que el conjunto de filtros uniformes simétricos
parcialmente ordenado por la inclusion, que denotamos por R — ﬁlt(Q), es un
subreticulo de R — filt.

(3.1.30) Lema. Sean L y H filtros uniformes simétricos y {Lq}aca una
familia de filtros uniformes simétricos en R. Entonces:

(3.1.30.1) Ia interseccion (,. 4 Lo y el supremo (considerado en R — filt)
Vsea La son filtros uniformes simétricos;
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(3.1.30.2) si R es noetheriano a izquierda, entonces L o H es un filtro
uniforme simétrico.

Demostracion. Puesto que L, es simétrico, si L es un elemento de
MNuca Lo entonces L* pertenece a L, para cada a € A, luego L* pertene-
ce a [),ea La> que es por tanto un filtro uniforme simétrico.

Si L € V,eaLa, entonces, en virtud del lema (3.1.9), para ciertos indices
ai,...,a, € Aexisten ideales (bilateros) I,, € L,, tales que I =(_, I,, C L.
Como la interseccién de ideales bildteros es un ideal bildtero e I € \/ ., La,
se puede concluir que \/,_, £, es un filtro uniforme simétrico.

Sea L un elemento de £ o H. Dado que H es simétrico, existe un ideal
bildtero H perteneciente a #H tal que (L : x) € L para cada z € H. Sea z un
elemento de H. Dado que H es bilatero, xr € H para cada r € R, y por ser
L simétrico,

(L:ar)*=((L:ar):R)=(L:Rar)e L.

Bajo la hipétesis de que R es noetheriano a izquierda, existen r,...,r,
pertenecientes a R tales que {zry,...,zr,} es un sistema generador de RxR
como ideal a izquierda. Luego

(L*:x):((L:R):x)Q((L:R):Rx):(L:RxR):m(L:eri)E,C,

i=1
y puesto que x € H es arbitrario, L* € Lo H. UJ

(3.1.31) Corolario. Si R es noetheriano a izquierda y L es un filtro unifor-
me simétrico, entonces L es un filtro de Gabriel simétrico.

Demostracion. Dado que R es noetheriano y L es simétrico, el filtro
uniforme

LP=Lo.---0L
—

n

es simétrico para cada n € N. Puesto que cuando es un filtro uniforme, la
unio6n de filtros uniformes coincide con el supremo en R—filt, el lema anterior
y la proposicion (3.1.22) garantizan que

c=Jcr
neN

es un filtro de Gabriel simétrico. O
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(3.1.32) A cadaideal a izquierda primo P de R se le puede asociar un filtro
uniforme, que se denota Lp\ p y esta formado por todos los ideales a izquierda
L de R tales que existe un ideal bilatero I C L que no esta contenido en P.
En efecto, Lg\p es un filtro, pues si L y L' son elementos de L\ p y H es un
ideal a izquierda de R que contiene a LN L', entonces existen ideales bilateros
I C Lresp. I' C L' tales que ni I ni I’ estan contenidos en P. Dado que P
es primo, entonces el producto II' tampoco estd contenido en P. Se tiene
entonces que I N I' D II' es un ideal bildtero que no esta contenido en P e

IN'CLNnL' CH,

luego H € Lg\p. Por otra parte, si L € Lg\p entonces existe un ideal bildtero
I que no esta contenido en P tal que I C L, y para cada r € R,

IC(I:r)C(L:r),

luego (L : r) también pertenece a Lp\p.

El filtro uniforme Lg\p es simétrico, pues para cada L € Lp p, existe un
ideal bildtero I Z P contenido en L y por tanto I también pertenece a Lg\p.
De hecho, Lg\p es el mayor filtro uniforme simétrico que no tiene a P como
elemento, ya que si ‘H es un filtro simétrico y P ¢ H, entonces L* ¢ P para
cada L € H (pues en caso contrario P perteneceria a H), luego L pertenece
a ER\p.

Como consecuencia del siguiente resultado, si R es noetheriano a izquierda,
entonces Lp\p es de Gabriel.

(3.1.33) Lema. Sea R noetheriano a izquierda. Si L y H son filtros unifor-
mes en R y L es simétrico, entonces

LoH={K< R;3LeL,AHcH , LHCK} .

Demostracion. Sea K € L o H. Entonces existe H € H de manera que
(K :r) € L para cada r € H. Sea

L:ﬁ(K:ri)*EE,

i=1
donde {ry,...,r,} es un sistema generador de H. Para cada elemento r € H
existen si,...,s, € R tales que r = s;ry + -+ -+ s,r,, ¥ por tanto

Lr C ﬁ;Lsm C z::(K 1) sir; C 2::([( cri)r; C K.

Por el lema (3.1.2), el producto de elementos de £ por elementos de H per-
tenece a L o H, de donde se sigue la otra inclusién. ([l
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(3.1.34) Corolario. ([11]) Si R es un anillo noetheriano a izquierda y P
es un ideal a izquierda primo, entonces Lr\p es el mayor filtro de Gabriel
simétrico que no contiene a P.

Demostracion. En virtud del lema anterior, si H es un elemento de
Lp\p o Lp\p entonces existen L y L' en Lp\p tales que LL' C H. Sean I,
resp. I, ideales bildteros contenidos en L, resp. L', pero no en P. Entonces
el producto II' es también un ideal bildtero contenido en LL' C H pero no
en PP, dado que P es primo. Luego H pertenece a Lp\p, y como H ha sido
tomado arbitrariamente, esto implica que

LrppoLrprCLpp,

esto es, Lg\p es un filtro de Gabriel. l

(3.1.35) Puesto que el filtro uniforme Lg\p es simétrico y L7, p es la familia
de ideales bildteros {I <;, R; I P}, el filtro L\ p es el supremo de la
familia (ver (3.1.29))

{‘Cla [Sl,rRa IZP}

Por otra parte, si P es un ideal a izquierda primo, entonces P* también es
primo. Ademds, como P* es el mayor ideal bildatero contenido en P, un ideal
bilatero I de R esta contenido en P si, y sélo si, I estd contenido en P*, de
donde se concluye que Lg\ p = Lg\p-. Se tiene entonces que en la definicién
de Lp\p se puede asumir sin pérdida de generalidad que el ideal a izquierda
primo P es bilatero.

Si R es noetheriano a izquierda entonces todo filtro de Gabriel simétrico £
se puede expresar como la interseccion de la familia de filtros de la forma
Lr\p donde los P son los ideales a izquierda primos (o equivalentemente los
ideales primos bildteros) que no pertenecen a £ (ver [11, 1.4.10]).

3.2. Induccion de filtros uniformes

A la hora de estudiar la funtorialidad en la categoria de anillos y (cierto tipo
de) homomorfismos de las construcciones geométricas que se presentan en los
dos ultimos capitulos, es conveniente tener en cuenta las propiedades de la
induccion de filtros uniformes por medio de homomorfismos de anillos. En
esta seccion se recogen algunas de estas propiedades y se hace un tratamiento
de la compatibilidad de filtros y homomorfismos similar al que se sigue en [11].

(3.2.1) A lolargo de esta seccién Ry S seran anillosy ¢ : R — S serd un
homomorfismo de anillos. Si NV es un S—modulo a izquierda, denotaremos por
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rN al R—médulo obtenido a partir de N al restringir los escalares mediante
el homomorfismo .

Sea L un filtro uniforme en R. Entonces
T: ={M € R—mod ; Ym € M, Annk(m) € £}

es una clase de pretorsién hereditaria (ver (3.1.12)). Denotemos por 7" a la
familia de S—moédulos a izquierda

{NeS—mod; gpNeT.}.

Si N’ es un submodulo de N € T, entonces gN' es un submdédulo de zk N y
r(N/N') = RN /rN'. Puesto que T es cerrada para submddulos e imagenes
epimorficas, tanto N’ como N/N' pertenecen a 7'. Por otra parte, si {N; }icr
es una familia de elementos de 7', entonces

R(EN)=EPrNieT:,
el el

lo que implica que ,.; N; pertenece a 7. Esto prueba que 7" es una clase
de pretorsion hereditaria en S —mod y por lo tanto existe un filtro uniforme,
que se llama filtro uniforme inducido por £ a través de ¢ y se denota por L,
de tal manera que 77 es el conjunto de S—mdédulos a izquierda de £-torsién.
Si L es un filtro uniforme en R y N es un S—moddulo a izquierda, entonces
ozN es de L-torsién como R-mddulo a izquierda, luego

R(UZN) g O'E(RN) .

Por lo tanto, si N es un S-médulo a izquierda y g N es L-libre de torsion,
entonces N es L-libre de torsion, esto es,

{NES—mOd; RNGfg}ng.

Si {L4}aca es una familia de filtros uniformes en R entonces un S—mddulo
a izquierda N es de [,c4 La—torsién si, y sélo si, gV es de L,~torsién para
cada a € A, esto es, si, y sélo si, N es de [),.4 L,torsién. Luego

Ne-Nz.
acA acA

(3.2.2) Lema. Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos. Si L y H son
filtros uniformes en R, entonces

LoHCLoH.
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Demostracién. Si N pertenece a Tz.3, por el lema (3.1.13) existe una
sucesiéon exacta de S—médulos a izquierda

0 > N’ - N > N" -0

con N’ de L-torsién y N” de H-torsién. La imagen de esta sucesién por
el funtor restriccion de escalares es una sucesion exacta de R—moddulos a
izquierda, donde zrN' es de L-torsién y rN" es de H-torsién, luego rN es
de £ oH-torsién y por lo tanto N pertenece a Tz53;. Luego, en efecto, LoH
estd contenido en £ o H. O

(3.2.3) Corolario. Si L es un filtro de Gabriel en R, entonces L es un filtro
de Gabriel en S.

Demostracion. Dado que L es un filtro de Gabriel, se tiene que Lo L = L,
y por el lema anterior,

LoLCLoL=L.
O

(3.2.4) Sea L un filtro uniforme en R. Si L es un elemento de £, entonces
S/L es de L-torsion, o equivalentemente, r(S/L) es de L-torsién. Dado que
el homomorfismo de R-méddulos

R/o™'(L) — r(S/L) ; T o(r)
es un monomorfismo y que 7, es cerrada al tomar submddulos, el ideal a

izquierda ¢~ (L) pertenece £, luego L C {L <; S ; ¢ (L) € L}.
Si £ se puede describir de esa forma, esto es, si

L={L<S;¢ ' (L)eL},

entonces se dice que L es compatible con .

Esta condicién se verifica para todo filtro uniforme L si, por ejemplo, ¢
es un epimorfismo, pues en efecto, para cada ideal a izquierda L de S, el
homomorfismo

R/o™ (L) — r(S/L) ; T ¢(r)
es un isomorfismo de R—-médulos a izquierda, y de ahi se concluye que L

pertenece a L si, y sélo si, ¢~'(L) pertenece a L.

(3.2.5) Lema. Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos y £ un filtro
uniforme en R. Si L es compatible con , entonces
(3.2.5.1) g(0zN) = 0r(rN) para todo S—médulo a izquierda N, y

(3.2.5.2) fz = {N €S —mod ; gN € fg}
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Demostracion. Sea N un S—médulo a izquierda. Si n es un elemento de
la L—torsion de rN, entonces existe un ideal a izquierda L de R en L tal
que Ln = 0. El ideal a izquierda S¢(L) de S pertenece a £, pues su imagen
inversa por (¢ contiene a L, y por hipdtesis,

L={H< S;¢ ' (H)eL}.

Ademas, dado que S¢(L)n = 0, el ideal a izquierda S¢(L) estd contenido en
Annly(n), que por lo tanto también pertenece a £ y de ahi n € ozN. Puesto
que g(0zN) siempre esta contenido en o, (rN), esto prueba la igualdad en
(1).

Luego g(o0zN) coincide con o7(gN) para todo S—mddulo a izquierda N, asi
que N es L-libre de torsién si, y sélo si, o(rN) = 0, esto es, si, y sélo si,
rN es un R—modulo a izquierda L-libre de torsién. 0

Una base de un filtro £ en R es un conjunto de ideales a izquierda £’ de
manera que cada L perteneciente a £ contiene a un elemento de £'. Si L es
un filtro uniforme simétrico, entonces L£* es una base de L y si £ es jansiano,
entonces el conjunto unitario {(7, ., L} es la tinica base de L.

Si M es un R-bimddulo, se llama normalizador de M y se denota por Ng(M)
al subconjunto formado por aquellos elementos m de M tales que mR = Rm.
Si: R— S es un homomorfismo de anillos, entonces S es por restriccién
de escalares un R-bimddulo. Para cada ideal a izquierda L de R y cada
elemento s € Ni(S) denotaremos por L# al conjunto de los elementos 7 de
R tales que rs € sL. Realmente L¥ es un ideal a izquierda de R, pues si r y
' son elementos de L¥, entonces (r +1')s € sL y

Rrs C RsLL = sRL = sL .

(3.2.6) Lema. Sean L y H dos filtros uniformes en Ry ¢ : R — S un
homomorfismo de anillos, de manera que se satisfacen las siguientes condi-
ciones:

(3.2.6.1) #H es compatible con p;

(3.2.6.2) S estd generado como R-médulo a izquierda por un subconjunto
N de NR(S),

(3.2.6.3) existe una base L' del filtro uniforme L tal que L¥ pertenece a L
para cada L € L' y cada s € N.

Entonces L o H es compatible con ¢.

Demostracién. Como hemos probado en (3.2.4), ¢~'(L) pertenece a LoH
para todo elemento L de £ o H.
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Reciprocamente, si L es un ideal a izquierda de S de manera que ¢ (L)
pertenece a L o H, entonces existe un ideal a izquierda H € H conteniendo
a L tal que (p~!'(L) : r) € L para todo r € H, esto es, H/o™'(L) es un
R-médulo a izquierda de L-torsién. El ideal a izquierda S¢(H) pertenece
a H, dado que H es compatible con ¢ y la imagen inversa por ¢ de Sp(H)
contiene a H, luego S/S¢(H) es un S—médulo a izquierda de H—torsién.
Por otra parte, como L' es una base de Ly (¢ '(L) : r) € L, para cada
r € H existe K € L' tal que K¢(r) C L. Aplicando la hip6tesis (3), para
cada s € S el ideal a izquierda K7 pertenece a £ y de la manera en que estd
definido,
K¥#sp(r) CsKo(r) CsLC L.

Luego para cada r € H y cada s € N, el elemento sp(r) pertenece a la £—
torsion de r(Sp(H)/L), y dado que Sp(H) esta generado como R-mdédulo
por No(H), esto implica que r(Syp(H)/L) es de L-torsién o, equivalente-

mente, que Sp(H)/L es de L-torsion.
Puesto que la sucesion

0—— So(H)/L —— S/L —— S/Se(H) —— 0

es exacta, por el lema (3.1.13) S/L es de L o H—torsién, esto es, L pertenece
aLlLoH. O

(3.2.7) Proposicién. Sea L un filtro uniforme en Ry ¢ : R — S un
homomorfismo de anillos de manera que S esta generado como R-mdédulo a
izquierda por un subconjunto N de Ng(S) y existe una base L' del filtro £
tal que para todo L € L' y todo s € N el ideal a izquierda L¥ pertenece a
L. Entonces:

(3.2.7.1) L es compatible con ¢;
(3.2.7.2) R(0zN) = 0z(rN) para cada S—mddulo a izquierda N;
(3.27.3) fz = {N €S —mod ; gN € fg},’

(3.2.7.4) si M € R—mod es de L—torsion, entonces Hompg(S, M) también
es un R-mdédulo a izquierda de L—torsion;

(3.2.7.5) si M € R—mod es L-libre de torsion, entonces S®gr M también
es un R—mdédulo a izquierda L—libre de torsion.

Demostracién. El filtro uniforme H = {R} es compatible con ¢, pues
SeHC{L< S; 1€ (L)} ={S}.

Por el lema anterior se puede concluir entonces que £ = Lo{R} es compatible
con . Las propiedades (2) y (3) son consecuencia de (1) y del lema (3.2.5).
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Sea ahora M un R-moédulo a izquierda L-libre de torsién, y f: S — M
un R-homomorfismo de manera que Annk(f) € £. Entonces existe L € L'
tal que L C Annk(f), y por lo tanto f(Sr) = (rf)(S) = 0 para cada r € L.
Dado que S esta generado por N como R-mddulo a izquierda, para cada
s € S existen sy,...,8, € Ny ry,...,r, € R tales que s = Z?erisi, y por
hipdtesis Ls#i pertenece a £ para 1 < ¢ < n. Luego el ideal a izquierda

n

L= ﬂ(Ls#z :7T3)

=1

también pertenece a L, y ademas verifica que
L'f(s) C fOQ L'risi) € FQ_ LEsi) € f()_sil) € f(SL) =0,
i=1 i=1 i=1

de donde se concluye que f(s) = 0 pues M es L-libre de torsién. Como
s ha sido tomado arbitrariamente, esto prueba que f = 0, y por tanto que
oc(Hompg(S,M)) = 0.

Si por el contrario M es un R—méddulo a izquierda de L—torsion, entonces para
cada m € M existe un elemento L de £’ de tal manera que L C Ann’(m).
Dado un elemento s de N, por hipétesis L¥ pertenece a £, y por definicién,
para cada r € L¥ existe ' € L tal que,

rs@m=sr'@m=s®rm=20.

Dado que S®r M esta generado como R—modulo a izquierda por los elementos
de la forma s®m con s € N y m € M, esto implica que S ®r M es también
de L-torsiémn. ]

(3.2.8) Sea ¢ : R — S una extensién centralizante, esto es, un homomor-
fismo de anillos de tal manera que el R—bimddulo S estd generado por su
centralizador

Cr(S)={s€S; sp(r) =¢(r)s ,¥r € R} C Ng(5)

como R-modulo a izquierda. Si £ es un filtro uniforme en R, entonces para
cada elemento L de Ly cada s € Cs(R),

L¥={rcR;rscsLy=LeL,

y por el lema anterior esto implica que £ es compatible con .
Mas generalmente, sea ¢ : R — S una extensién fuertemente normalizante
(ver [31, 33]), esto es, un homomorfismo de anillos tal que

Np(S)={s € 5; so(l) = (I)s, VI <, R} C Ng(S)
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es un sistema generador de S como R-mddulo a izquierda. El homomorfismo
¢ y cualquier filtro uniforme simétrico £ estdn en las hipdtesis del lema
anterior, pues L* es una base de £ y para cada s € N3(S) y cada I € L*,

I#={reR;rsesl}DIcL.

Luego todo filtro uniforme simétrico en R es compatible con .

Si L y H son compatibles con ¢, entonces se verifica la igualdad en (3.2.2),
como muestra el siguiente resultado.

(3.2.9) Proposicién. Sean £ y H filtros uniformes compatibles con el ho-
momorfismo de anillos ¢ : R — S. Entonces

LoH=LoH.

Demostracién. Sea L € Lo H. Para probar que L pertenece a L o H,
basta probar que

H={seS; (L:s)eL}

pertenece a H, o lo que es lo mismo, que ¢~ (H) pertenece a H dado que H es
compatible con ¢. Para todo r € R se tiene que ¢~ (L : p(r)) = (¢~ (L) : 1),
luego, puesto que L es compatible con ¢,

T (H)={reR; (L:y(r) €L}

={reR; o (L:p(r))eLly={rcR; (o' (L):r)eL}.

Dado que £ o H es compatible con ¢, (lema (3.2.6)), ¢ '(L) pertenece a
LoH,y por lo tanto ¢ ' (H) € H. O




Capitulo 4

Topologias de Grothendieck y
haces de estructura

En este capitulo queremos presentar una generalizacién de la construccién
descrita en 2.4., que ademds repara algunas de sus carencias, como la ausen-
cia de propiedades geométricas o la consideracion sélo de recubrimientos
obtenidos a partir de la interseccién con recubrimientos globales.

Como propiedades principales podemos destacar que, aunque el haz de es-
tructura que construimos asociado al anillo R en general no es un haz de
anillos, obtenemos de nuevo R como el anillo de secciones globales, y en caso
de ser R un anillo conmutativo, nuestra construccién se reduce a la clasica.
Veremos también que, ademas de la construccién para algebras esquematicas,
nuestro sitio no conmutativo (resp. los haces definidos sobre él) generaliza
a las topologias en SpecR con abiertos k(o) donde o es un radical estable
(resp. los haces sobre SpecR), y en particular a la construccién descrita en
2.3.

Recordemos (ver (1.3.5) y también [11, 34]) que dado un R-mddulo a izquier-
da M y dos filtros de Gabriel £ y H, la sucesién

0— QreonM —— QM & QuM ——— QryuM

es exacta si, y sélo si, los filtros de Gabriel £ y ‘H son mutuamente compa-
tibles respecto a M.

Por lo tanto, para poder definir un haz O, en una topologia de SpecR cuyos
abiertos sean de la forma K(L), donde £ es un filtro de Gabriel perteneciente
a cierta familia, es necesario (y suficiente) que todo par de filtros £ y H de
dicha familia sean mutuamente compatibles. La razon por la que la exactitud
de esta sucesion estd ligada al hecho de que el prehaz separado Oy, (ver
[11, 37, 46]) sea un haz es que, mediante la correspondencia que asigna el
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abierto K(L£) a cada filtro de Gabriel £, la unién de abiertos estd asociada a
la interseccién de filtros de Gabriel y la interseccién de abiertos al supremo
de los radicales (cuando los filtros son disyuntivos segin la terminologia de
[11]).

En nuestro intento de definir un haz de estructura F en ausencia de la propie-
dad de compatibilidad mutua, tendremos que romper la dependencia entre
la exactitud de la sucesiéon

(donde {U;}icr es un recubrimiento de U) y el hecho de que los filtros que
asociaremos a los abiertos U; sean mutuamente compatibles dos a dos. Para
ello, prescindiremos del espectro como un espacio de puntos y definiremos
una interseccion no conmutativa en su topologia de manera que cuando R sea
conmutativo se reduzca a la interseccion de abiertos en la topologia de Zariski,
y que las propiedades del haz surjan como consecuencia de la exactitud de
una sucesion apropiada.

4.1. Algunos resultados algebraicos

El resultado enunciado en (1.3.5) puede ser probado a partir del siguiente:

(4.1.1) Teorema. ([49]) Sea M un R-mddulo a izquierday K = {L,}1<a<n
un familia de filtros de Gabriel en R. Si L = (),.,<, La, entonces el limite
proyectivo del sistema -

Qc, M
Jas
QKM = { Q\ﬁaQﬁgM }lga,ﬁgn )
Qe M

donde jo5 = Qr,jcsm ngﬂ = jga,Q%M, coincide con QM.

Demostracion. Consideremos primero n = 2. El limite de Qg M es el
nicleo N del homomorfismo

(]112 _j1227j211 _]221) : QﬁlMEBQC2M — QﬁlQﬁ2M® QﬁzQﬁlM y
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donde ji; — j25 denota el homomorfismo de la suma Qg M ® Qc,M en
Qc,Qc,M tal que (J}iﬂ - jig)((h,(h) = joléﬂ(‘h) - jig(‘h) para {a, 3} =
{1,2}. Veamos que QM coincide con N. Puesto que Q:M/j:.(M) es de
L—torsion, también es de L;-torsion y de Lo—torsion, y existe un par de
R-homomorfismos j; y j» que hacen conmutativos a los diagramas

MLQzM

para v = 1,2. Veamos que el producto de j; y j2, que denotaremos por j,
es un monomorfismo. Si ¢ € Q.M es tal que j(q) = 0, entonces j;(¢) = 0
y J2(q) = 0. Como Q. M/j.(M) es de L-torsién, existe un ideal a izquierda
L € L de tal manera que Lg C j-(M), y por tanto para cada r € L existe
m, € M tal que jz(m,) = rq. Para r € L arbitrario, tenemos

Je, (my) = jy(je(me)) = jy(rq) = 0,

con lo que m, pertenece a la £,~torsién de M para v = 1,2, esto es, es de
L = LiNLytorsion. Luego rq = jz(m,) =0,y Lg = 0 dada la arbitrariedad
de 7, lo que implica ¢ = 0 y de ahi la injectividad de j.

Por otra parte, j(Q:M) C N. En efecto si ¢ € QzM, entonces existe L € L
tal que Lg € jc(M), esto es, para cada r € L existe m, € M tal que
je(my) = rq. Si tomamos r € L arbitrario, entonces 7(jos — jaz)(i(q)) =
(jls — 25)(G(my)) = 0 pues el diagrama

Jc

M———=Qc,M

J/jLI ljgﬁ

Qﬁl M T} Qﬁa Qﬁﬂ M
af

es conmutativo. Por tanto L(jis — j25)(i(q)) = 0,y dado que Qr,Qr, M es
Ly-libre de torsién y en particular £-libre de torsion, (jis — jas)(i(q)) =0
para {a, 3} = {1, 2}.

Puesto que @z M es L-libre de torsién para v = 1,2, y todo submoédulo
del producto de L-libres de torsién es L-libre de torsién, tenemos que N es
L-libre de torsion.

Por otra parte, N es L—inyectivo, puessi L € Ly f € Hompg(L, N), entonces
kof € Homr(L,Qc,M ® Qc,M), siendo k : N — Qg M & Q-,M. Dado
que el producto de L—-inyectivos es L—-inyectivo, existe un homomorfismo

h:RHQLlM@QﬁzM
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que extiende a ko f. Para cada r € R, h(r) € N, y por lo tanto

(g = Jag) (h(1)) = (jap — Jap) (A(r)) =0 .
Por la arbitrariedad de r € L, (ji5 — ja5)(h(1)) es un elemento de L£-torsion,
y puesto que Qr,Qr,M es L-libre de torsién, (ji5 — jag)(h(1)) = 0 pa-
ra {«, 8} = {1,2}, por lo que h(1) € N, esto es, H se correstringe a un

homomorfismo de R en N que extiende a f.

Para concluir que N es Q. M, esto es, que j es un isomorfismo, veamos que
N/(jojc(M)) es de L-torsion. Si (q1,q2) € N C Qe M & Qr, M, entonces

Ji2(@1) = Jia(@2) = 0y jy(@) — j5i(q2) = 0. Sea o € {1,2} y B =3 — o
Puesto que ¢, € Q, M, existe L € L, tal que Lqg, C jc (M). Sir € L,
entonces existe m, € M tal que j._ (m,) = rqq, y se tiene que

Jag(ica(me) = 145) = jg(ics(mr)) = 1jag(as) =

Jug(ies (M) = 1705(4a) = g (s (me)) = G35 (jca(my)) = 0,
puesto que el diagrama

M Jca rQﬁaM

jﬁﬁl ljgg
QryM — Qr,Qr, M
Jap

es conmutativo. Como Ker(jgﬁ) es la L,~torsién de Qr, M, podemos tomar
un ideal a izquierda L, € L, de tal manera que L,(jz,(m,) — rqz) = 0. Por
lo tanto, dado que el ideal a izquierda ) ., L,r € L, (ver lema (3.1.2))
y para cada r € L, s € L, existe m, € M tal que j., (sm,) = srq, y
jcs(smy) = srqp, tenemos que N/j o jo(M) es Ly-torsion. Como « ha sido
elegido arbitrario y £ es el infimo de {£;, Ly} tenemos que N/j o jo(M) es
L—torsion, y por lo tanto N = @M, lo que prueba el teorema para el caso
n=2.

Si suponemos que el enunciado es cierto para aquellos sistemas proyectivos
con n =k — 1 y consideramos el sistema,

QM ={Qc . M — Qr,Qc,M , QryM — Qr,QryM}i<ap<k

entonces el limite de QQx M es el pullback del diagrama

Qc, M

|

QoM =1lmQuM . Q, QM & QrQc,M
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donde QM = {Qr, M — Qr,Qc,M , QryM — Qr,QryM}icap<i
Y L= N1<y<p_1 £y Aplicando el caso n = 2 de nuevo, limQxM = Q. M,
=T= —

donde L =L'NL,. O
(4.1.2) Sean Ly H dos filtros de Gabriel en R. Dado que

- o QeQuM/jc(QyM)
QrQuM/jc o ju(M) = Je(Q@uM)/jc o ju (M)

existe un (inico) homomorfismo jz 3 : QQuM — QrynM que hace con-
mutativo al diagrama

Engn\/?{a

M JLOIH QEQHM

m JcH

QevnM

Si L y H son mutuamente compatibles respecto a M, entonces jz 3 es un
monomorfismo.
En efecto, consideremos un elemento ¢ € Q) Qy M del nicleo de j. 4. Dado
que QrQuM/jc(Q M) es de L-torsién, existe un ideal a izquierda L € L tal
que Lqg C j(QyuM), y como QuM/jyM es de H—torsioén, para cada r € L
existe un ideal H, € H tal que H,rq C jy(M). Por tanto, para cada r € L
y cada s € H, existe m, s € M de manera que j o jy(m,s) = srq. Por el
lema (3.1.2),

K=Y HreMolL=LVH,

rel

ysit =Y sr €K, entonces la imagen del elemento m; = > m,, s,
por jz o jy es tq. Dado que ¢ pertenece al nucleo de j. 4,

Jeva(me) = jew o Je o jau(my) =tjeu(q) =0,

y esto implica que existe un ideal K] € £V ‘H de manera que K;m; = 0. En
virtud de (3.1.20), el ideal a izquierda , . Kt pertenece a LV H y por lo
tanto q es de £V H—torsion, pues para todo t € K,

Por otra parte, Q:QnM es LV H-libre de torsion, al ser Fpoyy = FNFy y
ser Fy cerrada para (0, bajo la hipdtesis de compatibilidad mutua, y de ahi
se obtiene ¢ = 0.
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Luego si {£,}7_; es un conjunto de filtros de Gabriel mutuamente compati-
bles respecto a M dos a dos, entonces el homomorfismo

Jtarts : QraQryM — Qrove, M

es un monomorfismo para 1 < o, < n. Esta familia de monomorfismos
define un monomorfismo en la suma

J
Galéa,ﬁén Qca QﬁBM — ®1§a,5§n Qﬁavq,M .
Por lo tanto, el homomorfismo de la derecha en la sucesién exacta
00— QEM — @1g7§n QEWM —> ®1§a,ﬂ§n Qﬁa QEBM

del teorema anterior, donde £ = ﬂ:zl L., se puede componer con j y se
obtiene la sucesion exacta

0—— QEM - ®1§7§n QE'YM — ®1§a,ﬁ§n QﬁaVﬁBM .

(4.1.3) Sea G(R) el conjunto de todos los filtros de Gabriel de R y conside-
remos el monoide libre < G(R) > generado por G(R), que tiene por elemento
neutro al filtro {R}.

Dado un elemento L = £, - - - £,, de < G(R) >, denotaremos por (L) al filtro
uniforme £ o---0 L,, y por oy, al funtor nicleo asociado a ¢(L). Diremos
que un R-moédulo a izquierda es de L-torsién (respectivamente, L-libre de
torsion) si es de e(L)-torsion (resp. £(L)-libre de torsién). Denotaremos por
QL a la composicién de los funtores localizacién Qz, o---0Qr,, y si M es un
R-mdédulo a izquierda, entonces jp,a (0 ji cuando no exista ambigiiedad)
denotard la composicién j, s © -+ o j1ur, donde j;pr (o también j;) es el
morfismo localizacién j., ar si ¢ = 1, y el morfismo localizacién

J£i.Qp, Qe M
Qriy Qe M Qc.Qciy Qe M
si2<i1<n.
Sif: M — N esun homomorfismo de R—moddulos a izquierda, denotaremos
por fr, a la imagen de f por el funtor Q). Con esta notacion, el cuadrado

JL,.M

M —— QuM

fJ J/fL

N —— QLN
JL,N

es conmutativo, aunque en general no podemos garantizar que fy, sea el tinico
homomorfismo que encaja en este cuadrado.




4.1. Algunos resultados algebraicos 89

(4.1.4) En esta seccién se pretende generalizar el resultado (4.1.1) a siste-
mas de la forma

{Qu.M — Qu,QL,M , Qu;M — Qr,Qu; M }1<a p<n

donde L, es un elemento de < G(R) > para cada 1 < v < n. Para la
demostracion que se expone de dicha generalizacién, previamente habra que
probar algunas propiedades de los funtores Q. .

En el siguiente resultado se demuestra que el funtor @y, y los morfismos
localizacidn ji,, donde L €< G(R) > se comportan de manera andloga a Q.
y jc cuando L es un filtro de Gabriel.

(4.1.5) Proposicién. Sea L = L ---L,, un elemento de < G(R) >. En-
tonces, para todo R-mdédulo a izquierda M, el niicleo de jy, s es oL (M) y el
conticleo de jy, pr es un R-moédulo a izquierda de L—torsion.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre la longitud de L. Si L
consta de un sélo filtro de Gabriel £, entonces en efecto Kerjz yr = oM y
QceM/jem(M) es de L-torsion. (ver (1.2.13)).

Si asumimos como hipétesis que el enunciado es cierto para todos los elemen-
tos de < G(R) > formados por un nimero de filtros de Gabriel estrictamente
menor que n, entonces en particular es cierto para cualesquiera L' y L” no
triviales (es decir, formados por al menos un filtro de Gabriel) de < G(R) >
de tal manera que L = L'L”. Elijamos una descomposicién L'L"” no trivial
de L.

Sea m un elemento del nicleo de jy » = juv g, m © Ju,m- Entonces,
jum(m) € Kerjur g, m = o QuM

y por tanto existe un ideal a izquierda L” € (L") tal que L"jr p(m) = 0.
Luego ji/ am(rm) = 0, o sea,

rm € Keer:,M =on, M

para cada r € L”. Esto implica que existe un ideal L! € ¢(L’) de manera
que L'rm = 0, y de ahi que m € o, M, pues por el lema (3.1.2),

L= Lreel/)os(l")=¢(L)
rel’”
y Lm = 0.
Reciprocamente, si m € op, M, entonces existe un elemento L de (L) tal
que Lm = 0. Dado que £(L) = £(L’) o ¢(L”), existe un ideal a izquierda
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L" € (L") conteniendo a L de manera que (L : r) € ¢(L') para cada r € L".
Luego
rm € oy M = Kerji

para cada r € L", puesto que (L : r)rm = 0. Por lo tanto rj p(m) = 0
para cada r € L", asi que ji/ n(m) es un elemento de L”—torsién de QM.
Como bajo la hipdtesis de induccion

Keer”,QL/M = O'L//QL/M
tenemos que jr/a(m) € Kerjrr g, m, ¥y como consecuencia

m € Keer,M = Keeru,QL,M o jL’,M .

Por otro lado, si ¢ es un elemento de QM = QrQ1 M, entonces, dado que
bajo la hipétesis de induccion el conticleo de jr» g ,ar es de L”-torsién, existe
un ideal a izquierda L"” € ¢(L") tal que

Ll/q g jL”,QL/M(QL’ M) .

Para cada r € L" existe un elemento x, € Qu/ M tal que jy» o m(zr) = rg,
y como el contcleo de jr p es de L'—torsion, existe un L] € (L) tal que
L'z, C jy oy (M). En virtud del lema (3.1.2),

L=Y Lreel)oel)==(L),
TEL”
y de la forma que hemos elegido L" y L! para cada r € L",
Lqg= Z Lirq = Z Jur oo M (Lpay) € g gu v (Gur (M) = jr (M)
rer’ relL”
Luego QrM/ju (M) es de L-torsion. O

(4.1.6) Sea L = L£;---L, un elemento de < G(R) >y f: M — N un
homomorfismo de R-moédulos. Dado que ()¢, es un funtor exacto a izquierda
para cada 1 < 7 < n y que la composicién de funtores exactos a izquierda
entre categorias abelianas es un funtor exacto a izquierda, tenemos que Qp,
también es exacto a izquierda. Por lo tanto QpImf — QN y la sucesion

0—— QuKerf —— QLM — QrImf

es exacta, de donde se tiene que QrImf contiene a Imfy, si consideramos
también al primero como un submaédulo de Q,N.
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(4.1.7) Lema. Sean L = L, --- L, y H dos elementos de < G(R) > y M un
R-mddulo a izquierda, y consideremos el diagrama conmutativo

M JH,M QHM

jL,Ml JjL,QHM

QLMQﬁ QuQuM
LJH,M

Si ¢ es un elemento de QuM de tal manera que jioum(q) € ImQLjm um,
entonces existe un ideal a izquierda L € (L) tal que Lq C Imjg,u-

Demostracion. A lo largo de la demostracion usaremos una notacion
menos explicita pero més sencilla. Denotaremos por L* a L, ---L,_; para
0 <i<n-—1yporL" al filtro de Gabriel {R}. A los morfismos locali-
zacion jLi,QHM : QHM — QHLiM y jﬁnﬂ'ﬂ : QHLiM — QHLi—lM los
denotaremos por v' y t* respectivamente, para 0 < < n — 1. Es claro que
thov! = v paral <i <n— 1. Puesto que

ImQija,m € Quilmju v C QuiQuM

para 0 <7 <n — 1, tenemos el diagrama con cuadrados conmutativos

M Iy gy ——— QuM

Ji,m tn tn
QLIM — Qﬁllij,M —_— Qal QuM

QcyJu,m
J2.m tn=t U

QLZM = QLQIij,M e QLzQHM

J(n—1),M 12 12

QpiJu,M,

QLIM e QLlIij,M e QLI QHM

jn,M tl tl

QLMF QLIij,M —— QLQuM
LJH,M

donde los homomorfismos de la segunda columna son las restricciones de los
de la tercera.

Sea x € QLM tal que Qrju.m(z) = v°(¢) = jr.oum(g). Dado que

Quinm(r) € ImQrjm v C Qr, Quilmjm y ,
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y el conticleo de t' es de £, ~torsién, existe un ideal a izquierda H, € L, tal
que H,v°(q) C t'(Qr1Imjm ar). Luego para cada r € H, existe un elemento
2, € Qr1Imjy ps cuya imagen por t'es

t'(z,) = rv°(q) = t'(rv'(q))

Como el nicleo de ¢ es la £,~torsién de Qrilmjg s, existe un ideal a iz-
quierda H,, . € L, tal que H], .(rv*(q) —z,) = 0, esto es,

H,,rv'(q) € Quilmyp a -

Por (3.1.20), el ideal a izquierda L, = Y ., H, . pertenece a L,, y es tal
que L,v'(¢) C QuiImjg .

Sea r € L,. Entonces, dado que el conticleo de #? es de £,_;—torsién, existe
un ideal a izquierda H,,_;, € £,_; tal que

Hn—l,rrvl(Q) g t2(QL21ij,M) :

Para cada s € H,,_; , existe un elemento z, ; de Qr2Imjg »s de tal forma que

t*(z,5) = srv'(q), y como vt =% o v?

t*(srv*(q)) = srv'(q) = t*(ars) -

Luego srv?(q) — x5 es un elemento del nicleo de #?, que coincide con la
L,,_1-torsiéon de Qr2Imjy s, y por lo tanto existe un ideal H,, 1, € L,
tal que H,, 1, s(srv?(q) — z,4) = 0, esto es,

anl,r,sST'UQ(Q) - QLZIij,M .

Por (3.1.20), para cadar € Ly, elideal L1, =) | Hy 1,5 pertenece
a L, 1, y por el lema (3.1.2), el ideal L, , = > ., L, 1,7 pertenece a
L, _10L,. Ademas,

Ly10*(q) C Qr2Imjg -

Iterando este proceso n veces obtenemos un ideal L; € £, 0---0 L, de tal
manera que L1v"(¢) € Qu»Imjg . Pero v™ es el homomorfismo identidad
de QuM y Qu-Imju = Imjy v, de donde se sigue que L = Ly es un ideal
a izquierda que satisface las condiciones del enunciado. O

(4.1.8) Sea K = {L,}1<a<, una familia de elementos de < G(R) >. Dado
un Z-médulo a izquierda M, denotemos por QoM a Qu,M y por ju a, resp.
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Jap,m (0 Jo T€SP. jop cuando no exista ambigiiedad) al homomorfismo jr,,
IeSP. JLyLa,M- Consideremos el sistema proyectivo

QoM

Jas
QKM = { QaQﬁM }lga,,ﬁgn )

8
Jap

QM

donde jg5 = Qajsm ¥ jfﬂ = Ja,qsm- Con esta notacion, se puede afirmar

que jagm = Jap © Jo = jf[, ojs para cada 1 < a, 3 < n.
Sea L la interseccién de los filtros uniformes [, ., ., €(Lq). Puesto que

oM C oy )M = Kerjon C oezna)M = Kerjas
el homomorfismo j, »s factoriza a través de
Jo: M/oM — Q.M

Y Jap,m @ través de

Jap : Mo M — Qun, M
para cada «, f € {1,...,n}.
Dado que j%5 © jo = jas = jgﬂ o jg, el diagrama

Mo M —22— QoM

O
QM —— Q.QsM

B
Jap

es conmutativo para 1 < «a, 8 < n, y por lo tanto existe un 1inico homomor-
fismo j : M/o M — lim Qg M de manera que los diagramas
—

M/O'L'M

SUINE

QoM 5~ 1m QM —— Qs M

son conmutativos para cualesquiera o, 3 € {1,...,n}, donde p, resp. pag es
la proyeccién del limite en QoM resp. QaQsM.
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De hecho, el limite de QM es, salvo isomorfismos, el submédulo de la
suma @, _; QoM formado por todos los elementos (g,). de manera que

Jos(Qa) = jgg(%) para cualesquiera 1 < «a, 3 < n, y la imagen por j de un
elemento m € M/o:M es (jo(M))a.

(4.1.9) Lema. Sea M un R-mddulo a izquierda y {Ly}1<a<n una familia
de elementos de < G(R) >. El homomorfismo

Jj:M/oM — limQgM
—

construido de la manera que se describe en (4.1.8) es un monomorfismo.

Demostracion. Puesto que oM C oy, M, y el nicleo de j, ar es o1, M,
el homomorfismo j, se puede factorizar como composicién de la proyeccion
M/ocM — M/op, M y el monomorfismo M/op, M — Q. M, luego el
niicleo de j, es el cociente op,, M /oM.

Del comentario previo al enunciado del lema sobre la expresion de 7, podemos
deducir que

Ker(j) = {m € M/o:M ; (jo(T))a = 0}
m Kerj, = m oo, M/ocM =0, M/o M =0,

1<a<n 1<a<n

y de ahi que j es un monomorfismo. O

(4.1.10) Lema. Dado un R-mddulo a izquierda M y una familia {Lg}1<a<n
de elementos de < G(R) >, el coniicleo del homomorfismo j construido
en (4.1.8) es de L o L—torsion.

Demostracién. Sea ¢ = (¢,), un elemento del limite

lim QM = {(4a)a € P Qa5 jis(aa) = Jglas). 1<, f <}

1<a<n
Puesto que j55(qa) = g (gs), en virtud del lema (4.1.7) existe un ideal a
izquierda L,p € £(L,) de tal manera que L,sqs C Imjgz ar. Sea

Lﬁ —-}E:lgw S r) =

Entonces Lggs C Imjg ar, y de la misma manera, si denotamos la interseccion
Ns=1 Ls € L por L, entonces

Lqg C Imyjg pr = Im%
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para cada € {1,---,n}.

Sea r € L. Como 7¢, € Imj,, existe un elemento Tyo € Mo M de manera
que Jo(%ra) = rq, para cada o € {1,...,n}.

Sea o un indice fijo. En general z,, # x,5 para 3 € {1,...,n} distinto de
a, pero, puesto que jos(qa) = jgﬂ((m), se tiene que

jgﬂ(ﬁ(xr,a)) = jcc:,é‘(ja(xr,a)) = jcC:,B(TQa) = jgg(TCIﬁ) = jgﬂ(],@(xn,@)) )

esto es, j5(T,a) — Js(2r5) es un elemento del nicleo de jgﬁ = JLa,QuM> qUE
por la proposicién (4.1.5) coincide con o, QzM. Por lo tanto existe un ideal
a izquierda H, .5 € £(L,) tal que

Hy05(j(2r0) — Js(208)) =0 .

Si Hy o = ﬂgzl H, .3, entonces H, o € (Ly), y Hro(js(%ra) — js(Tr5)) =0
para todo § € {1,...,n}, y de esta manera, para todo s € H, ,,

srq = (srqp)s = (5J5(arp))s = (sJ5(Tra))s = J(sTra)
esto es, H, ,rq C Imyj.
Si denotamos por H, al ideal >._, H,,, entonces H, € (\._,c(Ly) = L,y

el ideal a izquierda H =Y _, H,r, que por el lema (3.1.2) pertenece a Lo L,
verifica que

relL

Hg=7) HrqClmj,

relL

de donde podemos concluir que el contcleo de j es de £ o L—torsion. 0

El siguiente resultado surge como consecuencia natural de los dos lemas an-
teriores:

(4.1.11) Corolario. Sea M un R-mddulo a izquierda y K = {L,}?_, una
familia de elementos de < G(R) > que satisface las siguientes condiciones:

(4.1.11.1) L£=(._,e(L,) es un filtro de Gabriel;
(4.1.11.2) para todo o € {1,...,n} y todo R-mdédulo a izquierda N,

QEQaN = QaN .

Entonces el limite del sistema proyectivo Qg M coincide con QM.

Demostracién. Por el lema (4.1.9), j es un monomorfismo, y dado que £
es un filtro de Gabriel, por el lema (4.1.10) el conticleo de j es un R-mdédulo
a izquierda de L—torsion.
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Por otra parte, puesto que Q:Q.(N) = Q.N para todo N, se tiene que
QaN es L—cerrado para todo R—médulo a izquierda N y todo a € {1,...,n}.
Luego QoM y Q.QsM son L-cerrados para 1 < «a, < n, y dado que la
subcategoria (R, £) — mod de R — mod es cerrada para limites proyectivos
(ver (1.2.11)), el limite de Qg M es también L—cerrado. Por lo tanto, existe
un isomorfismo entre Q.M y el limite de Qg M tal que el diagrama

QcM Aim Qe M
]Lk Aa,M
M

es conmutativo, donde lim j, ps denota a la composicién de la proyeccion
M — M/o:M con j. O

(4.1.12) Sean H €< G(R) > y K = {L,}”_, una familia de elementos de
< G(R) >. Dado un R—médulo a izquierda M denotaremos por QuQx M al
sistema proyectivo

QHQaM
QngB
QHQKM — { QHQaQﬁM }lga,ﬁgn )
Qngﬂ
QuQsM

donde jg; ¥ jgﬁ son los homomorfismos definidos en (4.1.8).

(4.1.13) Teorema. Sea H un elemento de < G(R) > y K = {L,}?_, una
familia de elementos de < G(R) > de manera que L = (),_,¢(Lo) es un
filtro de Gabriel, y M un R-mddulo a izquierda. Si se satisface alguna de las
siguientes condiciones:

(4.1.13.1) paral < a < n y todo R-mdédulo a izquierda N existe un
isomorfismo Q QN = Q,N;

(4.1.13.2) existe una equivalencia 6 : Qu = QuQ; de manera que
On o jH,N = jH,QgN o jE,N

para todo R—modulo a izquierda N.

Entonces el limite del sistema proyectivo Qg Qi M coincide con QuQ M.
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Demostraciéon. SiH = H,---H, y denotamos por H; a H; ---H; para
1 < i < p—1, entonces, puesto que ()3, conmuta con limites proyectivos
(ver (1.2.11)), el diagrama

QulimQg M
-H

~

Q-3 IMQu, Qx M
-H

=
]HQ“'HpOIiijlLa,M

JHpolimin, Lo,

Juolimja i

M

IR

@, imQm,, , QM

lim jgL, M

IR

limQu Qu M
it

es conmutativo, y por lo tanto, basta comprobar que Qg M coincide con
—

Supongamos que {L,}"_, verifica (4.1.13.1). Entonces, por (4.1.11), el limite
de QM es Q M, y en efecto, existe un isomorfismo entre QuQ .M y
QulimQkg M que hace conmutativo al diagrama

—

o

QHleHQKM ———— QuQcM
jHolimm /MM
M

Por el contrario, asumamos ahora que se verifica (4.1.13.2). En virtud del
lema (4.1.9), la sucesién

0—— M/ocM N lgnQKM —— Cokerj —— 0
es exacta. Dado que QQu es exacto a izquierda, la sucesion
0 —— Qur(M/oc M) - Qu(limQ M) — Qg(Cokerj) —— 0

es exacta y Qu(Cokerj) = QuQ.(Cokerj) = 0 ya que Cokerj es, por el
lema (4.1.10), de L-torsién. Luego QQmj es un isomorfismo, y puesto que
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QuQcM = QuQr(M/o,M) y el diagrama

QuQc(M/o M) —— Qu(M/o M) - QH(limQx M)

. . ',M/[,—LMOP ; ..
JHOJL,M Juolim jo 1

M
es conmutativo, Qu@Q M coincide con Qg (limQx M) = limQu Qx M. O
— —

(4.1.14) Ejemplo. Una familia de palabras {L,}?_, formadas por un sélo
filtro de Gabriel verifica trivialmente la condicién (4.1.13.1). Mds en general,
si Ly = L$--- L2,y el filtro de Gabriel £ = (_, e(L,) estd contenido
en L, para 1 < a < n, entonces {L,}n_, satisface (4.1.13.1), pues para
cada R-modulo a izquierda N, el homomorfismo localizacién jg o, n es un
isomorfismo.

Por otra parte, si H =, ---H, y si existe un d € {1,...,p} de manera que
L C Hy y los filtros H; y £ son mutuamente compatibles para 1 < < d—1,
entonces dado que el contcleo del homomorfismo localizacién j, x es de £-
torsién y la clase de R—moddulos a izquierda de L—torsion es cerrada para
Qu;, con 1 < i < d—1 (ver (1.3.3)), la imagen por Q3, , ©--- o Qy, de
Cokerje n es de L-torsiéon. Luego QuQy,_, * - Qu,Cokerj, y = 0 y por
tanto QQy, -+ Qu,Jjc,n es un isomorfismo, ya que la sucesion

Q@ JL,N

0= Qu,  Qu, N ==, Qu, Qe N — Quy, - - - Qz, Cokerje

es exacta. Esto implica que QQujz,n es un isomorfismo.

4.2. El sitito no conmutativo

Una vez que tenemos los resultados algebraicos necesarios, en esta seccién
pretendemos construir un objeto geométrico dotado de una topologia no con-
mutativa que generalice la topologia de Zariski del espectro primo de un anillo
conmutativo y la topologia de abiertos asociados a birradicales de la forma
oy descrita en 2.3. Nuestro objeto también generaliza y, en cierta manera,
mejora la construccién de Van Oystaeyen y Willaert ([47, 52]) para dlgebras
esquematicas (ver 2.4.), porque a diferencia de dichos autores, hemos con-
siderado, para cada abierto, otros recubrimientos ademds de aquellos que
provienen de la interseccién del abierto con recubrimientos globales.

A lo largo de esta secciéon R serd un anillo noetheriano a izquierda.
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(4.2.1) Sea G un subconjunto de G(R) de manera que G contiene al filtro
de Gabriel {R}. Denotamos por < G > al monoide libre generado por G
y con el filtro de Gabriel {R} como elemento neutro. En < G > definimos
una relacion ~ de la siguiente manera: si L y H son elementos de < G >,
entonces L ~ H si, y solo si, para cada R—-médulo a izquierda N existe un
isomorfismo QLN - QuN tal que el diagrama

-QuN

\/

es conmutativo. La relacién ~ es claramente de equivalencia. Al conjunto
de clases de equivalencia < G > / ~ lo denotaremos por T(G) y a la clase de
un elemento L €< G > la denotaremos por [Lj.

El producto de elementos de < G > es compatible con la relaciéon de equiva-
lencia, pues si L ~ L’ y H son elementos de < G >, entonces para cada R—
modulo a izquierda N los homomorfismos Qu(ny) : QuQLN — QuQu N
Y Noun  QuQuaN — QuQuN son isomorfismos, y los diagramas

nQuN

QuQLN _ Qubw) , QuQu N QrLQuN ————— QuQuN

Jlm AN leﬂx AN

son conmutativos. Luego [LH| = [L'H| y [HL| = [HL'], y podemos de-
finir el producto de clases [L|[H] como la clase [LH] del producto de dos
representantes cualesquiera.

Si N es un R—médulo a izquierda de L-torsién y L ~ H, entonces, por el
lema (4.1.5),
O'HN = Keer,N = Keer,N = O'LN =N y

y reciprocamente, si N es de H-torsion, entonces también es de L-torsién.
Dado que todo filtro uniforme viene determinado por su clase de pretorsion,
tenemos como consecuencia que (L) = ¢(H), y por lo tanto podemos definir
el filtro uniforme ¢[L] asociado a una clase [L] € T(G) como el filtro ¢(L),
donde L es cualquiera de sus representantes.

(4.2.2) El conjunto de clases de equivalencia de elementos de < G > es
el conjunto de objetos de una categoria, que también denotamos por T(G),
en la que Homrg)([L],[H]) es el conjunto de transformaciones naturales
n : Qu — Qr sobre la identidad, esto es, de manera que para cualquier
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R-mo6dulo a izquierda M, el diagrama

QuM ——— QLM

W

es conmutativo para cada par de clases [L] y [H].

(4.2.3) Ejemplo. Sean [L], [L'] y [H] clases de elementos de < G > de
manera que [H] se puede factorizar como [H| = [L][L']. Entonces las trans-
formacion natural que a cada R-médulo a izquierda N le asigna el homo-
morfismo jr gn 1 QLN — Qu QLN resp. QujLy : QuN — QuQLN
describe un morfismo [H] — [L] resp. [H] — [L'] en T(G).

Si n € Homrg)([H],[L]), entonces para cualquier R-mddulo a izquierda de
L-torsién N se tiene

Kerju,ny = Ker(ny o jin) 2 Kerjp v ,

y por lema (4.1.5), cg N D o, N = N, con lo que N es también de H-torsién.
Como todo filtro uniforme esta determinado por su clase de pretorsién, po-
demos concluir que ¢[L] C ¢[H].

Reciprocamente:

(4.2.4) Proposicién. Si [L] v [H| son clases de elementos de < G > de
manera que cada una de ellas admite un representante formado por un soélo
filtro de Gabriel, entonces Homrg)([H], [L]) es no vacio si, y sélo si, [L] estad
contenido en €[H], y en tal caso, Homryg)([H],[L]) tiene un sélo elemento.

Demostracién. Sean Ly H filtros de Gabriel de G tales que [L] = [L]
v [H] = [H]. Si £ = ¢[L] esta contenido en H = ¢[H], entonces QuQ:N
es isomorfo a QN para cada R—médulo a izquierda N (ver (1.2.12)), y el
diagrama

JH, QcN

QcN —= QuQcN —— QuN

v

es conmutativo, con lo que jy ,() describe un homomorfismo [H] — [£].
Ademas, sin : QQ — Q3 es una transformaaon natural, dado que para cada
R-médulo a izquierda N el nucleo Kerj, ny = oo N C oy N y el contcleo
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de jen son de H-torsion y QN es H-cerrado, entonces ny es el tnico
homomorfimo que hace conmutativo al diagrama

N Jc,N QN

QuN

y por lo tanto coincide con jy g, n- 0

Debemos pensar en la categoria T(G) como la categoria de abiertos de un
espacio topoldgico. Veamos que en efecto, para una familia G adecuada, T(G)
es la categoria de abiertos de la topologia de Zariski de un anillo conmutativo
noetheriano.

(4.2.5) Lema. Si £ y H son filtros de Gabriel de manera que para cada
R-mdédulo a izquierda N existe un isomorfismo Q QuN = Q# QN tal que
el diagrama

~

QrQuN - QuQcN
j% %N
N

es conmutativo, entonces () () coincide con (Qz\y.

Demostracion. Si N es un R—médulo a izquierda de £ o H—torsién, dado
que el nicleo de jz3, y coincide con el de jy, n, por el lema (4.1.5),

UyOEN: Ugoy.[N = N,

y por lo tanto N es de H o L—torsion. Intercambiando los papeles de £y H
se obtiene que todo R—médulo a izquierda de H o L—torsién también es de
L o H—torsion, de donde se concluye que LoH = H o L, esto es, L y H son
mutuamente compatibles, y por (1.3.3),

LVH=LoH=HoL.

Sea M un R-mddulo a izquierda y consideremos el homomorfismo jy .z ar.
Por el lema (4.1.5),

Kerjye v = opor M = opyy M

y el contdcleo de jy, s también es de H o L = LV H-torsiéon. Ademads,
QrQuM = QuQ oM es tanto L-libre de torsiéon como H-libre de torsién, y
puesto que Froy = Fr N Fry, QrQuM también es LV H-libre de torsion.
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Por otra parte, si f : L — Q Q%M es un homomorfismo, y L es un elemento
de LVH = LoH, entonces existe un ideal a izquierda H € H de tal manera
que (L :r) € L paratodor € H. Sear € H. Como Q;Q#M es L—cerrado,
el homomorfismo

(L:r) — QcQuM ; s —> f(sr)

puede ser extendido por un unico homomorfismo h, : R — Q,QuM. Es
facil ver, debido precisamente a la unicidad de h, para cada r € H, que la
aplicacion
g H— QeQuM ; v — hy(1)

es un homomorfismo de R-mddulos, que ademas extiende a f. Dado que
QrQuM = QuQ oM es H-cerrado, existe una extension h de g a todo el
anillo R. Puesto que h también extiende a f, hemos probado que todo
homomorfismo de un ideal de £V H en @ Q« M puede ser extendido a todo
el anillo, esto es, que Q QyM es LV H-inyectivo, y por lo tanto coincide
con QoynM. O

(4.2.6) Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo noetheriano y consideremos
el conjunto Gz, de filtros de Gabriel en R de la forma

Lr={L<R:3neN I"CL}

donde I es un ideal de R. Al conjunto de clases de equivalencia de elementos
de < Gz >, y también a la categoria T(Gz,, ) los denotaremos por Tz,
Puesto que R es conmutativo y noetheriano, si £ y ‘H son filtros de Gabriel en
R, entonces Q:Qyu = QuQc (ver [11, IV.2.17] 6 [48]). En virtud de (4.2.5),
para cada par de ideales I y J de R se tiene que Qz,Qz, = Qr,Qr, coincide
con ()¢, ,, dado que

E]VﬁJZEIOEJ:{LSR; Hn,mEN, InngL}:EIJ

Luego si L = Ly, --- L], €< Gzar >, entonces L ~ L;, donde J =1, ---1,,
y por tanto cada clase [L] en Ty, tiene un representante formado por un
tinico filtro de Gabriel L;, con J ideal de R. Ademds, puesto que £; = ¢[L],
ese representante es unico. De esta manera los objetos de la categoria Tz,
estan en correspondencia biyectiva con los filtros de Gz,,.

Por otra parte, si denotamos por D(I) al abierto de la topologia de Zariski
formado por los ideales primos de R que no contienen a I, o equivalentemente,
que no pertenecen a Ly, entonces, dado que

Lr= () Laer.

PeD(I)
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(ver (3.1.35)) tenemos una correspondencia biyectiva entre los filtros de Gzq,
y los abiertos de la topologia de Zariski del espectro de R.

Ademds, si [£] y [£/] son elementos de Tz, la inclusiéon £; C L, equivale,
por la proposicién (4.2.4), a que exista un unico morfismo [L;] — [L/], ¥
por otra parte, también equivale a que D(J) C D(I).

Concluimos por tanto que (el conjunto de objetos de) Ty, estd en corres-
pondencia biyectiva con el conjunto de abiertos de la topologia de Zariski del
espectro de R de tal manera que un abierto D(.J) estd contenido en D([) si,
y s6lo si, existe un morfismo de [£;] a [L].

(4.2.7) Ejemplo. Sea R un anillo noetheriano a izquierda de manera que
todo ideal primo bilatero de R satisface la condicion fuerte de segunda capa.
Consideremos la familia G,; de filtros de Gabriel de la forma

Lr={L<R;IneN, I"CL},

donde I es un ideal bildatero que verifica la propiedad de Artin—Rees débil a
izquierda, esto es, tal que para cada ideal bildtero J de R existe un nimero
natural n de manera que JI™ C I.J. En presencia de la condicion fuerte de
segunda capa, esto equivale a decir (ver (1.3.17)) que el filtro £; es estable.
Dado que todo birradical simétrico o en R—mod tiene la propiedad de Artin-
Rees débil a izquierda ([11, 111.4.10]), en particular Gy contiene a todos los
filtros de Gabriel £; tales que o, es un birradical. Denotaremos a T(Gs;) por
Ty;.

Puesto que para todo par de filtros de Gabriel estables £ y H los funto-
res QrQxn vy QuQ, coinciden ([11, 1V.3.23]), por el lema (4.2.5) se tiene
que Qz,Qr, = Qr,ve, = Qr,, para todo par de ideales bilateros I, J que
satisfacen la propiedad de Artin—Rees a izquierda.

Luego toda clase de equivalencia [L] en Ty, admite un representante consti-
tuido por un sélo filtro de Gabriel £; que por lo tanto coincide con e[L].
Consideremos en el espectro de ideales primos bilateros la topologia de Zariski
estable, esto es, la topologia cuyos abiertos son de la forma

X(I)={P cSpecR; I £ P}

e I es un ideal que satisface la propiedad de Artin—Rees, esto es, tal que para
cada ideal a izquierda L de R existe un ntimero natural n de manera que
LNI" C IL. En virtud de (1.3.13), esto es equivalente a que el filtro de
Gabriel £; sea estable.

Si I y J son dos ideales bildteros de R de manera que existe un morfismo
en Ty de [£;] a [L,], entonces, por la proposicién (4.2.4), L; D Ly, y esto
implica que

X(I)={PeSpecR; P¢Z L} CX(J).
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Reciprocamente, dado que todo filtro de Gabriel simétrico £ se puede expre-
sar como [\pg, Lr\p, Si X(I) C X(J), entonces L; D Ly, y por la proposi-
cién (4.2.4), existe un (dnico) morfismo [L£;] — [L£;] en Ty,.

(4.2.8) En (2.4.8) hemos descrito la construccién de una topologia en la que
los abiertos se obtienen como yuxtaposicién de conjuntos de Ore tal y como
ha sido desarrollada por los autores de [47, 52]. El producto de conjuntos de
Ore S;-...- S, ={s1---$,; s € S;} en general no es un conjunto de Ore,
aunque

Esl...sn:{LSZR; Lﬂ(SISn)sé(/)}

es un filtro uniforme. De hecho, Lg,...s, se puede obtener como composicién
de filtros de Gabriel de la siguiente manera:

(4.2.9) Lema. Sean Si,...S, conjuntos de Ore a izquierda en el anillo R.
Entonces
£S’1~~~S’n == £51 ©-++0 Esn .

Demostracién. Sea p € {1,...,n —1}. Si L € Lg,s,,,..5,, entonces
existen s, € S, y s € Sp41 -+ Sy, de tales que s,s € L. Consideremos el ideal
a izquierda H = L + Rs que pertenece a Lg,,,..s, por contener a s. Dado
que S, es un conjunto de Ore a izquierda, para cada elemento t +rs € H,
con t € L, existen s, € S, y 7' € R tales que s,r = 1's,, y esto implica que
s, € (L:t+7s) ya que

sy(t+rs)=st+r's,sel.

Luego (L : t+rs) € Lg, y como t + rs estd tomado arbitrariamente en H,
se concluye que L € Lg, 0 Ls, ...,

Reciprocamente, si L € Lg,0Ls,,,...s5,, entonces existe un ideal H € Lg ...,

tal que (L : r) € Lg, para cada r € H. En particular, dado que existe
s € HN (Sp41---Sn), el ideal a izquerda (L : s) € Lg,, y por tanto existe
s, € S tal que sps € L. Luego L € Lg,s,,,..5, -

Por lo tanto,

Ls,..s, =Lg 0Lg,.s, =Ls 0Lg,0Lg,.5, =--=Lg 0---0Lg, .
0J
(4.2.10) Ejemplo. Sea Gy el conjunto de filtros de Gabriel de la forma
Ls={L<R; SNL#0},

donde S es un conjunto de Ore a izquierda de R y denotemos por Ty, al
conjunto de clases bajo la relaciéon ~ de elementos de < Gy >.
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En virtud del lema (4.2.9), la aplicacién que a Sy ---S,, € Wy (ver (2.4.8))
le asigna el filtro uniforme Lg, o---0 Lg, en < Gy > es sobreyectiva, y por
lo tanto, también lo es la composicion con la proyeccion en Ty .

Por otra parte, si W = Ty---T,, y W' = S;---S,, son objetos de Wg y
existe un morfismo W — W' en Wk, entonces W = V,SoV; --- S, V,, v por
lo tanto existe un morfismo [Lp, --- L1, | — [Ls, --- Lg,] en Ty que puede
ser construido de la manera que se describe en (4.2.3)

(4.2.11) Definicién. Sea G una familia de filtros de Gabriel en R y [H] un
objeto en la categoria T(G). Un recubrimiento de [H] es una familia finita
de clases {[Lq]}"”_, que satisface

(4.2.11.1) L£=(._,e(L,) es un filtro de Gabriel, y
(4.2.11.2) [£][H] = [H].

(4.2.12) Dado un elemento [H] de T(G), denotaremos por Covg[H] al con-
junto de recubrimientos de [H] en T(G). Nos referiremos al par

(T(G), {Couvg [H]}[H]ET(Q))
como al sitio no conmutativo asociado a la familia de filtros de Gabriel G.

El hecho de que se consideren solamente recubrimientos finitos obedece a que
hemos supuesto que R es noetheriano a izquierda, y bajo esas hipétesis, si R
es comutativo entonces cualquier abierto del espectro primo es compacto.
Por otra parte, la definicién de recubrimiento de [H] no es del todo capricho-
sa, pues si interpretamos el abierto [L£] como la unidn de los abiertos [Ly),
entonces la condicion (4.2.11.2) de la definicién dice que la interseccion [L][H]
coincide con [H], esto es, [H| estd contenido en la union de los [L,].
Veamos que en efecto esta nocion de recubrimiento generaliza la de recubri-
miento por abiertos en el espacio topolégico SpecR.

(4.2.13) Ejemplo. Sea R un anillo (noetheriano) conmutativo y conside-
remos de nuevo la familia de filtros de Gabriel G, formada por todos los
filtros de la forma £;, donde I es un ideal de R. Si [£;] € Tzar v {[L1,]}2_;

es un recubrimiento de [£;], entonces
LV L =c[LL)=¢lLr] =Ly,
donde £L =._, Lr,. Luego £ C Ly, y por lo tanto
D(I) ={P € SpecR; P¢ L}

C{PecSpecR; P¢ ﬁﬁza}z OD([a) .

a=1 a=1
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Por otra parte, si la familia de abiertos {D(I,)}?_, de SpecR recubre a
D(I), entonces D(I) C |J>_, D(1,), y dado que

|JDU.) ={PeSpecR; J1<a<n, I, Z P}

a=1

={PeSpechR; Y I,ZP}=D() 1),
a=1 a=1
podemos decir que

Lr= ﬂ Lpp 2 ﬂ Lrp=L,

PeD(I) PeD(Y, Ia)

donde L es el filtro de Gabriel Ly 1, = (., £,. Por lo tanto, £; V L =
L, y esto implica que [L][L;] = [LV L] = [£;]. Luego {[L,]}"_, es un
recubrimiento de [L].

(4.2.14) Ejemplo. Sea R un anillo no necesariamente conmutativo (noe-
theriano a izquierda) tal que todo ideal primo bildtero satisface la condicién
fuerte de segunda capa. Dado un recubrimiento {[L; |}?_, de [£;] en Ty,
el razonamiento del ejemplo anterior nos permite asegurar que {X (I,)}2_,
recubre al abierto X (I), y reciprocamente, que todo recubrimiento (finito)
de un abierto X (/) en la topologia de Zariski estable de SpecR genera un

recubrimiento de [£;] en Tg.

(4.2.15) Ejemplo. Sea R un anillo no necesariamente conmutativo y Gy
la familia de filtros de Gabriel de la forma Lg, donde S es un conjunto de
Ore a izquierda de R. Dado un objeto W = Sy ---5, de la categoria Wg
que se describe en (2.4.8), denotemos por [Lyy] a la clase de Lg, - -+ Lg, en
Tw. Si {W;W — W}, es un recubrimiento de W, entonces {W;}", es
un recubrimiento global (ver (2.4.9)), esto es, [, Lw, es el filtro de Gabriel
{R}, y [{R}][Lw] es trivialmente igual a [Ly], con lo que {[Lw,]}™, es un
recubrimiento de [L].

Sin embargo, no todos los recubrimiento de [Lyy| provienen de recubrimientos
{W;W — W}, de W en W, puesto que dado un recubrimiento {[Ly, ]},
de [Lw] en Ty, no siempre se tiene que (\;_; Lw = {R}, esto es, no todos
los recubrimientos de un abierto provienen de la interseccién del abierto con
un recubrimiento global.

En general, en el espectro primo de un anillo conmutativo tampoco todo recu-
brimiento proviene de la interseccién con un recubrimiento global. Por ejem-
plo, sea k un cuerpo y R = k[x,y] el anillo de polinomios en dos variables con




4.2. El sitio no conmutativo 107

coeficientes en k. Consideremos el recubrimiento del abierto U = D((x, y))
(que corresponde al plano afin AZ menos el punto (0,0)) formado por los
abiertos V' = D((z)) y W = D((y)) (el plano menos cada uno de los ejes co-
ordenados respectivamente). Supongamos que existe un recubrimiento global
formado por los abiertos V' = D(I) y W' = D(J) de manera que

V=V'NnU=D(I(z,y) , W=W'nU=D(J(z,y)) .

Dado que V'UW' = D(I 4+ J) = D(R), existen dos polinomiosp € I 'y q € J
de tal manera que p+ ¢ = 1 (esto es, el punto (0,0) pertenece a V' U W").
Luego alguno de los dos polinomios tiene término independiente distinto de
cero (o equivalentemente, el punto (0, 0) pertenece o bien a V', o bien a W").
Supongamos que p = a + p', donde a € k y p’ es un polinomio que no tiene
término independiente. Entonces,

py=oay—+yp € I(z,y),

lo que estd en contradiccién con el hecho de que I(z,y) = (z), puesto que en
en el ideal () no hay polinomios que tengan términos de grado uno en y. De
la misma manera, si suponemos que es q el que tiene término independiente
no nulo, también se llega a una contradiccion, luego el recubrimiento de U
formado por V' y W no proviene de la interseccién de U con un recubrimiento
global.

(4.2.16) Proposicién. Sea G una familia de filtros de Gabriel en R y [H]

un elemento de T(G). Si {[L]a}a—; es un recubrimiento de [H] y {[L§]}3*

es un recubrimiento de [L,]| para cada o € {1,...,n}, entonces
{[L51Lalbi<acn, 1<p<me

es un recubrimiento de [H].

Demostracién. Denotemos por Ly L, a los filtros de Gabriel (_, £[L,]
y Mgy e[L§] para 1 < a < n, respectivamente. Dado que [£4][La] = [La]
para todo «, por (3.1.16) se tiene que

n Mg

[ elLiLa] = () () eLg] o £[La)
IISSBQSSWZI o=t
= ﬁ Ea Oé‘[La] = ﬁ 5[£aLa] = ﬁ 5[La] =L ’
a=1 a=1 a=1

que es un filtro de Gabriel y ademads verifica la igualdad [£][H] = [H]. O
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(4.2.17) Para todo elemento [H] de T(G), la familia formada por la clase
[{R}] es un recubrimiento de [H], pues {R} es un filtro de Gabriel y tri-
vialmente [{R}][H] = [H], luego en virtud del resultado anterior, el sitio
no conmutativo asociado a una familia de filtros de Gabriel G, verifica las
propiedades (2.4.8.1) y (2.4.8.2) de los recubrimientos en una topologia de
Grothendieck.

Por otra parte, si [H'] admite una factorizacion [H'] = [H|[L] entonces,
como hemos visto en (4.2.3), existe un morfismo [H'] — [H] en T(G). Si
{[La]}2_, es un recubrimiento de [H], entonces también es un recubrimiento
de [H'], pues si denotamos por £ al filtro de Gabriel (,_, ¢[Ly] y por 1 a
la equivalencia Qg — Qu@; que proporciona la igualdad [£]|[H] = [H],
entonces QN : Qur — QuL@ es también una equivalencia y para cada
R-mo6dulo a izquierda M, el diagrama

Qu M S L B Qu QM

i I

QuM Y QHQEM
M

es conmutativo.

(4.2.18) Definicién. Sea G una familia de filtros de Gabriel en R y sea
U = {[Ly|}?_, un recubrimiento de [H] en T(G). Diremos que U es un
recubrimiento estable si

es un filtro de Gabriel estable.

(4.2.19) Lema. La familia {[L,]}"_, es un recubrimiento estable de [H] en
T(G) si, y sélo si,

(4.2.19.1) L =._,¢[La] es un filtro de Gabriel estable y
(4.2.19.2) QuT = 0 para todo R-mddulo a izquierda T de L—torsion.
Demostracién. Si {[L,]}"_, es un recubrimiento estable, entonces en

efecto £ =(_, €[Ly] es un filtro de Gabriel estable y para cada R-médulo
a izquierda 1" de L—torsion,

QuT = QuQ /T =0.
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Reciprocamente, si M es un R—mddulo a izquierda, entonces, dado que Qu
es un funtor exacto a izquierda, se tiene una sucesién exacta

QHJL,M/o M

0— Qu(M/o M) ———— QuQ M —— QuCokerjc rmjo, 1

y por tanto Qjz m/o.m €s un isomorfismo ya que Qu(Cokerjz a/o,nm) = 0.
Por otra parte, puesto que la sucesién

0—>U£M%MLM/U£M%0

es exacta, entonces la sucesion
0 —— QuocM —— QuM - Qu(M/o:M) — (R'Qs)o M —— -+

donde R'Qy es el primer funtor derivado a derecha de Qg, es también exacta.
Por hipétesis, QoM = 0, y dado que L es estable, cualquier resolucién
inyectiva

0 — F — Ey — ---
de o, M esta formada por R—mddulos a izquierda de L—torsion y de ahi que
la imagen por Qg de la resolucién es el complejo nulo. Luego R"Qg = 0 para

todo n > 1, y esto implica que Qup es un isomorfismo. Luego Qzjc r/o, 1 ©
Qup es un isomorfismo que hace al diagrama

Quje,M/opM

QHM‘ onp Qu(M/o M) - QuQc M
; ]'LHOPT -
JH JLH
M

conmutativo, y dado que M ha sido tomado arbitrariamente, esto implica
que [£][H] = [H]. O

Puesto que nuestro objetivo es dotar a cada R-moédulo M de un haz de
estructura, es preciso apuntar lo que se entiende por interseccion de dos
recubrimientos. En el caso de ser recubrimientos estables, la nocién coincide
(salvo en la conmutatividad) con la interseccién de recubrimientos en un
espacio topologico.

(4.2.20) Proposicién. Sea G una familia de filtros de Gabriel en R y [H]
un elemento de T(G). SiUd = {[La]}n_, ¥ V = {[Hp]}}j-, son recubrimientos
estables de [H], entonces

Z/{ N V - {[LOAHﬁ]} 1<a<n

1<B<m

también es un recubrimiento estable de [H].
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Demostracién. Sean Ly H los filtros de Gabriel estables (._, €[La] ¥

a=1

ﬂgzl £[Hp| respectivamente. Dado que todo par de filtros de Gabriel estables
son mutuamente compatibles y el supremo de filtros de Gabriel estables es
estable, tenemos que

() elLoHsl= () elLa]oe[Hy]

1<a<n 1<a<n
1<p<m 1<B<m

_ ﬁg[La]oﬁs[Hﬁ]ZEO?{Zﬁ\/H

es un filtro de Gabriel estable.

Sea M un R—mdédulo a izquierda de LoH—torsién. En virtud del lema (3.1.13)
existe una sucesion exacta

0—— M —— M —— M"——0

donde M'" y M" son R-mdédulos a izquierda de L£—torsién y H—torsién res-
pectivamente. Como Qg es un funtor exacto a izquierda, la sucesién

0— QuM' — QuM —— QuM"

también es exacta, y puesto que U y V son recubrimientos estables, por el le-
ma (4.2.19) se tiene que QuM’' = QuM" = 0, luego QuM = 0. Dado que M
es un R—mddulo a izquierda de £ o H—torsién arbitrario, por el lema (4.2.19)
U NV es un recubrimiento estable. 0]

En general si 4 y V son recubrimientos (no necesariamente estables) no
podemos asegurar que U AV, definido como en el resultado anterior, sea
también un recubrimiento, porque (), ;€[LoHg] = LoH no es generalmente
un filtro de Gabriel.

(4.2.21) Sea G una familia de filtros de Gabriel en R y [H| un elemento de
T(G). SiU = {[La]}?_, es un recubrimiento de [H], entonces

UNU = {[LoLg|}1<a,p<n

también es un recubrimiento de [H] pues, efectivamente,

(| cLalsl= [ elLa]oelLy]

1<a,6<n 1<a,<n

n

m a]omeLﬂ] LolL=L

es un filtro de Gabriel, y [£][H] = [ -
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(4.2.22) Sea M un R-mddulo a izquierda. Asociando a cada objeto [H]
de la categoria T(G) el R—médulo a izquierda QM y a cada morfismo n €
Homrg)([L],[H]) el homomorfismo de R-médulos ny : QuM — QuLM,
definimos un prehaz de la categoria T(G) en R — mod que denotaremos por
OM.

Hay que hacer notar que en general el prehaz Og no es un prehaz de anillos.
Esto es debido a que dado un objeto [H] de T(G), Qg no es un funtor
localizacién. Si [H] = [Hi---H,] y Qu, Qy, = Qu,;Qu, paral <i,j < n (por
ejemplo, #H; es un filtro de Gabriel estable para cada i) entonces [H] = [H],
donde H = /!, H; (ver (4.2.4)), y por lo tanto Og[H] es en ese caso un
anillo.

Sea G una familia de filtros de Gabriel en R. Diremos que un prehaz P en
la categoria T(G) es un haz en el sitio no conmutativo asociado a G cuando
para cada objeto [H] de T(G) y cada recubrimiento U = {[L,|}?_, de [H] se
satisfacen las siguientes condiciones:

(4.2.22.1) Simy m’' son elementos de P[H] tales que Pn,(m) = Pno(m'),
donde 7, es la transformacién natural Qujr, : [LoH] — [H], para cada
a € {l,...,n}, entonces m = m’;

(4.2.22.2) Sim, € P[LH]y PnSs(ma) = Pngﬁ(mﬂ), donde 755 y ngﬁ son
las transformaciones naturales

QuQu,jv; : [LsLH] — [L H]

QuJLaQr, * [LplaH] — [LsH]

respectivamente para «, § € {1,...,n}, entonces existe m € P[H] tal que
Pno(m) = m, para cada o € {1,...,n}.

La nociéon de haz en el sitio no conmutativo coincide con la de haz en la
categoria de abiertos de un espacio topoldgico, pues en efecto, dado un re-
cubrimiento U = {[L,]}?_, de [H], para cada a podemos interpretar [L,H]
como la interseccién de [L,| y [H], y [LgLy,H]| como la interseccién de cada
abierto [LgL,| de Y AU con [HI.

Como una consecuencia directa del teorema (4.1.13) obtenemos:

(4.2.23) Teorema. ([18]) Sea G una familia de filtros de Gabriel en R y M
un R—-mdédulo a izquierda. Entonces el prehaz Oy es un haz en el sitio no
conmutativo asociado a G.
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Demostracién. Sea [H] un objeto de T(G) vy U = {[L4]}?_, un recubri-
miento de [H|. Las condiciones (4.2.22.1) y (4.2.22.2) se verifican si, y sélo
si, la sucesion

Do (123)8
(Mo, M e o8
0—— QuM =Y D _, QuQr M — D<o p<n QuQL,Qr, M
D e

es exacta, o equivalentemente, si, y sélo si, QgM es el limite del sistema
proyectivo

QHQaM
Quis
QuxM ={ QuQ.QsM H<ap<n
Qngﬂ
QuQsM

donde jgs = Qu,Jusnm ¥ jfg = ijQLﬁM. En efecto, puesto que U es un
recubrimiento, £ = ()_, £(L,) es un filtro de Gabriel y los funtores QuQ.
y Qu son equivalentes. Por el teorema (4.1.13), esto es suficiente para que
el limite proyectivo de Qu QM coincida con Qg M. O

(4.2.24) La clase del filtro de Gabriel {R} puede ser considerada como el
abierto global formado por todo el espacio, pues eso es exactamente lo que
sucede via la identificacién de la categoria T(G) con la topologia de Zariski
en el espectro primo de un anillo conmutativo noetheriano, o bien con la
topologia de Zariski estable en el espectro de primos bildteros de un anillo
noetheriano a izquierda. Es necesario hacer notar que entonces el R—modulo
a izquierda M se obtiene como el R-mddulo de secciones globales del haz

Ou.

(4.2.25) Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo noetheriano y considere-
mos de nuevo la familia G,, de filtros de Gabriel de la forma £; donde I es
un ideal de R. Teniendo en cuenta la identificaciéon que hemos hecho entre
la categoria de abiertos de la topologia de Zariski de SpecR y la categoria
Ty v dado que para cada R—moédulo M el médulo de secciones del haz de
estructura clasico en el abierto D(I) es
D(D(I),Oy) = lim Homg(I", M) = Q, M ,
n€eN
(ver [11, IV.2.6]) tenemos que el haz Oy que hemos definido sobre el sitio

no conmutativo (Tz,-, Covg,, ) es exactamente el haz de estructura cldsico
definido por el R—mdédulo M.
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De la misma manera, si R es un anillo (no necesariamente conmutativo) noet-
heriano a izquierda que verifica la condicion fuerte de segunda capa a izquier-
da, mediante la identificacion entre la categoria Ty, y la categoria de abiertos
de la topologia de Zariski estable del espectro de ideales primos bilateros de
R obtenemos que el haz O, sobre el sitio no conmutativo (Ty;, Covg,,) es el
haz de estructura asociado al R—méddulo a izquierda M, tal y como se define
en [11].

(4.2.26) Nota. Por otra parte, si consideramos la familia Gy de filtros de
Gabriel de la forma Lg, donde S es un conjunto de Ore a izquierda de R,
nuestra construccion del sitio no conmutativo asociado a Gy, generaliza en
cierta manera a la de Van Oystaeyen y Willaert en el sentido de que las
secciones del haz Oy, sobre el objeto [Ly], donde W = S;---S,, € W(R)
(ver (2.4.8)), coinciden con las del haz de estructura definido en [47, 52]
que describimos en 2.4. Sin embargo, su topologia no conmutativa adolece de
propiedades topoldgicas como el hecho de que todo el espacio sea un abierto,
o de recubrimientos que no provengan de la interseccion con recubrimientos
globales, y por lo tanto no generaliza a la topologia del espectro de un anillo
conmutativo, como se ha visto en (4.2.15). Esa es la principal razén por
la que se ha considerado realizar la construcciéon que se presenta en este
capitulo.
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Capitulo 5

Casi—Cuantales

5.1. R —filt?”” es un casi—cuantal

En esta seccion se introduce la definicion de casi-—cuantal y se enumeran
algunas de las propiedades que satisface esta estructura. También se pro-
porcionan varios ejemplos, como son el reticulo de filtros uniformes sobre un
anillo y algunos de sus subreticulos.

(5.1.1) Definicién. ([17]) Un casi—cuantal es un reticulo completo C dotado
de una operacién binaria asociativa

&:CxC—C

que tiene al elemento superior 1 como elemento neutro y de tal manera que
para todo U perteneciente a C y toda familia {V;};c; de elementos de C se
satisfacen las siguientes condiciones:

(5.1.1.1) U& V., Vi= Vi, U & Vi
(5.1.1.2) V.., (Vi&U) < (V,; Vi) & U, y siempre que I sea finito se tiene
que \/;e; (Vi & U) = (Ve Vi) & U.

Si C es un casi—cuantal y se cumple la igualdad en (5.1.1.2) ain cuando I no
sea un conjunto finito, entonces se dice que C es un cuantal (ver [6]).

(5.1.2) Para cada par de elementos U y V' del casi—cuantal C se verifica
que
ULV <U&V)VU &) =U& (VV1)=U

y también que

U&V<(U&V)VA&V)=UV1) &V =V .
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Por lo tanto el producto U & V es siempre menor que el infimo U A V.

Si el producto U & V coincide con el infimo de cada par de elementos U y V'
de C (lo que implica que & es una operacién conmutativa) entonces se dice
que C es un local ([5, 8]). El conjunto de abiertos de una topologia, parcial-
mente ordenado por la inclusién, es un local. La nocién de (casi—)cuantal
se introduce como una generalizacién de la nocién de espacio topoldgico,
con la salvedad de que la interseccion de abiertos (la operacién &) no es
necesariamente conmutativa.

(5.1.3) Ejemplo. El reticulo opuesto al reticulo de los filtros uniformes en
el anillo R, que se denota R — filt’?, es un casi—cuantal con la composicién
de filtros.

En efecto, R—filt°”” es un reticulo completo ordenado por la inclusién inversa,
en el que el supremo de una familia viene dado por su interseccion. El filtro
uniforme {R} es el elemento neutro de la composicién y, como se ha probado
con el lema (3.1.16), también se satisfacen las condiciones (5.1.1.1) y (5.1.1.2).

(5.1.4) Nota. Llegados a este punto cabe plantearse si R—filt’’” es un local,
esto es, si es un (casi-)cuantal con la operacién A (el supremo en R — filt).
Si £ es un filtro uniforme y {#H,}sca es una familia de filtros uniformes,
entonces

LV He={K < R;3LeL IHe(|H, LNHCK}

a€A acA

C{K</R;VacA 3L, €L, AH, € Ho, LyNH, C K} =LV H, ,
acA

pero no se puede decir que la otra inclusion también se verifique, ni ain

siendo el conjunto de indices A finito, como se muestra a continuacién:

Sea k un cuerpo y R el anillo (conmutativo) k{z,y}/(xy, yx), cociente de la

k—élgebra libre k{x,y} por el ideal bildtero generado por zy e yx. El ideal

bildtero I generado por x + y contiene a todas las potencias de x y de y de

orden mayor o igual a 2, ademds de a x +y. Sean J y K los ideales de R

generados por x e y respectivamente. Entonces

E] N (ﬁj ﬂﬂ[{) = E] /\£J+K = £ID(J+K) = £[ .
Por otra parte
(LiNLy)N(Lr A Lk) = Ling N Ling = Linny+(ink)

contiene estrictamente a £; A (£; N Lk) puesto que x + y no pertenece al
ideal _ .
([ﬂJ)-F(IﬂK) :{Z aixz+bjy] ; az-,bj S k} >

1,j>2
finita
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y por lo tanto (I N.J) + (I N K) esta contenido estrictamente en [

(5.1.5) Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo y noetheriano. Si £y H
son filtros uniformes (simétricos) en R, entonces, en virtud del lema (3.1.33),

LoH={K<R;3LeLl FHeH, LHCK}=HoL.

Luego la composicion en R — filt?” tiene la propiedad conmutativa, al igual
que la interseccion de los abiertos en cualquier topologia de SpecR.

(5.1.6) Definicién. Un morfismo de reticulos ¢ : ¢ — C’ entre casi-
cuantales se dice que es un morfismo de casi—cuantales si conserva el pro-
ducto, el elemento superior y el supremo de cualquier familia.

(5.1.7) Ejemplo. ([6]) Consideremos el reticulo Id(R) — filt”? de filtros
jansianos de un anillo R parcialmente ordenado por la inclusién inversa.
Como se ha probado en (3.1.25), la aplicacién dada por I — L; es una
biyeccion entre el conjunto de ideales bilateros de R y el de filtros uniformes
jansianos en R. Ademads, para cada par de ideales bilateros I y J de R, la
inclusiéon £; O L equivale a I C J. Por otra parte, Id(R) — filt’”” es un
subreticulo de R — filt”” (ver (3.1.27)), y para ideales bildteros cualesquiera
I'y J,y cualquier familia {I,},c de ideales bilateros de R, se tiene

(Lrn.=Ls, 1. -

a€EA

LiNLy=Lins,
(con el infimo tomado en R — filt®’?), luego Id(R) — filt’’" es isomorfo al
reticulo de ideales bilateros de R.
Puesto que para los ideales bilateros I y J,

LroLl;=2Lyy

es un filtro jansiano, la composicion de filtros es una operacién asociativa
en Id(R) — filt””” que tiene por elemento neutro al filtro uniforme jansiano
Lr = {R}. Ademds, dado que un filtro uniforme jansiano es cerrado al
tomar intersecciones arbitrarias, el lema (3.1.16) garantiza la igualdad tanto
en (5.1.1.1) como en (5.1.1.2), esto es, Id(R) — filt””” es un cuantal. El
morfismo inclusion de reticulos

[d(R) — ALt —» R — Alt"

es un morfismo de casi—cuantales, y por tanto Id(R) — filt””” es un subcasi—
cuantal de R — filt°??.
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(5.1.8) Nota. Sea R un anillo conmutativo y noetheriano. Como se ha pro-
bado en (5.1.5), la composicién de filtros uniformes en R tiene la propiedad
conmutativa, como la interseccién de abiertos en una topologia.

A cada filtro uniforme jansiano £; de R le podemos asociar el abierto
D(Lr)=D(I)={P € SpecR; P& Ls}
de SpecR. Si L; y L; son filtros uniformes jansianos en R, entonces
D(LroLy) € D(Lr)ND(Ly) ,

dado que L;o L contiene a Ly y a L;. Reciprocamente, sea P un elemento
de D(L;) N D(Ly), y supongamos que P pertenece a L; o L; = L;;, esto
es, IJ C P. Entonces o bien I C P, o bien J C P, y ambas afirmaciones
contradicen que P € D(L;) N D(Ly).

Luego D(LroLy) = D(L1)ND(Ly), y en este sentido la composicién de filtros
uniformes puede ser considerada como una generalizacion de la interseccién
de abiertos de la topologia de Zariski.

(5.1.9) Ejemplo. Sea R noetheriano a izquierda y consideremos el reticulo
(R—£ilt®)oPr constituido por todos los filtros uniformes simétricos en R par-
cialmente ordenado por la inclusién inversa. Como se ha probado en (3.1.30),
(R — filt®)?? es un subreticulo de R — filt””, y por ser R noetheriano a
izquierda, la composicion de filtros uniformes simétricos es un filtro unifor-
me simétrico. Por tanto la composiciéon es una operacion binaria asocia-
tiva en (R — filt®)?? que tiene como elemento neutro al filtro uniforme
simétrico { R}. Ademads, puesto que el supremo de una familia arbitraria en
(R — filt®)?Pr coincide con el supremo tomado en R — filt” (es la intersec-
cién de filtros uniformes), se verifican las condiciones (5.1.1.1) y (5.1.1.2), y
se puede concluir que (R — filt®)?? es un subcasi-cuantal de R — filt°”.

(5.1.10) Si £ es un filtro uniforme, entonces el intervalo
[L,{R}={H € R—filt?? ; LD H}
es un subcasi—cuantal de R — filt°"" si, y sélo si, es cerrado para la composi-
cion.
Por otra parte, el intervalo

(Lo, L] = {H € R—filt™ ; H D L}

es siempre cerrado para la composicién, la interseccién y el infimo de cual-
quier familia tomado en R — filt’’?. Sin embargo no es un casi—cuantal,
porque el elemento superior £, en general, no es el elemento neutro de la
composicion. Esto motiva la siguiente definicién.
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(5.1.11) Definicién. ([17]) Sea £ un filtro uniforme en R. Se dice que un
filtro uniforme # (que contiene a L) es L—Gabrielsi LoH =H oL ="H.

Claramente un filtro uniforme H es de Gabriel si, y sélo si, es L-Gabriel para
todo filtro uniforme £ contenido en .

(5.1.12) Ejemplo. Sea £ un filtro de Gabriel en R. El conjunto C. de
todos los filtros uniformes H en R que son £L—Gabriel es un reticulo completo
parcialmente ordenado por la inclusién inversa, pues en efecto, si {H,}aca
es una familia de filtros £L—Gabriel, entonces

Lo NHa=()LoHa=)Ha:

acA acA acA

y por otro lado

mHag(mHa)oﬂg m(%aoﬁ):m%aa

a€A a€A a€A acA

esto es, la interseccién (1),. 4, H, también es un filtro £L-Gabriel, lo que implica
que el supremo en R — filt?”? de la familia {#,}.ca pertenece a C.. Si H
y H' son filtros £L-Gabriel, entonces, dado que £ es un filtro de Gabriel, el
filtro uniforme

Lo(HANH)oL

(donde el infimo A estd tomado en R — filt””) es L—Gabriel. Cualquier otro
filtro £L-Gabriel que contenga a H y a ‘H' también contiene a Lo (HAH')o L,
de donde se concluye que Lo (HAH')o L es el infimo de H y H' en Cp.
Por otra parte, la composicién de filtros es una operacion binaria asociativa
en C., pues si H y H' son filtros £-Gabriel, entonces

HoH oL =HoH =LoHoH .

El elemento neutro de la composicién en C es el elemento superior £. Como
consecuencia de que el supremo en C coincide con el supremo en R — filt”"",
se verifican las condiciones (5.1.1.1) y (5.1.1.2), y por lo tanto C. es un casi—
cuantal, aunque no es un subcasi—cuantal de R—filt°’? puesto que el elemento
superior en C, es L.

Si L = {R}, entonces C. es el casi—cuantal R — filt”” pues todo filtro
uniforme es { R}-Gabriel por definicién.

(5.1.13) Ejemplo. De manera similar, si R es noetheriano a izquierda y

L es un filtro de Gabriel simétrico, entonces el reticulo Cg) de los filtros
L—Gabriel simétricos parcialmente ordenado por la inclusion inversa es un
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subreticulo de C,. En efecto, la interseccion arbitraria de filtros £—Gabriel
simétricos pertenece a Cg) y si H y H' pertenecen a Cg), entonces el infimo
Lo(HANH)oL deH y H tomado en C., también es un filtro L-Gabriel
simétrico.

Ademas, Cg) es cerrado para la composicién (ver (3.1.30)) y el elemento

superior L € CEZ) es el elemento neutro. Dado que el supremo en CEZ) de una
familia de filtros £L—Gabriel simétricos es la interseccién de los elementos de
la familia, las condiciones (5.1.1.1) y (5.1.1.2) se heredan del casi-cuantal Cg,

lo que implica que Cg) es un subcasi—cuantal de Cy.

En general Cg) no es un subcasi-cuantal de (R — filt®)??? pues el elemento
superior de Cg) es L.

Si L es el filtro de Gabriel simétrico { R}, entonces C(EQ) = (R — filt®)orr,

(5.1.14) Ejemplo. Sea I un ideal bilatero idempotente de R. Entonces el
filtro uniforme jansiano L; es un filtro de Gabriel pues, como se ha probado
en (3.1.25),

£10£]:£]2:£1.

Denotemos por CJ*" al conjunto de los filtros uniformes jansianos £, de tal
manera que JI = IJ = J, o equivalentemente, al conjunto de los filtros
jansianos £;—Gabriel. De la misma manera que en el ejemplo anterior, C7*"
es un subreticulo de Id(R) — filt””” con L£; como elemento superior. Dado
que C"" es cerrado para la composicién y el supremo viene dado por la
interseccion, el reticulo C}"m dotado con la composicion es un subcasi—cuantal

de Cg). Ademas, puesto que Id(R) — filt’?? es un cuantal, la igualdad en la
propiedad (5.1.1.2) se verifica también para familias arbitrarias de elementos
de C7*", luego C3*" es un cuantal.

(5.1.15) Un elemento W # 1 de un casi—cuantal C se dice que es primo si,
siempre que U & V < W, se tiene que o bien U < W o bien V < W. Si U
es un elemento de C, se define el radical de U, y se denota por U, como el
infimo de la familia de elementos primos de C que contienen a U. El radical
de U siempre supera a U.

Un filtro uniforme en R se dice que es primo* si es un elemento primo del
casi-cuantal R — filt’”” (ver [21]). Si L es un ideal a izquierda maximal de R,
entonces Ly, es un filtro uniforme primo*. En efecto, si £, estd contenido en
la composicion LoH, entonces existe un ideal a izquierda H € H conteniendo
a L tal que (L : r) € £ para cada r € H. Si L = H, entonces Ly, C H.
En caso contrario, por ser L maximal, H tiene que coincidir con R, y en
particular, para 1 € H, el ideal a izquierda L = (L : 1) € L, luego L, C L.
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Por otra parte, si P es un ideal primo bilatero del anillo noetheriano a iz-
quierda Ry el filtro uniforme (jansiano) Lp estd contenido en la composicién
de los filtros uniformes simétricos £ y #H, entonces P € Lo H y, por (3.1.33),
existen elementos L € L resp. H € H tales que LH C P. Como P es primo,
se puede concluir que o bien L C P y de ahi Lp C L, o bien H C P y por lo
tanto Lp C H. Luego Lp es un elemento primo de (R — ﬁlt(Q))"”” y también
de Id(R) — filt”?.

Muchas propiedades de los filtros primos* se pueden ver como particulariza-
cién al casi—cuantal R — filt””” de sus andlogas en un casi-cuantal genérico.

(5.1.16) Proposicién. ([6]) Sea C un casi—cuantal. Si U, V son elementos
cualesquiera de C y {U;};cr es una familia de elementos de C, entonces

(5.1.16.1) si U <V, entonces VU < VV;
(5.1.16.2) VU = VU;

(5.1.16.3) \/m Y/ Vier VUi
(5.1.16.4) VU &V =VUAVV.

Demostracion. SiU <V y W es un elemento primo de C de manera que
V < W, entonces U < W, de donde se tiene que

\/ﬁ:/\{W; U<Ww, Wprimo}g/\{W; V<W, Wprimo}:\/v'

Esto implica que si U es un elemento de C, dado que U < /U, entonces

VU < VVU. Por otro lado, si W es un elemento primo de £ tal que
U < W, entonces VU < W, de donde se concluye que

VU = /\{W, U <W, W primo} > /\{W, VU < W, W primo} = m .

Un elemento primo de C supera al supremo de la familia {U; };¢; si, y sélo si,
supera a cada uno de (los radicales de) sus miembros, esto es, si, y sélo si,
supera al supremo de la familia {\/U; };c;. Por lo tanto

\/%:/\{VW \/Uz‘SW, W primo} = \/\/ﬁz

el el

Dado que en un casi—cuantal el producto de un par de elementos es menor
que cada uno de ellos ((5.1.2)), por (1) se tiene que VU & V < VUAVV. Si
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W es un elemento primo de C tal que U & V < W, entonces o bien U < W
o bien V' < W, de donde se concluye que

VUAVYV = N{W; W primoy U< W oV <W}<VU &V |

O

(5.1.17) Ejemplo. Sea C un casi-cuantal, y denotemos por v/C al subcon-
junto de elementos radicales de C, esto es, de elementos W € C tales que
VW = W. El orden parcial de C induce un orden parcial en v/C.

Por otra parte, dada una familia {U;};c; de elementos de C, por (5.1.16.2)
\/V,er Ui es un elemento radical, y si V' es un elemento radical tal que U; < V'
para cada i € I, entonces \/,_, U; <V'y

NU<VV =V,
el

luego /\/;c; Ui es el supremo de la familia {U;}c; en V/C. Por tanto, V/C es
un reticulo completo.

El infimo en C de un par de elementos U y V de v/C, en virtud de (5.1.16.4),

viene dado por
UANV =VUAVV =VU &V,

esto es, el infimo en C de dos elementos radicales también es un elemento
radical, y por lo tanto el infimo de cualquier familia finita de elementos de
V/C coincide con el infimo tomado en C.

Ademas, si U es un elemento radical y {V;};c; es una familia de elementos

de v/C, entonces
un [\ Vi=voun |\/Vi,
icl iel

y por (5.1.16.4), este elemento coincide con

U & \/Vi.
el

Dado que C es un casi—cuantal,

v& \[Vi=\JU &V,

el el
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y por (5.1.16.3)

VU & V= \/m:\/\/ﬁAm: \UAV;.

el el el el

Luego v/C es un local.

En general, aunque conserva el orden de los elementos y el infimo de cualquier
familia finita, la inclusién v/C — C no es un morfismo de casi—cuantales.

En virtud de (5.1.16.1), la aplicacién
V-iC—VC; U— VU

también conserva el orden de los elementos. Para cada par de elementos U
y V de C, se tiene que VU AV > VU & V = VU AVV, y por otra parte,
VUANV L \/U/\\/Vpuesto que \/U/\VS\/Uy\/U/\VS\/V, luego

VUANV =VUAVY .

Por (5.1.16.3), el supremo en v/C de la familia {\/U;}ic; es el radical del
supremo \/,.; U; tomado en C, lo que implica que /- es un morfismo de
reticulos. Ademds, el radical del elemento superior es el propio 1 (pues dado
que 1 no es primo, la familia de primos que lo superan es vacia), y el radical
del producto de dos elementos U y V es el infimo (el producto en el local v/C)
de sus radicales (por (5.1.16.4)), de donde se concluye que /- es un morfismo
de casi—cuantales.

5.2. Haces en un casi—cuantal

Para representar al anillo R por medio de un haz definido sobre un casi—
cuantal, se ha optado en esta secciéon por una construcciéon dual a la que
se detalla en (1.1.18), en términos de secciones y abiertos donde coinciden
dichas secciones al estilo de [5, 6, 8, 27, et al. ].

(5.2.1) Definicién. Sea C un casi—cuantal. Un haz débil sobre C es un par
(A,[- = ]) formado por un conjunto A, a cuyos elementos nos referiremos
como a los generadores, y una aplicacion

[=]:AxA—C

(que describe las relaciones entre los generadores) de manera que para cada
par de elementos a y ¢ de A, se satisfacen las siguientes condiciones:
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(5.2.1.1) Vycula=0b & [b=c]=[a=];
(5.2.1.2) \,culb =] & [a =b] = [c = a].

Un haz sobre el casi—cuantal C, o C—haz, es un haz débil (A, [- = -]) en el que
se verifica [a = a] = 1 para cada a € A.

Como se ha visto en (5.1.8), la nocién de casi—cuantal es una generalizacién
de la topologia de Zariski del espectro de un anillo conmutativo. En este
sentido, la igualdad [a = b] puede ser interpretada como el abierto donde las
secciones a y b coinciden.

(5.2.2) Ejemplo. Sea £ un filtro de Gabriel en R y M un R-médulo a
izquierda. Consideremos la aplicacion del producto cartesiano M x M en el
casi—cuantal C, dada por

[m = ml] =Lo ‘CAnn%(

yoLl

m—m/

para cada m y m' pertenecientes a M, donde £ Annl( es el filtro uniforme

m—m')
generado por el ideal a izquierda Ann’,(m — m') (ver (3.1.25)). Dado que £
es un filtro de Gabriel, £ o H o L es un filtro £L-Gabriel para cualquier filtro
uniforme #, y en particular para H = Lxn0 (m—m)-
El par (M,[- = ‘]) es un C,~haz. En efecto, si m y m’ son dos elementos de
M, entonces el supremo en C. de la familia {[m = m"] o [m" = m/|},rem es

la interseccién
m ;C O ‘CAIlan(mfm”) O E O E o ‘CAnniQ(m”fm’) o »C y
mNGM

que estd contenida, tomando m” = m’, en

Lo Lpnnt oy ©LoLOLroL=L0Lyut oy L=[m=m].

Por otra parte, para cada m” € M el anulador
Annk(m —m') = Ann(m —m” +m" —m/)

contiene a la interseccién Ann’,(m — m) N Ann’,(m” — m'), y como ambos
ideales a izquierda en dicha interseccion pertenecen a

LAnn%(mfm”) © LAnna{(m”fm’) g LAnn%(mfm”) oLoLo LAnna{(m”fm’) ’

Por lo

m—m

se tiene que Annk(m —m') € L Anniy(
tanto,

”)O‘CO‘CO’CAnn%(

m”fm’) .

‘CAnn%(mfm’) g ‘CAnn%(mfm”) oLoLo ‘CAnan(

m!'—m')
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y esto implica que
[m = ml] =Lo £Anan(
C LoﬁAnan( ) Oﬁo‘COEAnn%(

Dado que m” ha sido tomado de manera arbitraria, se puede concluir que
[m =m/] C ", eplm =m"] o [m" =m'], y esto prueba la igualdad

yoL

m—m/

m—m/' m//_m/) e] £ = [m = m”] O [m” = m,] .

[m =m'] = \/ m=m"] & [m" =m'] .

m'"eM

Una vez que se ha probado (5.2.1.1), la condicién (5.2.1.2) se satisface auto-
maticamente, pues de la manera en que se ha definido la aplicacién [- = -],
se tiene que [m = m'] = [m' = m] para todo par de elementos m y m' de M.
Ademads, [m =m] = Lo Lro L = L para cada m € M, luego (M,[- = -]) es
un haz sobre el casi—cuantal C,.

En particular, si £ es el filtro de Gabriel {R}, entonces el par (M,[- = -]),
donde [m =m/| = ﬁAnan( para todo m y m' pertenecientes a M, es un
haz sobre R — filt”"”.
De manera similar se puede asociar a cada R-moddulo a izquierda un haz
con valores en el casi—cuantal de filtros uniformes simétricos resp. de filtros
uniformes jansianos:

m—m')

(5.2.3) Ejemplo. Sea R un anillo noetheriano a izquierda. Si £ es un filtro
de Gabriel simétrico y M es un R-modulo a izquierda, podemos considerar el
par (M, [- = -]®) donde [ = ]®) es la aplicacién de M x M en el casi-cuantal
£g) dada por

oL,

[m = m/](2) =Lo £Anan(m—m’)*

donde Lyt ( es el filtro jansiano generado por Annk(m — m/)*, el

m—m’)*
mayor ideal bilatero contenido en el anulador Annk(m —m’). De la misma
manera que en el ejemplo anterior, [m = m’](2) es L—Gabriel, y por el le-
ma (3.1.30), [m = m/]® es un filtro £-Gabriel simétrico para todo m y m/
pertenecientes a M.

Por otra parte, si m, m’ y m” son tres elementos de M, la interseccién

Annb(m —m") N Annky(m” —m/) pertenece al filtro uniforme simétrico
‘CAnan(mfm”)* O E o »C O ‘CAnan(m”fm')* y

y dado que Annk(m — m’) contiene a Annk(m — m"”) N Annl(m” — m/) |
el ideal bilatero Ann’(m — m/)* también pertenece a dicho filtro uniforme
simétrico. Luego

‘CAnan(mfm’)* g ‘CAnan(mfm”)* oLoLo ‘CAnan(

m!’ —m!)*
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y por tanto [m = m/|® C [m = m"]@ o [m" = m']®. Como m” es un
elemento arbitrario de M, esto implica que

[m _ m/](Z) C \/ [m —m" (2) & [m// _ m/](Z) ,
mNGM

y dado que la otra inclusién siempre es cierta (tomando m" = m'), se tie-
ne que m y m” verifican la condicién (5.2.1.1). La condicién (5.2.1.2) es
consecuencia de (5.2.1.1), porque [m = m']® = [m' = m]®

Por otra parte, [m = m|®) = Lo Lo L = L para todo m € M, con lo que
se prueba que (M,[- = -]®) es un haz sobre el casi-cuantal Cg)

En particular, si I es un ideal bildtero idempotente y L es el filtro de Gabriel
jansiano Lj, entonces para cada par de elementos m y m’ de M, el filtro

m=m'® =L;0L,,. L oLy

m—m')*

es un filtro £;—Gabriel jansiano, y puesto que el infimo de una familia en

CJ*" es también la interseccién de sus elementos, (M, [- = -|®) puede ser
considerado como un haz sobre el cuantal C7*".
Si L es el filtro de Gabriel simétrico { R}, entonces el haz (M,[- = -]@) del

ejemplo anterior es un haz sobre el casi-cuantal (R — filt®))orr,
Ademis, dado que en ese caso [m = m']?) = LAt (m—m)- €s un filtro jan-

siano, [- = -](2) se puede considerar como una aplicacion de M x M en
Id(R) — filt”” y el par (M, [- = -]?) es un Id(R) — filt"”"~haz.
(5.2.4) Definicién. ([6, 17]) Sean (A,[- = -]) y (B, [ = ‘]) haces sobre el

casi—cuantal C. Un premorfismo de C-haces

frAl=])—B[=1]

es un par de aplicaciones

[ff=]:AxB—C , [=f]:BxA-—C

de manera que para cada a y ¢’ en A y para cada b en B, se satisfacen las
siguientes condiciones:

(5.24.1) Voo = '] & [fa" = b] = [fa = b}
(5.2.4.2) \, oulb = fa"l & 0" =a] > [b= fa;
(5.2.4.3) Vyeplb=V]& [V = fa] =[b= fa;
(5:24.4) Vyeplfo—¥] & [ = 1] = [fa = b
(5.2.4.5) la=d]<Vplfa=01&[b=fd]
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Con el objeto de definir la categoria de C-haces, siendo C un casi—cuantal, se
introduce a continuacion la nocién de precategoria.

(5.2.5) Definicién. Una precategoria D esta formada por una clase de ob-
jetos ObjD y por un conjunto de flechas D(A, B) para cada par de objetos
Ay B, de tal manera que existe una aplicacion composicion de flechas

D(A, B) x D(B,C) — D(A,C)

para cada terna de objetos A, By C, y una flecha distinguida ids € D(A, A)
para cada objeto A.

(5.2.6) SiC es un casi-cuantal, entonces los C-haces y los premorfismos de

C-haces f : (A,[- =]) — (B,[- = *]) tales que para cada a € A existen
be y b, pertenecientes a B con [fa = b,] = [0}, = fa] = 1, constituyen una
precategoria, como se prueba a continuacion:
Si (A,[- = +]) es un C-haz consideremos como flecha distinguida id4 al pre-
morfismo (A, [- =:]) — (A,[ = ]) dado por

[idaa = d'] = [a = d'] = [a = idad]

para cada a y a' pertenecientes a A.

Porotrolado,si f: (A, =]) — (B, =-])yg: (B,[- =) — (C,[-="])
son premorfismos de C—haces tales que para cada a € A y b € B existen
elementos b,, b," € B resp. ¢, ¢’ € C' de tal manera que

[fa=ba] = b/ = fa] =1 resp. [gb=c;] =[c/ = gb] = 1,

entonces se define la composicion ¢gf como el premorfismo dado por las apli-
caciones

lgf-=1:AxC—C; [gfa=d=\/[fa=b&gh=d,

beB

[=gf]:CxA—C; [c:gfa]:\/[c:gb]&[b:fa].

beB
En efecto, gf satisface:
(5.2.4.1): para cada a € Ay cada c € C,

Via=a]&lofd =d=\ la=a]& \/[fa' =8] & [gb =]

a €A a €A beB

=V V(a=d]& [ =11 & [gh=]).

a'cAbeEB
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Por un lado \/ .4 V,ep(la = d'] & [fa' =b] & [gb = ¢]) es menor que

V V(le=d]&[fd =) & [gb =]

beB a/cA
=\/[fa=0]&[gb=d =[gfa=d],
beB
y por otra parte, dado que [a = a] = 1,
gfa=d=\/la=al &[fa=b] &[gh=]

beB

<\ V(a=al&fa =8 & [gb=c])

beBa'cA

(5.2.4.2): para cada a € Ay cada c € C,

Vie=gfal&ld =a=\ (V=g &b =fd]) & [d =]

a'€A a'€A bEB

>\ V(c=gbl &b = fa] & [a' = a])

a'€AbeEB

=\lc=gtl & \/[b=fa] & [d =d]

beB a’'€A

>\/ &lb= fal=[c=gfa].

beB

(5.2.4.3): para cada a € Ay cada c € C,

\/[c:c']&[c':gfa]:\/ &\/ & [b= fa

=V V({e=dl&[d =gb] & [b= fa]) .

Por (5.1.1.2),

V Ve=d1&[¢ =gbl & b= fa])

c'eC beB

<V (V=& =gb]) & [b= fa]

beB c'eC

_\/c_gb b= fa|=[c=gfa],

beB
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y reciprocamente, dado que [c = ¢] = 1,

e =gfal=\/le=gbl & [b= fa] = \[[c =] & [c = gb] & [b = fa]

beB beB

<V Ve=c]&[d =gb] & b= fa]) .

beB c'eC

(5.2.4.4): para cada a € Ay cada c € C,

Vigfa=d1& [ ==\ (\/[fa=b] & [gb=¢)) & [ = ]

>\ V(lfa=b&[gh=¢]&[d =)
=\Ilfa=b & \/lgp=C¢]& [ =
>\/[fa=b & [gb=d =[gfa=d].

(5.2.4.5): para cada par de elementos a y ' de A,
Vlgfa=d&[c=gfd]

=\ (Vlfa=t&lgh=d) & (\/[c=g¥) & [V = fa)
>V V V(lFe=b&lgh=c & e=gt] & [ = fa]) .

Por (5.1.1.1) y (5.1.1.2),
\/ \/ \/([fa:b] &lgh=c] & [c=gt] & [V = fd'])

<V Vo=t (VI =d & =) & I = fa).

y por otra parte, dado que existen elementos b, v b, en B de tal manera que
[fa=by] = [b,' = fd'] =1, se tiene que

\lgb =] & [c = gV

:Vl&[gb:c]&[c:gb']&l

<\/'V V{fa=bl&lgh=d & [c=gb] & [/ = fa]) ,

ceCbeBbeB
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de donde se concluye que

V'V V{fa=b & lgb=c & [c=gb] & [t = fa'])

=\/ \ (fa=01& (\lgb=c] & [e=g¥)) & [V = fa))
>\/ \ (fa=bl&[p=V]& [t = fa'))
>\/(fa=b] &1 & [b=fa]) >[a=a].

(5.2.7) Toda precategoria D tiene una categoria envolvente asociada D’
cuyos objetos son los objetos de D y cuyos conjuntos de morfismos son los
conjuntos cocientes

HomD/(A,B) == M y

~J

donde “~” es la clausura transitiva (esto es, g ~ h < g = --- = h) de la
relacion (reflexiva y simétrica) “~” en D(A, B) dada por f =~ f'si, y sélo si,
existe una cadena de flechas

A=Ay Luoa, Ly 4, =B

tal que tanto f como f’ son composicién de ida, f1,ida,, fo, ..., fn e idp (en
ese orden), aunque algunas flechas distinguidas puedan o no aparecer en las
descomposiciones de f o f’, y dichas composiciones para f y para f' puedan
calcularse asociando las flechas de diferente manera.

En efecto, la relacién “~” es de equivalencia, y ademas es compatible con
la composicién de flechas en D, es decir, si A, B y C son objetos de D,
f~f eDAB)yg~g € D(B,C), entonces gf ~ ¢'f'. De esta manera
podemos definir la composicion de clases de equivalencia de flechas como la
clase de la composicién de flechas.

Por otro lado, si A, B, C'y D son objetos de Dy f € D(A, B), g € D(B,C)
y h € D(C, D), entonces

luego D’ es una categoria.

(5.2.8) Si Dy & son precategorias, un funtor F : D — £ (entre preca-
tegorias) asigna a cada objeto A de D un objeto FA de &, y a cada par de
objetos A y B de D una aplicacién

F:D(A,B) — E(FA, FB)
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tal que la imagen de la flecha distinguida id4 es la flecha distinguida idz4 y
la imagen de la composicion de flechas es la composicién de las imagenes de
dichas flechas.

Si D es una precategoria y D’ es su categoria envolvente, existe un funtor
P : D — D' que a cada objeto de D le asigna el mismo objeto en D’ y que
se comporta como la proyecciéon canonica

D(A, B)

~J

D(A, B) — Homp/(A, B) =

entre los conjuntos de flechas.

(5.2.9) El par formado por la categoria envolvente D' y el funtor P satisface
la siguiente propiedad universal: Si £ es una categoria y F : D — £ es un
funtor, entonces existe un tnico funtor (entre categorias) F' : D' — & tal
que F'P = F.

En efecto, 7' : D' — £ que a cada objeto A de D’ le asigna FA y tal que,
para cada par de objetos A y B, la aplicacién

Homp (A, B) 25 Home(F' A, F'B)
es la factorizacion por el conjunto cociente de la aplicacién
D(A, B) 25 Home(FA, FB) ,

es el unico funtor de D’ en £ tal que F'P = F.

Como consecuencia, si D y £ son precategorias y F : D — £ es un funtor,
entonces podemos considerar el funtor PF de D en la categoria £ envolvente
de &, y por la propiedad universal de la categoria envolvente de D, existe un
unico funtor F' entre las categorias envolventes D' y £’ de tal manera que el
diagrama,

D——=¢&
L
D! = g

es conmutativo.

(5.2.10) Definicién. Sea C un casi—cuantal. Se llamard categoria de ha-
ces sobre el casi—cuantal C, y se denotara por S¢, a la categoria envolven-
te de la precategoria cuyos objetos son los C-haces y cuyas flechas son los
premorfismos de C-haces f : (A4,[- = :]) — (B,[- = ‘]) con la propie-
dad de que para cada a € A existen b, y b, pertenecientes a B tales que
[fa=0b,] = [b,) = fa] = 1.
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(5.2.11) Ejemplo. Sea £ un filtro de Gabriel en Ry f : M — N un
homomorfismo de R-mdédulos a izquierda. Las aplicaciones [f- =]y [ = f']
de M x N, resp. N x M en C; dadas por

[fm = n] = [TL = fm] =Lo ‘CAnan(f(m)fn) oL
definen un premorfismo de C,—haces

frM =) — (N[ =)

En efecto, para todo m perteneciente a M y todo n perteneciente a N, el
filtro uniforme £ o L1t (p(m)—n) © £ €s L-Gabriel.
Dados dos elementos m € M y n € N, la interseccién de filtros uniformes

ﬂm’eM[m =m'] o [fm’ = n] estd contenida en

[m=m]o[fm=n]=LoLroLoLoLyy oL =[fm=n].

(m)—n)

Por otra parte, para cualquier elemento m' de M, el anulador Ann’(f(m)—n)
contiene a la interseccién Annk (m—m')NAnn’,(f(m')—n), y dado que dicha
interseccion pertenece al filtro EAnan(m_m,) oLoLo EAnan(f(m,)_n), se tiene
que

L pnnty(rom)—n) S Lannyom—mn) © L0 L0 Lyt (5nty-—n) -
Por lo tanto [fm = n] C [m = m/] o [fm' = n] para todo m' € M, de donde
se concluye que [fm =n] C (), cplm =m/] o [fm' =n].

De forma similar, también se verifican las propiedades (5.2.4.2), (5.2.4.3)
y (5.2.4.4), e incluso las igualdades en (5.2.4.2) y en (5.2.4.4).

Al ser (N,[- =-]) un haz, si m y m’ son elementos de M entonces
(Ylrm=nloln=fm')=[f(m)= f(m)]
neN

por la manera en que han sido definidas [f- = -] y [ = f+]. Como el anulador
Annl,(m — m') estd contenido en Ann’(f(m) — f(m')), se tiene que

[m = m,] = EoﬁAnan(m—m’)OE 2 EoﬁAnn%(f(m)—f(m’))OE = [f(m) = f(m,)] ’

de donde se sigue (5.2.4.5).
Ademads para cada m € M existe un elemento n € N (el propio n = f(m))

tal que
[fm=n]=[n=fm]|=LoLroL=L.

Dado un R—modulo a izquierda M, el premorfismo de C.—haces que induce
el homomorfismo identidad en M viene dado por

lidyym =m'] = [m =m/] = [m = idym/]
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esto es, coincide exactamente con la flecha distinguida correspondiente al haz
(M, [ =]).

Por otra parte, si f : M — N y g : N — P son homomorfismos de
R-modulos a izquierda, entonces la composicion gf de los premorfismos de
Cc—haces f : (Ma[ = ]) — (Na[ = ]) Yy g: (Na[ = ]) — (Pa[ = ])
es el premorfismo go f : (M,[- = -]) — (P,[- = -]) correspondiente a la
composicion go f : M — P. Efectivamente, para cada m € M y cada
p € P, el filtro uniforme

lgfm=p]= ()[fm=nlolgn=p] = [[f(m)=n]o[g(n) =p]

estd contenido en [g(f(m)) = p] = [(go f)m = p] (tomando n = f(m) en la
interseccién). Reciprocamente, el anulador Ann',(g(f(m)) — p) contiene a

Annf(g(f(m)) — g(n)) N Anng(g(n) —p) 2 Anng(f(m) —n) N Anng(g(n) —p)

para cada n perteneciente a N. Luego

L annty (g m)—p) € Lannty(7(m)—n) © L0 L O Lannly (g(n)—p) -

y esto implica que [g(f(m)) = p] C [fm = n] o [gn = p], de donde se tiene
que

[(go fim=p] =[g(f(m)) =p] C (\[fm=n]olgn=p]=[gfm=0p].

neN

De la misma manera se comprueba que [p = gfm| = [p = (go f)m].

Por lo tanto, se obtiene un funtor de la categoria R —mod en la precategoria
de haces sobre el casi—cuantal C, y, mediante composiciéon con el funtor pro-
yeccién, un funtor de R —mod en la categoria de haces sobre C; que asigna a
cada R-mddulo a izquierda M el haz (M, [- = -]), y a cada R-homomorfismo

f: M — N el morfismo que tiene como representante al premorfismo de
haces f: (M,[ =-]) — (N,[- = ]).

Si en el ejemplo anterior consideramos £ = { R}, entonces se tiene un funtor
de R — mod en la categoria de haces sobre el casi—cuantal R — filt°”? que
a cada R—moédulo a izquierda M le asigna el R — filt””?~haz (M,[- =-]) vy a
cada homomorfismo de R—méddulos f : M — N el morfismo de haces que
tiene como representante al premorfismo

De forma similar se puede definir un funtor de R — mod en la categoria de
haces sobre el casi—cuantal de los filtros uniformes simétricos:
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(5.2.12) Ejemplo. Sea R un anillo noetheriano a izquierda y £ un filtro de
Gabriel simétrico en R. Para cada homomorfismo de R—moddulos a izquierda
f: M — N, las aplicaciones dadas por

[fm — n](?) — [n — fm](Q) — LOﬁAnan(f(m)—n)* O£

definen un premorfismo de C2)-haces f : (M, [ = :]@) —s (N, [ = -]@).
En efecto, puesto que R es noetheriano a izquierda, la composicién de filtros
uniformes simétricos es un filtro uniforme simétrico, y dado que £ es un filtro
de Gabriel, [fm = n]® = [n = fm]® es un filtro £-Gabriel simétrico para
todom € M y todon € N.

Sim €M y n € N, entonces la interseccion

M [n=n1® o0 = fm]®

n'eéN

estd contenida en [n = fm]®. Por otro lado, para cada n’ € N, el anulador
Annby(f(m) — n) contiene a la interseccién

Annb(f(m) —n')* N Annk(n' —n)*,
y por lo tanto pertenece al filtro uniforme simétrico
£Anan(f(m)—n’)* oLoLo LAnn%(n’—n)* .

Luego el ideal bilatero Ann’(f(m) — n')* también pertenece a dicho filtro,
de donde se tiene que

‘CAnn%(f(m)fn’)* C ‘CAnan(f(m)fn’)* oLofLo ‘CAnan(n’fn)*

Esto implica que [fm = n]® C [fm = n'|? o [n' = n|?®, de donde se
concluye, por la arbitrariedad con la que se ha tomado n’, que

[fm =n]® C ﬂ [fm=n?on =n]® .

n'eéN

De la misma manera se prueba la igualdad en (5.2.4.1), (5.2.4.2) y (5.2.4.4).

Por la forma en que se ha definido [f- = :]® = [ = f]®, y puesto que
(N,[- = -]®®) es un haz, para todo par de elementos m y m' de M, se tiene
que

m [fm = n]@) o[n= fm’](Q) = [f(m) = f(ml)](Q) .

neN
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Como el anulador Annk(m — m') estd contenido en Annk(f(m) — f(m')),
también se tiene la inclusion Ann’(m —m')* C Annl(f(m) — f(m"))*, y esto
implica que

Vi =l oo = ol € b= i,

neN
esto es, que las aplicaciones [f- = -]® y [- = f-]® definen un premorfismo
fio(M,[ =]%) — (N,[- =-]®) de haces sobre el casi—cuantal C(EZ).

Ademas, dado m € M, siempre existe un elemento n = f(m) € N tal que
Annk(f(m) —n) = R, y de ahi,

[fm=n]® =[n=fm® =L

En particular, si I es un ideal bilatero idempotente y L es el filtro de Gabriel
jansiano L, entonces

[fm = n] = [n = fm] = ‘CI © ‘CAnn%(f(m)fn)* © ‘Cl

es un filtro £;—Gabriel jansiano para cada m € M y cadan € N,y

se puede considerar como un premorfismo de haces sobre CJ*".

De la misma manera que en el ejemplo (5.2.11), el homomorfismo identidad
de un R-médulo a izquierda M induce la flecha distinguida del Cg)fhaz
(M, [ = .](2))_

Sif:M — Nyg: N — P son homomorfismos de R-mddulos, entonces
para cadam € M y cada p € P,

lgfm =p|® = [ [fm =n]? o [gn = p|®
neN

esta contenido en [g(f(m)) = p]®, por la forma en que han sido definidas
[f- = )@ y [g- = ]@®. Por otra parte, el anulador Annk(g(f(m)) — p)
contiene a

Annjp(g(f(m))—g(n))NAnng(g(n)—p) 2 Annf(f (m)—n)*NAnnf(g(n) —p)’
para cada n € N, luego Annk(g(f(m)) — p) pertenece al filtro uniforme
simétrico

L gnnty (7m)-ny- © £ 0 L0 Lannt (gn)—p) -
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Por lo tanto, Annk(g(f(m)) — p)* también pertenece a

‘CAnan(f(m)fn)* oLoLo ‘CAnan(g(n)*P)* ’

y de ahi que

lg(f(m)) =p]® € (\[fm =n]® o [gn =p]® =[gfm = p]”

neN

dado que [g(f(m)) = p]® C [fm = n]® o[gn = p|® para n escogido
arbitrariamente.

De forma parecida [p = gfm]® = [p = (go f)m]® para cada m € M y cada
p € P, y se concluye entonces que el morfismo de Cg)fhaces gf es el que
induce la composicion de homomorfismos go f : M — P.

(5.2.13) El ejemplo anterior prueba que si £ es un filtro de Gabriel si-
métrico en el anillo noetheriano a izquierda R, entonces asignando a cada

R-médulo a izquierda M el Cg)fhaz (M,[ = )@ y a cada homomorfismo
f: M — N el premorfismo f : (M,[- = ]@) — (N,[- = ]?), se define

un funtor de la categoria R — mod en la precategoria de C,(Cz)fhaces, y la
composicion de éste con el funtor proyeccion es un funtor de R — mod en la
categoria de Cg)fhaces que hemos denotado Sc(z).

L

En el caso particular en que L es el filtro de Gabriel simétrico { R}, se obtiene
un funtor de R — mod en la categoria de haces sobre (R — filt(®))orr,

Si I es un ideal bilatero idempotente de R y L es el filtro de Gabriel Ly,
entonces para cada homomorfismo f : M — N, el premorfismo de haces

puede ser considerado como un premorfismo de C;*"~haces. Dado que el
iy 1 . . 2

supremo de una familia en C9*" coincide con el supremo tomado en Cél), los

calculos del ejemplo anterior sirven para probar que el funtor de R — mod

en S, puede ser considerado como un funtor de  — mod en la categoria
Lr

de haces sobre el cuantal C;*".

5.3. El teorema de representacion

Sea C un casi—cuantal y consideremos el C-haz, que denotaremos por #, y
que tiene por conjunto de generadores a {x} de manera que [* = %] = 1.
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(5.3.1) Proposicién. ([6]) Para todo C—haz (débil) (A,[- = -]) existe un
tinico premorfismo de haces (A, |- = ‘]) — #. Por lo tanto el haz # es un
objeto terminal en la categoria de haces sobre el casi—cuantal C.

Demostracién. Sea (A,[- = -]) un C-haz. Las aplicaciones
fr= i Ax (s} —C, [fa=s= \la=da];
a'€A
[=f]:{x}xA—C, [x=fa]= \/[a':a]
a'€A
definen un premorfismo de haces f : (A,[- = -]) — #, pues, en efecto,

(5.2.4.1) para cada a € A,

\/[a:a']&[fa':*]:\/[a:a']& \/[a':a"]

a’'€A a’'€A a’"€A
= \/ \/ la=ad] & [a' = d"]
WEAarEA
=V la=dl=[fa=4;
a’"eA

(5.2.4.2) para cada a € A,

Vix=rfdl&ld =a=\/(\[a"=d]) &d =4

a’'€A a’'€A ad'cA
>\ V(0" = ] & [ = ]
acAad'cA
— V[0 =) =[x = fd]
a’eA

(5.2.4.3) y (5.2.4.4) se siguen de que [* = x| = 1, ya que, por lo tanto
k=] & [x=fa]=[x=fa] , [fa=x]&[x=x]=[fa=x];

(5.2.4.5) para cada a y o' pertenecientes a A,

fa= & s = fa)=(\/ la=a") & (\/ 0" = a))

al/eA allleA
>\ V (le=d") & 0" =)
al/eA allleA

> \/[a:a"]&[a":a']:[a:a'].

al/eA
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Ademads f es tnico, pues si h: (A, [- =:]) — # es el premorfismo dado por
las aplicaciones [h- = -] y [- = h-], entonces, dado que h verifica (5.2.4.1),

[ha = x| = \/[aza']&[hu'z*]ﬁ \/[a:a']:[fa:*],

a'€A a'€A

y por (5.2.4.5),

[fa=x]= \/[aza']ﬁ \/[ha:*]&[*:ha']g[ha:*],

a'€A a'€A
luego [fa = %] = [ha = %] para cada a € A. De manera similar se prueba
que [* = fa] = [* = ha] para cada a € A, y por lo tanto h = f. O
(5.3.2) Definicién. Sea (A,[- = -]) un haz sobre el casi—cuantal C. Una
seccion global de (A, [- = -]) es un premorfismo de C-haces
.f:#'_é(A7L:“D

tal que
(5.3.2.1) Vyealfx=d"l & [a" = a] = [f* = a];
(5.3.2.2) [a=f+] & [fx=d]<[a=d];

para todo a y a’ pertenecientes a A.

(5.3.3) Ejemplo. ([6, 17]) Si (A,[- = -]) es un haz sobre el casi-cuantal C
entonces todo elemento a de A define una seccién global f, dada por

(fox=d]=[a=d], [d =fx]=[d=a , VdeA.

En efecto, para cada a’ y a” pertenecientes a A,

(5.2.4.1):
b= 4] & [for = ] =0 = ] = [fux = ]
(5.2.4.2):
@ = fut) & [ =4 = [ = a] = [d = fur]:
(5.2.4.3):
\/ l[d'=d"] & [d" = f.x] = \/ d=d"&[d"=a=[d =a];
(5.2.4.5):
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(5.3.2.1):
V fox=dT&[a"=al= \[la=dT&[a" =a]=[a=0d];
(5.3.2.2):

[ = fux] & [fox =d"]| =[d = a] & [a =d"
< \/ [a/ :a///] & [a/// :a//] — [a/ — a//] ‘

" eA

(5.3.4) Proposicién. Sea M un R-mddulo a izquierda y L un filtro de
Gabriel (resp. £ un filtro de Gabriel simétrico en el anillo noetheriano a
izquierda R, resp. L = L un filtro de Gabriel jansiano). Entonces para cada
m € M, las aplicaciones dadas por

[ =m] = [m' = frx] = [m =m,
(resp.
e = m1® = [ = £, = [ = m]®)

definen una seccion global f,, del haz (M,[- = -]) sobre C. (resp. del haz
(M,[- = -|®) sobre C?, resp. del Ci*"~haz (M, ] = -]®)). Ademds, dos
secciones globales f,, y fm son iguales si, y sélo si, m =m en M/o.M.
Demostracién. Como se ha probado en (5.3.3), dado que (M,[ = -])
(resp. (M, [ = -]®), resp. (M,[- = -]?)) es un C,-haz (resp. un C\)-haz,

resp. un C“"~haz), f,, es una seccién global.

Si £ es un filtro de Gabriel y las secciones globales f,, y f, coinciden,
entonces

‘CAnan(mfm’) C Lo ‘CAnn%(mfm’) oL = [fm* = ml] = [fm’* = ml] =L )

luego Ann’y(m — m') € L, o equivalentemente, 7 = m’ en M/o:M.
Reciprocamente, si 7w = ™', entonces para todo m” € M se tiene que

Annk(m —m") D Annky(m —m') N Annl,(m' —m") € Lo L Aol (m! —my >

y por lo tanto £ Annl( y S Lo L Annl, (m—m)- Esto implica que

[fm* = m”] =Lo ‘CAnan(mfm”) oL - Lo ‘CAnan(m’fm”) oL = [fm’* = m”] )

e intercambiando los papeles de m y m/, que [fv* = m"] C [fx = m"]. De
la manera en que han sido definidas, se tiene que f,, = f,./, pues es claro que

[fk = m") = [ = frur] y [fr = m") = [ = frs].
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Sea ahora R noetheriano a izquierda y £ un filtro de Gabriel simétrico. Si
fm = fur, de manera similar al caso anterior,

_ 112 112
‘CAnan(mfm’)* C [fm* - m] - [fm’* - m] =L )

luego Annk(m —m')* C Annly(m —m') € Ly m = en M/osM.
Por otra parte, si Ann’,(m —m/) € L, entonces para todo m” € M,

Annby(m —m) D Annk(m —m/)* N Anng(m/ —m")* € Lo ﬁAnan(mI,mu)* ;

y dado que Lo EAnan( es simétrico bajo la hipotesis de que R es noe-

mlimll)*

theriano a izquierda (ver (3.1.30)), el ideal bildtero Ann’,(m —m")* también
pertenece a L o Lyt (g_pry-- Luego

LAnn%(m—m”)* C Lo £Anan(m’—m”)* ’

y esto implica que [f,*x = m"] C [fw* = m”]. De la misma manera, se
deduce que [frx = m"] C [fnx = m"] y por lo tanto f,, = fu.

Finalmente, sea I un ideal bilatero idempotente. Dado que todo filtro uni-
forme jansiano es en particular simétrico, los calculos para el caso simétrico
prueban que si m y m' son elementos de M, entonces las secciones globales
fo ¥ for del CJ*"~haz (M, [- = -]®) son iguales si, y s6lo si, m y m’' son el
mismo elemento en M /o, M. O

(5.3.5) Lema. Sea R un anillo noetheriano a izquierda y L un filtro de
Gabriel (resp. un filtro de Gabriel simétrico, resp. el filtro de Gabriel jansiano

generado por el ideal bildtero I). Si H es un elemento de C. (resp. de C(Ez),
resp. de CJ*") tal que VH = L, entonces H = L.

Demostracion. Consideremos en primer lugar el caso no simétrico. Si
suponemos que L estd contenido estrictamente en 7, entonces existe un
elemento L € H que no pertenece a L. Consideremos el conjunto (no vacio)
de ideales a izquierda de R que contienen a L y no pertenecen a £. Dado
que R es noetheriano a izquierda, este conjunto es inductivo, y por el axioma
de Zorn, tiene un elemento maximal K. Puesto que K no pertenece a L, el
filtro L—Gabriel £ o Lg o L contiene estrictamente a £. Ademas, Lo Lxgo L
es un elemento primo de C, pues si H' y H" son dos filtros £-Gabriel tales
que
LoLgoLlLCH oH",

entonces, en particular, K pertenece a H' o H", y por lo tanto existe un ideal
a izquierda H € H" conteniendo a K tal que (K :r) € H' para cada r € H.
Si H pertenece a L, entonces K € H' o L, y por lo tanto

LoLgolLCLoH oL=H".
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Si por el contrario H no pertenece a L, entonces por la maximalidad de K,
se tiene que H = K, y por tanto K € ‘H", de donde se sigue que

LoLgolLCLoH oL =H".

Dado que L. C K € H, el radical de H contiene a £ o Lg o L, pero esto
estd en contradiccién con el hecho de que vVH = £ pues £ o Lk o £ contiene
estrictamente a £. Luego £ = H.

Sea ahora £ un filtro de Gabriel simétrico (resp. el filtro de Gabriel jansiano
generado por el ideal bildtero ). De la misma manera que en el caso anterior,
si L estd contenido estrictamente en 7, entonces existe un ideal bilatero L
que pertenece a H y no pertenece a L. Como R es noetheriano a izquierda,
el conjunto de ideales bilateros de R que contienen a L y no pertenecen a
L es inductivo y no vacio, y por lo tanto tiene un elemento maximal P. El
ideal bildtero P es primo, pues si J y J' son ideales bildteros de tal manera
que JJ' C P, entonces (J + L)(J'+ L) C P. Si J+ Ly J + L pertenecen a
L, entonces

POJ+L)(J'+L)eLoLlL="CL,

que esta en contradiccion con que P no pertenezca a L. Luego o bien J + L
no pertenece a L, o bien .J' + L no pertenece a L, y por la maximalidad de
P,obien JCJ+LCP,obien J'CJ +LCP.

Por lo tanto, el filtro uniforme jansiano Lp es un elemento primo del casi—
cuantal (R — filt®®)? (vesp. de Td(R) — filt) (ver (5.1.15)), y si H' y H"
son elementos de C(EQ) (resp. de C;an) tales que el filtro £L—Gabriel simétrico
LoLpoL (resp. el filtro £L-Gabriel jansiano L; o Lp o L) esta contenido en
H' o H", entonces Lp también lo estd, y por lo tanto o bien

LoLpoLC LoH oL =H",
o bien
LoLpoLCLoH oL =H",

luego £ o Lp o L es un elemento primo de Cg) (resp. de CI*"). Puesto que
P € H no pertenece a L, se tiene entonces que L estd contenido estrictamente
en

LoLlpoLl CVH,
lo que contradice la hipétesis vVH = L. O

(5.3.6) Lema. Sea C un casi—cuantal y f : (A,[- =+]) — (B,[- = -]) un
premorfismo de C—haces. Entonces

(5.3.6.1) /la=d]=/[d =a];
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(5.3.6.2) Vyeplfa="0l=Vaeala=0a"Ty Vieplb = fa] = Vyeald” = dl,

para cada a y a" pertenecientes a A.

Demostracién. Dado que v/ : C — /C es un morfismo de casi-
cuantales,

Vie=d]= \/ [a=a"] & [a" = d]

=V Vie=aTa Vo=
— \/ [a// — a/] & [a — a//] — [a/ — a] .

Por otra parte, puesto que f satisface (5.2.4.1) y (5.2.4.5),

Vifa=t=V Vie=dl&[fa" =)

beB beBa''€A

=\ le=a"& \/[fa" =1

a’"€A beB

\/ [a = a"]

alleA

V Vo=t b= s

a"cAbeB

<\/lfa=1,

beB

IN

IN

y de manera simétrica,

\/b—fa \/\/b—fa" a’ = al

beB beBa'"€A

< \/ (Vb= rfa") & [a" =]

a"€A beB

< \/[al/:a]

al/eA

<V VU =& b= fd

a"€AbeB

<\/Ib= fd,

beB
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(5.3.7) Lema. ([6, 17]) Sea C un casi—cuantal. Si f es una seccién global
del C-haz (A, [ = ‘]), entonces:

(5.3.7.1) Ifx=da A[fx=0a] < /[a=0a], y de manera simétrica,
Vie=fInld = f+] < Vo =d];
(53.7.2) \Ifr=d = Va=77

para cada a y a' pertenececientes a A.

Demostracién. En virtud del lema (5.3.6), \/ ,c4[a" = f+] =[x =% =1
y por tanto

ViFs=dn Vi =al
=V Vo= PIAVIFs=d n Vi = B VI = d]

a'€eA

—\ VT =& = d AT = & [Fr =] .

a'€eA

Y

Dado que f satisface (5.3.2.2), este supremo es menor o igual que

V Vi =dn Ve =a]

a'€eA

= \/[a:a”]&[a”:a’]: [a=d] .

Simétricamente, por (5.3.2.2) y el lema (5.3.6),

Vie=fn ] = f4
=/ VE=FIA VI = @A VI = FA V=

=\ Vie=7d&fx=a]n Vo =[] & [fx=a']
<V V=@V =7]
= \/[a:a”]&[a”:a’]: l[a=ad].
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< \/< \/ [F+ =] & " = f+) & [ =a

al/eA

=V Vi =alaVIfr=a Ve =14

alleA

<\ Vie=aTaV[a" = f4]

alleA

=\ Vie=aT& 0" = f=]a=f4],

y simétricamente, \/[a = fx] < \/[f* = a], de donde se sigue la igualdad.
U

(5.3.8) Teorema. ([17]) Sea R un anillo noetheriano a izquierda y C el
casi-cuantal R — filt?” (resp. el casi-cuantal (R — filt)*? resp. el cuantal
Id(R) — filt°??). Si M es un R-mddulo a izquierda, y el filtro {R} es un
elemento compacto de C, entonces la aplicacion que asigna a cada elemento
m de M la seccion global f,, es una biyeccion entre M y el conjunto de
secciones globales del C—haz definido por M.

Demostracién. Dado que la {R}-torsién de M es el submédulo nulo, la
inyectividad es consecuencia de la proposicién (5.3.4).

Sea f una seccién global del haz asociado a M. Dado que f verifica (5.2.4.5),
se tiene que

() [f+=m] & [m = fx] =[x =+ = {R},

meM

y por ser { R} un elemento compacto de C, existen my, ..., m, € M tales que
ﬂ[f* =m;| & [m; = fx] ={R} .
i=1
Por (5.3.2.2), para cada par de indices distintos ¢ y j,
Annk(m; —m;) € [mi = my] C [my; = f¥] o [fx = mj]
C[m; = fx]o[f*x =mj]o[m; = fx],

y de ahi que existe un elemento L;; de [f* = m;] o [m; = fx] tal que

(Ann%(mi —mj):r) = Ann%(r(mi —mj)) € [m; = [+
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para todo r € L;;. Luego
n
Lj=()Lij € [f* = mj] o [m; = f+]
i=1
para cada j. Dado que
> Li € [+ =mylolm; = f+] = (R},
j=1 j=1
existe un elemento r; € L; para cada j, de manera que r; +---+17, = 1. Sea
m=rymqy+---+r,m, € M. Entonces
m; —m = (r1+---+rn)mi— (r1m1+---+rnmn)
= rl(mi — ml) + - +7“n(m, — mn) ,
lo que implica que
Annb(m; —m) D m Ann%(rj(mz- —mj)) € [m; = fx].
j=1

Luego [m; = m| C [m; = fx], de donde se concluye que

n

[fx=m]= () [fx=mo[m' =m] C(\f*=mjolm=m]

C s = milobmi = f4] = {R}
esto es, [f* =m] = {R}.
Por el lema (5.3.7), y dado que /[f*x =m] C [fx = m],
ViFe=ml = m=Fe = {R} .

Luego [m = fx| = {R} por el lema (5.3.5), y puesto que f verifica (5.2.4.3),
(5.3.2.1) y (5.3.2.2), de ahi se concluye que

[fm =m']=[m=m] C[m=f«lo[fx=m]=[fx=mT],

[fx=m]|C[fx=mlom=ml=[m=m']=[fpnx=m'],

y también que

[m' = fm] =[m' =m] C [m' = fx]o[fx =m]=[m = f],
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!

[m' = f+] C [m" =m]olm = f+] =[m'=m]=[m" = fns],

para cada m' € M, luego f = f,.
La demostracion para los casos simétrico y jansiano sigue exactamente estas
mismas lineas. O

(5.3.9) Nota. El filtro uniforme jansiano { R} es siempre un elemento com-
pacto del cuantal Id(R)—filt’?? ([6]), pues en efecto, si {I,}4ca es una familia
de ideales bilateros de R y

ER = {R} = m Ela = EZ(LEAI@ ?

a€A

entonces existen ciertos indices aq,...,a, € A tales que la unidad del anillo
pertenece a la suma Y. I,., y por lo tanto > . , I,, = R. Luego

{R} = ﬁE?zl La; = ﬂ 'Clai '
=1

Por otra parte, { R} es un elemento compacto de (R—filt®)” si, y s6lo si, R
tiene un nimero finito de ideales bildteros maximales pues si { My, ..., M,}
es el conjunto de ideales bilateros maximales de Ry {L,}qca es una fami-
lia de filtros uniformes simétricos cuya interseccién es {R}, entonces, dado
que M; & (\,ea La, existe a; € A tal que M; ¢ L,; para cada i € {1,...,n}.
Luego ningin ideal a izquierda L distinto de R puede pertenecer al filtro uni-
forme simétrico (;_; L4,, pues en ese caso L* # R perteneceria a [\;_, La,,
y existiria un ideal bilatero maximal de R conteniendo a L* que por tan-
to también pertenecerfa a (._, L,,;, lo que contradice que M; ¢ L,, para
1 < i < n. Reciprocamente, si { R} es un elemento compacto de (R—filt(?)»
vy Max®R es el conjunto de ideales bilateros maximales de R, entonces cada
M € Max® R es un ideal primo. Consideremos para cada M el filtro uni-
forme simétrico Lp\ar (ver (3.1.32)). Si L es un ideal distinto de R, entonces
existe un ideal bildtero maximal M tal que L* C M, y por lo tanto L no
puede pertenecer a Lg\ps y mucho menos a la interseccion ﬂMeMax(2)R Lp\nr-
Luego
N  Lrw={R},
MeMax(P R

y por ser { R} compacto, existe una familia finita {M;,..., M,} de ideales
bildteros maximales tal que ;_, L\, = {R}. Estos son todos los elementos

de MaxPR, ya que si M es un ideal bildtero maximal, entonces M no
pertenece a [, Lr\n;, y esto quiere decir que existe un indice ¢ tal que
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M & Lp\u;, 0 equivalentemente, M C M;. Por la maximalidad de M, se
tiene que M = M,;.

De manera similar, si R tiene solamente un nimero finito de ideales maxima-
les {M, ..., M,}, entonces el filtro uniforme {R} es un elemento compacto
de R — filt”?, pues si {L,}sca es una familia de filtros uniformes cuya in-
terseccion es { R}, entonces para cada 1 < i < n existe un indice a; € A tal
que M; & L,,. Si L es un ideal a izquierda distinto de R, entonces L esta
contenido en M, para algin ¢, y por lo tanto L no pertenece a L,, y tampoco
a la interseccion (i_, L4,. Luego i, Lq; = {R}.

5.4. Funtorialidad

Como se vera en esta seccion, la construccion de haces sobre el casi—cuantal
de los filtros uniformes tiene un buen comportamiento funtorial. Dado un
homomorfismo (de cierto tipo) de anillos ¢ : R — S, es posible construir un
morfismo entre los casi—cuantales de filtros uniformes (resp. simétricos, jan-
sianos) en Ry en S, de la misma manera que un homomorfismo entre anillos
conmutativos define una aplicacion continua entre los respectivos espectros
de ideales primos.

Por otra parte, como /- es un morfismo de casi—cuantales, es posible re-
presentar cierta clase anillos por medio de haces sobre el local de los filtros
uniformes (resp. simétricos, jansianos) radicales

(5.4.1) Proposicién. ([6, 17]) Sean C y C' casi—cuantales. Siq:C — C' es
un morfismo de casi—cuantales, entonces ¢ induce por composicién un funtor
de la categoria de haces sobre C en la categoria de haces sobre C'.

Demostracion. Construyamos en primer lugar un funtor entre las preca-
tegorias de haces y premorfismos sobre cada uno de los casi—cuantales. Sea

(A, [ =]) un C-haz y consideremos la composicién de aplicaciones
go[=]:Ax A—(C
que denotaremos por ¢[- = -]. Como consecuencia de que (A, [- = -]) satisface

los axiomas de C-haz y de que ¢ conserva la multiplicacién, el supremo de
cualquier familia de elementos de C y el elemento superior, se tiene que
(A, q[- =-]) es un C'-haz.

Si f: (A =") — (B,]: = -]) es un premorfismo de haces sobre C,
entonces, dado que ¢ conserva el producto y el supremo de cualquier familia
de elementos de C, el par de aplicaciones

qgo[f-=]:AxB—C ; qo[=f]:BxA—C(
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define un premorfismo de C’'~haces que denotaremos por ¢f. Ademds, si f es
una flecha en la precategoria de C—haces, o sea, si para cada a € A existen b,
y b pertenecientes a B tales que [fa = b,| = [b), = fa] = 1, entonces, dado
que ¢ conserva el elemento superior, el morfismo ¢f es también una flecha en
la precategoria de haces sobre C'.

Por otrolado, si f : (4, = ) — (B, = )y g: (B.[- =) — (C.[ = )
son premorfismos de C-haces, entonces ¢q(gf) viene dado por las aphcamones
lq(gf)a=c =q(\/[fa=b &g =\ dlfa=0] & qlgb=],

e =q(gf)al = q(\/[c = gb] & [b = fa]) = \/ qlc = gb] & q[b = fa] ,

esto es, ¢(gf) es la composicién de los premorfismos ¢f y ¢g. Como ademas
qidy es la flecha distinguida del C'-haz (A, q[- = ‘]), en efecto ¢ define un
funtor de la precategoria de C—haces en la precategoria de C'~haces.

Tal como observamos ya en (5.2.9), aplicando la propiedad universal de la
categoria envolvente de una precategoria obtenemos un funtor de la categoria

de C-haces en la categoria de C'~haces que asigna a cada C-haz (4, [ = -]) el
C'-haz (A, q[- = -]), y al morfismo representado por el premorfismo de haces
f, el morfismo representado por ¢f. O

(5.4.2) Ejemplo. Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos y £ un
filtro de Gabriel en R. Por (3.2.3), el filtro £ es un filtro de Gabriel en S. Si
H es un filtro £-Gabriel en R, entonces, en virtud del lema (3.2.2),

HCLoHCLoH=H,

y de la misma manera H o £ = .

Si todos los filtros uniformes en R son compatibles con ¢ (por ejemplo, ¢ es
una extension centralizante), entonces la aplicaciéon que asigna a cada filtro
L-Gabriel H en R el filtro inducido H en S es un morfismo entre el casi-
cuantal de filtros £-Gabriel en R y el de filtros £L-Gabriel en S. En efecto, si
H v H' son dos filtros £L-Gabriel en R, entonces el infimo HAH’ en S — filt??
es el conjunto de ideales a izquierda

{L<,S;3dHeH, HeH , HNH CL}
={L<,S;3HeMH, HeH , HNH C o (L)},

o sea, coincide con el filtro inducido del infimo H AH' en R — filt”””. Luego
el infimo de H y H' en Cz es (ver (5.1.12))

Lo(HANH)oL=Lo(HANH)oL=Lo(HAH)oL,
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esto es, es el inducido del infimo de H y H' en Cy.

Por otra parte, si {L£,}.ca es una familia de filtros £-Gabriel en R, entonces
el inducido por la interseccion es

(N La={L<iS; ¢ ML) e ()L}

acA acA
=ML <S; e (L)L} =()La-
a€A a€A

Ademas, en virtud de la proposicién (3.2.9), el inducido de la composicién
es la composicion de los inducidos, y esto prueba que

C£—>CZ; Hl—>ﬂ

es un morfismo de casi—cuantales, pues el inducido del supremo C. es el
supremo de Cz.

Tal y como se ha comprobado en la demostraciéon de (3.2.7), en el caso
particular de ser £ el filtro de Gabriel { R}, entonces £ = {S}, y la induccién

de filtros uniformes es un morfismo de casi—cuantales entre R — filt’?” y
S — filt”P.

(5.4.3) Ejemplo. De la misma manera, si # es un filtro uniforme simétrico
en Ry ¢ : R — S es una extensién fuertemente normalizante, entonces
H es un filtro uniforme simétrico en S. En efecto, como H es compati-
ble con ¢ (ver (3.2.8)), si L es un elemento de 7, entonces existe un ideal
bildtero H perteneciente a H tal que H C ¢ '(L). Por ser ¢ fuertemente
normalizante, S (H) es un ideal bildtero de S, que pertenece a H dado que
H C o7'(Sp(H)), y tal que

Sp(H) C Sp(p™ (L)) S L.

Por lo tanto, si £ es un filtro de Gabriel simétrico en R, entonces £ es un filtro
de Gabriel simétrico en S. Si Ry S son noetherianos a izquierda entonces, de
la misma manera que en el ejemplo anterior, la induccion de filtros uniformes
es un morfismo de casi—cuantales entre Cg) y C(Z2 ),

Ademsds, si J es un ideal bildtero de R, entonces el ideal bildtero S¢(J)
de S pertenece al inducido del filtro uniforme jansiano L£;, puesto que .J
esta contenido en o~ '(S¢(J)), y por otra parte, si L es un elemento de L,
entonces J C ¢~ ' (L), de donde se concluye que L € Lsy(1), pues

Sp(J) € Se(e (L) C L.
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Luego EJ = ﬁgw(])

Si L es el filtro uniforme jansiano L£;, entonces la induccién de filtros uni-
formes es un morfismo de casi-cuantales entre los cuantales C;*" y Cg’;’él),
pues en efecto el inducido de un filtro (£;~Gabriel) jansiano en R es un filtro
(Lsy(r~Gabriel) jansiano en S, y la induccién conserva la composicién, el
elemento superior y el supremo (esto es, la interseccién) de cualquier familia
de filtros jansianos £;-Gabriel.

En particular, si £ es el filtro uniforme simétrico (resp. jansiano) { R}, enton-
ces el inducido de L es {S}, y por lo tanto la induccién de filtros uniformes

es un morfismo entre los casi-cuantales (R — filt'®)?? y (S — filt?)?? (resp.
entre los cuantales Id(R) — filt®?? e Id(S) — filt”’?).

El siguiente resultado es consecuencia de (5.4.1):

(5.4.4) Corolario. Sea L un filtro de Gabriel en R (resp. un filtro de Ga-
briel simétrico en el anillo noetheriano a izquierda R) y ¢ : R — S un
homomorfismo de anillos tal que todo filtro uniforme en R es compatible
con ¢ (resp. ¢ : R — S una extension fuertemente normalizante). En-
tonces la induccion de filtros uniformes define por composicién un funtor de
la categoria de haces sobre C. en la categoria de haces sobre C; (resp. de

la categoria de haces sobre C(EQ) en la de haces sobre C(—2 ), v si L es el filtro
uniforme jansiano generado por el ideal bilatero I, de la categoria de haces
sobre el cuantal CI*" en la categoria de haces sobre el cuantal CJ ol))-

(5.4.5) Ejemplo. Sea C un casi—cuantal. Como se ha probado en (5.1.17),
la aplicacién

\/:C—>\/E

que a cada elemento de C le asigna su radical es un morfismo de casi—cuantales
de C en el local V/C. Por la proposicién (5.4.1), /- define por composicién
un funtor de la categorfa de haces sobre C en la categoria de haces sobre v/C,

que a cada haz (A, [- = ]) le asigna el haz (A, /[ =]), y al morfismo en la
categoria de C—haces representado por el premorfismo

el morfismo representado por \/f, donde /f estd dado por las aplicaciones
(a,0) — [V fa=b=/[fa=b] , (ba)— [b=+/fa=/[b=fd].

Por otra parte, si f es una seccién global de (A, [- = -]), entonces el morfismo
Vf dado por [/fx=a]l=/[fx=a]y [a= f*] \/a—f* para cada a
perteneciente a A, es una seccién global de (A, /[
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(5.4.6) Sea R un anillo noetheriano a izquierda. En particular, si £ es un
filtro de Gabriel en R, entonces

V- Ce—\/Ce

define un funtor de la categoria de C/—haces en la categoria de \/C.—haces,
y al componer con el funtor que se ha construido en (5.2.11), se obtiene un
funtor de R — mod en la categoria de haces sobre el local v/C.

Ademas, si M es un R—mébdulo a izquierda, entonces cada elemento m de M

define una seccién global v/f,, del \/C.~haz (M, /[- =-]). Si las secciones
globales v/ f,, v / far son iguales, entonces

VI =] = [\/Fur = ') = [ T =m') = ' =m] = VE= L.

Luego, por el lema (5.3.5), [m = m'] = L, y por lo tanto Ann’,(m —m') € L,
esto es, m =m en M/o M.

Reciprocamente, si m = m’, entonces \/fm = v/fm', pues las secciones f,, y
fms del Cc~haz (M, [- = -]) también coinciden (ver (5.3.4)).

De forma similar, si £ es un filtro de Gabriel simétrico (resp. es el filtro
uniforme jansiano generado por el ideal bildtero idempotente I'), el morfismo

de casi—cuantales /- define un funtor de la categoria de C,(Cz)fhaces en la
2 .
categoria de \/E(E)fhaces (resp. de la categoria de C;*"~haces en la categoria

de \/a(mfhaces), y por tanto, componiendo con el funtor que se ha descrito
en (5.2.12), se obtiene un funtor de la categoria de R-mddulos a izquierda

en la categoria de haces sobre el local \/E(EZ) (resp. sobre el local \/E]Ian)

Al igual que en el caso no simétrico, si M es un R—-moédulo a izquierda,
entonces todo elemento m de M define una seccién global  fm del \/E(Z)f
haz (resp. del VC," ~haz) (M,[ = -]®). Si las secciones globales \/f,, v
V/fme son iguales, entonces

VI = m® = [T = 1 = [/ T = 1@ =\l =)@ = £,

y por el lema (5.3.5), [m = m']®) = £. Luego
Ann’h(m —m')* € Annly(m —m/) € L,

o lo que es lo mismo, m y M coinciden en M/o,M. Reciprocamente, si

m =T, entonces f,, = fu y por lo tanto v/ =/ fr.

(5.4.7) En particular si £ = {R}, entonces la aplicacién que a cada elemen-
to r de R le asigna la seccién global v/f, del haz definido por M sobre el local

V' R — filt" (resp. \/(R — filt@)orr resp. \/Td(R) — ilt?) es inyectiva.
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Es interesante conocer en qué condiciones se puede asegurar que esta aplica-
cion es una biyeccion, pues entonces se obtendria de nuevo el anillo R como
el conjunto de secciones globales del haz asociado a I sobre un local.

(5.4.8) Lema. Sea C el casi—cuantal R — filt’’? | (resp. (R — ﬁlt(Z))"pp, resp.
Id(R) — filt*??). Las aplicaciones i : /C — C y /- : C — \/C tienen las
siguientes propiedades:

(5.4.8.1) la composicion /~oi es la aplicacién identidad en \/C, e i(v/L£) C L
para todo L € C;

(5.4.8.2) dado que conservan el orden de los elementos, i y \/- pueden
ser considerados funtores entre las categorias (pre)orden y, como tales, i es
adjunto a derecha de /-, esto es, £ D /H si, y sélo si, i(£) D H para todo
LeCytodoH e VC;

(5.4.8.3) el funtor i conserva el elemento superior { R} y +/- lo refleja, esto
es, si VL = {R}, entonces L = {R};

(5.4.8.4) i(H)oi(H') Di(H AH') para todo H y H' pertenecientes a \/C;
(5.4.8.5) HAH = \/i(H)oi(H') para todo H y H' pertenecientes a \/C;

(5.4.8.6) i(v/L)oi(v/L') Di(vV/LoL') para todo par de elementos L y L'

pertenecientes a C;
(5.4.8.7) para toda familia {H,}eca de elementos de v/C,

V Ho= [[)i(Ha) -

a€A a€A

Demostracion. Dado que el radical de un elemento £ de C es el infimo
de todos los elementos primos de C que lo superan, en particular, el radical
de £ supera a L, de donde se sigue (1).

Si £y H son elementos de C y v/C resp. y £ D i(H), entonces VL O /i(H) =
H, v reciprocamente, si H C /L, entonces H C £ puesto que VL C L.
Como consecuencia de (5.3.5) (en este caso no es necesaria la hipdtesis de que
R es noetheriano a izquierda porque el elemento superior es {R}), el funtor
/- refleja el elemento superior, y la inclusién lo conserva.

La propiedad (5) se verifica en cualquier casi-cuantal, como se ha probado
en (5.1.16), y (4) es consecuencia de (2) y (5).

La propiedad (6) también es consecuencia de (5.1.16) dado que v/£ A VL' C
VLo L.

Finalmente, la propiedad (7) es justamente el hecho de que /- conserva el

supremo de la familia {i(H,) }qea (ver (5.1.17)), pues por (1), \/i(H,) = Ha
para cada a € A. O
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(5.4.9) Teorema. ([17]) Sea C el casi—cuantal R — filt°’?, (resp. el casi—
cuantal (R—filt®)??  resp. el cuantal Id(R)—filt”?). Si {R} es un elemento
compacto en C y el radical del filtro uniforme jansiano generado por el ideal
0 es /Ly = Ly, entonces la aplicacién que a cada elemento r de R le asigna

la seccién global \/f, del haz (R, +/[- = -]) sobre el local \/C es biyectiva.

Demostracién. Dado que la {R}-torsién de cualquier R-médulo, y en
particular de R, es el submédulo nulo, la aplicacién r — +/f, es inyectiva
(ver (5.4.6)).

Sea f una seccién global de (R,+/[- ="]). Dado que f verifica (5.2.4.5),
por (5.4.8.7) se tiene que

{R}:[*:*]:\/[*—r]/\r—f* ﬂ Alr=fx]),

y por (5.4.8.3),
{RY = (illfx=r]Alr = fx]) .

reER
Bajo la hipétesis de compacidad de {R}, existen elementos ry,...,r, de R
tales que

{R} = ﬂ [f+ =1 Alr; = f+]) .

Luego, puesto que /- conserva el elemento superior,

{R} = J (illf*=r Al = f+])

J=1

y por (5.4.8.7) vy (5.4.8.5),

J Nillr«=ri]Alr = \/ il = ) Alry = 14)

7j=1 7=1

—\/\/ ([f = r5]) o i([r; = f+])) Jﬂl oi([r; = f+]) .

J=1

De nuevo por (5.4.8.3), se tiene que ﬂ?:1 i([fx=r;]) 0i([r; = f+]) = {R}.
Sean j,k € {1,...,n} y denotemos por J;; al ideal bilatero R(r; — r;)R.
Entonces, por (5.4.8.4),

i([rj = fe]) oi[fx = ra]) o Ly, 2 i[ry = f¥] A Lfx = mi]) 0 i(y/ L)
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y este tltimo contiene a i(y/[r; = r4]) o i(\/Ly;,) puesto que f verifica el

axioma (5.3.2.2). Por lo tanto, (5.4.8.6) y la hipétesis sobre £y implican que

illry = 1) o i((fx = r) 0 £, 2 ily/Iry = il o L) = i(V/Eo) = Lo

y de ahf que existe un elemento L de L, tal que para cada r € L, el anulador
Annk(r) pertenece a i([r; = f]) oi([f* = r¢]). Como todo elemento de Ly,
contiene a Jji, en particular

Ann%(rj —ry) € i([r; = fx]) oi([f* =14]),

y por lo tanto existe un elemento

Lj, € i([f* = ri]) S i[fx = ri]) o il[re = f+])

tal que
(Annf(rj —rg) = 1) = Anng(r(ry — 1)) € i([r; = f+])

para cada r € Lj;. Sea
Li =) Ljx € i([f* = re)) 0 il[re = f+]) .
j=1

Entonces,
n n

> Ly e (illf+=ri)) oi([re = f+]) ={R}

k=1 k=1
de donde existe para 1 < k < n un elemento s, € L, de tal manera que
s+ +s5,=1.
Sea s = 5171 + - - - + 5,7y, El elemento r; — s es de i([r; = fx*])-torsién para
cada j, pues

ri—s=(s14+---+5,)r; — (511144 spTn)

:Sl(Tj—T1)+"'+Sn(7"j—7”n),

y por lo tanto

Annly(r; —5) D m Annk(sp(rj — 1)) € i([r; = f+]) .

k=1

Luego [rj = s] Ci([r; = f*]) para cada j. Esto implica que

VI =51 € \fillry = ) = [y = 14],
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de donde se sigue que

[fx=s1=\/Ifx=r]AVIr=s] C \[[f+ =] Ay = 5]

reR j=1

Q\/[f*ZTj]A[TjZf*]Z{R}-

Por el lema (5.3.7), y dado que todo elemento de VC es radical,

[s = f+] = V[s = fx] = V[fx=s] = [fx = s] = {R}.

Se concluye entonces que f coincide con la seccién global /f;, ya que para
cadar € R,

[\/ﬁ*zr]:\/[s:r]g[s:f*]/\[f*:r]:[f*:r],
[fr=r]Clfx=slAVIs=r]=[s=r]=[/fx=1],

y simétricamente,
[r=V/ix=VIr=sClr=fAlfx=s]=[r= 1+,
r=rCVir=siAls=fe=Vlr=sl=[r=V/f+.

O

(5.4.10) De esta manera se obtiene, una representacién del anillo R por
medio de un haz sobre el local v/C cuando L es radical y {R} es compacto
en el casi—cuantal C de los filtros uniformes (resp. simétricos, jansianos) en

R.
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