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Introducci�on

La geometr��a algebraica cl�asica, que ha inuido de forma decisiva en la teor��a

de representaci�on de anillos y que, de hecho, proporciona una t�ecnica e�caz

para representar cualquier anillo conmutativo por medio de las secciones

globales de un haz sobre un espacio topol�ogico, constituye la base de la

generalizaci�on de dicha teor��a para anillos no necesariamente conmutativos.

Esta generalizaci�on acarrea diversos problemas que surgen, principalmente,

porque la intersecci�on de los abiertos est�a, de una u otra forma, ligada al

producto (no conmutativo) de ideales.

El objetivo principal de esta memoria es la obtenci�on de una teor��a de repre-

sentaci�on para anillos no necesariamente conmutativos. Para conseguir dicha

representaci�on asociaremos, a cada anillo, un espacio sin puntos dotado de

una topolog��a en la que la intersecci�on de los abiertos no sea necesariamente

conmutativa, y que generalice la noci�on de espectro primo con la topolog��a

de Zariski de un anillo conmutativo.

La idea de representar una estructura algebraica por medio de haces en un

espacio sin puntos no es nueva ([27, 29, et al.]). Pero, por otra parte, la idea

de hacerlo en un espacio con una topolog��a no conmutativa (por ejemplo, en

un cuantal1) es relativamente reciente ([2, 5, 6, 8, 18, 47, 52]).

Es de sobra conocido que los anillos de polinomios conmutativos pueden ser

representados geom�etricamente como el conjunto de soluciones de una familia

de ecuaciones. El conjunto de las soluciones en un cuerpo k de un sistema

de ecuaciones algebraicas
p1(X) = 0

� � �
pt(X) = 0

9=;
(donde pi(X) 2 k[x1; : : : ; xn]) puede ser estudiado como un conjunto de ele-

mentos del espacio af��n n{dimensional A n
k
. Estos conjuntos de soluciones (o

conjuntos algebraicos a�nes) quedan tambi�en determinados como los ceros de

1
Traducci�on del t�ermino franc�es quantale.
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los polinomios del radical del ideal de k[X] generado por p1(X); : : : ; pt(X),

de tal manera que, si k es algebraicamente cerrado, entonces existe una bi-

yecci�on entre los ideales radicales de k[X] y los conjuntos algebraicos a�nes

en A n
k
. Esta correspondencia permite, a partir de propiedades geom�etricas

del conjunto algebraico af��n V (I), inducir propiedades algebraicas de su ani-

llo de coordenadas k[X]=I, y viceversa. Por ejemplo, si se dota a A n
k
de

la topolog��a que tiene como conjuntos cerrados a los conjuntos algebraicos

a�nes, entonces el anillo k[X]=I es un dominio de integridad si, y s�olo si,

V (I) es un conjunto cerrado irreducible (una variedad) en A n
k
. Adem�as, los

ideales maximales de k[X]=I se corresponden biyectivamente con los puntos

de V (I), y si I es un ideal primo, entonces la localizaci�on de k[X]=I en el

ideal maximal correspondiente a un punto x 2 V (I) es un anillo regular si,

y s�olo si, x es no singular.

La potencia de esta t�ecnica est�a en que, si V (I) es una variedad af��n, entonces

el conjunto de funciones regulares en V (I) tiene estructura de anillo y es

isomorfo a k[X]=I, lo que permite recuperar el anillo de coordenadas a partir

de la variedad. Adem�as, el anillo de funciones regulares en un punto x de V (I)

es isomorfo a la localizaci�on de k[X]=I en el ideal maximal que corresponde

a dicho punto x.

En un primer intento de asociar un espacio topol�ogico a un anillo conmutativo

arbitrario A, de manera que se puedan inducir propiedades algebraicas en A

a partir de propiedades geom�etricas de dicho espacio, es natural pensar en

el conjunto de ideales maximales MaxA de A. Sin embargo, si se pretende

que esta construcci�on sea funtorial, este espacio no es el m�as adecuado, ya

que si ' : A �! B es un homomor�smo de anillos y m es un ideal maximal

de B, en general '�1(m) no es un ideal maximal, sino un ideal primo de A.

Puesto que la imagen inversa de un ideal primo tambi�en es un ideal primo,

parece razonable considerar el espectro primo SpecA como espacio asociado

a A. Al conjunto SpecA se le dota de la topolog��a de Zariski, que es aquella

en la que los conjuntos cerrados son de la forma

V (a) = fp 2 SpecA ; a � pg ;

siendo a un ideal de A.

Un haz de anillos sobre un espacio topol�ogico X es un espacio recubridor

E
��! X de manera que ��1(x) = Ax es un anillo para cada x 2 X, y las

aplicaciones

Ax�Ax�!Ax
(a ; b) 7�! a + b

Ax�Ax�!Ax
(a ; b) 7�! ab

Ax�!Ax
a 7�!�a
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son continuas. Si A es un anillo conmutativo, se de�ne de manera can�onica

un haz de estructura sobre el espacio SpecA, tomando como �bra del punto

p a la localizaci�on de A en p, y dotando a E =
U
Ap de la topolog��a inducida

por la proyecci�on E
��! SpecA.

Una secci�on del haz E en el abierto U de X es una aplicaci�on continua

s : U �! E de manera que el diagrama

E

�

��
U

s

���������
�� X

es conmutativo. El conjunto de secciones sobre el abierto U se denota por

�(U) y tiene estructura de anillo. El anillo A se obtiene de nuevo como el

anillo de secciones globales �(SpecA) del haz de estructura E
��! SpecA.

De esta forma todo anillo conmutativo puede ser representado como el anillo

de secciones globales de un haz sobre un espacio topol�ogico.

La generalizaci�on de este resultado a una familia m�as general de anillos (no

necesariamente conmutativos) plantea diversos problemas. El primero es la

elecci�on del espacio topol�ogico adecuado, pues en un anillo no conmutativo

se pueden considerar distintas generalizaciones de la noci�on de ideal primo

([15, 35, 36, 37, et al.]).

El espectro de ideales primos bil�ateros surge de manera natural del con-

junto de representaciones absolutamente irreducibles de una k{�algebra con

identidad polinomial ([50]). De hecho, para ciertos anillos no demasiado no

conmutativos, por ejemplo, para anillos totalmente acotados a izquierda, es

posible construir de manera funtorial un haz sobre el espectro de ideales pri-

mos bil�ateros con una topolog��a adecuada, de forma que se obtiene de nuevo

el anillo como el conjunto de secciones globales del haz. Las construcciones

m�as satisfactorias en este sentido son las que se han desarrollado, primero,

en la categor��a de anillos primos con identidad polinomial y extensiones cen-

tralizantes ([46]), y posteriormente, en la categor��a de anillos que satisfacen

la condici�on fuerte de segunda capa (a izquierda) y extensiones fuertemente

normalizantes ([11, 31, 32]).

Sin embargo, en algunos anillos el espectro de ideales primos bil�ateros es muy

reducido, llegando incluso a estar formado por un s�olo punto (por ejemplo,

el del anillo de matrices cuadradas de orden 2 con coe�cientes en un cuerpo).

Por otra parte, en otros anillos que aparecen de manera natural a partir de

anillos conmutativos, o m�as exactamente, en algunas familias de anillos en

las que para ciertos valores de par�ametros se obtienen anillos conmutativos,
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el espectro de ideales primos bil�ateros no expresa bien la geometr��a del anillo.

El ejemplo m�as claro es el del plano cu�antico: si k es un cuerpo y q es un

elemento de k, se denota por kq[x; y] al cociente del �algebra libre kfx; yg
por el ideal bil�atero generado por el elemento yx � qxy. El anillo kq[x; y]

es conmutativo si, y s�olo si, q = 1, y en ese caso coincide con el anillo de

polinomios en dos variables con coe�cientes en k, esto es, con el anillo de

coordenadas del plano af��n A 2
k
. Si q no es una raiz de la unidad, entonces el

espectro de ideales primos bil�ateros de kq[x; y] es el conjunto

Spec kq[x; y] = f(x� �; y); (x; y � �)g�2k [ f(x); (y); (0)g ;

que geom�etricamente equivale a los ejes coordenados del plano, pero no es

un plano ([50]).

Para resolver este problema hemos asociado al anillo un espacio topol�ogico

sin puntos, y considerado s�olo su topolog��a. De esta forma se hace preciso

trabajar con el concepto de local ([7, 27, 29]), pero como en el espacio aso-

ciado a un anillo los abiertos suelen estar asociados a (ciertos) ideales y en

general, como demostramos en esta memoria, la intersecci�on de ideales no es

distributiva respecto a la suma, es necesario de�nir una operaci�on que haga

las veces de intersecci�on y que s�� posea dicha propiedad distributiva. Adem�as,

al menos en la topolog��a de Zariski, la intersecci�on de abiertos est�a relacio-

nada con el producto de ideales, que en general no es conmutativo. Estas

son dos de las justi�caciones que esgrimen algunos autores para introducir la

noci�on de cuantal.

La gran mayor��a de los ejemplos de topolog��as asociadas a un anillo no conmu-

tativo est�an basadas en el conjunto de los ideales bil�ateros ([6, 8, 9, 11, 35, 41])

que, como hemos se~nalado, en ciertos anillos es muy peque~no. Por ello, en

esta memoria proponemos topolog��as basadas en familias de �ltros de ideales

a izquierda.

Uno de los ejemplos que presentamos, que a su vez corrige muchas de las

carencias de la construcci�on de L. Willaert ([47, 52]), consiste en una to-

polog��a de Grothendieck no conmutativa que tiene como base de abiertos a

una familia de �ltros de Gabriel en el anillo. Sobre esta topolog��a construi-

mos un prehaz de m�odulos asignando, a cada abierto, la composici�on de los

funtores localizaci�on en los elementos del monoide libre generado por dicha

familia de �ltros de Gabriel, que sorprendentemente tiene un comportamien-

to muy parecido al de la localizaci�on en un s�olo �ltro. Dado que el l��mite

de ciertos sistemas proyectivos �nitos de funtores composici�on de funtores

localizaci�on coincide con la localizaci�on en la intersecci�on de los �ltros aso-

ciados, demostramos que este prehaz es un haz. Obtenemos as�� un teorema
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de representaci�on con el que aseguramos que todo anillo noetheriano es el

anillo de secciones globales de un haz.

Adem�as, a diferencia de la construcci�on de Willaert, este sitio no conmutativo

coincide con la construcci�on cl�asica cuando el anillo es conmutativo, y con

la construcci�on que se describe en [11] cuando el anillo satisface la condici�on

fuerte de segunda capa.

Cada abierto en esa topolog��a de Grothendieck no conmutativa tiene asignado

de forma natural un �ltro uniforme. Este hecho nos ha inducido a estudiar en

profundidad el ret��culo de los �ltros uniformes del anillo, y tambi�en sus su-

bret��culos, como una topolog��a, o m�as exactamente, como un (casi{)cuantal.

Se dedica una parte importante de esta memoria a la recopilaci�on y obten-

ci�on de nuevas propiedades sobre dicho ret��culo, �j�andonos, en particular, en

la distributividad de la composici�on de �ltros con respecto a las operaciones

booleanas. Tambi�en se estudia la equivalencia entre los conceptos de �ltro

uniforme, funtor n�ucleo, topolog��a lineal y clase de pretorsi�on, y la relaci�on

entre un �ltro uniforme y el �ltro de Gabriel que genera.

Por otra parte, y atendiendo a cuestiones de funtorialidad, obtenemos nue-

vos resultados en relaci�on a la inducci�on de �ltros uniformes por medio de

homomor�smos de anillos, destacando el que asegura que, si se satisface la

propiedad de compatibilidad con el homomor�smo, la inducci�on de �ltros

uniformes conserva la composici�on.

Haciendo uso de las propiedades del ret��culo de los �ltros uniformes, descri-

bimos la estructura de casi{cuantal que posee dicho ret��culo, y de�nimos un

funtor de la categor��a de m�odulos a izquierda en la categor��a de haces sobre

ese casi{cuantal. Tambi�en se proporcionan las versiones sim�etrica, jansiana

y relativa de dicho funtor.

En este contexto demostramos el siguiente teorema de representaci�on:

Dado un m�odulo a izquierda M , el conjunto de secciones globales del haz

de�nido por M siempre contiene a M , y si el elemento superior en el casi{

cuantal de los �ltros uniformes es un elemento compacto, entoncesM coincide

exactamente con �el.

Conseguimos as�� representar a cualquier m�odulo, y en particular al anillo,

como el conjunto de las secciones globales de un haz sobre el casi{cuantal de

los �ltros uniformes.

Adem�as, esta construcci�on tiene caracter funtorial en la categor��a de anillos

y extensiones centralizantes, o bien extensiones fuertemente normalizantes

en el caso del casi{cuantal de los �ltros uniformes sim�etricos o jansianos.

Esta memoria est�a estructurada en cinco cap��tulos cuyos contenidos se han

organizado de la siguiente manera:
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En el primer cap��tulo se recopilan los conceptos y resultados b�asicos de la

geometr��a algebraica cl�asica y de la teor��a de localizaci�on abstracta, que sir-

ven de motivaci�on para el desarrollo del resto del trabajo. Comenzando por

los conjuntos algebraicos a�nes, se recoge la noci�on de variedad y c�omo los

intentos de generalizaci�on de dicha noci�on han ampliado el radio de acci�on

de las t�ecnicas geom�etricas, primero, al espectro de un anillo conmutativo

general y luego, al �ambito de haces y esquemas. Tambi�en se recogen los prin-

cipios de la localizaci�on abstracta en categor��as abelianas y su particulariza-

ci�on a categor��as de Grothendieck que se aplicar�a a categor��as de m�odulos y,

en el segundo cap��tulo, a categor��as de bim�odulos y de m�odulos graduados.

La �ultima secci�on hace referencia, explicando su origen, a las propiedades

de estabilidad y compatibilidad mutua de los radicales en una categor��a de

m�odulos. Estas propiedades no tienen an�alogo en geometr��a algebraica con-

mutativa, pues en un anillo conmutativo todos los radicales son estables y,

por lo tanto, mutuamente compatibles dos a dos.

En el segundo cap��tulo se da una visi�on hist�orica que, aunque forzosamente

incompleta, pretende proporcionar una idea de algunas de las construcciones

geom�etricas que se han desarrollado para representar a un anillo, lo m�as

general posible, por medio de un haz sobre su espectro primo. Se describen

con especial detenimiento las consideradas como m�as completas, y por tanto

m�as relevantes, en los siguientes sentidos:

1. las que generalizan la construcci�on de haces de estructura en el caso

conmutativo,

2. las que representan efectivamente al anillo, esto es, se obtiene de nuevo

el anillo como el conjunto de secciones globales del haz, y

3. las que tienen caracter funtorial.

Se dedica particular atenci�on, en primer lugar, a la construcci�on de haces

sobre el espectro de ideales primos bil�ateros con la topolog��a de Zariski de un

anillo primo con identidad polinomial ([35]). F. Van Oystaeyen y A. Vers-

choren ([46]) usan las propiedades que posee la localizaci�on en categor��as de

bim�odulos para probar la funtorialidad de sus haces con respecto a extensio-

nes centralizantes. Posteriormente se describe la manera en la que J. Bueso,

P. Jara y A. Verschoren ([11]) de�nen una topolog��a de Zariski estable en el

espectro de primos bil�ateros, y utilizan la propiedad (d�ebil) de Artin-Rees

para generalizar estos resultados a la clase (bastante m�as general) de anillos

que satisfacen la condici�on fuerte de segunda capa, y a extensiones fuerte-

mente normalizantes de anillos. Para �nalizar, y tambi�en en un intento de
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mostrar las �ultimas tendencias, se detalla como L. Willaert ([47, 52]) des-

prende al espectro de sus puntos y lo dota de una topolog��a de Grothendieck

no conmutativa que le permite de�nir un haz por medio de la composici�on

de funtores localizaci�on en conjuntos de Ore.

La noci�on de �ltro uniforme (o topolog��a lineal) en un anillo no es nueva: de

hecho, aparece ya, en el contexto de la localizaci�on, en el trabajo de P. Gabriel

([16]). En el tercer cap��tulo de esta memoria se agrupa un buen n�umero de

propiedades de estos �ltros, haciendo particular hincapi�e sobre aquellas que

ata~nen a la estructura de ret��culo que posee el conjunto de los �ltros uniformes

en un anillo. Tambi�en planteamos de qu�e manera interact�ua la composici�on

de �ltros uniformes con las operaciones booleanas de dicho ret��culo y de

alguno de sus subret��culos. Cabe destacar, en concreto, que la composici�on

por la izquierda es completamente compatible con la intersecci�on de �ltros

uniformes en el siguiente sentido: si L es un �ltro uniforme y fHaga2A es

una familia de �ltros uniformes, entonces\
a

L � Ha = L �
\
a

Ha :

Sin embargo, la composici�on por la derecha es compatible s�olo con intersec-

ciones �nitas. Este hecho es el que justi�ca la de�nici�on de casi{cuantal que

damos posteriormente en el cap��tulo cinco.

Por otra parte, el conjunto de �ltros uniformes se corresponde biyectivamente

con las topolog��as lineales en el anillo, con la familia de funtores n�ucleo y

tambi�en con la de teor��as de pretorsi�on hereditarias. Sin embargo, aunque

todo �ltro uniforme tiene asociada la clase de m�odulos libres de torsi�on de

una teor��a de torsi�on hereditaria, demostramos que dicha clase no determina

al �ltro pues, por ejemplo, coincide con la del �ltro de Gabriel generado por

�el.

Finalmente introducimos la noci�on de compatibilidad de un �ltro uniforme

respecto a un homomor�smo de anillos y demostramos que, en presencia de

esta propiedad, la inducci�on de �ltros uniformes mediante dicho homomor�s-

mo de anillos conserva la composici�on. Este resultado nos permite asegurar

que la construcci�on de haces sobre el casi{cuantal de los �ltros uniformes que

presentamos en el �ultimo cap��tulo es una construcci�on funtorial.

En la construcci�on de Willaert ([47, 52]) que se describe en 2.4. se de�nen los

recubrimientos de un abierto como la intersecci�on del abierto con un recu-

brimiento global, lo que obliga a considerar solamente anillos que poseen al

menos un recubrimiento global formado por conjuntos de Ore (�algebras es-

quem�aticas). Esta caracter��stica, junto al hecho de que desafortunadamente
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su sitio no conmutativo adolece de propiedades topol�ogicas, es la motivaci�on

para la construcci�on que introducimos en el cap��tulo cuatro.

Este cap��tulo est�a dedicado a la construcci�on de haces, mediante composici�on

de funtores localizaci�on, sobre una topolog��a no conmutativa basada en el

monoide libre generado por una familia de �ltros de Gabriel.

En primer lugar demostramos (de una forma alternativa a como se hace

en [34]) que, en presencia de la propiedad de compatibilidad, es posible de�-

nir haces sobre topolog��as basadas en �ltros de Gabriel ((4.1.1)). Siguiendo

la l��nea de esa demostraci�on se prueba que el l��mite de un sistema proyectivo

�nito constituido por la composici�on de (ciertos) funtores localizaci�on es la

localizaci�on en la intersecci�on de los �ltros uniformes asociados a cada ele-

mento del sistema. Este resultado es generalizado ((4.1.13)) a los sistemas

proyectivos que se obtienen al hacer actuar varios funtores localizaci�on sobre

el sistema anterior.

En la segunda secci�on de�nimos el sitio no conmutativo como el monoide

libre generado por una familia de �ltros de Gabriel, identi�cando aquellos

elementos que proporcionan el mismo funtor localizaci�on. Dada la similitud

de los resultados obtenidos sobre la composici�on de funtores localizaci�on con

las propiedades de la localizaci�on en un s�olo �ltro de Gabriel, es posible

de�nir haces de estructura de una forma bastante natural, que representan

no s�olo al anillo sino tambi�en a cualquier m�odulo ((4.2.23)). Adem�as, estos

haces de�nidos sobre el sitio no conmutativo generalizan a los de los anillos

conmutativos y a los que se describen en el segundo cap��tulo ((4.2.25)).

El precio que hay que pagar (que es razonablemente bajo) es que el haz de

estructura del anillo no es en general un haz de anillos, sino de m�odulos sobre

el anillo.

Atendiendo a la de�nici�on de cuantal de F. Borceux y R. Cruciani ([6]),

introducimos en el cap��tulo cinco la noci�on de casi{cuantal. La justi�caci�on

fundamental de esta de�nici�on es que el ret��culo de los �ltros uniformes en

un anillo, ordenado por la inclusi�on inversa, no veri�ca uno de los axiomas de

la de�nici�on de cuantal. Estas estructuras generalizan el concepto de local,

o espacio topol�ogico sin puntos y, en particular, si el anillo es conmutativo,

generalizan a la topolog��a de Zariski del espectro primo ((5.1.8)).

La construcci�on de los haces sobre el casi{cuantal de los �ltros uniformes se

hace desde un punto de vista distinto al del cap��tulo cuarto, pues se de�nen

mediante conjuntos de generadores y relaciones que describen el abierto en el

que dos secciones coinciden. Adem�as, a cada m�odulo a izquierda se le puede

asociar de forma natural un haz, y a cada homomor�smo un mor�smo de

haces. Como la composici�on de homomor�smos se traduce en la composici�on

de mor�smos de haces, estas asignaciones de�nen un funtor de la categor��a
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de m�odulos sobre un anillo en la de haces sobre el casi{cuantal de los �ltros

uniformes en ese anillo ((5.2.11)).

En este contexto demostramos, en (5.3.4), que el conjunto de secciones globa-

les del haz asociado a un m�odulo siempre contiene al m�odulo y, en (5.3.8), el

teorema de representaci�on, que a�rma que, bajo la hip�otesis de la compacidad

del elemento superior en el casi{cuantal de los �ltros uniformes, el m�odulo

coincide con el conjunto de secciones globales del haz.

Haciendo uso de las propiedades de la inducci�on de �ltros uniformes por

medio de homomor�smos obtenidas en el cap��tulo tres es posible, dado un

homomor�smo de anillos (de cierto tipo), construir un mor�smo de casi{

cuantales. Este hecho implica que la construcci�on de haces es completamente

funtorial ((5.4.2)), pues un mor�smo de casi{cuantales de�ne por composici�on

un funtor entre las categor��as de haces.

Por �ultimo, utilizando el mor�smo de casi{cuantales que a cada �ltro uni-

forme le asigna su radical� (de�nido en [21]), probamos que, al igual que en

el trabajo de Borceux y Cruciani ([6]), es posible representar al anillo por

medio de un haz sobre el local de los �ltros uniformes radicales.

Entre las cuestiones que habr��a que resolver para el desarrollo de una geo-

metr��a algebraica basada en la construcci�on de haces sobre topolog��as no

conmutativas que tomara como punto de partida los resultados obtenidos a

lo largo de esta memoria, destacar��amos:

� la funtorialidad de la construcci�on de haces en el sitio no conmutativo;

� la equivalencia, en alg�un sentido, de las dos construcciones propuestas

en esta memoria.

En la resoluci�on de la primera de ellas se podr��a utilizar, tal vez, un trata-

miento similar al que le dan J. Bueso, P. Jara y A. Verschoren en [11]. Sin

embargo, no parece sencillo probar que si L y H son dos elementos equi-

valentes en el monoide libre generado por una familia de �ltros de Gabriel,

entonces las composiciones de los funtores localizaci�on correspondientes a los

inducidos (por medio de un homomor�smo de anillos) de L y H coincidan.

Por otra parte, que los �ltros uniformes "(L) y "(H) asociados a dichos in-

ducidos puedan ser distintos queda resuelto por la proposici�on (3.2.9), que

asegura que, si los �ltros que componen L y H son compatibles con el homo-

mor�smo, entonces

"(L) = "(L) = "(H) = "(H) :
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Con respecto a la segunda cuesti�on propuesta, uno de los posibles caminos

para encontrar la equivalencia, y el m�as natural a nuestro entender, pasar��a

por encontrar una factorizaci�on can�onica para cualquier �ltro uniforme como

composici�on de �ltros de Gabriel. Esta descomposici�on permitir��a asociar

a cada �ltro uniforme un funtor composici�on de funtores localizaci�on, de

manera que el �ltro uniforme asociado a dicho funtor fuese el de partida.

Se har��a preciso, tambi�en, un estudio m�as extenso de las propiedades de la

composici�on de funtores localizaci�on, del que ya proporcionamos una muestra

en la primera secci�on del cap��tulo cuatro.



Notaci�on

El t�ermino anillo har�a referencia a un anillo asociativo con elemento unidad

1, y si R es un anillo, con el t�ermino R{m�odulo a izquierda (respectivamen-

te a derecha) se designar�a a los R{m�odulos por la izquierda (resp. por la

derecha) unitarios.

Si R y S son anillos, se denominar�a R-S{bim�odulo a todo R{m�odulo a iz-

quierda y S{m�odulo a derecha M de manera que

8(r;m; s) 2 R�M � S ; (rm)s = r(ms) :

Un R-S{bim�odulo se denotar�a por RMS cuando haya necesidad de explicitar

R �o S y, en cualquier caso, siempre se omitir�a escribir aquel de los dos anillos

que coincida con el de los n�umeros enteros Z.

El hecho de que N sea un sub-bim�odulo del R-S{bim�odulo M se denotar�a

por N �l;r M , y si S = Z (resp. R = Z) se denotar�a simplemente por

N �l M (resp. N �r M). En particular, el hecho de que L sea un ideal a

izquierda (resp. ideal a derecha, resp. ideal bil�atero) del anillo R se denotar�a

por L �l R (resp. L �r R, resp. L �l;r R).

Si F es un subconjunto del anillo R y L es un ideal a izquierda de R, se

denotar�a por (L : F ) al ideal a izquierda formado por los elementos r de

R tales que rs 2 L para todo s 2 F . Si F tiene como �unico elemento a s,

entonces dicho ideal ser�a denotado por (L : s).

Por otra parte, si M es un R-m�odulo a izquierda (resp. a derecha) y F �M ,

entonces se denotar�a por Annl
R
(F ) (resp. por Annr

R
(F )) al ideal a izquierda

(resp. a derecha) formado por los elementos r de R tales que rm = 0 (resp.

mr = 0) para cada m 2 F . En particular, si F = fmg, entonces dicho ideal

se denotar�a por Annl
R
(m) (resp. por Annr

R
(m)).



xiv Agradecimientos



Agradecimientos

Quiero expresar mi m�as sincero agradecimiento a las siguientes personas:

� a mi directora, la Prof. C. Mercedes M�arquez, por sus oportunos con-

sejos dentro y fuera del plano acad�emico y por la inestimable ayuda

que me ha prestado en todo mi trabajo;

� a mi director, el Prof. Alain Verschoren de la Universidad de Amberes{

RUCA, por permitirme trabajar a su lado, por sus amenas y estimulan-

tes charlas, y por su ayuda durante la redacci�on y correcci�on de todoh

loh capituloh de esta memoria;

� a la Prof. Mariv�� Reyes, por su amistad, su simpat��a y por el aprecio

que me ha demostrado en incontables ocasiones;

� a Evelia y a todos los dem�as miembros del �Area de �Algebra del Depar-

tamento de Matem�atica Fundamental de la Universidad de La Laguna

por compartir conmigo su experiencia y por hacerme compatible la do-

cencia con la elaboraci�on de este trabajo, y al Prof. Antonio Vidal por

su apoyo en los momentos m�as dif��ciles;

� a Nieves, Ann, Bart N., David, Dominique, Pieter, Werner V. y al

resto de los miembros del Departement Wiskunde en Informatica de la

RUCA, por procurarme un c�alido ambiente de trabajo y haber hecho

de esa universidad mi segunda casa: hartelijk bedankt allemaal;

� a mis padres por haber puesto los medios a mi alcance;

� y a Sandra, por todo el tiempo que le he quitado.



xvi Agradecimientos



Cap��tulo 1

Preliminares

Este cap��tulo est�a dedicado a proporcionar una descripci�on de los principios

b�asicos de la geometr��a algebraica cl�asica. Tambi�en se describen los fun-

damentos de la teor��a de localizaci�on abstracta en categor��as abelianas, su

posterior particularizaci�on a las categor��as de Grothendieck, y en especial, a

la categor��a de m�odulos sobre un anillo no necesariamente conmutativo.

1.1. Geometr��a algebraica cl�asica

El problema original del �Algebra, el c�alculo de soluciones de (sistemas de)

ecuaciones polinomiales, ha sido hist�oricamente enfocado desde distintos pun-

tos de vista, dependiendo principalmente de si se buscan soluciones con al-

guna particularidad (n�umeros enteros, racionales, soluciones no singulares,

etc.), del grado de las ecuaciones (lineales o de grado superior), del n�umero

de ecuaciones y de inc�ognitas, etc.. Desde el punto de vista de la geome-

tr��a algebraica, las soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales en

n inc�ognitas, como puntos del espacio af��n de dimensi�on n, constituyen una

variedad algebraica, cuyas propiedades est�an intimamente ligadas a las del

ideal del anillo de polinomios en n inc�ognitas generado por las ecuaciones del

sistema de la manera que se describe en esta secci�on.

1.1.1. Variedades algebraicas

(1.1.1) Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Se denota por A n
k
al k-

espacio af��n de dimensi�on n, cuyos puntos, �jado un sistema de referencia

af��n, se corresponden biyectivamente con los elementos de kn. Una familia

de polinomios F � k[x1; � � � ; xn] = k[X] de�ne un conjunto algebraico af��n
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V (F ), que no es m�as que el subconjunto de los puntos de A n
k
cuyas coordena-

das son ceros de cada uno de los polinomios de F . Los conjuntos algebraicos

a�nes tienen las siguientes propiedades:

(1.1.1.1) Si F es un conjunto de polinomios de k[X] e I es el ideal generado

por F , entonces los conjuntos algebraicos a�nes V (F ) y V (I) son iguales.

Dado un conjunto algebraico af��n V (I), donde I es un ideal de k[X], el

conjunto de polinomios

J = fp(X) 2 k[X] ; p(a) = 0; 8a 2 V (I)g

es un ideal de k[X] que contiene a I, pero que en general no coincide con I.

Por ejemplo, si I = (x2) � k[x; y], entonces

V (I) = fa = (a1; a2) ; a1 = 0g ;

y J = (x). De hecho, en general J es
p
I, el radical del ideal I (teorema de

los ceros de Hilbert), y puesto que V (
p
I) = V (I), los conjuntos algebraicos

a�nes en A n
k
se corresponden biyectivamente con el conjunto de los ideales

radicales de k[X].

(1.1.1.2) Un conjunto algebraico af��n no vac��o se dice que es irreducible si no

es la uni�on de dos subconjuntos algebraicos estrictamente m�as peque~nos. Un

conjunto algebraico V (I), donde I es un ideal radical de k[X], es irreducible

si, y s�olo si, I es un ideal primo. Los conjuntos algebraicos a�nes irreducibles

tambi�en se denominan variedades a�nes. La variedad af��n V (I) est�a formada

por un s�olo punto si, y s�olo si, I es un ideal maximal.

(1.1.1.3) Los conjuntos algebraicos a�nes de A n
k
constituyen la familia de

cerrados de una topolog��a, que se denomina topolog��a de Zariski. En efecto,

tanto A n
k
= V (0) como ; = V (1) son conjuntos algebraicos a�nes. dados dos

ideales I y J de k[X], La uni�on de los conjuntos algebraicos a�nes V (I) y

V (J) es V (IJ), y si fIaga2A es una familia de ideales de k[X], entonces la

intersecci�on de los conjuntos algebraicos a�nes fV (Ia)ga2A es V (
P

a2A
Ia).

El conjunto A n
k
con la topolog��a de Zariski no es un espacio Hausdor�, pues

todo abierto es denso en A n
k
, aunque s�� es un espacio compacto (como con-

secuencia de que k[X] es un anillo noetheriano). Adem�as todo conjunto

algebraico af��n V (I) se descompone de manera �unica como uni�on de varie-

dades a�nes V (I) = V (P1) [ � � � [ V (Pl), donde V (Pi) 6� V (Pj) para i 6= j.

Los abiertos de una variedad af��n se denominan variedades abiertas a�nes.

(1.1.2) La dimensi�on de una variedad (abierta) af��n V se de�ne como el

mayor de los enteros p tal que existe una cadena de variedades a�nes

V0 � V1 � � � � � Vp
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contenidas en V . Equivalentemente, si V es (un abierto de) V (P ), con P un

ideal primo de k[X], entonces la dimensi�on de V coincide con la dimensi�on

de Krull de su anillo de coordenadas k[X]=P , (el mayor de los enteros p tal

que existe una cadena de ideales primos P0 � P1 � � � � � Pp conteniendo a

P ), que a su vez es igual al grado de trascendencia del cuerpo de fracciones

de k[X]=P sobre k.

La dimensi�on del espacio af��n A n
k
es n, y la dimensi�on de la variedad af��n

V (P ) es n � h(P ), donde h(P ) es la altura del ideal primo P (el mayor

entero h tal que existe una cadena de ideales primos P = P0 � � � � � Ph).

Si V es una variedad (abierta) af��n de dimensi�on d y el ideal primo P tal

que V es (un abierto de) V (P ) est�a generado por n � d elementos de k[X],

entonces se dice que V es una intersecci�on completa. En general, si V tiene

dimensi�on d, el cardinal de un sistema generador minimal de P es mayor o

igual que n� d (ej.: V (P ) � A 3
k
, donde P = (x4 � y3; x5 � z3; y5 � z4)). Sin

embargo, si la variedad af��n V tiene dimensi�on n� 1, entonces el ideal P es

principal, y est�a generado por un polinomio irreducible de k[X]

(1.1.3) Conceptos geom�etricos como el de tangencia en el in�nito no tienen

sentido para variedades en el espacio af��n. Por esto se introduce el estudio

de las variedades en el espacio proyectivo Pn
k
, identi�cando el espacio af��n

A n
k
con un subconjunto de puntos del espacio proyectivo (aquellos que no

pertenecen al hiperplano del in�nito).

Un conjunto algebraico proyectivo en Pn
k
es el conjunto de puntos cuyas

coordenadas proyectivas son los ceros de una familia fhig � k[x0; x1; : : : ; xn]

de polinomios homog�eneos, o equivalentemente, del ideal homog�eneo que

generan. Al igual que para conjuntos algebraicos a�nes, si H y L son ideales

homog�eneos de k[x0; x1; : : : ; xn], entonces

V (H) [ V (L) = V (HL) ;

y si fHig es una familia de ideales homog�eneos, entonces\
i

V (Hi) = V (
X
i

Hi) :

Como adem�as V (0) = Pn
k
y V (1) = ;, los conjuntos algebraicos proyectivos

son los cerrados de una topolog��a en Pn
k
. El espacio af��n A n

k
es un abierto de

esta topolog��a, y la topolog��a inducida en A n
k
es la topolog��a de Zariski.

(1.1.4) Si V (H) es un conjunto algebraico proyectivo entonces V (H) =

V (
p
H), donde

p
H es el radical de H, que tambi�en es un ideal homog�eneo.

Al anillo k[x0; x1; : : : ; xn]=
p
H se le llama anillo de coordenadas de V (H).
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Los conjuntos algebraicos proyectivos irreducibles, esto es, que no son uni�on

propia de otros conjuntos algebraicos proyectivos, se denominan variedades

proyectivas, y al igual que en el caso af��n, corresponden al conjunto de ce-

ros de los polinomios de un ideal homog�eneo primo. A los abiertos en la

topolog��a inducida de una variedad proyectiva se les denomina variedades

abiertas proyectivas. El anillo de coordenadas de una variedad abierta pro-

yectiva en una variedad V (H) es el anillo de coordenadas de V (H). Todo

conjunto algebraico proyectivo es uni�on �nita de variedades proyectivas que

no se contienen: sus componentes irreducibles.

(1.1.5) El espacio proyectivo Pn
k
admite un recubrimiento por abiertos ho-

meomorfos a A n
k
(los complementarios de los hiperplanos del in�nito corres-

pondientes a cada una de las coordenadas). Cualquier variedad (abierta)

proyectiva V admite un recubrimiento por abiertos fUigni=0 donde cada Ui
es una variedad (abierta) af��n y toda variedad af��n es una variedad abierta

proyectiva.

Se designa con el t�ermino variedad a cualquier variedad, af��n o proyectiva,

ya sea abierta o no.

(1.1.6) Sea V una variedad (abierta) af��n (resp. proyectiva) en el espacio

af��n (resp. proyectivo) n-dimensional y p un punto de V . Una funci�on

f : V �! k

es regular en el punto p si existe un entorno abierto U de p en V y dos

polinomios (resp. polinomios homog�eneos del mismo grado) p(x); q(x) 2 k[X]

tales que q(a) 6= 0 y f(a) = p(a)=q(a) para las coordenadas a de cualquier

punto de U .

Se dice que f es regular en V si es regular en todos los puntos de V . Una

funci�on regular f : V �! k � A 1
k
es una aplicaci�on continua. El conjunto de

funciones regulares en V tiene estructura de anillo.

Se denota por K(V ) al cuerpo de g�ermenes de funciones regulares de V (dos

funciones regulares f : U �! k y g : U 0 �! k provienen del mismo germen

si coinciden en U \ U 0). Los elementos de K(V ) se denominan funciones

racionales sobre V .

(1.1.7) Si V es una variedad af��n, entonces el anillo de funciones regulares

en V , que se denota por O(V ), es isomorfo al anillo de coordenadas de V .

Para cada punto p de V , el conjunto Op de g�ermenes de funciones regulares

en p es un anillo local, y su ideal maximal mp es el conjunto de g�ermenes de

funciones regulares que se anulan en p. El cuerpo residual Op=mp es isomorfo

a k. Op es la localizaci�on del anilloO(V ) en el ideal maximal de las funciones
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regulares en V que se anulan en p, o equivalentemente, la localizaci�on del

anillo de coordenadas de V en el ideal de las clases de polinomios que se

anulan en p.

El cuerpo K(V ) es el cuerpo de fracciones del dominio de integridad O(V )
Si V es una variedad proyectiva, entonces el anillo de funciones regulares en

V es isomorfo a k. El anillo (graduado) de coordenadas de V tambi�en se

denota por O(V ) y para cada punto p 2 V , el conjunto Op de g�ermenes de

funciones regulares en p es un anillo isomorfo al subanillo de los elementos de

grado cero de la localizaci�on de O(V ) en el ideal mp formado por las clases

de polinomios que se anulan en p.

El cuerpo de funciones racionalesK(V ) es isomorfo al subcuerpo de elementos

de grado cero del cuerpo de fracciones de O(V ) ([26]).
Para cualquier punto p 2 V , el anillo O(V ) es un subanillo de Op, y �este a

su vez de K(V ).

(1.1.8) Un mor�smo de variedades es una aplicaci�on continua entre varie-

dades ' : V �! V 0 tal que para todo abierto U de V 0 y toda funci�on regular

f : U �! k, la composici�on f � ' : '�1(V 0) �! k es tambi�en una funci�on

regular.

Puesto que la composici�on de mor�smos y la aplicaci�on identidad en cualquier

variedad son mor�smos de variedades, las variedades y mor�smos de varieda-

des constituyen una categor��a. Un isomor�smo  : V �! V 0 es en particular

un homeomor�smo entre las estructuras topol�ogicas de las variedades V y

V 0, aunque no todo homeomor�smo entre dos variedades es un isomor�smo.

Dos mor�smos de variedades ';  : V �! V 0 que coincidan en un abierto de

V son iguales.

1.1.2. El espectro de un anillo conmutativo

Ciertos sistemas de ecuaciones algebraicas requieren del estudio de sus solu-

ciones en cuerpos m�as generales (no necesariamente algebraicamente cerra-

dos). Como ejemplo m�as conocido cabe citar el �ultimo teorema de Fermat,

que establece que la ecuaci�on xn+ yn = 1 no tiene soluciones en el cuerpo de

los n�umeros racionales Q para n > 2.

Por otra parte, se hace necesario generalizar el concepto de variedad para que

no dependa del espacio af��n o proyectivo en el que est�a contenida. La noci�on

de esquema, introducida por Grothendieck en sus El�ements de G�eom�etrie

Alg�ebrique [24], facilita la resoluci�on de estas cuestiones.

(1.1.9) Sea A un anillo conmutativo (pensemos en el anillo de coordenadas

de una variedad). El conjunto de ideales maximales de A se denomina es-
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pectro maximal de A, y se denota Max(A). Si A es el anillo de coordenadas

de una variedad af��n V sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, Max(A)

se corresponde biyectivamente con los puntos de V .

Al igual que ocurre con los anillos de coordenadas de las variedades a�nes, si

asignamos un objeto geom�etrico a un anillo, es conveniente, dado un homo-

mor�smo entre dos anillos ' : A �! B, obtener un mor�smo entre el objeto

geom�etrico asociado a B y el asociado a A. Si ' : A �! B es un homo-

mor�smo de anillos y m es un ideal maximal de B, el ideal '�1(m) no es en

general un ideal maximal de A (lo es, por ejemplo, cuando ' es epimor�smo).

Sin embargo, para cada ideal primo p de B, el ideal '�1(p) de A es tambi�en

primo. El conjunto de ideales primos del anillo A se denomina espectro de

A, y se denota Spec(A). Si A es el anillo de coordenadas de una variedad

af��n V sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, existe una correspondencia

biyectiva entre Spec(A) y el conjunto de subvariedades cerradas contenidas

en V .

(1.1.10) Si a es un elemento del anillo A, se denota por Da al conjunto

de ideales primos de A que no contienen a a. Puesto que para a; b 2 A la

intersecci�on Da \ Db = Dab, el conjunto fDaga2A es una base de entornos

abiertos de una topolog��a en Spec(A). A esta topolog��a en Spec(A) se le

denomina tambi�en topolog��a de Zariski. Los abiertos son los conjuntos

D(a) = fp 2 Spec(A) ; a 6� pg ;

donde a es un ideal de A.

Si A es el anillo de coordenadas de una variedad af��n V sobre un cuerpo alge-

braicamente cerrado, entonces V , con la topolog��a de Zariski, es homeomorfo

al subespacioMax(A) de Spec(A) (esto es, los ideales de A correspondientes

a las subvariedades de V consistentes en un s�olo punto). Como consecuencia,

Max(A) no es Hausdor�, y por lo tanto Spec(A) tampoco lo es.

Al igual que toda variedad af��n, el espacio Spec(A) es compacto.

(1.1.11) Los cerrados de Spec(A) son los conjuntos

V (a) = fp 2 Spec(A) ; a � pg :

Los �unicos puntos que constituyen por s�� mismos un conjunto cerrado en

Spec(A) son los elementos de Max(A). Dado un punto p de Spec(A), su

clausura es el cerrado V (p), que es homeomorfo al espectro del anillo A=p.

Si A es un dominio de integridad, entonces el ideal cero es un elemento

de Spec(A), y su clausura es todo el espacio Spec(A). Luego, (0) es un

punto que pertenece a cualquier abierto, y por lo tanto cualquier abierto de

Spec(A) es denso.
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Un punto gen�erico de Spec(A) es un elemento de Spec(A) cuya clausura es

todo el espacio. Para que exista un punto gen�erico es necesario y su�ciente

que el nilradical de A (el ideal formado por todos los elementos nilpotentes

del anillo) sea un ideal primo, y en tal caso, el propio nilradical es un punto

gen�erico. Un punto gen�erico de Spec(A) pertenece a cualquier abierto, y por

lo tanto, si existe un punto gen�erico, entonces cualquier abierto es denso.

(1.1.12) Si ' : A �! B es un homomor�smo de anillos, entonces

a' : Spec(B) �! Spec(A) ; p 7�! '�1(p)

es una aplicaci�on continua.

Si ' : A �! A=a es el epimor�smo proyecci�on en el cociente, entonces el

cerrado V (a) de Spec(A) es homeomorfo al espectro del anillo A=a, pues

V (a) es la imagen de la aplicaci�on continua inyectiva y abierta a'.

(1.1.13) Un espacio topol�ogico X es irreducible si no es la intersecci�on de

dos cerrados propiamente contenidos en X. El espectro de un anillo A es

irreducible si, y s�olo si, el nilradical de A es un ideal primo, o sea, si, y s�olo

si, Spec(A) tiene un punto gen�erico.

Los puntos de Spec(A) se corresponden biyectivamente con los cerrados

irreducibles de Spec(A). La aplicaci�on que asigna a cada punto p 2 Spec(A)

su clausura es biyectiva, pues cada cerrado V (a) de Spec(A) es homeomorfo

al espectro del anillo A=a.

Si A es un anillo noetheriano, entonces Spec(A) se descompone de manera

�unica como uni�on de conjuntos cerrados irreducibles que no se contienen

entre s��.

1.1.3. Haces y esquemas

Al igual que el anillo de coordenadas de una variedad af��n V est�a determinado

por la propia variedad, pues es isomorfo al anillo de funciones regularesO(V ),
al espectro de un anillo conmutativo A se le asocia can�onicamente un sistema

de anillos de tal manera que el anillo de secciones globales vuelve a ser A.

De la misma forma que una variedad (proyectiva) es el resultado de encolar

variedades a�nes, estas estructuras se pueden encolar para formar otras m�as

complejas, dando lugar a la noci�on de esquema que generaliza el concepto de

variedad algebraica.

(1.1.14) Dado un espacio topol�ogico X, consideraremos la categor��a cuyos

objetos son los abiertos de X y, dados dos abiertos U y V , el conjunto de

mor�smos entre U y V es unitario si U � V o vac��o si U 6� V . Un prehaz
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de grupos abelianos (resp. de anillos, de m�odulos) sobre el espacio topol�ogico

X es un funtor contravariante F de esta categor��a en la categor��a de grupos

abelianos (resp. de anillos, de m�odulos), de tal manera que F(;) = 0. Si

U � V , a la imagen del �unico mor�smo de U en V por el funtor F se le

denota �V
U
y se le denomina mor�smo restricci�on.

Un mor�smo de prehaces � : F �! F 0 es una transformaci�on natural entre

los funtores F y F 0.
Dado un prehaz F , se denomina �bra de F en el punto p 2 X, y se denota

por Fp, al l��mite del sistema inductivo fF(U) �! F(V )gp2V�U . Para cada

abierto U que contenga a p, al homomor�smo F(U) �! Fp del l��mite directo

se le denota por �U
p
.

(1.1.15) Un haz de grupos abelianos (resp. de anillos, de m�odulos) sobre el

espacio topol�ogico X es un prehaz F de grupos abelianos (resp. de anillos,

de m�odulos) sobre X tal que:

(1.1.15.1) si U es un abierto de X, fUigi2I un recubrimiento de U y s; s0 2
F(U) de tal manera que �U

Ui
(s) = �U

Ui
(s0) para cada i 2 I, entonces s = s0

(se dice que F es separado);

(1.1.15.2) si U es un abierto de X, fUigi2I un recubrimiento de U y si 2
F(Ui) de tal manera que �Ui

Ui\Uj
(si) = �

Uj

Ui\Uj
(sj) para todo i; j 2 I, entonces

existe s 2 F(U) tal que �U
Ui
(s) = si para cada i 2 I.

Los mor�smos de haces son los mor�smos de prehaces entre dos haces.

La categor��a de haces sobre X es una subcategor��a plena de la categor��a de

funtores de la categor��a de abiertos de X a la categor��a de grupos abelianos

(resp. anillos, m�odulos).

(1.1.16) Un concepto equivalente al de haz es el de espacio �etal�e ([39]).

Dado un espacio topol�ogico X, un espacio �etal�e sobre X es un espacio recu-

bridor � : F �! X, es decir, un homeomor�smo local sobreyectivo, tal que

la �bra Fp = ��1(p) de cada punto p 2 X es un grupo abeliano (resp. un

anillo) de tal manera que las aplicaciones

Fp � Fp�! Fp
a; b 7�! a+ b

Fp�! Fp
a 7�!�a

(resp.

Fp � Fp�! Fp
a; b 7�! a+ b

Fp � Fp�!Fp
a; b 7�! ab

Fp�! Fp
a 7�!�a )

son continuas cuando se considera en Fp la topolog��a inducida por F .
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Dado un espacio �etal�e � : F �! X, una secci�on sobre F en un abierto U de

X es una aplicaci�on continua s : U �! F tal que el diagrama

F

�

��
U

i

��

s

���������
X

es conmutativo.

Dos espacios �etal�e � : F �! X y �0 : F 0 �! X se dice que son equivalentes

cuando son equivalentes como espacios recubridores, esto es, cuando existe

un homeomor�smo  : F �! F 0 tal que el diagrama

F
 ��

�
��❅

❅❅❅
❅❅❅

❅ F 0

�0��� � �
� � �
� �

X

es conmutativo.

Por ejemplo, si F es un prehaz sobre el espacio topol�ogico X, se puede

construir un espacio �etal�e � : FF �! X denominado espacio �etal�e de las

�bras de F , donde FF =
U
p2X

Fp (la uni�on disjunta) est�a dotado de la

topolog��a que tiene por base de abiertos a los conjuntos f�U
p
(t) ; p 2 Ug,

siendo U abierto de X y t 2 F(U), y � es la proyecci�on que lleva a los

elementos de Fp en p.
Por otra parte, si � : F �! X es un espacio �etal�e, entonces el funtor FF de

la categor��a de abiertos de X en la de grupos abelianos (resp. de anillos, de

m�odulos) que a cada abierto U le asigna

FF (U) = fs : U �! F ; s es una secci�ong ;

y que al mor�smo V � U le asigna el homomor�smo que restringe a V las

secciones en U , es un haz denominado haz de secciones sobre F .

Si � : F �! X es un espacio �etal�e y F es el haz de las secciones sobre F ,

entonces el espacio �etal�e de las �bras de F es isomorfo al primero.

Rec��procamente, si F es un haz sobre X y � : F �! X es el espacio �etal�e

de las �bras de F , el haz de las secciones sobre F es un funtor naturalmente

equivalente a F .

(1.1.17) Si F es un prehaz sobre X y � : F �! X es el espacio �etal�e de las

�bras de F , se denomina haz asociado al prehaz F , y se denota por F+, al
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haz de las secciones sobre F . El haz F+ junto con el mor�smo de prehaces

i : F �! F+ que a cada abierto U de X le asigna el homomor�smo

i(U) :F(U)�!F+(U)

s 7�! i(U)(s) :U �! F

p 7�! �U
p
(s)

veri�ca la siguiente propiedad universal: dado un haz H sobre X y un mor-

�smo de prehaces � : F �! H, existe un �unico mor�smo  : F+ �! H tal

que  � i = �. Como consecuencia, F+ es el �unico haz, salvo isomor�smos,

que veri�ca esta propiedad.

Por otra parte, si  : F �! H es un mor�smo de prehaces sobre X, entonces

existe un �unico mor�smo de haces  + : F+ �! H+ tal que el diagrama

F
 ��

i

��

H
i

��
F+

 
+

��H+

es conmutativo. De esta manera se de�ne un funtor de la categor��a de preha-

ces sobre X en la categor��a de haces sobre X que recibe el nombre de funtor

haci�caci�on.

Si F es un prehaz separado, entonces F es un subprehaz de F+, esto es, un

subobjeto de F+ en la categor��a de prehaces sobre X.

(1.1.18) El ejemplo que se describe a continuaci�on se conoce como haz de

estructura de un anillo. Dado un anillo conmutativo A, se denota por OA al

haz sobre Spec(A) que asigna

� a cada abierto U (de la topolog��a de Zariski), el anillo de las secciones

en U , esto es, el conjunto de secciones

s : U !
M
p2U

Ap

de tal manera que s(p) 2 Ap para cada p 2 U y existe un abierto

p 2 V � U y un par de elementos a; f 2 A tales que f 62 q y s(q) = a=f

para todo q 2 V ,

� y a la inclusi�on V � U , el homomor�smo restricci�on de secciones

OA(U) �! OA(V ) ; s 7�! sjV :
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Equivalentemente, OA puede ser de�nido (ver [26]) de la siguiente forma: a

cada abierto U = D(I), donde I es un ideal de A, se le asigna el anillo

lim
�!

n2N

HomA(I
n; A) ;

y a la inclusi�on D(J) � D(I) (o sea, J � I), se le asigna el homomor�smo

entre los l��mites inducido por las restricciones

fn : HomA(I
n; A) �! HomA(J

n; A) :

El anillo de secciones globales de OA, esto es, el anillo OA(Spec(A)) es

isomorfo a A.

SiM es un A{m�odulo, el haz de estructura OM es el funtor que a cada abierto

U = D(I) de Spec(A) le asigna el OA(U){m�odulo

lim
�!

n2N

HomA(I
n;M) ;

y a cada mor�smoD(J) � D(I) el homomor�smo de A{m�odulos que inducen

los homomor�smos restricci�on

fn : HomA(I
n;M) �! HomA(J

n;M) :

Adem�as, el A{m�oduloM se obtiene de nuevo como el A{m�odulo de secciones

globales de OM .

(1.1.19) Dada una aplicaci�on continua f : X �! Y , cada haz F sobre X

induce un haz f�F sobre Y , que se denomina imagen directa de F , y que a

cada abierto abierto U de Y le asigna F(f�1(U)).
Por otra parte, todo haz G sobre Y induce un haz f�1G sobre X, denominado

imagen inversa de G, que es el haz obtenido por haci�caci�on del prehaz que

a cada abierto U de X le asigna

lim
 �

f(U)�V

G(V ) :

Un espacio anillado es un par (X;F), donde X es un espacio topol�ogico y

F es un haz de anillos sobre X. Un mor�smo entre los espacios anillados

(X;F) e (Y;G) es un par (f;  ) en el que f : X �! Y es una aplicaci�on

continua y  : G �! f�F es un mor�smo de haces sobre Y .

Un espacio localmente anillado es un espacio anillado (X;F) tal que para

cada p 2 X, la �bra Fp es un anillo local. Un mor�smo de espacios localmente

anillados (f;  ) entre los espacios localmente anillados (X;F) e (Y;G) es
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un mor�smo de espacios anillados de tal manera que para cada p 2 X, la

composici�on

Gf(p)
 f(p) �� (f�F)f(p) = lim

�!

f(p)2V

(f�F)(V ) �� Fp = lim
�!

p2U

F(U)

es un homomor�smo local, esto es, la imagen inversa del ideal maximal de

Fp es el ideal maximal de Gf(p).

(1.1.20) Ejemplo. Si ' : A �! B es un homomor�smo de anillos, entonces

tanto (Spec(A);OA) como (Spec(B);OB) son espacios localmente anillados,

y el par (a'; '#), donde '# asigna a cada secci�on s : U �!
L

p2U
Ap en el

abierto U de Spec(A), la secci�on

(a')�1(U)
a
' �� U

s ��
L

q2(a')�1(U) A'�1(q)

L
'q��
L

q2(a')�1(U)Bq ;

es un mor�smo de espacios anillados.

Adem�as, si el par (f;  ) es un homomor�smo de espacios localmente anillados

entre (Spec(B);OB) y (Spec(A);OA), entonces existe un homomor�smo de

anillos ' : A �! B tal que f = a' y  = '# ([26]).

(1.1.21) Ejemplo. Si S =
L

n�0 Sn es un anillo positivamente graduado y

S+ es el ideal
L

n�1 Sn, se llama espectro primo homog�eneo de S al conjunto

Proj(S) = fp � S ; p es primo y homog�eneo ; S+ 6� pg :

La familia de los D(I) = fp 2 Proj(S) ; I 6� pg, donde I es un ideal

homog�eneo de S, es una topolog��a de Proj(S).

En Proj(S) se puede de�nir un haz OS tambi�en llamado de estructura, y que

es aquel cuya �bra en el punto p es el anillo de los elementos de grado cero

de T�1S, la localizaci�on de S en el conjunto T de los elementos homog�eneos

de S que no est�an en p.

El par (Proj(S);OS) es un espacio localmente anillado.

(1.1.22) Un esquema af��n es un espacio localmente anillado isomorfo a

(Spec(A);OA) para alg�un anillo A.

Un esquema es un espacio localmente anillado (X;F) que localmente es un

esquema af��n, esto es, para cada p 2 X existe un entorno abierto U de p tal

que (U;FjU) es un esquema af��n.

Un mor�smo de esquemas es un mor�smo de espacios localmente anillados.

Dado un esquema S, un esquema sobre S es un esquema X para el que

existe un mor�smo p : X �! S. Si p : X �! S y q : Y �! S son esquemas
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sobre S, un mor�smo de esquemas sobre S es un mor�smo de esquemas

 : X �! Y tal que el diagrama

X
 ��

p
��❅

❅❅
❅❅

❅❅
Y

q
��� �
� �
� �
�

S

es conmutativo.

1.2. Localizaci�on en categor��as de m�odulos

Si X es un espacio topol�ogico (pensemos en el espectro primo de un anillo

conmutativo), U es un abierto de X, y consideramos las categor��as abelianas

C, de haces de grupos abelianos sobre X, y Q, de haces de grupos abelianos
sobre U , entonces el funtor restricci�on

Q : C �! Q ; QF = FjU

es exacto, es adjunto a izquierda del funtor imagen directa I : Q �! C y

la composici�on Q � I es naturalmente equivalente al funtor identidad en Q
([16]).

Teniendo en cuenta que la categor��a de haces coherentes sobre el espectro

de un anillo conmutativo A es equivalente a la categor��a A � mod ([39]),

a la hora de desarrollar una teor��a de localizaci�on para anillos no necesaria-

mente conmutativos es interesante caracterizar primero a las categor��as D
y a los funtores Q : C �! D que veri�can esas propiedades cuando C es

una categor��a de m�odulos, o m�as generalmente, cuando C es una categor��a

abeliana.

En esta secci�on se recogen los principios b�asicos de la localizaci�on abstracta

en categor��as abelianas y su particularizaci�on a categor��as de Grothendieck

y a categor��as de m�odulos.

(1.2.1) Sea C una categor��a abeliana. Si D es una subcategor��a de C, se
puede construir una categor��a preaditiva C=D denominada categor��a cociente

([25]) cuyos objetos son los objetos de C y cuyos mor�smos son

HomC=D(M;N) = lim
�!

HomC(M
0; N=N 0) ;

donde el l��mite est�a tomado en los subobjetos M 0 de M y N 0 de N tales que

M=M 0 y N 0 son objetos de D.
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Esta categor��a cociente tiene asociado un funtor proyecci�on Q : C �! C=D
mediante el cual a un objeto M de C se le asigna el mismo objeto M en la

categor��a cociente, y a cada mor�smo f : M �! N , se le asigna su imagen

en el l��mite lim
�!

HomC(M
0; N=N 0).

No es dif��cil ver que Q es aditivo y que lleva n�ucleos en n�ucleos y con�ucleos

en con�ucleos.

(1.2.2) Una subcategor��a plena D de C se dice que es gruesa si es cerrada

para subobjetos, cocientes y extensiones exactas.

Si D es una subcategor��a gruesa de C, entonces la categor��a cociente C=D
es abeliana y el funtor proyecci�on Q : C �! C=D es exacto. Adem�as, toda

sucesi�on exacta corta en C=D es imagen por Q de una sucesi�on exacta corta

de C. El funtor I : C=D �! C adjunto a derecha de Q, en caso de existir, se

denomina funtor secci�on, y siempre es exacto a izquierda ([40])

(1.2.3) Si D es una subcategor��a gruesa de la categor��a abeliana C, se dice
que un objeto M de C es D{cerrado si se veri�ca alguna de las siguientes

condiciones equivalentes ([16]):

(1.2.3.1) Si f : N �! N 0 es un mor�smo en C y tanto Kerf como Cokerf

son objetos de D, entonces f � : HomC(N 0;M) �! HomC(N;M) es un iso-

mor�smo de grupos abelianos.

(1.2.3.2) El �unico subobjeto de M que es un objeto de D es el cero.

(1.2.3.3) Para todo objeto N de C, el funtor Q induce un isomor�smo de

grupos abelianos QN;M : HomC(N;M) �! HomC=D(N;M).

Si D es una subcategor��a gruesa y Q admite un funtor adjunto a derecha

I, entonces se dice que D es una subcategor��a localizante y al funtor I � Q
se le denomina funtor localizaci�on. Si D es una subcategor��a localizante,

entonces para todo objeto N de C=D, el objeto I(N) es D{cerrado. Adem�as,

la transformaci�on natural � : Q � I �! idC=D es una equivalencia natural.

Si � : idC �! I �Q es la transformaci�on natural inducida por la adjunci�on,

entonces un objeto M de C es D{cerrado si, y s�olo si, el mor�smo

�M :M �! I �Q(M)

es un isomor�smo.

Rec��procamente, si C y C 0 son dos categor��as abelianas y Q : C �! C 0 es un
funtor exacto que admite un adjunto a derecha I de manera que la transfor-

maci�on natural � : Q � I �! idC0 es una equivalencia natural, entonces la

subcategor��a plena KerQ de C (cuyos objetos son los objetos M de C tales

que Q(M) es isomorfo al cero de C 0) es una subcategor��a localizante.
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La D{envolvente de un objeto M de C es un mor�smo j : M �! N de C,
donde N es un objeto D{cerrado tal que Kerj y Cokerj son objetos de D.

(1.2.4) Sea C una categor��a de Grothendieck (esto es, una categor��a abelia-

na con un generador y l��mites inductivos exactos). Una subcategor��a gruesa

D de C es localizante si, y s�olo si, es cerrada para l��mites inductivos (tomados

en C).
Una teor��a de torsi�on en C es un par (T ;F) de familias no vac��as de objetos

de C tales que

(1.2.4.1) M 2 T si, y s�olo si, HomC(M;N) = f0g para todo N 2 F , y

(1.2.4.2) N 2 F si, y s�olo si, HomR(M;N) = f0g para todo M 2 T

(ver [45, 51, et al.]). A la clase T se le llama clase de torsi�on de la teor��a de

torsi�on (T ;F) y a F clase de libres de torsi�on.

Una familia T 0 de objetos de C genera una teor��a de torsi�on (T ;F) tal que
T 0 � T . Dicha teor��a de torsi�on viene dada por

F = fN 2 ObjC ; 8M 0 2 T 0; HomC(M 0; N) = 0g ;

T = fM 2 ObjC ; 8N 2 F ; HomC(M;N) = 0g :

Si T 0 es la clase de torsi�on de una teor��a de torsi�on (T 0;F 0), entonces la teor��a
de torsi�on generada por T 0 es la propia (T 0;F 0).
La teor��a de torsi�on (T ;F) se dice que es hereditaria si dado un objeto M en

T , todos los subobjetos de M pertenecen a T , o equivalentemente, si dado

un objeto N de F , la envolvente inyectiva de N pertenece a F . La familia T
de objetos de C es la clase de torsi�on de una teor��a de torsi�on hereditaria si,

y s�olo si, T es cerrada al tomar cocientes, coproductos, extensiones exactas y

subobjetos, esto es, si, y s�olo si, T es la clase de objetos de una subcategor��a

localizante de C.

(1.2.5) Un funtor n�ucleo en la categor��a de Grothendieck C es un subfuntor

� exacto a izquierda del funtor identidad en C. Si adem�as �(M=�M) = 0 para

todo objeto M de C, entonces se dice que � es un funtor n�ucleo idempotente

o un radical .

Si � es un radical, se llama objetos de �{torsi�on a los objetosM de C tales que
�M =M y objetos �{libres de torsi�on a los M tales que �M = 0. El par de

clases (T�;F�) de objetos de �{torsi�on y �{libres de torsi�on respectivamente,

es una teor��a de torsi�on hereditaria en C.
Rec��procamente, si (T ;F) es una teor��a de torsi�on hereditaria en C, entonces
el subfuntor � de la identidad en C que a cada objeto M le asigna la suma

de todos los subobjetos de M que est�an en T es un radical.
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De esta manera se establece una correspondencia biyectiva entre la clase de

radicales y la de teor��as de torsi�on hereditarias en C, o equivalentemente, de

subcategor��as localizantes de C.

(1.2.6) Sea � un radical en la categor��a de Grothendieck C. Se dice que

un mor�smo f es un �{isomor�smo si Kerf y Cokerf son objetos de �{

torsi�on. Un objeto E de C se dice que es �{inyectivo (resp. �{cerrado) si

para cada mor�smo g : M �! E y cada �{isomor�smo f : M �! N existe

un mor�smo (resp. un �unico mor�smo) h : N �! E tal que el diagrama

M
f ��

g

��

N

h��� � �
� � �
� �

E

es conmutativo.

El objeto E de C es �{cerrado si, y s�olo si, E es �{inyectivo y �{libre de

torsi�on. La subcategor��a plena de C cuyos objetos son todos los objetos

�{cerrados de C se denota por C(�).

(1.2.7) Si M es un objeto de C, una envolvente �{inyectiva de M es una

extensi�on esencial j : M �! E, donde E es un objeto de C(�), tal que el

con�ucleo de j es de �{torsi�on. Todo objeto M de C tiene una �unica (salvo

isomor�smos) envolvente �{inyectiva tal que Kerj�;M = �M que se denota

por j�;M :M �! E�M .

Se denota por a
�
al funtor de C en C(�) que a cada objeto M de C le asigna

E�M , y a cada mor�smo f : M �! N el �unico mor�smo que hace al

cuadrado

M
f ��

j�;M

��

N

j�;N

��
E�M

a
�
f

�� E�N

conmutativo. El funtor a
�
es exacto y adjunto a izquierda del funtor inclu-

si�on. Si fFi �! Fjgi�j2I es un sistema proyectivo, entonces el l��mite del

sistema proyectivo fa
�
Fi �! a

�
Fjgi�j2I coincide con

a
�
(lim
 �

Fi) ;

es decir, a
�
conmuta con l��mites proyectivos.

Adem�as, la composici�on de a
�
y el funtor inclusi�on es un endofuntor de C

exacto a izquierda.
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(1.2.8) Sea R un anillo. La categor��a de R{m�odulos a izquierda, que se

denota por R�mod, es una categor��a de Grothendieck y por tanto se pueden

particularizar a dicha categor��a los resultados que se han mencionado en los

p�arrafos precedentes.

Las subcategor��as localizantes de R �mod son las subcategor��as plenas ce-

rradas al tomar subm�odulos, im�agenes epim�or�cas, extensiones exactas y

l��mites inductivos.

Una teor��a de torsi�on es un par (T ;F) de familias no vac��as de R{m�odulos a

izquierda tales que M pertenece a T si, y s�olo si, HomR(M;N) = f0g para
todo N 2 F , y N pertenece a F si, y s�olo si, HomR(M;N) = f0g para todo
M 2 T .
Una teor��a de torsi�on hereditaria queda perfectamente determinada dando

su clase de torsi�on hereditaria T , o lo que es lo mismo, la clase de objetos de

la subcategor��a topologizante de R�mod que tiene asociada, puesto que la

clase de libres de torsi�on viene dada por

F = fN ; 8M 2 T ; HomR(M;N) = f0g g :

Una familia de R{m�odulos a izquierda es la clase de libres de torsi�on de

alguna teor��a de torsi�on hereditaria si, y s�olo si, es cerrada para subm�odulos,

extensiones exactas, l��mites proyectivos y envolventes inyectivas.

Una teor��a de torsi�on hereditaria tambi�en est�a determinada por su clase de

libres de torsi�on.

Un funtor n�ucleo � : R�mod �! R�mod es un funtor exacto a izquierda

tal que, para cada R{m�odulo M , �M es un subm�odulo de M y �f = fj�M
para cada R{homomor�smo f :M �! N .

(1.2.9) La descripci�on de los funtores localizaci�on en una categor��a de

m�odulos se hace m�as sencilla gracias a la noci�on de �ltro de Gabriel, que

en esa categor��a es equivalente a la de radical.

Un conjunto L de ideales a izquierda de R se dice que es un �ltro en R si

es cerrado para generalizaciones y para intersecciones, esto es, si L; L0 2 L
y L \ L0 � H �l R, entonces H 2 L. El conjunto de todos los �ltros en R

est�a parcialmente ordenado por la inclusi�on. Ejemplos de �ltros en el anillo

R son el global, formado por todos los ideales a izquierda del anillo R y el

unitario, que esta formado por el propio R como �unico ideal a izquierda.

Si L yH son �ltros en R, se puede de�nir un nuevo �ltro llamado composici�on

de L y H que se denota por L � H y est�a formado por todos los ideales a

izquierda L de R para los que existe un ideal H 2 H tal que L � H y

(L : r) = fs 2 R ; sr 2 Lg 2 L :
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Un �ltro L de ideales a izquierda de R se dice que es uniforme si para todo

elemento r de R y todo L perteneciente a L, el ideal (L : r) tambi�en pertenece

a L, o equivalentemente, si L � fRg = L.
Si L es un �ltro uniforme en R, entonces el subfuntor �L de la identidad en

R�mod que a cada R{m�odulo a izquierda M le asigna el subm�odulo

�LM = fm 2M ; Annl
R
(m) 2 Lg ;

es un funtor n�ucleo.

Por otra parte, si � es un funtor n�ucleo en R �mod, entonces el conjunto

L� de todos los ideales a izquierda L tales que R=L es un R{m�odulo de

�{torsi�on, es un �ltro uniforme en R. Adem�as esta correspondencia es una

biyecci�on entre los conjuntos de �ltros uniformes en R y de funtores n�ucleo

en R�mod.

Un �ltro uniforme L se dice que es un �ltro de Gabriel si, siempre que para

un ideal a izquierda L exista un elemento H 2 L tal que (L : r) 2 L para

todo r 2 H, entonces L 2 L. Equivalentemente, el �ltro uniforme L es de

Gabriel si, y s�olo si, L � L � L.
La biyecci�on entre la familia de �ltros uniformes en R y la familia de funtores

n�ucleo en R�mod hace corresponder �ltros de Gabriel a radicales y vicever-

sa. Luego la familia de �ltros de Gabriel en R se corresponde biyectivamente

con la de radicales en R �mod, y por lo tanto con la de teor��as de torsi�on

hereditarias de R{m�odulos.

(1.2.10) Ejemplos. Sea I un ideal bil�atero de R �nitamente generado como

ideal a izquierda. Entonces el conjunto de ideales a izquierda

LI = fL �l R ; 9n 2 N ; In � Lg

es un �ltro de Gabriel en R.

Un conjunto de Ore a izquierda deR es una parte multiplicativamente cerrada

S � R tal que para cada r 2 R y cada s 2 S existen r0 2 R y s0 2 S tales

que s0r = r0s. Si S es un conjunto de Ore a izquierda de R, entonces

LS = fL �l R ; L \ S 6= ;g

es un �ltro de Gabriel en R.

(1.2.11) Dado un radical � en R �mod, un R{m�odulo a izquierda E es

un objeto �{inyectivo (resp. �{cerrado) de R�mod si, y s�olo si, para todo

homomor�smo de R{m�odulos f : L �! E, donde L 2 L�, existe un elemento

(resp. un �unico elemento) m 2 E tal que f(r) = rm para cada r 2 L.
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La clase de R{m�odulos de �{torsi�on es la clase de objetos de una subcategor��a

localizante en R�mod, que se denota por T�. La subcategor��a plena de los

objetos �{cerrados de R�mod se denota por (R; �)�mod. La subcategor��a

T� es el n�ucleo de un funtor exacto a
�
: R�mod �! (R; �)�mod adjunto

a izquierda del funtor inclusi�on (ver (1.2.7))

Consideremos el funtor Q� de la categor��a R � mod en la subcategor��a

(R; �) �mod que a cada R{m�odulo a izquierda M le asigna el R{m�odulo

�{cerrado

Q�M = lim
�!

L2L�

HomR(L;M=�M)

y a cada mor�smo f : M �! M 0 de R{m�odulos a izquierda, el l��mite f� de

los homomor�smos

L ��M=�M ��M 0=�M 0 :

El homomor�smo f� es el �unico que hace conmutativo al diagrama

M
f ��

j�;M

��

M 0

j�;M0

��
Q�M

f�

�� Q�M
0

donde j�;M es el homomor�smo tal que la imagen de m 2 M es el elemento

del l��mite representado por el R{homomor�smo

�m :R�!M=�M

r 7�! rm

Dado que el n�ucleo y el con�ucleo de j�;M son de �{torsi�on yQ�M es �{cerrado

para cada R{m�odulo a izquierda M , el mor�smo j�;M : M �! Q�M es la

envolvente �{inyectiva deM . Adem�as, el n�ucleo de j�;M es �M , y por lo tanto

el funtor Q� coincide con el funtor a
�
. Luego Q� : R�mod �! (R; �)�mod

es exacto, y es adjunto a izquierda del funtor inclusi�on, por lo que conmuta

con l��mites proyectivos.

Adem�as la transformaci�on natural � : Q� � i �! id(R;�)�mod es una equiva-

lencia natural y por lo tanto la subcategor��a (R; �) �mod es cerrada para

l��mites proyectivos tomados en R�mod.

Al funtor i �Q� se le denomina funtor localizaci�on, y generalmente, salvo en

casos en los que haya posibilidad de confusi�on, tambi�en se le denota Q�.

El R{m�odulo a izquierda Q�R est�a dotado de una estructura de anillo de tal

forma que j�;R : R �! Q�R es un homomor�smo de anillos. Si M es un
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R{m�odulo a izquierda, entonces Q�M posee una estructura de Q�R{m�odulo

a izquierda que es compatible con la de R{m�odulo al restringir los escalares

por medio del homomor�smo j�;R.

(1.2.12) Ejemplo. Sean � y � dos radicales en R � mod de tal manera

que �M � �M para todo R{m�odulo a izquierda M . Entonces, aplicando

el funtor Q� al homomor�smo j�;M : M �! Q�M , se obtiene el diagrama

conmutativo

M
j�;M ��

j�;M

��

Q�M

j�;Q�M

��
Q�M

Q� j�;M

�� Q�Q�M

El R{m�odulo a izquierda Q�Q�M es �{cerrado y

Coker(j�;Q�M � j�;M )=Q�Q�M=j�;Q�M � j�;M (M)

=
Q�Q�M=j�;Q�M(Q�M)

j�;Q�M(Q�M)=j�;Q�M � j�;M (M)

es (el cociente de un R{m�odulo) de �{torsi�on. Como Ker(j�;Q�M�j�;M ) = �M

por ser

L� � L� � L� � L� � L� = L�

(ver (4.1.5)), el homomor�smo j�;Q�M �j�;M :M �! Q�Q�M es la envolvente

�{inyectiva de M , y por lo tanto el homomor�smo Q�j�;M es un isomor�smo

entre Q�M y Q�Q�M . De hecho, Q� j� de�ne una equivalencia natural entre

los funtores Q� y Q�Q�.

(1.2.13) El funtor Q� de puede construir de una forma equivalente ([22]).

Dado un R{m�odulo a izquierda M , denotaremos por EM=�M a la envolvente

inyectiva del R{m�odulo �{libre de torsi�on M=�M y por p al homomor�smo

proyecci�on

p : EM=�M �!
EM=�M

M=�M
:

Sea E� el funtor que a cada R{m�odulo a izquierda M le asigna el R{m�odulo

�{cerrado

p�1(�
E�

M

M=�M
) ;

y a cada homomor�smo f 2 HomR(M;M 0), el �unico homomor�smo E�(f)
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que hace conmutativo al diagrama

M
f ��

i�;M

��

M 0

i�;M0

��
E�M

E�(f)
�� E�M

0

donde i�;M :M �! E�M es la composici�on de la proyecci�on y la inclusi�on

M �!M=�M �! EM=�M :

Existe una equivalencia natural � entre los funtores E� y Q�, pues de hecho

i�;M : M �! E�M es la envolvente �{inyectiva de M . Adem�as, para cada

R{m�odulo a izquierda M el siguiente diagrama es conmutativo:

E�M
�(M) �� Q�M

M

i�;M

��❋ ❋ ❋ ❋ ❋ ❋ ❋ ❋ j�;M

		��������

(1.2.14) Dado un radical � en R�mod, el funtor localizaci�on

i �Q� : R�mod �! R�mod

es exacto a izquierda, pero en general no es exacto, a�un cuando el funtor

Q� : R �mod �! (R; �)�mod es siempre exacto.

Por otra parte, cualquier R{m�odulo a izquierda �{cerrado M es tambi�en un

Q�R{m�odulo a izquierda (puesto que M = (i � Q�)M), pero generalmente

no todo Q�R{m�odulo a izquierda es �{cerrado como R{m�odulo.

De hecho, el funtor localizaci�on i � Q� es exacto si, y s�olo si, las categor��as

Q�R�mod y (R; �)�mod coinciden, o equivalentemente ([22]), si, y s�olo

si, para todo R{m�odulo a izquierda M el homomor�smo

Q�R 
RM �! Q�M ; s
m 7�! sj�;M(m)

es un isomor�smo de Q�R{m�odulos.

De los radicales � en R�mod (y tambi�en de los �ltros de Gabriel asociados)

que veri�can esta propiedad se dice que satisfacen la propiedad T, o tambi�en

que el funtor localizaci�on i �Q� es una localizaci�on perfecta.



22 Cap��tulo 1 Preliminares

1.3. Compatibilidad y estabilidad

(1.3.1) El conjunto R � �lt de los �ltros uniformes de ideales a izquierda

del anilloR est�a parcialmente ordenado por la inclusi�on. Adem�as, puesto que

la intersecci�on de �ltros uniformes es de nuevo un �ltro uniforme, R � �lt

es un ret��culo, en el que el ��n�mo de una familia fL�g�2A es la intersecci�onT
�2A

L� y el supremo es
T
fH ; H 2 R� �lt; L� � H; 8� 2 Ag.

La inclusi�on es un orden parcial tambi�en en el conjunto de �ltros de Gabriel,

y la intersecci�on de �ltros de Gabriel es un �ltro de Gabriel, aunque gene-

ralmente el conjunto de �ltros de Gabriel no es un subret��culo de R � �lt,

pues el supremo de un par de �ltros de Gabriel contiene al supremo de de

esos dos �ltros en R� �lt, pero no coincide con �el (ver (3.1.19)).

(1.3.2) Si L y H son dos �ltros uniformes, en general L � H y H � L son

�ltros uniformes distintos. Si adem�as L y H son �ltros de Gabriel, los �ltros

uniformes L�H y H�L no tienen por qu�e ser �ltros de Gabriel. Las parejas

de �ltros de Gabriel tales que su composici�on es un �ltro de Gabriel est�an

caracterizadas por las siguientes propiedades:

(1.3.3) Teorema. ([11, 34]) Sean L y H dos �ltros de Gabriel en el anillo

R que tienen como radicales asociados a �L y �H respectivamente. Las

siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(1.3.3.1) Para todo R{m�odulo a izquierda M , �L(Q�H
M) = Q�H

(�LM);

(1.3.3.2) Para todo R{m�odulo a izquierda M , �H(Q�L
M) = Q�L

(�HM);

(1.3.3.3) Si M 2 T�L y N 2 F�L entonces Q�H
M 2 T�L y Q�H

N 2 F�L;

(1.3.3.4) Si M 2 T�H y N 2 F�H entonces Q�L
M 2 T�H y Q�L

N 2 F�H;

(1.3.3.5) �H, resp. �L, es por restricci�on un radical en (R; �L)�mod, resp.

en (R; �H)�mod;

(1.3.3.6) Si M 2 F�L, resp. N 2 F�H, entonces M=�HM 2 F�L, resp.

N=�LN 2 F�H;

(1.3.3.7) L � H es un �ltro de Gabriel;

(1.3.3.8) L � H es el supremo de L y H en el ret��culo de �ltros de Gabriel

de R;

(1.3.3.9) L � H = H � L.

(1.3.4) Si dos �ltros de Gabriel veri�can alguna de las condiciones equiva-

lentes del resultado anterior se dice que son mutuamente compatibles ([43]).
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M�as generalmente, dado un R{m�odulo a izquierda M , se dice que dos �ltros

de Gabriel L y H en R son mutuamente compatibles con respecto a M si

�L(QHM) = QH(�LM) y �H(QLM) = QL(�HM), o equivalentemente ([11]),

si QLQHM y QHQLM son L _ H{libres de torsi�on, donde el supremo est�a

tomado en el ret��culo de �ltros de Gabriel en R. La compatibilidad entre

�ltros de Gabriel con respecto a un m�odulo permite construir, a partir de

un anillo noetheriano a izquierda R, un haz de anillos OR y, a partir de

un R{m�odulo a izquierda M , un haz de OR{m�odulos OM . En efecto, si

consideramos en el espectro de los ideales primos bil�ateros Spec(R) una

topolog��a en la que los abiertos son de la forma

K(L) = fP 2 Spec(R) ; R=P es L{libre de torsi�ong

donde L es un �ltro de Gabriel sim�etrico, entonces, puesto que L queda

un��vocamente determinado por K(L), es posible de�nir un prehaz de anillos

OR, resp. de OR{m�odulos a izquierda OM , que a cada abierto U = K(L) le
asigne la localizaci�on Q�L

R, resp. Q�L
M , y a la inclusi�on K(L) � K(H) (que

equivale a H � L) el �unico homomor�smo tal que el diagrama

Q�H
R �� Q�L

R

R

j�H;R

��❊ ❊ ❊ ❊ ❊ ❊ ❊ ❊ ❊ j�L;R

										

resp.

Q�H
M �� Q�L

M

M

j�H;M




 
 
 
 
 
 
 
 
 j�L;M

��✇✇✇✇✇✇✇✇

es conmutativo.

Si, adem�as, para cada par de abiertos K(L) y K(H), los �ltros de Gabriel

L y H son mutuamente compatibles respecto a M , entonces (y s�olo en ese

caso) el prehaz descrito anteriormente es un haz, como prueban J. Mulet y

A. Verschoren con el siguiente resultado:

(1.3.5) Teorema. ([34]) Sean M un R{m�odulo a izquierda y L y H dos

�ltros de Gabriel en el anillo noetheriano a izquierda y a derecha R. Entonces

L y H son mutuamente compatibles respecto a M si, y s�olo si, la sucesi�on

can�onica

0 �� Q�L\H
M �� Q�L

M �Q�H
M

��
�� Q�L_H

M

es exacta (donde el supremo L _ H est�a tomado en el ret��culo de �ltros de

Gabriel en R).
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(1.3.6) Si A es un anillo conmutativo e I es un ideal de A, se llama topolog��a

I{�adica o I{topolog��a de A a la topolog��a lineal que tiene a la familia fIngn2N
como base de entornos abiertos de 0. Si M es un A{m�odulo, la topolog��a

I{�adica o I{topolog��a de M es la topolog��a lineal que tiene a la familia

fInMgn2N como base de entornos abiertos de 0.

En un subm�odulo M 0 de M se puede considerar su topolog��a I{�adica y tam-

bi�en la topolog��a inducida en M 0 por la topolog��a I{�adica de M . El lema de

Artin-Rees dice que si A es un anillo noetheriano, entonces ambas topolog��as

coinciden.

(1.3.7) Si L es una familia de ideales a izquierda de un anillo R, entonces

L es un �ltro uniforme si, y s�olo si, es la familia de entornos abiertos de 0

de una topolog��a que convierte a R en un anillo topol�ogico (ver (3.1.10)).

Si L es un �ltro uniforme y M es un R{m�odulo a izquierda, se denomina

L{topolog��a de M a la topolog��a que tiene como base de entornos abiertos

de 0 a la familia de subm�odulos

L(M) = fN �M ; M=N es L � torsi�ong :

Si M 0 es un subm�odulo de M , en general la L{topolog��a de M 0 no es la

topolog��a inducida por la L{topolog��a de M . Sin embargo, ambas topolog��as

coinciden cuando M 0 es un abierto en la L{topolog��a de M y L es un �ltro

de Gabriel:

(1.3.8) Proposici�on. ([22]) Sea L un �ltro uniforme en el anillo R. Enton-

ces L es un �ltro de Gabriel si, y s�olo si, para todo R{m�odulo a izquierda M

y todo subm�odulo M 0 abierto en la L{topolog��a de M , la L{topolog��a de M 0

y la topolog��a inducida por la L{topolog��a de M coinciden.

(1.3.9) Si M 0 es un subm�odulo de M tal que M 0 no es un abierto en la

L{topolog��a de M , entonces la topolog��a inducida en M 0 y la L{topolog��a
de M 0 en general no coinciden ni a�un cuando L es un �ltro de Gabriel. Se

dice que un �ltro de Gabriel L, y tambi�en su radical asociado �L, resp. la

teor��a de torsi�on (T�L;F�L) correspondiente a �este, es estable si para todo

R{m�odulo a izquierda M y todo subm�odulo M 0 de M la L{topolog��a de M 0

es la topolog��a inducida de la L{topolog��a de M .

La noci�on de estabilidad se puede de�nir de otras maneras equivalentes:

(1.3.10) Proposici�on. ([11]) Sea L un �ltro de Gabriel en el anillo R, �L
el radical asociado a L y (T�L;F�L) la teor��a de torsi�on correspondiente a �L.

Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(1.3.10.1) L es estable;
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(1.3.10.2) T�L es cerrada para envolventes inyectivas;

(1.3.10.3) para todo R{m�odulo a izquierda �L{inyectivo M , �LM es un

sumando directo de M .

La familia de �ltros de Gabriel estables en R es cerrada al tomar supremos

�nitos e intersecciones arbitrarias. Si R es noetheriano a izquierda, entonces

tambi�en es cerrada al tomar supremos arbitrarios ([11, III.1.6]).

(1.3.11) Si I es un ideal bil�atero del anillo R y M es un R{m�odulo a

izquierda, se dice que I tiene la propiedad de Artin-Rees (a izquierda) con

respecto a M si para todo subm�odulo M 0 de M y todo n�umero natural n

existe otro n�umero natural r de manera que IrM \M 0 � InM 0.

Si I es un ideal bil�atero de R �nitamente generado como ideal a izquierda,

entonces, como hemos mencionado en (1.2.10), el conjunto

LI = fL � R ; 9n 2 N ; In � Lg

es un �ltro de Gabriel en R. Si R es un anillo noetheriano a izquierda y

M es un R{m�odulo a izquierda �nitamente generado, entonces, para todo

entorno del cero N en la LI{topolog��a de M , existe un n�umero natural n tal

que InM � N . Por lo tanto, si R es noetheriano a izquierda, el �ltro LI es
estable si, y s�olo si, el ideal I tiene la propiedad de Artin-Rees con respecto

a cada R{m�odulo a izquierda �nitamente generado, o equivalentemente, con

respecto a cada uno de los ideales a izquierda de R ([11]).

Se dice que un ideal bil�atero I en un anillo noetheriano R tiene la propiedad

de Artin-Rees (a izquierda) si tiene la propiedad de Artin-Rees con respecto

a cada uno de los ideales a izquierda de R.

(1.3.12) Se dice que un �ltro de Gabriel L en R tiene la propiedad de

Artin-Rees (a izquierda) si, para todo ideal a izquierda L de R y todo I

perteneciente a L, existe un elemento J 2 L de manera que J \ L � IL.

En general, si R es un anillo noetheriano a izquierda y L es un �ltro de

Gabriel estable en R, entonces L tiene la propiedad de Artin-Rees, pero no

rec��procamente.

Sin embargo, si I es un ideal bil�atero de R, entonces I tiene la propiedad de

Artin-Rees si, y s�olo si, el �ltro de Gabriel LI tiene la propiedad de Artin-

Rees, por lo que se tiene que si R es un anillo noetheriano a izquierda, el �ltro

de Gabriel LI es estable si, y s�olo si, LI tiene la propiedad de Artin-Rees. Esta
equivalencia puede ser extendida a �ltros de Gabriel sim�etricos, como prueba

un conocido resultado que se enuncia a continuaci�on. Una consecuencia de

este resultado y del lema de Krull es que todo �ltro de Gabriel en un anillo

conmutativo noetheriano es estable.
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(1.3.13) Proposici�on. ([11, 38]) Si R es un anillo noetheriano a izquierda

y L es un �ltro de Gabriel sim�etrico en R, entonces L tiene la propiedad de

Artin-Rees si, y s�olo si, L es estable.

(1.3.14) Un �ltro de Gabriel L en el anillo R se dice que tiene la propiedad

de Artin-Rees d�ebil (a izquierda) si para cada ideal bil�atero I de R y cada

L 2 L existe un elemento H 2 L tal que IH � LI.

Si el �ltro de Gabriel L tiene la propiedad de Artin-Rees, evidentemente

tambi�en tiene la propiedad de Artin-Rees d�ebil. A continuaci�on se ver�a que

estas dos propiedades son equivalentes para una clase de anillos bastante

grande.

(1.3.15) De�nici�on. ([1, 11, 28, 30]) Se dice que el ideal primo bil�atero

P del anillo R satisface la condici�on fuerte de segunda capa a izquierda si

no contiene estrictamente a ning�un ideal primo bil�atero Q de manera que

exista una sucesi�on exacta de R{m�odulos a izquierda unifomes �nitamente

generados

0 �!M 0 �!M �!M 00 �! 0

tal que

(1.3.15.1) M 0 = fm 2M ; Pm = 0g;

(1.3.15.2) P = fr 2 R ; rN 0 = 0g para cada subm�odulo N 0 6= 0 de M 0;

(1.3.15.3) Q = fr 2 R ; rN 00 = 0g para cada subm�odulo N 00 6= 0 de M 00.

(1.3.16) Si todos los ideales primos bil�ateros de R veri�can la condici�on

anterior, se dice que R satisface la condici�on fuerte de segunda capa a iz-

quierda.

La clase de anillos que satisfacen la condici�on fuerte de segunda capa a iz-

quierda es amplia. Algunos ejemplos, que pueden ser encontrados en la

literatura al respecto ([1, 11, 28, et al.]), son los siguientes:

(1.3.16.1) Anillos noetherianos totalmente acotados a izquierda (tambi�en

llamados FBN), o equivalentemente ([13]), anillos noetherianos a izquierda

que satisfacen la condici�on (H) de Gabriel, esto es, tales que para todo ideal

a izquierda L existe una familia �nita de elementos fr1; r2; : : : ; rng � R de

manera que (L : R) =
T

1�i�n(L : ri). Como ejemplos cabe citar a los anillos

en los que se veri�ca una identidad polinomial, y por supuesto, a los anillos

noetherianos conmutativos.

(1.3.16.2) Anillos artinianos a izquierda y a derecha.

(1.3.16.3) Anillos cuyos ideales a izquierda y a derecha son principales.

(1.3.16.4) Extensiones de Ore de la forma R[x;'; �] y R[x; x�1;'] de un

anillo noetheriano conmutativo R.
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(1.3.16.5) Anillos de grupo RG, donde R es noetheriano a izquierda y

a derecha, y G es un grupo que se puede descomponer como producto de

grupos c��clicos por un grupo �nito (polycyclic-by-�nite).

(1.3.16.6) Anillos noetherianos a izquierda y a derecha tales que el ideal

cero es un ideal primo y cada ideal a izquierda es proyectivo si es considerado

como un m�odulo a izquierda.

(1.3.16.7) Anillos que son extensi�on de otro anillo noetheriano a izquierda

y a derecha R que satisface la condici�on fuerte de segunda capa a izquierda

y que est�an �nitamente generados como R{m�odulos a izquierda y a derecha.

(1.3.17) Teorema. ([32]) Si R es un anillo noetheriano a izquierda que

satisface la condici�on fuerte de segunda capa a izquierda, entonces un �ltro de

Gabriel L tiene la propiedad de Artin-Rees si, y s�olo si, L tiene la propiedad

de Artin-Rees d�ebil.

La conexi�on entre las nociones de estabilidad y compatibilidad vienen dadas

por el siguiente resultado:

(1.3.18) Proposici�on. ([11, 38]) Si L yH son dos �ltros de Gabriel estables

en el anillo R, entonces L y H son mutuamente compatibles, y adem�as los

funtores localizaci�on QL; QH : R�mod �! R�mod conmutan.

Puesto que en un anillo conmutativo noetheriano todos los �ltros de Gabriel

son estables, se obtiene como corolario de la proposici�on anterior que si R

es un anillo conmutativo noetheriano y L y H son �ltros de Gabriel en R,

entonces QLQHM �= QHQLM para cada R{m�odulo M , y el diagrama

QLQHM
�= �� QHQLM

M

jL;QHM
�jH;M

��❏ ❏ ❏ ❏ ❏ ❏ ❏ ❏ ❏ jH;QLM
�jL;M



es conmutativo.
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Cap��tulo 2

Geometr��a algebraica no

conmutativa: visi�on hist�orica

En este cap��tulo se pretende hacer una recopilaci�on de algunas de las gene-

ralizaciones m�as completas, para anillos no conmutativos, de la construcci�on

de haces de estructura en el espectro de un anillo conmutativo. Son par-

ticularmente interesantes aquellas construcciones de haces sobre el espectro

de un anillo R que satisfacen (el mayor n�umero posible de) las propiedades

siguientes:

� El espectro y su topolog��a coinciden con el espectro de los ideales primos

con la topolog��a de Zariski cuando el anillo R es conmutativo.

� Se puede de�nir un haz de anillos OR sobre el espectro, y para cada

R{m�odulo M se puede de�nir un haz de OR{m�odulos OM , de manera

que R, resp. M , se obtiene como el conjunto de secciones globales de

OR, resp. de OM .

� Un homor�smo de anillos ' : R �! S (de cierto tipo) induce un

mor�smo de espacios anillados entre las estructuras espectro-haz de R

y de S.

2.1. El espectro de un anillo no conmutativo

La construcci�on de un objeto geom�etrico asociado a un anillo no necesaria-

mente conmutativo comienza con la generalizaci�on de la noci�on de espectro

primo. Un ideal a izquierda propio L de un anillo R se dice que es primo si

siempre que rRs � L, con r; s 2 R, entonces o bien r 2 L, o bien s 2 L. En
un anillo conmutativo esta de�nici�on coincide con la de�nici�on cl�asica, pero
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en anillos no conmutativos, el espectro de ideales primos bil�ateros puede ser

muy reducido: por ejemplo, si k es un cuerpo y R es el anillo de matrices

cuadradas M2(k), el espectro de ideales primos bil�ateros de R tiene como

�unico elemento al ideal f0g.

Con el objetivo de obtener espectros m�as grandes, diversos autores han dado

diferentes de�niciones de primo en un anillo R, que en el caso de ser R

conmutativo se corresponden con los ideales primos cl�asicos, y a partir de

ellas han desarrollado, en mayor o menor medida, la construcci�on del objeto

geom�etrico.

(2.1.1) Si L es un �ltro de Gabriel en un anillo noetheriano a izquierda R e

I es un ideal bil�atero de R, entonces (QLR)I es un ideal a izquierda de QLR,

pero en general no es un ideal bil�atero (ver [22]). Se dice que el �ltro L es

geom�etrico (o tambi�en que el anillo R es L{perfecto) si (QLR)I es un ideal

bil�atero de QLR siempre que I sea un ideal bil�atero de R. Si L es un �ltro de

Gabriel geom�etrico con la propiedad T, entonces existe una biyecci�on entre

el conjunto de ideales primos bil�ateros que no est�an en L, que se denota por

K(L), y el conjunto de ideales primos bil�ateros de QLR ([35]). Los anillos

primos noetherianos a izquierda cuyos ideales bil�ateros est�an generados por

elementos del centro, como por ejemplo los anillos de matrices cuadradas

con coe�cientes en un anillo primo noetheriano a izquierda, son L{perfectos
para cualquier �ltro de Gabriel L con la propiedad T. No es f�acil encontrar

ejemplos de anillos primos noetherianos a izquierda que no sean perfectos

respecto a cualquier �ltro de Gabriel con la propiedad T, aunque no se puede

decir que cualquier anillo primo noetheriano a izquierda lo sea.

Si R es noetheriano a izquierda y primo, entonces el prehaz de�nido en el

espectro de primos bil�ateros SpecR que asigna, a cada abierto de la forma

X(I) = fP 2 SpecR ; I 6� Pg ;

donde I �l;r R, el anillo QLIR, y a la inclusi�on X(I) � X(J) (que equivale a

I � J), el homomor�smo de anillos QLJR �! QLIR que hace conmutativo

al diagrama

QLJR
�� QLIR

R

jLJ

��❊ ❊ ❊ ❊ ❊ ❊ ❊ ❊ ❊ jLI

										

es un haz de anillos. La �bra en un punto P 2 SpecR es el anillo

lim
�!

P2K(LI)

QLIR = QLRnPR ;
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donde LRnP = fL �l R ; (L : R) 6� Pg ([11, 35, 46]). Si LRnP es un �ltro

de Gabriel geom�etrico con la propiedad T, entonces la �bra QLRnPR es un

anillo local, en el sentido de que tiene un �unico ideal bil�atero maximal.

En el apartado 2.2. de este cap��tulo se estudian con m�as profundidad las

propiedades de esta construcci�on y su funtorialidad, siguiendo [46].

(2.1.2) Considerando que, dado un ideal primo P del anillo conmutativo A,

un A{m�odulo N es de (RnP ){torsi�on si, y s�olo si, HomA(N;E(A=P )) = 0,

primero O. Goldman, y posteriormente N. Popescu, introducen la noci�on de

�ltro de Gabriel primo como generalizaci�on de la de ideal primo.

Dado un R{m�odulo a izquierda M , se denota por �(M) al menor radical en

R�mod tal que M es de torsi�on, y por �(M) al mayor radical en R�mod

tal que M es libre de torsi�on. La clase de torsi�on de �(M) es la familia de

R{m�odulos a izquierda N tales que HomR(N;E(M)) = 0, donde E(M) es

la envolvente inyectiva de M .

Un �ltro de Gabriel L es primo si existe alg�un R{m�odulo a izquierda M de

manera que L = L�(M) yM=N es de L{torsi�on para cada subm�odulo no nulo

N de M ([22]).

Si A es un anillo conmutativo y L = L�(M) es un �ltro de Gabriel primo,

entoncesM se puede tomar de la forma A=P , donde P es un ideal primo. Por

otra parte, si P es un ideal primo de A, entonces el �ltro de Gabriel L�(A=P )
es primo, de donde se obtiene una aplicaci�on sobreyectiva del conjunto de

primos de A en el conjunto de �ltros de Gabriel primos en A�mod.

En [36] se da una de�nici�on equivalente de primo: un �ltro de Gabriel L es

primo si, y s�olo si, la categor��a de R{m�odulos a izquierda L{cerrados tiene un
s�olo tipo de objetos simples y su envolvente inyectiva E (en (R;L)�mod) es

un cogenerador (esto es, para todo R{m�odulo L{cerrado no nulo N , el grupo

abeliano Hom(R;L)�mod(N;E) es no nulo). Adem�as se comprueba que L es

un �ltro de Gabriel primo si, y s�olo si, existe un ideal a izquierda L de R tal

que L = L�(R=L) y de manera que si L 6� H �l R, entonces H 2 L. Un ideal

a izquierda L de R se denomina super primo si, siempre que L 6� H �l R,

entonces H 2 L�(R=L). Si R es conmutativo entonces los ideales super primos

de R son exactamente los ideales primos.

Si m es un ideal a izquierda maximal del anilloR, entonces el �ltro de Gabriel

L�(R=m) es primo, y el ideal m es super primo.

(2.1.3) Consideremos ahora el conjunto de clases de isomorf��a de m�odulos a

izquierda inyectivos indescomponibles sobre un anillo noetheriano a izquier-

da R, que se denota por SpR y que, en caso de ser R totalmente acotado a

izquierda, se corresponde biyectivamente con SpecR mediante la aplicaci�on

SpR �! SpecR ; [E] 7�! ass(E) ;
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donde ass(E) es el (�unico) elemento maximal en el conjunto de anuladores

de partes de E. La generalizaci�on del espectro de primos que proponen B.

Goldston y A. C. Mewborn ([23]) consiste en un grafo dirigido G que tiene

como v�ertices a los elementos de SpR y de tal manera que hay una echa

desde [E] a [F ] si, y s�olo si, existe una sucesi�on exacta

0 �! N �!M �! N 0 �! 0

tal que N y N 0 son subm�odulos cr��ticos (esto es, tienen dimensi�on de Krull es-

trictamente mayor que la dimensi�on de Krull de cualquier imagen epim�or�ca

no trivial [30, 6.2.9]) de E y F respectivamente y M es un subm�odulo de E.

El conjunto SpR est�a dotado de una topolog��a que tiene como base de abier-

tos a los conjuntos X(L), donde L �l R, de�nidos por

X(L) = SpR n f [F ] ; 9 [E] 2 SpR; 0 6= f : R=L �! E

y una ruta en G desde [E] hasta [F ] g :

De hecho, si L y L0 son dos ideales a izquierda en R, entonces

X(L) \X(L0) = X(L \ L0) :

Dado un R{m�odulo a izquierda M , consideremos el prehaz en SpR, que a

cada abierto U de SpR le asigna el R{m�odulo Q�(EU )M , donde

EU =
M
[E]2U

E ;

y a la inclusi�on U � V le asigna el homomor�smo de R{m�odulos a izquierda

Q�(EV )M �! Q�(EU )M que hace conmutativo al diagrama

Q�(EV )M �� Q�(EU )M

M

j�(EV )

��❏ ❏ ❏ ❏ ❏ ❏ ❏ ❏ ❏ j�(EU )

✉✉✉✉✉✉✉✉✉

Si M = R, entonces este prehaz es un haz de anillos y si M es de dimensi�on

uniforme �nita (esto es, no contiene sumas directas in�nitas) o bien todo

abierto de SpR es compacto, entonces el prehaz descrito anteriormente es un

haz de m�odulos ([23]).

Sea R un anillo conmutativo noetheriano. Puesto que R es, en particular,

totalmente acotado, la aplicaci�on que a P le asigna [E(R=P )] describe una

biyecci�on entre SpecR y SpR. Si P y Q son ideales primos de R, la inclusi�on

P � Q equivale a que exista un camino en el grafo G desde [E(R=P )] hasta

[E(R=Q)]. Para cada elemento no nilpotente r 2 R, la localizaci�on en el

conjunto multiplicativamente cerrado frngn2N es el anillo de secciones en el

abierto Ur = f[E(R=P )] ; r 62 Pg.
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(2.1.4) La noci�on de primo de P. Cohn ([15]) est�a inspirada en el hecho de

que el n�ucleo de un homomor�smo de un anillo conmutativo en un dominio de

integridad es un ideal primo. Como en el caso no necesariamente conmutativo

las cosas no funcionan de manera tan directa, Cohn introduce matrices tanto

en la de�nici�on como en la localizaci�on en primos.

Sea k un anillo de divisi�on y R una k{�algebra. Un conjunto P de matrices

cuadradas no necesariamente del mismo tama~no con coe�cientes en R se dice

que es un Primo de R si existe un anillo de divisi�on L y un homomor�smo de

anillos f : R �! L de tal manera que para cada matriz A = (aij) pertene-

ciente a P , la matriz (f(aij)) no es inversible. Si S es un conjunto de matrices

cuadradas con coe�cientes en R, se llama anillo S{inversor universal, y se

denota por RS, al anillo obtenido a partir de R al que se le adjuntan, para

cada matriz A = (aij)n�n 2 S, unos elementos a0
ij
con las relaciones dadas

por la expresi�on

AA0 = A0A = In ;

donde A0 = (a0
ij
)n�n. Si S es el complementario de un Primo P en el conjunto

de todas las matrices cuadradas con coe�cientes en R, entonces el anillo S{

inversor universal RS es un anillo local, que se denota por RP .

El conjunto de Primos de R se denomina espectro cuerpo de R y se denota

por Field� specR. Los subconjuntos de la forma

O(A) = fP 2 Field� specR ; A 62 Pg ;

donde A es una matriz cuadrada con coe�cientes en R, forman una base de

abiertos de una topolog��a en Field� specR, y de hecho,

O(A) \ O(B) = O(C) ;

donde C es la matriz

C =

�
A 0

0 B

�
El funtor que a cada abierto de la forma O(A) le asigna el anillo SA{inversor

universal, donde SA es el complementario de
S
P2O(A) P en el conjunto de las

matrices cuadradas con coe�cientes en R, y a la inclusi�on O(A) � O(B) le

asigna el homomor�smo de anillos natural RSB
�! RSA

(pues SB � SA), es

un prehaz de anillos sobre el espacio topol�ogico Field� specR ([15]). La

�bra en el punto P 2 Field� specR de este prehaz y del haz eR obtenido

por haci�caci�on, es el anillo local RP (cfr. [14]).

Cada elemento r de R de�ne de manera natural una secci�on global sr de eR.
La aplicaci�on de R en el anillo de secciones globales �(Field� specR; eR)
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dada por r 7�! sr es un homomor�smo de anillos, aunque en general no es

ni un monomor�smo ni un epimor�smo ([15]).

En el caso de que R sea un anillo conmutativo, entonces para cada conjunto

S de matrices cuadradas con coe�cientes en R, el anillo S{inversor universal

RS es isomorfo a la localizaci�on de R en el conjunto multiplicativamente

cerrado

C = fdetA ; A 2 Sg :

Dado que todo Primo P est�a determinado por el homomor�smo natural

R �! KP , donde KP es el anillo de divisi�on residual del anillo local RP ,

se tiene que P viene dado por, y a su vez, determina a la localizaci�on de R

en el conjunto de los determinantes de las matrices cuadradas que no est�an

en P . Como el conjunto de elementos de R que no va a unidades de RC

v��a el mor�smo localizaci�on R �! RC es un ideal primo, se obtiene una

identi�caci�on del espectro cuerpo de R con el espectro de ideales primos de

R.

(2.1.5) El espectro que propone A. Rosenberg en [37] est�a constituido por

ideales a izquierda, que no son en general bil�ateros, pero que est�an relaciona-

dos de manera directa con la localizaci�on. Rosenberg de�ne una relaci�on de

orden entre los ideales a izquierda del anillo que se reduce a la inclusi�on en el

caso conmutativo, y a partir de ella introduce la noci�on de primo a izquierda

haci�endole jugar a dicha relaci�on el papel de la inclusi�on.

Sea C una categor��a abeliana, y consideremos el preorden en el conjunto de

objetos de C dado por

X � Y , 9k 2 N ; un subobjeto U de X(k) y un epimor�smo U �! Y :

Si X0 es un subobjeto de X, entonces X � X0. Se dice que X es un objeto

espectral de C si X0 � X para cada subobjeto no nulo X0 de X. Si C es una

categor��a de Grothendieck, entonces un objeto X de C es un objeto espectral

si, y s�olo si, la subcategor��a plena de C cuyos objetos son aquellos Y tales

que Y 6� X es una subcategor��a localizante ([37]).

Un ideal a izquierda p del anillo R se dice que es un primo a izquierda si R=p

es un objeto espectral de R�mod, o equivalentemente, si para cada r 2 R
que no pertenezca a p, existe un subconjunto �nito F de R tal que

((p : r) : F ) =
\
f2F

(p : fr) � p :

El �ltro de Gabriel que corresponde a la subcategor��a localizante de R�mod

dada por el objeto espectral R=p, y que denotamos Lp, es el mayor �ltro

uniforme que no contiene a p.
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Cualquier ideal a izquierda maximal de R es primo a izquierda, y si el anillo

R es noetheriano a izquierda, entonces todo ideal primo bil�atero de R es

primo a izquierda.

El conjunto de ideales primos a izquierda del anillo R, que se denota specR,

puede ser dotado de varias topolog��as compatibles con la especializaci�on en

el sentido de que todos los primos a izquierda q tales que (p : F ) � q para

alg�un conjunto �nito F de elementos de R pertenecen a la clausura de p. La

topolog��a mas �na que satisface esta condici�on se denota por � . La topolog��a

de Zariski es aquella que tiene como abiertos a los conjuntos de la forma

X(I) = fp 2 specR ; I 6� pg ;

donde I es un ideal bil�atero de R, y se denota por �Z . La topolog��a que tiene

como base de abiertos a los conjuntos

X(L) = specR n fp 2 specR ; 9F � R;F�nito; (L : F ) � pg ;

donde L es un ideal a izquierda de R, se denota por � �.

Sea ' : R �! S un homomor�smo de anillos tal que, para todo par de ideales

q 2 specS y L �l S tal que (L : F ) � q para alg�un conjunto �nito F 0 � S,

se puede encontrar F � R �nito tal que ('�1(L) : F ) � '�1(q) (p.ej.: sea '

una extensi�on centralizante). Entonces la aplicaci�on

a' : specS �! specR ; q 7�! '�1(q)

es una aplicaci�on continua si consideramos en specR y specS, o bien las

topolog��as � , o bien las topolog��as de Zariski �Z .

Dado un R{m�odulo a izquierda M , el funtor de la categor��a de abiertos

de specR (con cualquiera de las tres topolog��as anteriores) en la categor��a

R �mod que a cada abierto U le asigna QLUM , donde LU =
T

p2U
Lp, y a

la inclusi�on U � V le asigna el homomor�smo QLVM �! QLUM que hace

conmutativo al diagrama

QLVM �� QLUM

M

jLV




 
 
 
 
 
 
 
 
 jLU

��✇✇✇✇✇✇✇✇✇

es un prehaz separado.

En el caso de que R sea un anillo primo de Goldie a izquierda (esto es, R tiene

dimensi�on uniforme �nita como R{m�odulo a izquierda y veri�ca la condici�on

de cadena ascendente en anuladores) y M es un subm�odulo del producto de
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una familia de R{m�odulos a izquierda proyectivos, entonces ese prehaz es un

haz (ver [37, 6.4.4]).

Por �ultimo, si R es un anillo conmutativo, entonces un ideal L de R es primo

a izquierda si, y s�olo si, es primo. Las topolog��as �Z y � � con las que est�a

dotado specR coinciden con la de Zarizki en SpecR, y para cada R{m�odulo

M , el prehaz separado que de�ne M sobre specR coincide con su haz de

estructura.

2.2. Localizaci�on de bim�odulos y anillos con

identidad polinomial

Retomando la idea de considerar, como en el caso conmutativo, principal-

mente m�odulos e ideales con estructura a ambos lados, F. Van Oystaeyen y

A. Verschoren particularizan la teor��a de localizaci�on en categor��as de Grot-

hendieck a las categor��as de bim�odulos. Posteriormente, y tomando como

espacio topol�ogico de base el conjunto de ideales primos bil�ateros con la to-

polog��a de Zariski, utilizan dicha teor��a de localizaci�on para construir un haz

asociado a cada bim�odulo.

Como el funtor que se obtiene en un principio carece de la propiedad de

encolado ((1.1.15.2)), hacen uso del funtor haci�caci�on. Por lo tanto el anillo

de secciones globales del haz de estructura asociado a R no coincide con R

salvo en algunos casos como, por ejemplo, cuando R es un anillo primo.

Adem�as, debido a las propiedades que posee la localizaci�on en bim�odulos,

dada una extensi�on centralizante entre anillos primos para los que se satisface

una identidad polinomial (propia), es posible de�nir un mor�smo entre sus

espacios anillados asociados respectivos, con lo que esta construcci�on tiene

car�acter funtorial.

Sea R un anillo y SpecR el espacio topol�ogico formado por todos los ideales

primos bil�ateros de R dotado de la topolog��a de Zariski, que es aquella que

tiene por abiertos a los conjuntos de la forma

X(I) = fP 2 SpecR ; I 6� Pg ;

donde I es un ideal bil�atero de R. Al igual que en el caso conmutativo, SpecR

es compacto pero no Hausdor�. Si adem�as R es noetheriano a izquierda,

entonces todo abierto de SpecR es compacto.

Sea R un anillo noetheriano a izquierda. A cada abierto X(I) se le puede

asociar el radical �I = �(R=I), que es el menor radical tal que R=I es un
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R{m�odulo a izquierda de torsi�on, cuyo �ltro de Gabriel asociado es

LI = fL �l R ; 9n 2 N; In � Lg :

Como ya se ha mencionado, se puede construir un prehaz de anillosQR sobre

SpecR, y dado un R{m�odulo a izquierdaM , se puede construir un prehaz de

QR{m�odulos que asigna, a cada abierto X(I), el QLIR{m�odulo a izquierda

QLIM , y a la inclusi�on X(I) � X(J) (que equivale a LI � LJ), el �unico
homomor�smo de R{m�odulos

�
X(J)

X(I)
: QLJM �! QLIM

tal que �
X(J)

X(I)
� jLJ ;M = jLI ;M .

El prehaz QM es un prehaz separado (ver [35, 42]) que devuelve a M como

el m�odulo de las secciones globales �(SpecR;QM).

En general QM no es un haz, aunque s�� lo es en ciertos casos particulares.

Por ejemplo, si R es un anillo primo (noetheriano a izquierda), entonces QR

es un haz de anillos, y si M es un R{m�odulo a izquierda totalmente libre

de torsi�on (esto es, es �I{libre de torsi�on para todo ideal bil�atero I de R),

entonces QM tambi�en es un haz.

El haz obtenido por haci�caci�on del prehaz QM (ver (1.1.16)) se denota por

OM . En general, el m�odulo de las secciones globales de OM no tiene por qu�e

coincidir con M .

La �bra de OM (y de QM ) en el punto P 2 SpecR es QLRnPM , donde LRnP
es el mayor �ltro de Gabriel sim�etrico que no contiene a P (ver (3.1.32) para

una de�nici�on alternativa).

Si el �ltro de Gabriel LI es geom�etrico, entonces existe una biyecci�on entre

los ideales primos bil�ateros de QLIR y los puntos del abierto X(I). Esta

biyecci�on es un homeomor�smo si consideramos en SpecQLIR la topolog��a

de Zariski. Con esta identi�caci�on, el haz OQLI
R es isomorfo a la restricci�on

del haz OR al abierto X(I).

(2.2.1) Como se ha visto en (1.2.4), las t�ecnicas de localizaci�on en cate-

gor��as de m�odulos debidas a Goldman (y que a su vez son particularizaci�on

de las de Gabriel en categor��as abelianas) pueden ser extendidas a categor��as

de Grothendieck sin mucho esfuerzo. De hecho, en virtud del teorema de

Popescu-Gabriel ([40, 45, 51, et al.]), toda categor��a de Grothendieck con

generador G es equivalente a la categor��a de End(G){m�odulos a izquier-

da L{cerrados para alg�un �ltro de Gabriel L en el anillo de endomor�smos

End(G).
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Dado un anillo R, la categor��a cuyos objetos son los R{bim�odulos y cuyos

mor�smos los homomor�smos R{lineales a izquierda y a derecha es una ca-

tegor��a de Grothendieck que se denota por R� bimod. Un R{bim�odulo M

se dice que es centralizante o de Artin si est�a generado como R{m�odulo a

izquierda (y por tanto tambi�en a derecha) por su centralizador

CR(M) = fm 2M ; rm = mr; 8r 2 Rg :

La subcategor��a plena de R � bimod cuyos objetos son los R{bim�odulos

centralizantes se denota por R � Cbimod. En general R � Cbimod no es

una categor��a abeliana.

Dado un R{bim�odulo M , el R{bim�odulo RCR(M) es el mayor objeto de

R �Cbimod contenido en M . Si L es un ideal a izquierda de R, el mayor

ideal bil�atero contenido en L es L� = (L : R). Al sub-bim�odulo RCR(L
�) de

R se le denota C(L). Un �ltro uniforme L se dice que es hipersim�etrico si

C(L) 2 L para cada L 2 L.
Si, dado un �ltro de Gabriel L, denotamos por L(2) (resp. por LC) al menor

�ltro uniforme que contiene a L� (resp. a C(L)) para cada L 2 L, entonces L
es sim�etrico (resp. hipersim�etrico) si, y s�olo si, L�L(2) � L (resp. L�LC � L)
(ver [46]).

(2.2.2) Una teor��a de torsi�on en R� bimod es un par (T ;F) de clases de
bim�odulos, tales que M pertenece a T , resp. N pertenece a F , si, y s�olo si,

HomR�bimod(M;N) = f0g para todo N 2 F , resp. para todo M 2 T . Los
R{bim�odulos que pertenecen a T se llaman de torsi�on y los que pertenecen

a F se llaman libres de torsi�on. Un teor��a de torsi�on es hereditaria si la clase

de R{bim�odulos de torsi�on es cerrada al tomar sub-bim�odulos.

Un radical en R� bimod es un funtor exacto a izquierda

� : R� bimod �! R� bimod

tal que �M �l;r M y �(M=�M) = 0 para todo R{bim�odulo M , y �f = f�M
para todo homomor�smo de R{bim�odulos f :M �! N .

Si � : R�mod �! R�mod es un radical en la categor��a de R{m�odulos a

izquierda entonces su restricci�on

�jR�bimod : R � bimod �! R � bimod

es un radical en R � bimod, pues �M �l;r M para todo R{bim�odulo M .

Un radical � de�ne un teor��a de torsi�on hereditaria (T�;F�), donde

T� = fM ; �M =Mg
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y

F� = fM ; �M = 0g :

Rec��procamente, toda teor��a de torsi�on hereditaria (T ;F) de�ne un radical �

dado por �M =
P

N�l;rM

N2T

N . De esta manera se establece una corresponden-

cia biyectiva entre el conjunto de teor��as de torsi�on hereditarias y el conjunto

de radicales en R� bimod.

Si � es un radical en R � bimod, entonces el conjunto de ideales bil�ateros

L = fI �l;r R ; �(R=I) = R=Ig

es cerrado para generalizaciones, en el sentido en que si I � J son dos ideales

bil�ateros e I 2 L� entonces J 2 L�. A diferencia de lo que ocurre en la

categor��a de R{m�odulos a izquierda, L� no determina a �. Sin embargo, si

se denota por Re al generador R
C(R) R
opp de R� bimod, se tiene que

Lb
�
= fN �l;r R

e ; �(Re=N) = Re=Ng

veri�ca:

(2.2.2.1) si N y N 0 est�an en Lb
�
, entonces cualquier sub-bim�odulo de Re

que contenga a N \N 0 tambi�en est�a en Lb
�
;

(2.2.2.2) si N 2 Lb
�
y f 2 End(Re), entonces f�1(N) 2 Lb

�
;

(2.2.2.3) si N �l;r R
e y existe N 0 2 Lb

�
de manera que f�1(N) 2 Lb

�
para

todo f 2 End(Re), entonces N 2 Lb
�
.

Una familia L de sub-bim�odulos de Re veri�cando estas propiedades deter-

mina una teor��a de torsi�on hereditaria en R � bimod cuya clase de torsi�on

es

TL = fM ; 8f 2 HomR�bimod(R
e;M) ; Kerf 2 Lg :

El conjunto de familias de sub-bim�odulos de Re que veri�can esta tres con-

diciones y el conjunto de radicales en R�bimod se corresponden biyectiva-

mente.

(2.2.3) Dado un radical � en R� bimod, decimos que un R{bim�odulo E

es �{cerrado si siempre que se tenga un mor�smo

f 2 HomR�bimod(N;E)

es posible extenderlo de manera �unica a cualquier M �l;r N tal que M=N

es de �{torsi�on. Para todo R{bim�odulo �{libre de torsi�on M existe un

�unico (salvo isomor�smos) R{bim�odulo �{cerrado Eb

�
M tal que M es un
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sub-bim�odulo esencial de Eb

�
M y (Eb

�
M)=M es de �{torsi�on: su envolvente

�{inyectiva.

Consideremos la subcategor��a plena de R � bimod que tiene por objetos

a los R{bim�odulos �{cerrados. El funtor inclusi�on de esta subcategor��a en

R � bimod tiene un adjunto a izquierda exacto, que se denota Qb

�
, y que

asigna a cada R{bim�odulo M el R{bim�odulo �{cerrado Eb

�
(M=�M), y a

cada homomor�smo de R{bim�odulos f : M �! M 0 el �unico homomor�smo

de R{bim�odulos Qb

�
f que hace conmutativo al diagrama

M ��

f

��

M=�M

f

��

�� Qb

�
M

Q
b
�f

��
M 0 ��M 0=�(M 0) �� Qb

�
M 0

El funtor composici�on i �Qb

�
se denomina funtor localizaci�on en �, y se suele

denotar igual que Qb

�
. El mor�smo localizaci�on M �!M=�M �! Qb

�
M se

denota por jb
�;M

.

La relaci�on entre las localizaciones en R�mod y en R�bimod viene dada

por el siguiente resultado:

(2.2.4) Teorema. ([46]) Sea j : R � bimod �! R � mod el funtor in-

clusi�on. Si M es un R{bim�odulo y � es un radical en R �mod, entonces

Q�(jM) posee una estructura de R{bim�odulo que extiende a la de R{m�odulo

a izquierda y que lo hace isomorfo, como R{bim�odulo, a Qb

��j
M .

En adelante dejaremos de escribir el funtor inclusi�on j siempre que su ausen-

cia no d�e lugar a confusi�on.

(2.2.5) Un radical � en R � Cbimod es un subfuntor exacto a izquierda

del funtor inclusi�on

i : R�Cbimod �! R� bimod

tal que �(M=�M) = 0 para todo R{bim�odulo centralizante M . Si � es un

radical en R � bimod, entonces � � i es un radical en R�Cbimod.

Dado un radical � en R�Cbimod, un R{bim�odulo centralizante E se dice

que es �{cerrado si �E = 0 y cualquier homomor�smo de R{bim�odulos

f : N �! E, con N un R{bim�odulo centralizante, puede ser extendido

de forma �unica a todo R{bim�odulo centralizante M tal que M=N es de �{

torsi�on. Para cada R{bim�odulo centralizante M tal que �M = 0, existe un

�unico (salvo isomor�smos) R{bim�odulo centralizante �{cerrado ECb

�
M tal

que �(ECb

�
M=M) = ECb

�
M=M .
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El funtor QCb

�
: R�Cbimod �! R�Cbimod se de�ne asignando, a cada

R{bim�odulo centralizante M , el R{bim�odulo centralizante

QCb

�
M = ECb

�
(M=�M) ;

y a cada homomor�smo de R{bim�odulos entre R{bim�odulos centralizantes

f : M �! N , el �unico homomor�smo de R{bim�odulos QCb

�
f que hace con-

mutativo al diagrama

M ��

f

��

M=�M

f

��

�� QCb

�
M

QCb� f

��
M 0 ��M 0=�(M 0) �� QCb

�
M 0

La relaci�on entre las localizaciones en R�bimod y en R�Cbimod vienen

dadas por el siguiente resultado:

(2.2.6) Teorema. ([46]) Si M es un R{bim�odulo centralizante y � es un

radical en R � bimod, entonces RCR(Q
b

�
i(M)) (el mayor R{bim�odulo cen-

tralizante contenido en Qb

�
(iM)) es isomorfo, como R{bim�odulo, a QCb

��i
M .

De hecho, dado un radical � en R � bimod, los funtores RCR(Q
b

�
� i(�)) y

QCb

��i
(�) son naturalmente equivalentes.

(2.2.7) Sea R de nuevo un anillo noetheriano a izquierda. Cada abierto

X(I), donde I es un ideal bil�atero de R, del espacio topol�ogico SpecR es el

conjunto de ideales primos bil�ateros de R que no est�an en el �ltro de Gabriel

LI = fL �l R ; 9n 2 N; In � Lg :

El �ltro LI tiene como radical asociado en R �mod al ��n�mo de la familia

f�RnPgP2X(I), que se denota �I . La restricci�on del radical �I a la categor��a

de R{bim�odulos, proporciona un radical en R � bimod, y la composici�on

de �este y el funtor inclusi�on R �Cbimod �! R � bimod es un radical en

R�Cbimod. A ambos los denotaremos tambi�en por �I .

Dado un R{bim�oduloM , asignando, a cada abierto no vac��oX(I) de SpecR,

el R{bim�odulo Qb

�I
M , y a la inclusi�on X(I) � X(J) el homomor�smo de

bim�odulos Qb

�J
M �! Qb

�I
M que hace conmutativo al diagrama

Qb

�J
M �� Qb

�I
M

M

jb�J ;M

��❋ ❋ ❋ ❋ ❋ ❋ ❋ ❋ jb�I ;M

		��������
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se obtiene un prehaz separado de R{bim�odulos sobre SpecR que se denota

Qb

M
. De manera similar, si M es un R{bim�odulo centralizante, asignando

a cada abierto no vac��o X(I) el R{bim�odulo centralizante QCb

�I
M , y a la

inclusi�on X(I) � X(J) el homomor�smo de R{bim�odulos QCb

�J
M �! QCb

�I
M

que hace conmutativo al diagrama

QCb

�J
M �� QCb

�I
M

M

j
Cb
�J;M

��❋ ❋ ❋ ❋ ❋ ❋ ❋ ❋ j
Cb
�I ;M

		��������

se obtiene un prehaz separado QCb

M
de R{bim�odulos centralizantes. El prehaz

QCb

M
es un subprehaz de Qb

M
. Si M es el R{bim�odulo R, el prehaz QCb

R
es un

prehaz de anillos. Al haz que se obtiene a partir de QCb

M
mediante el funtor

haci�caci�on descrito en (1.1.16) se le denota por OCb

M
.

(2.2.8) Si M es un R{bim�odulo centralizante �nitamente generado como

R{m�odulo a izquierda, entonces, para todo ideal primo bil�atero P de R, el

R bim�odulo QCb

�RnP
M es el l��mite directo

lim
�!

P2X(I)

QCb

�I
M ;

donde �RnP y �I son los radicales que resultan de restringir a R�Cbimod

sus hom�onimos en R�mod. Por tanto, para todo R{bim�odulo centralizante

noetheriano a izquierda M , la �bra del haz OCb

M
(y del prehaz QCb

M
) en el

punto P 2 SpecR es QCb

�RnP
M .

Si, adem�as,M es libre de torsi�on respecto a cualquier radical en R�Cbimod

(o totalmente libre de torsi�on) y noetheriano a izquierda, esto es, cualquier

familia de subm�odulos a izquierda deM tiene un elemento maximal, entonces

el bim�odulo de secciones globales de OCb

M
coincide con M . En particular, si

R es primo, entonces

�(SpecR;OCb

R
) = R :

M�as generalmente, si X(I) es un abierto de SpecR de manera que el radical

�I en R�bimod tiene la propiedad T con respecto a R{bim�odulos centrali-

zantes, esto es, para todo R{bim�odulo centralizante N existe un isomor�smo

QCb

�I
N

�=�! QCb

�I
R
R N haciendo conmutativo al diagrama

QCb

�I
N

�= �� QCb

�I
R
R N

N

jCb�I;N

��❊ ❊ ❊ ❊ ❊ ❊ ❊ ❊ jCb�I ;R

idN

������������
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y el R{bim�odulo centralizante M es libre de torsi�on para todo radical en

R � Cbimod, entonces el R{bim�odulo de secciones de OCb

M
en el abierto

X(I) coincide con QCb

�I
M .

Supongamos que SpecR tiene una base de abiertos X(I) de manera que sus

radicales asociados �I tienen la propiedad T en R�Cbimod, y QCb

�I
R �K es

un ideal bil�atero del anillo QCb

�I
R para cada ideal bil�atero K de R. Entonces

para cada R{bim�odulo centralizante M noetheriano a izquierda totalmente

libre de torsi�on el prehaz separado QCb

M
es un haz. En particular, bajo estas

hip�otesis sobre SpecR, si R es primo adem�as de noetheriano a izquierda,

entonces OCb

R
= QCb

R
.

(2.2.9) A diferencia de OR, el haz de anillos OCb

R
posee propiedades funto-

riales ([35, 46]).

Dado un anillo R, un elemento f(X) del �algebra libre Zfxngn2N se dice que

es una identidad polinomial en R si f(t) = 0 para cada elemento (t) 2 R(N) .

Una identidad polinomial f(X) se dice que es propia si para todo r 2 Rnf0g,
se tiene m � r 6= 0, donde m es el m�aximo com�un divisor de los coe�cientes

de f(X). Si R admite una identidad polinomial propia, entonces se dice que

R es un anillo con identidad polinomial o tambi�en un PI anillo.

Si ' : R �! S es una extensi�on centralizante de anillos, se de�ne una

aplicaci�on a' : SpecS �! SpecR asignando a cada ideal primo bil�atero Q

de S su imagen inversa '�1(Q) 2 SpecR. La imagen inversa por a' del

abierto X(I) es el abierto X(S'(I)), con lo que a' es continua. Si adem�as R

y S son PI anillos, entonces para cada abiertoX(I) de R existe una extensi�on

centralizante

'I : Q
Cb

�I
R �! QCb

�J
S ;

donde J = S'(I), que hace conmutativo al diagrama

QCb

�I
R

'I �� QCb

�J
S

R '
��

jCb�I ;R

��

S

jCb�J;S

��

y que permite de�nir un mor�smo de prehaces

�� : QCb

R
�! (a')�QCb

S
:

La imagen de �� por el funtor haci�caci�on es un mor�smo de haces

� : OCb

R
�! (a')�OCb

S
:

De esta manera se obtiene un mor�smo de espacios anillados (ver [46])

(a'; �) : (SpecR;OCb

R
) �! (SpecS;OCb

S
) :



44 Cap��tulo 2 Geometr��a algebraica no conmutativa: visi�on hist�orica

2.3. Birradicales y haces

En (1.3.5) (ver tambi�en [11, 34]) se describe de que manera se hace necesaria

la propiedad de compatibilidad mutua entre �ltros de Gabriel para de�nir, de

manera directa y utilizando localizaci�on, haces sobre el espectro de ideales

primos bil�ateros. Sin embargo, esta propiedad no basta para probar que

dicha construcci�on es funtorial. A diferencia de otros autores que, como en

la secci�on 2.2., consideran familias de m�odulos con alguna propiedad, para

desarrollar haces de estructura sobre el espectro de ideales primos bil�ateros,

J. Bueso, P. Jara y A. Verschoren ([11]) proponen utilizar una topolog��a

menos �na que la de Zariski, sobre la que construyen, para cada m�odulo a

izquierda M , un haz de estructura asociado OM .

Dicha topolog��a est�a basada en birradicales (centralizantes). Dado que todo

birradical tiene la propiedad de Artin-Rees d�ebil, y todo par de �ltros de

Gabriel con esta propiedad es mutuamente compatible, se pueden de�nir

haces sobre el espectro de ideales primos bil�ateros con esa topolog��a haciendo

uso de la localizaci�on.

Adem�as, si se satisface la condici�on fuerte de segunda capa entonces toda

extensi�on fuertemente normalizante induce un mor�smo entre los espacios

anillados asociados a cada uno de los anillos, como se detalla a continuaci�on.

Dado un radical � en R � mod, podemos considerar el radical �r en la

categor��a mod�R de R{m�odulos a derecha, cuyo �ltro de Gabriel asociado

(constituido por ideales a derecha de R) est�a generado por la familia de

ideales bil�ateros de L�. En general la �r{torsi�on �rM de un R{m�odulo a

derecha M viene dada por el conjunto de los m 2 M tales que el ideal a

izquierda

fr 2 R ; Rr � Annr
R
(m)g

pertenece a L�. Si I es un ideal bil�atero perteneciente a L�, entonces

�(R=I) = R=I = �r(R=I) ;

pero si I no pertenece a L�, en general �(R=I) y �r(R=I) no coinciden.

Un radical � en R � mod se dice que es un birradical (de R{m�odulos) si

existe un radical � en mod� R de manera que �(R=I) = �(R=I) para cada

ideal bil�atero I de R. Tambi�en se dice que el par (�; �) es un birradical.

Si R es un anillo noetheriano a izquierda y � es un birradical en R �mod

entonces el �ltro de Gabriel L� tiene la propiedad de Artin-Rees d�ebil a

izquierda.

(2.3.1) Un R{bim�odulo M se dice que es normalizante, resp. fuertemente

normalizante ([31, 33]), si M est�a generado como R{m�odulo a izquierda (y
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tambi�en a derecha) por

NR(M) = fm 2M ; Rm = mRg ;

resp. por

N s

R
(M) = fm 2M ; 8I �l;r R ; Im = mIg :

Un radical � en R �mod se dice que es un birradical centralizante, resp.

fuertemente normalizante, si existe un radical � en mod � R de forma que

�M = �M para todo R{bim�odulo centralizante, resp. fuertemente normali-

zante M . Tambi�en se dice que el par (�; �) es un birradical centralizante,

resp. un birradical fuertemente normalizante.

El conjunto de birradicales centralizantes en R � mod es un subret��culo

distributivo completo del ret��culo de los radicales en R�mod, pues el ��n�mo

y el supremo de una familia f(�a; �a)ga2A de birradicales centralizantes de

R � mod son tambi�en birradicales centralizantes. En efecto, si M es un

R{bim�odulo centralizante, entonces^
a2A

�aM =
\
a2A

�aM =
\
a2A

�aM =
^
a2A

�aM ;

con lo que (
V
a2A

�a;
V
a2A

�a) es un birradical centralizante. Por otra parte,

dado que el R{bim�odulo centralizante M=
W
a2A

�aM es
W
a2A

�a{libre de

torsi�on, o sea, es �a{libre de torsi�on para cada a 2 A, entonces

�b(M=
_
a2A

�aM) = �b(M=
_
a2A

�aM) = 0

para cada b 2 A, esto es,

M=
_
a2A

�aM 2
\
a2A

F�a = FW
a2A �a

:

Luego, al aplicar el funtor exacto a izquierda
W
a2A

�a a la sucesi�on

0 �!
_
a2A

�aM �!M �!M=
_
a2A

�aM �! 0 ;

se tiene que _
a2A

�aM =
_
a2A

�a(
_
a2A

�aM) =
_
a2A

�aM \
_
a2A

�aM ;

de donde se concluye que, _
a2A

�aM �
_
a2A

�aM :
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Con un razonamiento totalmente sim�etrico se obtiene_
a2A

�aM �
_
a2A

�aM ;

y por tanto (
W
a2A

�a;
W
a2A

�a) es un birradical centralizante.

Puesto que para todo ideal bil�atero I de R el R{bim�odulo R=I es centrali-

zante, y el centralizador CR(M) de todo R{bim�odulo M est�a contenido en

N s

R
(M), todo birradical fuertemente normalizante es un birradical centra-

lizante, y todo birradical centralizante es un birradical. Seg�un el siguiente

resultado, los tres conceptos coinciden en anillos con la condici�on fuerte de

segunda capa.

(2.3.2) Teorema. ([11]) Si R es un anillo noetheriano a izquierda y a de-

recha y todos los ideales primos bil�ateros de R satisfacen la condici�on fuerte

de segunda capa, entonces todo birradical es un birradical fuertemente nor-

malizante.

(2.3.3) Por el resto de esta secci�on, R ser�a un anillo noetheriano a derecha

e izquierda.

Consideremos en SpecR la familia de subconjuntos de la forma

X(I) = K(�I) = fP 2 SpecR ; I 6� Pg ;

donde I es un ideal bil�atero de R tal manera el radical �I es un birradical

centralizante. Puesto que el conjunto de birradicales centralizantes de R es

un ret��culo completo y para cualquier conjunto de ideales bil�ateros fIaga2A,

K(
_
a2A

�Ia) =
\
a2A

K(�Ia) ; K(
^
a2A

�Ia) =
[
a2A

K(�Ia) ;

esta familia es una topolog��a para SpecR, que se denota por T, y que, en

caso de ser R conmutativo, coincide con la topolog��a de Zariski.

Como R es noetheriano (a izquierda), un radical sim�etrico � de R �mod

est�a completamente determinado por el conjunto

K(�) = fP 2 SpecR ; �(R=P ) = 0g ;

puesto que � es el ��n�mo de la familia de radicales sim�etricos f�RnPgP2K(�)
(ver (3.1.35)). De esta manera, dado un abierto U en la topolog��a T, existe

un �unico birradical centralizante �I tal que U = K(�I).
SeaM un R{m�odulo a izquierda. Asignando al abierto K(�I) el R{m�odulo a

izquierda Q�I
M , y a la inclusi�on K(�I) � K(�J), que equivale a �J � �I , el
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(�unico) homomor�smo Q�J
M �! Q�I

M que hace conmutativo al diagrama

Q�J
M �� Q�I

M

M

j�J;M




 
 
 
 
 
 
 
 j�I;M

��✇✇✇✇✇✇✇✇

se obtiene un prehaz separado QM sobre SpecR. El prehaz QR es un prehaz

de anillos y, en general, OM es un prehaz de OR{m�odulos.

(2.3.4) Si dos �ltros de Gabriel sim�etricos L y H en el anillo noetheriano

(a izquierda) R tienen la propiedad de Artin-Rees d�ebil a izquierda, entonces

son mutuamente compatibles. En efecto, si L 2 L � H, entonces existe un

par de ideales (bil�ateros) I 2 L y J 2 H tales que IJ � L (ver (3.1.33)),

y dado que L tiene la propiedad de Artin-Rees d�ebil a izquierda, existe un

ideal bil�atero I 0 2 L tal que JI 0 � IJ � L, con lo que L 2 H � L. La otra

inclusi�on se prueba mediante un razonamiento sim�etrico.

Como todo birradical (centralizante) � tiene, en particular, la propiedad de

Artin-Rees d�ebil a izquierda, se deduce, como consecuencia del resultado

enunciado en (1.3.5), que el prehaz OM es en realidad un haz, del que se

obtiene de nuevo M como el R{m�odulo de secciones globales.

(2.3.5) Si ' : R �! S es un homomor�smo de anillos, todo radical � en

R �mod induce un radical � en S �mod que viene dado por su clase de

S{m�odulos de torsi�on

T� = fN 2 S �mod ; N es de �-torsi�on como R{m�odulog

(ver (3.2.1) y (3.2.3)). Si ' es una extensi�on centralizante, o bien si � es un

radical sim�etrico y ' es una extensi�on fuertemente normalizante, entonces

la �{torsi�on de todo S{m�odulo a izquierda coincide con su �{torsi�on como

R{m�odulo al restringir los escalares y el �ltro de Gabriel es S asociado a �

es

L� = fL �l S ; '�1(L) 2 L�g

(ese resultado ser�a probado para �ltros uniformes en el pr�oximo cap��tulo).

Por lo tanto, si ' : R �! S es una extensi�on fuertemente normalizante (en

particular, si ' es una extensi�on centralizante) e I es un ideal bil�atero de R,

entonces el radical en S �mod inducido por �I es �J , con J = S'(I).

(2.3.6) Por otra parte, si ' : R �! S es una entensi�on centralizante y (�; �)

es un birradical centralizante de R{m�odulos, entonces (�; �) es un birradical

centralizante de S{m�odulos. En efecto, siM es un S{bim�odulo centralizante,

entonces M es centralizante como R{bim�odulo, puesto que

M = SCS(M) = RCR(S)CS(M) � RCR(M) �M ;
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y por tanto

�M = �(RMR) = �(RMR) = �M :

De manera similar, si ' : R �! S es un extensi�on fuertemente normalizante

y R satisface la condici�on fuerte de segunda capa, entonces todo birradical

centralizante de R{m�odulos (�; �) induce un birradical centralizante (�; �) de

S{m�odulos. En efecto, si M es un S{bim�odulo centralizante, entonces M es

fuertemente normalizante como R{bim�odulo, pues

M = SCS(M) = RN s

R
(S)CS(M) � RN s

R
(S)N s

S
(M) � RN s

R
(M) �M :

Como bajo la hip�otesis de que R satisface la condici�on fuerte de segunda

capa todo birradical centralizante de R{m�odulos es tambi�en un birradical

fuertemente normalizante, se tiene que

�M = �(RMR) = �(RMR) = �M :

Si ' : R �! S es una extensi�on centralizante, o bien R satisface la condi-

ci�on fuerte de segunda capa y ' : R �! S es una extensi�on fuertemente

normalizante, entonces la aplicaci�on

a' :SpecS�!SpecR

P 7�!'�1(P )

es continua si consideramos en ambos espectros la topolog��aT. Esto es conse-

cuencia de que la imagen inversa del abierto K(�I), donde �I es un birradical

centralizante, es K(�S'(I)) = K(�I), que adem�as es un abierto en la topolog��a

T de SpecS puesto que, como se ha probado, �I es un birradical centralizante

de S{m�odulos.

(2.3.7) Si � es un radical que tiene la propiedad de Artin-Rees d�ebil a

izquierda, entonces Q�I es un ideal bil�atero de Q�R para todo ideal bil�atero I

de R. En efecto, puesto que el funtor localizaci�onQ� : R�mod �! R�mod

es exacto a izquierda, la sucesi�on

0 �! Q�I �! Q�R �! Q�(R=I)

es exacta, o sea, Q�R=Q�I � Q�(R=I). Pero IQ�(R=I) � �Q�(R=I) = 0,

pues para todo r 2 I y todo q 2 Q�R=I existe un ideal L 2 L� tal que

Lq � j�;R=I(R=I), y como � tiene la propiedad de Artin-Rees a izquierda,

existe un ideal L0 2 L� de manera que L0I � IL, lo que implica que

L0rq � ILq � Ij�;R=I(R=I) = 0 :
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Por lo tanto, I(Q�R=Q�I) = 0, o sea, IQ�R � Q�I, de donde se deduce que

Q�I es un ideal a derecha de Q�R (ver [11]).

En particular, si � es un birradical centralizante de R{m�odulos, entonces

� tiene la propiedad de Artin-Rees d�ebil a izquierda, y por lo tanto Q�I

es un ideal bil�atero de Q�R para cada ideal bil�atero I de R. Este hecho

y el siguiente resultado son los ingredientes necesarios para probar que la

construcci�on del haz de anillos OR es funtorial.

(2.3.8) Teorema. ([11, II.6.12]) Sean R y S anillos primos noetherianos

a izquierda, ' : R �! S una extensi�on fuertemente normalizante y � un

radical sim�etrico en R �mod. Si Q�Ker(') es un ideal bil�atero de Q�R,

entonces ' puede ser extendida de manera �unica a un homomor�smo de

anillos '� : Q�R �! Q�S

(2.3.9) Como consecuencia directa de este resultado, si R y S son anillos

primos noetherianos (a derecha e izquierda) y, o bien ' : R �! S es una ex-

tensi�on centralizante, o bien R veri�ca la condici�on fuerte de segunda capa y

' : R �! S es una extensi�on fuertemente normalizante, entonces, asignando

a cada abierto K(�I) de la topolog��a T de SpecR el homomor�smo

'#(K(�I)) : �(K(�I);OR) �! �(K(�I);OS) = �(K(�I); (a')�OS)

que proporciona el teorema anterior, se obtiene un mor�smo de haces sobre

SpecR '# : OR �! a'
�
(OS) de manera que el par

(a'; '#) : (SpecR;OR) �! (SpecS;OS)

es un mor�smo de espacios anillados.

2.4. �Algebras esquem�aticas

Las construcciones descritas en las secciones 2.2. y 2.3. est�an basadas en

el espectro de ideales primos bil�ateros con la topolog��a de Zariski (o una

topolog��a menos �na).

Como hemos hecho notar, considerar un espacio topol�ogico (con puntos)

como espacio base, acarrea diversos problemas, que surgen fundamentalmente

de que, si se pretende generalizar lo que sucede en el caso conmutativo, la

intersecci�on de abiertos deber�a estar ligada de cierta manera al producto,

en general no conmutativo, de ideales. Esta es la principal motivaci�on para

introducir la noci�on de compatibilidad mutua, pues si I y J son dos ideales

bil�ateros del anillo noetheriano a izquierda R de manera que LI y LJ son
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mutuamente compatibles, entonces los abiertos X(IJ) y X(JI) de SpecR

coinciden con X(I) \X(J), aunque en general IJ es distinto de JI.

Si se quieren construir haces utilizando localizaci�on y prescindiendo de la

propiedad de compatibilidad mutua, en virtud de (1.3.5) se hace necesario,

en principio, un planteamiento diferente. Un ejemplo es la construcci�on de L.

Willaert ([52]) sobre �algebras esquem�aticas que se describe en esta secci�on.

Willaert asocia a un anillo graduado R, una topolog��a de Grothendieck no

conmutativa que no es m�as que un espacio topol�ogico sin puntos en el que

el papel de abiertos lo juegan los elementos del monoide libre WR generado

por todos los conjuntos de Ore a izquierda homog�eneos del anillo. Para

garantizar la existencia de recubrimientos, se le exige al anillo que tenga la

propiedad esquem�atica, esto es, que el elemento global deWR posea al menos

un recubrimiento �nito formado por conjuntos de Ore homog�eneos. En ese

contexto, a cada m�odulo a izquierda M se le asocia un haz de estructura,

que devuelve a M como el m�odulo de secciones globales.

(2.4.1) Una graduaci�on de un anilloR es una familia de subgrupos fRngn2Z
de tal manera que R =

L
n2Z

Rn y RiRj � Ri+j. Si un anillo R admite una

graduaci�on, se dice que es graduado.

Si R es un anillo graduado, una graduaci�on del R{m�odulo a izquierda M

es una familia de subgrupos fMngn2Z de tal manera que M =
L

n2Z
Mn y

RiMj � Mi+j. Si M es un R{m�odulo a izquierda graduado y fMngn2Z es

una graduaci�on de M , entonces los elementos de Mn se llaman homog�eneos

de grado n. Se dice que M es positivamente graduado si Mn = 0 para todo

n < 0. Se llamam-desplazamiento deM , con m 2 Z, y se denota porM(m),

al R{m�odulo a izquierda graduado con la graduaci�on

fM(m)n =Mm+ngn2Z :

Si M y N son R{m�odulos a izquierda graduados y f : M �! N es un

homomor�smo de R{m�odulos, se dice que f es de grado m si f(Mi) � Nm+i

para todo i 2 Z. Los R{m�odulos a izquierda graduados y los homomor�smos

de grado 0 constituyen una categor��a de Grothendieck que se denota por

R � gr. La familia fR(m)gm2Z, donde R(m) es el m-desplazamiento del

R{m�odulo a izquierda graduado R, es un sistema de generadores de R� gr.

Los subobjetos de un R{m�odulo a izquierda graduado M en R � gr son los

subm�odulos N de M con una graduaci�on fNngn2Z tal que Nn � Mn para

todo n.

(2.4.2) Un radical � en la categor��a de Grothendieck R � gr (esto es, un

subfuntor del funtor identidad, exacto a izquierda e idempotente) se dice que
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es r��gido si �(M(m)) = (�M)(m) para todo m 2 Z y para todo R{m�odulo a

izquierda graduado M .

Un radical � en R � mod se dice que es graduado si su �ltro de Gabriel

asociado L� tiene una base formada por una familia de ideales a izquierda

graduados de R. Si � es un radical graduado en R �mod, entonces �M y

M=�M son graduados para todo R{m�odulo a izquierda graduado M .

La restricci�on del radical graduado � de R �mod a la categor��a R � gr es

un radical r��gido en R � gr que denotamos tambi�en por �, y cuya clase de

torsi�on en R� gr es

T� = fN 2 R� gr ; �(N) = Ng :

Si � es un radical r��gido en R � gr, entonces � es la restricci�on a R � gr de

un radical graduado � en R�mod cuya teor��a de torsi�on est�a generada por

la familia de R{m�odulos a izquierda

T� = fN 2 R� gr ; �(N) = Ng ;

y el �ltro graduado asociado a �, que se denota por Lg
�
, es el conjunto de

todos los ideales a izquierda graduados de L�.
Los radicales r��gidos de R�gr se corresponden biyectivamente con los �ltros

graduados de R.

(2.4.3) Ejemplo. Sea S un conjunto de Ore a izquierda del anillo gradua-

do R, de manera que todos los elementos de S son homog�eneos y 0 62 S.

Entonces el radical �S en R�mod de�nido por

�SM = fm 2M ; 9s 2 S; sm = 0g

para todo R{m�odulo a izquierda M (ver (1.2.10)) es graduado, y su restric-

ci�on � a R � gr es un radical r��gido cuyo �ltro graduado es

Lg
�
= fL �l R ; L es graduado y, 8r 2 R homog�eneo; (L : r) \ S 6= ;g :

(2.4.4) Ejemplo. Sea R un anillo graduado noetheriano a izquierda e I un

ideal bil�atero graduado de R. Entonces el conjunto de ideales

Lg
I
= fL �l R ; L es graduado y 9n 2 N ; In � Lg

es un �ltro graduado y su radical en R � gr asociado �I es r��gido. Adem�as,

�I es la restricci�on a R� gr del radical graduado �I de R�mod.
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(2.4.5) Si � es un radical en R�gr yM es un R{m�odulo a izquierda gradua-

do, aplicando la teor��a general de localizaci�on en categor��as de Grothendieck

a R� gr, el R{m�odulo graduado localizado de M en � es

Qgr

�
M = lim

�!

L2L
g
�

HOMR(L;M=�M) ;

donde Lr
�
es el �ltro graduado asociado a � y HOMR(M;N) denota el grupo

abeliano de los mor�smos de grado arbitrario entre dos R{m�odulos a izquier-

da graduados M y N ([46]).

Sea M un R{m�odulo a izquierda graduado y � un radical r��gido en R � gr.

Si � es el radical graduado en R�mod cuya restricci�on a R�gr es el funtor
�, entonces Qgr

�
M coincide con el R{m�odulo a izquierda g(Q�M) graduado,

por la graduaci�on fg(Q�M)ngn2Z, donde

g(Q�M)n

= fq 2 Q�M ; 9L 2 L�; L graduado, Lmq � (M=�M)m+n 8m 2 Zg

para todo n 2 Z. Si adem�as � es de tipo �nito (como ocurre cuando R es

noetheriano a izquierda) entonces Q�M es graduado y existe un isomor�smo

Qgr

�
M �! Q�M tal que el diagrama

Qgr

�
M

�= �� Q�M

M

j
gr
�;M

��❋ ❋ ❋ ❋ ❋ ❋ ❋ ❋ j�;M

											

es conmutativo (cfr. [44]).

(2.4.6) Sea k un cuerpo. Un k-�algebra positivamente graduadaR, generada

por los elementos homog�eneos de grado uno y noetheriana a izquierda, se dice

que es esquem�atica si existe una familia �nita de conjuntos de Ore a izquierda

fSig1�i�r formados por elementos homog�eneos y de tal manera que el ��n�mo

de los radicales graduados �Si de R�mod es el radical graduado �R+
de�nido

en (2.4.4) a partir del ideal bil�atero graduado R+ =
L

i�0Ri .

(2.4.7) Ejemplos. El �algebra de Weyl homogeneizada, esto es, la k-�algebra

generada por tres elementos x; y; z de grado uno con las relaciones

xy � yx = z2 ; xz � zx = yz � zy = 0 ;

es esquem�atica.
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Sea q 2 C . El anillo Oq(M2(C )) de las matrices 2� 2 cu�anticas, es decir, la

C -�algebra generada en grado uno por los elementos a; b; c y d sujetos a las

relaciones
ba= q�1ab

db= q�1bd

ca= q�1ac

dc= q�1cd

bc= cb

ad� da=(q2 � q�2)bc

es una C -�algebra esquem�atica. En efecto, el ��n�mo de la familia de ra-

dicales graduados f�Sa; �Sb; �Sc ; �Sdg, donde cada Sr es el conjunto de Ore

homog�eneo formado por las potencias de r, es el radical graduado �Oq(M2(C ))+

([52]).

(2.4.8) Una topolog��a de Grothendieck es una categor��a C tal que para cada

objeto U existe una familiaCov(U) de conjuntos de mor�smos fUi �! Ugi2I
de manera que se satisfacen las siguientes condiciones:

(2.4.8.1) fU id�! Ug 2 Cov(U) para todo objeto U de C.

(2.4.8.2) Si fUi �! Ugi2I 2 Cov(U) y fUij �! Uigj2Ji 2 Cov(Ui) para

cada i 2 I, entonces fUij �! Ui �! Ug i2I
j2Ji

2 Cov(U).

(2.4.8.3) Si fUi �! Ugi2I 2 Cov(U) y U 0 �! U es un mor�smo en C,
entonces para cada i 2 I existe el pullback Ui �U U

0, y

fUi �U U
0 �! U 0gi2I 2 Cov(U 0) :

Sea R una k-�algebra esquem�atica. Se denota por WR a la categor��a cuyo

conjunto de objetos es el monoide libre generado por todos los conjuntos de

Ore homog�eneos S de R tales que 0 62 S 3 1 y S \ R+ 6= ;, y donde el

conjunto de mor�smos HomC(W;W
0), con W = S1 � � �Sn y W 0 = T1 � � �Tm,

es igual a fW �!W 0g si existe una aplicaci�on

" : f1; : : : ; mg �! f1; � � � ; ng

tal que Ti = S"(i), para todo 1 � i � m y "(i) < "(j) siempre que i < j, y

HomC(W;W
0) = ; en cualquier otro caso.

SiW �! W 0 es un mor�smo y V es un objeto deWR, entonces VW �! VW 0

y WV �!W 0V tambi�en son mor�smos de WR.

Dado un objeto W = S1 � � �Sn de WR, en general el producto

S1 � : : : � Sn = fs1 � � � sn ; si 2 Si; 1 � i � ng

no es un conjunto de Ore a izquierda de R, y el conjunto de ideales a izquierda

LW = fL �l R ; L \ S1 � : : : � Sn 6= ;g es un �ltro uniforme pero en general
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no es de Gabriel (ver lema (4.2.9)). Si W �! W 0 es un mor�smo en WR,

entonces LW 0 � LW .

Dado un R{m�odulo graduadoM , se denota por QWM a la imagen deM por

la composici�on de los funtores localizaci�on Q�Sn
� � � � �Q�S1

. El n�ucleo de la

composici�on de los mor�smos localizaci�on

M �! Q�S1
M �! � � � �! Q�Sn

� � �Q�S1
M

es la LW{torsi�on de M

(2.4.9) Un recubrimiento global en WR es un conjunto �nito fWig1�i�s de
objetos de WR de tal manera que

T
1�i�s LWi

= LR+
. Puesto que R es un

�algebra esquem�atica, siempre existe un recubrimiento global en WR.

Dado un objeto W de WR, se de�ne Cov(W ) como el conjunto formado

por todas las familias de mor�smos fWiW �! Wgi2I, donde fWigi2I es un
recubrimiento global. A los elementos de Cov(W ) se les llama recubrimientos

de W .

La categor��aWR con las familias de recubrimientos de cada uno de sus objetos

satisface los axiomas (2.4.8.1) y (2.4.8.2), pero dado que, en general, WR

no tiene pullbacks, el axioma (2.4.8.3) carece de sentido. Sin embargo, si

W 0 �!W es un mor�smo enWR y fWiW �!Wg1�i�w 2 Cov(W ) entonces

fWiW
0 �! W 0g1�i�m 2 Cov(W 0). Se dice que WR es una topolog��a de

Grothendieck no conmutativa ([47]).

(2.4.10) Un prehaz (de R{m�odulos a izquierda) sobre WR es un funtor

contravariante de la categor��a WR en R�mod. Un prehaz P se dice que es

un haz si para cada objeto W de WR y cada fWi �! Wg1�i�m 2 Cov(W ),

la sucesi�on

0 �� P(W ) ��
L

1�i�m P(Wi)
��
��
L

1�i;j�mP(WiWj) ;

donde los mor�smos son los naturales, es exacta.

Dado un R{m�odulo a izquierda graduadoM , se puede de�nir un prehaz OM

asignando, a cada objeto W de WR, el R{m�odulo a izquierda QWM , y a

cada mor�smo W �! W 0 (que, siendo W 0 = S1 � � �Sr, existe si, y s�olo si, W

es de la forma W0S1W1 � � �SrWr), el homomor�smo QW 0M �! QWM que

se obtiene de manera natural mediante el proceso iterativo de composici�on

con los mor�smos localizaci�on y localizaci�on de dichas composiciones.

(2.4.11) Teorema. ([47, 52]) Para todo R{m�odulo a izquierda graduado

M , el prehaz OM es un haz.
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(2.4.12) En general OR no es un haz de anillos, y por lo tanto no tiene

sentido plantearse siOM lo es de OR{m�odulos. Sin embargo, OM (W ) siempre

es un Q�S
R{m�odulo a izquierda, donde S es el �ultimo conjunto de Ore a

izquierda que aparece en la expresi�on de W .

El R{m�odulo a izquierda M se obtiene de nuevo como el m�odulo de las

secciones globales del haz OM puesto que Q�R+
M =M ([47]).

Sin embargo, el hecho de que todo recubrimiento se obtenga como intersec-

ci�on con un recubrimiento global, hace imposible que WR sea una generali-

zaci�on de la topolog��a de Zariski del espectro primo cuando la k{�algebra R

es conmutativa (ver (4.2.15)).
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Cap��tulo 3

Filtros uniformes

Como se ha comentado en el cap��tulo uno (ver tambi�en [11, 16, 22, 40, et

al.]), el conjunto de �ltros de Gabriel en un anillo R se corresponde biyecti-

vamente con el de subcategor��as localizantes de R �Mod. Principalmente

por esta raz�on se ha dedicado hist�oricamente mucho m�as tiempo al estudio

(del ret��culo) de los �ltros de Gabriel y sus propiedades que al de los �ltros

uniformes. En este cap��tulo se estudian con m�as detenimiento las propieda-

des de los �ltros uniformes, especialmente aquellas que tendr�an aplicaci�on en

los cap��tulos siguientes. Tambi�en se exponen varios ejemplos.

3.1. El ret��culo de los �ltros uniformes

Sea R un anillo.

(3.1.1) Un �ltro en R es un conjunto no vac��o L de ideales a izquierda de

R tal que

(3.1.1.1) si L 2 L y L � L0 �l R, entonces L
0 2 L;

(3.1.1.2) si L; L0 2 L, entonces L \ L0 2 L,
o equivalentemente, tal que si L y L0 pertenecen a L, entonces cualquier

ideal a izquierda que contenga a L \ L0 tambi�en pertenece a L. El ideal R

pertenece a cualquier �ltro en R.

El conjunto de �ltros en R est�a parcialmente ordenado por la inclusi�on, y

dado que la intersecci�on de �ltros es un �ltro, existe el ��n�mo (y por tanto

tambi�en el supremo) de cualquier familia de �ltros en R. Los conjuntos fRg y
fL; L �l Rg son, trivialmente, �ltros en R, y son el menor y mayor elemento

respectivamente en el ret��culo de �ltros en R.

Si L y H son �ltros en R, se denota por L � H a la composici�on de L y H,

esto es, al conjunto formado por todos los ideales a izquierda L de R para
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los que existe un ideal a izquierda H (que se puede asumir que contiene a L)

perteneciente a H tal que

(L : r) = fs 2 R ; sr 2 Lg 2 L

para cada r 2 H. El conjunto L � H es un �ltro, pues, en efecto, si L y

L0 pertenecen a L � H y L00 es un ideal a izquierda que contiene a L \ L0,
entonces existen H y H 0 pertenecientes a H tales que (L : r) 2 L para cada

r 2 H resp. (L0 : r) 2 L para cada r 2 H 0. Luego H \H 0 pertenece a H y

para cada r 2 H \H 0,

(L00 : r) � (L \ L0 : r) = (L : r) \ (L0 : r) 2 L ;

de donde se tiene que (L00 : r) 2 L.
Dado que H es un �ltro, un ideal a izquierda L pertenece a la composici�on

L � H si, y s�olo si, el ideal a izquierda

H = fr 2 R ; (L : r) 2 Lg

pertenece a H.

(3.1.2) Lema. Si L y H son �ltros en R, H es un ideal a izquierda perte-

neciente a H y fLrgr2H es una familia de ideales a izquierda en L, entoncesX
r2H

Lrr

pertenece a L � H.

Demostraci�on. Denotemos por L al ideal a izquierda
P

r2H
Lrr. Dado

que Lrr � L, se tiene que Lr � (L : r), y por tanto (L : r) 2 L para cada

r 2 H 2 H, puesto que Lr 2 L. �

(3.1.3) Corolario. Si L 2 L y H 2 H, entonces LH 2 L � H.

(3.1.4) Lema. La composici�on es una operaci�on asociativa en el conjunto

de �ltros en R.

Demostraci�on. Sean L, L0 y L00 �ltros en R. Si L 2 (L � L0) � L00

entonces existe H 2 L00 tal que (L : r) 2 L � L0 para cada r 2 H, y por

lo tanto existe Lr 2 L0 tal que ((L : r) : s) 2 L para cada s 2 Lr. Por el

lema (3.1.2), el ideal a izquierda H 0 =
P

r2H
Lrr pertenece a L0 � L00, y para

cada t =
P

n

i=1 siri 2 H
0, con ri 2 H y si 2 Lri ,

(L : t) �
n\
i=1

(L : siri) =

n\
i=1

((L : ri) : si) 2 L ;
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de donde se tiene que L 2 L � (L0 � L00).
Rec��procamente, si L 2 L � (L0 � L00), entonces existe H 2 L0 � L00 tal que
(L : r) 2 L para cada r 2 H. Puesto que H 2 L0 �L00, existe H 0 2 L00 tal que
(H : s) 2 L0 para cada s 2 H 0. Por tanto (L : s) 2 L � L0, pues (H : s) 2 L0

y para cada r 2 (H : s),

((L : s) : r) = (L : rs) 2 L

(dado que rs 2 H). Luego L 2 (L � L0) � L00. �

Sin embargo, en general la composici�on de �ltros no tiene la propiedad con-

mutativa, como muestra el ejemplo, debido a R. Bronowitz, que se detalla a

continuaci�on.

(3.1.5) Ejemplo. ([10, 21]) Sea k un cuerpo y R el anillo (conmutativo)

kN. El ideal H = k(N) es el z�ocalo de R (esto es, H es la suma de todos los

ideales de R que son simples como R{m�odulos), y por lo tanto es un ideal

esencial.

Consideremos el conjunto de ideales L = fL � R ; soc(R=L) = R=Lg
(donde soc(M) denota el z�ocalo del R{m�odulo M). Si L 2 L y L � L0 � R,

el homomor�smo natural p : R=L �! R=L0 es un epimor�smo y entonces

soc(R=L0) �
X

R=L�Msimple

p(M) � p(soc(R=L)) = p(R=L) = R=L0 ;

luego L0 2 L. Por otra parte, si L y L0 pertenecen a L, entonces,

soc(R=L�R=L0) = soc(R=L)� soc(R=L0) = R=L� R=L0 ;

y dado que R=(L\L0) puede ser considerado como un subm�odulo de la suma

R=L� R=L0,

soc(R=(L \ L0)) = R=(L \ L0) \ soc(R=L� R=L0) = R=(L \ L0) :

Por tanto L \ L0 2 L, de donde se tiene que L es un �ltro.

Dado que la intersecci�on de ideales esenciales de R es esencial, el conjunto H
de todos los ideales esenciales de R es tambi�en un �ltro. Adem�as H pertenece

a H, y todo elemento de H contiene a H.

Sea h 2 H. Puesto que soc(H) = H, el z�ocalo de Rh es tambi�en el propio

Rh, y dado que Rh �= R=(0 : h), se tiene que (0 : h) 2 L. Luego el ideal cero
es un ideal de L � H, y esto implica que L � H es el conjunto de todos los

ideales de R.
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Sin embargo, si el ideal cero pertenece aH�L, entonces existe un ideal L 2 L
de tal manera que (0 : r) 2 H para todo r 2 L, esto es, Hr = 0. Puesto que

L 6= 0 (pues en el caso L = 0 se tendr��a que H = soc(R) = R, y esto no es

cierto) se tiene que H \ L 6= 0, y por tanto existe un elemento m no nulo

en L \ H. Luego m2 2 Hm = 0, pero esto no puede suceder porque R no

tiene elementos nilpotentes. Luego el ideal cero no pertenece a H � L, que
no puede ser igual entonces a L � H.

(3.1.6) Si L � L0 y H � H0 son �ltros en R, entonces L � H � L0 � H0, ya
que para cada L 2 L � H existe un ideal a izquierda H 2 H � H0 tal que
(L : r) 2 L � L0 para cada r 2 H.

Por otra parte, H � L � H, pues si H 2 H, entonces R = (H : r) 2 L para

cada r 2 H. Adem�as, en el caso particular L = fRg, si L 2 fRg�H entonces

existe H 2 H tal que (L est�a contenido en H y) (L : r) 2 fRg para cada

r 2 H. Por lo tanto r = 1r 2 L para cada r 2 H, esto es, L = H 2 H, de

donde se tiene H = fRg � H.

Sin embargo, L no siempre est�a contenido en L � H. De hecho:

(3.1.7) Proposici�on. Dado un �ltro L en R, las siguientes a�rmaciones son

equivalentes:

(3.1.7.1) L � L � H para todo �ltro H en R;

(3.1.7.2) L � L � fRg;

(3.1.7.3) L = L � fRg;

(3.1.7.4) (L : r) 2 L para todo L 2 L y todo r 2 R.

Demostraci�on. (1) y (2) son trivialmente equivalentes, pues fRg � H
para todo �ltro H, y por otro lado (2) es esquivalente a (3) puesto que

L � fRg siempre est�a contenido en L (en efecto, si L 2 L � fRg, entonces en
particular L = (L : 1) 2 L).
Supongamos que L � L�fRg. Si L 2 L, entonces existe un ideal a izquierda

H en fRg (que tiene que ser H = R) tal que (L : r) 2 L para cada r 2 H,

luego (L : r) 2 L para todo r 2 R.
Rec��procamente, si L 2 L y (L : r) 2 L para cualquier r 2 R, entonces

L 2 L � fRg. �

(3.1.8) Un �ltro L en R se dice que es uniforme si cumple alguna de las

condiciones equivalentes de la proposici�on anterior. Si L es un �ltro y H es

un �ltro uniforme, entonces L�H � L�H � fRg, y por lo tanto L �H es un

�ltro uniforme. Dado que los �ltros L y H del ejemplo (3.1.5) son uniformes,

esos mismos �ltros constituyen un ejemplo de que en general la composici�on

de �ltros uniformes no conmuta.
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Si R es conmutativo, entonces todo �ltro en R es uniforme, dado que para

todo ideal L y todo r 2 R, el ideal (L : r) contiene a L.

La intersecci�on de �ltros uniformes es un �ltro uniforme, y por tanto el con-

junto de �ltros uniformes ordenado por la inclusi�on es un ret��culo completo

que se denota R � �lt. El supremo de una familia de �ltros uniformes es la

intersecci�on de los �ltros uniformes que contienen a cada uno de los miembros

de la familia. El siguiente resultado proporciona una forma m�as directa de

calcular supremos en R � �lt.

(3.1.9) Lema. ([3, 17, 21]) Sea F una familia de ideales a izquierda de R y

de�namos

(3.1.9.1) F 0 = f(L : r) ; L 2 F; r 2 Rg ;

(3.1.9.2) F 00 = f
T
n

i=1 Li ; Li 2 F
0; 1 � i � ng ;

(3.1.9.3) L = fL �l R ; 9H 2 F 00; H � Lg .

Entonces L es el �ltro uniforme m�as peque~no que contiene a F .

Demostraci�on. En efecto, L es un �ltro, pues si H � L \ L0, con

L; L0 2 L, entonces existen L1; : : : ; Ln; L
0

1; : : : ; L
0

m
pertenecientes a F 0 ta-

les que
T
n

i=1 Li � L y
T
m

i=1 L
0

i
� L0, luego

(

n\
i=1

Li) \ (

m\
i=1

L0
i
) � L \ L0 � H ;

y de ah�� que H 2 L. Adem�as L es uniforme, ya que para todo r 2 R y

para todo L 2 L, existen L1; : : : ; Ln 2 F y r1; : : : ; rn 2 R de manera queT
n

i=1(Li : ri) � L, y por lo tanto

(L : r) �
n\
i=1

((Li : ri) : r) =

n\
i=1

(Li : rri) 2 F 00 ;

luego (L : r) 2 L.
Si H es un �ltro uniforme que contiene a F , entonces F 0 � H dado que

(L : r) 2 H para todo L 2 F y todo r 2 R. Por lo tanto F 00 � H, por ser

H cerrado al tomar intersecciones �nitas, y esto implica que L � H por la

de�nici�on de L. �

Como consecuencia del lema anterior, el supremo de una familia de �ltros

uniformes fLaga2A es el �ltro uniforme

fL �l R ; 9a1; : : : ; an 2 A; 9Lai 2 Lai ;
n\
i=1

Lai � Lg :
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Como este conjunto de ideales a izquierda es precisamente el supremo de

fLaga2A en el ret��culo de �ltros en R, se puede concluir que R � �lt es un

subret��culo del ret��culo de �ltros en R.

El concepto de �ltro uniforme no es nuevo. De hecho, nociones equivalentes

como la de topolog��a lineal en un anillo y la de funtor n�ucleo, expuestas a

continuaci�on, son sobradamente conocidas.

(3.1.10) Se dice que el anillo R es un anillo topol�ogico si admite una topo-

log��a de manera que las aplicaciones

R�R�!R

(r; r0) 7�! r + r0
R� R�!R

(r; r0) 7�! rr0
R�!R

r 7�!�r

son continuas. Dado que un subconjunto U de R es un entorno de r 2 R si,

y s�olo si, fs � r ; s 2 Ug es un entorno del cero, la topolog��a de R queda

perfectamente determinada por la familia N de entornos abiertos del cero.

Dicha familia veri�ca:

(3.1.10.1) para cada U 2 N existe un V 2 N tal que V + V � U ;

(3.1.10.2) �U 2 N para cada U 2 N ;

(3.1.10.3) para cada U 2 N y cada r 2 R existe un V 2 N tal que rV � U ;

(3.1.10.4) para cada U 2 N y cada r 2 R existe un V 2 N tal que V r � U ;

(3.1.10.5) para cada U 2 N existe un V 2 N tal que V V � U .

Adem�as, toda familia de subconjuntos de R que contengan al cero y veri�quen

estas cinco condiciones es el conjunto de entornos abiertos del cero de una

(�unica) topolog��a que convierte a R en un anillo topol�ogico.

Una topolog��a en R que hace a R un anillo topol�ogico se dice que es lineal

(a izquierda) si todos los elementos del conjunto N , de entornos abiertos

del cero, son ideales (a izquierda) de R. En ese caso, N es un �ltro, y

por (3.1.10.4), para cada L 2 N y cada r 2 R se tiene (L : r) 2 N , esto es,

N es un �ltro uniforme.

Rec��procamente, si L es un �ltro uniforme en R, entonces L es el conjunto

de entornos abiertos del cero de una topolog��a de R. Adem�as, dado que L es

uniforme, para cada L 2 L y cada r 2 R el ideal (L : r) pertenece a L y es

tal que (L : r)r � L. Luego L satisface (3.1.10.4), y puesto que el resto de

las propiedades anteriores se satisfacen trivialmente por estar L constituido

por ideales a izquierda, L es la familia de entornos abiertos del cero de una

topolog��a lineal que convierte a R en un anillo topol�ogico ([21, 22, 40]).

(3.1.11) Si L es un �ltro uniforme en R y M es un R{m�odulo a izquierda

se de�ne la L{torsi�on de M como el conjunto �LM de los elementos m 2M
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tales que Annl
R
(m) 2 L. Se dice que M es de L{torsi�on si coincide con su

L{torsi�on, y que es L{libre de torsi�on si su L{torsi�on es cero.

Como consecuencia de que L es un �ltro uniforme, la L{torsi�on de todo

R{m�odulo a izquierda M es un subm�odulo de M , pues

Annl
R
(m+m0) � Annl

R
(m) \ Annl

R
(m0)

y

Annl
R
(rm) = (Annl

R
(m) : r)

para cada m;m0 2 M y cada r 2 R. Adem�as, si f : M �! N es un

homomor�smo de R{m�odulos a izquierda, entonces para cada m 2 �LM se

tiene que f(m) 2 �LN , pues Annl
R
(f(m)) � Annl

R
(m) 2 L.

El subfuntor �L de la identidad en R�mod que a cada R{m�odulo a izquierda

M le asigna su L{torsi�on es un funtor n�ucleo, esto es, es exacto a izquierda,

pues si f :M 0 �!M es un monomor�smo y m 2 �LM \ Imf entonces existe

un elemento m0 2 M 0 tal que f(m0) = m, y m0 pertenece a la L{torsi�on de

M 0 ya que por ser f monomor�smo,

Annl
R
(m0) = Annl

R
(m) 2 L :

Rec��procamente, si � es un subfuntor de la identidad en R �mod exacto a

izquierda, el conjunto de ideales a izquierda

L� = fL �l R ; �(R=L) = R=Lg

es un �ltro uniforme ([21, 22]).

Si L y H son �ltros uniformes, entonces L � H si, y s�olo si, �LM � �HM

para todo R{m�odulo a izquierda M .

Dado que �L determina a L y L� determina a �, se establece de esta forma

una correspondencia biyectiva entre el conjunto de �ltros uniformes de R y

el de funtores n�ucleo en R�mod.

(3.1.12) Una clase de pretorsi�on en R � mod es una familia T de R{

m�odulos a izquierda cerrada al tomar im�agenes por epimor�smos y sumas

directas. Si adem�as T es cerrada al tomar subm�odulos, se dice que es una

clase de pretorsi�on hereditaria. Sea L un �ltro uniforme en R. Entonces la

clase TL de R{m�odulos a izquierda de L{torsi�on es una clase de pretorsi�on

hereditaria en R�mod. En efecto, siM 0 �l M 2 TL entonces AnnlR(m) 2 L
para cada m 2M 0, y por tantoM 0 2 TL. Si f :M �! N es un epimor�smo,

para cada n perteneciente a N existe un elemento m 2M del que es imagen,
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y Annl
R
(n) � Annl

R
(m) 2 L, de donde se tiene que N 2 TL. Finalmente, si

fMigi2I � TL y (mi) 2
L

i2I
Mi, entonces

Annl
R
((mi)) �

\
i2I

Annl
R
(mi)

y esta intersecci�on pertenece a L pues es la intersecci�on de R con a lo sumo

un n�umero �nito de elementos de LnfRg, luego (mi) 2 �L
L

i2I
Mi, y por

tanto
L

i2I
Mi coincide con su L{torsi�on.

Si L y H son �ltros uniformes en R, entonces L � H si, y s�olo si, TL � TH.
Dada una clase de pretorsi�on hereditaria T en R � mod, el conjunto de

ideales a izquierda

LT = fL �l R ; R=L 2 T g

es un �ltro uniforme en R. La aplicaci�on dada por T �! LT es una biyecci�on
entre el conjunto de clases de pretorsi�on hereditarias en R�mod y el conjunto

de �ltros uniformes en R.

Teniendo en cuenta esta biyecci�on, la composici�on de �ltros uniformes se

puede describir de la siguiente manera:

(3.1.13) Proposici�on. Sean L y H dos �ltros uniformes en R. Entonces un

R{m�odulo a izquierda M pertenece a TL�H si, y s�olo si, existe una sucesi�on

exacta

0 ��M 0 ��M ��M 00 �� 0

con M 0 2 TL y M 00 2 TH.

Demostraci�on. Asumamos que M es de L � H{torsi�on. Entonces la

sucesi�on

0 �� �LM
i ��M

p ��M=�LM �� 0

es exacta y �LM es de L{torsi�on. Sim 2M=�LM entonces Annl
R
(m) 2 L�H,

y por lo tanto existe H 2 H de tal manera que

Annl
R
(rm) = (Annl

R
(m) : r) 2 L

para cada r 2 H. Luego rm 2 �LM , esto es, rm = 0 para cada r 2 H, con

lo que m es un elemento de la H{torsi�on de M=�LM . Dado que m ha sido

tomado de manera arbitraria, esto prueba que M=�LM es de H{torsi�on.

Rec��procamente, si la sucesi�on

0 ��M 0
f ��M

g ��M 00 �� 0

es exacta con M 0 2 TL y M 00 2 TH, entonces para cada m 2M existe H 2 H
tal que g(Hm) = Hg(m) = 0. Luego para cada r 2 H, el elemento rm
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pertenece a Kerg = Imf , y por lo tanto existe un elemento mr 2 M 0 y un

ideal Lr 2 L de manera que rm es la imagen de mr y Lrmr = 0. El ideal

L =
P

r2H
Lrr, que pertenece a L �H por el lema (3.1.2), est�a contenido en

el anulador de m, pues

Lm =
X
r2H

Lrrm =
X
r2H

Lrf(mr) =
X
r2H

f(Lrmr) = 0 :

Esto implica que Annl
R
(m) 2 L�H y, dado quem fue tomado arbitrariamente

en M , que M es de L � H{torsi�on. �

(3.1.14) Como se ha comentado ya en (1.2.8), una familia de R{m�odulos a

izquierda F es la clase de libres de torsi�on de una teor��a de torsi�on hereditaria

en R�mod si, y s�olo si, es cerrada al tomar subm�odulos, productos directos,

extensiones exactas y envolventes inyectivas. Si L es un �ltro uniforme en

R, entonces la familia FL de R{m�odulos a izquierda L{libres de torsi�on es

la clase de libres de torsi�on de una teor��a de torsi�on hereditaria. En efecto,

si M 0 � M 2 FL y m pertenece a �LM
0, entonces m = 0 pues m tambi�en

pertenece a �LM . Si M 2 FL entonces 0 = �LM = M \ �LE, donde

E es la envolvente inyectiva de M . Dado que M �! E es una extensi�on

esencial, esto implica que �LE = 0, es decir, E 2 FL. Consideremos ahora

una familia fMigi2I de elementos de FL. Si (mi) 2 �L(
Q

i2I
Mi), entonces

Annl
R
(mi) � Annl

R
((mi)) 2 L para cada i 2 I, y as�� mi 2 �LMi = 0, de

donde se tiene que (mi) = 0. Finalmente, si

0 ��M 0
f ��M

g ��M 00 �� 0

es una sucesi�on exacta conM 0 yM 00 pertenecientes a FL, entonces para todo
m 2 �LM existe L 2 L tal que Lm = 0. Luego

Lg(m) = g(Lm) = 0 ;

y como M 00 es L{libre de torsi�on, m 2 Kerg = Imf , esto es, existe un

elemento m0 2M 0 cuya imagen es m. Como f es un monomor�smo,

Annl
R
(m0) = Annl

R
(m) 2 L ;

y de ah�� m0 = 0 y m = f(m0) = 0.

(3.1.15) Nota. A diferencia de lo que ocurre con la clase de pretorsi�on

hereditaria TL, la familia de R{m�odulos a izquierda L{libres de torsi�on no

determina al �ltro uniforme L. De hecho se tiene que si L y H son �ltros

uniformes, entonces

FL�H = FL \ FH = FH�L :
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El contenido FL�H � FL\FH surge de manera trivial por estar tanto L como

H contenidos en L�H. Si por contra M pertenece a FL\FH, entonces para
cada m 2 �L�HM existe un ideal a izquierda H perteneciente a H tal que

Annl
R
(rm) = (Annl

R
(m) : r) 2 L para todo r 2 H. Luego rm = 0 para cada

r 2 H, esto es, m 2 �HM = 0, de donde se deduce que M es L � H{libre de

torsi�on.

Como se ha probado en (3.1.9), el ret��culo de �ltros uniformes en R es un

subret��culo del ret��culo de �ltros en R. El ��n�mo de una familia de �ltros

uniformes viene dado por su intersecci�on, pero el supremo en general no

coincide con la uni�on puesto que la uni�on de �ltros uniformes no tiene por

qu�e ser ni siquiera un �ltro. Si la uni�on de una familia de �ltros uniformes

es un �ltro, claramente tambi�en es un �ltro uniforme.

A la hora de estudiar la estructura de casi{cuantal (ver (5.1.1)) del conjunto

de �ltros uniformes, ser�a conveniente tener en cuenta las propiedades de

compatibilidad de la composici�on con los ��n�mos y supremos tomados en

R� �lt.

(3.1.16) Lema. ([21]) Sea H un �ltro uniforme y fLaga2A una familia de

�ltros uniformes en R. Entonces:

(3.1.16.1)
T
a2A

H � La = H �
T
a2A

La;
(3.1.16.2) (

T
a2A

La) � H �
T
a2A

(La � H), y si H es cerrado al tomar

intersecciones indexadas en A, tambi�en se veri�ca la igualdad.

Demostraci�on. Sea L 2
T
a2A

H � La. Para cada a 2 A existe un ideal

La 2 La tal que (L : r) 2 H para todo r 2 La. Luego

L0 =
X
a2A

La 2 La

para todo a 2 A, y si r = r1 + � � �+ rn 2 L0, entonces

(L : r) �
n\
i=1

(L : ri) 2 H ;

de donde L 2 H �
T
a2A

La. Dado que por otra parte H �
T
a2A

La est�a

contenido en H � La para todo a 2 A, se satisface la igualdad en (1).

De la misma manera, (
T
a2A

La) � H � La � H para cada a 2 A, y por

tanto (
T
a2A

La) � H �
T
a2A

(La � H). Si H es cerrado para intersecciones

indexadas en A y L 2
T
a2A

(La � H), entonces para cada a 2 A existe un

elemento Ha 2 H tal que (L : r) 2 La para todo r 2 Ha. Sea

H =
\
a2A

Ha 2 H :
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Dado que (L : r) 2
T
a2A

La para cada r 2 H, se tiene que L 2 (
T
a2A

La)�H.

�

En particular si H es cerrado para intersecciones arbitrarias, o bien la familia

fLaga2A del resultado anterior es �nita, entonces se da la igualdad en (2).

Como prueba el siguiente ejemplo apuntado por el profesor Pascual Ja-

ra ([17]), que H sea cerrado para intersecciones indexadas en A no es es-

trictamente necesario para que (
T
a2A

La) �H sea igual a
T
a2A

(La �H) para

una determinada familia fLaga2A

(3.1.17) Ejemplo. Sea R = Z el anillo de los enteros y H el �ltro uniforme

formado por todos los ideales de Z distintos de cero. Consideremos la familia

fLngn2Nnf0;1g donde
Ln = fL � Z ; (n) � Lg :

Trivialmente Ln es un �ltro (uniforme) para todo n 2 Nnf0; 1g. Un ideal (d)

pertenece a Ln si, y s�olo si, d divide a n.

Puesto que
T
n2Nnf0;1g Ln = fZg, la composici�on de

T
n2Nnf0;1g Ln y H es igual

a H.

Por otra parte, Ln � H es el conjunto de los ideales L de Z tales que

fm 2 Z; (L : m) 2 Lng 6= (0) ;

para n 2 Nnf0; 1g, el ideal L = (0) no pertenece a Ln � H pues, dado que Z

es un dominio de integridad, para m 6= 0 no existe ning�un divisor d de n tal

que dm = 0. Luego

H � Ln � H � H ;

y esto implica que \
n2Nnf0;1g

(Ln � H) = H = (
\

n2Nnf0;1g

Ln) � H :

Sin embargo H no es cerrado para intersecciones numerables, pues

(0) =
\
n6=0

(n)

no pertenece a H.

(3.1.18) Lema. ([17]) Sea H un �ltro uniforme y fLaga2A una familia de

�ltros uniformes en R de tal manera que
S
a2A

La es un �ltro (y por lo tanto

un �ltro uniforme). Entonces:
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(3.1.18.1)
S
a2A

H � La es tambi�en un �ltro uniforme y[
a2A

H � La = H �
[
a2A

La ;

(3.1.18.2)
S
a2A

(La � H) � (
S
a2A

La) � H;

(3.1.18.3) si A = f1; � � � ; ng y
S
l

i=1 Li es un �ltro para 2 � l � n, entonces

n[
i=1

(Li � H) = (

n[
i=1

Li) � H ;

(3.1.18.4) si R es noetheriano a izquierda y fLaga2A es un conjunto dirigi-

do, esto es, para todo par de��ndices a; b 2 A existe c 2 A tal que La[Lb � Lc,
entonces [

a2A

(La � H) = (
[
a2A

La) � H :

Demostraci�on. Para cada a 2 A, el �ltro H � La est�a contenido en

H �
S
a2A

La, y por lo tanto
S
a2A

H � La � H �
S
a2A

La. Por otra parte,

si L es un elemento de H �
S
a2A

La, entonces existe un ideal a izquierda

H 2
S
a2A

La tal que (L : r) 2 H para cada r 2 H. Como H pertenece

a La, para alg�un a 2 A, se tiene que L 2 H � La para dicho a, de donde

L 2
T
a2A

H � La.
El contenido en (2) es siempre cierto ya que La � H � (

S
a2A

La) � H para

todo a 2 A.
Para probar la inclusi�on no trivial en (3), tomaremos primero A = f1; 2g. Si
L 2 (L1 � L2) [ H, entonces el ideal a izquierda

H = fr 2 R ; (L : r) 2 L1 [ L2g

pertenece a H. Adem�as, si para i = 1; 2 de�nimos

Hi = fr 2 R ; (L : r) 2 Lig ;

entonces H = H1 [ H2, y dado que la uni�on propia de ideales nunca es un

ideal, uno de ellos debe contener al otro, esto es, o bien H1 = H o bien

H2 = H. Luego o bien L 2 L1 � H, o bien L 2 L2 � H, de donde se tiene

que L 2 (L1 � H) [ (L2 � H). Si A = f1; : : : ; ng, entonces, por el mismo

razonamiento,

(

n[
i=1

Li) � H � ((

n�1[
i=1

Li) � H) [ (Ln � H) � � � � �
n[
i=1

(Li � H) :
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Finalmente, supongamos que R es noetheriano a izquierda y fLaga2A es

dirigido, y sea L 2 (
S
a2A

La) � H. Entonces existe H 2 H de manera que

para cada r 2 H existe ar 2 A tal que (L : r) 2 Lar . Puesto que H admite

una familia de generadores fr1; : : : ; rng y existe b 2 A tal que
S
n

i=1 Lari � Lb,
se tiene, para cada r = s1r1 + � � �+ snrn 2 H, que

(L : r) �
n\
i=1

(L : siri) =

n\
i=1

((L : ri) : si) 2 Lb :

Luego L pertenece a Lb �H �
S
a2A

(La �H), de donde se obtiene la inclusi�on

no trivial en la igualdad
S
a2A

(La � H) = (
S
a2A

La) � H. �

(3.1.19) Como se ha comentado en (1.2.9), un �ltro uniforme L se dice que

es un �ltro de Gabriel si L � L � L, o equivalentemente, si L = L � L.
La intersecci�on de una familia de �ltros de Gabriel es de nuevo un �ltro

de Gabriel, y por tanto el conjunto de �ltros de Gabriel en R parcialmente

ordenado por la inclusi�on es un ret��culo completo, que se denota R�Gab.

La composici�on de dos �ltros de Gabriel L y H no es, en general, un �ltro de

Gabriel (ver (1.3.4)). Si L�H es un �ltro de Gabriel, entonces L�H coincide

con el supremo L _ H (tomado en el ret��culo de �ltros de Gabriel). En caso

contrario, L�H est�a contenido estrictamente en dicho supremo, mientras que

el supremo de L y H en R� �lt est�a contenido en L �H. Se puede concluir

que el supremo en R�Gab no coincide con el supremo en R� �lt, y por lo

tanto R �Gab no es un subret��culo de R � �lt.

El siguiente resultado es una consecuencia directa de (3.1.2)

(3.1.20) Corolario. Si L es un �ltro de Gabriel, L un elemento de L y

fLrgr2L una familia de elementos de L, entonces el ideal a izquierdaX
r2L

Lrr

tambi�en pertenece a L.

(3.1.21) Sea L un �ltro uniforme. Llamamos �ltro de Gabriel generado por

L, y denotamos por eL, al menor �ltro de Gabriel que contiene a L, o equi-

valentemente, a la intersecci�on de todos los �ltros de Gabriel que contienen

a L.
Si el anillo R es noetheriano, entonces el lema (3.1.18) proporciona una des-

cripci�on m�as directa de eL.
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(3.1.22) Proposici�on. Si el anillo R es noetheriano a izquierda y L es un

�ltro uniforme en R, entonces

eL =
[
n2N

Ln ;

donde, para cada n natural, Ln denota a la composici�on de n veces L.

Demostraci�on. Dado que fLngn2N es dirigido, la uni�on
S
n2N

Ln es un

�ltro (uniforme), pues si L y L0 son elementos de
S
n2N

Ln, entonces existen
n�umeros naturales, n y n0, que se pueden suponer n � n0, tales que L 2 Ln

resp. L0 2 Ln0 � Ln, luego L \ L0 2 Ln �
S
n2N

Ln.
Puesto que R es noetheriano a izquierda, se pueden aplicar (1) y (4) del

lema (3.1.18) y se tiene que[
n2N

Ln �
[
n2N

Ln =
[
n2N

[
m2N

LnLm =
[
p2N

Lp ;

esto es,
S
n2N

Ln es un �ltro de Gabriel.

Si H es un �ltro de Gabriel en R tal que L � H, entonces

Ln � Hn = H

para cada n 2 N , de donde se concluye que
S
n2N

Ln � H y que, en efecto,

la uni�on de la familia fLngn2N es eL. �

(3.1.23) Si L es un �ltro de Gabriel, es de sobra conocido ([1, 11, 19, 22,

40, 46, et al.]) que el funtor n�ucleo �L es un radical (ver (1.2.5)), esto es, que

�L(M=�LM) = 0 para todo R{m�odulo a izquierda M . Rec��procamente, si L
es un �ltro uniforme y �L es un radical entonces L es un �ltro de Gabriel.

De la misma manera, si L es un �ltro uniforme en R, entonces la clase

de pretorsi�on hereditaria TL es la clase de torsi�on de una teor��a de torsi�on

hereditaria si, y s�olo si, L es un �ltro de Gabriel. Adem�as, en ese caso,

L queda perfectamente determinado por la clase de R{m�odulos L{libres de
torsi�on FL.
La clase de libres de torsi�on asociada a un �ltro uniforme coincide con la del

�ltro de Gabriel que genera:

(3.1.24) Proposici�on. Si L es un �ltro uniforme en R, entonces

FL = F eL :
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Demostraci�on. La clase FL es la clase de R{m�odulos libres de torsi�on de

una teor��a de torsi�on hereditaria en R�mod (ver (3.1.14)). SeaH el �ltro de

Gabriel determinado (un��vocamente) por dicha teor��a de torsi�on hereditaria.

Entonces FH = FL.
SiM 2 TL, entonces para todo N 2 FH = FL se tiene que HomR(M;N) = 0,

pues si f :M �! N es un homomor�smo y m 2M , entonces

Annl
R
(f(m)) � Annl

R
(m) 2 L ;

y por lo tanto f(m) = 0 al ser �LN = 0. Luego M 2 TH y, dada la

arbitrariedad de M , esto implica que L � H.

Adem�as, si H0 es un �ltro de Gabriel que contiene a L, entonces FH0 � FL =
FH pues si M 2 FH0 y m 2 �LM , entonces

Annl
R
(m) 2 L � H0 ;

de donde se tiene que m = 0. Por lo tanto H � H0, es decir, H es en efecto

el menor �ltro de Gabriel que contiene a L. �

(3.1.25) Si L es un ideal a izquierda de R, entonces el �ltro uniforme

generado por L, que se denota por LL, es, en virtud del lema (3.1.9), el

conjunto de ideales a izquierda

fH �l R ; 9F � R; F �nito; (L : F ) � Hg :

Si I es un ideal bil�atero de R, entonces el ideal (I : F ) contiene a I para todo

F � R, y por lo tanto

LI = fL �l R ; I � Lg :

Esto implica que el �ltro LI es jansiano ([21]), esto es, es cerrado al tomar

intersecciones arbitrarias, pues en efecto, si fLaga2A es una familia de ele-

mentos de LI, entonces I � La para cada a 2 A, y por lo tanto I �
T
a2A

La.

Realmente, los �unicos �ltros uniformes jansianos en un anillo R son los de la

forma LI donde I es un ideal bil�atero, puesto que si L es un �ltro uniforme

jansiano, entonces el ideal a izquierda H =
T
L2L

L 2 L genera a L. Adem�as

H es bil�atero, ya que (H : r) 2 L = LH , y de ah�� Hr � H, para todo r 2 R.
Si I y J son ideales bil�ateros de R, entonces la composici�on LI � LJ es el

conjunto de ideales a izquierda L de R tales que

J � fr 2 R ; I � (L : r)g ;
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y de ah�� se deduce que Ir � L para cada r 2 J , esto es, IJ � L. Rec��proca-

mente, dado que IJ 2 LI � LJ (ver lema (3.1.2)) entonces LIJ � LI � LJ , lo
que prueba que

LIJ = LI � LJ ;

y por lo tanto que la composici�on de �ltros uniformes jansianos es tambi�en

un �ltro uniforme jansiano.

(3.1.26) Nota. La composici�on de �ltros jansianos permite dar un segundo

ejemplo de que en general la composici�on de �ltros uniformes (jansianos) no

es una operaci�on conmutativa. Para ello basta tomar dos ideales bil�ateros I

y J de un anillo R de forma que IJ 6= JI, de donde se tiene que

LI � LJ = LIJ 6= LJI = LJ � LI :

En efecto, sea k un cuerpo y R el anillo formado por las matrices cuadradas

de la forma �
a 0

b c

�
;

con a; b; c 2 k. Consideremos los ideales bil�ateros

I =

�
k 0

k 0

�
; J =

�
0 0

k k

�
:

Por un lado, IJ es el ideal nulo de R, y sin embargo�
0 0

0 1

�
�
�
0 0

1 0

�
=

�
0 0

1 0

�
2 JI ;

luego JI 6= IJ .

(3.1.27) Sea fIaga2A una familia de ideales bil�ateros de R. Un ideal a

izquierda L pertenece a la intersecci�on
T
a2A

LIa si, y s�olo si, contiene a Ia
para cada a 2 A, esto es, si, y s�olo si, contiene a la suma

P
a2A

Ia. Luego\
a2A

LIa = LP
a2A Ia

:

Por otra parte, si A es �nito, entonces un ideal a izquierda L pertenece aW
a2A

LIa si, y s�olo si,
T
a2A

Ia � L (lema (3.1.9)), y esto implica que_
a2A

LIa = LT
a2A Ia

:
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Por lo tanto el conjunto de los �ltros uniformes jansianos en R ordenado

parcialmente por la inclusi�on, que denotaremos Id(R)��lt, es un subret��culo
de R� �lt.

Si el conjunto A no es �nito, entonces todav��a se tiene la inclusi�on_
a2A

LIa � LT
a2A Ia

:

Sin embargo, la otra inclusi�on no se veri�ca en general, como muestra el

siguiente ejemplo.

(3.1.28) Ejemplo. Consideremos la familia de ideales (bil�ateros) f(n)gn 6=0

de R = Z. Dado que Z es un dominio de integridad, no existe ninguna familia

�nita F de n�umeros naturales no nulos de tal manera que el ideal generado

por el m��nimo com�un m�ultiplo m de F sea el ideal nulo. Luego 0 =
T
n6=0(n)

es un ideal que pertenece a LT
n6=0(n)

y sin embargo no pertenece al supremo

de la familia fL(n)gn6=0.

(3.1.29) Se denota por L� al conjunto de todos los ideales bil�ateros del

�ltro uniforme L. Se dice que L es sim�etrico ([35]) si cada elemento L de

L contiene a un elemento de L�, o equivalentemente, si, para cada L 2 L,
el mayor ideal bil�atero contenido en L, que denotamos L� y coincide con

(L : R), pertenece a L.
Dado que todo �ltro uniforme jansiano es de la forma LI , donde I es un ideal

bil�atero de R, el conjunto de �ltros uniformes jansianos est�a contenido en el

de �ltros uniformes sim�etricos en R. Adem�as, todo �ltro uniforme sim�etrico

L es el supremo en R � �lt de una familia de �ltros uniformes jansianos,

pues es la uni�on de

fLIgI2L� :

Realmente esta propiedad caracteriza a los �ltros uniformes sim�etricos, ya

que si fLIaga2A es una familia de �ltros uniformes jansianos y el ideal a

izquierda L es un elemento de
W
a2A

LIa, entonces para cierta familia �nita

de ��ndices a1; : : : ; an, el ideal bil�atero I =
T
n

i=1 Iai 2
W
a2A

LIa est�a contenido
en L.

El siguiente lema muestra que el conjunto de �ltros uniformes sim�etricos

parcialmente ordenado por la inclusi�on, que denotamos por R��lt(2), es un

subret��culo de R� �lt.

(3.1.30) Lema. Sean L y H �ltros uniformes sim�etricos y fLaga2A una

familia de �ltros uniformes sim�etricos en R. Entonces:

(3.1.30.1) la intersecci�on
T
a2A

La y el supremo (considerado en R � �lt)W
a2A

La son �ltros uniformes sim�etricos;
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(3.1.30.2) si R es noetheriano a izquierda, entonces L � H es un �ltro

uniforme sim�etrico.

Demostraci�on. Puesto que La es sim�etrico, si L es un elemento deT
a2A

La entonces L� pertenece a La para cada a 2 A, luego L� pertene-

ce a
T
a2A

La, que es por tanto un �ltro uniforme sim�etrico.

Si L 2
W
a2A

La, entonces, en virtud del lema (3.1.9), para ciertos ��ndices

a1; : : : ; an 2 A existen ideales (bil�ateros) Iai 2 Lai tales que I =
T
n

i=1 Iai � L.

Como la intersecci�on de ideales bil�ateros es un ideal bil�atero e I 2
W
a2A

La,
se puede concluir que

W
a2A

La es un �ltro uniforme sim�etrico.

Sea L un elemento de L � H. Dado que H es sim�etrico, existe un ideal

bil�atero H perteneciente a H tal que (L : x) 2 L para cada x 2 H. Sea x un

elemento de H. Dado que H es bil�atero, xr 2 H para cada r 2 R, y por ser

L sim�etrico,

(L : xr)� = ((L : xr) : R) = (L : Rxr) 2 L :

Bajo la hip�otesis de que R es noetheriano a izquierda, existen r1; : : : ; rn
pertenecientes a R tales que fxr1; : : : ; xrng es un sistema generador de RxR

como ideal a izquierda. Luego

(L� : x) = ((L : R) : x) � ((L : R) : Rx) = (L : RxR) =

n\
i=1

(L : Rxri) 2 L ;

y puesto que x 2 H es arbitrario, L� 2 L � H. �

(3.1.31) Corolario. Si R es noetheriano a izquierda y L es un �ltro unifor-

me sim�etrico, entonces eL es un �ltro de Gabriel sim�etrico.

Demostraci�on. Dado que R es noetheriano y L es sim�etrico, el �ltro

uniforme

Ln = L � � � � � L| {z }
n

es sim�etrico para cada n 2 N . Puesto que cuando es un �ltro uniforme, la

uni�on de �ltros uniformes coincide con el supremo en R��lt, el lema anterior

y la proposicion (3.1.22) garantizan que

eL =
[
n2N

Ln

es un �ltro de Gabriel sim�etrico. �
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(3.1.32) A cada ideal a izquierda primo P de R se le puede asociar un �ltro

uniforme, que se denota LRnP y est�a formado por todos los ideales a izquierda

L de R tales que existe un ideal bil�atero I � L que no est�a contenido en P .

En efecto, LRnP es un �ltro, pues si L y L0 son elementos de LRnP y H es un

ideal a izquierda de R que contiene a L\L0, entonces existen ideales bil�ateros

I � L resp. I 0 � L0 tales que ni I ni I 0 est�an contenidos en P . Dado que P

es primo, entonces el producto II 0 tampoco est�a contenido en P . Se tiene

entonces que I \ I 0 � II 0 es un ideal bil�atero que no est�a contenido en P e

I \ I 0 � L \ L0 � H ;

luegoH 2 LRnP . Por otra parte, si L 2 LRnP entonces existe un ideal bil�atero

I que no est�a contenido en P tal que I � L, y para cada r 2 R,

I � (I : r) � (L : r) ;

luego (L : r) tambi�en pertenece a LRnP .
El �ltro uniforme LRnP es sim�etrico, pues para cada L 2 LRnP , existe un

ideal bil�atero I 6� P contenido en L y por tanto I tambi�en pertenece a LRnP .
De hecho, LRnP es el mayor �ltro uniforme sim�etrico que no tiene a P como

elemento, ya que si H es un �ltro sim�etrico y P 62 H, entonces L� 6� P para

cada L 2 H (pues en caso contrario P pertenecer��a a H), luego L pertenece

a LRnP .
Como consecuencia del siguiente resultado, si R es noetheriano a izquierda,

entonces LRnP es de Gabriel.

(3.1.33) Lema. Sea R noetheriano a izquierda. Si L y H son �ltros unifor-

mes en R y L es sim�etrico, entonces

L � H = fK �l R ; 9L 2 L; 9H 2 H ; LH � Kg :

Demostraci�on. Sea K 2 L � H. Entonces existe H 2 H de manera que

(K : r) 2 L para cada r 2 H. Sea

L =

n\
i=1

(K : ri)
� 2 L ;

donde fr1; : : : ; rng es un sistema generador de H. Para cada elemento r 2 H
existen s1; : : : ; sn 2 R tales que r = s1r1 + � � �+ snrn, y por tanto

Lr �
nX
i=1

Lsiri �
nX
i=1

(K : ri)
�siri �

nX
i=1

(K : ri)ri � K :

Por el lema (3.1.2), el producto de elementos de L por elementos de H per-

tenece a L � H, de donde se sigue la otra inclusi�on. �
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(3.1.34) Corolario. ([11]) Si R es un anillo noetheriano a izquierda y P

es un ideal a izquierda primo, entonces LRnP es el mayor �ltro de Gabriel

sim�etrico que no contiene a P .

Demostraci�on. En virtud del lema anterior, si H es un elemento de

LRnP � LRnP entonces existen L y L0 en LRnP tales que LL0 � H. Sean I,

resp. I 0, ideales bil�ateros contenidos en L, resp. L0, pero no en P . Entonces

el producto II 0 es tambi�en un ideal bil�atero contenido en LL0 � H pero no

en P , dado que P es primo. Luego H pertenece a LRnP , y como H ha sido

tomado arbitrariamente, esto implica que

LRnP � LRnP � LRnP ;

esto es, LRnP es un �ltro de Gabriel. �

(3.1.35) Puesto que el �ltro uniforme LRnP es sim�etrico y L�
RnP

es la familia

de ideales bil�ateros fI �l;r R ; I 6� Pg, el �ltro LRnP es el supremo de la

familia (ver (3.1.29))

fLI ; I �l;r R; I 6� Pg :

Por otra parte, si P es un ideal a izquierda primo, entonces P � tambi�en es

primo. Adem�as, como P � es el mayor ideal bil�atero contenido en P , un ideal

bil�atero I de R est�a contenido en P si, y s�olo si, I est�a contenido en P �, de

donde se concluye que LRnP = LRnP �. Se tiene entonces que en la de�nici�on

de LRnP se puede asumir sin p�erdida de generalidad que el ideal a izquierda

primo P es bil�atero.

Si R es noetheriano a izquierda entonces todo �ltro de Gabriel sim�etrico L
se puede expresar como la intersecci�on de la familia de �ltros de la forma

LRnP donde los P son los ideales a izquierda primos (o equivalentemente los

ideales primos bil�ateros) que no pertenecen a L (ver [11, I.4.10]).

3.2. Inducci�on de �ltros uniformes

A la hora de estudiar la funtorialidad en la categor��a de anillos y (cierto tipo

de) homomor�smos de las construcciones geom�etricas que se presentan en los

dos �ultimos cap��tulos, es conveniente tener en cuenta las propiedades de la

inducci�on de �ltros uniformes por medio de homomor�smos de anillos. En

esta secci�on se recogen algunas de estas propiedades y se hace un tratamiento

de la compatibilidad de �ltros y homomor�smos similar al que se sigue en [11].

(3.2.1) A lo largo de esta secci�on R y S ser�an anillos y ' : R �! S ser�a un

homomor�smo de anillos. SiN es un S{m�odulo a izquierda, denotaremos por
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RN al R{m�odulo obtenido a partir de N al restringir los escalares mediante

el homomor�smo '.

Sea L un �ltro uniforme en R. Entonces

TL = fM 2 R�mod ; 8m 2M; Annl
R
(m) 2 Lg

es una clase de pretorsi�on hereditaria (ver (3.1.12)). Denotemos por T 0 a la

familia de S{m�odulos a izquierda

fN 2 S �mod ; RN 2 TLg :

Si N 0 es un subm�odulo de N 2 T 0, entonces RN
0 es un subm�odulo de RN y

R(N=N
0) = RN=RN

0. Puesto que TL es cerrada para subm�odulos e im�agenes

epim�or�cas, tanto N 0 como N=N 0 pertenecen a T 0. Por otra parte, si fNigi2I
es una familia de elementos de T 0, entonces

R(
M
i2I

Ni) =
M
i2I

RN i 2 TL ;

lo que implica que
L

i2I
Ni pertenece a T 0. Esto prueba que T 0 es una clase

de pretorsi�on hereditaria en S�mod y por lo tanto existe un �ltro uniforme,

que se llama �ltro uniforme inducido por L a trav�es de ' y se denota por L,
de tal manera que T 0 es el conjunto de S{m�odulos a izquierda de L{torsi�on.
Si L es un �ltro uniforme en R y N es un S{m�odulo a izquierda, entonces

�
L
N es de L{torsi�on como R{m�odulo a izquierda, luego

R(�LN) � �L(RN) :

Por lo tanto, si N es un S{m�odulo a izquierda y RN es L{libre de torsi�on,
entonces N es L{libre de torsi�on, esto es,

fN 2 S �mod ; RN 2 FLg � F
L
:

Si fLaga2A es una familia de �ltros uniformes en R entonces un S{m�odulo

a izquierda N es de
T
a2A

La{torsi�on si, y s�olo si, RN es de La{torsi�on para

cada a 2 A, esto es, si, y s�olo si, N es de
T
a2A

La{torsi�on. Luego\
a2A

La =
\
a2A

La :

(3.2.2) Lema. Sea ' : R �! S un homomor�smo de anillos. Si L y H son

�ltros uniformes en R, entonces

L � H � L � H :
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Demostraci�on. Si N pertenece a T
L�H

, por el lema (3.1.13) existe una

sucesi�on exacta de S{m�odulos a izquierda

0 �� N 0 �� N �� N 00 �� 0

con N 0 de L{torsi�on y N 00 de H{torsi�on. La imagen de esta sucesi�on por

el funtor restricci�on de escalares es una sucesi�on exacta de R{m�odulos a

izquierda, donde RN
0 es de L{torsi�on y RN

00 es de H{torsi�on, luego RN es

de L�H{torsi�on y por lo tanto N pertenece a T
L�H

. Luego, en efecto, L�H
est�a contenido en L � H. �

(3.2.3) Corolario. Si L es un �ltro de Gabriel en R, entonces L es un �ltro

de Gabriel en S.

Demostraci�on. Dado que L es un �ltro de Gabriel, se tiene que L�L = L,
y por el lema anterior,

L � L � L � L = L :

�

(3.2.4) Sea L un �ltro uniforme en R. Si L es un elemento de L, entonces
S=L es de L{torsi�on, o equivalentemente, R(S=L) es de L{torsi�on. Dado que
el homomor�smo de R{m�odulos

R='�1(L) �! R(S=L) ; r 7�! '(r)

es un monomor�smo y que TL es cerrada al tomar subm�odulos, el ideal a

izquierda '�1(L) pertenece L, luego L � fL �l S ; '�1(L) 2 Lg.
Si L se puede describir de esa forma, esto es, si

L = fL �l S ; '�1(L) 2 Lg ;

entonces se dice que L es compatible con '.

Esta condici�on se veri�ca para todo �ltro uniforme L si, por ejemplo, '

es un epimor�smo, pues en efecto, para cada ideal a izquierda L de S, el

homomor�smo

R='�1(L) �! R(S=L) ; r 7�! '(r)

es un isomor�smo de R{m�odulos a izquierda, y de ah�� se concluye que L

pertenece a L si, y s�olo si, '�1(L) pertenece a L.

(3.2.5) Lema. Sea ' : R �! S un homomor�smo de anillos y L un �ltro

uniforme en R. Si L es compatible con ', entonces

(3.2.5.1) R(�LN) = �L(RN) para todo S{m�odulo a izquierda N , y

(3.2.5.2) F
L
= fN 2 S �mod ; RN 2 FLg.
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Demostraci�on. Sea N un S{m�odulo a izquierda. Si n es un elemento de

la L{torsi�on de RN , entonces existe un ideal a izquierda L de R en L tal

que Ln = 0. El ideal a izquierda S'(L) de S pertenece a L, pues su imagen

inversa por ' contiene a L, y por hip�otesis,

L = fH �l S ; '�1(H) 2 Lg :

Adem�as, dado que S'(L)n = 0, el ideal a izquierda S'(L) est�a contenido en

Annl
S
(n), que por lo tanto tambi�en pertenece a L y de ah�� n 2 �

L
N . Puesto

que R(�LN) siempre est�a contenido en �L(RN), esto prueba la igualdad en

(1).

Luego R(�LN) coincide con �
L
(RN) para todo S{m�odulo a izquierda N , as��

que N es L{libre de torsi�on si, y s�olo si, �L(RN) = 0, esto es, si, y s�olo si,

RN es un R{m�odulo a izquierda L{libre de torsi�on. �

Una base de un �ltro L en R es un conjunto de ideales a izquierda L0 de
manera que cada L perteneciente a L contiene a un elemento de L0. Si L es

un �ltro uniforme sim�etrico, entonces L� es una base de L y si L es jansiano,

entonces el conjunto unitario f
T
L2L

Lg es la �unica base de L.
SiM es un R{bim�odulo, se llama normalizador deM y se denota por NR(M)

al subconjunto formado por aquellos elementos m deM tales que mR = Rm.

Si ' : R �! S es un homomor�smo de anillos, entonces S es por restricci�on

de escalares un R{bim�odulo. Para cada ideal a izquierda L de R y cada

elemento s 2 NR(S) denotaremos por L#
s
al conjunto de los elementos r de

R tales que rs 2 sL. Realmente L#
s
es un ideal a izquierda de R, pues si r y

r0 son elementos de L#
s
, entonces (r + r0)s 2 sL y

Rrs � RsL = sRL = sL :

(3.2.6) Lema. Sean L y H dos �ltros uniformes en R y ' : R �! S un

homomor�smo de anillos, de manera que se satisfacen las siguientes condi-

ciones:

(3.2.6.1) H es compatible con ';

(3.2.6.2) S est�a generado como R{m�odulo a izquierda por un subconjunto

N de NR(S);

(3.2.6.3) existe una base L0 del �ltro uniforme L tal que L#
s
pertenece a L

para cada L 2 L0 y cada s 2 N .

Entonces L � H es compatible con '.

Demostraci�on. Como hemos probado en (3.2.4), '�1(L) pertenece a L�H
para todo elemento L de L � H.
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Rec��procamente, si L es un ideal a izquierda de S de manera que '�1(L)

pertenece a L � H, entonces existe un ideal a izquierda H 2 H conteniendo

a L tal que ('�1(L) : r) 2 L para todo r 2 H, esto es, H='�1(L) es un

R{m�odulo a izquierda de L{torsi�on. El ideal a izquierda S'(H) pertenece

a H, dado que H es compatible con ' y la imagen inversa por ' de S'(H)

contiene a H, luego S=S'(H) es un S{m�odulo a izquierda de H{torsi�on.

Por otra parte, como L0 es una base de L y ('�1(L) : r) 2 L, para cada

r 2 H existe K 2 L0 tal que K'(r) � L. Aplicando la hip�otesis (3), para

cada s 2 S el ideal a izquierda K#
s
pertenece a L y de la manera en que est�a

de�nido,

K#
s
s'(r) � sK'(r) � sL � L :

Luego para cada r 2 H y cada s 2 N , el elemento s'(r) pertenece a la L{
torsi�on de R(S'(H)=L), y dado que S'(H) est�a generado como R{m�odulo

por N'(H), esto implica que R(S'(H)=L) es de L{torsi�on o, equivalente-

mente, que S'(H)=L es de L{torsi�on.
Puesto que la sucesi�on

0 �� S'(H)=L �� S=L �� S=S'(H) �� 0

es exacta, por el lema (3.1.13) S=L es de L �H{torsi�on, esto es, L pertenece

a L � H. �

(3.2.7) Proposici�on. Sea L un �ltro uniforme en R y ' : R �! S un

homomor�smo de anillos de manera que S est�a generado como R{m�odulo a

izquierda por un subconjunto N de NR(S) y existe una base L0 del �ltro L
tal que para todo L 2 L0 y todo s 2 N el ideal a izquierda L#

s
pertenece a

L. Entonces:

(3.2.7.1) L es compatible con ';

(3.2.7.2) R(�LN) = �L(RN) para cada S{m�odulo a izquierda N ;

(3.2.7.3) F
L
= fN 2 S �mod ; RN 2 FLg;

(3.2.7.4) siM 2 R�mod es de L{torsi�on, entonces HomR(S;M) tambi�en

es un R{m�odulo a izquierda de L{torsi�on;

(3.2.7.5) si M 2 R�mod es L{libre de torsi�on, entonces S
RM tambi�en

es un R{m�odulo a izquierda L{libre de torsi�on.

Demostraci�on. El �ltro uniforme H = fRg es compatible con ', pues

S 2 H � fL �l S ; 1 2 '�1(L)g = fSg :

Por el lema anterior se puede concluir entonces que L = L�fRg es compatible

con '. Las propiedades (2) y (3) son consecuencia de (1) y del lema (3.2.5).
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Sea ahora M un R{m�odulo a izquierda L{libre de torsi�on, y f : S �! M

un R{homomor�smo de manera que Annl
R
(f) 2 L. Entonces existe L 2 L0

tal que L � Annl
R
(f), y por lo tanto f(Sr) = (rf)(S) = 0 para cada r 2 L.

Dado que S est�a generado por N como R{m�odulo a izquierda, para cada

s 2 S existen s1; : : : ; sn 2 N y r1; : : : ; rn 2 R tales que s =
P

n

i=1 risi, y por

hip�otesis L#
si
pertenece a L para 1 � i � n. Luego el ideal a izquierda

L0 =

n\
i=1

(L#
si
: ri)

tambi�en pertenece a L, y adem�as veri�ca que

L0f(s) � f(

nX
i=1

L0risi) � f(

nX
i=1

L#
si
si) � f(

nX
i=1

siL) � f(SL) = 0 ;

de donde se concluye que f(s) = 0 pues M es L{libre de torsi�on. Como

s ha sido tomado arbitrariamente, esto prueba que f = 0, y por tanto que

�L(HomR(S;M)) = 0.

Si por el contrarioM es un R{m�odulo a izquierda de L{torsi�on, entonces para
cada m 2 M existe un elemento L de L0 de tal manera que L � Annl

R
(m).

Dado un elemento s de N , por hip�otesis L#
s
pertenece a L, y por de�nici�on,

para cada r 2 L#
s
existe r0 2 L tal que,

rs
m = sr0 
m = s
 r0m = 0 :

Dado que S
RM est�a generado comoR{m�odulo a izquierda por los elementos

de la forma s
m con s 2 N y m 2M , esto implica que S
RM es tambi�en

de L{torsi�on. �

(3.2.8) Sea ' : R �! S una extensi�on centralizante, esto es, un homomor-

�smo de anillos de tal manera que el R{bim�odulo S est�a generado por su

centralizador

CR(S) = fs 2 S ; s'(r) = '(r)s ; 8r 2 Rg � NR(S)

como R{m�odulo a izquierda. Si L es un �ltro uniforme en R, entonces para

cada elemento L de L y cada s 2 CS(R),

L#
s
= fr 2 R ; rs 2 sLg = L 2 L ;

y por el lema anterior esto implica que L es compatible con '.

M�as generalmente, sea ' : R �! S una extensi�on fuertemente normalizante

(ver [31, 33]), esto es, un homomor�smo de anillos tal que

N s

R
(S) = fs 2 S ; s'(I) = '(I)s; 8I �l;r Rg � NR(S)
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es un sistema generador de S como R{m�odulo a izquierda. El homomor�smo

' y cualquier �ltro uniforme sim�etrico L est�an en las hip�otesis del lema

anterior, pues L� es una base de L y para cada s 2 N s

R
(S) y cada I 2 L�,

I#
s
= fr 2 R ; rs 2 sIg � I 2 L :

Luego todo �ltro uniforme sim�etrico en R es compatible con '.

Si L y H son compatibles con ', entonces se veri�ca la igualdad en (3.2.2),

como muestra el siguiente resultado.

(3.2.9) Proposici�on. Sean L y H �ltros uniformes compatibles con el ho-

momor�smo de anillos ' : R �! S. Entonces

L � H = L � H :

Demostraci�on. Sea L 2 L � H. Para probar que L pertenece a L � H,

basta probar que

H = fs 2 S ; (L : s) 2 Lg

pertenece aH, o lo que es lo mismo, que '�1(H) pertenece aH dado queH es

compatible con '. Para todo r 2 R se tiene que '�1(L : '(r)) = ('�1(L) : r),

luego, puesto que L es compatible con ',

'�1(H) = fr 2 R ; (L : '(r)) 2 Lg

= fr 2 R ; '�1(L : '(r)) 2 Lg = fr 2 R ; ('�1(L) : r) 2 Lg :

Dado que L � H es compatible con ', (lema (3.2.6)), '�1(L) pertenece a

L � H, y por lo tanto '�1(H) 2 H. �



Cap��tulo 4

Topolog��as de Grothendieck y

haces de estructura

En este cap��tulo queremos presentar una generalizaci�on de la construcci�on

descrita en 2.4., que adem�as repara algunas de sus carencias, como la ausen-

cia de propiedades geom�etricas o la consideraci�on s�olo de recubrimientos

obtenidos a partir de la intersecci�on con recubrimientos globales.

Como propiedades principales podemos destacar que, aunque el haz de es-

tructura que construimos asociado al anillo R en general no es un haz de

anillos, obtenemos de nuevo R como el anillo de secciones globales, y en caso

de ser R un anillo conmutativo, nuestra construcci�on se reduce a la cl�asica.

Veremos tambi�en que, adem�as de la construcci�on para �algebras esquem�aticas,

nuestro sitio no conmutativo (resp. los haces de�nidos sobre �el) generaliza

a las topolog��as en SpecR con abiertos K(�) donde � es un radical estable

(resp. los haces sobre SpecR), y en particular a la construcci�on descrita en

2.3.

Recordemos (ver (1.3.5) y tambi�en [11, 34]) que dado un R{m�odulo a izquier-

da M y dos �ltros de Gabriel L y H, la sucesi�on

0 �� QL\HM �� QLM �QHM
��
�� QL_HM

es exacta si, y s�olo si, los �ltros de Gabriel L y H son mutuamente compa-

tibles respecto a M .

Por lo tanto, para poder de�nir un haz OM en una topolog��a de SpecR cuyos

abiertos sean de la forma K(L), donde L es un �ltro de Gabriel perteneciente

a cierta familia, es necesario (y su�ciente) que todo par de �ltros L y H de

dicha familia sean mutuamente compatibles. La raz�on por la que la exactitud

de esta sucesi�on est�a ligada al hecho de que el prehaz separado OM (ver

[11, 37, 46]) sea un haz es que, mediante la correspondencia que asigna el
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abierto K(L) a cada �ltro de Gabriel L, la uni�on de abiertos est�a asociada a

la intersecci�on de �ltros de Gabriel y la intersecci�on de abiertos al supremo

de los radicales (cuando los �ltros son disyuntivos seg�un la terminolog��a de

[11]).

En nuestro intento de de�nir un haz de estructura F en ausencia de la propie-

dad de compatibilidad mutua, tendremos que romper la dependencia entre

la exactitud de la sucesi�on

0 �� F(U) ��
L

i2I
F(Ui)

��
��
L

i;j2I
F(Ui \ Uj)

(donde fUigi2I es un recubrimiento de U) y el hecho de que los �ltros que

asociaremos a los abiertos Ui sean mutuamente compatibles dos a dos. Para

ello, prescindiremos del espectro como un espacio de puntos y de�niremos

una intersecci�on no conmutativa en su topolog��a de manera que cuando R sea

conmutativo se reduzca a la intersecci�on de abiertos en la topolog��a de Zariski,

y que las propiedades del haz surjan como consecuencia de la exactitud de

una sucesi�on apropiada.

4.1. Algunos resultados algebraicos

El resultado enunciado en (1.3.5) puede ser probado a partir del siguiente:

(4.1.1) Teorema. ([49]) SeaM un R{m�odulo a izquierda y K = fL�g1���n
un familia de �ltros de Gabriel en R. Si L =

T
1���n L�, entonces el l��mite

proyectivo del sistema

QL�M
j���

����
���

���
��

QKM = f QL�QL�M g1��;��n ;

QL�M
j
�
��

������������

donde j�
��

= QL�jL� ;M y j
�

��
= jL�;QL�M , coincide con QLM .

Demostraci�on. Consideremos primero n = 2. El l��mite de QKM es el

n�ucleo N del homomor�smo

(j112 � j212; j
1
21 � j221) : QL1M �QL2M �! QL1QL2M �QL2QL1M ;
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donde j1
��
� j2

��
denota el homomor�smo de la suma QL1M � QL2M en

QL�QL�M tal que (j1
��
� j2

��
)(q1; q2) = j1

��
(q1) � j2

��
(q2) para f�; �g =

f1; 2g. Veamos que QLM coincide con N . Puesto que QLM=jL(M) es de

L{torsi�on, tambi�en es de L1{torsi�on y de L2{torsi�on, y existe un par de

R{homomor�smos j1 y j2 que hacen conmutativos a los diagramas

M
jL ��

jL

��

QLM

j��✉ ✉ ✉
✉ ✉ ✉

✉ ✉ ✉

QLM

para  = 1; 2. Veamos que el producto de j1 y j2, que denotaremos por j,

es un monomor�smo. Si q 2 QLM es tal que j(q) = 0, entonces j1(q) = 0

y j2(q) = 0. Como QLM=jL(M) es de L{torsi�on, existe un ideal a izquierda

L 2 L de tal manera que Lq � jL(M), y por tanto para cada r 2 L existe

mr 2M tal que jL(mr) = rq. Para r 2 L arbitrario, tenemos

jL (mr) = j(jL(mr)) = j(rq) = 0 ;

con lo que mr pertenece a la L{torsi�on de M para  = 1; 2 , esto es, es de

L = L1\L2{torsi�on. Luego rq = jL(mr) = 0, y Lq = 0 dada la arbitrariedad

de r, lo que implica q = 0 y de ah�� la injectividad de j.

Por otra parte, j(QLM) � N . En efecto si q 2 QLM , entonces existe L 2 L
tal que Lq 2 jL(M), esto es, para cada r 2 L existe mr 2 M tal que

jL(mr) = rq. Si tomamos r 2 L arbitrario, entonces r(j1
��
� j2

��
)(j(q)) =

(j1
��
� j2

��
)(j(mr)) = 0 pues el diagrama

M
jL2 ��

jL1

��

QL2M

j
2
��

��
QL1M

j1��

�� QL�QL�M

es conmutativo. Por tanto L(j1
��
� j2

��
)(j(q)) = 0, y dado que QL�QL�M es

L�{libre de torsi�on y en particular L{libre de torsi�on, (j1
��
� j2

��
)(j(q)) = 0

para f�; �g = f1; 2g.
Puesto que QLM es L{libre de torsi�on para  = 1; 2, y todo subm�odulo

del producto de L{libres de torsi�on es L{libre de torsi�on, tenemos que N es

L{libre de torsi�on.
Por otra parte, N es L{inyectivo, pues si L 2 L y f 2 HomR(L;N), entonces

k � f 2 HomR(L;QL1M � QL2M), siendo k : N ,! QL1M � QL2M . Dado

que el producto de L{inyectivos es L{inyectivo, existe un homomor�smo

h : R �! QL1M �QL2M
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que extiende a k � f . Para cada r 2 R , h(r) 2 N , y por lo tanto

r(j1
��
� j2

��
)(h(1)) = (j1

��
� j2

��
)(h(r)) = 0 :

Por la arbitrariedad de r 2 L, (j1
��
� j2

��
)(h(1)) es un elemento de L{torsi�on,

y puesto que QL�QL�M es L{libre de torsi�on, (j1
��
� j2

��
)(h(1)) = 0 pa-

ra f�; �g = f1; 2g, por lo que h(1) 2 N , esto es, H se correstringe a un

homomor�smo de R en N que extiende a f .

Para concluir que N es QLM , esto es, que j es un isomor�smo, veamos que

N=(j � jL(M)) es de L{torsi�on. Si (q1; q2) 2 N � QL1M � QL2M , entonces

j112(q1) � j212(q2) = 0 y j121(q1) � j221(q2) = 0. Sea � 2 f1; 2g y � = 3 � �.

Puesto que q� 2 QL�M , existe L 2 L� tal que Lq� � jL�(M). Si r 2 L,

entonces existe mr 2M tal que jL�(mr) = rq�, y se tiene que

j
�

��
(jL�(mr)� rq�) = j

�

��
(jL�(mr))� rj

�

��
(q�) =

j
�

��
(jL�(mr))� rj�

��
(q�) = j

�

��
(jL�(mr))� j�

��
(jL�(mr)) = 0 ;

puesto que el diagrama

M
jL� ��

jL�

��

QL�M

j���

��
QL�M

j
�
��

�� QL�QL�M

es conmutativo. Como Ker(j
�

��
) es la L�{torsi�on de QL�M , podemos tomar

un ideal a izquierda Lr 2 L� de tal manera que Lr(jL�(mr)� rq�) = 0. Por

lo tanto, dado que el ideal a izquierda
P

r2L
Lrr 2 L� (ver lema (3.1.2))

y para cada r 2 L, s 2 Lr existe mr 2 M tal que jL�(smr) = srq� y

jL�(smr) = srq�, tenemos que N=j � jL(M) es L�{torsi�on. Como � ha sido

elegido arbitrario y L es el ��n�mo de fL1;L2g tenemos que N=j � jL(M) es

L{torsi�on, y por lo tanto N = QLM , lo que prueba el teorema para el caso

n = 2.

Si suponemos que el enunciado es cierto para aquellos sistemas proyectivos

con n = k � 1 y consideramos el sistema

QKM = fQL�M �! QL�QL�M ; QL�M �! QL�QL�Mg1��;��k

entonces el l��mite de QKM es el pullback del diagrama

QLnM

��
QL0M = lim

 �

QK0M �� QLnQL0M �QL0QLnM
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donde QK0M = fQL�M �! QL�QL�M ; QL�M �! QL�QL�Mg1��;��k�1
y L0 =

T
1��k�1L . Aplicando el caso n = 2 de nuevo, lim

 �

QKM = QLM ,

donde L = L0 \ Ln. �

(4.1.2) Sean L y H dos �ltros de Gabriel en R. Dado que

QLQHM=jL � jH(M) �=
QLQHM=jL(QHM)

jL(QHM)=jL � jH(M)
2 TL � TL_H ;

existe un (�unico) homomor�smo jL;H : QLQHM �! QL_HM que hace con-

mutativo al diagrama

M

jL_H ��❍❍
❍❍❍

❍❍❍
❍

jL�jH �� QLQHM

jL;H��� � �
� � �

� � �
�

QL_HM

Si L y H son mutuamente compatibles respecto a M , entonces jL;H es un

monomor�smo.

En efecto, consideremos un elemento q 2 QLQHM del n�ucleo de jL;H. Dado

que QLQHM=jL(QHM) es de L{torsi�on, existe un ideal a izquierda L 2 L tal

que Lq � jL(QHM), y como QHM=jHM es de H{torsi�on, para cada r 2 L

existe un ideal Hr 2 H tal que Hrrq � jH(M). Por tanto, para cada r 2 L

y cada s 2 Hr existe mr;s 2 M de manera que jL � jH(mr;s) = srq. Por el

lema (3.1.2),

K =
X
r2L

Hrr 2 H � L = L _H ;

y si t =
P

n

i=1 siri 2 K, entonces la imagen del elemento mt =
P

n

i=1mri;si

por jL � jH es tq. Dado que q pertenece al n�ucleo de jL;H,

jL_H(mt) = jL;H � jL � jH(mt) = tjL;H(q) = 0 ;

y esto implica que existe un ideal K 0
t
2 L _H de manera que K 0

t
mt = 0. En

virtud de (3.1.20), el ideal a izquierda
P

t2K
K 0
t
t pertenece a L _H y por lo

tanto q es de L _ H{torsi�on, pues para todo t 2 K,

K 0
t
tq = jL � jH(K 0tmt) = 0 :

Por otra parte, QLQHM es L_H{libre de torsi�on, al ser FL_H = FL \FH y

ser FH cerrada para QL bajo la hip�otesis de compatibilidad mutua, y de ah��

se obtiene q = 0.
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Luego si fLgn=1 es un conjunto de �ltros de Gabriel mutuamente compati-

bles respecto a M dos a dos, entonces el homomor�smo

jL�;L� : QL�QL�M �! QL�_L�M

es un monomor�smo para 1 � �; � � n. Esta familia de monomor�smos

de�ne un monomor�smo en la sumaL
1��;��nQL�QL�M

j ��
L

1��;��nQL�_L�M :

Por lo tanto, el homomor�smo de la derecha en la sucesi�on exacta

0 �� QLM ��
L

1��nQLM
��
��
L

1��;��nQL�QL�M

del teorema anterior, donde L =
T
n

=1 L, se puede componer con j y se

obtiene la sucesi�on exacta

0 �� QLM ��
L

1��nQLM
��
��
L

1��;��nQL�_L�M :

(4.1.3) Sea G(R) el conjunto de todos los �ltros de Gabriel de R y conside-

remos el monoide libre < G(R) > generado por G(R), que tiene por elemento

neutro al �ltro fRg.
Dado un elemento L = L1 � � � Ln de < G(R) >, denotaremos por "(L) al �ltro

uniforme L1 � � � � � Ln, y por �L al funtor n�ucleo asociado a "(L). Diremos

que un R{m�odulo a izquierda es de L{torsi�on (respectivamente, L{libre de

torsi�on) si es de "(L){torsi�on (resp. "(L){libre de torsi�on). Denotaremos por

QL a la composici�on de los funtores localizaci�on QLn � � � ��QL1 , y siM es un

R{m�odulo a izquierda, entonces jL;M (o jL cuando no exista ambig�uedad)

denotar�a la composici�on jn;M � � � � � j1;M , donde ji;M (o tambi�en ji) es el

mor�smo localizaci�on jL1;M si i = 1, y el mor�smo localizaci�on

QLi�1 � � �QL1M
jLi;QLi�1

���QL1
M

�� QLiQLi�1 � � �QL1M

si 2 � i � n.

Si f :M �! N es un homomor�smo de R{m�odulos a izquierda, denotaremos

por f
L
a la imagen de f por el funtor Q

L
. Con esta notaci�on, el cuadrado

M
jL;M��

f

��

Q
L
M

fL

��
N

jL;N

�� Q
L
N

es conmutativo, aunque en general no podemos garantizar que fL sea el �unico

homomor�smo que encaja en este cuadrado.
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(4.1.4) En esta secci�on se pretende generalizar el resultado (4.1.1) a siste-

mas de la forma

fQL�M �! QL�QL�M ; QL�M �! QL�QL�Mg1��;��n

donde L es un elemento de < G(R) > para cada 1 �  � n. Para la

demostraci�on que se expone de dicha generalizaci�on, previamente habr�a que

probar algunas propiedades de los funtores Q
L
.

En el siguiente resultado se demuestra que el funtor QL y los mor�smos

localizaci�on jL, donde L 2< G(R) > se comportan de manera an�aloga a QL
y jL cuando L es un �ltro de Gabriel.

(4.1.5) Proposici�on. Sea L = L1 � � �Ln un elemento de < G(R) >. En-

tonces, para todo R{m�odulo a izquierda M , el n�ucleo de jL;M es �L(M) y el

con�ucleo de j
L;M es un R{m�odulo a izquierda de L{torsi�on.

Demostraci�on. Procedamos por inducci�on sobre la longitud de L. Si L

consta de un s�olo �ltro de Gabriel L, entonces en efecto KerjL;M = �LM y

QLM=jL;M(M) es de L{torsi�on. (ver (1.2.13)).
Si asumimos como hip�otesis que el enunciado es cierto para todos los elemen-

tos de < G(R) > formados por un n�umero de �ltros de Gabriel estrictamente

menor que n, entonces en particular es cierto para cualesquiera L0 y L00 no

triviales (es decir, formados por al menos un �ltro de Gabriel) de < G(R) >
de tal manera que L = L0L00. Elijamos una descomposici�on L0L00 no trivial

de L.

Sea m un elemento del n�ucleo de j
L;M = j

L
00;Q

L0M
� j

L
0;M . Entonces,

jL0;M(m) 2 KerjL00;Q
L0M

= �L00QL0M ;

y por tanto existe un ideal a izquierda L00 2 "(L00) tal que L00jL0;M(m) = 0.

Luego jL0;M(rm) = 0, o sea,

rm 2 KerjL0;M = �L0M

para cada r 2 L00. Esto implica que existe un ideal L0
r
2 "(L0) de manera

que L0
r
rm = 0, y de ah�� que m 2 �

L
M , pues por el lema (3.1.2),

L =
X
r2L00

L0
r
r 2 "(L0) � "(L00) = "(L)

y Lm = 0.

Rec��procamente, si m 2 �
L
M , entonces existe un elemento L de "(L) tal

que Lm = 0. Dado que "(L) = "(L0) � "(L00), existe un ideal a izquierda
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L00 2 "(L00) conteniendo a L de manera que (L : r) 2 "(L0) para cada r 2 L00.
Luego

rm 2 �L0M = KerjL0;M

para cada r 2 L00, puesto que (L : r)rm = 0. Por lo tanto rjL0;M(m) = 0

para cada r 2 L00, as�� que jL0;M(m) es un elemento de L00{torsi�on de QL0M .

Como bajo la hip�otesis de inducci�on

Kerj
L
00;Q

L0M
= �

L
00Q

L
0M

tenemos que jL0;M(m) 2 KerjL00;Q
L0M

, y como consecuencia

m 2 KerjL;M = KerjL00;Q
L0M

� jL0;M :

Por otro lado, si q es un elemento de QLM = QL00QL0M , entonces, dado que

bajo la hip�otesis de inducci�on el con�ucleo de jL00;Q
L0M

es de L00{torsi�on, existe

un ideal a izquierda L00 2 "(L00) tal que

L00q � jL00;Q
L0M

(QL0M) :

Para cada r 2 L00 existe un elemento xr 2 QL0M tal que jL00;Q
L0M

(xr) = rq,

y como el con�ucleo de jL0;M es de L0{torsi�on, existe un L0
r
2 "(L0) tal que

L0
r
xr � j

L
0;M(M). En virtud del lema (3.1.2),

L =
X
r2L00

L0
r
r 2 "(L0) � "(L00) = "(L) ;

y de la forma que hemos elegido L00 y L0
r
para cada r 2 L00,

Lq =
X
r2L00

L0
r
rq =

X
r2L00

jL00;Q
L0M

(L0
r
xr) � jL00;Q

L0M
(jL0;M(M)) = jL;M(M) :

Luego QLM=jL;M(M) es de L{torsi�on. �

(4.1.6) Sea L = L1 � � � Ln un elemento de < G(R) > y f : M �! N un

homomor�smo de R{m�odulos. Dado que QLi es un funtor exacto a izquierda

para cada 1 � i � n y que la composici�on de funtores exactos a izquierda

entre categor��as abelianas es un funtor exacto a izquierda, tenemos que QL
tambi�en es exacto a izquierda. Por lo tanto QLImf ,! QLN y la sucesi�on

0 �� Q
L
Kerf �� QLM

fL �� Q
L
Imf

es exacta, de donde se tiene que QLImf contiene a ImfL si consideramos

tambi�en al primero como un subm�odulo de QLN .
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(4.1.7) Lema. Sean L = L1 � � � Ln y H dos elementos de < G(R) > y M un

R{m�odulo a izquierda, y consideremos el diagrama conmutativo

M
jH;M ��

jL;M

��

QHM

jL;Q
H
M

��
QLM

QLjH;M

�� QLQHM

Si q es un elemento de QHM de tal manera que jL;QHM(q) 2 ImQLjH;M ,

entonces existe un ideal a izquierda L 2 "(L) tal que Lq � ImjH;M .

Demostraci�on. A lo largo de la demostraci�on usaremos una notaci�on

menos expl��cita pero m�as sencilla. Denotaremos por Li a L1 � � � Ln�i para
0 � i � n � 1 y por Ln al �ltro de Gabriel fRg. A los mor�smos locali-

zaci�on j
L
i;QHM

: QHM �! Q
HL

iM y jLn�i+1 : Q
HL

iM �! Q
HL

i�1M los

denotaremos por vi y ti respectivamente, para 0 � i � n � 1. Es claro que

ti � vi = vi�1 para 1 � i � n� 1. Puesto que

ImQ
L
ijH;M � Q

L
iImjH;M � Q

L
iQHM

para 0 � i � n� 1, tenemos el diagrama con cuadrados conmutativos

M

j1;M

��

jH;M �� ImjH;M

tn

��

�� QHM

tn

��
QL1M

j2;M

��

QL1
jH;M

�� QL1ImjH;M

t
n�1

��

�� QL1QHM

t
n�1

��
� � �

��

� � �

��

� � �

��
Q
L
2M

j(n�1);M

��

Q
L2
jH;M�� Q

L
2ImjH;M

t
2

��

�� Q
L
2Q

H
M

t
2

��
Q
L
1M

jn;M

��

Q
L1
jH;M�� Q

L
1Imj

H;M

t
1

��

�� Q
L
1Q

H
M

t
1

��
QLM

QLjH;M

�� QLImjH;M �� QLQHM

donde los homomor�smos de la segunda columna son las restricciones de los

de la tercera.

Sea x 2 QLM tal que QLjH;M(x) = v0(q) = jL;QHM(q). Dado que

Q
L
j
H;M (x) 2 ImQ

L
j
H;M � QLnQL1ImjH;M ;
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y el con�ucleo de t1 es de Ln{torsi�on, existe un ideal a izquierda Hn 2 Ln tal

que Hnv
0(q) � t1(Q

L
1Imj

H;M). Luego para cada r 2 Hn existe un elemento

xr 2 QL1ImjH;M cuya imagen por t1 es

t1(xr) = rv0(q) = t1(rv1(q)) :

Como el n�ucleo de t1 es la Ln{torsi�on de Q
L
1Imj

H;M , existe un ideal a iz-

quierda H 0
n;r
2 Ln tal que H 0

n;r
(rv1(q)� xr) = 0, esto es,

H 0
n;r
rv1(q) � Q

L
1ImjH;M :

Por (3.1.20), el ideal a izquierda Ln =
P

r2Hn
H 0
n;r
r pertenece a Ln, y es tal

que Lnv
1(q) � Q

L
1ImjH;M .

Sea r 2 Ln. Entonces, dado que el con�ucleo de t2 es de Ln�1{torsi�on, existe
un ideal a izquierda Hn�1;r 2 Ln�1 tal que

Hn�1;rrv
1(q) � t2(Q

L
2ImjH;M ) :

Para cada s 2 Hn�1;r existe un elemento xr;s de QL2ImjH;M de tal forma que

t2(xr;s) = srv1(q), y como v1 = t2 � v2,

t2(srv2(q)) = srv1(q) = t2(xr;s) :

Luego srv2(q) � xr;s es un elemento del n�ucleo de t2, que coincide con la

Ln�1{torsi�on de Q
L
2ImjH;M , y por lo tanto existe un ideal Hn�1;r;s 2 Ln�1

tal que Hn�1;r;s(srv
2(q)� xr;s) = 0, esto es,

Hn�1;r;ssrv
2(q) � Q

L
2Imj

H;M :

Por (3.1.20), para cada r 2 Ln, el ideal Ln�1;r =
P

s2Hn�1;r
Hn�1;r;ss pertenece

a Ln�1, y por el lema (3.1.2), el ideal Ln�1 =
P

r2Ln
Ln�1;rr pertenece a

Ln�1 � Ln. Adem�as,

Ln�1v
2(q) � Q

L
2ImjH;M :

Iterando este proceso n veces obtenemos un ideal L1 2 L1 � � � � � Ln de tal

manera que L1v
n(q) � QLnImjH;M . Pero vn es el homomor�smo identidad

de QHM y QLnImjH;M = ImjH;M , de donde se sigue que L = L1 es un ideal

a izquierda que satisface las condiciones del enunciado. �

(4.1.8) Sea K = fL�g1���n una familia de elementos de < G(R) >. Dado
un R{m�odulo a izquierdaM , denotemos por Q�M a QL�M y por j�;M , resp.
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j��;M (o j� resp. j�� cuando no exista ambig�uedad) al homomor�smo j
L�;M

resp. j
L�L�;M

. Consideremos el sistema proyectivo

Q�M
j���

��❑❑
❑❑❑

❑❑❑
❑❑

QKM = f Q�Q�M g1��;��n ;

Q�M
j
�
��

��

donde j�
��

= Q�j�;M y j
�

��
= j�;Q�M . Con esta notaci�on, se puede a�rmar

que j��;M = j�
��
� j� = j

�

��
� j� para cada 1 � �; � � n.

Sea L la intersecci�on de los �ltros uniformes
T

1���n "(L�). Puesto que

�LM � �"(L�)M = Kerj�;M � �"(L�L�)M = Kerj��;M ;

el homomor�smo j�;M factoriza a trav�es de

j� :M=�LM �! Q�M

y j��;M a trav�es de

j�� :M=�LM �! QL�L�M

para cada �; � 2 f1; : : : ; ng.
Dado que j�

��
� j� = j�� = j

�

��
� j�, el diagrama

M=�LM
j� ��

j�

��

Q�M

j�
��

��
Q�M

j
�
��

�� Q�Q�M

es conmutativo para 1 � �; � � n, y por lo tanto existe un �unico homomor-

�smo j :M=�LM �! lim
 �

QKM de manera que los diagramas

M=�LM

j�

��  
  

  


j

��

j��

����
���

���
���

Q�M lim
 �

QKM
p�

��
p��

�� Q�Q�M

son conmutativos para cualesquiera �; � 2 f1; : : : ; ng, donde p� resp. p�� es

la proyecci�on del l��mite en Q�M resp. Q�Q�M .
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De hecho, el l��mite de Q
K
M es, salvo isomor�smos, el subm�odulo de la

suma
L

n

�=1Q�M formado por todos los elementos (q�)� de manera que

j�
��
(q�) = j

�

��
(q�) para cualesquiera 1 � �; � � n, y la imagen por j de un

elemento m 2M=�LM es (j�(m))�.

(4.1.9) Lema. Sea M un R{m�odulo a izquierda y fL�g1���n una familia

de elementos de < G(R) >. El homomor�smo

j :M=�LM �! lim
 �

QKM

construido de la manera que se describe en (4.1.8) es un monomor�smo.

Demostraci�on. Puesto que �LM � �L�M , y el n�ucleo de j�;M es �L�M ,

el homomor�smo j� se puede factorizar como composici�on de la proyecci�on

M=�LM �! M=�L�M y el monomor�smo M=�L�M �! Q�M , luego el

n�ucleo de j� es el cociente �L�M=�LM .

Del comentario previo al enunciado del lema sobre la expresi�on de j, podemos

deducir que

Ker(j) = fm 2M=�LM ; (j�(m))� = 0g

=
\

1���n

Kerj� =
\

1���n

�L�M=�LM = �LM=�LM = 0 ;

y de ah�� que j es un monomor�smo. �

(4.1.10) Lema. Dado un R{m�odulo a izquierdaM y una familia fL�g1���n
de elementos de < G(R) >, el con�ucleo del homomor�smo j construido

en (4.1.8) es de L � L{torsi�on.

Demostraci�on. Sea q = (q�)� un elemento del l��mite

lim
 �

Q
K
M = f(q�)� 2

M
1���n

Q�M ; j�
��
(q�) = j

�

��
(q�); 1 � �; � � ng :

Puesto que j�
��
(q�) = j

�

��
(q�), en virtud del lema (4.1.7) existe un ideal a

izquierda L�� 2 "(L�) de tal manera que L��q� � Imj�;M . Sea

L� =

nX
�=1

L�� 2
n\

�=1

"(L�) = L :

Entonces L�q� � Imj�;M , y de la misma manera, si denotamos la intersecci�onT
n

�=1 L� 2 L por L, entonces

Lq� � Imj�;M = Imj�
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para cada � 2 f1; � � � ; ng.
Sea r 2 L. Como rq� 2 Imj�, existe un elemento xr;� 2M=�LM de manera

que j�(xr;�) = rq� para cada � 2 f1; : : : ; ng.
Sea � un ��ndice �jo. En general xr;� 6= xr;� para � 2 f1; : : : ; ng distinto de

�, pero, puesto que j�
��
(q�) = j

�

��
(q�), se tiene que

j
�

��
(j�(xr;�)) = j�

��
(j�(xr;�)) = j�

��
(rq�) = j

�

��
(rq�) = j

�

��
(j�(xr;�)) ;

esto es, j�(xr;�) � j�(xr;�) es un elemento del n�ucleo de j
�

��
= j

L�;Q�M
, que

por la proposici�on (4.1.5) coincide con �L�Q�M . Por lo tanto existe un ideal

a izquierda Hr;�� 2 "(L�) tal que

Hr;��(j�(xr;�)� j�(xr;�)) = 0 :

Si Hr;� =
T
n

�=1Hr;��, entonces Hr;� 2 "(L�), y Hr;�(j�(xr;�) � j�(xr;�)) = 0

para todo � 2 f1; : : : ; ng, y de esta manera, para todo s 2 Hr;�,

srq = (srq�)� = (sj�(xr;�))� = (sj�(xr;�))� = j(sxr;�) ;

esto es, Hr;�rq � Imj.

Si denotamos por Hr al ideal
P

n

�=1Hr;�, entonces Hr 2
T
n

�=1 "(L�) = L, y
el ideal a izquierda H =

P
r2L

Hrr, que por el lema (3.1.2) pertenece a L�L,
veri�ca que

Hq =
X
r2L

Hrrq � Imj ;

de donde podemos concluir que el con�ucleo de j es de L � L{torsi�on. �

El siguiente resultado surge como consecuencia natural de los dos lemas an-

teriores:

(4.1.11) Corolario. Sea M un R{m�odulo a izquierda y K = fL�gn�=1 una

familia de elementos de < G(R) > que satisface las siguientes condiciones:

(4.1.11.1) L =
T
n

�=1 "(L�) es un �ltro de Gabriel;

(4.1.11.2) para todo � 2 f1; : : : ; ng y todo R{m�odulo a izquierda N ,

QLQ�N �= Q�N :

Entonces el l��mite del sistema proyectivo Q
K
M coincide con QLM .

Demostraci�on. Por el lema (4.1.9), j es un monomor�smo, y dado que L
es un �ltro de Gabriel, por el lema (4.1.10) el con�ucleo de j es un R{m�odulo

a izquierda de L{torsi�on.
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Por otra parte, puesto que QLQ�(N) �= Q�N para todo N , se tiene que

Q�N es L{cerrado para todo R{m�odulo a izquierda N y todo � 2 f1; : : : ; ng.
Luego Q�M y Q�Q�M son L{cerrados para 1 � �; � � n, y dado que la

subcategor��a (R;L)�mod de R�mod es cerrada para l��mites proyectivos

(ver (1.2.11)), el l��mite de QKM es tambi�en L{cerrado. Por lo tanto, existe

un isomor�smo entre QLM y el l��mite de QKM tal que el diagrama

QLM �� lim
 �

QKM

M

jL;M

��❉ ❉ ❉ ❉ ❉ ❉ ❉ ❉ ❉ lim j�;M

✉✉✉✉✉✉✉✉✉

es conmutativo, donde lim j�;M denota a la composici�on de la proyecci�on

M �!M=�LM con j. �

(4.1.12) Sean H 2< G(R) > y K = fL�gn�=1 una familia de elementos de

< G(R) >. Dado un R{m�odulo a izquierda M denotaremos por QHQKM al

sistema proyectivo

Q
H
Q�M

QHj
�
��

��❖❖
❖❖❖

❖❖❖
❖❖❖

Q
H
Q
K
M = f QHQ�Q�M g1��;��n ;

Q
H
Q�M

QHj
�
��

�������������

donde j�
��

y j
�

��
son los homomor�smos de�nidos en (4.1.8).

(4.1.13) Teorema. Sea H un elemento de < G(R) > y K = fL�gn�=1 una

familia de elementos de < G(R) > de manera que L =
T
n

�=1 "(L�) es un

�ltro de Gabriel, y M un R{m�odulo a izquierda. Si se satisface alguna de las

siguientes condiciones:

(4.1.13.1) para 1 � � � n y todo R{m�odulo a izquierda N existe un

isomor�smo QLQ�N �= Q�N ;

(4.1.13.2) existe una equivalencia � : QH �= QHQL de manera que

�N � jH;N = jH;QLN � jL;N

para todo R{m�odulo a izquierda N .

Entonces el l��mite del sistema proyectivo QHQKM coincide con QHQLM .
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Demostraci�on. Si H = H1 � � �Hp y denotamos por Hi a H1 � � �Hi para

1 � i � p � 1, entonces, puesto que QHi conmuta con l��mites proyectivos

(ver (1.2.11)), el diagrama

QHlim
 �

QKM

�=

��
QH2���Hp

lim
 �

Q
H1
Q
K
M

�=

��
M

jH�lim j�;M

������������������������������� jH2���Hp
�lim jH1L�;M

��❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤
jHp�lim jHp�1L�;M

��







lim jHL�;M

����
���

���
���

���
���

���
���

���
���

� � �

�=
��

QHplim
 �

QHp�1
QKM

�=
��

lim
 �

QHQKM

es conmutativo, y por lo tanto, basta comprobar que QHQLM coincide con

QHlim
 �

QKM .

Supongamos que fL�gn�=1 veri�ca (4.1.13.1). Entonces, por (4.1.11), el l��mite

de QKM es QLM , y en efecto, existe un isomor�smo entre QHQLM y

Q
H
lim
 �

Q
K
M que hace conmutativo al diagrama

Q
H
lim
 �

Q
K
M �= �� Q

H
QLM

M

jH�lim j�;M

��❑ ❑ ❑ ❑ ❑ ❑ ❑ ❑ ❑ ❑ jH�jL;M

✈✈✈✈✈✈✈✈✈✈

Por el contrario, asumamos ahora que se veri�ca (4.1.13.2). En virtud del

lema (4.1.9), la sucesi�on

0 ��M=�LM
j �� lim

 �

Q
K
M �� Cokerj �� 0

es exacta. Dado que QH es exacto a izquierda, la sucesi�on

0 �� QH(M=�LM)
QHj �� QH(lim

 �

QKM) �� QH(Cokerj) �� 0

es exacta y QH(Cokerj) = QHQL(Cokerj) = 0 ya que Cokerj es, por el

lema (4.1.10), de L{torsi�on. Luego QHj es un isomor�smo, y puesto que
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Q
H
QLM = Q

H
QL(M=�LM) y el diagrama

QHQL(M=�LM)
�= �� QH(M=�LM)

QHj �� QH(lim
 �

Q
K
M)

M

jH�jL;M

��❘ ❘ ❘ ❘ ❘ ❘ ❘ ❘ ❘ ❘ ❘ ❘ ❘ ❘ ❘ ❘ ❘
jH;M=�LM

�p

��

jH�lim j�;M

��❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧

es conmutativo, QHQLM coincide con QH(lim
 �

QKM) = lim
 �

QHQKM . �

(4.1.14) Ejemplo. Una familia de palabras fL�gn�=1 formadas por un s�olo

�ltro de Gabriel veri�ca trivialmente la condici�on (4.1.13.1). M�as en general,

si L� = L�1 � � � L�m�
y el �ltro de Gabriel L =

T
n

�=1 "(L�) est�a contenido

en L�
m�

para 1 � � � n, entonces fL�gn�=1 satisface (4.1.13.1), pues para

cada R{m�odulo a izquierda N , el homomor�smo localizaci�on jL;Q�N es un

isomor�smo.

Por otra parte, si H = H1 � � �Hp y si existe un d 2 f1; : : : ; pg de manera que

L � Hd y los �ltros Hi y L son mutuamente compatibles para 1 � i � d� 1,

entonces dado que el con�ucleo del homomor�smo localizaci�on jL;N es de L{
torsi�on y la clase de R{m�odulos a izquierda de L{torsi�on es cerrada para

QHi con 1 � i � d � 1 (ver (1.3.3)), la imagen por QHd�1 � � � � � QH1
de

CokerjL;N es de L{torsi�on. Luego QHQHd�1 � � �QH1
CokerjL;N = 0 y por

tanto QHd � � �QH1
jL;N es un isomor�smo, ya que la sucesi�on

0
�� QHd � � �QH1

N
QHd

���QH1
jL;N�� QHd � � �QH1

QLN
�� QHd � � �QH1

CokerjL;N

es exacta. Esto implica que Q
H
jL;N es un isomor�smo.

4.2. El sitio no conmutativo

Una vez que tenemos los resultados algebraicos necesarios, en esta secci�on

pretendemos construir un objeto geom�etrico dotado de una topolog��a no con-

mutativa que generalice la topolog��a de Zariski del espectro primo de un anillo

conmutativo y la topolog��a de abiertos asociados a birradicales de la forma

�I descrita en 2.3. Nuestro objeto tambi�en generaliza y, en cierta manera,

mejora la construcci�on de Van Oystaeyen y Willaert ([47, 52]) para �algebras

esquem�aticas (ver 2.4.), porque a diferencia de dichos autores, hemos con-

siderado, para cada abierto, otros recubrimientos adem�as de aquellos que

provienen de la intersecci�on del abierto con recubrimientos globales.

A lo largo de esta secci�on R ser�a un anillo noetheriano a izquierda.
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(4.2.1) Sea G un subconjunto de G(R) de manera que G contiene al �ltro

de Gabriel fRg. Denotamos por < G > al monoide libre generado por G
y con el �ltro de Gabriel fRg como elemento neutro. En < G > de�nimos

una relaci�on � de la siguiente manera: si L y H son elementos de < G >,

entonces L � H si, y s�olo si, para cada R{m�odulo a izquierda N existe un

isomor�smo QLN
�N�! QHN tal que el diagrama

QLN
�N �� QHN

N

jL;N

��❊ ❊ ❊ ❊ ❊ ❊ ❊ ❊ jH;N

										

es conmutativo. La relaci�on � es claramente de equivalencia. Al conjunto

de clases de equivalencia < G > = � lo denotaremos por T(G) y a la clase de

un elemento L 2< G > la denotaremos por [L].

El producto de elementos de < G > es compatible con la relaci�on de equiva-

lencia, pues si L � L0 y H son elementos de < G >, entonces para cada R{

m�odulo a izquierda N los homomor�smos Q
H
(�N) : QHQLN �! Q

H
Q
L
0N

y �QHN : QLQHN �! QL0QHN son isomor�smos, y los diagramas

QHQLN
QH(�N ) �� QHQL0N

N

jLH;N

��� � � � � � � � � j
L0H;N

✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉

QLQHN
�QHN �� QL0QHN

N

jHL;N

��� � � � � � � � � j
HL0;N

✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉

son conmutativos. Luego [LH] = [L0H] y [HL] = [HL0], y podemos de-

�nir el producto de clases [L][H] como la clase [LH] del producto de dos

representantes cualesquiera.

Si N es un R{m�odulo a izquierda de L{torsi�on y L � H, entonces, por el

lema (4.1.5),

�HN = KerjH;N = KerjL;N = �LN = N ;

y rec��procamente, si N es de H{torsi�on, entonces tambi�en es de L{torsi�on.

Dado que todo �ltro uniforme viene determinado por su clase de pretorsi�on,

tenemos como consecuencia que "(L) = "(H), y por lo tanto podemos de�nir

el �ltro uniforme "[L] asociado a una clase [L] 2 T(G) como el �ltro "(L),

donde L es cualquiera de sus representantes.

(4.2.2) El conjunto de clases de equivalencia de elementos de < G > es

el conjunto de objetos de una categor��a, que tambi�en denotamos por T(G),
en la que HomT(G)([L]; [H]) es el conjunto de transformaciones naturales

� : QH �! QL sobre la identidad, esto es, de manera que para cualquier
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R{m�odulo a izquierda M , el diagrama

QHM
�M �� QLM

M

jH;M



❋ ❋ ❋ ❋ ❋ ❋ ❋ ❋ jL;M

����������

es conmutativo para cada par de clases [L] y [H].

(4.2.3) Ejemplo. Sean [L], [L0] y [H] clases de elementos de < G > de

manera que [H] se puede factorizar como [H] = [L][L0]. Entonces las trans-

formaci�on natural que a cada R{m�odulo a izquierda N le asigna el homo-

mor�smo jL0;QLN : QLN �! QL0QLN resp. QL0jL;N : QL0N �! QL0QLN

describe un mor�smo [H] �! [L] resp. [H] �! [L0] en T(G).

Si � 2 HomT(G)([H]; [L]), entonces para cualquier R{m�odulo a izquierda de

L{torsi�on N se tiene

Kerj
H;N = Ker(�N � jL;N) � Kerj

L;N ;

y por lema (4.1.5), �HN � �LN = N , con lo que N es tambi�en deH{torsi�on.

Como todo �ltro uniforme est�a determinado por su clase de pretorsi�on, po-

demos concluir que "[L] � "[H].

Rec��procamente:

(4.2.4) Proposici�on. Si [L] y [H] son clases de elementos de < G > de

manera que cada una de ellas admite un representante formado por un s�olo

�ltro de Gabriel, entonces HomT(G)([H]; [L]) es no vac��o si, y s�olo si, "[L] est�a

contenido en "[H], y en tal caso, HomT(G)([H]; [L]) tiene un s�olo elemento.

Demostraci�on. Sean L y H �ltros de Gabriel de G tales que [L] = [L]
y [H] = [H]. Si L = "[L] est�a contenido en H = "[H], entonces QHQLN

es isomorfo a QHN para cada R{m�odulo a izquierda N (ver (1.2.12)), y el

diagrama

QLN
jH;QLN�� QHQLN

�= �� QHN

M

jL

��� � � � � � � � � �
jLH

��

jH

������������

es conmutativo, con lo que jH;QL(�) describe un homomor�smo [H] �! [L].
Adem�as, si � : QL �! QH es una transformaci�on natural, dado que para cada

R{m�odulo a izquierda N el n�ucleo KerjL;N = �LN � �HN y el con�ucleo
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de jL;N son de H{torsi�on y QHN es H{cerrado, entonces �N es el �unico

homomor�mo que hace conmutativo al diagrama

N
jL;N ��

jH;N ��❊
❊❊

❊❊
❊❊

❊ QLN

�N��✈ ✈ ✈
✈ ✈ ✈

✈ ✈ ✈

QHN

y por lo tanto coincide con jH;QLN . �

Debemos pensar en la categor��a T(G) como la categor��a de abiertos de un

espacio topol�ogico. Veamos que en efecto, para una familia G adecuada, T(G)
es la categor��a de abiertos de la topolog��a de Zariski de un anillo conmutativo

noetheriano.

(4.2.5) Lema. Si L y H son �ltros de Gabriel de manera que para cada

R{m�odulo a izquierda N existe un isomor�smo QLQHN �= QHQLN tal que

el diagrama

QLQHN
�= �� QHQLN

N

jHL;N

��� � � � � � � � � jLH;N

✉✉✉✉✉✉✉✉✉

es conmutativo, entonces QLQH coincide con QL_H.

Demostraci�on. Si N es un R{m�odulo a izquierda de L �H{torsi�on, dado

que el n�ucleo de jLH;N coincide con el de jHL;N , por el lema (4.1.5),

�H�LN = �L�HN = N ;

y por lo tanto N es de H � L{torsi�on. Intercambiando los papeles de L y H
se obtiene que todo R{m�odulo a izquierda de H � L{torsi�on tambi�en es de

L � H{torsi�on, de donde se concluye que L � H = H � L, esto es, L y H son

mutuamente compatibles, y por (1.3.3),

L _H = L � H = H � L :

Sea M un R{m�odulo a izquierda y consideremos el homomor�smo jHL;M .

Por el lema (4.1.5),

KerjHL;M = �H�LM = �L_HM

y el con�ucleo de jHL;M tambi�en es de H � L = L _ H{torsi�on. Adem�as,

QLQHM �= QHQLM es tanto L{libre de torsi�on como H{libre de torsi�on, y

puesto que FL�H = FL \ FH, QLQHM tambi�en es L _ H{libre de torsi�on.
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Por otra parte, si f : L �! QLQHM es un homomor�smo, y L es un elemento

de L_H = L�H, entonces existe un ideal a izquierda H 2 H de tal manera

que (L : r) 2 L para todo r 2 H. Sea r 2 H. Como QLQHM es L{cerrado,
el homomor�smo

(L : r) �! QLQHM ; s �! f(sr)

puede ser extendido por un �unico homomor�smo hr : R �! QLQHM . Es

f�acil ver, debido precisamente a la unicidad de hr para cada r 2 H, que la

aplicaci�on

g : H �! QLQHM ; r �! hr(1)

es un homomor�smo de R{m�odulos, que adem�as extiende a f . Dado que

QLQHM �= QHQLM es H{cerrado, existe una extensi�on h de g a todo el

anillo R. Puesto que h tambi�en extiende a f , hemos probado que todo

homomor�smo de un ideal de L_H en QLQHM puede ser extendido a todo

el anillo, esto es, que QLQHM es L _ H{inyectivo, y por lo tanto coincide

con QL_HM . �

(4.2.6) Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo noetheriano y consideremos

el conjunto GZar de �ltros de Gabriel en R de la forma

LI = fL � R : 9n 2 N ; In � Lg

donde I es un ideal de R. Al conjunto de clases de equivalencia de elementos

de < GZar >, y tambi�en a la categor��a T(GZar) los denotaremos por TZar .

Puesto que R es conmutativo y noetheriano, si L yH son �ltros de Gabriel en

R, entonces QLQH = QHQL (ver [11, IV.2.17] �o [48]). En virtud de (4.2.5),

para cada par de ideales I y J de R se tiene que QLIQLJ = QLJQLI coincide

con QLIJ , dado que

LI _ LJ = LI � LJ = fL � R ; 9n;m 2 N; InJm � Lg = LIJ :

Luego si L = LI1 � � � LIn 2< GZar >, entonces L � LJ , donde J = I1 � � � In,
y por tanto cada clase [L] en TZar tiene un representante formado por un

�unico �ltro de Gabriel LJ , con J ideal de R. Adem�as, puesto que LJ = "[L],

ese representante es �unico. De esta manera los objetos de la categor��a TZar
est�an en correspondencia biyectiva con los �ltros de GZar.
Por otra parte, si denotamos por D(I) al abierto de la topolog��a de Zariski

formado por los ideales primos de R que no contienen a I, o equivalentemente,

que no pertenecen a LI , entonces, dado que

LI =
\

P2D(I)

LRnP ;
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(ver (3.1.35)) tenemos una correspondencia biyectiva entre los �ltros de GZar
y los abiertos de la topolog��a de Zariski del espectro de R.

Adem�as, si [LI ] y [LJ ] son elementos de TZar , la inclusi�on LI � LJ equivale,

por la proposici�on (4.2.4), a que exista un �unico mor�smo [LJ ] �! [LI ], y
por otra parte, tambi�en equivale a que D(J) � D(I).

Concluimos por tanto que (el conjunto de objetos de) TZar est�a en corres-

pondencia biyectiva con el conjunto de abiertos de la topolog��a de Zariski del

espectro de R de tal manera que un abierto D(J) est�a contenido en D(I) si,

y s�olo si, existe un mor�smo de [LJ ] a [LI ].

(4.2.7) Ejemplo. Sea R un anillo noetheriano a izquierda de manera que

todo ideal primo bil�atero de R satisface la condici�on fuerte de segunda capa.

Consideremos la familia Gst de �ltros de Gabriel de la forma

LI = fL �l R ; 9n 2 N; In � Lg ;

donde I es un ideal bil�atero que veri�ca la propiedad de Artin{Rees d�ebil a

izquierda, esto es, tal que para cada ideal bil�atero J de R existe un n�umero

natural n de manera que JIn � IJ . En presencia de la condici�on fuerte de

segunda capa, esto equivale a decir (ver (1.3.17)) que el �ltro LI es estable.
Dado que todo birradical sim�etrico � en R�mod tiene la propiedad de Artin-

Rees d�ebil a izquierda ([11, III.4.10]), en particular Gst contiene a todos los

�ltros de Gabriel LI tales que �I es un birradical. Denotaremos a T(Gst) por
Tst.

Puesto que para todo par de �ltros de Gabriel estables L y H los funto-

res QLQH y QHQL coinciden ([11, IV.3.23]), por el lema (4.2.5) se tiene

que QLIQLJ = QLI_LJ = QLIJ para todo par de ideales bil�ateros I, J que

satisfacen la propiedad de Artin{Rees a izquierda.

Luego toda clase de equivalencia [L] en Tst admite un representante consti-

tuido por un s�olo �ltro de Gabriel LI que por lo tanto coincide con "[L].

Consideremos en el espectro de ideales primos bil�ateros la topolog��a de Zariski

estable, esto es, la topolog��a cuyos abiertos son de la forma

X(I) = fP 2 SpecR ; I 6� Pg

e I es un ideal que satisface la propiedad de Artin{Rees, esto es, tal que para

cada ideal a izquierda L de R existe un n�umero natural n de manera que

L \ In � IL. En virtud de (1.3.13), esto es equivalente a que el �ltro de

Gabriel LI sea estable.

Si I y J son dos ideales bil�ateros de R de manera que existe un mor�smo

en Tst de [LI] a [LJ ], entonces, por la proposici�on (4.2.4), LI � LJ , y esto

implica que

X(I) = fP 2 SpecR ; P 62 LIg � X(J) :
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Rec��procamente, dado que todo �ltro de Gabriel sim�etrico L se puede expre-

sar como
T
P 62L

LRnP , si X(I) � X(J), entonces LI � LJ , y por la proposi-

ci�on (4.2.4), existe un (�unico) mor�smo [LI ] �! [LJ ] en Tst.

(4.2.8) En (2.4.8) hemos descrito la construcci�on de una topolog��a en la que

los abiertos se obtienen como yuxtaposici�on de conjuntos de Ore tal y como

ha sido desarrollada por los autores de [47, 52]. El producto de conjuntos de

Ore S1 � : : : � Sn = fs1 � � � sn ; si 2 Sig en general no es un conjunto de Ore,

aunque

LS1���Sn = fL �l R ; L \ (S1 � : : : � Sn) 6= ;g

es un �ltro uniforme. De hecho, LS1���Sn se puede obtener como composici�on

de �ltros de Gabriel de la siguiente manera:

(4.2.9) Lema. Sean S1; : : : Sn conjuntos de Ore a izquierda en el anillo R.

Entonces

LS1���Sn = LS1 � � � � � LSn :

Demostraci�on. Sea p 2 f1; : : : ; n � 1g. Si L 2 LSpSp+1���Sn, entonces
existen sp 2 Sp y s 2 Sp+1 � � �Sn de tales que sps 2 L. Consideremos el ideal

a izquierda H = L + Rs que pertenece a LSp+1���Sn por contener a s. Dado

que Sp es un conjunto de Ore a izquierda, para cada elemento t + rs 2 H,

con t 2 L, existen s0
p
2 Sp y r

0 2 R tales que s0
p
r = r0sp, y esto implica que

s0
p
2 (L : t+ rs) ya que

s0
p
(t+ rs) = s0

p
t + r0sps 2 L :

Luego (L : t + rs) 2 LSp y como t + rs est�a tomado arbitrariamente en H,

se concluye que L 2 LSp � LSp+1���Sn.
Rec��procamente, si L 2 LSp�LSp+1���Sn, entonces existe un idealH 2 LSp+1���Sn
tal que (L : r) 2 LSp para cada r 2 H. En particular, dado que existe

s 2 H \ (Sp+1 � � �Sn), el ideal a izquerda (L : s) 2 LSp, y por tanto existe

sp 2 Sp tal que sps 2 L. Luego L 2 LSpSp+1���Sn.
Por lo tanto,

LS1���Sn = LS1 � LS2���Sn = LS1 � LS2 � LS3���Sn = � � � = LS1 � � � � � LSn :

�

(4.2.10) Ejemplo. Sea GW el conjunto de �ltros de Gabriel de la forma

LS = fL �l R ; S \ L 6= ;g ;

donde S es un conjunto de Ore a izquierda de R y denotemos por TW al

conjunto de clases bajo la relaci�on � de elementos de < GW >.
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En virtud del lema (4.2.9), la aplicaci�on que a S1 � � �Sn 2 WR (ver (2.4.8))

le asigna el �ltro uniforme LS1 � � � � � LSn en < GW > es sobreyectiva, y por

lo tanto, tambi�en lo es la composici�on con la proyecci�on en TW .

Por otra parte, si W = T1 � � �Tm y W 0 = S1 � � �Sn son objetos de WR y

existe un mor�smo W �! W 0 en WR, entonces W = V0S0V1 � � �SnVn y por

lo tanto existe un mor�smo [LT1 � � �LTm ] �! [LS1 � � � LSn] en TW que puede

ser construido de la manera que se describe en (4.2.3)

(4.2.11) De�nici�on. Sea G una familia de �ltros de Gabriel en R y [H] un

objeto en la categor��a T(G). Un recubrimiento de [H] es una familia �nita

de clases f[L�]gn�=1 que satisface

(4.2.11.1) L =
T
n

�=1 "(L�) es un �ltro de Gabriel, y

(4.2.11.2) [L][H] = [H].

(4.2.12) Dado un elemento [H] de T(G), denotaremos por CovG[H] al con-

junto de recubrimientos de [H] en T(G). Nos referiremos al par

(T(G); fCovG [H]g[H]2T(G))

como al sitio no conmutativo asociado a la familia de �ltros de Gabriel G.

El hecho de que se consideren solamente recubrimientos �nitos obedece a que

hemos supuesto que R es noetheriano a izquierda, y bajo esas hip�otesis, si R

es comutativo entonces cualquier abierto del espectro primo es compacto.

Por otra parte, la de�nici�on de recubrimiento de [H] no es del todo capricho-

sa, pues si interpretamos el abierto [L] como la uni�on de los abiertos [L�],

entonces la condici�on (4.2.11.2) de la de�nici�on dice que la intersecci�on [L][H]

coincide con [H], esto es, [H] est�a contenido en la uni�on de los [L�].

Veamos que en efecto esta noci�on de recubrimiento generaliza la de recubri-

miento por abiertos en el espacio topol�ogico SpecR.

(4.2.13) Ejemplo. Sea R un anillo (noetheriano) conmutativo y conside-

remos de nuevo la familia de �ltros de Gabriel GZar formada por todos los

�ltros de la forma LI, donde I es un ideal de R. Si [LI] 2 TZar y f[LI�]gn�=1

es un recubrimiento de [LI ], entonces

L _ LI = "[LLI] = "[LI] = LI ;

donde L =
T
n

�=1 LI�. Luego L � LI, y por lo tanto

D(I) = fP 2 SpecR ; P 62 LIg

� fP 2 SpecR ; P 62
n\

�=1

LI�g =
n[

�=1

D(I�) :
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Por otra parte, si la familia de abiertos fD(I�)gn�=1 de SpecR recubre a

D(I), entonces D(I) �
S
n

�=1D(I�), y dado que

n[
�=1

D(I�) = fP 2 SpecR ; 91 � � � n; I� 6� Pg

= fP 2 SpecR ;

nX
�=1

I� 6� Pg = D(

nX
�=1

I�) ;

podemos decir que

LI =
\

P2D(I)

LRnP �
\

P2D(
P

� I�)

LRnP = L ;

donde L es el �ltro de Gabriel LP
� I�

=
T
n

�=1 LI�. Por lo tanto, LI _ L =

LI, y esto implica que [L][LI ] = [L _ LI ] = [LI ]. Luego f[LI�]gn�=1 es un

recubrimiento de [LI ].

(4.2.14) Ejemplo. Sea R un anillo no necesariamente conmutativo (noe-

theriano a izquierda) tal que todo ideal primo bil�atero satisface la condici�on

fuerte de segunda capa. Dado un recubrimiento f[LI�]gn�=1 de [LI ] en Tst,

el razonamiento del ejemplo anterior nos permite asegurar que fX(I�)gn�=1

recubre al abierto X(I), y rec��procamente, que todo recubrimiento (�nito)

de un abierto X(I) en la topolog��a de Zariski estable de SpecR genera un

recubrimiento de [LI ] en Tst.

(4.2.15) Ejemplo. Sea R un anillo no necesariamente conmutativo y GW
la familia de �ltros de Gabriel de la forma LS, donde S es un conjunto de

Ore a izquierda de R. Dado un objeto W = S1 � � �Sn de la categor��a WR

que se describe en (2.4.8), denotemos por [LW ] a la clase de LS1 � � � LSn en

TW . Si fWiW �! Wgn
i=1 es un recubrimiento de W , entonces fWigni=1 es

un recubrimiento global (ver (2.4.9)), esto es,
T
n

i=1 LWi
es el �ltro de Gabriel

fRg, y [fRg][LW ] es trivialmente igual a [LW ], con lo que f[LWi
]gn
i=1 es un

recubrimiento de [L].
Sin embargo, no todos los recubrimiento de [LW ] provienen de recubrimientos

fWiW �!Wgn
i=1 deW enWR, puesto que dado un recubrimiento f[LWi

]gn
i=1

de [LW ] en TW , no siempre se tiene que
T
n

i=1 LW = fRg, esto es, no todos

los recubrimientos de un abierto provienen de la intersecci�on del abierto con

un recubrimiento global.

En general, en el espectro primo de un anillo conmutativo tampoco todo recu-

brimiento proviene de la intersecci�on con un recubrimiento global. Por ejem-

plo, sea k un cuerpo y R = k[x; y] el anillo de polinomios en dos variables con
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coe�cientes en k. Consideremos el recubrimiento del abierto U = D((x; y))

(que corresponde al plano af��n A 2
k
menos el punto (0; 0)) formado por los

abiertos V = D((x)) y W = D((y)) (el plano menos cada uno de los ejes co-

ordenados respectivamente). Supongamos que existe un recubrimiento global

formado por los abiertos V 0 = D(I) y W 0 = D(J) de manera que

V = V 0 \ U = D(I(x; y)) ; W = W 0 \ U = D(J(x; y)) :

Dado que V 0[W 0 = D(I+J) = D(R), existen dos polinomios p 2 I y q 2 J
de tal manera que p + q = 1 (esto es, el punto (0; 0) pertenece a V 0 [W 0).

Luego alguno de los dos polinomios tiene t�ermino independiente distinto de

cero (o equivalentemente, el punto (0; 0) pertenece o bien a V 0, o bien a W 0).

Supongamos que p = � + p0, donde � 2 k y p0 es un polinomio que no tiene

t�ermino independiente. Entonces,

py = �y + yp0 2 I(x; y) ;

lo que est�a en contradicci�on con el hecho de que I(x; y) = (x), puesto que en

en el ideal (x) no hay polinomios que tengan t�erminos de grado uno en y. De

la misma manera, si suponemos que es q el que tiene t�ermino independiente

no nulo, tambi�en se llega a una contradicci�on, luego el recubrimiento de U

formado por V yW no proviene de la intersecci�on de U con un recubrimiento

global.

(4.2.16) Proposici�on. Sea G una familia de �ltros de Gabriel en R y [H]

un elemento de T(G). Si f[L]�gn�=1 es un recubrimiento de [H] y f[L�
�
]gm�

�=1

es un recubrimiento de [L�] para cada � 2 f1; : : : ; ng, entonces

f[L�
�
][L�]g1���n; 1���m�

es un recubrimiento de [H].

Demostraci�on. Denotemos por L y L� a los �ltros de Gabriel
T
n

�=1 "[L�]

y
T
m�

�=1 "[L
�

�
] para 1 � � � n, respectivamente. Dado que [L�][L�] = [L�]

para todo �, por (3.1.16) se tiene que

\
1���n
1���m�

"[L�
�
L�] =

n\
�=1

m�\
�=1

"[L�
�
] � "[L�]

=

n\
�=1

L� � "[L�] =
n\

�=1

"[L�L�] =
n\
�=1

"[L�] = L ;

que es un �ltro de Gabriel y adem�as veri�ca la igualdad [L][H] = [H]. �
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(4.2.17) Para todo elemento [H] de T(G), la familia formada por la clase

[fRg] es un recubrimiento de [H], pues fRg es un �ltro de Gabriel y tri-

vialmente [fRg][H] = [H], luego en virtud del resultado anterior, el sitio

no conmutativo asociado a una familia de �ltros de Gabriel G, veri�ca las

propiedades (2.4.8.1) y (2.4.8.2) de los recubrimientos en una topolog��a de

Grothendieck.

Por otra parte, si [H0] admite una factorizaci�on [H0] = [H][L] entonces,

como hemos visto en (4.2.3), existe un mor�smo [H0] �! [H] en T(G). Si

f[L�]gn�=1 es un recubrimiento de [H], entonces tambi�en es un recubrimiento

de [H0], pues si denotamos por L al �ltro de Gabriel
T
n

�=1 "[L�] y por � a

la equivalencia QH �! QHQL que proporciona la igualdad [L][H] = [H],

entonces QL� : QHL �! QHLQL es tambi�en una equivalencia y para cada

R{m�odulo a izquierda M , el diagrama

QH0M
QL�M �� QH0QLM

Q
H
M

�M

��

jL

��

Q
H
QLM

jL

��

M

jH




 
 
 
 
 
 
 
 
 jLH

��

es conmutativo.

(4.2.18) De�nici�on. Sea G una familia de �ltros de Gabriel en R y sea

U = f[L�]gn�=1 un recubrimiento de [H] en T(G). Diremos que U es un

recubrimiento estable si

L =

n\
�=1

"[L�]

es un �ltro de Gabriel estable.

(4.2.19) Lema. La familia f[L�]gn�=1 es un recubrimiento estable de [H] en

T(G) si, y s�olo si,

(4.2.19.1) L =
T
n

�=1 "[L�] es un �ltro de Gabriel estable y

(4.2.19.2) QHT = 0 para todo R{m�odulo a izquierda T de L{torsi�on.

Demostraci�on. Si f[L�]gn�=1 es un recubrimiento estable, entonces en

efecto L =
T
n

�=1 "[L�] es un �ltro de Gabriel estable y para cada R{m�odulo

a izquierda T de L{torsi�on,

Q
H
T = Q

H
QLT = 0 :
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Rec��procamente, si M es un R{m�odulo a izquierda, entonces, dado que Q
H

es un funtor exacto a izquierda, se tiene una sucesi�on exacta

0 �� Q
H
(M=�LM)

QHjL;M=�LM �� Q
H
QLM �� QHCokerjL;M=�LM ;

y por tanto QHjL;M=�LM
es un isomor�smo ya que QH(CokerjL;M=�LM

) = 0.

Por otra parte, puesto que la sucesi�on

0 �� �LM ��M
p ��M=�LM �� 0

es exacta, entonces la sucesi�on

0 �� QH�LM �� QHM
QHp �� QH(M=�LM) �� (R1QH)�LM �� � � �

donde R1Q
H
es el primer funtor derivado a derecha de Q

H
, es tambi�en exacta.

Por hip�otesis, QH�LM = 0, y dado que L es estable, cualquier resoluci�on

inyectiva

0 �! E1 �! E2 �! � � �

de �LM est�a formada por R{m�odulos a izquierda de L{torsi�on y de ah�� que

la imagen por QH de la resoluci�on es el complejo nulo. Luego RnQH = 0 para

todo n � 1, y esto implica que Q
H
p es un isomor�smo. Luego QHjL;M=�LM

�
QHp es un isomor�smo que hace al diagrama

Q
H
M

QHp �� QH(M=�LM)
QHjL;M=�LM �� Q

H
QLM

M

jH

��❙ ❙ ❙ ❙ ❙ ❙ ❙ ❙ ❙ ❙ ❙ ❙ ❙ ❙ ❙ ❙ ❙ ❙
jLH�p

��

jLH

��❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥

conmutativo, y dado que M ha sido tomado arbitrariamente, esto implica

que [L][H] = [H]. �

Puesto que nuestro objetivo es dotar a cada R{m�odulo M de un haz de

estructura, es preciso apuntar lo que se entiende por intersecci�on de dos

recubrimientos. En el caso de ser recubrimientos estables, la noci�on coincide

(salvo en la conmutatividad) con la intersecci�on de recubrimientos en un

espacio topol�ogico.

(4.2.20) Proposici�on. Sea G una familia de �ltros de Gabriel en R y [H]

un elemento de T(G). Si U = f[L�]gn�=1 y V = f[H�]gm�=1 son recubrimientos

estables de [H], entonces

U ^ V = f[L�H�]g 1���n
1���m

tambi�en es un recubrimiento estable de [H].
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Demostraci�on. Sean L y H los �ltros de Gabriel estables
T
n

�=1 "[L�] yT
m

�=1 "[H�] respectivamente. Dado que todo par de �ltros de Gabriel estables

son mutuamente compatibles y el supremo de �ltros de Gabriel estables es

estable, tenemos que\
1���n
1���m

"[L�H�] =
\

1���n
1���m

"[L�] � "[H�]

=

n\
�=1

"[L�] �
m\
�=1

"[H�] = L � H = L _H

es un �ltro de Gabriel estable.

SeaM un R{m�odulo a izquierda de L�H{torsi�on. En virtud del lema (3.1.13)

existe una sucesi�on exacta

0 ��M 0 ��M ��M 00 �� 0

donde M 0 y M 00 son R{m�odulos a izquierda de L{torsi�on y H{torsi�on res-

pectivamente. Como QH es un funtor exacto a izquierda, la sucesi�on

0 �� QHM
0 �� QHM �� QHM

00

tambi�en es exacta, y puesto que U y V son recubrimientos estables, por el le-

ma (4.2.19) se tiene que Q
H
M 0 = Q

H
M 00 = 0, luego Q

H
M = 0. Dado queM

es un R{m�odulo a izquierda de L�H{torsi�on arbitrario, por el lema (4.2.19)

U ^ V es un recubrimiento estable. �

En general si U y V son recubrimientos (no necesariamente estables) no

podemos asegurar que U ^ V, de�nido como en el resultado anterior, sea

tambi�en un recubrimiento, porque
T
�;�

"[L�H�] = L�H no es generalmente

un �ltro de Gabriel.

(4.2.21) Sea G una familia de �ltros de Gabriel en R y [H] un elemento de

T(G). Si U = f[L�]gn�=1 es un recubrimiento de [H], entonces

U ^ U = f[L�L�]g1��;��n

tambi�en es un recubrimiento de [H] pues, efectivamente,\
1��;��n

"[L�L�] =
\

1��;��n

"[L�] � "[L�]

=

n\
�=1

"[L�] �
n\

�=1

"[L�] = L � L = L

es un �ltro de Gabriel, y [L][H] = [H].
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(4.2.22) Sea M un R{m�odulo a izquierda. Asociando a cada objeto [H]

de la categor��a T(G) el R{m�odulo a izquierda Q
H
M y a cada mor�smo � 2

HomT(G)([L]; [H]) el homomor�smo de R{m�odulos �M : QHM �! QLM ,

de�nimos un prehaz de la categor��a T(G) en R�mod que denotaremos por

OM .

Hay que hacer notar que en general el prehaz OR no es un prehaz de anillos.

Esto es debido a que dado un objeto [H] de T(G), Q
H

no es un funtor

localizaci�on. Si [H] = [H1 � � �Hn] yQHiQHj = QHjQHi para 1 � i; j � n (por

ejemplo, Hi es un �ltro de Gabriel estable para cada i) entonces [H] = [H],

donde H =
W
n

i=1Hi (ver (4.2.4)), y por lo tanto OR[H] es en ese caso un

anillo.

Sea G una familia de �ltros de Gabriel en R. Diremos que un prehaz P en

la categor��a T(G) es un haz en el sitio no conmutativo asociado a G cuando

para cada objeto [H] de T(G) y cada recubrimiento U = f[L�]gn�=1 de [H] se

satisfacen las siguientes condiciones:

(4.2.22.1) Si m y m0 son elementos de P[H] tales que P��(m) = P��(m0),
donde �� es la transformaci�on natural QHjL� : [L�H] �! [H], para cada

� 2 f1; : : : ; ng, entonces m = m0;

(4.2.22.2) Si m� 2 P[L�H] y P��
��
(m�) = P��

��
(m�), donde �

�

��
y �

�

��
son

las transformaciones naturales

QHQL�jL� : [L�L�H] �! [L�H]

y

Q
H
j
L�;QL�

: [L�L�H] �! [L�H]

respectivamente para �; � 2 f1; : : : ; ng, entonces existe m 2 P[H] tal que

P��(m) = m� para cada � 2 f1; : : : ; ng.

La noci�on de haz en el sitio no conmutativo coincide con la de haz en la

categor��a de abiertos de un espacio topol�ogico, pues en efecto, dado un re-

cubrimiento U = f[L�]gn�=1 de [H], para cada � podemos interpretar [L�H]

como la intersecci�on de [L�] y [H], y [L�L�H] como la intersecci�on de cada

abierto [L�L�] de U ^ U con [H].

Como una consecuencia directa del teorema (4.1.13) obtenemos:

(4.2.23) Teorema. ([18]) Sea G una familia de �ltros de Gabriel en R y M

un R{m�odulo a izquierda. Entonces el prehaz OM es un haz en el sitio no

conmutativo asociado a G.
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Demostraci�on. Sea [H] un objeto de T(G) y U = f[L�]gn�=1 un recubri-

miento de [H]. Las condiciones (4.2.22.1) y (4.2.22.2) se veri�can si, y s�olo

si, la sucesi�on

0 �� QHM
(��;M )���

L
n

�=1QHQL�M

L
�(�

�
��

)�
��

L
�(�

�
��

)�

��
L

1��;��nQHQL�QL�M

es exacta, o equivalentemente, si, y s�olo si, QHM es el l��mite del sistema

proyectivo

QHQ�M
QHj

�
��

��❖❖
❖❖❖

❖❖❖
❖❖❖

QHQKM = f QHQ�Q�M g1��;��n ;

QHQ�M
QHj

�
��

�������������

donde j�
��

= QL�jL� ;M y j
�

��
= jL�;QL�M . En efecto, puesto que U es un

recubrimiento, L =
T
n

�=1 "(L�) es un �ltro de Gabriel y los funtores Q
H
QL

y Q
H
son equivalentes. Por el teorema (4.1.13), esto es su�ciente para que

el l��mite proyectivo de QHQKM coincida con QHM . �

(4.2.24) La clase del �ltro de Gabriel fRg puede ser considerada como el

abierto global formado por todo el espacio, pues eso es exactamente lo que

sucede v��a la identi�caci�on de la categor��a T(G) con la topolog��a de Zariski

en el espectro primo de un anillo conmutativo noetheriano, o bien con la

topolog��a de Zariski estable en el espectro de primos bil�ateros de un anillo

noetheriano a izquierda. Es necesario hacer notar que entonces el R{m�odulo

a izquierda M se obtiene como el R{m�odulo de secciones globales del haz

OM .

(4.2.25) Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo noetheriano y considere-

mos de nuevo la familia GZar de �ltros de Gabriel de la forma LI donde I es

un ideal de R. Teniendo en cuenta la identi�caci�on que hemos hecho entre

la categor��a de abiertos de la topolog��a de Zariski de SpecR y la categor��a

TZar y dado que para cada R{m�odulo M el m�odulo de secciones del haz de

estructura cl�asico en el abierto D(I) es

�(D(I);OM) = lim
�!

n2N

HomR(I
n;M) = QLIM ;

(ver [11, IV.2.6]) tenemos que el haz OM que hemos de�nido sobre el sitio

no conmutativo (TZar ; CovGZar) es exactamente el haz de estructura cl�asico

de�nido por el R{m�odulo M .
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De la misma manera, si R es un anillo (no necesariamente conmutativo) noet-

heriano a izquierda que veri�ca la condici�on fuerte de segunda capa a izquier-

da, mediante la identi�caci�on entre la categor��a Tst y la categor��a de abiertos

de la topolog��a de Zariski estable del espectro de ideales primos bil�ateros de

R obtenemos que el haz OM sobre el sitio no conmutativo (Tst; CovGst) es el

haz de estructura asociado al R{m�odulo a izquierda M , tal y como se de�ne

en [11].

(4.2.26) Nota. Por otra parte, si consideramos la familia GW de �ltros de

Gabriel de la forma LS, donde S es un conjunto de Ore a izquierda de R,

nuestra construcci�on del sitio no conmutativo asociado a GW generaliza en

cierta manera a la de Van Oystaeyen y Willaert en el sentido de que las

secciones del haz OM sobre el objeto [LW ], donde W = S1 � � �Sn 2 W(R)

(ver (2.4.8)), coinciden con las del haz de estructura de�nido en [47, 52]

que describimos en 2.4. Sin embargo, su topolog��a no conmutativa adolece de

propiedades topol�ogicas como el hecho de que todo el espacio sea un abierto,

o de recubrimientos que no provengan de la intersecci�on con recubrimientos

globales, y por lo tanto no generaliza a la topolog��a del espectro de un anillo

conmutativo, como se ha visto en (4.2.15). Esa es la principal raz�on por

la que se ha considerado realizar la construcci�on que se presenta en este

cap��tulo.



114 Cap��tulo 4 Topolog��as de Grothendieck y haces de estructura



Cap��tulo 5

Casi{Cuantales

5.1. R� �ltopp es un casi{cuantal

En esta secci�on se introduce la de�nici�on de casi{cuantal y se enumeran

algunas de las propiedades que satisface esta estructura. Tambi�en se pro-

porcionan varios ejemplos, como son el ret��culo de �ltros uniformes sobre un

anillo y algunos de sus subret��culos.

(5.1.1) De�nici�on. ([17]) Un casi{cuantal es un ret��culo completo C dotado
de una operaci�on binaria asociativa

& : C � C �! C

que tiene al elemento superior 1 como elemento neutro y de tal manera que

para todo U perteneciente a C y toda familia fVigi2I de elementos de C se

satisfacen las siguientes condiciones:

(5.1.1.1) U &
W
i2I

Vi =
W
i2I

U & Vi;

(5.1.1.2)
W
i2I

(Vi & U) � (
W
i2I

Vi) & U , y siempre que I sea �nito se tiene

que
W
i2I

(Vi & U) = (
W
i2I

Vi) & U .

Si C es un casi{cuantal y se cumple la igualdad en (5.1.1.2) a�un cuando I no

sea un conjunto �nito, entonces se dice que C es un cuantal (ver [6]).

(5.1.2) Para cada par de elementos U y V del casi{cuantal C se veri�ca

que

U & V � (U & V ) _ (U & 1) = U & (V _ 1) = U

y tambi�en que

U & V � (U & V ) _ (1 & V ) = (U _ 1) &V = V :
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Por lo tanto el producto U & V es siempre menor que el ��n�mo U ^ V .
Si el producto U & V coincide con el ��n�mo de cada par de elementos U y V

de C (lo que implica que & es una operaci�on conmutativa) entonces se dice

que C es un local ([5, 8]). El conjunto de abiertos de una topolog��a, parcial-

mente ordenado por la inclusi�on, es un local. La noci�on de (casi{)cuantal

se introduce como una generalizaci�on de la noci�on de espacio topol�ogico,

con la salvedad de que la intersecci�on de abiertos (la operaci�on &) no es

necesariamente conmutativa.

(5.1.3) Ejemplo. El ret��culo opuesto al ret��culo de los �ltros uniformes en

el anillo R, que se denota R� �ltopp, es un casi{cuantal con la composici�on

de �ltros.

En efecto, R��ltopp es un ret��culo completo ordenado por la inclusi�on inversa,

en el que el supremo de una familia viene dado por su intersecci�on. El �ltro

uniforme fRg es el elemento neutro de la composici�on y, como se ha probado

con el lema (3.1.16), tambi�en se satisfacen las condiciones (5.1.1.1) y (5.1.1.2).

(5.1.4) Nota. Llegados a este punto cabe plantearse siR��ltopp es un local,
esto es, si es un (casi{)cuantal con la operaci�on ^ (el supremo en R � �lt).

Si L es un �ltro uniforme y fHaga2A es una familia de �ltros uniformes,

entonces

L _
\
a2A

Ha = fK �l R ; 9L 2 L; 9H 2
\
a2A

Ha; L \H � Kg

� fK �l R ; 8a 2 A; 9La 2 L; 9Ha 2 Ha; La \Ha � Kg =
\
a2A

L _ Ha ;

pero no se puede decir que la otra inclusi�on tambi�en se veri�que, ni a�un

siendo el conjunto de ��ndices A �nito, como se muestra a continuaci�on:

Sea k un cuerpo y R el anillo (conmutativo) kfx; yg=(xy; yx), cociente de la
k{�algebra libre kfx; yg por el ideal bil�atero generado por xy e yx. El ideal

bil�atero I generado por x + y contiene a todas las potencias de x y de y de

orden mayor o igual a 2, adem�as de a x + y. Sean J y K los ideales de R

generados por x e y respectivamente. Entonces

LI ^ (LJ \ LK) = LI ^ LJ+K = LI\(J+K) = LI :

Por otra parte

(LI ^ LJ) \ (LI ^ LK) = LI\J \ LI\K = L(I\J)+(I\K)

contiene estrictamente a LI ^ (LJ \ LK) puesto que x + y no pertenece al

ideal

(I \ J) + (I \K) = f
X
i;j�2
finita

aix
i + bjy

j ; ai; bj 2 kg ;
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y por lo tanto (I \ J) + (I \K) est�a contenido estrictamente en I

(5.1.5) Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo y noetheriano. Si L y H
son �ltros uniformes (sim�etricos) en R, entonces, en virtud del lema (3.1.33),

L � H = fK � R ; 9L 2 L; 9H 2 H; LH � Kg = H � L :

Luego la composici�on en R� �ltopp tiene la propiedad conmutativa, al igual

que la intersecci�on de los abiertos en cualquier topolog��a de SpecR.

(5.1.6) De�nici�on. Un mor�smo de ret��culos q : C �! C 0 entre casi{

cuantales se dice que es un mor�smo de casi{cuantales si conserva el pro-

ducto, el elemento superior y el supremo de cualquier familia.

(5.1.7) Ejemplo. ([6]) Consideremos el ret��culo Id(R) � �ltopp de �ltros

jansianos de un anillo R parcialmente ordenado por la inclusi�on inversa.

Como se ha probado en (3.1.25), la aplicaci�on dada por I 7�! LI es una

biyecci�on entre el conjunto de ideales bil�ateros de R y el de �ltros uniformes

jansianos en R. Adem�as, para cada par de ideales bil�ateros I y J de R, la

inclusi�on LI � LJ equivale a I � J . Por otra parte, Id(R) � �ltopp es un

subret��culo de R� �ltopp (ver (3.1.27)), y para ideales bil�ateros cualesquiera

I y J , y cualquier familia fIaga2A de ideales bil�ateros de R, se tiene\
a2A

LIa = LP
a2A Ia

;

y

LI ^ LJ = LI\J ;

(con el ��n�mo tomado en R � �ltopp), luego Id(R) � �ltopp es isomorfo al

ret��culo de ideales bil�ateros de R.

Puesto que para los ideales bil�ateros I y J ,

LI � LJ = LIJ

es un �ltro jansiano, la composici�on de �ltros es una operaci�on asociativa

en Id(R) � �ltopp que tiene por elemento neutro al �ltro uniforme jansiano

LR = fRg. Adem�as, dado que un �ltro uniforme jansiano es cerrado al

tomar intersecciones arbitrarias, el lema (3.1.16) garantiza la igualdad tanto

en (5.1.1.1) como en (5.1.1.2), esto es, Id(R) � �ltopp es un cuantal. El

mor�smo inclusi�on de ret��culos

Id(R)� �ltopp �! R � �ltopp

es un mor�smo de casi{cuantales, y por tanto Id(R)� �ltopp es un subcasi{

cuantal de R � �ltopp.
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(5.1.8) Nota. Sea R un anillo conmutativo y noetheriano. Como se ha pro-

bado en (5.1.5), la composici�on de �ltros uniformes en R tiene la propiedad

conmutativa, como la intersecci�on de abiertos en una topolog��a.

A cada �ltro uniforme jansiano LI de R le podemos asociar el abierto

D(LI) = D(I) = fP 2 SpecR ; P 62 LIg

de SpecR. Si LI y LJ son �ltros uniformes jansianos en R, entonces

D(LI � LJ) � D(LI) \D(LJ) ;

dado que LI � LJ contiene a LI y a LJ . Rec��procamente, sea P un elemento

de D(LI) \ D(LJ), y supongamos que P pertenece a LI � LJ = LIJ , esto
es, IJ � P . Entonces o bien I � P , o bien J � P , y ambas a�rmaciones

contradicen que P 2 D(LI) \D(LJ).
LuegoD(LI�LJ) = D(LI)\D(LJ), y en este sentido la composici�on de �ltros

uniformes puede ser considerada como una generalizaci�on de la intersecci�on

de abiertos de la topolog��a de Zariski.

(5.1.9) Ejemplo. Sea R noetheriano a izquierda y consideremos el ret��culo

(R��lt(2))opp constituido por todos los �ltros uniformes sim�etricos en R par-

cialmente ordenado por la inclusi�on inversa. Como se ha probado en (3.1.30),

(R � �lt(2))opp es un subret��culo de R � �ltopp, y por ser R noetheriano a

izquierda, la composici�on de �ltros uniformes sim�etricos es un �ltro unifor-

me sim�etrico. Por tanto la composici�on es una operaci�on binaria asocia-

tiva en (R � �lt(2))opp que tiene como elemento neutro al �ltro uniforme

sim�etrico fRg. Adem�as, puesto que el supremo de una familia arbitraria en

(R� �lt(2))opp coincide con el supremo tomado en R� �ltopp (es la intersec-

ci�on de �ltros uniformes), se veri�can las condiciones (5.1.1.1) y (5.1.1.2), y

se puede concluir que (R� �lt(2))opp es un subcasi{cuantal de R� �ltopp.

(5.1.10) Si L es un �ltro uniforme, entonces el intervalo

[L; fRg] = fH 2 R� �ltopp ; L � Hg

es un subcasi{cuantal de R� �ltopp si, y s�olo si, es cerrado para la composi-

ci�on.

Por otra parte, el intervalo

[L0;L] = fH 2 R� �ltopp ; H � Lg

es siempre cerrado para la composici�on, la intersecci�on y el ��n�mo de cual-

quier familia tomado en R � �ltopp. Sin embargo no es un casi{cuantal,

porque el elemento superior L, en general, no es el elemento neutro de la

composici�on. Esto motiva la siguiente de�nici�on.
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(5.1.11) De�nici�on. ([17]) Sea L un �ltro uniforme en R. Se dice que un

�ltro uniforme H (que contiene a L) es L{Gabriel si L � H = H � L = H.

Claramente un �ltro uniformeH es de Gabriel si, y s�olo si, es L{Gabriel para
todo �ltro uniforme L contenido en H.

(5.1.12) Ejemplo. Sea L un �ltro de Gabriel en R. El conjunto CL de

todos los �ltros uniformes H en R que son L{Gabriel es un ret��culo completo

parcialmente ordenado por la inclusi�on inversa, pues en efecto, si fHaga2A
es una familia de �ltros L{Gabriel, entonces

L �
\
a2A

Ha =
\
a2A

L � Ha =
\
a2A

Ha ;

y por otro lado\
a2A

Ha � (
\
a2A

Ha) � L �
\
a2A

(Ha � L) =
\
a2A

Ha ;

esto es, la intersecci�on
T
a2A

Ha tambi�en es un �ltro L{Gabriel, lo que implica

que el supremo en R � �ltopp de la familia fHaga2A pertenece a CL. Si H
y H0 son �ltros L{Gabriel, entonces, dado que L es un �ltro de Gabriel, el

�ltro uniforme

L � (H ^H0) � L

(donde el ��n�mo ^ est�a tomado en R� �ltopp) es L{Gabriel. Cualquier otro
�ltro L{Gabriel que contenga a H y a H0 tambi�en contiene a L�(H^H0)�L,
de donde se concluye que L � (H ^H0) � L es el ��n�mo de H y H0 en CL.
Por otra parte, la composici�on de �ltros es una operaci�on binaria asociativa

en CL, pues si H y H0 son �ltros L{Gabriel, entonces

H �H0 � L = H �H0 = L � H � H0 :

El elemento neutro de la composici�on en CL es el elemento superior L. Como

consecuencia de que el supremo en CL coincide con el supremo en R��ltopp,

se veri�can las condiciones (5.1.1.1) y (5.1.1.2), y por lo tanto CL es un casi{

cuantal, aunque no es un subcasi{cuantal de R��ltopp puesto que el elemento

superior en CL es L.
Si L = fRg, entonces CL es el casi{cuantal R � �ltopp, pues todo �ltro

uniforme es fRg{Gabriel por de�nici�on.

(5.1.13) Ejemplo. De manera similar, si R es noetheriano a izquierda y

L es un �ltro de Gabriel sim�etrico, entonces el ret��culo C(2)
L

de los �ltros

L{Gabriel sim�etricos parcialmente ordenado por la inclusi�on inversa es un
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subret��culo de CL. En efecto, la intersecci�on arbitraria de �ltros L{Gabriel
sim�etricos pertenece a C(2)

L
y si H y H0 pertenecen a C(2)

L
, entonces el ��n�mo

L � (H ^ H0) � L de H y H0 tomado en CL, tambi�en es un �ltro L{Gabriel
sim�etrico.

Adem�as, C(2)
L

es cerrado para la composici�on (ver (3.1.30)) y el elemento

superior L 2 C(2)
L

es el elemento neutro. Dado que el supremo en C(2)
L

de una

familia de �ltros L{Gabriel sim�etricos es la intersecci�on de los elementos de

la familia, las condiciones (5.1.1.1) y (5.1.1.2) se heredan del casi{cuantal CL,
lo que implica que C(2)

L
es un subcasi{cuantal de CL.

En general C(2)
L

no es un subcasi{cuantal de (R��lt(2))opp, pues el elemento

superior de C(2)
L

es L.

Si L es el �ltro de Gabriel sim�etrico fRg, entonces C(2)
L

= (R � �lt(2))opp.

(5.1.14) Ejemplo. Sea I un ideal bil�atero idempotente de R. Entonces el

�ltro uniforme jansiano LI es un �ltro de Gabriel pues, como se ha probado

en (3.1.25),

LI � LI = LI2 = LI :

Denotemos por Cjan
I

al conjunto de los �ltros uniformes jansianos LJ de tal

manera que JI = IJ = J , o equivalentemente, al conjunto de los �ltros

jansianos LI{Gabriel. De la misma manera que en el ejemplo anterior, Cjan
I

es un subret��culo de Id(R) � �ltopp con LI como elemento superior. Dado

que Cjan
I

es cerrado para la composici�on y el supremo viene dado por la

intersecci�on, el ret��culo Cjan
I

dotado con la composici�on es un subcasi{cuantal

de C(2)
LI
. Adem�as, puesto que Id(R)� �ltopp es un cuantal, la igualdad en la

propiedad (5.1.1.2) se veri�ca tambi�en para familias arbitrarias de elementos

de Cjan
I

, luego Cjan
I

es un cuantal.

(5.1.15) Un elemento W 6= 1 de un casi{cuantal C se dice que es primo si,

siempre que U & V � W , se tiene que o bien U � W o bien V � W . Si U

es un elemento de C, se de�ne el radical de U , y se denota por
p
U , como el

��n�mo de la familia de elementos primos de C que contienen a U . El radical

de U siempre supera a U .

Un �ltro uniforme en R se dice que es primo� si es un elemento primo del

casi{cuantal R��ltopp (ver [21]). Si L es un ideal a izquierda maximal de R,

entonces LL es un �ltro uniforme primo�. En efecto, si LL est�a contenido en

la composici�on L�H, entonces existe un ideal a izquierdaH 2 H conteniendo

a L tal que (L : r) 2 L para cada r 2 H. Si L = H, entonces LL � H.

En caso contrario, por ser L maximal, H tiene que coincidir con R, y en

particular, para 1 2 H, el ideal a izquierda L = (L : 1) 2 L, luego LL � L.
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Por otra parte, si P es un ideal primo bil�atero del anillo noetheriano a iz-

quierda R y el �ltro uniforme (jansiano) LP est�a contenido en la composici�on

de los �ltros uniformes sim�etricos L y H, entonces P 2 L�H y, por (3.1.33),

existen elementos L 2 L resp. H 2 H tales que LH � P . Como P es primo,

se puede concluir que o bien L � P y de ah�� LP � L, o bien H � P y por lo

tanto LP � H. Luego LP es un elemento primo de (R��lt(2))opp y tambi�en

de Id(R)� �ltopp.

Muchas propiedades de los �ltros primos� se pueden ver como particulariza-

ci�on al casi{cuantal R� �ltopp de sus an�alogas en un casi{cuantal gen�erico.

(5.1.16) Proposici�on. ([6]) Sea C un casi{cuantal. Si U , V son elementos

cualesquiera de C y fUigi2I es una familia de elementos de C, entonces

(5.1.16.1) si U � V , entonces
p
U �

p
V ;

(5.1.16.2)
pp

U =
p
U ;

(5.1.16.3)
pW

i2I
Ui =

qW
i2I

p
Ui;

(5.1.16.4)
p
U & V =

p
U ^

p
V .

Demostraci�on. Si U � V y W es un elemento primo de C de manera que

V � W , entonces U � W , de donde se tiene que

p
U =

^
fW ; U � W; W primog �

^
fW ; V � W; W primog =

p
V :

Esto implica que si U es un elemento de C, dado que U �
p
U , entoncesp

U �
pp

U . Por otro lado, si W es un elemento primo de L tal que

U � W , entonces
p
U � W , de donde se concluye que

p
U =

^
fW ;U � W; W primog �

^
fW ;

p
U � W; W primog =

qp
U :

Un elemento primo de C supera al supremo de la familia fUigi2I si, y s�olo si,

supera a cada uno de (los radicales de) sus miembros, esto es, si, y s�olo si,

supera al supremo de la familia f
p
Uigi2I . Por lo tantos_

i2I

Ui =
^
fW ;

_
i2I

Ui � W; W primog =
s_

i2I

p
Ui :

Dado que en un casi{cuantal el producto de un par de elementos es menor

que cada uno de ellos ((5.1.2)), por (1) se tiene que
p
U & V �

p
U ^

p
V . Si
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W es un elemento primo de C tal que U & V � W , entonces o bien U � W

o bien V � W , de donde se concluye que

p
U ^

p
V =

^
fW ; W primo y U � W o V � Wg �

p
U & V :

�

(5.1.17) Ejemplo. Sea C un casi{cuantal, y denotemos por
p
C al subcon-

junto de elementos radicales de C, esto es, de elementos W 2 C tales quep
W =W . El orden parcial de C induce un orden parcial en

p
C.

Por otra parte, dada una familia fUigi2I de elementos de C, por (5.1.16.2)pW
i2I

Ui es un elemento radical, y si V es un elemento radical tal que Ui � V

para cada i 2 I, entonces
W
i2I

Ui � V ys_
i2I

Ui �
p
V = V ;

luego
pW

i2I
Ui es el supremo de la familia fUigi2I en

p
C. Por tanto,

p
C es

un ret��culo completo.

El ��n�mo en C de un par de elementos U y V de
p
C, en virtud de (5.1.16.4),

viene dado por

U ^ V =
p
U ^

p
V =

p
U & V ;

esto es, el ��n�mo en C de dos elementos radicales tambi�en es un elemento

radical, y por lo tanto el ��n�mo de cualquier familia �nita de elementos dep
C coincide con el ��n�mo tomado en C.

Adem�as, si U es un elemento radical y fVigi2I es una familia de elementos

de
p
C, entonces

U ^
s_

i2I

Vi =
p
U ^

s_
i2I

Vi ;

y por (5.1.16.4), este elemento coincide cons
U &

_
i2I

Vi :

Dado que C es un casi{cuantal,

U &
_
i2I

Vi =
_
i2I

U & Vi ;
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y por (5.1.16.3)s_
i2I

U & Vi =

s_
i2I

p
U & Vi =

s_
i2I

p
U ^

p
Vi =

s_
i2I

U ^ Vi :

Luego
p
C es un local.

En general, aunque conserva el orden de los elementos y el ��n�mo de cualquier

familia �nita, la inclusi�on
p
C �! C no es un mor�smo de casi{cuantales.

En virtud de (5.1.16.1), la aplicaci�on

p
� : C �!

p
C ; U 7�!

p
U

tambi�en conserva el orden de los elementos. Para cada par de elementos U

y V de C, se tiene que
p
U ^ V �

p
U & V =

p
U ^

p
V , y por otra parte,p

U ^ V �
p
U ^

p
V puesto que

p
U ^ V �

p
U y

p
U ^ V �

p
V , luego

p
U ^ V =

p
U ^

p
V :

Por (5.1.16.3), el supremo en
p
C de la familia f

p
Uigi2I es el radical del

supremo
W
i2I

Ui tomado en C, lo que implica que
p
� es un mor�smo de

ret��culos. Adem�as, el radical del elemento superior es el propio 1 (pues dado

que 1 no es primo, la familia de primos que lo superan es vac��a), y el radical

del producto de dos elementos U y V es el ��n�mo (el producto en el local
p
C)

de sus radicales (por (5.1.16.4)), de donde se concluye que
p
� es un mor�smo

de casi{cuantales.

5.2. Haces en un casi{cuantal

Para representar al anillo R por medio de un haz de�nido sobre un casi{

cuantal, se ha optado en esta secci�on por una construcci�on dual a la que

se detalla en (1.1.18), en t�erminos de secciones y abiertos donde coinciden

dichas secciones al estilo de [5, 6, 8, 27, et al. ].

(5.2.1) De�nici�on. Sea C un casi{cuantal. Un haz d�ebil sobre C es un par

(A; [� = �]) formado por un conjunto A, a cuyos elementos nos referiremos

como a los generadores, y una aplicaci�on

[� = �] : A� A �! C

(que describe las relaciones entre los generadores) de manera que para cada

par de elementos a y c de A, se satisfacen las siguientes condiciones:
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(5.2.1.1)
W
b2A

[a = b] & [b = c] = [a = c];

(5.2.1.2)
W
b2A

[b = c] & [a = b] = [c = a].

Un haz sobre el casi{cuantal C, o C{haz, es un haz d�ebil (A; [� = �]) en el que

se veri�ca [a = a] = 1 para cada a 2 A.

Como se ha visto en (5.1.8), la noci�on de casi{cuantal es una generalizaci�on

de la topolog��a de Zariski del espectro de un anillo conmutativo. En este

sentido, la igualdad [a = b] puede ser interpretada como el abierto donde las

secciones a y b coinciden.

(5.2.2) Ejemplo. Sea L un �ltro de Gabriel en R y M un R{m�odulo a

izquierda. Consideremos la aplicaci�on del producto cartesiano M �M en el

casi{cuantal CL dada por

[m = m0] = L � LAnnlR(m�m
0) � L

para cadam ym0 pertenecientes aM , donde LAnnlR(m�m
0) es el �ltro uniforme

generado por el ideal a izquierda Annl
R
(m�m0) (ver (3.1.25)). Dado que L

es un �ltro de Gabriel, L �H � L es un �ltro L{Gabriel para cualquier �ltro

uniforme H, y en particular para H = LAnnlR(m�m
0).

El par (M; [� = �]) es un CL{haz. En efecto, si m y m0 son dos elementos de

M , entonces el supremo en CL de la familia f[m = m00] � [m00 = m0]gm002M es

la intersecci�on\
m002M

L � LAnnlR(m�m
00) � L � L � LAnnlR(m

00
�m0) � L ;

que est�a contenida, tomando m00 = m0, en

L � LAnnlR(m�m
0) � L � L � LR � L = L � LAnnlR(m�m

0) � L = [m = m0] :

Por otra parte, para cada m00 2 M el anulador

Annl
R
(m�m0) = Annl

R
(m�m00 +m00 �m0)

contiene a la intersecci�on Annl
R
(m �m00) \ Annl

R
(m00 �m0), y como ambos

ideales a izquierda en dicha intersecci�on pertenecen a

LAnnlR(m�m
00) � LAnnlR(m

00
�m0) � LAnnlR(m�m

00) � L � L � LAnnlR(m
00
�m0) ;

se tiene que Annl
R
(m � m0) 2 LAnnlR(m�m

00) � L � L � LAnnlR(m
00
�m0). Por lo

tanto,

LAnnlR(m�m
0) � LAnnlR(m�m

00) � L � L � LAnnlR(m
00
�m0) ;
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y esto implica que

[m = m0] = L � LAnnlR(m�m
0) � L

� L � LAnnlR(m�m
00) � L � L � LAnnlR(m

00
�m0) � L = [m = m00] � [m00 = m0] :

Dado que m00 ha sido tomado de manera arbitraria, se puede concluir que

[m = m0] �
T
m002M

[m = m00] � [m00 = m0], y esto prueba la igualdad

[m = m0] =
_

m002M

[m = m00] & [m00 = m0] :

Una vez que se ha probado (5.2.1.1), la condici�on (5.2.1.2) se satisface auto-

m�aticamente, pues de la manera en que se ha de�nido la aplicaci�on [� = �],
se tiene que [m = m0] = [m0 = m] para todo par de elementos m y m0 de M .

Adem�as, [m = m] = L � LR � L = L para cada m 2 M , luego (M; [� = �]) es
un haz sobre el casi{cuantal CL.

En particular, si L es el �ltro de Gabriel fRg, entonces el par (M; [� = �]),
donde [m = m0] = LAnnlR(m�m

0) para todo m y m0 pertenecientes a M , es un

haz sobre R� �ltopp.

De manera similar se puede asociar a cada R{m�odulo a izquierda un haz

con valores en el casi{cuantal de �ltros uniformes sim�etricos resp. de �ltros

uniformes jansianos:

(5.2.3) Ejemplo. Sea R un anillo noetheriano a izquierda. Si L es un �ltro

de Gabriel sim�etrico yM es un R{m�odulo a izquierda, podemos considerar el

par (M; [� = �](2)) donde [� = �](2) es la aplicaci�on deM�M en el casi{cuantal

L(2)

L
dada por

[m = m0](2) = L � LAnnlR(m�m
0)� � L ;

donde LAnnlR(m�m
0)� es el �ltro jansiano generado por Annl

R
(m � m0)�, el

mayor ideal bil�atero contenido en el anulador Annl
R
(m �m0). De la misma

manera que en el ejemplo anterior, [m = m0](2) es L{Gabriel, y por el le-

ma (3.1.30), [m = m0](2) es un �ltro L{Gabriel sim�etrico para todo m y m0

pertenecientes a M .

Por otra parte, si m, m0 y m00 son tres elementos de M , la intersecci�on

Annl
R
(m�m00) \ Annl

R
(m00 �m0) pertenece al �ltro uniforme sim�etrico

LAnnlR(m�m
00)� � L � L � LAnnlR(m

00
�m0)� ;

y dado que Annl
R
(m � m0) contiene a Annl

R
(m � m00) \ Annl

R
(m00 � m0) ,

el ideal bil�atero Annl
R
(m � m0)� tambi�en pertenece a dicho �ltro uniforme

sim�etrico. Luego

LAnnlR(m�m
0)� � LAnnlR(m�m

00)� � L � L � LAnnlR(m
00
�m0)� ;
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y por tanto [m = m0](2) � [m = m00](2) � [m00 = m0](2). Como m00 es un

elemento arbitrario de M , esto implica que

[m = m0](2) �
_

m002M

[m = m00](2) & [m00 = m0](2) ;

y dado que la otra inclusi�on siempre es cierta (tomando m00 = m0), se tie-

ne que m y m00 veri�can la condici�on (5.2.1.1). La condici�on (5.2.1.2) es

consecuencia de (5.2.1.1), porque [m = m0](2) = [m0 = m](2).

Por otra parte, [m = m](2) = L � LR � L = L para todo m 2 M , con lo que

se prueba que (M; [� = �](2)) es un haz sobre el casi{cuantal C(2)
L
.

En particular, si I es un ideal bil�atero idempotente y L es el �ltro de Gabriel

jansiano LI , entonces para cada par de elementos m y m0 de M , el �ltro

[m = m0](2) = LI � LAnnlR(m�m
0)� � LI

es un �ltro LI{Gabriel jansiano, y puesto que el ��n�mo de una familia en

Cjan
I

es tambi�en la intersecci�on de sus elementos, (M; [� = �](2)) puede ser

considerado como un haz sobre el cuantal Cjan
I

.

Si L es el �ltro de Gabriel sim�etrico fRg, entonces el haz (M; [� = �](2)) del
ejemplo anterior es un haz sobre el casi{cuantal (R� �lt(2))opp.

Adem�as, dado que en ese caso [m = m0](2) = LAnnlR(m�m
0)� es un �ltro jan-

siano, [� = �](2) se puede considerar como una aplicaci�on de M � M en

Id(R)� �ltopp, y el par (M; [� = �](2)) es un Id(R)� �ltopp{haz.

(5.2.4) De�nici�on. ([6, 17]) Sean (A; [� = �]) y (B; [� = �]) haces sobre el

casi{cuantal C. Un premor�smo de C{haces

f : (A; [� = �]) �! (B; [� = �])

es un par de aplicaciones

[f � = �] : A�B �! C ; [� = f �] : B � A �! C

de manera que para cada a y a0 en A y para cada b en B, se satisfacen las

siguientes condiciones:

(5.2.4.1)
W
a002A

[a = a00] & [fa00 = b] = [fa = b];

(5.2.4.2)
W
a002A

[b = fa00] & [a00 = a] � [b = fa];

(5.2.4.3)
W
b02B

[b = b0] & [b0 = fa] = [b = fa];

(5.2.4.4)
W
b02B

[fa = b0] & [b0 = b] � [fa = b];

(5.2.4.5) [a = a0] �
W
b2B

[fa = b] & [b = fa0].
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Con el objeto de de�nir la categor��a de C{haces, siendo C un casi{cuantal, se

introduce a continuaci�on la noci�on de precategor��a.

(5.2.5) De�nici�on. Una precategor��a D est�a formada por una clase de ob-

jetos ObjD y por un conjunto de echas D(A;B) para cada par de objetos

A y B, de tal manera que existe una aplicaci�on composici�on de echas

D(A;B)�D(B;C) �! D(A;C)

para cada terna de objetos A; B y C, y una echa distinguida idA 2 D(A;A)
para cada objeto A.

(5.2.6) Si C es un casi{cuantal, entonces los C{haces y los premor�smos de

C{haces f : (A; [� = �]) �! (B; [� = �]) tales que para cada a 2 A existen

ba y b0
a
pertenecientes a B con [fa = ba] = [b0

a
= fa] = 1, constituyen una

precategor��a, como se prueba a continuaci�on:

Si (A; [� = �]) es un C{haz consideremos como echa distinguida idA al pre-

mor�smo (A; [� = �]) �! (A; [� = �]) dado por

[idAa = a0] = [a = a0] = [a = idAa
0]

para cada a y a0 pertenecientes a A.

Por otro lado, si f : (A; [� = �]) �! (B; [� = �]) y g : (B; [� = �]) �! (C; [� = �])
son premor�smos de C{haces tales que para cada a 2 A y b 2 B existen

elementos ba; ba
0 2 B resp. cb; cb

0 2 C de tal manera que

[fa = ba] = [ba
0 = fa] = 1 resp. [gb = cb] = [cb

0 = gb] = 1 ;

entonces se de�ne la composici�on gf como el premor�smo dado por las apli-

caciones

[gf � = �] : A� C �! C ; [gfa = c] =
_
b2B

[fa = b] & [gb = c] ;

y

[� = gf �] : C � A �! C ; [c = gfa] =
_
b2B

[c = gb] & [b = fa] :

En efecto, gf satisface:

(5.2.4.1): para cada a 2 A y cada c 2 C,_
a02A

[a = a0] & [gfa0 = c] =
_
a02A

[a = a0] &
_
b2B

[fa0 = b] & [gb = c]

=
_
a02A

_
b2B

([a = a0] & [fa0 = b] & [gb = c]) :
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Por un lado
W
a02A

W
b2B

([a = a0] & [fa0 = b] & [gb = c]) es menor que_
b2B

_
a02A

([a = a0] & [fa0 = b]) & [gb = c]

=
_
b2B

[fa = b] & [gb = c] = [gfa = c] ;

y por otra parte, dado que [a = a] = 1,

[gfa = c] =
_
b2B

[a = a] & [fa = b] & [gb = c]

�
_
b2B

_
a02A

([a = a0] & [fa0 = b] & [gb = c]) :

(5.2.4.2): para cada a 2 A y cada c 2 C,_
a02A

[c = gfa0] & [a0 = a] =
_
a02A

(
_
b2B

[c = gb] & [b = fa0]) & [a0 = a]

�
_
a02A

_
b2B

([c = gb] & [b = fa0] & [a0 = a])

=
_
b2B

[c = gb] &
_
a02A

[b = fa0] & [a0 = a]

�
_
b2B

[c = gb] & [b = fa] = [c = gfa] :

(5.2.4.3): para cada a 2 A y cada c 2 C,_
c02C

[c = c0] & [c0 = gfa] =
_
c02C

[c = c0] &
_
b2B

[c0 = gb] & [b = fa]

=
_
c02C

_
b2B

([c = c0] & [c0 = gb] & [b = fa]) :

Por (5.1.1.2), _
c02C

_
b2B

([c = c0] & [c0 = gb] & [b = fa])

�
_
b2B

(
_
c02C

[c = c0] & [c0 = gb]) & [b = fa]

=
_
b2B

[c = gb] & [b = fa] = [c = gfa] ;
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y rec��procamente, dado que [c = c] = 1,

[c = gfa] =
_
b2B

[c = gb] & [b = fa] =
_
b2B

[c = c] & [c = gb] & [b = fa]

�
_
b2B

_
c02C

([c = c0] & [c0 = gb] & [b = fa]) :

(5.2.4.4): para cada a 2 A y cada c 2 C,_
c02C

[gfa = c0] & [c0 = c] =
_
c02C

(
_
b2B

[fa = b] & [gb = c0]) & [c0 = c]

�
_
c02C

_
b2B

([fa = b] & [gb = c0] & [c0 = c])

=
_
b2B

[fa = b] &
_
c02C

[gb = c0] & [c0 = c]

�
_
b2B

[fa = b] & [gb = c] = [gfa = c] :

(5.2.4.5): para cada par de elementos a y a0 de A,_
c2C

[gfa = c] & [c = gfa0]

=
_
c2C

(
_
b2B

[fa = b] & [gb = c]) & (
_
b02B

[c = gb0] & [b0 = fa0])

�
_
c2C

_
b2B

_
b02B

([fa = b] & [gb = c] & [c = gb0] & [b0 = fa0]) :

Por (5.1.1.1) y (5.1.1.2),_
c2C

_
b2B

_
b02B

([fa = b] & [gb = c] & [c = gb0] & [b0 = fa0])

�
_
b2B

_
b02B

([fa = b] & (
_
c2C

[gb = c] & [c = gb0]) & [b0 = fa0]) ;

y por otra parte, dado que existen elementos ba y ba
0 en B de tal manera que

[fa = ba] = [ba
0 = fa0] = 1, se tiene que_

c2C

[gb = c] & [c = gb0]

=
_
c2C

1 & [gb = c] & [c = gb0] & 1

�
_
c2C

_
b2B

_
b02B

([fa = b] & [gb = c] & [c = gb0] & [b0 = fa0]) ;



130 Cap��tulo 5 Casi{Cuantales

de donde se concluye que_
c2C

_
b2B

_
b02B

([fa = b] & [gb = c] & [c = gb0] & [b0 = fa0])

=
_
b2B

_
b02B

([fa = b] & (
_
c2C

[gb = c] & [c = gb0]) & [b0 = fa0])

�
_
b2B

_
b02B

([fa = b] & [b = b0] & [b0 = fa0])

�
_
b2B

([fa = b] & 1 & [b = fa0]) � [a = a0] :

(5.2.7) Toda precategor��a D tiene una categor��a envolvente asociada D0

cuyos objetos son los objetos de D y cuyos conjuntos de mor�smos son los

conjuntos cocientes

HomD0(A;B) =
D(A;B)

�
;

donde \�" es la clausura transitiva (esto es, g � h , g � � � � � h) de la

relaci�on (reexiva y sim�etrica) \�" en D(A;B) dada por f � f 0 si, y s�olo si,

existe una cadena de echas

A = A0
f1�! A1

f2�! � � � fn�! An = B

tal que tanto f como f 0 son composici�on de idA; f1; idA1
; f2; : : : ; fn e idB (en

ese orden), aunque algunas echas distinguidas puedan o no aparecer en las

descomposiciones de f o f 0, y dichas composiciones para f y para f 0 puedan

calcularse asociando las echas de diferente manera.

En efecto, la relaci�on \�" es de equivalencia, y adem�as es compatible con

la composici�on de echas en D, es decir, si A, B y C son objetos de D,
f � f 0 2 D(A;B) y g � g0 2 D(B;C), entonces gf � g0f 0. De esta manera

podemos de�nir la composici�on de clases de equivalencia de echas como la

clase de la composici�on de echas.

Por otro lado, si A, B, C y D son objetos de D y f 2 D(A;B), g 2 D(B;C)
y h 2 D(C;D), entonces

h(gf) � (hg)f ; idBf � f ; fidA � f;

luego D0 es una categor��a.

(5.2.8) Si D y E son precategor��as, un funtor F : D �! E (entre preca-

tegor��as) asigna a cada objeto A de D un objeto FA de E , y a cada par de

objetos A y B de D una aplicaci�on

F : D(A;B) �! E(FA;FB)
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tal que la imagen de la echa distinguida idA es la echa distinguida idFA y

la imagen de la composici�on de echas es la composici�on de las im�agenes de

dichas echas.

Si D es una precategor��a y D0 es su categor��a envolvente, existe un funtor

P : D �! D0 que a cada objeto de D le asigna el mismo objeto en D0 y que

se comporta como la proyecci�on can�onica

D(A;B) �! HomD0(A;B) =
D(A;B)

�

entre los conjuntos de echas.

(5.2.9) El par formado por la categor��a envolvente D0 y el funtor P satisface

la siguiente propiedad universal: Si E es una categor��a y F : D �! E es un

funtor, entonces existe un �unico funtor (entre categor��as) F 0 : D0 �! E tal

que F 0P = F .
En efecto, F 0 : D0 �! E que a cada objeto A de D0 le asigna FA y tal que,

para cada par de objetos A y B, la aplicaci�on

HomD0(A;B)
F
0

�! HomE(F 0A;F 0B)

es la factorizaci�on por el conjunto cociente de la aplicaci�on

D(A;B) F�! HomE(FA;FB) ;

es el �unico funtor de D0 en E tal que F 0P = F .
Como consecuencia, si D y E son precategor��as y F : D �! E es un funtor,

entonces podemos considerar el funtor PF de D en la categor��a E 0 envolvente
de E , y por la propiedad universal de la categor��a envolvente de D, existe un
�unico funtor F 0 entre las categor��as envolventes D0 y E 0 de tal manera que el

diagrama

D F ��

P

��

E
P

��
D0

F
0

�� E 0

es conmutativo.

(5.2.10) De�nici�on. Sea C un casi{cuantal. Se llamar�a categor��a de ha-

ces sobre el casi{cuantal C, y se denotar�a por SC, a la categor��a envolven-

te de la precategor��a cuyos objetos son los C{haces y cuyas echas son los

premor�smos de C{haces f : (A; [� = �]) �! (B; [� = �]) con la propie-

dad de que para cada a 2 A existen ba y ba
0 pertenecientes a B tales que

[fa = ba] = [ba
0 = fa] = 1.
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(5.2.11) Ejemplo. Sea L un �ltro de Gabriel en R y f : M �! N un

homomor�smo de R{m�odulos a izquierda. Las aplicaciones [f � = �] y [� = f �]
de M �N , resp. N �M en CL dadas por

[fm = n] = [n = fm] = L � LAnnlR(f(m)�n) � L

de�nen un premor�smo de CL{haces

f : (M; [� = �]) �! (N; [� = �]) :

En efecto, para todo m perteneciente a M y todo n perteneciente a N , el

�ltro uniforme L � LAnnlR(f(m)�n) � L es L-Gabriel.
Dados dos elementos m 2 M y n 2 N , la intersecci�on de �ltros uniformesT
m02M

[m = m0] � [fm0 = n] est�a contenida en

[m = m] � [fm = n] = L � LR � L � L � LAnnlR(f(m)�n) � L = [fm = n] :

Por otra parte, para cualquier elementom0 deM , el anulador Annl
R
(f(m)�n)

contiene a la intersecci�on Annl
R
(m�m0)\Annl

R
(f(m0)�n), y dado que dicha

intersecci�on pertenece al �ltro LAnnlR(m�m
0) � L � L � LAnnlR(f(m

0)�n), se tiene

que

LAnnlR(f(m)�n) � LAnnlR(m�m
0) � L � L � LAnnlR(f(m

0)�n) :

Por lo tanto [fm = n] � [m = m0] � [fm0 = n] para todo m0 2 M , de donde

se concluye que [fm = n] �
T
m02M

[m = m0] � [fm0 = n].

De forma similar, tambi�en se veri�can las propiedades (5.2.4.2), (5.2.4.3)

y (5.2.4.4), e incluso las igualdades en (5.2.4.2) y en (5.2.4.4).

Al ser (N; [� = �]) un haz, si m y m0 son elementos de M entonces\
n2N

[fm = n] � [n = fm0] = [f(m) = f(m0)]

por la manera en que han sido de�nidas [f � = �] y [� = f �]. Como el anulador

Annl
R
(m�m0) est�a contenido en Annl

R
(f(m)� f(m0)), se tiene que

[m = m0] = L�LAnnlR(m�m
0)�L � L�LAnnlR(f(m)�f(m0))�L = [f(m) = f(m0)] ;

de donde se sigue (5.2.4.5).

Adem�as para cada m 2 M existe un elemento n 2 N (el propio n = f(m))

tal que

[fm = n] = [n = fm] = L � LR � L = L :

Dado un R{m�odulo a izquierda M , el premor�smo de CL{haces que induce
el homomor�smo identidad en M viene dado por

[idMm = m0] = [m = m0] = [m = idMm
0] ;
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esto es, coincide exactamente con la echa distinguida correspondiente al haz

(M; [� = �]).
Por otra parte, si f : M �! N y g : N �! P son homomor�smos de

R{m�odulos a izquierda, entonces la composici�on gf de los premor�smos de

CL{haces f : (M; [� = �]) �! (N; [� = �]) y g : (N; [� = �]) �! (P; [� = �])
es el premor�smo g � f : (M; [� = �]) �! (P; [� = �]) correspondiente a la

composici�on g � f : M �! P . Efectivamente, para cada m 2 M y cada

p 2 P , el �ltro uniforme

[gfm = p] =
\
n2N

[fm = n] � [gn = p] =
\
n2N

[f(m) = n] � [g(n) = p]

est�a contenido en [g(f(m)) = p] = [(g � f)m = p] (tomando n = f(m) en la

intersecci�on). Rec��procamente, el anulador Annl
R
(g(f(m))� p) contiene a

Annl
R
(g(f(m))�g(n))\Annl

R
(g(n)�p) � Annl

R
(f(m)�n)\Annl

R
(g(n)�p)

para cada n perteneciente a N . Luego

LAnnlR(g(f(m))�p) � LAnnlR(f(m)�n) � L � L � LAnnlR(g(n)�p)
;

y esto implica que [g(f(m)) = p] � [fm = n] � [gn = p], de donde se tiene

que

[(g � f)m = p] = [g(f(m)) = p] �
\
n2N

[fm = n] � [gn = p] = [gfm = p] :

De la misma manera se comprueba que [p = gfm] = [p = (g � f)m].

Por lo tanto, se obtiene un funtor de la categor��a R�mod en la precategor��a

de haces sobre el casi{cuantal CL y, mediante composici�on con el funtor pro-

yecci�on, un funtor de R�mod en la categor��a de haces sobre CL que asigna a
cada R{m�odulo a izquierdaM el haz (M; [� = �]), y a cada R{homomor�smo

f : M �! N el mor�smo que tiene como representante al premor�smo de

haces f : (M; [� = �]) �! (N; [� = �]).

Si en el ejemplo anterior consideramos L = fRg, entonces se tiene un funtor

de R �mod en la categor��a de haces sobre el casi{cuantal R � �ltopp que

a cada R{m�odulo a izquierda M le asigna el R � �ltopp{haz (M; [� = �]) y a

cada homomor�smo de R{m�odulos f : M �! N el mor�smo de haces que

tiene como representante al premor�smo

[fm = n] = [n = fm] = LAnnlR(f(m)�n) :

De forma similar se puede de�nir un funtor de R �mod en la categor��a de

haces sobre el casi{cuantal de los �ltros uniformes sim�etricos:
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(5.2.12) Ejemplo. Sea R un anillo noetheriano a izquierda y L un �ltro de

Gabriel sim�etrico en R. Para cada homomor�smo de R{m�odulos a izquierda

f :M �! N , las aplicaciones dadas por

[fm = n](2) = [n = fm](2) = L � LAnnlR(f(m)�n)� � L

de�nen un premor�smo de C(2)
L
{haces f : (M; [� = �](2)) �! (N; [� = �](2)).

En efecto, puesto que R es noetheriano a izquierda, la composici�on de �ltros

uniformes sim�etricos es un �ltro uniforme sim�etrico, y dado que L es un �ltro

de Gabriel, [fm = n](2) = [n = fm](2) es un �ltro L{Gabriel sim�etrico para

todo m 2M y todo n 2 N .

Si m 2M y n 2 N , entonces la intersecci�on\
n02N

[n = n0](2) � [n0 = fm](2)

est�a contenida en [n = fm](2). Por otro lado, para cada n0 2 N , el anulador

Annl
R
(f(m)� n) contiene a la intersecci�on

Annl
R
(f(m)� n0)� \ Annl

R
(n0 � n)� ;

y por lo tanto pertenece al �ltro uniforme sim�etrico

LAnnlR(f(m)�n0)� � L � L � LAnnlR(n
0
�n)� :

Luego el ideal bil�atero Annl
R
(f(m) � n0)� tambi�en pertenece a dicho �ltro,

de donde se tiene que

LAnnlR(f(m)�n0)� � LAnnlR(f(m)�n0)� � L � L � LAnnlR(n
0
�n)�

Esto implica que [fm = n](2) � [fm = n0](2) � [n0 = n](2), de donde se

concluye, por la arbitrariedad con la que se ha tomado n0, que

[fm = n](2) �
\
n02N

[fm = n0](2) � [n0 = n](2) :

De la misma manera se prueba la igualdad en (5.2.4.1), (5.2.4.2) y (5.2.4.4).

Por la forma en que se ha de�nido [f � = �](2) = [� = f �](2), y puesto que

(N; [� = �](2)) es un haz, para todo par de elementos m y m0 de M , se tiene

que \
n2N

[fm = n](2) � [n = fm0](2) = [f(m) = f(m0)](2) :
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Como el anulador Annl
R
(m � m0) est�a contenido en Annl

R
(f(m) � f(m0)),

tambi�en se tiene la inclusi�on Annl
R
(m�m0)� � Annl

R
(f(m)�f(m0))�, y esto

implica que \
n2N

[fm = n](2) � [n = fm0](2) � [m = m0](2) ;

esto es, que las aplicaciones [f � = �](2) y [� = f �](2) de�nen un premor�smo

f : (M; [� = �](2)) �! (N; [� = �](2)) de haces sobre el casi{cuantal C(2)
L
.

Adem�as, dado m 2 M , siempre existe un elemento n = f(m) 2 N tal que

Annl
R
(f(m)� n) = R, y de ah��,

[fm = n](2) = [n = fm](2) = L :

En particular, si I es un ideal bil�atero idempotente y L es el �ltro de Gabriel

jansiano LI, entonces

[fm = n] = [n = fm] = LI � LAnnlR(f(m)�n)� � LI

es un �ltro LI{Gabriel jansiano para cada m 2M y cada n 2 N , y

f : (M; [� = �](2)) �! (N; [� = �](2))

se puede considerar como un premor�smo de haces sobre Cjan
I

.

De la misma manera que en el ejemplo (5.2.11), el homomor�smo identidad

de un R{m�odulo a izquierda M induce la echa distinguida del C(2)
L
{haz

(M; [� = �](2)).
Si f : M �! N y g : N �! P son homomor�smos de R{m�odulos, entonces

para cada m 2M y cada p 2 P ,

[gfm = p](2) =
\
n2N

[fm = n](2) � [gn = p](2)

est�a contenido en [g(f(m)) = p](2), por la forma en que han sido de�nidas

[f � = �](2) y [g� = �](2). Por otra parte, el anulador Annl
R
(g(f(m)) � p)

contiene a

Annl
R
(g(f(m))�g(n))\Annl

R
(g(n)�p) � Annl

R
(f(m)�n)�\Annl

R
(g(n)�p)�

para cada n 2 N , luego Annl
R
(g(f(m)) � p) pertenece al �ltro uniforme

sim�etrico

LAnnlR(f(m)�n)� � L � L � LAnnlR(g(n)�p)
� :
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Por lo tanto, Annl
R
(g(f(m))� p)� tambi�en pertenece a

LAnnlR(f(m)�n)� � L � L � LAnnlR(g(n)�p)
� ;

y de ah�� que

[g(f(m)) = p](2) �
\
n2N

[fm = n](2) � [gn = p](2) = [gfm = p](2)

dado que [g(f(m)) = p](2) � [fm = n](2) � [gn = p](2) para n escogido

arbitrariamente.

De forma parecida [p = gfm](2) = [p = (g � f)m](2) para cada m 2M y cada

p 2 P , y se concluye entonces que el mor�smo de C(2)
L
{haces gf es el que

induce la composici�on de homomor�smos g � f :M �! P .

(5.2.13) El ejemplo anterior prueba que si L es un �ltro de Gabriel si-

m�etrico en el anillo noetheriano a izquierda R, entonces asignando a cada

R{m�odulo a izquierda M el C(2)
L
{haz (M; [� = �])(2) y a cada homomor�smo

f : M �! N el premor�smo f : (M; [� = �](2)) �! (N; [� = �](2)), se de�ne

un funtor de la categor��a R � mod en la precategor��a de C(2)
L
{haces, y la

composici�on de �este con el funtor proyecci�on es un funtor de R�mod en la

categor��a de C(2)
L
{haces que hemos denotado S

C
(2)

L

.

En el caso particular en que L es el �ltro de Gabriel sim�etrico fRg, se obtiene
un funtor de R�mod en la categor��a de haces sobre (R� �lt(2))opp.

Si I es un ideal bil�atero idempotente de R y L es el �ltro de Gabriel LI,
entonces para cada homomor�smo f :M �! N , el premor�smo de haces

f : (M; [� = �](2)) �! (N; [� = �](2))

puede ser considerado como un premor�smo de Cjan
I

{haces. Dado que el

supremo de una familia en Cjan
I

coincide con el supremo tomado en C(2)
LI
, los

c�alculos del ejemplo anterior sirven para probar que el funtor de R �mod

en S
C
(2)

LI

puede ser considerado como un funtor de R �mod en la categor��a

de haces sobre el cuantal Cjan
I

.

5.3. El teorema de representaci�on

Sea C un casi{cuantal y consideremos el C{haz, que denotaremos por #, y

que tiene por conjunto de generadores a f�g de manera que [� = �] = 1.
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(5.3.1) Proposici�on. ([6]) Para todo C{haz (d�ebil) (A; [� = �]) existe un

�unico premor�smo de haces (A; [� = �]) �! #. Por lo tanto el haz # es un

objeto terminal en la categor��a de haces sobre el casi{cuantal C.

Demostraci�on. Sea (A; [� = �]) un C{haz. Las aplicaciones

[f � = �] : A� f�g �! C ; [fa = �] =
_
a02A

[a = a0] ;

[� = f �] : f�g � A �! C ; [� = fa] =
_
a02A

[a0 = a]

de�nen un premor�smo de haces f : (A; [� = �]) �! #, pues, en efecto,

(5.2.4.1) para cada a 2 A,_
a02A

[a = a0] & [fa0 = �] =
_
a02A

[a = a0] &
_
a002A

[a0 = a00]

=
_
a02A

_
a002A

[a = a0] & [a0 = a00]

=
_
a002A

[a = a00] = [fa = �] ;

(5.2.4.2) para cada a 2 A,_
a02A

[� = fa0] & [a0 = a] =
_
a02A

(
_
a002A

[a00 = a0]) & [a0 = a]

�
_
a02A

_
a002A

([a00 = a0] & [a0 = a])

=
_
a002A

[a00 = a] = [� = fa] ;

(5.2.4.3) y (5.2.4.4) se siguen de que [� = �] = 1, ya que, por lo tanto

[� = �] & [� = fa] = [� = fa] ; [fa = �] & [� = �] = [fa = �] ;

(5.2.4.5) para cada a y a0 pertenecientes a A,

[fa = �] & [� = fa0] = (
_
a002A

[a = a00]) & (
_
a0002A

[a000 = a0])

�
_
a002A

_
a0002A

([a = a00] & [a000 = a0])

�
_
a002A

[a = a00] & [a00 = a0] = [a = a0] :
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Adem�as f es �unico, pues si h : (A; [� = �]) �! # es el premor�smo dado por

las aplicaciones [h� = �] y [� = h�], entonces, dado que h veri�ca (5.2.4.1),

[ha = �] =
_
a02A

[a = a0] & [ha0 = �] �
_
a02A

[a = a0] = [fa = �] ;

y por (5.2.4.5),

[fa = �] =
_
a02A

[a = a0] �
_
a02A

[ha = �] & [� = ha0] � [ha = �] ;

luego [fa = �] = [ha = �] para cada a 2 A. De manera similar se prueba

que [� = fa] = [� = ha] para cada a 2 A, y por lo tanto h = f . �

(5.3.2) De�nici�on. Sea (A; [� = �]) un haz sobre el casi{cuantal C. Una

secci�on global de (A; [� = �]) es un premor�smo de C{haces

f : # �! (A; [� = �])

tal que

(5.3.2.1)
W
a002A

[f� = a00] & [a00 = a] = [f� = a];

(5.3.2.2) [a = f�] & [f� = a0] � [a = a0];

para todo a y a0 pertenecientes a A.

(5.3.3) Ejemplo. ([6, 17]) Si (A; [� = �]) es un haz sobre el casi{cuantal C
entonces todo elemento a de A de�ne una secci�on global fa dada por

[fa� = a0] = [a = a0] ; [a0 = fa�] = [a0 = a] ; 8a0 2 A :

En efecto, para cada a0 y a00 pertenecientes a A,

(5.2.4.1):

[� = �] & [fa� = a0] = [a = a0] = [fa� = a0] ;

(5.2.4.2):

[a0 = fa�] & [� = �] = [a0 = a] = [a0 = fa�] ;

(5.2.4.3):_
a002A

[a0 = a00] & [a00 = fa�] =
_
a002A

[a0 = a00] & [a00 = a] = [a0 = a] ;

(5.2.4.5):_
a02A

[fa� = a0] & [a0 = fa�] =
_
a02A

[a = a0] & [a0 = a] = [a = a] = 1 = [� = �] ;
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(5.3.2.1):_
a002A

[fa� = a00] & [a00 = a0] =
_
a002A

[a = a00] & [a00 = a0] = [a = a0] ;

(5.3.2.2):

[a0 = fa�] & [fa� = a00] = [a0 = a] & [a = a00]

�
_
a0002A

[a0 = a000] & [a000 = a00] = [a0 = a00] :

(5.3.4) Proposici�on. Sea M un R{m�odulo a izquierda y L un �ltro de

Gabriel (resp. L un �ltro de Gabriel sim�etrico en el anillo noetheriano a

izquierda R, resp. L = LI un �ltro de Gabriel jansiano). Entonces para cada

m 2M , las aplicaciones dadas por

[fm� = m0] = [m0 = fm�] = [m = m0] ;

(resp.

[fm� = m0](2) = [m0 = fm�](2) = [m = m0](2) ) ;

de�nen una secci�on global fm del haz (M; [� = �]) sobre CL (resp. del haz

(M; [� = �](2)) sobre C(2)
L

, resp. del Cjan
I

{haz (M; [� = �](2))). Adem�as, dos

secciones globales fm y fm0 son iguales si, y s�olo si, m = m0 en M=�LM .

Demostraci�on. Como se ha probado en (5.3.3), dado que (M; [� = �])
(resp. (M; [� = �](2)), resp. (M; [� = �](2))) es un CL{haz (resp. un C(2)

L
{haz,

resp. un Cjan
I

{haz), fm es una secci�on global.

Si L es un �ltro de Gabriel y las secciones globales fm y fm0 coinciden,

entonces

LAnnlR(m�m
0) � L � LAnnlR(m�m

0) � L = [fm� = m0] = [fm0� = m0] = L ;

luego Annl
R
(m�m0) 2 L, o equivalentemente, m = m0 en M=�LM .

Rec��procamente, si m = m0, entonces para todo m00 2M se tiene que

Annl
R
(m�m00) � Annl

R
(m�m0) \ Annl

R
(m0 �m00) 2 L � LAnnlR(m

0
�m00) ;

y por lo tanto LAnnlR(m�m
00) � L � LAnnlR(m

0
�m00). Esto implica que

[fm� = m00] = L � LAnnlR(m�m
00) � L � L � LAnnlR(m

0
�m00) � L = [fm0� = m00] ;

e intercambiando los papeles de m y m0, que [fm0� = m00] � [fm� = m00]. De

la manera en que han sido de�nidas, se tiene que fm = fm0 , pues es claro que

[fm� = m00] = [m00 = fm�] y [fm0� = m00] = [m00 = fm0�].
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Sea ahora R noetheriano a izquierda y L un �ltro de Gabriel sim�etrico. Si

fm = fm0 , de manera similar al caso anterior,

LAnnlR(m�m
0)� � [fm� = m0](2) = [fm0� = m0](2) = L ;

luego Annl
R
(m�m0)� � Annl

R
(m�m0) 2 L y m = m0 en M=�LM .

Por otra parte, si Annl
R
(m�m0) 2 L, entonces para todo m00 2M ,

Annl
R
(m�m00) � Annl

R
(m�m0)� \ Annl

R
(m0 �m00)� 2 L � LAnnlR(m

0
�m00)� ;

y dado que L �LAnnlR(m
0
�m00)� es sim�etrico bajo la hip�otesis de que R es noe-

theriano a izquierda (ver (3.1.30)), el ideal bil�atero Annl
R
(m�m00)� tambi�en

pertenece a L � LAnnlR(m
0
�m00)� . Luego

LAnnlR(m�m
00)� � L � LAnnlR(m

0
�m00)� ;

y esto implica que [fm� = m00] � [fm0� = m00]. De la misma manera, se

deduce que [fm0� = m00] � [fm� = m00] y por lo tanto fm = fm0 .

Finalmente, sea I un ideal bil�atero idempotente. Dado que todo �ltro uni-

forme jansiano es en particular sim�etrico, los c�alculos para el caso sim�etrico

prueban que si m y m0 son elementos de M , entonces las secciones globales

fm y fm0 del C
jan

I
{haz (M; [� = �](2)) son iguales si, y s�olo si, m y m0 son el

mismo elemento en M=�LIM . �

(5.3.5) Lema. Sea R un anillo noetheriano a izquierda y L un �ltro de

Gabriel (resp. un �ltro de Gabriel sim�etrico, resp. el �ltro de Gabriel jansiano

generado por el ideal bil�atero I). Si H es un elemento de CL (resp. de C(2)
L

,

resp. de Cjan
I

) tal que
p
H = L, entonces H = L.

Demostraci�on. Consideremos en primer lugar el caso no sim�etrico. Si

suponemos que L est�a contenido estrictamente en H, entonces existe un

elemento L 2 H que no pertenece a L. Consideremos el conjunto (no vac��o)

de ideales a izquierda de R que contienen a L y no pertenecen a L. Dado

que R es noetheriano a izquierda, este conjunto es inductivo, y por el axioma

de Zorn, tiene un elemento maximal K. Puesto que K no pertenece a L, el
�ltro L{Gabriel L �LK � L contiene estrictamente a L. Adem�as, L � LK � L
es un elemento primo de CL, pues si H0 y H00 son dos �ltros L{Gabriel tales
que

L � LK � L � H0 � H00 ;

entonces, en particular, K pertenece a H0 �H00, y por lo tanto existe un ideal

a izquierda H 2 H00 conteniendo a K tal que (K : r) 2 H0 para cada r 2 H.

Si H pertenece a L, entonces K 2 H0 � L, y por lo tanto

L � LK � L � L �H0 � L = H0 :
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Si por el contrario H no pertenece a L, entonces por la maximalidad de K,

se tiene que H = K, y por tanto K 2 H00, de donde se sigue que

L � LK � L � L � H00 � L = H00 :

Dado que L � K 2 H, el radical de H contiene a L � LK � L, pero esto

est�a en contradicci�on con el hecho de que
p
H = L pues L �LK � L contiene

estrictamente a L. Luego L = H.

Sea ahora L un �ltro de Gabriel sim�etrico (resp. el �ltro de Gabriel jansiano

generado por el ideal bil�atero I). De la misma manera que en el caso anterior,

si L est�a contenido estrictamente en H, entonces existe un ideal bil�atero L

que pertenece a H y no pertenece a L. Como R es noetheriano a izquierda,

el conjunto de ideales bil�ateros de R que contienen a L y no pertenecen a

L es inductivo y no vac��o, y por lo tanto tiene un elemento maximal P . El

ideal bil�atero P es primo, pues si J y J 0 son ideales bil�ateros de tal manera

que JJ 0 � P , entonces (J +L)(J 0 +L) � P . Si J + L y J 0 +L pertenecen a

L, entonces
P � (J + L)(J 0 + L) 2 L � L = L ;

que est�a en contradicci�on con que P no pertenezca a L. Luego o bien J + L

no pertenece a L, o bien J 0 + L no pertenece a L, y por la maximalidad de

P , o bien J � J + L � P , o bien J 0 � J 0 + L � P .

Por lo tanto, el �ltro uniforme jansiano LP es un elemento primo del casi{

cuantal (R� �lt(2))opp (resp. de Id(R)� �ltopp) (ver (5.1.15)), y si H0 y H00

son elementos de C(2)
L

(resp. de Cjan
I

) tales que el �ltro L{Gabriel sim�etrico
L �LP �L (resp. el �ltro L{Gabriel jansiano LI �LP � LI) est�a contenido en
H0 � H00, entonces LP tambi�en lo est�a, y por lo tanto o bien

L � LP � L � L � H0 � L = H0 ;

o bien

L � LP � L � L � H00 � L = H00 ;

luego L � LP � L es un elemento primo de C(2)
L

(resp. de Cjan
I

). Puesto que

P 2 H no pertenece a L, se tiene entonces que L est�a contenido estrictamente

en

L � LP � L �
p
H ;

lo que contradice la hip�otesis
p
H = L. �

(5.3.6) Lema. Sea C un casi{cuantal y f : (A; [� = �]) �! (B; [� = �]) un

premor�smo de C{haces. Entonces

(5.3.6.1)
p
[a = a0] =

p
[a0 = a];
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(5.3.6.2)
W
b2B

[fa = b] =
W
a002A

[a = a00] y
W
b2B

[b = fa] =
W
a002A

[a00 = a],

para cada a y a00 pertenecientes a A.

Demostraci�on. Dado que
p
� : C �!

p
C es un mor�smo de casi{

cuantales, p
[a = a0] =

s _
a002A

[a = a00] & [a00 = a0]

=
_
a002A

p
[a = a00] ^

p
[a00 = a0]

=

s _
a002A

[a00 = a0] & [a = a00] =
p
[a0 = a] :

Por otra parte, puesto que f satisface (5.2.4.1) y (5.2.4.5),_
b2B

[fa = b] =
_
b2B

_
a002A

[a = a00] & [fa00 = b]

=
_
a002A

[a = a00] &
_
b2B

[fa00 = b]

�
_
a002A

[a = a00]

�
_
a002A

_
b2B

[fa = b] & [b = fa00]

�
_
b2B

[fa = b] ;

y de manera sim�etrica,_
b2B

[b = fa]�
_
b2B

_
a002A

[b = fa00] & [a00 = a]

�
_
a002A

(
_
b2B

[b = fa00]) & [a00 = a]

�
_
a002A

[a00 = a]

�
_
a002A

_
b2B

[fa00 = b] & [b = fa]

�
_
b2B

[b = fa] ;

�
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(5.3.7) Lema. ([6, 17]) Sea C un casi{cuantal. Si f es una secci�on global

del C{haz (A; [� = �]), entonces:

(5.3.7.1)
p
[f� = a] ^

p
[f� = a0] �

p
[a = a0], y de manera sim�etrica,p

[a = f�] ^
p
[a0 = f�] �

p
[a = a0];

(5.3.7.2)
p
[f� = a] =

p
[a = f�],

para cada a y a0 pertenececientes a A.

Demostraci�on. En virtud del lema (5.3.6),
W
a002A

[a00 = f�] = [� = �] = 1,

y por tantop
[f� = a] ^

p
[f� = a0]

=
_
a002A

p
[a00 = f�] ^

p
[f� = a] ^

p
[a00 = f�] ^

p
[f� = a0]

=
_
a002A

p
[a00 = f�] & [f� = a] ^

p
[a00 = f�] & [f� = a0] :

Dado que f satisface (5.3.2.2), este supremo es menor o igual que_
a002A

p
[a00 = a] ^

p
[a00 = a0]

=

s _
a002A

[a = a00] & [a00 = a0] =
p
[a = a0] :

Sim�etricamente, por (5.3.2.2) y el lema (5.3.6),p
[a = f�] ^

p
[a0 = f�]

=
_
a002A

p
[a = f�] ^

p
[f� = a00] ^

p
[a0 = f�] ^

p
[f� = a00]

=
_
a002A

p
[a = f�] & [f� = a00] ^

p
[a0 = f�] & [f� = a00]

�
_
a002A

p
[a = a00] ^

p
[a0 = a00]

=

s _
a002A

[a = a00] & [a00 = a0] =
p
[a = a0] :

Finalmente, por (5.2.4.5) se tiene quep
[f� = a] =

p
[� = �] & [f� = a]
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�
s
(
_
a002A

[f� = a00] & [a00 = f�]) & [f� = a]

=
_
a002A

p
[f� = a00] ^

p
[f� = a] ^

p
[a00 = f�]

�
_
a002A

p
[a = a00] ^

p
[a00 = f�]

=
_
a002A

p
[a = a00] & [a00 = f�] =

p
[a = f�] ;

y sim�etricamente,
p
[a = f�] �

p
[f� = a], de donde se sigue la igualdad.

�

(5.3.8) Teorema. ([17]) Sea R un anillo noetheriano a izquierda y C el

casi{cuantal R��ltopp (resp. el casi{cuantal (R��lt(2))opp, resp. el cuantal

Id(R) � �ltopp). Si M es un R{m�odulo a izquierda, y el �ltro fRg es un

elemento compacto de C, entonces la aplicaci�on que asigna a cada elemento

m de M la secci�on global fm es una biyecci�on entre M y el conjunto de

secciones globales del C{haz de�nido por M .

Demostraci�on. Dado que la fRg{torsi�on de M es el subm�odulo nulo, la

inyectividad es consecuencia de la proposici�on (5.3.4).

Sea f una secci�on global del haz asociado aM . Dado que f veri�ca (5.2.4.5),

se tiene que \
m2M

[f� = m] & [m = f�] = [� = �] = fRg ;

y por ser fRg un elemento compacto de C, existen m1; : : : ; mn 2M tales que

n\
i=1

[f� = mi] & [mi = f�] = fRg :

Por (5.3.2.2), para cada par de ��ndices distintos i y j,

Annl
R
(mi �mj) 2 [mi = mj] � [mi = f�] � [f� = mj]

� [mi = f�] � [f� = mj] � [mj = f�] ;

y de ah�� que existe un elemento Lij de [f� = mj] � [mj = f�] tal que

(Annl
R
(mi �mj) : r) = Annl

R
(r(mi �mj)) 2 [mi = f�]
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para todo r 2 Lij. Luego

Lj =

n\
i=1

Lij 2 [f� = mj] � [mj = f�]

para cada j. Dado que

nX
j=1

Lj 2
n\
j=1

[f� = mj] � [mj = f�] = fRg ;

existe un elemento rj 2 Lj para cada j, de manera que r1+ � � �+ rn = 1. Sea

m = r1m1 + � � �+ rnmn 2M . Entonces

mi �m = (r1 + � � �+ rn)mi � (r1m1 + � � �+ rnmn)

= r1(mi �m1) + � � �+ rn(mi �mn) ;

lo que implica que

Annl
R
(mi �m) �

n\
j=1

Annl
R
(rj(mi �mj)) 2 [mi = f�] :

Luego [mi = m] � [mi = f�], de donde se concluye que

[f� = m] =
\

m02M

[f� = m0] � [m0 = m] �
n\
i=1

[f� = mi] � [mi = m]

�
m\
i=1

[f� = mi] � [mi = f�] = fRg ;

esto es, [f� = m] = fRg.
Por el lema (5.3.7), y dado que

p
[f� = m] � [f� = m],p

[f� = m] =
p
[m = f�] = fRg :

Luego [m = f�] = fRg por el lema (5.3.5), y puesto que f veri�ca (5.2.4.3),

(5.3.2.1) y (5.3.2.2), de ah�� se concluye que

[fm = m0] = [m = m0] � [m = f�] � [f� = m0] = [f� = m0] ;

[f� = m0] � [f� = m] � [m = m0] = [m = m0] = [fm� = m0] ;

y tambi�en que

[m0 = fm] = [m0 = m] � [m0 = f�] � [f� = m] = [m0 = f�] ;
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[m0 = f�] � [m0 = m] � [m = f�] = [m0 = m] = [m0 = fm�] ;

para cada m0 2M , luego f = fm.

La demostraci�on para los casos sim�etrico y jansiano sigue exactamente estas

mismas l��neas. �

(5.3.9) Nota. El �ltro uniforme jansiano fRg es siempre un elemento com-

pacto del cuantal Id(R)��ltopp ([6]), pues en efecto, si fIaga2A es una familia

de ideales bil�ateros de R y

LR = fRg =
\
a2A

LIa = LP
a2A Ia

;

entonces existen ciertos ��ndices a1; : : : ; an 2 A tales que la unidad del anillo

pertenece a la suma
P

n

i=1 Iai , y por lo tanto
P

n

i=1 Iai = R. Luego

fRg = LPn
i=1 Iai

=

n\
i=1

LIai :

Por otra parte, fRg es un elemento compacto de (R��lt(2))opp si, y s�olo si, R
tiene un n�umero �nito de ideales bil�ateros maximales pues si fM1; : : : ;Mng
es el conjunto de ideales bil�ateros maximales de R y fLaga2A es una fami-

lia de �ltros uniformes sim�etricos cuya intersecci�on es fRg, entonces, dado
que Mi 62

T
a2A

La, existe ai 2 A tal que Mi 62 Lai para cada i 2 f1; : : : ; ng.
Luego ning�un ideal a izquierda L distinto de R puede pertenecer al �ltro uni-

forme sim�etrico
T
n

i=1 Lai, pues en ese caso L� 6= R pertenecer��a a
T
n

i=1 Lai,
y existir��a un ideal bil�atero maximal de R conteniendo a L� que por tan-

to tambi�en pertenecer��a a
T
n

i=1 Lai, lo que contradice que Mi 62 Lai para
1 � i � n. Rec��procamente, si fRg es un elemento compacto de (R��lt(2))opp

yMax(2)R es el conjunto de ideales bil�ateros maximales de R, entonces cada

M 2 Max(2)R es un ideal primo. Consideremos para cada M el �ltro uni-

forme sim�etrico LRnM (ver (3.1.32)). Si L es un ideal distinto de R, entonces

existe un ideal bil�atero maximal M tal que L� � M , y por lo tanto L no

puede pertenecer a LRnM y mucho menos a la intersecci�on
T
M2Max

(2)
R
LRnM .

Luego \
M2Max

(2)
R

LRnM = fRg ;

y por ser fRg compacto, existe una familia �nita fM1; : : : ;Mng de ideales

bil�ateros maximales tal que
T
n

i=1 LRnMi
= fRg. Estos son todos los elementos

de Max(2)R, ya que si M es un ideal bil�atero maximal, entonces M no

pertenece a
T
n

i=1 LRnMi
, y esto quiere decir que existe un ��ndice i tal que
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M 62 LRnMi
, o equivalentemente, M � Mi. Por la maximalidad de M , se

tiene que M =Mi.

De manera similar, si R tiene solamente un n�umero �nito de ideales maxima-

les fM1; : : : ;Mng, entonces el �ltro uniforme fRg es un elemento compacto

de R � �ltopp, pues si fLaga2A es una familia de �ltros uniformes cuya in-

tersecci�on es fRg, entonces para cada 1 � i � n existe un ��ndice ai 2 A tal

que Mi 62 Lai . Si L es un ideal a izquierda distinto de R, entonces L est�a

contenido en Mi para alg�un i, y por lo tanto L no pertenece a Lai y tampoco

a la intersecci�on
T
n

i=1 Lai. Luego
T
n

i=1 Lai = fRg.

5.4. Funtorialidad

Como se ver�a en esta secci�on, la construcci�on de haces sobre el casi{cuantal

de los �ltros uniformes tiene un buen comportamiento funtorial. Dado un

homomor�smo (de cierto tipo) de anillos ' : R �! S, es posible construir un

mor�smo entre los casi{cuantales de �ltros uniformes (resp. sim�etricos, jan-

sianos) en R y en S, de la misma manera que un homomor�smo entre anillos

conmutativos de�ne una aplicaci�on continua entre los respectivos espectros

de ideales primos.

Por otra parte, como
p
� es un mor�smo de casi{cuantales, es posible re-

presentar cierta clase anillos por medio de haces sobre el local de los �ltros

uniformes (resp. sim�etricos, jansianos) radicales

(5.4.1) Proposici�on. ([6, 17]) Sean C y C 0 casi{cuantales. Si q : C �! C 0 es
un mor�smo de casi{cuantales, entonces q induce por composici�on un funtor

de la categor��a de haces sobre C en la categor��a de haces sobre C 0.

Demostraci�on. Construyamos en primer lugar un funtor entre las preca-

tegor��as de haces y premor�smos sobre cada uno de los casi{cuantales. Sea

(A; [� = �]) un C{haz y consideremos la composici�on de aplicaciones

q � [� = �] : A� A �! C 0

que denotaremos por q[� = �]. Como consecuencia de que (A; [� = �]) satisface
los axiomas de C{haz y de que q conserva la multiplicaci�on, el supremo de

cualquier familia de elementos de C y el elemento superior, se tiene que

(A; q[� = �]) es un C 0{haz.
Si f : (A; [� = �]) �! (B; [� = �]) es un premor�smo de haces sobre C,
entonces, dado que q conserva el producto y el supremo de cualquier familia

de elementos de C, el par de aplicaciones

q � [f � = �] : A� B �! C 0 ; q � [� = f �] : B � A �! C 0
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de�ne un premor�smo de C 0{haces que denotaremos por qf . Adem�as, si f es

una echa en la precategor��a de C{haces, o sea, si para cada a 2 A existen ba
y b0

a
pertenecientes a B tales que [fa = ba] = [b0

a
= fa] = 1, entonces, dado

que q conserva el elemento superior, el mor�smo qf es tambi�en una echa en

la precategor��a de haces sobre C 0.
Por otro lado, si f : (A; [� = �]) �! (B; [� = �]) y g : (B; [� = �]) �! (C; [� = �])
son premor�smos de C{haces, entonces q(gf) viene dado por las aplicaciones

[q(gf)a = c] = q(
_
b2B

[fa = b] & [gb = c]) =
_
b2B

q[fa = b] & q[gb = c] ;

[c = q(gf)a] = q(
_
b2B

[c = gb] & [b = fa]) =
_
b2B

q[c = gb] & q[b = fa] ;

esto es, q(gf) es la composici�on de los premor�smos qf y qg. Como adem�as

q idA es la echa distinguida del C 0{haz (A; q[� = �]), en efecto q de�ne un

funtor de la precategor��a de C{haces en la precategor��a de C 0{haces.
Tal como observamos ya en (5.2.9), aplicando la propiedad universal de la

categor��a envolvente de una precategor��a obtenemos un funtor de la categor��a

de C{haces en la categor��a de C 0{haces que asigna a cada C{haz (A; [� = �]) el
C 0{haz (A; q[� = �]), y al mor�smo representado por el premor�smo de haces

f , el mor�smo representado por qf . �

(5.4.2) Ejemplo. Sea ' : R �! S un homomor�smo de anillos y L un

�ltro de Gabriel en R. Por (3.2.3), el �ltro L es un �ltro de Gabriel en S. Si

H es un �ltro L{Gabriel en R, entonces, en virtud del lema (3.2.2),

H � L � H � L � H = H ;

y de la misma manera H � L = H.

Si todos los �ltros uniformes en R son compatibles con ' (por ejemplo, ' es

una extensi�on centralizante), entonces la aplicaci�on que asigna a cada �ltro

L{Gabriel H en R el �ltro inducido H en S es un mor�smo entre el casi{

cuantal de �ltros L{Gabriel en R y el de �ltros L{Gabriel en S. En efecto, si

H y H0 son dos �ltros L{Gabriel en R, entonces el ��n�moH^H0 en S��ltopp

es el conjunto de ideales a izquierda

fL �l S ; 9H 2 H; H 0 2 H0 ; H \H 0 � Lg

= fL �l S ; 9H 2 H; H 0 2 H0 ; H \H 0 � '�1(L)g ;

o sea, coincide con el �ltro inducido del ��n�mo H^H0 en R� �ltopp. Luego

el ��n�mo de H y H0 en C
L
es (ver (5.1.12))

L � (H ^H0) � L = L � (H ^H0) � L = L � (H ^H0) � L ;
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esto es, es el inducido del ��n�mo de H y H0 en CL.
Por otra parte, si fLaga2A es una familia de �ltros L-Gabriel en R, entonces
el inducido por la intersecci�on es\

a2A

La = fL �l S ; '�1(L) 2
\
a2A

Lag

=
\
a2A

fL �l S ; '�1(L) 2 Lag =
\
a2A

La :

Adem�as, en virtud de la proposici�on (3.2.9), el inducido de la composici�on

es la composici�on de los inducidos, y esto prueba que

CL �! C
L
; H 7�! H

es un mor�smo de casi{cuantales, pues el inducido del supremo CL es el

supremo de C
L
.

Tal y como se ha comprobado en la demostraci�on de (3.2.7), en el caso

particular de ser L el �ltro de Gabriel fRg, entonces L = fSg, y la inducci�on
de �ltros uniformes es un mor�smo de casi{cuantales entre R � �ltopp y

S � �ltopp.

(5.4.3) Ejemplo. De la misma manera, si H es un �ltro uniforme sim�etrico

en R y ' : R �! S es una extensi�on fuertemente normalizante, entonces

H es un �ltro uniforme sim�etrico en S. En efecto, como H es compati-

ble con ' (ver (3.2.8)), si L es un elemento de H, entonces existe un ideal

bil�atero H perteneciente a H tal que H � '�1(L). Por ser ' fuertemente

normalizante, S'(H) es un ideal bil�atero de S, que pertenece a H dado que

H � '�1(S'(H)), y tal que

S'(H) � S'('�1(L)) � L :

Por lo tanto, si L es un �ltro de Gabriel sim�etrico en R, entonces L es un �ltro

de Gabriel sim�etrico en S. Si R y S son noetherianos a izquierda entonces, de

la misma manera que en el ejemplo anterior, la inducci�on de �ltros uniformes

es un mor�smo de casi{cuantales entre C(2)
L

y C(2)
L
.

Adem�as, si J es un ideal bil�atero de R, entonces el ideal bil�atero S'(J)

de S pertenece al inducido del �ltro uniforme jansiano LJ , puesto que J

est�a contenido en '�1(S'(J)), y por otra parte, si L es un elemento de LJ ,
entonces J � '�1(L), de donde se concluye que L 2 LS'(J), pues

S'(J) � S'('�1(L)) � L :
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Luego LJ = LS'(J).
Si L es el �ltro uniforme jansiano LI , entonces la inducci�on de �ltros uni-

formes es un mor�smo de casi{cuantales entre los cuantales Cjan
I

y Cjan
S'(I)

,

pues en efecto el inducido de un �ltro (LI{Gabriel) jansiano en R es un �ltro

(LS'(I){Gabriel) jansiano en S, y la inducci�on conserva la composici�on, el

elemento superior y el supremo (esto es, la intersecci�on) de cualquier familia

de �ltros jansianos LI{Gabriel.
En particular, si L es el �ltro uniforme sim�etrico (resp. jansiano) fRg, enton-
ces el inducido de L es fSg, y por lo tanto la inducci�on de �ltros uniformes

es un mor�smo entre los casi{cuantales (R��lt(2))opp y (S��lt(2))opp (resp.
entre los cuantales Id(R)� �ltopp e Id(S)� �ltopp).

El siguiente resultado es consecuencia de (5.4.1):

(5.4.4) Corolario. Sea L un �ltro de Gabriel en R (resp. un �ltro de Ga-

briel sim�etrico en el anillo noetheriano a izquierda R) y ' : R �! S un

homomor�smo de anillos tal que todo �ltro uniforme en R es compatible

con ' (resp. ' : R �! S una extensi�on fuertemente normalizante). En-

tonces la inducci�on de �ltros uniformes de�ne por composici�on un funtor de

la categor��a de haces sobre CL en la categor��a de haces sobre C
L
(resp. de

la categor��a de haces sobre C(2)
L

en la de haces sobre C(2)
L

, y si L es el �ltro

uniforme jansiano generado por el ideal bil�atero I, de la categor��a de haces

sobre el cuantal Cjan
I

en la categor��a de haces sobre el cuantal Cjan
S'(I)

).

(5.4.5) Ejemplo. Sea C un casi{cuantal. Como se ha probado en (5.1.17),

la aplicaci�on p
� : C �!

p
C

que a cada elemento de C le asigna su radical es un mor�smo de casi{cuantales

de C en el local
p
C. Por la proposici�on (5.4.1),

p
� de�ne por composici�on

un funtor de la categor��a de haces sobre C en la categor��a de haces sobre
p
C,

que a cada haz (A; [� = �]) le asigna el haz (A;
p
[� = �]), y al mor�smo en la

categor��a de C{haces representado por el premor�smo

f : (A; [� = �]) �! (B; [� = �]) ;

el mor�smo representado por
p
f , donde

p
f est�a dado por las aplicaciones

(a; b) 7�! [
p
fa = b] =

p
[fa = b] ; (b; a) 7�! [b =

p
fa] =

p
[b = fa] :

Por otra parte, si f es una secci�on global de (A; [� = �]), entonces el mor�smop
f dado por [

p
f� = a] =

p
[f� = a] y [a =

p
f�] =

p
[a = f�] para cada a

perteneciente a A, es una secci�on global de (A;
p
[� = �]).
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(5.4.6) Sea R un anillo noetheriano a izquierda. En particular, si L es un

�ltro de Gabriel en R, entonces

p
� : CL �!

p
CL

de�ne un funtor de la categor��a de CL{haces en la categor��a de
p
CL{haces,

y al componer con el funtor que se ha construido en (5.2.11), se obtiene un

funtor de R�mod en la categor��a de haces sobre el local
p
CL.

Adem�as, si M es un R{m�odulo a izquierda, entonces cada elemento m de M

de�ne una secci�on global
p
fm del

p
CL{haz (M;

p
[� = �]). Si las secciones

globales
p
fm y

p
fm0 son iguales, entoncesp

[m = m0] = [
p
fm� = m0] = [

p
fm0� = m0] =

p
[m0 = m0] =

p
L = L :

Luego, por el lema (5.3.5), [m = m0] = L, y por lo tanto Annl
R
(m�m0) 2 L,

esto es, m = m0 en M=�LM .

Rec��procamente, si m = m0, entonces
p
fm =

p
fm0 , pues las secciones fm y

fm0 del CL{haz (M; [� = �]) tambi�en coinciden (ver (5.3.4)).

De forma similar, si L es un �ltro de Gabriel sim�etrico (resp. es el �ltro

uniforme jansiano generado por el ideal bil�atero idempotente I), el mor�smo

de casi{cuantales
p
� de�ne un funtor de la categor��a de C(2)

L
{haces en la

categor��a de
p
C
(2)

L
{haces (resp. de la categor��a de Cjan

I
{haces en la categor��a

de
p
C
jan

I
{haces), y por tanto, componiendo con el funtor que se ha descrito

en (5.2.12), se obtiene un funtor de la categor��a de R{m�odulos a izquierda

en la categor��a de haces sobre el local
p
C
(2)

L
(resp. sobre el local

p
C
jan

I
).

Al igual que en el caso no sim�etrico, si M es un R{m�odulo a izquierda,

entonces todo elemento m de M de�ne una secci�on global
p
fm del

p
C
(2)

L
{

haz (resp. del
p
C
jan

I
{haz) (M; [� = �](2)). Si las secciones globales

p
fm yp

fm0 son iguales, entoncesq
[m = m0](2) = [

p
fm� = m0](2) = [

p
fm0� = m0](2) =

q
[m0 = m0](2) = L ;

y por el lema (5.3.5), [m = m0](2) = L. Luego

Annl
R
(m�m0)� � Annl

R
(m�m0) 2 L ;

o lo que es lo mismo, m y m0 coinciden en M=�LM . Rec��procamente, si

m = m0, entonces fm = fm0 y por lo tanto
p
fm =

p
fm0 .

(5.4.7) En particular si L = fRg, entonces la aplicaci�on que a cada elemen-

to r de R le asigna la secci�on global
p
fr del haz de�nido porM sobre el local

p
R� �ltopp (resp.

q
(R� �lt(2))opp, resp.

p
Id(R)� �ltopp) es inyectiva.
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Es interesante conocer en qu�e condiciones se puede asegurar que esta aplica-

ci�on es una biyecci�on, pues entonces se obtendr��a de nuevo el anillo R como

el conjunto de secciones globales del haz asociado a R sobre un local.

(5.4.8) Lema. Sea C el casi{cuantal R��ltopp, (resp. (R��lt(2))opp, resp.

Id(R) � �ltopp). Las aplicaciones i :
p
C �! C y

p
� : C �!

p
C tienen las

siguientes propiedades:

(5.4.8.1) la composici�on
p
��i es la aplicaci�on identidad en

p
C, e i(

p
L) � L

para todo L 2 C;

(5.4.8.2) dado que conservan el orden de los elementos, i y
p
� pueden

ser considerados funtores entre las categor��as (pre)orden y, como tales, i es

adjunto a derecha de
p
�, esto es, L �

p
H si, y s�olo si, i(L) � H para todo

L 2 C y todo H 2
p
C;

(5.4.8.3) el funtor i conserva el elemento superior fRg y
p
� lo reeja, esto

es, si
p
L = fRg, entonces L = fRg;

(5.4.8.4) i(H) � i(H0) � i(H ^H0) para todo H y H0 pertenecientes a
p
C;

(5.4.8.5) H ^H0 =
p
i(H) � i(H0) para todo H y H0 pertenecientes a

p
C;

(5.4.8.6) i(
p
L) � i(

p
L0) � i(

p
L � L0) para todo par de elementos L y L0

pertenecientes a C;
(5.4.8.7) para toda familia fHaga2A de elementos de

p
C,_

a2A

Ha =

s\
a2A

i(Ha) :

Demostraci�on. Dado que el radical de un elemento L de C es el ��n�mo

de todos los elementos primos de C que lo superan, en particular, el radical

de L supera a L, de donde se sigue (1).
Si L yH son elementos de C y

p
C resp. y L � i(H), entonces

p
L �

p
i(H) =

H, y rec��procamente, si H �
p
L, entonces H � L puesto que

p
L � L.

Como consecuencia de (5.3.5) (en este caso no es necesaria la hip�otesis de que

R es noetheriano a izquierda porque el elemento superior es fRg), el funtorp
� reeja el elemento superior, y la inclusi�on lo conserva.

La propiedad (5) se veri�ca en cualquier casi{cuantal, como se ha probado

en (5.1.16), y (4) es consecuencia de (2) y (5).

La propiedad (6) tambi�en es consecuencia de (5.1.16) dado que
p
L^

p
L0 �p

L � L0.
Finalmente, la propiedad (7) es justamente el hecho de que

p
� conserva el

supremo de la familia fi(Ha)ga2A (ver (5.1.17)), pues por (1),
p
i(Ha) = Ha

para cada a 2 A. �
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(5.4.9) Teorema. ([17]) Sea C el casi{cuantal R � �ltopp, (resp. el casi{

cuantal (R��lt(2))opp, resp. el cuantal Id(R)��ltopp). Si fRg es un elemento

compacto en C y el radical del �ltro uniforme jansiano generado por el ideal

0 es
p
L0 = L0, entonces la aplicaci�on que a cada elemento r de R le asigna

la secci�on global
p
fr del haz (R;

p
[� = �]) sobre el local

p
C es biyectiva.

Demostraci�on. Dado que la fRg{torsi�on de cualquier R{m�odulo, y en

particular de R, es el subm�odulo nulo, la aplicaci�on r 7�!
p
fr es inyectiva

(ver (5.4.6)).

Sea f una secci�on global de (R;
p
[� = �]). Dado que f veri�ca (5.2.4.5),

por (5.4.8.7) se tiene que

fRg = [� = �] =
_
r2R

[f� = r] ^ [r = f�] =
s\

r2R

i([f� = r] ^ [r = f�]) ;

y por (5.4.8.3),

fRg =
\
r2R

i([f� = r] ^ [r = f�]) :

Bajo la hip�otesis de compacidad de fRg, existen elementos r1; : : : ; rn de R

tales que

fRg =
n\
j=1

i([f� = rj] ^ [rj = f�]) :

Luego, puesto que
p
� conserva el elemento superior,

fRg =

vuut n\
j=1

i([f� = rj] ^ [rj = f�]) ;

y por (5.4.8.7) y (5.4.8.5),vuut n\
j=1

i([f� = rj] ^ [rj = f�]) =
n_
j=1

q
i([f� = rj] ^ [rj = f�])

=

n_
j=1

r
i(

q
i([f� = rj]) � i([rj = f�])) =

vuut n\
j=1

i([f� = rj]) � i([rj = f�]) :

De nuevo por (5.4.8.3), se tiene que
T
n

j=1 i([f� = rj]) � i([rj = f�]) = fRg.
Sean j; k 2 f1; : : : ; ng y denotemos por Jjk al ideal bil�atero R(rj � rk)R.

Entonces, por (5.4.8.4),

i([rj = f�]) � i([f� = rk]) � LJjk � i([rj = f�] ^ [f� = rk]) � i(
q
LJjk) ;
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y este �ultimo contiene a i(
p
[rj = rk]) � i(

p
LJjk) puesto que f veri�ca el

axioma (5.3.2.2). Por lo tanto, (5.4.8.6) y la hip�otesis sobre L0 implican que

i([rj = f�]) � i([f� = rk]) � LJjk � i(
q
[rj = rk] � LJjk) = i(

p
L0) = L0 ;

y de ah�� que existe un elemento L de LJjk tal que para cada r 2 L, el anulador
Annl

R
(r) pertenece a i([rj = f�]) � i([f� = rk]). Como todo elemento de LJjk

contiene a Jjk, en particular

Annl
R
(rj � rk) 2 i([rj = f�]) � i([f� = rk]) ;

y por lo tanto existe un elemento

Ljk 2 i([f� = rk]) � i([f� = rk]) � i([rk = f�])

tal que

(Annl
R
(rj � rk) : r) = Annl

R
(r(rj � rk)) 2 i([rj = f�])

para cada r 2 Ljk. Sea

Lk =

n\
j=1

Ljk 2 i([f� = rk]) � i([rk = f�]) :

Entonces,
nX
k=1

Lk 2
n\
k=1

i([f� = rk]) � i([rk = f�]) = fRg ;

de donde existe para 1 � k � n un elemento sk 2 Lk de tal manera que

s1 + � � �+ sn = 1.

Sea s = s1r1 + � � �+ snrn. El elemento rj � s es de i([rj = f�]){torsi�on para

cada j, pues

rj � s = (s1 + � � �+ sn)rj � (s1r1 + � � �+ snrn)

= s1(rj � r1) + � � �+ sn(rj � rn) ;

y por lo tanto

Annl
R
(rj � s) �

n\
k=1

Annl
R
(sk(rj � rk)) 2 i([rj = f�]) :

Luego [rj = s] � i([rj = f�]) para cada j. Esto implica queq
[rj = s] �

q
i([rj = f�]) = [rj = f�] ;
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de donde se sigue que

[f� = s] =
_
r2R

[f� = r] ^
p
[r = s] �

n_
j=1

[f� = rj] ^
q
[rj = s]

�
n_
j=1

[f� = rj] ^ [rj = f�] = fRg :

Por el lema (5.3.7), y dado que todo elemento de
p
C es radical,

[s = f�] =
p
[s = f�] =

p
[f� = s] = [f� = s] = fRg:

Se concluye entonces que f coincide con la secci�on global
p
fs, ya que para

cada r 2 R,

[
p
fs� = r] =

p
[s = r] � [s = f�] ^ [f� = r] = [f� = r] ;

[f� = r] � [f� = s] ^
p
[s = r] =

p
[s = r] = [

p
fs� = r] ;

y sim�etricamente,

[r =
p
fs�] =

p
[r = s] � [r = f�] ^ [f� = s] = [r = f�] ;

[r = f�] �
p
[r = s] ^ [s = f�] =

p
[r = s] = [r =

p
fs�] :

�

(5.4.10) De esta manera se obtiene, una representaci�on del anillo R por

medio de un haz sobre el local
p
C cuando L0 es radical y fRg es compacto

en el casi{cuantal C de los �ltros uniformes (resp. sim�etricos, jansianos) en

R.
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