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Modelos de crecimiento economico:
Aportaciones desde la Teoria de los Juegos Dinamicos
Tesis Doctoral de Carlos Gonzalez Alcén. Julio 1998.

Resumen

El dilema entre consumo y crecimiento econémico es el objeto del presente tra-
bajo, analizado desde la teoria de los juegos dinamicos. Para ello se suponen a los
agentes agrupados en generaciones que se suceden en el tiempo solapandose. Cada
generaciéon tiene un periodo activo en el que tiene control sobre el sistema y un
periodo terminal de retiro. Bajo este esquema se estudian dos tipos de procesos de
decision.

1. El reparto consumo-inversion a lo largo del periodo activo de una generaciéon
cuando se consideran los distintos miembros que la forman, con diferentes intereses
y control parcial sobre el sistema. Esto se realiza mediante un juego diferencial
bipersonal. En él se estudian estrategias eficientes y equilibrios de Nash en ciclo
abierto. Igualmente se considera el caso en el que los jugadores se proponen unas
metas en el estado de la economia que pretenden alcanzar al finalizar su horizonte
temporal.

2. Cada generacion deja el sistema a la siguiente en un determinado estado
que depende de su nivel de consumo, pero que influira en su bienestar a lo largo
de su etapa de retiro. Se propone para ello un juego de informaciéon perfecta con
infinitos jugadores cada uno con un continuo de estrategias puras. Para este modelo
se proponen diversas estrategias estacionarias y se dan condiciones bajo las cuales
constituyen equilibrios de Nash y perfectos en los subjuegos. Se define un tipo
de estrategias sin memoria y de estrategias justas y se dan procedimientos para
generarlas de manera que sean equilibrios perfectos en los subjuegos. Ademas se
demuestra la existencia de equilibrio de Nash en estrategias puras para esta clase de
juegos.
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Economic growth models.
Contributions from the Dynamic Game Theory
Ph. D. Thesis by Carlos Gonzalez Alcon. July 1998.

Abstract

The dilemma between consumption and economic growth is analyzed from the
dynamic game theory point of view. The economic agents are grouped in generations
that follow one another. Two generations overlap their temporal live horizon at each
period. Each generation has an active period in which it controls the system and

an inactive period. Within this framework two decision processes are considered.

In the first, the consumption-investment distribution through the active period of
a generation when the players are two classes of agents with different interests and
a partial control over the system. This is modelled as a differential game. Efficient
strategies and open-loop Nash equilibria are discussed. The attention is devoted to
the case in which the players want the economy to reach certain goals at the end of

the temporal horizon.

In the second, each generation leaves the system to the following generation in
a certain state that depends on its consumption level but which influence its well-
being throughout its retirement stage. A perfect information game with an infinite
number of players is proposed. The players have a continuum of pure strategies. For
this model some stationary strategies are proposed and conditions are given under
which there strategies constitute Nash and subgame perfect equilibria. The work
defines "memoryless” and "fair” strategies and it gives some general procedures to
generate subgame perfect equilibria of these types. The existence of pure strategies

Nash equilibrium for these overlapping generations games is proved.
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Un gran experto en aritmética. [...]
Que jamas pis6é un campo de batalla.
Que sabe de estrategias y de guerras
lo que una cardadora.

iUn tedrico!

W. Shakespeare. Othello.
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Prologo

Los problemas de decision multipersonales analizados bajo la éptica de la Teoria de
los Juegos, han servido desde los comienzos de esta disciplina para modelizar situa-
ciones que se presentan en la Economia. Ya en el titulo del trabajo pionero de von
Neumann y Morgenstern, Theory of Games and Economic Behavior, aparecia esta
vocacion de estudiar modelos del comportamiento econdémico, y esta caracteristica

se ha mantenido a lo largo de este medio siglo.

El desarrollo en el tiempo que presentan muchos de los procesos de decision hace
que para una mayor comprension de estos se haya acudido a modelos dinamicos.
La forma extensiva de expresar los juegos fue un primer intento de considerar su
caracter temporal. Sin embargo, esta forma extensiva se encuentra con graves li-
mitaciones cuando los jugadores pueden elegir entre un nimero infinito de posibles
movimientos, o cuando pueden tomar decisiones en una cantidad infinita de instan-
tes. Para afrontar algunas de estas situaciones mas complejas se desarrollaron los
juegos continuos y los juegos diferenciales, para los que se adaptaron los conceptos

tradicionales de estrategias y equilibrios.

El objeto de este trabajo es afrontar la disyuntiva de toda sociedad entre el
consumo actual de bienes a su disposiciéon y la inversion de parte de esa riqueza con
la que conseguir un bienestar futuro. Para ello trataremos con dos tipos de modelos,

uno con horizonte finito y el otro con horizonte infinito.

El primer modelo retoma uno ya clasico de juego diferencial de capitalismo. Pre-
tende adentrarse en el proceso de decisiones entre los grupos que forman una misma
generacién, cuando colectivamente se han propuesto unos objetivos, a fin de cumplir

con las generaciones venideras.

El otro modelo tiene por jugadores las distintas generaciones de una cierta eco-

nomia, que se van sucediendo unas a otras en numero infinito a partir del instante

Vil
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inicial considerado. Con sus decisiones cada generacion es responsable del estado en
que deja el sistema a sus sucesores, y en el que esta interesada no sélo por motivos
altruistas, sino también porque de ello depende su bienestar en el ultimo periodo de

su vida.

El contenido de la memoria lo hemos dividido en cuatro capitulos. En el primero
se resumen los principales resultados que utilizaremos de la Teoria de Juegos, espe-
cialmente de los no cooperativos. Se presentan algunos resultados de la Teoria del
Control Optimo que resultan imprescindibles para poder establecer condiciones de

equilibrio en juegos diferenciales, a los cuales se dedica la ultima seccion.

Los dos siguientes capitulos abordan el proceso de decision intrageneracional des-
de la perspectiva de los juegos diferenciales. Considerando un modelo de capitalismo

se estableceran las politicas 6ptimas de consumo e inversion relativas a los jugadores.

En el capitulo segundo se amplia la variabilidad de los parametros considerados
en el estudio de la dicotomia entre crecimiento y distribucion de la renta. Se estudia
el equilibrio de Nash en ciclo abierto y se hace hincapié en la sensibilidad de los
resultados frente a perturbaciones en los parametros. Ademas se calculan los pagos

no dominados del juego y las acciones que los alcanzan.

El tercer capitulo aborda la influencia sobre los resultados anteriores de la in-
troduccién de una nueva restriccion en el modelo de capitalismo considerado. Esta
restriccion viene dada en forma de objetivos minimos de desarrollo, los cuales se
fijan como resultado de algiin proceso negociador o bien por imposicién externa.
Estas metas de crecimiento hacen el papel de enlace con la siguiente generacion.
Bajo esta nueva optica se disenan nuevas metodologias para el calculo de equilibrios
de Nash y de éptimos de Pareto, y se confrontan con los resultados del capitulo an-
terior. Se analizan los respectivos pagos y se establecen condiciones bajo las cuales

los equilibrios encontrados son no dominados.

El dltimo capitulo presenta un modelo nuevo que pretende afrontar el crecimiento
como proceso intergeneracional. Se trata de un juego continuo infinito ya que tiene
un numero infinito numerable de jugadores, cada uno con un espacio de estrategias
puras continuo. Este modelo de generaciones sucesivas presenta la novedad de situar
a cada generacion en condiciones dependientes del comportamiento de las anteriores.
Se establecen condiciones para que ciertas estrategias constituyan equilibrios de Nash
y equilibrios perfectos en los subjuegos. El denominador comun de estas estrategias
es que producen una cierta estacionariedad en los resultados. Ademas se garantiza

la existencia de equilibrio de Nash en este tipo de juegos. También se contempla un
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tipo general de estrategia sin memoriay se caracterizan aquellas que son perfectas en
los subjuegos. Se proponen, por ultimo, algunas condiciones deseables de sencillez
y equidad y se dan procedimientos para obtener estrategias que cumplan dichas

condiciones.
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Teoria de Juegos y
Teoria del Control

El objetivo de este primer capitulo es presentar algunos resultados y propiedades que
seran necesarios en el resto de la memoria. Después de revisar ciertas definiciones
basicas de la Teoria de Juegos y los principales teoremas que hacen referencia a ellas,
pasaremos a resumir muy brevemente los conceptos mas elementales de la Teoria del
Control. Finalmente, abordaremos un tipo de juego diferencial con horizonte finito

y haciendo uso de la Teoria del Control daremos condiciones de equilibrio.

1.1 Juegos en forma extensiva

La manera mas natural de describir un juego es senalar las diferentes formas en que
se puede desarrollar un partida a la vista de las reglas del mismo. Esta descripcion
formal y completa de cémo se juega, especificando el orden de intervencion de los
jugadores se puede representar mediante un arbol, siempre que las alternativas de

cada jugador sean finitas.

A lo largo de la presente memoria consideraremos que el azar no interviene y
que debemos considerar sélo los movimientos de los jugadores. Por tanto, todas las

definiciones las daremos bajo este supuesto.

Cada nodo o vértice del arbol de juego representa un movimiento de alguno de los
jugadores, y las ramas que de él salen son las diferentes alternativas. Al final de cada

secuencia de jugadas nos encontraremos en un nodo-hoja del que no parte ninguna
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rama. Asociado con cada uno de estos nodos terminales tendremos un vector de

pagos a los jugadores.

Formalizando estas ideas podemos dar las siguientes definiciones.

Definicién 1.1

Un arbol de juego es un grafo aciclico dirigido con un vértice inicial al que no llega
ningun arco, que llamaremos raiz. Las ramas que parten de un nodo cualquiera
son las alternativas, que supondremos tienen una etiqueta. Los nodos de los que
parten aristas son los movimientos; a los que unicamente les llega arista son los
nodos terminales. Llamaremos partida al tinico camino que une la raiz con un nodo

terminal.

Definicién 1.2
Un juego N-personal en forma extensiva sin movimientos del azar es un arbol de

juego con las siguientes especificaciones:

1. Una particion de los movimientos en N conjuntos indexados My, ..., My, don-

de M; son los movimientos del jugador 1.

2. Para cada conjunto M; de movimientos del jugador 1 supondremos una par-
ticién {U},... U} donde a cada elemento le llamaremos conjunto de infor-
macion, de manera que todos los nodos de un mismo elemento de la particion
tienen un mismo numero de ramas y con las mismas etiquetas. Llamaremos
Af a las alternativas o etiquetas que parten de todos los nodos del conjunto de
informacion UZ] Ademas, ningiin conjunto de informacién contiene dos nodos

de una misma partida.
3. Cualquier partida contiene al menos un conjunto de informacion.

4. Una funcién de resultados m(w) = (m1(w),...,mn(w)) asigna un vector de IR"

a cada nodo terminal w.

Los conjuntos de informaciéon pretenden agrupar aquellos nodos o puntos de de-
cision que son indistinguibles por el jugador en el momento en que tiene que decidir.
En todos los puntos de un mismo conjunto de informacién el jugador conoce lo
mismo sobre las actuaciones anteriores del resto de los jugadores y sobre su propia
situacion y, por supuesto, tiene las mismas posibles alternativas aunque sus posibles

consecuencias puedan ser muy diversas.

Diremos que un juego es de informacion perfecta si en cada instante toda la
informacién relevante conocida por uno de los jugadores es conocida por el resto.

En este caso los conjuntos de informacion estan constituidos por un tnico nodo.
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Una estrategia para un jugador en un juego en forma extensiva es una regla para

determinar su movimiento en cada uno de sus conjuntos de informacion.

Definicién 1.3
Una estrategia pura o para el jugador ¢ en un juego en forma extensiva es una
aplicacién que a cada conjunto de informacién U; de ese jugador le asocia uno de

sus movimientos permitidos, esto es, o(U}) € Al.

Tendremos, por tanto, que el espacio de estrategias puras de 7 se puede identificar

con el producto cartesiano ]’ AZ A este conjunto lo denotaremos ;.

Llamaremos subjuego a la parte de un juego que queda por jugar a partir de un
cierto instante, en el que la historia completa del juego hasta entonces es conocida

por todos los jugadores. Formalmente tendremos la siguiente definicién.

Definicién 1.4
Un subjuego de un juego en forma extensiva es el subarbol que consiste en considerar

unicamente los nodos que son hijos de un cierto nodo n o de sus sucesores, donde

1. El conjunto de informacién asociado a n tiene a dicho nodo como unico ele-

mento.

2. Los conjuntos de informacién de nodos que siguen a n estan contenidos en el

subarbol, es decir, siguen también a n.

1.2 Juegos en forma normal

Una forma mas sencilla de definir un juego es usar la forma normal o también
llamada estratégica pues abstrae el aspecto temporal del juego para centrarse en las

estrategias que son utilizadas.

Definicién 1.5

Un juego en forma normal viene dado por (N, (5;)ien, (P;)ien), donde N es el con-
junto de jugadores, S; (i € N) es el conjunto de estrategias puras del jugador i, y
P; : TLien Si — IR la funcion de pagos del jugador « de manera que a cada elemento
del producto cartesiano de los conjuntos de estrategias le asocia un niimero real que

representa el pago final a ese jugador.

Diremos que un juego en forma normal es finito si el conjunto N y todos los

conjuntos 5; son finitos.

Dado un juego en forma extensiva puede construirse un juego en forma estratégica

que lo representa. Para ello se construyen los conjuntos S; de todas las estrategias
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del juego en forma extensiva, tal como se describen en la definicion 1.3, esto es,
todos los elementos del producto cartesiano J['-, Al. Asociado con cada perfil de
estrategias s € [[;en Si hay un tnico nodo terminal del arbol de juego, w, al que
se llega al elegir cada jugador el movimiento que le indica su estrategia. Asociado

a este nodo terminal tenemos el vector de pagos m(w) que hacemos coincidir con

(Pi(s))ien

1.3 Equilibrio de Nash y perfecto en los subjuegos

El equilibrio de Nash (EN) es el principal concepto de solucién de un juego. Por
solucion del juego nos referimos a una recomendacion de cémo debe ser jugado,
bajo el supuesto de racionalidad del resto de los jugadores. A esta recomendacién
se le pide que sea consistente, es decir, que ningin jugador tenga incentivos para

desviarse de ella si no lo hacen los demas.

Definicién 1.6
Dado un juego en forma normal (N, (S;)ien, (P;)ien), un perfil de estrategias s €

[I;en i constituye un equilibrio de Nash en estrategias puras si para cada 1 € N
PZ(S) 2 PZ'(S_Z',T), Vr € SZ

donde con (s_;,r) denotamos un perfil de estrategias igual a s en todas sus compo-

nentes salvo la 1-ésima que es sustituida por r.

No todo juego tiene algin equilibrio de Nash en estrategias puras, aunque para
ciertos juegos si se puede garantizar su existencia. Asi, tenemos el siguiente resultado

debido a Kuhn (1953) para juegos en forma extensiva.

Teorema 1.1
Todo juego N-personal finito de informacion perfecta tiene un EN en estrategias

puras.

Para la demostracién de este resultado se procede por induccién hacia atras, al
estilo de la programacion dinamica. En cada nodo del arbol se elige la rama que
conduce a un mayor pago para el jugador al que pertenece el nodo, comenzando

desde los nodos terminales hasta la raiz.

El ejemplo de la figura 1.1 representa un juego con informacién perfecta. Cada
nodo tiene una etiqueta n.m donde n es el jugador al que pertenece el nodo y m
una numeracién de los nodos de un mismo jugador. FEl jugador 1 mueve primero y

elige entre dos posibles alternativas etiquetadas A y B. Con la informacién de la
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eleccién hecha por el primer jugador el segundo elige entre otro par de alternativas
llamadas ahora a y b. Después de este segundo movimiento se habra alcanzado un

nodo terminal con el que tenemos asociado un par de pagos.

A B
a a
) )

/ b / b
(0,1 (3,4) (1,6 (2,2)

Figura 1.1

Juego en forma extensiva.

Para hallar el EN procedemos de los nodos mas alejados de la raiz a los mas
cercanos. Cuando el jugador 2 esté en el nodo 2.1 su mejor eleccion serd la b, pues
con ella gana 4 frente a 1 que consigue si mueve a. Asociamos entonces al nodo
2.1 el pago (3,4) (ver figura 1.2). Algo similar hacemos con el nodo 2.2 tomando
la opcién @ y asignandole el pago (1,6). Llegados a este punto tomamos el nodo
1.1 al que asociaremos el pago (3,4) que se obtiene cuando el primer jugador elige
A. Expresando los equilibrios del juego como opciones a elegir en los conjuntos de
informacién que forman los nodos 1.1, 2.1, 2.2 tenemos que Aba y Abb son EN. Como
se puede apreciar, si el jugador 1 se desvia del equilibrio moviendo B, entonces gana
1 en vez de 3 siempre que el segundo jugador mantenga la opcién que le indica el
equilibrio. Por otra parte, si se eligio A, el segundo jugador no consigue mejorar su

pago cambiando el movimiento sugerido por el equilibrio que es b.

Si consideramos el juego anterior en forma estratégica tendremos que las estrate-
gias puras del jugador 1 son A y B; las del jugador 2 consistiran en los pares aa, ab,
ba y bb, donde el primer elemento es la accion a tomar si el jugador se encuentra en
2.1 y el segundo su movimiento cuando esta en el nodo 2.2. La matriz de pagos es la
expresada en la tabla 1.1, donde los equilibrios aparecen senalados. Ahora tenemos
un equilibrio mas (Baa) que no encontrabamos antes con el método de induccién

hacia atras.

El teorema 1.1 nos garantiza la existencia de EN para una cierta clase de jue-

gos. Este resultado se puede ampliar si consideramos estrategias mas generales, que
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1
\ K
3,4)( 21 (1,6)
: \ / b
(0.1) (34)  (16) (2.2)
Figura 1.2

Arbol de juego de la figura 1.1 en el que se han sefialado las opciones Sptimas
para cada nodo y los pagos Optimos asociados. Utilizando la induccién hacia
atras los EN resultantes son los que en los nodos 1.1, 2.1 y 2.2 recomiendan

utilizar A, b,a o bien A,b,b.

Tabla 1.1
Matriz de pagos del juego de la figura 1.1 en forma estratégica. Aparecen

sefalados los tres EN en estrategias puras.

J3
Ji aa ab ba bb
A 0,1 0,1 3.4 3.4
B 1,6 2.2 1,6 2.2

llamaremos mixtas.

Definicién 1.7
Dado un juego en forma normal (N, (5;):en, (P)ien), una estrategia mixta para el

jugador 1 es una distribucién de probabilidad sobre su espacio de estrategias puras

S

Definiendo los pagos de una estrategia mixta como la esperanza de los pagos
puede ampliarse la definicion de equilibrio de Nash en estrategias puras a estrategias

mixtas. Tenemos entonces el siguiente resultado mas general:

Teorema 1.2 (Nash, 1950, 1951)

Todo juego finito tiene un equilibrio (en estrategias mixtas).
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A continuacion daremos un concepto algo mas restrictivo que el equilibrio de
Nash para los juegos en forma extensiva que fue introducido por Selten en 1965 (ver

Selten, 1975).

Definicién 1.8
Un equilibrio de Nash de un juego en forma extensiva se dice que es perfecto en los
subjuegos (EPS) si induce un equilibrio de Nash en todos los subjuegos posibles del

juego.

Si el juego es de informacién perfecta todo nodo no terminal constituye un con-
junto de informacion. Dado cualquier nodo, el subarbol que le tiene por raiz puede
considerarse un subjuego. Fn este caso las estrategias indican la accién a tomar en
todos y cada uno de los nodos. Para que un perfil de estrategias sea perfecto en los
subjuegos debe verificar que para cada subarbol posible la parte correspondiente a
los nodos del subarbol en la estrategia ha de ser un EN para ese subjuego. Obsérvese
que el EN induce equilibrios en los subjuegos que serian jugados en caso de seguirse

el perfil de estrategias propuesto, pero no necesariamente en los otros subjuegos.

De esto y del teorema 1.1 se obtiene el siguiente resultado

Teorema 1.3
Todo juego N-personal finito de informacién perfecta tiene un EPS en estrategias

puras.

En el ejemplo mostrado en las figuras 1.1 y 1.2, de los dos EN que se encontraron
unicamente Aba es EPS. Efectivamente, si consideramos el subjuego que tiene como
raiz el nodo 2.2, para ser EN en este subjuego ha de recomendar al jugador 2 mover
a, aunque si se jugase el perfil de estrategias Aba sin desviaciones de ningun jugador,

el nodo 2.2 nunca seria alcanzado.

La informacion perfecta del teorema 1.3 puede relajarse si se considera el equili-

brio en estrategias mixtas

Teorema 1.4

Todo juego N-personal finito tiene un EPS en estrategias mixtas.

1.4 Juegos infinitos

Consideremos un juego en forma estratégica en el que los jugadores tienen un con-
tinuo de estrategias puras. Denotemos por S; C IR al conjunto de estrategias puras
del jugador ¢ o también llamado espacio de acciéon de i. El desarrollo del juego con-

siste en la eleccién de un nimero real de su espacio de acciones por parte de cada
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jugador. Una funcién de pagos P;(x) indicara el pago a i cuando se elige el punto

Se puede garantizar la existencia de EN si los espacios de acciones son compactos

y las funciones de pagos continuas.

Teorema 1.5
Un juego N-personal con espacios de acciones S; (1 € N) compactos y con funciones

de pagos P; (i € N) continuas en todo S admite un EN en estrategias mixtas.

Demostraciones de este resultado pueden verse en Glicksberg (1950) v Owen

(1974).

Exigiendo concavidad en las funciones podemos encontrar equilibrios en estra-
tegias puras como indica el siguiente teorema, en cuya demostracion se utiliza el
teorema del punto fijo de Brower y puede consultarse en Bagar y Olsder (1982).

Teorema 1.6
Un juego N-personal con espacios de acciones S; (1 € N) compactos y convexos y
con funciones de pagos P; (i € N) estrictamente céncavas en x; para todo punto de

S admite un EN en estrategias puras.

1.5 Soluciones cooperativas. Regateo

Consideremos ahora el conjunto X de pagos factibles formado por todos los posibles
resultados de un juego. Si el juego viene dado en forma extensiva, X esta constituido
por los vectores de pagos asociados a cada nodo terminal. Si el juego esta expresado

en forma normal (N, (9;)n, (P;)n) tendremos que X = {(P;(s))ien : 8 € [Tien i }-

Si suponemos que los jugadores pueden firmar antes de comenzar el juego acuer-
dos vinculantes sobre las estrategias que utilizaran, el conjunto de pagos factibles
constituira el objeto de un cierto proceso de negociacién. Estaremos hablando en

este caso de soluciones cooperativas del juego.

Definicién 1.9
Un punto del conjunto de pagos factibles p € X se dice que es un éptimo de Pareto
o que es Pareto-eficiente si no existe otro pago factible ¢ que sea mayor o igual para

todos los jugadores, y para alguno mayor estrictamente. Esto es, para todo ¢ € X,

p <gq, YieN = p=q.
Definicién 1.10

Un pago es individualmente racional si asigna a cada jugador una cantidad que es

al menos tan grande como la que puede garantizarse el jugador por si mismo, en
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ausencia de acuerdo alguno con los demas. Al vector que tiene por componentes
estos pagos minimos para cada jugador lo llamaremos punto de desacuerdo d, de

manera que un pago es individualmente racional si p > d, es decir, p; > d; Vi € N.

En el proceso de negociacion del que antes hablabamos, aunque teéricamente se
podrian alcanzar acuerdos sobre cualquier punto factible, no parece racional elijir
un pago que no sea a la vez individualmente racional y 6ptimo de Pareto. Al
conjunto de pagos que verifican estas dos propiedades lo denominaremos conjunto

de negociacion.

Para los juegos bipersonales John Nash propuso en sus trabajos de 1950 y 1953
una serie de axiomas que debieran verificar los pagos del acuerdo. Supondremos
que la utilidad es trasferible y, por tanto, el conjunto de pagos alcanzables es la

envoltura convexa de los resultados del juego.

En el problema de negociacion se trata de, dado un conjunto de puntos factibles
X y un punto de desacuerdo d € X, elegir un punto de acuerdo o solucién negociada.
Una solucién de negociacién sera una funcion B que a cada par (X, d) le asocia un

punto de X.

Los axiomas que exige Nash a las funciones de negociaciéon son los siguientes:

1. Invarianza frente a trasformaciones lineales. El resultado no ha de modificarse
si se realizan trasformaciones lineales crecientes en los pagos. Esto es, dada la

trasformacion lineal
m(z) = (ax, + B, d'za+ 3'), con a,a’ >0,

se tiene que

Blr(X),7(d)] = 7[B(X, d)]

2. Racionalidad individual no dominada. Fl par de pagos acordado ha de perte-

necer al conjunto de negociacion, es decir,
B(X,d) > d
B(X,d)<ye X = B(X,d) =y.
3. Independencia de alternativas irrelevantes. Si d € Y C X entonces

B(X,d)eY = B(Y.d)= B(X,d).

4. Simetria. Si dy = dy y para todo (z,y) € X se tiene que (y,x) € X, entonces

B(X,d) tiene sus dos componentes iguales.
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Nash demostré que existe un unico punto de acuerdo o soluciéon negociada que

satisface simultdneamente los anteriores axiomas.

Teorema 1.7 (Nash, 1950)
Existe una dnica funcién B(-,-) que satisface los axiomas 1-4 anteriores. Ademds,

para todo problema de negociacion (X, d) se tiene que

B(X,d) € argmax{(z1 — dy)(x2 —dz) : 2 € X, > d}.

La expresion maximizada recibe el nombre de producto de Nash. Si prescindimos
del axioma de simetria y asignamos a cada jugador un peso de negociacién w y w’
podemos también encontrar una tunica funcion de manera que ahora maximiza el

que llamaremos producto de Nash generalizado, esto es,
B(X,d) € argmax{(x; — dy)"(xg — dz)w/ cx e X,x > d}

tal como se prueba en Kalai (1977).

Otros autores han propuesto diversos métodos para seleccionar pagos como Luce
y Raiffa (1957), mds tarde axiomatizado y modificado por Kalai y Smorodinsky
(1975), o como Stahl (1972) o Rubinstein (1982), a partir de otros sistemas de
axiomas (ver Roth, 1979).

Antes de comentar los juegos diferenciales, los cuales veremos en la ultima seccion,
describiremos los fundamentos de la Teoria del Control Optimo, ya que el calculo
de los equilibrios de Nash para ciertos juegos diferenciales se reduce a resolver un

problema de control 6ptimo.
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1.6 Teoria del control 6ptimo

La Teoria del Control considera procesos que evolucionan en el tiempo dados ge-
neralmente como un sistema de ecuaciones diferenciales que dependen del tiempo.
Esta evolucién es resultado de los valores que toman ciertas variables de control en
cada instante y del estado inicial del sistema. Asociado con estas variables de control
y con la correspondiente evolucion del sistema se tiene una funcién de ganancia. El
objetivo es disenar el control que maximiza la ganancia total adquirida a lo largo de

toda la duraciéon del proceso.

Llamaremos variable de estado, y lo denotaremos por x(?), a la variable n-
dimensional que nos describe el estado del sistema en un instante ¢. Los controles o
variables independientes (por contraposicion a las de estado que serian dependientes)

en un tiempo ¢ los denotaremos con el m-vector u(t).

La Teoria del Control la utilizaremos como herramienta para el estudio de los
juegos diferenciales. Nos limitaremos a considerar sistemas en los que el horizonte

temporal es finito y conocido de antemano.

El problema de control éptimo con horizonte finito fijo

Se trata de encontrar una funcién vectorial continua a trozos u(t) = (u1(t),. .., un (1))
y una funciéon vectorial de estado continua y continuamente diferenciable a trozos
x(t) = (x1(1),...,2,(¢)) definidas en el intervalo [0, 7] de manera que se maximice

el funcional

J= /OTg(t,:z;(t),u(t))dt (1.1)

sujeto a
#(t) = f(t,x(l),u(t)), x(0) =0 (1.2)
es decir
dei(t)
W ). un)
da,(t)
dt = fn(tvx(t)vu(t))
y de forma que
u(t)y e S, vtel0,T] (1.3)

donde T'€ IRy, xg € IR" y S C IR™ son fijos.

Supondremos que ¢g(t,x,u)y fi(t,x,u) (¢ = 1,...,n) son continuas respecto de
sus 1 +n 4+ m variables y que 9fi(t,x,u)/0x; es continua con respecto a todos sus

argumentos parat=1,....n y g=1,...,m.
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Definiremos el hamiltoniano H con ayuda de una variable de coestado vectorial

p(t) = (pi(t),...,pa(t)), de la siguiente forma:

H(t,x,u,p) = g(t,x,u) —I_p(t) : f(t,:z;,u) =g + Zn:pzfm

=1
donde el punto denota producto escalar de vectores.

El siguiente teorema, denominado Principio del Mdzimo nos ofrece condiciones

necesarias de optimalidad para el problema anterior.

Teorema 1.8

Sea u*(t) un control continuo a trozos definido en [0,T] que resuelve el problema
(1.1)=(1.3) y sea x*(1) la trayectoria del sistema asociada al uso de ese control. FEn-
tonces existe una funcién vectorial continua y continuamente diferenciable a trozos
p(t) = (pi(t),...,pa(t)), de manera que para cada t € [0,T] se tiene que u*(t)
maximiza H(t,x*(t),u, p(t)) para u € S, esto es

H(t,x™(t),u"(t),p(t)) > H(t,2"(t),u,p(t)), VYueS.

En los puntos en los que u*(t) es continua, para it =1,...,n, se tiene
) OH~
i(t) = —
pilt) = -5
donde
oH*  OH

o = 7o, (T (0w (D), p(t)

v ademas
pi(T) =0, para cadai=1,...,n.

Problema de control 6ptimo con horizonte finito fijo (versién general)

Como en el problema anterior se trata de encontrar una funcién de control continua a
trozos u(?) y una funcién de estado asociada continua y continuamente diferenciable
a trozos x(t) definidas en el intervalo [0,7], de manera que maximice un funcional
como el descrito en (1.1) al que anadiremos ahora una funcién ¢ dependiente del

estado del sistema en el instante final:

T
J= [ glt.alt)u(t)dt + qla(T)) (1)
sujeto a las ecuaciones que definen la dinamica del sistema y su estado inicial

#(t) = f(t, x(t), u(l)) (1.5)
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z(0) = a9 (1.6)

y a las que adjuntamos ciertas condiciones sobre el estado final alcanzado en forma

de igualdades o desigualdades

rile(T)]=0 paraj=1,...,n

1.
rile(T)] >0 paraj=n"+1,...,n" (1.7)
junto con la condiciéon anterior
u(t) € S CIR™, paratodot € [0,T]. (1.8)

Supondremos que las funciones r; (j = 1,...,n”) y ¢ son de clase C"*.

Teorema 1.9

Sea el problema descrito en (1.4)—(1.8), si u* es un control éptimo con x*(t) la
trayectoria de estado asociada, entonces existe una constante py y una funcion vec-
torial continua y continuamente diferenciable a trozos p(t), de forma que para todo

t € 10,T] existen escalares v1,...,v,n de manera que

(Pos Y1y -+ Yur) # (0,0,...,0),

para cada t € [0,7] resulta que u*(t) maximiza H(t,2*(t),u,p(t)) para u € Sy,
excepto en los puntos de discontinuidad de u*(t), se cumple que

pi(t) = —g—i(t,x*(t),u*(t),p(t)) parati=1,...,n.

Ademas po = 1 o bien py = 0, y se satisfacen las siguientes condiciones de trasver-

salidad
Aqla*(T)] &5 Or[a(T)] ,
pi(T)ZPO%—I-;w]TE) parat=1,...,n,

donde
v >0 (=0sirz (7)) >0), j=n"+1,...,0n"

v el hamiltoniano viene dado por
H(t,x,u,p) = pog(t,x,u) —I_p(t) ) f(t,l‘,U)-

Téngase en cuenta que para la busqueda del control 6ptimo hay que anadir las
condiciones (1.5)—(1.8) del problema a las exigidas por el teorema. En adelante
supondremos que py = 1. Los problemas en los cuales py = 0 son en cierto sentido
degenerados, puesto que las condiciones exigidas por el teorema no cambian cuando

reemplazamos la funcion ¢ del funcional objetivo por cualquier otra.

El siguiente teorema nos ofrece condiciones suficientes para la optimalidad del

problema de control.
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Teorema 1.10

Sean u* y x* un perfil de controles y su variable de estado asociada, admisibles para
el problema (1.4)-(1.8). Si a las condiciones del teorema 1.9 para po = 1 anadimos
que

max H(t, 2, u, p)

exista y sea céncava en x, y
,n//
> ()
k=1
. s * 4 o
sea cuasiconcava en x, entonces se puede afirmar que u* es optimo del problema.

Comentaremos a continuacién en qué consisten los juegos diferenciales y cémo

calcular los equilibrios para estos juegos.

1.7 Juegos diferenciales

Al igual que en la Teoria del Control expuesta en la seccion anterior, los juegos
diferenciales presentan también sistemas dinamicos expresados como sistemas de

ecuaciones diferenciales que son conducidos mediante ciertas variables o controles.

Estas variables de control las supondremos dependientes de diferentes controla-
dores (jugadores), cada uno de los cuales alcanza una ganancia dependiente de los
controles utilizados y del comportamiento del sistema a lo largo de todo el horizonte

temporal.

Los juegos diferenciales fueron introducidos por Rufus Isaacs en una serie de
trabajos para la Rand Corporation en los afios 1954-55. Fueron revisados, ampliados

y publicados algo mas tarde (Isaacs, 1965). En él se definen como

“juegos en los que los jugadores se enfrentan con largas sucesiones —
pueden ser continuas o discretas— de decisiones que se enlazan junta-

mente imponiendo un modelo perceptible y calculable.”

Este tipo de juegos pueden verse como juegos en forma extensiva en los que los
jugadores tienen mas alternativas entre las que elegir, y que ademas pueden elegirlas
con una frecuencia mucho mayor. En realidad suelen trabajar con un continuo, tanto

de posibles acciones como de instantes en los que decidir los controles a usar.

Al igual que en los juegos clasicos en forma extensiva hay tres elementos “cla-
ve” que hemos de identificar: las estrategias, los movimientos y los conjuntos de

informacién.

Siguiendo a Bagar y Olsder (1982) daremos la siguiente definicion.
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Definicién 1.11
Un juego diferencial de duracién fija viene expresado por los siguientes elementos

1. Un conjunto de indices N = {1, ..., N} llamado conjunto de jugadores.

2. Un intervalo temporal [0, T] que es especificado a priori y que denota la dura-

cion del juego.

3. Un conjunto infinito Sy con alguna estructura topolégica, llamado espacio de
trayectorias del juego. Sus elementos son denotados como {x(t),0 <t < T}

v constituyen las trayectorias de estado permitidas en el juego. Ademas, para
cada t € [0,T] fijo, x(t) € S°, donde S° es un subconjunto de IR".

4. Un conjunto infinito U; con alguna estructura topoldgica, definido para cada
1 € N y que es llamado espacio de acciones de control del jugador 1, cuyos
elementos {u;(t),0 <t < T} son las posibles funciones de control o controles
del jugador 1. Ademas existe un conjunto S; C IR™ (i € N) de manera que
para cada t € [0,T] se tiene que u;(t) € S;.

5. Una ecuacidn diferencial

dx(t)
dt

= f(t,x(t), us(t),...,un(t)) (1.9)

z(0) = xo, (1.10)

cuya solucion describe la trayectoria de estado del juego correspondiente a la
N-upla de funciones de control {u(t),0 <t < T} (i € N) y al estado inicial

del sistema xy.
6. Una funcién de conjunto n;(-) definida para cada i € N como
ni(t) ={z(s),0 < s < 55}7 0< 55 <t

donde £t es no decrecienteen t, y n;(t) determina la informacién sobre el estado
del sistema conseguida y recordada por el jugador i en el instante t € [0,7].
La especificacién de n;(-) caracteriza la estructura de informacién del jugador

1, v la coleccion de todas, con 1 € N, la estructura de informacion del juego.

7. Una o-dlgebra N} en Sy generada para cadai € N por los conjuntos cilindricos
{z € So,x(s) € B} donde B es un boreliano de Sy y 0 < s < &'. Llamaremos

a N! dlgebra de informacién de 1.
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8. Una clase preespecificada , ; de aplicaciones
i+ [0,T] x So — 5

con la propiedad de que u;(t) = v;(¢,x) es Nl-medible (es decir, se adapta al
dlgebra de informacién N} ). | ; es el espacio de estrategias del jugador i y cada

uno de sus elementos 7; es una estrategia permisible para ese jugador.

9. Un funcional g; : [0,T] x S° x S} x -+ x Sy — IR definido para cada i € N

de manera que

T, ... un) = /()Tgi(t,x(t),ul(t),...,uN(t))dt (1.11)

esté bien definido para cada u;(t) = v;(t,x), v; € ,; (j € N) y para cada
i € N. J; es el funcional de pago del jugador v en el juego diferencial de

duracién determinada.

Para que el juego diferencial que acabamos de presentar esté bien definido de-
bemos imponer algunas restricciones adicionales en algunos de sus términos. En
particular deberemos imponer condiciones a f y ,; (¢ € N) de manera que la ecua-
cién diferencial (1.9)—(1.10) tenga una tnica solucién para cada N-upla {u;(t) =
vi(t,x),e € N} con v; €, ;.

La anterior definiciéon no es la mas general que podria darse. La duracion del
juego podria no ser fija sino variar con las estrategias de los jugadores. También
podria no existir una medida “cuantitativa” que refleje las preferencias de los juga-
dores. También se puede considerar un funcional objetivo mas general anadiendo

un término que depende unicamente del estado del sistema en el instante final 7'

Ji(ug, ... uy) = /OT gi(t,x (), ur(t), ..., un(t)) dt + qi[x(T)]

donde ¢; : S° — IR para cada ¢ € N.

En ocasiones los jugadores tienen una medida cualitativa de los resultados del
juego e inducen los llamados juegos cualitativos o juegos de clase, en contraposicion
de los juegos de grado o cuantitativos. En esos juegos —como, por ejemplo, los
de persecucién en los que podemos considerar como resultado el que la presa sea
alcanzada o por el contrario que consiga huir— pueden ser trasformados en juegos
cuantitativos asignando un pago final de cero a las trayectorias y estrategias que

lleven a estados no preferidos, y un pago positivo a las restantes.

Las estructuras de informacién de las que habla el punto 6 de la definicion anterior

reciben distintos nombres dependiendo de la forma que presenten:
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1. ciclo abierto u open-loop: n;(t) = {xo}, t € [0, 7]
2. ciclo cerrado o close-loop: n;(t) ={x(s),0 < s <t}, ¢t €[0,7]
3. de retroalimentacion o feedback: n;(¢) = {«(¢)}, t € [0,T].

Las distintas estructuras de informacion nos delimitan la clase de estrategias que
se detallan en el punto 8. En las estrategias en ciclo abierto los jugadores reciben
informacién de una unica fuente: su reloj. Por tanto toman sus decisiones atendiendo
exclusivamente al instante de tiempo en que se encuentran y a la informacion de

que disponian ya antes de comenzar el juego.

Con las estrategias feedback los jugadores conocen en todo momento el estado
actual del sistema, pero no recuerdan céomo se ha alcanzado dicho estado. Las de
ciclo cerrado suponen informacién perfecta: cada accion de los jugadores puede
considerarse funcion de la trayectoria completa del sistema desde el momento inicial
hasta el presente.

El siguiente teorema nos proporciona un conjunto de condiciones suficientes para
garantizar la existencia de una unica trayectoria de estado para cada N-upla de
estrategias {y; € , ;,7 € N}, las cuales implican un juego diferencial bien definido

dentro del esquema proporcionado por la definicion dada de juego diferencial.

Teorema 1.11
Sea Sy = C™[0,T1], esto es, el espacio de tunciones n veces diterenciables con conti-
nuidad en el intervalo [0, T]. Entonces, si

i. f(t,z,uy,...,uy) es continua en t € [0,T] para cada v € S°, u; € S; con 1 € N;

il.  f(t,x,uy,...,uy) es uniformemente Lipschitz en x,u,...,uy, es decir, para

algiin k > 0 se verifica que

1f(t, 2, un) — F(E T, .. an))|

< k- max {Hx(t) — (Ol + 2 [lwilt) = uz'(t)H} :

con x(-),z(-) € C"[0,T];  w(+),u;(-)€S; (1 €N);y

iii. paray, € ,; (1 € N), %(t,2) es continua en t para cada x(-) € C"[0,T] y
uniformemente Lipschitz en x(-) € C™[0,T],

entonces la ecuacion diferencial que describe la dinamica del sistema

#(t) = f(t,x(t),ur(t),...,un(t)), x(0)=xq
admite una tnica solucién, es decir, una tinica trayectoria de estado para cada~; € , ;

(1 € N) de manera que u;(t) = v;(t,x) y ademds esta trayectoria tinica es continua.
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1.7.1 Equilibrios en juegos diferenciales

Los conceptos de equilibrio de Nash y perfecto en los subjuegos introducidos para
juegos finitos son igualmente validos para juegos diferenciales si los llevamos a una
forma normal que sea equivalente. Para ello comenzamos con la forma extensiva
dada en la definicién 1.11. Supuestas las condiciones del teorema 1.11 y para cada
N-upla fija de estrategias {v; € , ;,¢ € N} obtenemos una tnica solucién de la ecua-
cién diferencial funcional (1.9)-(1.10) y determinamos el correspondiente vector de
controles w;(-) = v;(+,x), ¢« € N. Al sustituir en (1.11) junto con la dinica trayectoria
de estado correspondiente se obtiene una N-upla {.J;,7 € N} para cada eleccién de

estrategias por parte de los jugadores. Por tanto, tenemos las aplicaciones
Pi2,1><"'><,N—>R (ZEN)

para cada estado inicial z¢, que llamaremos funcional de pago del jugador 7 en el
juego diferencial en forma normal. Estos funcionales de pago, junto con los espacios
de estrategias {, ;,¢ € N} de los jugadores constituyen la descripcién en forma

normal equivalente del juego diferencial.

Con ayuda de esta forma normal definiremos el concepto de equilibrio en los

juegos diferenciales

Definicién 1.12

Dado un juego diferencial que responde a la definicion 1.11 y el juego en forma
normal asociado mediante el funcional de pago que denominamos P; (1 € N), una
N-upla de estrategias {vy* € , ;,1 € N} constituye un equilibrio de Nash en ciclo

abierto (ciclo cerrado) si y sélo si las siguientes desigualdades se satisfacen para todo

{%’ E,i,i EN}:

Py Y i) = BV v e Y - N), VI EN
(1.12)

donde como se definié anteriormente,

Pi(ﬁylv s 77]\7) = Ji(ul, .. -,UN),
con 7;(+) una estrategia en ciclo abierto (ciclo cerrado) para cada i € N.

El siguiente resultado se recoge en Bagar y Olsder (1982) y en Sandell (1974).

Lema 1.1
El equilibrio de Nash en ciclo abierto es un caso especial de equilibrio de Nash en

ciclo cerrado.
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Como hemos hecho anteriormente para los juegos en forma extensiva también
ahora podemos considerar nuevos juegos que resultan de desechar un cierto periodo

inicial del desarrollo de un juego.

Definicién 1.13
Un subjuego de un juego diferencial viene dado por el par (tg,x0), donde ty es el
instante de comienzo del juego (debe sustituirse el instante inicial t = 0 por to cada

vez que aparece en la definicién 1.11) y xq es el estado del sistema en el instante .

Definicién 1.14
Una N-upla de estrategias {y; € , ;,1 € N} constituye un equilibrio de Nash feed-
back para un juego diferencial si satistace la condicién de Nash (1.12) para todo

posible instante y estado iniciales.

Notese que una N-upla de estrategias constituya un equilibrio en ciclo abierto
para el juego que comienza en ¢t = 0 con un estado inicial ¢y no implica necesaria-
mente que sea también equilibrio para un juego que comience en otro instante con
otro estado. FEl equilibrio en ciclo abierto no es perfecto para los subjuegos. Lo

mismo podria razonarse con los equilibrios en ciclo cerrado.

Sin embargo, de la definicién de equilibrio feedback podemos afirmar que cons-
tituye un equilibrio para todo posible subjuego y, por tanto, que es perfecto en los

subjuegos.

En Fershtman (1987) se describe una clase de juegos para los que los equilibrios
en ciclo abierto son también feedback. Resumiremos a continuacion los resultados

que utilizaremos nosotros.

Sin hacer referencia a la estructura de informacion podemos representar un juego
diferencial como (N, .J, S, f,Y) donde N es el nimero de jugadores, J = (Jy,...,Jy)
el vector de funcionales de pagos, S = (Si,...,S5n) el conjunto de controles facti-
bles, f la funcion que describe la cinética del sistema, e ¥ un conjunto de posibles

condiciones iniciales de tiempo y estado (%o, x¢).

En esta definicion se ha anadido un elemento que no aparecié anteriormente con
el que se permite restringir el conjunto de posibles soluciones iniciales. Cuando este
conjunto no esté restringido y pueda incluir todos los posibles (o, 2¢) lo representa-
remos con (N, .J, S, f,sr). Puesto que los subjuegos de un juego diferencial vienen
dados por un juego con las mismas caracteristicas pero que comienza en un (g, <o)
particular, el conjunto de condiciones iniciales Y restringe el conjunto de posibles

subjuegos. Un subjuego puede comenzar unicamente en puntos que se encuentren

en Y.
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Proposicién 1.1 (Fershtman, 1987)
Sea el juego (N, .J, S, f,sr). En este juego existe un EN en ciclo abierto que es un
caso especial de EN teedback si y sélo si existe una N-upla de controles (uy, ..., uy)

que constituye un equilibrio en ciclo abierto para toda posible condiciéon inicial.

Corolario 1.1
El equilibrio en ciclo abierto no es perfecto en los subjuegos a no ser que sea también

un equilibrio feedback degenerado.

Con equilibrio feedback degenerado nos estamos refiriendo a un perfil de estrate-
gias que en realidad sélo dependen del tiempo y no del estado del sistema. Definimos

a continuacion la equivalencia (en ciclo abierto) entre juegos.

Definicién 1.15
Dos juegos diferenciales G = (N, J, S, f,Y) y G' = (N, J', 5", f',Y') son equivalentes
si cada N-upla de estrategias que constituye un equilibrio de Nash en ciclo abierto

para G es también equilibrio de Nash en ciclo abierto para G'.

Consecuencia directa de la definicion de equivalencia y de la proposicion 1.1

tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.2 (Fershtman, 1987)
Los EN en ciclo abierto del juego diferencial (N, .J, S, f, sr), si existen, son también

EN feedback si, y sélo si, existe una condicion inicial y € sr tal que para todo z € sr

el juego (N, J, S, f,z) es equivalente a (N, J, S, f,y).

Obsérvese que la proposicion anterior indica también que si un EN en ciclo abierto
es EN feedback degenerado, las estrategias en equilibrio no dependen de las condi-

ciones iniciales.

A continuacién Fershtman considera una clase de juegos que tienen estructura
exponencial en las variables de estado. Estos tienen los funcionales objetivo de la

forma
T
Ji = / gi(u,t) exp(—Xx)dt
0
y la ecuacién cinética
@ = flu,t),
con u; € S; C IR™, gi(u,t) € IR para cada u y ¢, y con xg cualquier valor de IR".

Para este tipo de juegos se demuestra el siguiente resultado
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Proposicién 1.3 (Fershtman, 1987)
Para el juego anterior, si existe un EN en ciclo abierto para el juego que comienza

en o = 0, entonces esas estrategias en ciclo abierto constituyen también un EN

feedback para el juego (N, .J, S, f,sr).

1.7.2 Calculo de los equilibrios en ciclo abierto

Supongamos una estructura de informacién en ciclo abierto, esto es, en la que las
estrategias consideradas vienen expresadas como funcién tnicamente del tiempo y
del estado inicial del sistema. Sea (uj,...,u}) un equilibrio de Nash. La propiedad

de Nash (1.12) nos afirma que 7;(+, o) = u7(-) maximiza en u; el funcional
Ji(uy, iy, ug, Ui gy. o L UN)
sujeto a la ecuacion de estado
T(t) = f(t,x,uf, . uiq,unuly .. uy), 2(0) = 2.

El anterior es un problema estandar de control 6ptimo para el jugador ¢ puesto
que u} (7 € N,i # j) son controles en ciclo abierto y por tanto no dependen de w;.

Tenemos entonces el problema

b b b b
max {Ji(ul,...,ui_l,ui,ui_l_l,...,uN)
k2
T
_ ) * * Lk *
_/0 Gi(t,x,ul, . o u_ U, Ul g, . Uy )dE
sujeto a @(1) = f(L,x,uf, ... Wy ui, Uy, ..., uy)
z(0) = a9

w(t) € S; C R™, Vtelo,T].

Aplicando el Principio del Maximo visto en los teoremas 1.8 y 1.9 y definiendo el

hamiltoniano con ayuda de una variable de coestado p; = (p},...,p")

Hi(tvxvuvp) = gl(tvxvu) +pi f(t,:z;,u)

tendremos que uf(-) es un control éptimo si uf(¢) maximiza el hamiltoniano para

cada ¢ de [0,71], es decir,
Hi(t, 2", u™,p) > Hi(t, o™ ul, .. u_q,u,ui g, ... uy, p)  Yu € S5

Ademas, en los puntos donde u} es continua se tiene que

OH,(t,x*,u*, p)

pit) = .
J

para g =1,....n
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y también que pf(T) =0,(j=1,...,n).

Utilizando el mismo razonamiento para cada uno de los jugadores tendremos el
siguiente teorema que nos da condiciones para que un perfil de controles sea EN en

ciclo abierto.

Teorema 1.12

Dado un juego diferencial, el conjunto de controles u* = (uj,...,uk ) con trayectoria
de estado asociada x = (x7,...,27) es un equilibrio de Nash en ciclo abierto si
existen funciones vectoriales p; = (p},...,p") (i € N) continuas y continuamente

diterenciables a trozos de manera que para cada t € [0,T]

u;(t) = arg max Hi(t, 2™ (1), ui(t), ... ui_q (), u(t), ui (1), ..., un(t), pi(l))

UES;

donde
Hi(t (), u(t), p(t)) = gi(t, x(t), u(t)) + pi(t) - (L 2(t),u(l)),

en los puntos donde u es continua

. aHi(tv x*(t)v u*(t),p(t))
al']‘

pf(t)z paraj=1,....n

v ademas

pi(T)=0 VYj=1,...n,

donde la trayectoria de estado x* asociada a u* ha de satisfacer el sistema de ecua-

ciones diferenciales
B() = F(t,2°(1), 0 (1)

con la condicién inicial 2*(0) = xq.

Con este ultimo resultado finalizamos este primer capitulo, en donde se han reco-
gido aquellas definiciones y propiedades que de una forma u otra se necesitan para

el seguimiento de los restantes capitulos.

Analizaremos a continuacion modelos de crecimiento econémico desde el enfoque

y con las herramientas que nos proporciona la Teoria de los Juegos.
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Juegos de crecimiento econdmico

En el presente capitulo se estudia la dicotomia entre crecimiento y distribucion de
la renta, planteada como un conflicto entre agentes econémicos en el entorno de
los juegos diferenciales de capitalismo. Se analizan los equilibrios de Nash en ciclo
abierto extendiéndolos a cualquier combinaciéon de parametros, y se calculan también

el conjunto de pagos no dominados del juego.

2.1 Juegos de capitalismo

Como hace notar Matti Pohjola en su breve recopilacion de trabajos sobre juegos
diferenciales de capitalismo (Pohjola, 1987) la primera aproximacién al problema
de la distribucion desde el punto de vista de la Teoria de Juegos fue propuesta por
Phelps y Pollak en su trabajo de 1968. Estos autores ven ya el crecimiento econémico

y la distribuciéon como un conflicto intergeneracional.

Sin embargo, es Kelvin Lancaster en 1973 el primero en aplicar la teoria de los
juegos diferenciales a modelos de crecimiento y distribucion. Formul6 un juego dife-
rencial de dos jugadores considerando los topicos de la acumulacién y la distribucion
de los beneficios entre las clases sociales, estudiados por los clasicos como Malthus,

Ricardo o Marx.

Lancaster considera dividida la sociedad en dos clases que, con una terminologia
quizas algo desfasada, llama trabajadores y capitalistas, los cuales seran los corres-
pondientes jugadores del juego. Supone una economia unisectorial cuyo output en

cierto instante puede o ser consumido o bien ser anadido al stock de capital existente.

23
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Los trabajadores pueden controlar su tasa de consumo en el output total dentro de
unos ciertos limites. Por su parte los capitalistas disponen de toda la renta sobrante
para consumir o invertir, de acuerdo con la proporcion que asignen en cada momen-
to. Todo lo que no consuman serd reinvertido en el sistema, con lo que aumentara
su capacidad de produccién. El juego se desarrolla en un horizonte temporal finito
y conocido, donde el pago a los jugadores corresponde con el consumo total que

tendran a lo largo de dicho horizonte temporal.

Sobre este modelo Lancaster calcula los equilibrios de Nash en ciclo abierto (que
resultan ser también equilibrios feedback) y los compara con la solucién cooperativa
que se obtiene cuando ambos jugadores conjuntamente procuran maximizar la suma
de los consumos. Como es de esperar los resultados cooperativos superan a los no
cooperativos: la competencia produce una pérdida de bienestar y esto da titulo a su

articulo: “The dynamic inefficiency of capitalism”.

Diversos autores han continuado el estudio de los juegos de capitalismo, inclu-
yendo nuevas hipdtesis y desarrollando nuevas versiones del modelo original de Lan-
caster. En la tabla 2.1 se resumen algunas contribuciones a este tipo de juegos, que

comentamos a continuacion.

Tabla 2.1

Diversas estrategias estudiadas en la literatura sobre juegos de capitalismo.

estructura de soluciones no cooperativas soluciones cooperativas
informacién Nash Stackelberg Pareto regateo de Nash
ciclo Lancaster(73) Pohjola(83a) Lancaster(73)  Pohjola(84)
abierto Hoel(78) Gradus(89) Hoel(78) Rincén(94)
Pohjola(83b) De Zeeuw(92) Gradus(89)
Gradus(89) Soto&M(96) Pohjola(85)
Rincén(94)

feedback Bagar, H&R(85) Basgar,H&R(85) Haurie&P(87) Haurie&P(87)

Haurie& P(87) Rincén(94) Kaitala&P(90)
Rincén(94) Seierstad(93)
Soto(94) Soto(94)

Michael Hoel (1978) estudié el efecto de considerar como funcién de utilidad de
los jugadores los consumos descontados en el tiempo, lo que hace que la ecuaciéon
que rige la dindmica del sistema pase a ser no lineal. Pohjola (1985) introdujo un

horizonte infinito, funciones de utilidad no lineales y una restriccion de empleo pleno.
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Algunos estudios han afrontado soluciones para reducir la pérdida de bienestar
debida a la falta de cooperacion entre los jugadores. Asi, Pohjola (1983b) demuestra
que dejar que recaiga en los propios trabajadores parte del control sobre las inversio-
nes mejora el bienestar de ambos jugadores. Buhl y Machaczek (1985) siguendo esta
linea consideran las implicaciones derivadas de que los trabajadores tengan la pro-
piedad del capital. De esta forma se reduce la posible ineficiencia pues las decisiones

de los trabajadores estan menos ligadas al comportamiento de los capitalistas.

Por otra parte, Pohjola (1983a) comparé la solucién de Nash hallada por Lancas-
ter con la solucion de Stackelberg en ciclo abierto. Este articulo fue comentado mas
tarde por Aart de Zeeuw (1992) mostrando que la solucién hallada por Pohjola no es
completa y que existen infinitos equilibrios de Stackelberg, aunque las conclusiones
sobre los consumos permanecen siendo ciertas. Efectivamente Pohjola afirma que
aunque ambos jugadores prefieren esta formulacion ninguno quiere actuar de lider.
No ocurre lo mismo, sin embargo, cuando modificamos la estructura de informaciéon
del juego. Asi, Basar, Haurie y Ricci (1985) muestran que ambos jugadores pre-
fieren que los capitalistas lideren la economia en un equilibrio de Stackelberg con

retroalimentacién.

Las soluciones cooperativas también se han estudiado en este contexto, pues Lan-
caster compara el equilibrio de Nash que halla con el maximo de lo que él llama
funcion de bienestar social, y que no es sino la suma de los consumos de ambos
jugadores. Hoel (1978) hace lo mismo pero considerando en lugar de la suma toda

la frontera de Pareto del conjunto de pagos posibles.

Pohjola (1984) estudié la solucién de regateo de Nash y las amenazas 6ptimas que
pueden anunciar los jugadores con el fin de conseguir alguna ventaja en la soluciéon

negociada.

Rincén (1994) y Soto (1994) consideran un modelo modificado en el que los capi-
talistas controlan la oferta de trabajo, ademas de la inversion, y donde la funcion de
produccién es de tipo Coob-Douglas. Después de estudiar los equilibrios feedback
de Nash pasan a estudiar diversas soluciones cooperativas. Rincon calcula primero
la frontera de Pareto para después plantear las soluciones negociadas de Nash y la
de minimos cuadrados que alcanzan dicha frontera. Soto por su parte estudia estra-
tegias en amenaza que aunque no son eficientes constituyen un equilibrio perfecto

en los subjuegos.

Seierstad (1993) define estrategias gatillo de dos tipos diferentes y demuestra que

ademas de ser perfectas para los subjuegos, obtienen pagos mas eficientes que las de

Nash.
Soto y Macarro (1996) consideran el modelo de Kaitala y Pohjola (1990) pero
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conservando el horizonte finito de Lancaster. Utilizando una funciéon de produccion

Coob-Douglas calculan los equilibrios de Stackelberg en ciclo abierto.

Pasamos a describir a continuacion el modelo de crecimiento y distribucién, for-

malizando la dinamica del sistema y las funciones de pago de los jugadores.

2.2 El modelo de crecimiento y distribucién

Consideraremos una economia unisectorial en la que los agentes sociales se hallan
divididos en dos grupos que llamaremos trabajadores y capitalistas de acuerdo con
sus intereses sociales y econémicos. El estado del sistema en cada instante ¢ viene
dado por el stock o acumulacién de capital K(¢). Un determinado nivel de capital
produce un output o produccion de la economia expresado mediante una funcién del
capital f(K'). Supondremos que esta funcién de produccién es positiva, creciente,
continua y continuamente diferenciable. Para el cédlculo efectivo de los equilibrios
supondremos que esta funcién es lineal: A- K(t) + B, con A, B > 0, del tipo de las
usadas por Rebelo (1991).

En cada instante los trabajadores pueden controlar con una variable uy(¢) la pro-
porcion del output total que se destinara a sus salarios. Esta variable supondremos
que se encuentra en todo momento dentro de un intervalo [a,b] C [0,1], dado por
la estructura social en que se encuentra el sistema. Consideraremos que para la
propia supervivencia del sistema estos limites no deben ser superados. En el modelo
original de Lancaster-Hoel se asume que b > % Nosotros prescindiremos de esta
restriccion que no nos parece suficientemente justificada. El consumo instantdneo

de los trabajadores lo notaremos por C1(t) y viene dado por
Ci(t) = wi () fIK ()]

Por su parte los capitalistas disponen de todo el output no consumido por los
trabajadores bien para su propio consumo o bien para invertirlo en el sistema. Con
la variable uz(?) controlan la proporcién destinada a la inversion. El resto, Cs(1),

constituye su consumo:

Co(t) = [1 = ur(O]1 = wa (OISR (H)].

En el modelo de Lancaster-Hoel esta variable se mueve libremente en todo el inter-

valo [0, 1]. Extenderemos nuestro estudio a intervalos generales [¢, d] C [0, 1].

La dinamica del sistema viene dada por la variacion en la acumulacion de capital

que se produce por la inversion. Esto nos conduce a la ecuacién diferencial:

K1) = 1) = [ = ar (0ua( ) STE (1), (2.1)
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Los jugadores buscan maximizar su utilidad a lo largo de un horizonte temporal
finito y predeterminado [0,7]. Siguiendo a Hoel (1978) esta utilidad la identificare-
mos con el consumo pero aplicando un factor de descuento positivo que denotaremos
por T para los trabajadores y « para los capitalistas. De esta manera tenemos que

la funcion de pagos de cada uno de los jugadores es
T T
Ji = / e O (1) dt = / e~y (1) FIK ()] dt (2.2)
0 0
T T
Jy = / e~ Cy(t) dt = / e — ur (D) — wa(OIF[K ()] dt.  (2.3)
0

0

Con todo lo anterior tenemos descrito un juego diferencial de dos personas de
suma no nula. Unicamente queda por fijar un estado del sistema en el instante
inicial ¢t =0:

K(0) = K. (2.4)

El juego consiste en encontrar para cada jugador una funcién de control w;(t) a
lo largo del intervalo [0, T'] que varie en [a,b] para los trabajadores y en [¢,d] para
los capitalistas, y de forma que se maximize (2.2) y (2.3) respectivamente, sujeto a

la dinamica del sistema descrita por (2.1) y a una condicién inicial dada en (2.4).

El comportamiento de los jugadores puede ser descrito mediante estrategias, esto
es, mediante funciones que indican la accion a tomar por el jugador dada la infor-
macion que este tiene del desarrollo de la partida y del estado del sistema hasta el
presente. A diferentes estructuras de informacion les corresponde diferentes reac-
ciones y por tanto diversas estrategias. Nosotros supondremos a lo largo de esta
memoria que los jugadores unicamente conocen el estado inicial del sistema. Por
tanto, los equilibrios que encontraremos seran del tipo open-loop o de ciclo abierto:
los jugadores fijan su comportamiento al comienzo del juego, y no lo cambiaran por

las acciones del otro jugador.

Este tipo de estructura de informacion nos permite definir estrategias de forma
sencilla pues una vez fijado el estado inicial del sistema, Ky, se pueden expresar como

funciones dependientes sélo del tiempo uy :[0,T] — [a,b] o bien wuy: [0,T] — [c,d].

En las siguientes secciones calcularemos los equilibrios de Nash y el conjunto de
pagos no dominados asociados al juego descrito anteriormente. Para ello utilizaremos

la Teoria del Control Optimo y las condiciones presentadas en el primer capitulo.

2.3 Equilibrios de Nash

El céalculo del equilibrio de Nash supone la maximizacién de dos funcionales objetivo,

buscando las acciones que maximizan el pago de un jugador mientras se considera
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fijo el comportamiento del otro. Definiremos por tanto dos hamiltonianos (uno
para cada jugador) formados por el integrando de las funciones objetivo mas una
variable de coestado p; (¢ = 1,2) multiplicada por la tasa de variaciéon instantdnea
de la variable de estado dada por la inversion (2.1). De esta forma el hamiltoniano

de los trabajadores resulta ser

Hi(t, K ui,ug,pr) = e 7 fIK(8)]u(t)
+ pu(0)[L = ua (D)]uz(t) FK ()], (2.5)

y el de los capitalistas

Hy(t, K, up,ug,pa) = e ™[1 —ug(D)][1 — ua(6)]f[K ()]
+ )1 = wa(D)]ua(4) ST ()], (2.6)

El Principio del Maximo de Pontryagin nos afirma que dado el control del segundo
jugador us, el control del primero que maximize su objetivo J; debe maximizar
a su vez el hamiltoniano H; en cada instante del intervalo temporal, sujeto a las
restricciones dadas por la dinamica del sistema y de la variable de coestado. Un
resultado andlogo con us y Hy se tiene para el segundo jugador admitiendo un control
dado del primero. Bajo el supuesto de que tanto los integrandos de las funciones de
pagos como la funciéon que define la tasa de variacion de la variable de estado sean
continuamente diferenciables en [0, 7], podemos dar condiciones suficientes para el

equilibrio.

Dado un par de estrategias (uj, u}), denotaremos por K*(t) el valor de la variable
de estado en t cuando se utilizan los controles (uj,u3). Las condiciones para que
el par (uj,u3) sea un equilibrio de Nash nos las ofrece el teorema 1.12 y pueden

expresarse de la siguiente forma:
El. K*(t) = fIK=(1)][1 - uj(t)]u3(t);
E2. K*(0) = Ko;

E3. existen un par de funciones py,py: [0,7] — IR continuas y continuamente

diferenciables a trozos tales que

0H;

pz(t) = —W(t,[&’*,uf,ug,pi), (Z = 1,2);

en todo punto ¢ € [0,T] en el que la derivada esté definida;

E4. uj(t) = arg m.EsL)%]Hl(t,K*,ul,u;,pl), vt € 10,71,
u1 €la,

uy(t) = arg m?g]Hz(t,K*,UT,Uz,pz), vt € [0,T7;
u2 €|¢,
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E5. p(T)=0, i=1,2.

De la observacion de las expresiones que toman los hamiltonianos y de la condicion
E4 podemos deducir cudles son los pares de controles validos en el equilibrio. El

resultado es el siguiente:

Lema 2.1
En cada instante t € [0,T], un par de control éptimo (u1(t),us(t)) puede ser (a,c),
(a,d), (b,c¢) o bien (b,d).

Demostracion. El hamiltoniano de los trabajadores es una funcién lineal en u; con
pendiente [e™ —py (t)ua ()] K (¢)]. Asi, dado uz y puesto que la produccién f[K ()]
es siempre positiva, el maximo de H; que requiere la condicion E4 se alcanza en

a, st e”™ — py(Hua(t) < 0
ui(t) = { cualquier u € [a,b], sie ™ —pi(t)us(t) =0
b en otro caso

Y

De igual manera, cuando maximizamos el hamiltoniano de los capitalistas dado
uy encontramos que es una funcién lineal de uy con pendiente [1 — uq(?)][p2(t) —
e " fIK(t)]. Puesto que ui(t) € [a,b] C [0,1] tenemos que 1 — uy(¢) > 0. Las
acciones 6ptimas de los capitalistas, dado wuy, seran en cada instante

¢, s1 pz(t) — e Ht <)
uz(t) = ¢ cualquier u € [c, d], s pz(t) e rt—
d en otro caso

Y

Por lo tanto, para cada instante ¢, una de las siguientes cuatro combinaciones de
controles es 6ptima (aunque pueda haber otras si alguna de las condiciones se da

con igualdad):

=¢, cuando e "< pi(t)e vy e > py(t);

, cuando e T < pi(t)d y e < pa(t);

(iii) ui(t) = b, uz(t) =¢, cuando e ™" > pi(t)e vy e > py(t);
(iv) ui(t) =0b, ua(t) =d, cuando e ™ >pi(t)d y e < po(t).
Con esto queda demostrado el resultado. a

A la vista del lema anterior podemos asegurar que el equilibrio sera de tipo bang-
bang, es decir, tomara (salvo tal vez en un conjunto finito de puntos) uno de los

valores extremos de los intervalos de acciones de los jugadores.
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Equilibrios feedback

En Fershtman (1987) se identifican algunas clases de juegos diferenciales en los que
las estrategias en equilibrio de Nash en ciclo abierto son también equilibrios de Nash
de tipo feedback degenerados, es decir, juegos en los que las estrategias feedback

dependen tdnicamente del tiempo y no de la variable de estado.

Los equilibrios feedback son n-uplas (una para cada jugador) de reglas de decision
de manera que verifiquen la condiciéon de Nash para cada subjuego posible, que
vendra expresado por un par (¢, K;), donde t € [0,T] es el instante de inicio del
subjuego y K el valor de la variable de estado en ese instante. Puesto que el
equilibrio feedback constituye un equilibrio para cada subjuego, podemos asegurar
que sera perfecto en los subjuegos. Por lo tanto, en la clase de juegos identificados

por Fershtman los equilibrios open-loop son perfectos en los subjuegos.

Diremos que dos juegos son equivalentes si los equilibrios de Nash de uno son

equilibrios de Nash del otro también. Sea el juego con funcién de pagos de la forma

T
JZ:/ gi(u, t)exp(—y; K)dt, i=1,2, (2.7)
0

de manera que u = (uy,uz) es el vector de funciones de control de los jugadores, la

variable de estado K se mueve con la cinética de la ecuacién
K = h(u,t), (2.8)

y la condicién inicial K(0) = Ky puede tomar cualquier valor de IR. Fershtman
demuestra que este tipo de juegos es equivalente a cualquier otro juego con estas
mismas caracteristicas pero con la variable de estado inicial fijada a un valor. De

esta forma se ve cémo los equilibrios de Nash de estos juegos son también feedback.

Recordemos que para el calculo de los equilibrios hemos supuesto que la funcion
de produccién es lineal, f[K(t)] = AK(t)+ B, donde A y B son no negativos.

El juego de capitalismo que estamos tratando es de la forma
T
Ji = / G(u, ) (AK + B)dt, i=1,2,
0

con K = h(u)(AK+ B). Haciendo el cambio en la variable de estado L. = In(AK+B)
tenemos que nuestro juego lo podemos expresar como

T
Ji = / gi(u,t)exp Ldt, 1=1,2,
0
siendo L = Ah(u), que es del tipo mostrado en (2.7) y (2.8). Por tanto, en este juego
de crecimiento econémico, los equilibrios de Nash open-loop seran también feedback

y por consiguiente perfectos en los subjuegos. Estos equilibrios no dependen del

valor inicial que toma la variable de estado.
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2.3.1 Calculo de los equilibrios

Describamos a continuacion el proceso a seguir para determinar los equilibrios.

Retomando las condiciones para que un par (uq,uz) sea equilibrio de Nash, tene-
mos que la condicién E5 nos afirma que las variables de coestado se deben anular
en el instante final 7. El hecho de que pi(T') = 0 nos elimina las combinaciones
de control (i) y (ii) como Sptimas en T'. Por otra parte, po(T') = 0 hace que (iv)
tampoco resulte ser 6ptimo en un entorno del instante final. Queda, por tanto, que
los controles usados por los jugadores en T son los dados por la combinacion (7ii):
(ug = b,uy = c¢).

Una vez conocidos los controles que se utilizan y el valor que toma la variable de
coestado en un determinado punto, la ecuacion diferencial dada por E3 nos permite
conocer la expresion exacta que toma la variable de coestado. En nuestro caso
tendremos que, en un cierto intervalo [, 7] en el que se utiliza (iii), las variables p

y p2 han de ser solucién de las ecuaciones
pi(t) = —Abe™ ™ — py () A(1 — b)c,

po(t) = —A(L = b)(1 — c)e ™ — po(t) A(1 — b)e,

y cumplir las condiciones iniciales dadas por E5: pi(T) = 0, po(T) = 0. Esto nos

lleva a las expresiones

p(t) = ﬁ (exp(—7t) —exp{[A(l = b)c — 7]T — A(1 — b)et}), (2.9)
po(t) = i(l_;?i(l_;)z) (exp(—rt) — exp{[A(1 = be — €] T — A(1 = b)et}). (2.10)

El instante ¢ en el que se deja de utilizar (iii) serd aquel en el que cesen de verificarse
las condiciones de optimalidad del par de control. Para hallarlo resolveremos en ¢
las ecuaciones e™™" = py(t)c y e " = py(t). Llamaremos ¢; y t3 a las soluciones
respectivas de las ecuaciones anteriores, si existen y se encuentran en el intervalo
[0,T]; en otro caso, les damos el valor cero. No es dificil ver que siempre seran

menores que 1"y que, por tanto, basta con tomar

1 Ac—1
tl:maX{T_A(l—b)C—T ln< e ),0}, (2.11)

s :maX{T— A(l—lb)c—/i 1n(A?1(1__bf()1__’1)) ,0}. (2.12)
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El instante ¢ serd el primero en que deje de verificarse una cualquiera de las con-
diciones. Como en nuestro razonamiento nos estamos moviendo hacia atras, este
instante sera

t = max{ty,t3}.

Una vez llegados a este punto hemos de decidir cudl es el par de control que se
utiliza en un cierto intervalo con extremo superior en el instante {. Como conocemos
los valores de las variables de coestado en ¢ y las nuevas ecuaciones diferenciales,
volvemos a obtener las expresiones de p; y ps v el instante en el que el nuevo control
deja de ser éptimo. Procederemos de esta manera hasta alcanzar el instante inicial

t = 0. Este procedimiento puede concretarse en el algoritmo de la figura 2.1.

Para aplicar el algoritmo es de utilidad la tabla 2.2. Fn ella se recogen, para
cada combinacién de controles, expresiones del capital y de las variables de coestado
obtenidas resolviendo las correspondientes ecuaciones diferenciales. La constante ()

es la adecuada en cada caso para que K, p; y ps sean funciones continuas en [0, 7].

Tabla 2.2

Condiciones, capital y variables de coestado para los cuatro pares de control.

par de control/ funcién de capital p1(%)
condiciones K(¥) pa(?)
. Aa -7t —A(l—a)ct
e R = e L
[agmie AR du—an-g
—K —a — ¢ & — —aje
e t2p2(t) me tye Al )tQ
.. Aa -7t —A(l—a)dt
(#1) = (v =a,us=d) e B 7T—A(1—a)de + ¢~ All-a)dt gy
{6_” e te-g A(L —a)(1 — d)
e—nt S pZ(t) — Ac(ll — a)d e—nt 4 6—A(1—a)dtQ
Ab -7t —A(l1=b)ct
(le) = (Ulzb,UQZC) et B me +e ( ) Q
e zmlle AT una
e~ b Z pz(t) K(__jq()l(_;)z) e—nt + e—A(l—b)ctQ
N Ab —rt | —A(1=b)dt
(iv) = (ur=b,us=d) . B T—A(l—b)de +e Q
e > pa(t)d MG — <
e—nt S pZ(t) A(l — b)(l — d)e—lct 4 e—A(l—b)dtQ

k— A(L—b)d
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Figura 2.1

Algoritmo para el calculo del equilibrio de Nash en ciclo abierto.

Paso 0 Inicializacién
Sea T el instante final. Hacer ty < T, p1(to) < 0 y¥ pa(to) < 0. Ir al paso 1.

Paso 1 Control 6ptimo

Sie™F0 > po(to)
hacer us(ty) + ¢;
En otro caso,
hacer us(ty) « d;

Si e~ > py(to)ua(to)
hacer uy(to) « a;
En otro caso,
hacer uy(to) < b.

Ir al paso 2.

Paso 2 Variables de coestado
Calcular las variables de coestado pi(t) y pa(t) resolviendo las ecuaciones

diferenciales
) O0H,
1) = ——
T
) O0H,
)y = ———
po(t) = =55

con las condiciones de contorno dadas por los valores ya conocidos pi(tg) ¥
pa(to). Ir al paso 3.

Paso 3 Instante de cambio de control
Sean t1 y to las soluciones respectivas de las ecuaciones

e = pi(tus(to),

— &t

e = pa(?).
Si no existe solucién para alguna de ellas, o bien la solucién es mayor que ty,
dar al correspondiente instante de tiempo el valor cero. Ir al paso 4.
Paso 4 Hacer t' « max{t1,?2}.
Sit' >0
hacer tg « ', p1(to) & p1(t'), pa(to) < p2(t’') e ir al paso 1
En otro caso, parar.
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Mediante la utilizacion del algoritmo anterior podemos obtener el equilibrio aso-
ciado con cada combinacion de parametros del juego. El desarrollo nos lleva a los

dos resultados siguientes.

Proposicién 2.1
Sea Ac < 7 y sean py y 1o los dados en (2.10) y (2.12). La secuencia éptima de

controles que forma un equilibrio de Nash en ciclo abierto es

1. (iii), si A(1 —b) < k;
2. (i), 5 A(L—b) >k v pi(ta)d > e~

3. (ii)-(iv)-(iii) en otro caso.
Demostracion.

l. Cuando Ac < 7 y A(l —b) < &, las expresiones de t; y de t; dadas en
(2.11) y (2.12) nos llevan a tener el logaritmo de un nimero negativo. De esta
manera no habra un cambio en las condiciones bajo las cuales es 6ptimo el
par de control (iii) y, por tanto, este sera el par utilizado a lo largo de todo el
horizonte [0, 7.

Nos encontramos en una situacion de estancamiento econdémico en la que los
trabajadores eligen como estrategia 6ptima la participacion maximaen la renta
(u1(t) = b) y los capitalistas carecen de incentivos para invertir y lo hacen al

minimo posible (ux(t) = ¢).

2. Supongamos ahora que A(1 —b) > k. En este caso t = {5, y en este instante
se verifica que exp(—rt2) = pa(t2) v que exp(—7tz) > pi(t2)c. Antes de 5 se

usa el control (iv) si exp(—7tay) > p1(t2)d, y el (ii) en caso contrario.

3. Si el control utilizado es el (iv), puede darse un nuevo cambio de controles en
un instante anterior {3 < ¢, en el que exp(—7t3) = pi(¢3)d. Para encontrar 3,

consultamos en la tabla 2.2 la expresion que toma p;:

Ab

—rt | —A(1-b)dt
—ai—nd” Tt @

pi(t) =

donde el valor de @; lo determina p;(¢2), que puede ser calculado con ayuda

de la expresion dada en (2.9). Obtenemos entonces

Qv = Ab [(T - A(11 " by 7 A(11 - b)d) exp(=Tla)=
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_expf{[A(l = b)e—7]T — A1 — b)ct}
T — A(l —b)c

] exp{A(1 — b)dt,},

1 T — Ad
e T g m(Qld[r —A(L- b)d]) ' (2.13)

Suponiendo que la anterior expresion de t3 tiene sentido y se encuentra entre

0 y tq, el par de control (ii) se utiliza en el intervalo [0, 3).

Con esto queda completada la demostracion. a

El resultado anterior es una generalizacion de los expuestos en Lancaster (1973) y
en Hoel (1978). En el primero de los articulos se tomac¢=0d =0y 7 = k = 0. Hoel
también hace ¢ = 0 y d = 0 pero aunque si bien considera factores de descuento,
utiliza una funcion de produccion genérica lo que no le permite hallar explicitamente
los instantes de cambio de control. Como los anteriores autores toman siempre
¢ = 0, no se encuentran con el caso en que Ac > 7. Para esta situaciéon obtenemos
el siguiente resultado.

Proposicién 2.2

Sea Ac > T, y sean py, t1 ¥ t2 los dados en (2.10), (2.11) y (2.12). Las sucesiones de
controles que forman un equilibrio de Nash en ciclo abierto son

1. (ii)-(i)-(iii) si t; >ty o bien A(l —b) < k;
2. 51 A(l =b) >k yademds t; <y, los equilibrios son

(a) (ii)-(iv)-(ii) cuando pi(t2)d < e ™2,y
(b) (ii)-(iii) cuando p;i(ta)d > €7 7%,

Demostracion.

1. Siendo Ac > 7y A(l —b) < k tenemos que { = {;. Ademads se verifica
también que exp(—7ty) = pi(t1)e y exp(—xt) > po(t), VI € [t1,T]. Antes de
t1 se utilizara, por tanto, el control (i). Las variables de coestado son de la

forma
Aa
H=— - —7t —A(l—a)ct
pi(t) T—A(l—a)ce te )2,
A(l — 1 —
pz(t) — ( Cl)( C) e—m‘ + G_A(l_a)Cth.

k—A(l —a)e
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Las constantes Q3 y ()5 se despejan con ayuda de de los valores py(t1) y pa(t1),
de acuerdo con las expresiones dadas en (2.9) y (2.10), resultando

Q2 = (% - ﬁ) exp{[A(l — a)c —7]i1};
_exp{[A(l = b)e—k]T + A(b—a)cti } N

k—A(l = b)e

—) exp{[A(1 = a)e— k]ir} | .
) |

Qs = A(l—b)(l—c)[

1 1
+(/<;—A(1—b)c_/<;—A(1—a)

Otro cambio de control se producira cuando deje de verificarse la condicion
e~ > py(1) en algin punto anterior a ¢;. Para determinar este nuevo instante,

que denotaremos 4, resolvemos la ecuacién py(t) = e, de la cual se obtiene

1 k—A(l —a)
k—A(l —a)e IH(QQ[KL — A(l - a)c]) ' (2.14)

Si la expresion dada en (2.14) tiene sentido y se encuentra entre 0 y ty, el

t4:

control (ii) se utilizara en el intervalo [0,4); a continuacién (i) durante [t4,1;)
y finalmente (iii) en [t1,T]. En otro caso el control (i) se utiliza a lo largo de

[0,t1) v (i) en [t1,T].

2. Supongamos ahora que A(1 —b) > k. Lo que ocurra en este caso dependera
de cudl de los dos instantes, t; 6 3, sea mayor. Si t; > {5, la primera parte
de esta demostracion nos indica la sucesion de controles a utilizar. Si por otra
parte t; < ty, las secuencias que forman el equilibrio de Nash son aquellas ya

dadas en los casos 2 y 3 de la proposiciéon 2.1.

Con esto queda concluida la demostracion. a

La tabla 2.3 resume las secuencias de controles que constituyen equilibrios de
Nash en ciclo abierto para cada posible combinacion de parametros, con indicacién

del punto de cambio. Los instantes de cambio #1,t2,15 v t4 se recogen en (2.11),

(2.12), (2.13) y (2.14).

2.3.2 Sensibilidad de los pagos

La Teoria del Control nos ofrece herramientas para estudiar la sensibilidad de los
pagos obtenidos respecto a la modificacion de los parametros del juego cuando un

unico jugador cambia su estrategia.

Consideremos que los integrandos de las dos funciones objetivo, asi como la fun-

cion que expresa la dindamica del sistema, dependen no solo de la variable de estado,
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Tabla 2.3
Estrategias optimas en equilibrio de Nash de ciclo abierto. Denotamos P al
producto pi(t2)d, y p1, t1, t2, t3 y t4 son los dados en (2.9), (2.11), (2.12),
(2.13) y (2.14).

T < Ae T > Ac
Pce Ttz Pze—rtQ Pce Ttz Pze—rtQ
..ta . t2 e ..t2 e
t; <o 17 — v — 112 17 — 122
..ta . t2 e ..t2 e
Al =b) >« 1w — v — 11 1 — it
..t4 .tl e
11 > 19 17 — 1 — 122
..t4 .tl e e
Al =b) <k il — 1 — i1 i1i

los controles de los jugadores y el tiempo sino también de un vector de parametros
(que denotaremos por w). Supongamos ademas que dichas funciones tienen deriva-

das parciales continuas respecto a la variable de estado y a los parametros.

Para cada vector de parametros w podemos definir

T
Ji(w) := sup {/e_thl(K,ul,u;,t,w)dt s (K(1),ui(2)) admisible}

0

T
J2(w) 1= sup {/ e O (K, uf, ug, tyw)dt © (K (1), ua(t)) admisible} \

0
donde (uf,u}) es el equilibrio de Nash del juego con vector de parametros w. El
par (K(t),ui(t)) es admisible dado «} si, con las condiciones iniciales del problema,
la acumulacién de capital sigue el comportamiento especificado por la funcién K(t)

cuando se utilizan los controles (uy, u3).

Bajo condiciones adecuadas (ver, por ejemplo, Seierstad y Sydseater, 1986), dado
un vector de parametros w se puede asegurar que J; esta definida en un entorno de

w y que es diferenciable en el punto w, siendo

9.Jy(w) /T

8wj -

aHi(tv [(*7 u»{7 ugvpiv 7]))
8wj

dt. (2.15)
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Para aplicar este resultado en nuestro analisis consideraremos como parametros
los valores extremos de los intervalos de accién de los jugadores: [a,b] y [¢,d]. Lla-
maremos vy y vg a los controles de los jugadores y consideraremos que se mueven

siempre en [0,1]. De esta forma tenemos que

ur(t) = a+(b—a)v(t),
us(t) = ¢+ (d—c)va(t).

Las estrategias en equilibrio para este nuevo juego son del mismo tipo que las
encontradas para el juego original, donde ahora v; alcanza el valor cero o uno cuando

u; llega al extremo inferior y superior de su intervalo, respectivamente.

De esta forma se puede estudiar como influyen sobre sus propios pagos las modi-
ficaciones del margen de accion de un jugador suponiendo que el otro mantiene la
estrategia asignada en el equilibrio. Para esto calculamos primero el equilibrio de
Nash asociado con los parametros iniciales del juego. De este obtenemos los con-
troles optimos, la trayectoria del stock de capital y las variables de coestado. Para
estudiar el influjo de los cambios en el intervalo de los trabajadores consideramos
un nuevo hamiltoniano (t, K,v1,v2,p2,a,b,¢,d) que se obtiene sustituyendo las
nuevas expresiones de u; y us dadas mas arriba en la expresion de Hy de (2.5).
La derivada de f, con respecto al parametro deseado (a o b) se evalia para cada
instante de tiempo en los controles y valores del capital y de la variable de coestado
que nos indica el equilibrio. De esta manera, la variacion que sufrira el consumo de
los trabajadores vendra dada como la integral en el tiempo de esa derivada, segin
nos indica (2.15). Algo analogo podria hacerse con el consumo de los capitalistas si

modifican su intervalo, o si se modifica cualquier otro parametro (A, B, 7, k, Ko)

Se comprueba de forma inmediata que las derivadas de las funciones objetivo
son no negativas respecto de los extremos superiores de los intervalos y no positivas
respecto de los inferiores. Por tanto, aumentar la libertad de movimiento de un
jugador cuando el otro se mantiene en su estrategia serd siempre ventajoso para él

pues aumentara su consumo.

Sin embargo, no parece del todo completo el analisis anterior en el que uno de
los jugadores queda inmovilizado en su estrategia cuando el juego ha cambiado. En
este sentido, seria mds adecuado estudiar la modificacion de los consumos cuando
al modificar el parametro correspondiente ambos jugadores se mueven a un nuevo
equilibrio de Nash. Este estudio se aborda con ayuda de un ejemplo en la siguiente

seccion.
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2.3.3 El efecto del rango de accién sobre el consumo y la
acumulacion de capital: un ejemplo

La tabla 2.3, muestra una secuencia de controles éptimos para cada posible confi-
guracién, con una indicacion del instante en el que se producen los cambios en las
variables de control. Para clarificar los resultados, vamos a considerar un ejemplo
en el que fijaremos los valores de los parametros que definen el estado inicial de la
economia. Analizaremos como afecta a los resultados la modificacién del intervalo

de discrecionalidad.

Supongamos un estado de partida de la economia caracterizado por los valores
dados a continuacion:
A=04, B =0.01, T =8 periodos,
T =10.06, & =0.05.

Siguiendo el enfoque esbozado anteriormente consideramos una primera fase en
la que los jugadores establecen los limites a su intervalo de discrecionalidad. Supon-
gamos que el intervalo (que denotaremos con el subindice cero) establecido para los
trabajadores es [ag, bo] = [0.405,0.495] y para los capitalistas [co, do] = [0.1,0.8].

En la segunda fase se desarrolla el juego propiamente dicho. Dadas las condiciones
iniciales de la economia y establecido el marco institucional anterior, los jugadores
alcanzaran un equilibrio de Nash con la combinacién de controles: (ii)-(iv)-(iii),
donde los cambios de pares de controles se realizan en los instantes {3 = 1.4 y
ty = 2.

A continuacion modificamos los intervalos de discrecionalidad de los jugadores y
observamos las desviaciones de consumos y capital final de los nuevos equilibrios,

respecto de la situacion original.

Comencemos por considerar que las decisiones de los capitalistas se mantienen
acotadas en el intervalo [cg,dp] y, sin embargo, se modifican simultaneamente las
cotas de participaciéon de los trabajadores en la renta. Nos encontramos entre un
valor maximo de participacion (¢ = b = 1), con una acumulacién de capital minima,

y un valor de participaciéon nula (¢ = b = 0), con una acumulacién maxima (ver

figura 2.2A).

En esta dinamica, el nivel de consumo de los trabajadores tendra un maximo local
en [0,0.5], y uno global cuando b = 1 y @ tome cualquier valor. Por su parte, para
los capitalistas, el consumo tendera a ser mayor segiin disminuya la participacién de

los trabajadores en la renta, y serd maximo cuando @ = b = 0 (figuras 2.2B y 2.2C).

En las figuras 2.3A y 2.3B puede analizarse la modificacién independiente de

cada uno de los extremos del intervalo. Primero mantenemos la cota superior en b
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y variamos la inferior en [0, bg]. Esto supone una mejora en los consumos de ambos
jugadores y en la acumulacion de capital cuando disminuye esa cota inferior y un
empeoramiento cuando aumenta, es decir, cuando se estrecha el margen de actuacion
de los trabajadores. Por el contrario, si mantenemos la cota inferior « igual a ag y
permitimos moverse la superior en [ag, 1] obtendriamos los resultados mostrados en
la figura 2.3B. Un estrechamiento del margen de accion de los trabajadores supone
una muy ligera disminucion de su consumo y un aumento de mas del 20% en el
stock de capital final y en el consumo de los capitalistas. Cuando aumentamos la
cota maxima de participacion, si este aumento en su libertad de movimiento no es
suficientemente grande (menor que 0.65), resulta que se traduce en una disminucién
de su consumo (y también del de los capitalistas y del capital final). Si es grande
el aumento se consigue entonces un pago mayor que el original, aunque el de los

capitalistas y el capital final disminuyen drasticamente.

Este desplazamiento de la cota superior supone un cambio en la estrategia de
equilibrio, como se puede ver en la figura 2.4A. Cuando el intervalo de participaciéon
de los trabajadores en la renta se mantiene entre 0.405 y 0.54 la combinacion de
controles de equilibrio es (ii)-(iv)-(iii). Para valores de b comprendidos entre 0.54 y
0.87 el equilibrio de Nash viene dado por (ii)-(iii), aunque a partir de 0.6 el instante
de cambio vale 0 y, por tanto, se reduce a (ii7). Finalmente queda (iii) (participacion

maéaxima de los trabajadores e inversion minima) entre 0.87 y 1.

En definitiva, se analiza la interacciéon entre las decisiones de los trabajadores y
los capitalistas y se observa cémo a medida que la cota superior b de los trabajadores
aumenta, crecen los incentivos para pasar de la participacion minima a a la méaxima

b, mientras los capitalistas pierden todo incentivo para invertir.

Realicemos un estudio similar manteniendo las cuotas de participacion de los tra-
bajadores [ag, by] = [0.405,0.495] y modificando el intervalo de discrecionalidad de
los capitalistas. Recordemos que ¢ supone la parte de la renta dirigida institucional-
mente a la inversién y la diferencia entre 1 y d es el minimo dedicado al consumo de
los capitalistas. Por tanto, tenemos que si ¢ = d = 0 la acumulacién de capital es
nula, y cuando ¢ = d = 1 la acumulacién es maxima (ver figura 2.2D) Légicamente
el consumo de los trabajadores sera tanto mayor cuanto mas se acerquen ¢y d a
uno (figura 2.2E). Por el contrario, el consumo de los capitalistas sera mayor segin

¢ se acerque a cero y d a uno (figura 2.2F).

El analisis de la evolucion de cada una de las cotas manteniendo la otra fija, nos
lleva a los graficos 2.3C y 2.3D. Si aumentamos la parte minima de renta que debera
ser dedicada a la inversion aumentaran tanto el capital final acumulado como el
consumo de los trabajadores, mientras que disminuye el de los capitalistas. Por otro

lado, cuando disminuimos d y, por tanto, reducimos el margen de inversién de los
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capitalistas, ambos jugadores pierden en consumo y se acumula menos capital. El

fendmeno contrario se observa cuando se incrementa d.

Finalmente queremos hacer notar que se puede obtener mejores pagos para ambos
jugadores, manteniendo la misma acumulacion de capital en el instante final, si se
modifican simultaneamente las dos cotas de su intervalo de discrecionalidad. De
esta forma, si nos movemos en el plano ab a lo largo de la curva de nivel del capital
final que pasa por el punto original (0.405,0.495), senalada en la figura 2.2 con trazo
punteado, el consumo de los capitalistas permanece practicamente constante, pero
el de los trabajadores experimenta cierto aumento segin nos acercamos al punto
extremo (a = 0,b = 0.55), indicado en el dibujo con un punto grueso. Por su parte,
cuando los capitalistas se mueven en el plano c¢d por la curva de nivel indicada hacia
el punto (¢ = 0,d = 0.91) ambos jugadores obtienen consumos sustancialmente

superiores.

El ejemplo considerado parece poner de manifiesto que una estructura institucio-
nal muy rigida, que limite excesivamente las decisiones de los agentes, puede ofrecer
peores resultados para el sistema y para los mismos agentes que otra mas flexible,
aunque esta ultima parezca proteger menos los intereses de alguno de los decisores.
Con todo, se ha visto un caso (figura 2.3B) en el que aumentar los Iimites de uno de
los jugadores conduce a un nuevo equilibrio con peores pagos para cada uno y con

un menor stock de capital final.
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Figura 2.2
Curvas de nivel del stock de capital final alcanzado (A y D), del consumo de los
trabajadores (B y E) y del consumo de los capitalistas (C y F) en el equilibrio
cuando se modifican los intervalos de discrecionalidad de los trabajadores (A, B
y C) o de los capitalistas (D, E y F). Las curvas mas gruesas indican un mayor
valor de la funcién. El punto blanco es el valor inicial. La linea discontinua es
la curva de nivel correspondiente al capital alcanzado en el punto inicial. En el

punto negro se obtienen mejores pagos en el equilibrio para ambos jugadores,



2.3. Equilibrios de Nash 43

(A (B)

‘ 14
12
3 12
115 b

11 o8
1.05 2 06 1
—_— 0.4
a
01 0.2 03 0.4 05 02 3
0.95 0
© (D)
25
1
2
d
- /2
c
02 0.4 06 08
05 3
Figura 2.3

Graficas del stock de capital (1) y los consumos de trabajadores (2) y capi-
talistas (3) divididos por el valor que alcanza cada uno en el punto original
[@ = 0.405,b = 0.495], [c = 0.1,d = 0.8]. (A) en el caso en que a se mueve en
el intervalo [0,0.495], con b = 0.495; (B) moviendo b en [0.45, 1] con a fijo en
0.405; (C) ¢ se mueve el [0,0.8] para d = 0.8; (D) ¢ = 0.1y d varia en [0.1, 1].
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tiempo
N

(™) (B)

T=8 - T=8 -

(iii) (iii)

tiempo
N

405 54 6 75 1 0.1 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.4
Controles utilizados a lo largo del tiempo en el equilibrio. (A) Para el caso de
modificar b en [0.405, 1]. (B) Caso de variar d en [0.1, 1]. Las lineas gruesas en
gris indican cambios en la estrategia (ver tabla 2.3). La linea punteada indica la
trayectoria para los intervalos originales: se utiliza (ii) en el intervalo temporal
[0,t4 =1.4], (iv)en [1.4,t, =2]y (i) en [t = 2,T = 8].
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2.4 ()ptimos de Pareto

Vamos a buscar ahora los elementos no dominados del conjunto de todos los pagos
posibles en el juego descrito anteriormente. Para esto definimos una funcion de
bienestar social en la que se suman los pagos a los jugadores dados por Jy y Jo,

ponderados de acuerdo con su capacidad o poder de decision:
W =XJ; + (1 —A)Jg, donde A € [0, 1].

Para hallar toda la frontera superior del conjunto de pagos posibles basta con resolver

el problema

max  AJy(ug, ug) + (1 — N)Jo(ug, uz) (2.16)
sujeto a:  wuy(t) € [a,b], uz(t) € [¢,d] ¥Vt €][0,T] (2.17)
K1) = 11— un (a0 K (0] (215)

K(0) = Ky (2.19)

para cada valor de A en el intervalo [0, 1].

Dado un A, (2.16)—(2.19) expresan un problema cldsico de control éptimo, pues-
to que hay un tunico objetivo. Tendremos ahora un sélo hamiltoniano (H) y una
unica variable de coestado (p). Aunque wuy, uz, p y K son funciones del tiempo,
con frecuencia no expresaremos explicitamente tal dependencia a menos que haya

posibilidad de confusion. Tenemos entonces que el hamiltoniano es

Ho= Pare™ + (1= N1 =)l —up)e™] F(K) + p(l — w)uzf(K)
= e FR) {un + [peftua + (1= N)(1 = uz)] (1= )} (2.20)

Al igual que en el apartado anterior consideramos una funciéon de produccién
lineal AK(t) + B, pero ahora tomamos todo el intervalo [0,1] para los posibles
controles de los capitalistas en lugar de [¢,d] y consideramos que los descuentos son

positivos e iguales para los dos jugadores y lo denotamos por 4.

La Teorfa de Control afirma que el par de controles (uf,u}), con funcién de
acumulacion de capital asociada K™, sera éptimo sélo si se verifican las siguientes

condiciones (ver teorema 1.10):

Cl. K*(t)=[1—ul()]us(t) f[K*(1)];

C2. K*(0) = Ko;
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C3. existe una funcién p: [0,7] — IR continua y continuamente diferenciable a

trozos tal que
OH
sy = 2
Py 8[((

en todo punto ¢ € [0,T] en el que la derivada esté definida;

s * * .
tv [X 7u17u27p)7

C4. para cada t € [0,7T] se tiene que
(u’{(t% u;(t)) = arg maX{H(tv [(*7 U1, u27p) Fup € [av b]v Uz € [C, d]}a

C5. p(T)=0.

Observando la expresion del hamiltoniano dada en (2.20) podemos obtener un
resultado analogo al obtenido en el lema 2.1 y, por tanto, también aqui los con-
troles son de tipo bang-bang. Conocido el valor de la variable de coestado en un

determinado instante ¢, definiremos la funcién 7

y podemos saber cudl es el par de control que hace maximo el hamiltoniano en ese

punto. De la expresion (2.20) y de que f(K) es positiva se deduce que

0, siZ(t)<1—=2A
up(t) =< wef0,1], si Z(t)=1-— X (2.21)
1, en otro caso
y
a, si A <max{Z(t),1 — A}
ui(t) =< u € [a,b], si A =max{Z(t),1 — A} . (2.22)
b en otro caso

Y

Las expresiones que toman u; y uy dadas en (2.21) y (2.22) nos permiten, como ya
hicimos al calcular los equilibrios de Nash, restringir nuestro estudio practicamente

a cuatro pares de controles, uno de los cuales sera éptimo en cada instante:
(i) = (u; = a,uz = 0), cuando A, Z(t) <1 — X
(ii) = (u; = a,uy = 1), cuando A, 1 — X < Z(¢);
(ti)) = (uy = byuy = 0), cuando Z(¢) <1 —X <\
(v) = (ug = byuz = 1), cuando 1 — X < Z(t) < A.
De esta manera tenemos que

oK

p(t) = — ) {unh + (1= wy) [uape® + (1 —up)(1 = V)] } =
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= —[(K)e 'S (1), (2.23)

donde
S(t) = wug A+ (1 —ug)[ueZ(t) + (1 — ug)(1 = A)]. (2.24)
Obsrvese que S(t) es positiva cuando se utiliza cualquier control éptimo y entonces

toma la expresion

S(t) :=uA+ (1 —ug) max{Z(t),1 — A}. (2.25)

A laluz de (2.21) y (2.22) se deduce que los diferentes controles usados dependen
de la posicion relativa entre Z(t), A y 1 — A. El siguiente resultado es de utilidad

para estudiar esta relacion.

Proposicién 2.3
Si la funcién de produccién es lineal, y por tanto f' es constante, en el optimo del
problema (2.16)-(2.19) la funcién Z(t) = p(t)e®* es mondtona.

Demostracion. La funcion Z es continua, pues p también lo es. Expresamos su

derivada como

d(p(t)e™)
dt

donde S(t) toma la expresion dada en (2.25).

Z(1) = — (e + p()Fe™ = —(K)S(1) + p(t)se”.

En puntos con igual valor para la funcion 7, la funcién S también toma valores
idénticos. La pendiente de Z en esos puntos también serd la misma si f'(K) es
constante. Si Z es creciente en un punto entonces no puede ser decreciente en otro
punto posterior, o si es decreciente no puede pasar a ser creciente mas tarde, pues
esto implicaria que Z tomase el mismo valor pero con pendientes de distinto signo.

Es, por tanto, una funcién mondétona. a

Corolario 2.1
Sip(T) = 0, entonces las funciones Z y p en la solucién éptima del problema (2.16)-

(2.19) son no crecientes.

Demostracion. Puesto que f es creciente y por tanto su derivada es positiva, una
mirada atenta a (2.23) y (2.25) nos permite afirmar que p'(t) <0y, por tanto, p es
una funcién no creciente. Esto, junto con p(T') = 0 implica que p(¢) > 0 para todo
t € [0,T]. Entonces Z(t) = p(t)e’ es no negativa para todo ¢t < T. Si afadimos
a esto el hecho de que Z(T') = 0 y de que por la proposicién 2.3 la funciéon 7 es
monotona, tenemos que Z debe ser no creciente. a

Dado un par de control usado en un cierto intervalo, la variable de coestado

y la funcion de stock de capital para ese intervalo estdan determinadas, salvo una
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constante. La tabla 2.4 muestra las expresiones que toman suponiendo una funcion
de produccion lineal AK + B. La constante () depende de los valores de py K en

los extremos del intervalo en cuestién.

Tabla 2.4
Condiciones, capital y variables de coestado para los diferentes controles. La
constante () es la adecuada en cada caso para que K y p sean funciones conti-

nuas.
controles/ funcién de capital variable de coestado
condiciones K(¥) p(t)
(1) = (ur=a,uz=0) B B
2() <1 0 A/\a—I—(l(seQ)(l a)+Q
A<I=2A
AAae” " —A(1-a)t
() = (w=aw=1) ai-a @
{Z(t)zl_/\ 6(_G)Q_Z sid # A(l —a)
20 2 7@—(;\;4@’ sid=A(l-a)
e
(#4i) = (w1 =b,u2=0) Ab+ (1= X)(1—=10)
Z#)<1—=A<A © A §edt +Q
—dt
- /\zilqb(el 3 e_A(l—b)tQ
(iv) = (u1=b,uz=1) A=ty B N e
A< 1-A<Z(t) TR 0 §i0# A(L—b)
o sid=A(l-9b)

Los controles que conducen a éptimos de Pareto son sucesiones de los controles
(i), (ii), (iii) y (iv) (salvo casos extremos) actuando en diferentes intervalos del
horizonte temporal. ;Cuales son las secuencias posibles de pares de control? Para

responder a esta pregunta debemos observar las expresiones de uy y uy, considerar

el corolario 2.1 y distinguir los casos en los que A < %, A= % y oA> %

En caso de que A < %, tendremos que A < 1 — A. La figura 2.5d muestra que

las posibles secuencias de control han de ser compatibles con (ii)-(i). De la misma

manera cuando A > %,

sucesion compatible con (ii)-(iv)-(iii) (ver fig. 2.5f). En el caso A = el control

resulta que 1 — A < X y el control 6ptimo ha de ser una

posible es (ii)-(u,0), siendo u cualquier valor de [a, b], como muestra la figura 2.5e.

Como hicimos para calcular el equilibrio de Nash, también ahora debemos partir
del instante final T en el que sabemos que la variable de estado toma el valor cero.

Con este dato podemos saber cual es el par de control éptimo y la expresion exacta
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A<t A=1
b
K@) (a) K(t) ( )
I(T ______ I I(T ______ I I(T
Ky i i Ko i i Ko
0 T 0 T
Q) (d) Z(t) (f)

Figura 2.5
Posibles sucesiones de controles y acumulacién de capital asociada cuando 7 (¢)
es no creciente, para los casos A < 1/2 (a, d), A=1/2(b,e) y A > 1/2 (¢, f).

que toma la variable de coestado. Moviéndonos hacia atras en el tiempo calculamos
el instante en el que deja de ser éptimo el control elegido y asi sucesivamente vamos
retrocediendo en el tiempo hasta alcanzar el instante inicial £ = 0. El resultado se

puede resumir en el siguiente teorema.

Teorema 2.1 (Hoel, 1978)
Sean Jy y Jy los tuncionales objetivos dados en (2.2) y (2.3). Las secuencias de
control que maximizan W = AJ; + (1 — A).Jy siendo A € [0, 1] sujeto a la ecuacion

cinética del sistema dada en (2.1) y a la condicion inicial (2.4), son las dadas en la

tabla 2.5. a
Tabla 2.5
Estrategias que alcanzan pagos no dominados, para el juego con capital final libre.
A< A=1 A>

..t]‘ . ..t4 ..t3 . t2 e
it — 1 it — (u,0) it — v — i
con u € [a,b]

Los instantes de cambio de control no fueron calculados en Hoel (1978) pues

este autor considera una funcion de produccion genérica. Para el caso que estamos
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considerando en que la funcién es lineal, los instantes son

0, siti<0
L=<t sio<t<T (2.26)
T, siT<t
parat=1,2.4, y
0, sity <0
ty, sity <t
donde 5 N
1 1—
=T+ =In|l— 2.2
! +5 n[ A[)\a—l-(l—)\)(l—a)]] (2.28)
1 (1 =A)
=T+ =In |1 — 2.29
2 +5nl A[Ab—k(l—)\)(l—b)]] (229)
, (1 —2X 4+ AAbt,)/(NAD), sid=A(l-0)
Iy = A(5—A (2.30)
3 1o + L In { (0—A) } en otro caso
27 5ZA(-Y) (I=N[—A1—-b)]—rAb] °
1
ty =T+ =In(1 —46/A). (2.31)

)

Llamaremos KPr¢()) al capital final acumulado cuando se utiliza la estrategia

descrita anteriormente, para un juego con el capital final libre.

De entre los pagos no dominados parecen especialmente atractivos aquellos que
dominan al equilibrio de Nash. Veamos a continuaciéon un ejemplo en el que halla-

remos toda la frontera de Pareto.

Ejemplo 2.1 Consideremos la economia descrita en los siguientes términos:
— funcién de produccién: 0.2K(t) 4 0.01;
— factor de descuento: § = 0.03;
— intervalo de negociacién de los trabajadores: [a = 0.3,b = 0.8];
— horizonte temporal: [0,T = 8].

Aplicando estos pardmetros a nuestro juego se obtiene que el conjunto de pagos no
dominados es el mostrado en la figura 2.6a mediante la curva ABCD. La curva AB estd
formada por los puntos correspondientes a A < %, donde A es el asociado a A = 0. La
linea BC representa los pagos obtenidos por las estrategias asociadas a A = % que son del
tipo (ii)-(u,0): el punto B corresponde a tomar v = a y el C a u = b. Por ultimo, la
curva CD esta relacionada con los valores de A comprendidos entre % v 1. El capital final
obtenido KYP™()\) va aumentando a medida que nos trasladamos del punto A al D (ver

figura 2.6b).
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Fl equilibrio de Nash para este juego consiste en aplicar (iii) durante todo el intervalo
temporal, lo que permite alcanzar el pago representado por el punto EN. En este caso el
capital final coincide con el inicial, puesto que no hay inversion alguna. a

KhPre())
8.39

7.2

DJ1

Figura 2.6
(a) Pagos no dominados para el juego con capital final libre. El arco AB
corresponde a los valores de A entre 0 y %; la linea BC' con A = %; y CD
con A entre % y 1. El segmento F'F son los éptimos de Pareto que dominan el
pago del equilibrio de Nash (punto EN).
(b) El capital final obtenido para los diferentes valores de A supuesto un capital
inicial Ko = 5. Las letras se refieren a los puntos de la grafica (a).

2.5 Conclusiones

Las dos innovaciones introducidas en el modelo de Lancaster, esto es, la existencia
de tasas de descuento distintas para cada uno de los jugadores y la introduccién de
un marco institucional que acote los controles de los jugadores, enriquecen conside-
rablemente el analisis del juego diferencial de crecimiento econémico. Del desarrollo

del capitulo se pueden extraer las siguientes conclusiones.

1. En primer lugar, se pone de manifiesto que los equilibrios del juego vienen
determinados por el conjunto de parametros dados (A, B, 7, k) y por los valores
establecidos en el proceso politico de acotacién de la discrecionalidad del control de
los jugadores (a,b,c,d). En la tabla 2.3 aparecen los siete posibles equilibrios de
Nash. No se puede establecer una ordenacion entre los mismos, de acuerdo con su
caracter mas o menos expansivo, ni es facil deducir en qué medida los limites a los

controles de los jugadores afectan a los resultados.
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El hecho de que los equilibrios de Nash en ciclo abierto sean también feedback
degenerados resta algo del aspecto dinamico del juego, al hacer depender las deci-
siones de los jugadores tnicamente del tiempo, y no del estado del sistema, aunque

dispongan en cada instante de esta informacion.

2. A'lo largo del capitulo se estudia como la modificacion del marco institucional
(el intervalo de discrecionalidad) afecta a los resultados del juego. Para ello, se rea-
liza primeramente un analisis de sensibilidad de los pagos de los jugadores respecto
a las variaciones de sus rangos de actuacion. FEste analisis, sin embargo, resulta
limitado al poder utilizarse sélamente en situaciones en las que mientras un jugador
modifica su intervalo de discrecionalidad, el otro sigue con su estrategia de equilibrio
previa a dicha modificacién. El resultado obtenido pone de manifiesto que dada la
estrategia de uno de los jugadores, el jugador contrario siempre podra mejorar sus

pagos si se aumenta en cualquier sentido el rango en que puede moverse su control.

3. Dado que resulta interesante estudiar aquellas situaciones en las que exis-
te interaccion estratégica entre las decisiones de los jugadores, consideramos una
determinada economia en la que se fijan las condiciones técnicas (A, B) y las prefe-
rencias por el tiempo de los jugadores (7, k) lo que nos permite analizar el efecto de
la acotacion de los controles sobre los resultados del juego. Se toman en cuenta dos
situaciones. En una primera se estudia la influencia de la modificacion de esas cotas
sobre los consumos y sobre la acumulacion de capital en el instante final. Los resul-
tados obtenidos manifiestan, en términos generales, que una economia que restringe
mucho el margen de posibles actuaciones de los agentes obtiene unos resultados
suboptimos con respecto a otras con menores restricciones. Sin embargo, pueden
darse situaciones, como en el ejemplo 2.1 cuando el margen superior de actuacion
de los trabajadores aumenta moviéndose entre 0.6 y 0.7, en las que se produce un
empeoramiento general tanto para el consumo de ambos jugadores como para la
acumulacion de capital. Soélo a partir del 0.7 empezaria a mejorar el consumo de
los trabajadores, aunque a costa de una descapitalizacion de la economia y de una
caida que se podria calificar de dramatica en el pago a los capitalistas. Esto parece
indicar que existen incentivos para ampliar el margen de discrecionalidad siempre
que el limite superior de la participacion de los trabajadores en la renta no supere

el 60%. A partir de dicho limite el sistema econémico se colapsaria.

4. Se analiza la modificaciéon de las cotas de forma que, en el nuevo equilibrio
se alcance la misma acumulaciéon de capital que se obtenia en el equilibrio de Nash
correspondiente a los margenes de actuacion iniciales de los jugadores. En este
caso los resultados son congruentes con los anteriores: los consumos mas altos se
alcanzan cuando los intervalos son relativamente amplios: [a = 0,b = 0.58] para los

trabajadores y [¢ = 0,d = 0.91] para los capitalistas.
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En definitiva, para una economia dada, definida por un conjunto de parametros,
el andlisis realizado pone de manifiesto la posibilidad de establecer un marco insti-

tucional que sea compatible simultaneamente con los intereses de ambos jugadores.

5. Finalmente, se determinan los elementos no dominados u éptimos de Pareto
del conjunto de todos los pagos posibles en el juego y se establecen los controles
que los alcanzan. Como en el equilibrio de Nash, tampoco en las estrategias que
alcanzan pagos no dominados es relevante el capital inicial y dependen tnicamente

del tiempo, una vez fijados el resto de los parametros del juego.
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3

Juegos de crecimiento con
metas en el capital

Partiendo del modelo de crecimiento y distribucion presentado en el capitulo an-
terior, incorporamos en este una restriccion sobre el estado final del sistema. Se
calculan para este nuevo juego los equilibrios de Nash en ciclo abierto. Esta nueva
restriccién conduce a un cambio notable en los resultados, ya que al exigir que se
alcance al menos un capital final determinado se pasa de un unico equilibrio a poder
tener una cantidad no numerable de ellos. Se analiza también el conjunto de pagos
no dominados, esto es, los puntos que forman la frontera de Pareto. Por ultimo se
comparan los resultados con los obtenidos en el capitulo segundo, senalando condi-
ciones en las que los equilibrios de Nash son no dominados.

3.1 El modelo con metas en el estado final

La condicién de partida (el stock de capital inicial) no resulta ser de gran importancia
en el juego de crecimiento econémico que hemos considerado en el capitulo anterior
para saber cudl es el par de estrategias que estan en equilibrio o que alcanzan los
optimos de la funcion de bienestar social. Aunque la Teoria del Control maneja
restricciones sobre el estado final del sistema, no hemos encontrado en la literatura
sobre juegos de crecimiento modelos en los que se asuma ningun tipo de restriccion
sobre la situacion en que se deja la economia: los agentes econémicos la guian a

través de decisiones tomadas en su propio beneficio.

Pretendemos ahora modificar el modelo original y tener en cuenta no sélo los

35
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consumos individuales de los jugadores, sino también el estado del sistema al finalizar
el horizonte temporal fijado. Mientras que el sistema econémico tiene un horizonte
temporal infinito, o al menos indeterminado, los agentes tienen un tiempo de vida
limitado y se suceden unos a otros. Podemos considerar que cada par de jugadores
(trabajadores y capitalistas) forman una generacién que hereda de la anterior un
sistema econémico con una capacidad productiva determinada por el stock de capital
acumulado hasta la fecha que, tras un cierto tiempo, es dejado en manos de la
generacion siguiente. Esto supone el final de su vida activa, aunque los jugadores
continien por algin tiempo como poblacién inactiva, ya sin control sobre el sistema.
De esta manera cada generacion de jugadores esta interesada no sélo por el stock
de capital que hereda y por su consumo durante el intervalo [0, 7], sino también por
el capital que deja en manos de la generacion posterior, del que depende su propio

bienestar durante su retiro.

El propédsito de este capitulo es estudiar los equilibrios de Nash en ciclo abierto y
los pagos no dominados cuando se exige una determinada acumulacién de capital al
final del horizonte temporal. Estas metas en el capital final pueden venir impuestas
por agentes externos, decididas en un juego con las diferentes generaciones como ju-
gadores o ser negociadas entre trabajadores y capitalistas de una misma generacion.
El conocimiento de los pagos no dominados y de los posibles equilibrios de Nash

puede resultar de utilidad para las negociaciones, si estas existen.

La politica de ingresos, los convenios colectivos, los acuerdos sociales, etc son
ejemplos de negociacion entre trabajadores (sindicatos) y capitalistas (empresarios),
con la supervisién habitual del gobierno (ver Flanagan et al., 1983). Esta negocia-
cién se centra en los incrementos salariales ligados a la inversién por parte de los
empresarios. Nuestro modelo pretende ser util a la hora de encontrar la adecuada
acumulacion de capital de manera que sea consistente con un comportamiento ra-
cional de los jugadores, los cuales procuran maximizar sus consumos descontados a

lo largo del horizonte temporal.

El proceso europeo de unificacién econémica sirve también de ejemplo de una
situacién como la referida. La Comunidad Econémica Europea exige unos requisi-
tos minimos a los candidatos a la union monetaria. Estos criterios de convergencia
actian como restricciones en el estado de las economias nacionales de los paises can-
didatos al finalizar el plazo previsto. Una vez que la integracién en el sistema tinico
ha sido asumida por una nacién como objetivo politico, la negociacion entre las fuer-
zas sociales (inversores, sindicatos, empresarios, etc) deberia respetar tal decision,
rechazando todo comportamiento que impida el cumplimiento de los criterios. Por
otra parte, el gobierno y los agentes sociales deben negociar los objetivos sobre el

crecimiento, y para esto cada uno ha de ser capaz de prever las consecuencias del
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comportamiento de los otros.

Denotaremos por K7 al minimo stock de capital admitido al finalizar el horizonte
temporal. Expresaremos, por tanto, estas metas en el stock de capital final mediante

la restriccion

K(T) > Kr. (3.1)

En el juego original de Lancaster-Hoel el comportamiento de los jugadores lleva
a un resultado perseguido directamente por ellos: sus respectivos pagos, y a otro
no querido directamente: el stock de capital dejado a la generacién siguiente como
legado. Parece razonable modificar el orden anterior estableciendo un decisién co-
lectiva sobre el capital final, y una vez dada esta condicién, maximizar los pagos
a los jugadores. Llamaremos a esto juego de concertacion, en el cual los jugadores
negocian previamente cual va a ser el juego que se disponen a jugar, acordando unos

objetivos y la forma de conseguirlos.

Denotaremos por C(ey, ¢z, K7, P) a este nuevo juego con comunicaciones previas
y acuerdos (aunque no vinculantes) entre los jugadores. Este juego surge de un
proceso de negociacion (que llamaremos pre-juego) durante el cual se fijan algunos
parametros: el stock de capital K'r que quieren dejar a la generacion siguiente, un
par de controles (¢1,cy) que conduzcan a ese capital propuesto y una penalizacion
o multa P para las desviaciones en caso de que no se alcancen los objetivos. A
los funcionales objetivo del modelo anterior dados en (2.2) y (2.3) anadiremos otro
término dependiente del capital final alcanzado y de los controles utilizados:

J¢ = /0 Lot + FIK(T), ul, (i =1,2), (3.2)

donde 6, = 7,0, =k y

0, si K > K7 o bien
Fi(K,u) = K< Kryu()=¢(-) . (3.3)

—P, en otro caso

La funcion F; penaliza al jugador ¢ que abandona el control propuesto ¢;, utilizando
en su lugar u;, pero solo en caso de que no se haya alcanzado un capital de al
menos K7 en el instante final T'. Las condiciones (2.1), (2.4) siguen siendo vélidas,
y consideramos que el intervalo de actuacién de los capitalistas [¢, d] coincide con
[0,1], como en el modelo de Lancaster-Hoel. Sin embargo, no se impone restriccion

alguna sobre K (T') en el nuevo juego C'.

Estudiamos en la siguiente seccion los equilibrios de Nash para el juego conside-

rado.
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3.2 Equilibrios de Nash

La funciones de pagos descritas en (3.2) v (3.3) dependen del valor de la variable de
estado al final del intervalo temporal y de los controles utilizados por los jugadores.
Como no son continuas encontrar los equilibrios puede resultar una tarea dura. Para
evitar esta dificultad consideraremos otro juego, que denotamos por J(K7), en el
cual solo se permiten aquellas combinaciones de controles que lleven a un capital
final mayor o igual que K7. La conexion entre los equilibrios de estos dos juegos se

ofrece con el siguiente resultado.

Proposicién 3.1

Sean J(Kt) y C(cy,¢2, K7, P) los juegos definidos anteriormente, donde Kt > Ky,
P >0y (c1,¢2) es un par de controles que obtienen un capital mayor o igual que
K7 en el instante final T. Los equilibrios de Nash en ciclo abierto que conducen a
un capital final mayor o igual a K coinciden en ambos juegos si el parametro de

penalizacion es suficientemente grande.

Demostracion. Primero veamos que cualquier equilibrio en C(e¢y, ¢z, K7, P) es un
equilibrio también en J(K7), suponiendo que sea una estrategia admisible para
este segundo juego. Esto resulta inmediato al considerar que todas las posibles
desviaciones de un jugador en J(K7) pertenecen al conjunto de acciones de ese
jugador en C(ey, ¢z, K7, P). Ademas los pagos resultan idénticos en ambos juegos,
pues como se alcanza el capital requerido no se “dispara” la penalizacién. Por tanto,

si no habia desviaciones beneficiosas en el juego €', tampoco puede haberlas en J.

Por otro lado, supongamos que tenemos un equilibrio de Nash en J(K7) y con-
sideremos una desviacion unilateral de él. Si esta desviaciéon lleva a no obtener ni
siquiera el capital K7, el jugador que se haya desviado incurrira en una penalizacion
P que podemos considerar suficientemente grande como para quitar todo incentivo.
Sin embargo, si el capital final obtenido con la desviacién K(7T') no es menor que
K7, resulta ser una desviacion admisible en el juego J y los pagos de ambos juegos
coinciden. Como el control considerado es solucién de equilibrio de J, el pago de
cada jugador es al menos igual al que recibe por cualquier desviacién unilateral de

tal jugador. Por tanto, el equilibrio considerado lo es también de C(eq, ¢o, K7, P).
O

Para este nuevo juego los equilibrios open-loop no van a ser feedback: no es
posible encontrar un equilibrio feedback que dependa tnicamente del tiempo, pues
para el subjuego que comienza en un instante ¢y es importante el capital disponible
en ese mismo instante, K (%), ya que de él dependera la estrategia adecuada que se

debe utilizar en el intervalo [tg, T].
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Utilizando la proposicién 3.1 hallaremos los equilibrios del juego C' que cumplen
las metas propuestas calculandolos en el juego .J, cuyos funcionales objetivo nos
permiten aplicar las condiciones de control 6ptimo. Las condiciones expuestas para
que un par de controles (uj,u3) sea un equilibrio de Nash en ciclo abierto siguen

siendo validas pero cambiando la condicién E5 de la pagina 29 por las siguientes

E5'. Condiciones de trasversalidad

pi(T) >0, siendo p;(T)=0si K*(T)> Kr, (i1=1,2),
y anadiendo la nueva restriccion sobre el estado final
E6. K*(T)> Kr.

Como antes K*(t) y p;(t) son las variables de estado y de coestado en el instante

% %
t cuando se usa (uj, u}).

Pretendemos encontrar ahora las soluciones de equilibrio de J(K7). Para ello
buscamos un par de funciones de control (ug, uz) verificando las condiciones E1-F4,
E5" y E6. La condicion E5' nos ofrece dos formas de encontrar estrategias 6ptimas

que cumplan la condicion final buscada E6.

1. Si suponemos que con los controles ptimos el capital final K*(7) es mayor

que K7, la condicién E5’ se convierte en
B5. (1) =0(i=12)

y entonces nos encontramos con las mismas condiciones de equilibrio que
exigiamos en el juego con capital final libre del capitulo anterior, junto con la

nueva condicién E6':
E6'. K*(T)> Kr

2. Si forzamos a que el capital final valga exactamente K7, deberemos buscar
estrategias que den valores adecuados para las variables de coestado. Fn este

caso cambiamos E6 por la condicion de igualdad
E6". K*(T)= Kr
y E5 se convierte en

E5". p(T)>0(i=1,2).
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El proceso a seguir comienza dejando de lado E6’ y considerando el capital final
libre como en la seccion 2.3. Se buscan entonces equilibrios que verifiquen E1-E5.
Estos equilibrios (serdan tnicos, salvo tal vez en un conjunto finito de puntos) puede
ser que verifiquen E6 obteniéndose un capital final admisible, esto es, K*(T') > K.
En ese caso se trata de la solucién en equilibrio de Nash de J(K7r). Sin embargo,
si K*(T') < Kr, este procedimiento no nos facilita una estrategia éptima de nuestro
juego C'y no es admisible para J(K7). Bajo esta suposicion debemos intentar una
via alternativa en la cual se fuerce a K(7T') a valer exactamente Kr. De esta forma

exigiremos las condiciones E1-E4, E5” y E6".

Ya que E5 puede no verificarse, no podemos aplicar un método como el descrito
en la seccién 2.3 que comenzaba por el instante final. Ahora no conocemos a priori
el valor de las variables de estado en ningin punto, solamente podemos afirmar por

E5" que son no negativas en 7.

El hecho de considerar [¢,d] = [0,1] hace que de los cuatro posibles pares de
controles que se ofrecian en el lema 2.1, el primero (i) no pueda ser éptimo nunca,
pues no puede darse la condicién exigida exp(—7t) < pi(t)e. Nos queda, por tanto,
que los equilibrios pueden ser expresados como combinaciones de los tres posibles
pares de controles (ii), (iii) y (iv). Estos pares no pueden aparecer en cualquier

orden como muestra el siguiente resultado.

Proposicién 3.2

Sea un juego diterencial caracterizado por los funcionales objetivos (2.2) y (2.3), la
ecuacién cinética (2.1), con controles uy € [a,b] C [0,1] y uy € [0,1]. La tabla 3.1
muestra condiciones necesarias de precedencia entre los pares de controles (ii), (iii) y
(iv) que forman equilibrios de Nash en ciclo abierto. Los controles del lado izquierdo
preceden en el tiempo a los situados en la parte superior sélo si se verifican las

condiciones que aparecen como entrada de la tabla.

Para la demostracion del resultado sera de utilidad la tabla 3.2. En ella se ofrece
la funcién de capital y las variables de coestado que son solucién de la ecuacién que
rige la cinética del sistema y las dadas por la condicién E3, para cada posible par de
controles. Podemos apreciar que dependiendo de cudl sea el par utilizado (ii), (iii)
o (iv), la funcién de capital toma diferentes expresiones, siendo @) en cada caso una

constante adecuada de manera que K sea una funcién continua.

Demostracion. Supongamos que nos encontramos en un instante ¢y con variables de
coestado pi(to) y p2(to). Veamos cudl es el par de control que se puede utilizar con

anterioridad al control éptimo actual, segin sea este el (ii), (iii) o el (iv).
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Tabla 3.1
Condiciones necesarias para la precedencia entre pares de controles en el juego
con capital final fijo. Los controles de la columna de la izquierda sélo pueden
preceder a los de la parte superior si se verifican las condiciones expresadas en

el interior de la tabla.

(i1) - k<Al -0b) A(l-Db)#7< A
(i) Al —a) <k - A(l=b) <k

(iv) A<r k< A(l=1b) -

Caso 1: control actual (ii). Si el control éptimo actual es el (ii), entonces ha

de verificarse para t = tg que
e < py(1) (3.4)

e < py(t). (3.5)

Ahora bien, (ii) dejara de ser control éptimo en algin punto t; < to cuando no

se cumpla alguna de las dos desigualdades anteriores.

1.1 Estudiemos a continuacién condiciones sobre los parametros para que deje
de verificarse la desigualdad (3.4). Por la expresién que toma p; cuando se utiliza
(i) y con A(1 — a) # 7 (ver tabla 3.2) tenemos que

Aa

Al—a—r exp(—Tto) (3.6)

pi(to) = exp[—A(1 — a)to]Q1 —

de donde podemos despejar la constante ()1 como funcién de p;(to)

0, = (pl(to) i #exp(—rto)) exp[A(1 — a)to]. (3.7)

e S5i )1 > 0, entonces considerando (3.4) tenemos que en ty se cumple que

(1 + A(L) - < exp{[r — A(1l —a)]t} (3.8)

l—a)—r 1

Para que esta desigualdad pueda invertirse en algin instante anterior a tg, el

miembro de la izquierda ha de ser una constante positiva y la funcion de la derecha
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Tabla 3.2

Condiciones, capital y variables de coestado para los tres posibles pares de control.

controles/ funcién de capital p1(t)
condiciones K(¥) pa(t)

(i1) = (v1=a,us=1) . B e—All-a)tg A(lfg)_Te_”, si A(l—a) #71
Tt < pi(t) A=t 1 (Q — Aat)e™ ™, si A(l—a) =71
e < pa(t) e~ A=)

(#4i) = (w1 =b,u2=0) 0 eTTEAb T+ Q
e™f > pa(t) AL —b)/k+Q

(iv) = (ulzb, u2:1) B e_A(l_b)tQ — A(1ég)—76_ﬁ’ si A(l—b) *T
e~ > py(t) A=t — — (Q — Abt)e™7t, si A(1=b) =7
- A
e~ Kt < pz(t) e—A(l—b)tQ

creciente. Esto supone que se verifiquen simultaneamente las siguientes condiciones,

junto con la hipdtesis de que (); sea positiva:

Aa
0<l4+————— 0 — A(l - 3.9
< —I_A(l—a)—T’ <T ( Cl), ( )

que a su vez son equivalentes a estas otras tres
Aa

0 t _— —7t 3.10
<p1(0)‘|‘A(1_a)_TeXP( 7lo) (3.10)
A< (3.11)
Al —a) <. (3.12)

Puesto que pi(to) > exp(—7ty) > 0, entonces (3.11) y (3.12) implican (3.10).
Como A(l — a) < A entonces (3.11) implica (3.12). Por tanto, pueden darse si-

multdneamente las tres condiciones sdlo si A < 7.

e En caso de que ()1 < 0 se verifica

Aa 1
I+ = > — A(1 — a)]to}. 3.13
(14 1= ) g 2 ellr = A0 - i} (3,13
Para invertir la desigualdad necesitamos como antes que la parte izquierda sea po-

sitiva, pero ahora la funcién de la derecha ha de ser decreciente. Tenemos entonces

Aa

—A(l ey exp(—Ttp) < 0 (3.14)

p1(to) +
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T<A (3.15)
T < A(l —a). (3.16)

Como py(tg) > exp(—7to) > 0 las desigualdades (3.14), (3.15) y (3.16) son incom-
patibles. Por tanto, la tinica condicién que hay que exigir para que se pueda dejar

de verificar (3.4) es que A < 7.

e (); = 0. Bajo este supuesto tenemos que py(t) es proporcional a exp(—7t).
Sien t =ty se verifica (3.4), esto continuara siendo cierto también para cualquier

t < to mientras se siga utilizando ().

En todo el razonamiento anterior hemos tomado la expresién de p; bajo el su-
puesto de que A(l —a) # 7. En caso contrario, llamando @} a la nueva constante

que nos aparece, tendremos que

pi(t) = (Q]) — Aat)e_Tt.

Como volvemos a tener p; proporcional a exp(—rt), aplicando el mismo razona-
miento que para () = 0, la condicién (3.4) permanecera siendo cierta mientras se
utilice (ii).

Sea t; la solucién de pi(t) = exp(—7t). Si t; se encuentra en [0,%y] y se cumple
(3.5), es decir, exp(—rxt;) <
es el (iv).

p2(t1), entonces el control que utilizamos antes de (i)

1.2 Veamos ahora cuando puede dejar de verificarse (3.5). Obsérvese que py(t)

toma, bajo el control (ii), la expresion

p2(t) = exp[—A(l — a)t]Qs. (3.17)
De esta igualdad y de (3.5) tenemos que para t =ty resulta
exp{[A(1l — a) — K]t} < Q. (3.18)

Obviamente (), es siempre positiva. La desigualdad se invertira en algiun instante
anterior a tg sélo si el miembro de la izquierda es una funcion decreciente en t. Por
tanto debemos exigir que A(1 — a) < k para que (iii) preceda a (ii).

Caso 2: control actual (iii). Supongamos ahora que en el instante ¢, el control
éptimo es el (iii) y que, por tanto, para t = {y se cumple

e > po(t). (3.19)

Con ayuda de la expresiéon que toma py (ver tabla 3.2) podemos despejar la constante
que aparece, obteniendo

AL —b)

Qs = pa(lo) — exp(—#to). (3.20)
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e De (3.19) nos resulta que si Q3 > 0, entonces para ¢t = 1

(1 - @) é > e, (3.21)

Como por hipétesis k es positivo, la parte derecha es creciente y la desigualdad no
se invierte para ningun t < ty.
e Sin embargo, si suponemos que ()3 < 0, tenemos

(1 — M) QL < exp(kto), (3.22)

K 3

que puede invertirse para algin ¢ < ¢y si la constante de la izquierda es positiva, y

por tanto, si se dan las dos siguientes condiciones:

_AQ-b)

K

A(L—b)

1 0 (3.23)

pa(to) < exp(—#to). (3.24)

Dado que en t = 3 se cumple (3.19), la condicién (3.23), junto con que k£ > 0
implican (3.24). Por tanto, se deja de cumplir (3.19) en algin instante ¢; < to sélo
si k < A(1 —b). El control que se deba usar antes del instante ¢; donde se dé la
igualdad dependera de si exp(—7t1) < p1(t1), en cuyo caso se utilizard (ii), o si por

el contrario exp(—7t1) > p1(t1), utilizdndose entonces (iv).
e Con ()5 = 0 la condicién (3.19) no deja de ser cierta.

Caso 3: control actual (iv). Por dltimo estudiemos el caso de utilizar (iv) en

el instante 5. Deben cumplirse para ¢t = ¢ las dos condiciones siguientes
e > pi(t) (3.25)
e < py(t). (3.26)

3.1 Veamos ahora bajo qué condiciones deja de cumplirse (3.25). De forma
paralela al caso en que utilizabamos el control (i7) y bajo el supuesto de que A(1 —

b) # 7 la constante que aparece en p; se puede expresar de la forma siguiente:

Q4 = (pl(to) i ﬁ exp(—rto)) exp[A(1 — b)t). (3.27)

e Si 4 > 0, entonces (3.25) y la expresion que toma p; implican que

(1 + ﬁ) é > exp{[r — A(1 — b)]to} (3.28)
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y para que cambie el signo de esta desigualdad en algin ¢ < t;, deberemos exigir las

condiciones
Ab
0 < pi(to) + m exp(—Tto) (3.29)
0<i4——20 (3.30)
A(l=b)—7
T < A(l —b). (3.31)

La tercera condiciéon implica la segunda, asi que bastan la primera y la tercera.
Observando en la tabla 3.2 las expresiones que puede tomar p; bajo los diferentes
controles y utilizando que pi(T') > 0, podemos apreciar que siempre es decreciente
bajo el supuesto de que 7 < A(1—b). Como sabemos que en el instante final T', py es
no negativa, podemos afirmar que py(to) > 0 y por consiguiente (3.31) es suficiente
para asegurar que (3.29) se verifica. Basta, por tanto, exigir que 7 < A(1 — b) para

que a (iv) le pueda preceder (ii).
e Si Q4 < 0 tendremos la desigualdad (3.28) cambiada de signo. Para volver a

alterar el sentido han de darse las tres condiciones siguientes:

Ab

p1(to) + m eXp(—Tto) <0 (332)
Ab

1+ m <0 (333)

A1 —b) <. (3.34)

Obviamente la primera condicién se verifica si se cumple (3.25) y la segunda de las

condiciones anteriores, pues

Ab
A(l=b)—71

Ab

pilfo) + AL—b -7

exp(—7tg) < (1 + ) exp(—7to) < 0. (3.35)

Ademas si se cumple (3.34), la condicién (3.33) equivale a 7 < A. Tenemos
entonces que ha de verificarse que A(1 —b) < 7 < A. Si en el punto donde se da
(3.25) con igualdad, se sigue verificando (3.26), el control que se utiliza antes de (iv)
es el (ii).

e El caso Q4 = 0 hace que (3.25) no deje de verificarse en ningtin punto anterior

a to.

De igual forma si suponemos que 7 = A(l — b) la expresién que toma p; es

proporcional a exp(—7t) y (3.25) continuara siendo cierta mientras se utilice (iv).

Resumiendo los resultados anterioriores, si 7 < A pero 7 # A(1l — b) entonces

puede que el control (ii) preceda al (iv).
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3.2 El razonamiento para el cambio de sentido de la desigualdad (3.26) es idéntico
al del caso (ii), donde podremos utilizar el control (iii) antes del (iv) sélo si A(1-b) <
K.

Con esto queda concluida la demostracion. a

De la proposicion anterior podemos dividir los posibles valores de 7 y de k en
tres casos cada uno:

T< A,7#A(l-0b)
= A(l-0)
A<T
k< A(l-0b)
A(l—=0b) <r< A(l—a)
A(ll—a) <k

Esto nos lleva a nueve combinaciones diferentes, cada una con una o dos secuencias

asociadas de controles. Los resultados son los expuestos en la tabla 3.3

Tabla 3.3

Posibles sucesiones de controles en equilibrio para las diferentes combinaciones
de parametros.

k< A(l=1b) Al-b) <k < A(l—a) A(l—a) <k

A =b)£r <A (ii)-(iv)-(iii) (EZ;EZ; } (iii)-(i1)-(iv)
r=A(1-b) ((ZZ;;EEZ; } (351)-(iv) ((iiiiii))—_((ii; }
A<t (iv)(ii)-(iii) (iii)- (iv)- (i) (iii)- (iv)- (i)

Para mostrar la metodologia describiremos un inico caso: 7 < A con 7 # A(1—b)

vy £ < A(1 —b). Los otros pueden calcularse de manera parecida.

Consultando la tabla 3.1 se ve que bajo las hipotesis propuestas ningun par de
control puede preceder a (ii); (iii) puede ser precedido de (ii) y de (iv); antes de (iv)
slo (ii) puede ser utilizado. Asi, la secuencia de control debe ser compatible con
(ii)-(iv)-(iii). Deberemos alcanzar el capital final Kt utilizando dicho orden. La
secuencia quedara determinada por un par de instantes ¢y, ¢, € [0,T], con t; < {5, de
manera que (ii) es usado en [0,%1), (iv) en [t1,t2) y (i) en [ty, T]. Los casos t; = 0,

ty =ty 6ty = T en los que no todos los controles se utilizan también se permiten.
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La acumulacién de capital es rapida bajo (ii), mas moderada con (iv)y con (iii) el
capital permanece constante. Un esquema de la evolucién del capital se muestra en

la figura 3.1.

Kt

Ky

Figura 3.1

Evolucién del capital en una sucesién de los controles (i), (iv) y (iii).

El siguiente paso es calcular los valores admisibles para ¢; y 5 de forma que se
alcance Kp. El problema sélo tendra sentido si realmente se puede obtener Kp, al

menos utilizando (4i) durante todo el intervalo [0, T]. Esto implica que
(Ko + BJA) =T _ B/A > Ky, (3.36)

dado que Ky = K(0) = ) — B/A. El valor maximo que puede tomar ¢; lo deno-
taremos por #"**. Llamaremos {; a una cota superior de este valor que también
serd funcion de K. El maximo valor de t; de forma que se alcance exactamente el
capital final deseado se calcula haciendo t; = t;,. De esta manera de t; en adelante se
usa (iii), donde el capital permanece constante. Por tanto, K7 debe ser alcanzado

en ;. Si llamamos

Kr+ B/A
L=In|——F—— 3.37
n([x’o—l—B/A) (3:37)
tenemos entonces que
_ L
<ty = —. .
LS T Al —a) (3.38)

El valor minimo para t; depende de si K7 puede ser alcanzado utilizando tnica-

mente (iv) y (iii). Esto es posible cuando

(Ko + BJA) U0 — BJA > K. (3.39)

Denotaremos por ¢{"" al menor valor que puede tomar ¢, y por ¢; una cota inferior

de él. Si (3.39) es cierta, entonces tomaremos ¢; = 0. En otro caso debemos usar
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(ii) durante el menor tiempo posible y (iv) el tiempo restante. Haciendo t; = T,
K(0) = Koy K(T) = Ky se calcula el adecuado t;. Asi tendremos que exp[A(1 —
b)T]Q— B/A = Kr vy, por tanto, la constante vale Q = (K7+ B/A) exp[—A(1—-b)T].
Ahora, igualando las funciones de capital para (ii) y (iv) se puede despejar el valor

de t; que deberia ser

. L—A(l-0)T
T A(b—a)
Como consecuencia de lo anterior se debe considerar
t; := max {0 L=Ad- b)T} < min (3.40)
- T A(b—a) =

Para cada t; € [ti" #12%] existe un tinico ¢, de manera que K (t;) = K(T) = Kr.
En t; el capital resulta ser K(¢1) = (Ko + B/A)exp[A(l — a)t;] — B/A. Dado que
desde t; en adelante se utiliza (iv) hasta que se alcanza K7 la constante de la funciéon
de capital serd Q) = (Ko + B/A)exp[A(b— a)t;]. Podemos despejar t5 como funcién
de t; considerando que (Ko + B/A)exp[A(l — b)ta]exp[A(b— a)t1] — B/A = K7,

obteniendo

b L—A(b—a)ty
2T A=)

Por tanto, existe una relacion lineal entre ¢; y 5.

(3.41)

Nos queda todavia verificar que para cada par de instantes (¢1,%2(¢1)) la sucesion
de controles propuesta es un equilibrio, es decir, cumple las condiciones E1-E4,
E5” y E6”. Para ello debemos encontrar variables de coestado p; y py tales que
pi(t1) = exp(—7t1) vy pa(tz) = exp(—~tz). Conociendo el valor de las variables de
coestado en un punto cualquiera, se pueden determinar las expresiones de p; y po

puesto que son continuas. De esta forma

Ab A—r1

pm(T) = — exp(—7T) + exp[A(l — b)(t1 — t2) — 7t4]

A(l=b)—71
(3.42)
—Ab (% + m) exp(—Tta),
p2(T) = @ exp(—xT) + WGXP(—/{tz). (3.43)

Una nueva cota superior para t; puede establecerse a partir de la condicién po(7) > 0

dada en E5”| con ayuda de la expresion (3.43) y de la relacién entre ¢ y 5 expresada

en (3.41):

1—-56]1 A(l —b) L
h<<—|-In|——F7—"—|-T|+ —— 44
1—b—a[ﬁn(m1—m—ﬁ) ]+A@—a) (3.44)

Para cada K7 tenemos dos cotas superiores para t; dadas por las desigualdades

(3.38) y (3.44). La desigualdad pi(T) > 0 con la expresion (3.42) y (3.41) no nos
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permite encontrar explicitamente una cota para t; pero es una condicién que debe

verificar cada valor permitido de ¢;. De esta forma tenemos que
£ — max{t € [t;,T] : verifica las desigualdades (3.44) y py(T) >0} (3.45)

P = min{t € [0,¢,] : verifica las desigualdades (3.44) y py(T) >0}  (3.46)

La figura 3.2 muestra la situacion de los posibles valores de ;.

T P
ty
t
»t
L
0
I(L I(max

Kr
Figura 3.2

Regidn de posibles valores de t; para cada capital final propuesto K. El su-
perindice L hace referencia al equilibrio con el capital final libre. Los puntos
de las curvas p{ y pJ son las combinaciones que consiguen que p;(7T) = 0y

p2(1") = 0, respectivamente.

De acuerdo con todo lo anterior podemos asegurar que dado un capital final
alcanzable K7 que no se logra con el equilibrio del juego sin restricciones en el
capital, toda secuencia de controles (ii)-(iv)-(iii), con instantes de cambio #; y t»
verificando (3.41) y (3.46) , constituye un equilibrio de Nash en ciclo abierto para
el juego.

Para calcular los consumos descontados J; y J, asociados con cada par factible
(t1,t2) necesitamos conocer la funciéon de capital. Utilizando el hecho de que es

continua y los valores extremos K (0) = Ko, K(T') = Kt tenemos

(Ko + B/A) explA(1 — a)t] — B/A, te[0,]
K(t) =< (Ko+ BJ/A) exp[A(b—a)t; + A(1 —b)t] — B/A, t € [t1, 1]
Ky, t € [ta,T]

De esta forma los pagos toman las siguientes expresiones

t1 T
I o= / e Ta[AK(t)+ Bldt+ [ e TW[AK(t) + B dt
0

t1



70 3. Juegos de crecimiento con metas

_ a(AI(O + B) (e[A(l—a)—T]tl . 1)

All—a)—7
b(AKo + B)exp[A(b— a)ti] / [a-p)—rp [A(1=b)—7]t
e gl 4
+ A(l=b)—71 (e ‘ ) (3:47)
b(AK: B
T ( Xj: + )(e—TtQ . e—TT)

Iy = /Te‘”t(l—b)[AK(t)—l—B]dt

t2

= (1 =b)(AK7 + B)(e ™ — ™) /x. (3.48)

Recordemos de nuevo que todo el proceso anterior habria de desarrollarse para
cada una de las nueve combinaciones posibles de parametros y sus secuencias de

controles asociadas, tal como vienen expresadas en la tabla 3.3.

3.2.1 Seleccion de equilibrios

Acabamos de encontrar que cuando se exige alcanzar al menos un capital final
determinado el conjunto de equilibrios, que sin esta condicion era unico, resulta que
puede tener una cantidad no numerable de elementos. Podria resultar conveniente
tener algin criterio que nos permitiese reducir el conjunto de equilibrios. Si los
jugadores aceptan el criterio cooperativo de Nash, este les permite seleccionar un
unico equilibrio. Estariamos entonces en un juego de regateo de Nash en el cual las

desviaciones que impidan conseguir el stock de capital final son penalizadas.

Para aplicar la solucién de regateo de Nash (ver seccién 1.5) tomamos como
punto de desacuerdo (d) el asociado con el equilibrio de Nash para el juego con
capital final libre. Llamaremos E al conjunto de pagos eficientes. Si 3; denota el

poder de negociacion del jugador ¢ (i = 1,2), seleccionamos el punto n tal que
n = arg max{(x; — dl)ﬁl(l’z — d2)52 (w1, 22) € Bya; > di, 0 = 1,2},

De esta manera nos quedariamos con el unico equilibrio que tiene a n como pago.

3.2.2 Ejemplo

Supongamos una economia con funciéon de produccion f[K(t)] = 0.2K(¢) + 0.001 y
factores de descuento 7 = 0.06 para los trabajadores y x = 0.05 para los capitalistas.
Supongamos que las rentas de los trabajadores se mueven entre el 32 y el 52% de

la produccién neta, esto es, ¢ = 0.32, b = 0.52. Comenzamos con un capital
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inicial Ky = 5 unidades monetarias y el horizonte temporal tiene una longitud de
24 periodos (T = 24).

e Calculamos primero el equilibrio de Nash en el juego sin imposicion alguna sobre

la acumulacién de capital al finalizar el horizonte, tal como se vio en la seccion 2.3.

Consultamos la tabla 2.3, para el caso Ac¢ < 7. Por ser ¢ = 0 la expresiéon
de t; dada en (2.11) no tiene sentido. Con (2.12) hallamos que t; = 9.286. La
variable de coestado p; toma la expresién 1.73 e79%!—1.41 en el intervalo [9.286,24].
Puesto que p;(t2)d > exp(7ty) la sucesién de controles es (ii)-(iii). Este equilibrio
conduce a un capital final de 17.69 unidades. La parte superior de la figura 3.3
muestra la evolucion del capital en el tiempo cuando se aplica el equilibrio. Los pagos
resultantes son de 14.62 y 11.12 para trabajadores y capitalistas, respectivamente.
Estos pagos son las areas de las regiones sombreadas de la parte inferior de la

figura 3.3.

K
17.69

Ji = 14.62 Jo = 11.12

t t
0 9286 24 0 9286 24

Figura 3.3
Evolucién del capital y consumos descontados de trabajadores y capitalistas (caso

K(T) libre).

e Supongamos que los jugadores se proponen alguna meta para la acumulacion

final de capital. Si en el pre-juego se fijan un objetivo K7 < 17.69, la solucién de
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Nash es la descrita en el punto anterior: el equilibrio considerando el capital final

libre.

Si K7 es mayor que 17.69 estamos en la situaciéon estudiada en la presente seccion:
=006 < A=02, k =0.05< A(l —b) = 0.096. En el equilibrio los trabajadores
piden sus salarios mas bajos hasta t;, y desde ahi hasta el final los mas altos; los
capitalistas, por su parte, comienzan invirtiendo todo el capital disponible hasta
llegar al instante ¢5, en el que pasan al mas alto consumo hasta el fin del horizonte

temporal.

El intervalo en el cual se puede mover t; cambia con los diferentes valores de
K7, como muestra la figura 3.4. FEn la figura 3.5 se dibujan los posibles pagos
de equilibrio asociados con distintos Kp. Para cada K7 se tiene un continuo de
posibles pagos, excepto para los puntos extremos Kt = 17.69 o el mayor pago
alcanzable Kt = 130.9, en los cuales los pagos se reducen a un unico punto (d y f,

respectivamente).

Puesto que los jugadores deciden proponerse un stock de capital al final del hori-
zonte temporal y aceptar unas reglas que penalicen la no consecuciéon de esas metas,
deberian buscar el K que les proporcionase mejores pagos. El conjunto E de los
pagos no dominados esta representado en la figura 3.6 por los puntos de la linea
gruesa. Ambos jugadores podrian mejorar con respecto a la solucién competitiva
con capital final libre. Si llamamos d al pago asociado con esta solucién, los juga-
dores deben centrar su atencion durante las negociaciones en los puntos de F que

dominen a d: los situados por encima de la linea discontinua de la figura 3.6.

La solucién negociada de Nash selecciona un tnico punto n una vez que se ha
asignado un poder de negociacién a cada uno de los jugadores. Asignados unos
poderes de negociacién a los jugadores, (31 y (2, el punto n sera aquel que maximiza

el producto generalizado de Nash.



3.2. Equilibrio de Nash con metas

73

25
P -
20 by
15 o
t 10 Pi
t
5
0
20 40 60 80 100 120 140
Kr
Figura 3.4

La regién sombreada es la de posibles valores de #; para cada capital final pro-
puesto K7 entre 17.69 y 130.9. El significado de p? y pJ es el indicado en la
figura 3.2

14 ¢
12 ¢

10 ¢

J>

16 18 20 22 24 26

Figura 3.5
Pagos que pueden alcanzarse en el equilibrio para distintos valores de K7. Dichos
pagos varian desde el punto d = (14.62, 11.12) obtenido para un capital minimo
de K7 = 17.69, hasta el punto f = (21.90,0.0) para K7 = 130.9. Las curvas
anchas representan los pagos para los diversos K1 que se indican junto a cada
una. Las curvas finas son los pagos obtenidos al considerar ¢"®* (continua) y
i (punteada).
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14

12 ¢+

10t

16 18 20 22 24 26
Ji
Figura 3.6
Se muestra sombreada la regidn de posibles pagos que se pueden obtener en
un equilibrio de Nash para diferentes capitales finales. F son los puntos no
dominados (curva marcada con trazo grueso). Entre los puntos de F nos que-
daremos con aquellos que dominan al punto d (los situados por encima de la
linea discontinua). Dados unos poderes de negociacién para cada jugador, 3;
y /32, obtendremos un punto n, que sera la solucién negociada de Nash. Las
curvas punteadas representan pares de pagos con el mismo producto de Nash.
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3.3 ()ptimos de Pareto

Calculemos ahora el conjunto de pagos no dominados para este nuevo juego en el
que se quiere alcanzar al menos un capital dado en el instante final y con descuentos
iguales para ambos jugadores. Como en el caso del capital libre, definimos una
funcién de bienestar social y resolvemos el problema (2.16)—(2.19) para cada A €
[0, 1], pero anadiendo la restriccion K(7') > Kp. Para resolverlo imponemos las

mismas condiciones que en la seccién 2.4, cambiando C5 por una mas general:

C5’'. Condicion de trasversalidad
p(T) > 0, siendo p(T) = 0 cuando K*(T') > Kr;

y anadiendo la nueva restriccion sobre el estado final
Cc6. K*(T)> Kr.

Seguiremos un procedimiento similar al empleado en el calculo de los equilibrios de
Nash. Dado un A resolvemos el problema sin imponer la restriccion sobre el capital
exigiendo las condiciones C1-C5, tal como hicimos en la seccion 2.4. Llamamos
KlPre()) al capital final alcanzado aplicando el control éptimo hallado. Si en el
instante final se alcanza el capital requerido, esto es, si KiP*(\) > K7p, ese es el
control 6ptimo también para nuestro problema. En caso contrario, debemos resolver

el problema original pero anadiendo la restriccion de igualdad
ce'. K*(T)= Kry.

Para hallar los controles que alcanzan el maximo pago para este juego con el
capital final fijo siguen siendo validas las expresiones de u; y uy dadas en (2.21) y
(2.22). Volvemos a tener, por tanto, determinadas secuencias de los controles (i),
(ii), (iii) y (iv). A las condiciones C1-C4 y C6, hay que anadir C5" que en este caso

se limita a
C5”. p(T)>0.

Como ahora no conocemos a priori el valor de la variable de coestado en el
instante final (ni en ningtin otro) no podemos aplicar el corolario 2.1. Las posibles

6& €8s

secuencias de pares de control dependeran del valor de A y de si Z = p(t)
funcién no decreciente o no creciente (pues por la proposicion 2.3 sabemos que es
mondétona). Para el caso A < % las figuras 2.5d y 3.7d muestran que la sucesién de

controles ha de ser (ii)-(i) o bien (i)-(ii), segin sea Z no creciente o no decreciente.
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Kp Kp

Ky

(,0) 7

Figura 3.7
Posibles sucesiones de pares de control y acumulacién de capital asociada cuando
Z(t) es no decreciente, para los casos A < 1/2 (a,d), A=1/2(b,e)y A > 1/2

(c, f).

De igual manera la sucesiéon de controles ha de ser compatible con (ii)-(iv)-(iii) o

bien (iii)-(iv)-(ii), como muestran 2.5f y 3.7f respectivamente, cuando A < 1. Por
1
2
(u,0)-(ii) en caso contrario (ver figuras 2.5e y 3.7e).

ultimo si A = < entonces los controles son (ii)-(u,0) cuando Z es no creciente y

Hemos de disenar controles de manera que K*(T') = K, donde K7 es un capital

final alcanzable dados los pardametros del juego. El siguiente teorema nos ofrece los

1

controles éptimos cuando A es menor o igual que 3.

Teorema 3.1

Sean .Jy y Jy los tuncionales dados en (2.2) y (2.3). Sea W = AJ; + (1 — \).J2, donde
A€ 0,3]. Si Ky > K}"™()) el par de funciones de control uy, uy con uy(t) € [a,b]
v us(t) € [0,1] que maximizan W sujeto a la ecuacion cinética (2.1) del sistema y a

la condicion inicial (2.4) y final (3.1) para el capital son las dadas en la tabla 3.4.

Noétese que los controles dependen de A y de la relacion entre 6, A(l —a) y
A, es decir, el descuento en el consumo, la maxima cantidad de output que puede
obtenerse de la inversion y el factor de producciéon. Denotaremos . (¢ = 4,11, 111, iv)

a la longitud del intervalo donde se aplica el control c.
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Tabla 3.4
Estrategias que conducen a pagos del conjunto de Pareto en el juego con capital
final fijo para valores de A < 1 tales que K7 > K P()\), donde N = 6 — A(1 —

a).

A< g A=1

(1 =XN <XAa (1 =X)N > AAa A>4 A<é

i — i i — i i — (u,0)  (u,0) —ii

con u € [a,b]

Demostracion. Dividiremos nuestro estudio en dos casos de acuerdo a los valores de

A.

Caso 1: A < % Como muestran las figuras 2.5a,d y 3.7a,d, las posibles secuencias
de control han de ser compatibles con (ii)-(i) o con (i)-(ii). Utilizando (i) el capital
permanece constante y por tanto (i) ha de ser usado un tiempo suficiente para
que se alcance K7 comenzando por un capital inicial Ky. Con la ayuda de la
expresiéon que toma K (t) cuando se utiliza (ii), tal como se ofrece en la tabla 2.4,
puede determinarse la longitud [; del intervalo durante el cual (ii) debe ser usado.

Utilizando la definiciéon de L dada en (3.37) se encuentra sin dificultad que,

L

li = ————.
A(l —a)

Si (ii) es usado o no en el intervalo [0, ;] depende de si la funcién Z es no creciente

o no decreciente.

Denotemos 6 — A(1 — b) por N. Si N # 0y se usa (ii), Z(t) toma la expresion
Z(t) = AMa/N + Q exp(N1),

donde la constante () puede ponerse en funcién del instante donde Z(t) se iguala a

1 — X, que es [;; o bien T' — [;;. Llamaremos a este momento t*, y tendremos que
Z(t)=AAa/N 4+ (1 =X = XAa/N)exp [N(t —t7)].
Para que Z() sea creciente han de verificarse las dos condiciones siguientes:
N >0 (3.49)

I —X—AXAa/N > 0; (3.50)
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o bien estas otras dos:

N <0 (3.51)

1—X—MA/N <0. (3.52)

Sin embargo estas condiciones pueden ser simplificadas. Efectivamente, (3.49)
v (3.50) equivalen a que (1 — A)N > XAa. Por otra parte (3.51) y (3.52) no son
compatibles:

(3.51)

(3.52) <=1 - X < XAa/N & (1 = A)N > Ma

AAa>0

220 N >0,
Lo dltimo entra directamente en conflicto con (3.51). Podemos afirmar, por tanto,
que Z es no decreciente si (1 — A)N > MAa, y no creciente si (1 — A)N < AAa.
En el caso de la igualdad (1 — A)N = XAa resulta que Z(1) vale constantemente
1 — A, tanto bajo (i) como bajo (ii). En este caso el control éptimo toma cualquier
sucesion de (i) y de (ii) de manera que el tiempo total de aplicacion de (ii) sea ;.
Los pagos asociados con estos controles son combinaciones lineales de los asociados
con los pagos extremos (el correspondiente a A = 0 y el que se corresponde con un

1

A proximo a 7).

En el caso N = 0, Z(t) toma la expresiéon ) — AAat, que es decreciente. La

secuencia de control es (ii)-(i).

Resumiendo, se tiene que si A < % son controles éptimos los siguientes:

L. (i) durante [0,T — ;] y (i) en [T — l;;, T], siempre que (1 — A)N > AAq;

2. (i1) en el intervalo [0,1;] y (i) alo largo de [l;;,T], si (1 — A)N < AAa.

Caso 2: \ = % El estudio de este caso es similar al anterior. En las figuras 2.5e
y 3.7e puede verse la sucesion de controles permitidos: (i)-(u,0) o bien (u,0)-(ii).
Al igual que antes la acumulacién de capital tiene lugar sélo bajo el control (ii), de

la forma siguiente

B
T

Para alcanzar el stock de capital propuesto K, el par de control (ii) debe actuar

K (1) = A=

durante un intervalo de longitud

L

li = ———.
A(l —a)
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El momento de cambio de control serd [;; o bien T — [;;. Para saber cual de los

dos es el adecuado estudiamos la expresion que toma Z mientras se aplica (ii). Si

llamamos ¢ al instante de cambio, en el cual Z(t) = 1,816 # A(1 — a) tenemos que
1 Aa . Aa
g L A peageape-n , _ Ae
() 2[( 5—A(1—a))e S An =

que se puede apreciar que sera creciente si 6 > Ay decreciente cuando § < A.

En el caso § = A, resulta que si Z(1) = } en algin punto, entonces Z(t) es
constante para todo ¢ de [0,71], ya sea utilizando (ii) como aplicando (u,0). De esta
forma los dos érdenes de controles (ii)-(w,0) y (u,0)-(ii) podrian ser admitidos, e
incluso cualquier sucesion arbitraria de estos controles de manera que la suma de

las longitudes de los intervalos en los que se aplica (ii) sea l;;.

Por dltimo, si d = A(1—a) entonces Z(t) es Q — Aat/2, y por tanto es decreciente

en t y la secuencia de controles es (i7)-(u,0).

Los instantes ¢ y ¢ en los que se cambia del control (w,0) al (ii) y viceversa
pueden ser calculados facilmente, pues en ambos casos (i) debe actuar durante un

intervalo de duraciéon ;. Por tanto
t/ =T — l“ y t” = l“
Con esto queda completada la demostracion. a

El caso A > % presenta una mayor variedad de controles y debe ser estudiado con
mas detenimiento. Como puede apreciarse en las graficas de las figuras 2.5¢ y 3.7c,
unicamente hay incremento de capital bajo los pares de control (ii) y (iv), y este

incremento es mayor con el primero de ellos.

El teorema 3.2 nos ofrece los controles 6ptimos para este caso. En su demostracion

utilizaremos el siguiente resultado previo.

Lema 3.1

Dado A, sea [3% la longitud maxima del intervalo de tiempo en el cual se puede
aplicar de manera éptima el par (iv). Entonces se verifican las siguientes afirmacio-
nes:

“max

1. El mayor capital K¥** que puede ser alcanzado al finalizar el horizonte tem-

poral es

K7 = (Kg + g) exp[A(l — a)T] — g

2. El stock de capital K1(\) obtenido utilizando (iv) durante un periodo de lon-

gitud maxima [})% y (iii) durante el tiempo restante es

B B
Ki(3) = (Ko = ) explA(1 - b)) - =
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3. El capital K3(\) que se obtiene usando (iv) en un intervalo de longitud maxima

3% v (ii) el tiempo restante es

K>(\) = (KO + g) exp{Al(a — b)Im% + (1 — a)T]} — g.

Demostracion. Las tres expresiones anteriores pueden obtenerse facilmente con

“max

ayuda de la tabla 2.4. Para calcular K3 utilizaremos el par (ii) en todo el
intervalo [0,7], por ser este el control que alcanza una mayor velocidad en la
acumulacién de capital. La condicién inicial K(0) = Ky junto con la expresion

K(t) = exp[A(1 — a)]Q — B/A nos permite determinar su valor.

Del mismo modo K1(A) y K3(A) pueden calcularse de las expresiones del capital
bajo (ii), (iii) o (iv) y de la condicién inicial. Los valores de Ki(A) y K3(X) son

independientes del orden en que intervengan los controles. a

Teorema 3.2

Sean .Jy y Jy los tuncionales dados en (2.2) y (2.3). Sea W = AJ; + (1 — \).J2, donde
A€ (%, 1] y de manera que Kt > K¥(\). El par de funciones de control uy, u,
con uy(t) € [a,b] y us(t) € [0,1] que maximizan W sujeto a la ecuacién cinética
(2.1) del sistema y a las condiciones iniciales y finales para el capital (2.4) y (3.1),
son las dadas en la tabla 3.5. Los capitales K, K1(\) y K2(\) son los dados en

el lema 3.1, y t, (o = a,b,...,h) son los instantes de cambio de par de control.

Tabla 3.5
Estrategias éptimas para \ > % y K(T)= Kr.

Krp (1 — /\)M < AAb (1 — /\)M > AAb
ta ty
[Ko, Kl(/\)] 1w — 1t 111 — v
te ty te ty
[Kl(/\), Kz(/\)] 11— v — 11 1 — v — 1
A<$ < A
ty th
[Kz(/\), K%lax] 11 — v w— 1

Demostracion. Calculemos primero [0, la maxima longitud de un intervalo en el
?

que se aplica el control (iv). Llamemos ¢y y t;_) a los instantes en los que Z(¢) toma
el valor A y 1 — A, respectivamente. Si estos dos instantes existen, entonces [[7% serd

la distancia entre ellos, siempre que sea menor que 1.



3.3. (jptimos de Pareto con metas 81

Para calcular la diferencia ¢\ — ¢;_, utilizamos la expresién de Z(t) bajo (iv).
Definiendo M como § — A(1 — b) tenemos que Z(t) = AAb/M + exp(M1t)Q;, si
M #0y Z(t) = Q., — MNAbt cuando M = 0. Con ayuda de Z(t,) = A podemos

despejar en cada caso la constante
Qiv = (A — MNAb/M) exp(—Mt,) (3.53)

Q. = A1+ Abt)) (3.54)

Utilizando ahora Z(t1_,) = 1 — A se puede despejar en ambos casos la diferencia

bt = { M= In[(A—MAb/M) /(1 — X — XAb/M)], si M #0 (3.55)

(1 — 2))/(\Ab), SM=0"

Cuando el interior del logaritmo sea negativo, al menos uno de los dos instantes, ¢,

o t;_», no existe. En ese caso tomamos [2%* como T'. Tenemos entonces
?

l?;?; = min{|tA — tl_/\| ,T}

Los controles necesarios y su orden vienen dados por el rango donde se encuentra
el valor de K7, de acuerdo con los valores dados en el lema 3.1. Para A > % tenemos
que el orden de los controles ha de ser compatible con (ii)-(iv)-(iii) si Z es decreciente

y con (iii)-(iv)-(ii) si Z es creciente.

1. Ky € [Ko, K1(A)]. El capital K7 puede ser alcanzado utilizando el control (iv)
a lo sumo el tiempo maximo [[%. El resto del tiempo se utiliza (iii), y no
se incrementa el capital. Tendremos, por tanto, una secuencia (iv)-(iii) si Z
es decreciente y (iii)-(iv) si es creciente. Veamos condiciones para que 7 sea
creciente, utilizando la expresion que toma dicha funciéon cuando actia bajo
(iv) (podria hacerse igualmente con (iii) pues por la proposicién 2.3 sabemos
que Z es mondtona). Suponiendo que M # 0 y utilizando que el cambio de
control se hace cuando Z vale 1 — A tenemos que Z es creciente cuando M y
(Qiy tienen el mismo signo. En este caso Q;, = (1 — A — AAb/M ) exp(—Mt;_))

y entonces, si ambos son positivos se tiene que

M>0 M>0 M > 0
Qiv >0 L—=XA=XAb/M >0 (I=XM > XAb

< (1 =A)M > MAD,
y sl son negativos

M <0 M < 0 M < 0
Qi <0 L—XA=XA/M < 0 (1=XMM > XAb '
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Estas dos tltimas desigualdades son incompatibles entre si.

Por tanto tendremos que cuando (1 — A)M > AXb los controles son (iii)-(iv),
y cuando la desigualdad se da al revés el orden de los controles también se
invierte. En la igualdad (1 — A)M = AMb la funcién Z permanece constan-
temente valiendo 1 — X y el orden de los controles es indiferente mientras se

utilize (iv) el tiempo suficiente. Cuando M = 0 entonces Z es creciente.

El instante de cambio ha de permitir alcanzar K7 cuando deje de utilizarse
(tv). Sillamamost, y t, a esos instantes para el caso Z decreciente y creciente,

respectivamente, es sencillo ver que toman los valores

L
AL —b)

=T —1,. (3.57)

t, = (3.56)

. Kp € [K1(A), K3())]. En este caso es necesario utilizar (iv) durante el maximo

tiempo posible, y (ii) el necesario para llegar a Kr. El tiempo restante, hasta

llegar a T se usara (iii).

El mismo razonamiento del punto anterior nos permite afirmar que cuando
se utiliza (iv) y (1 — A\)M > AAb la funcién Z es creciente. Utilizando un
argumento similar, se llega a que Z es creciente bajo el control (i) si A < .
Puesto que A > £ tenemos que M > Aby por tanto (1 —A\)M > NAb = A < 4.
Basta entonces imponer (1 — A\)M > XAb para que la secuencia de controles
sea (iii)-(iv)-(ii). Los cambios de controles se hacen cuando Z(t) vale 1 — A
y A. De la misma manera cuando (1 — A)M < AMb el orden se invierte. El
calculo de los instantes de cambio se hace a partir de las condiciones iniciales

y finales y de la expresién que toma el capital bajo cada control, resultando

L — A(1 — b)[max
.= s ty =t. + [mex i
A(l _ Cl) y d + U, (3 58)

si Z es decreciente, y si es creciente tendremos

L— A(1 — b)imax

=1, — [max t,=T— WA 3.59
f w,\ y f A(l — a) ( )

. K € [Ky(A), KP*]. En este dltimo caso inicamente utilizaremos los controles

(ii) y (iv), con cambio en el instante en que Z(t) = A.

Como hicimos anteriormente, veamos condiciones para que Z sea creciente o
decreciente. Utilizando Z(t,) = A, despejamos la constante de Z bajo (iv)
cuando M # 0

Qiv = M1 — Ab/M ) exp(—Mti_)).
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Si M y @, son ambos positivos

M>O} M > 0 } M > 0

5> A
Qiv >0 A > AAbM M>Ab}<:> -

entonces 7 es creciente. También lo es si son los dos negativos pero entonces,

como antes, las dos condiciones resultan incompatibles.

Cuando M = 0 siempre es Z decreciente. La secuencia (ii)-(iv) se utiliza
cuando ¢ < A y la contraria si A < §. Los cambios se producen en ¢, y

t, donde Z vale A. Utilizando la funcién de capital se puede llegar a las

expresiones
; _L-AQ-b)T (3.60)
77 A(b—a) '
L—A(l—-a)T
ty, = .61
g Ala — b) (3:61)
Con esto queda concluida la demostracion del teorema. a

3.4 Comparacion de equilibrios

Nuestra intencion ahora es estudiar la conexién entre los equilibrios de Nash en ciclo

abierto y los pagos no dominados, estudiados en el presente capitulo.

El equilibrio de Nash en el caso de que deba alcanzarse al menos un stock de
capital minimo K7 puede no ser unico. Hemos visto en la seccion 3.2 que si § <
A(l = b) y K7 no se alcanza cuando se aplica el equilibrio de Nash en el juego
con capital final libre, los equilibrios de Nash del juego con el capital final fijo son
sucesiones de controles (ii)-(iv)-(iii), donde los instantes de cambio son llamados t;
y ty. El instante #; se encuentra entre un valor minimo ™" dado en (3.45), y uno

maximo t"** descrito por (3.46); ¢tz es una funcion lineal de ¢; dada en (3.41).

En su trabajo de 1973, Lancaster mostraba cémo en el juego original con capital
final libre los pagos que se conseguian por medio del equilibrio de Nash podian no
ser eficientes. En los resultados siguientes veremos que en el juego con metas en
el capital final algunos equilibrios de Nash pueden ser no dominados. El siguiente
teorema nos ofrece condiciones suficientes para que los pagos asociados con todos

los equilibrios de Nash pertenezcan al conjunto de Pareto.

Teorema 3.3

Sea KXPr¢(\) el capital alcanzado en el instante T por la solucién de Pareto para
un A dado en el juego sin restricciones en K(T'). Supongamos ademds que § <
A(1—b). Fijado un capital final K, si K}***(\) < K7 para todo A € [0,1], entonces
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Kr

max
K7

caso 3 (11)-(iv)

J TED Y I ——
caso 1

KW

caso 2

—N——
g
e
>
=
=
i

Ko

Figura 3.8
Los tres casos considerados en la demostracién del teorema 3.3 y las sucesiones de
controles con las que se alcanza el éptimo de Pareto de acuerdo con el valor de A
y de K. Las gréficasde K () y K3() dividen el recténgulo [1, 1] x [Ko, K2¥]
en tres regiones en cada una de las cuales se utiliza un secuencia diferente de

controles para alcanzar el pago no dominado.

todos los pagos que se obtienen de aplicar equilibrios de Nash en el juego con la
restriccion K(T') > K pertenecen al conjunto de Pareto asociado con los valores

de X comprendidos entre % v 1.

Demostracion. Veamos que bajo las hipdtesis del teorema todos los equilibrios de
Nash conducen a pagos que son optimos de Pareto considerando A > % Estos
puntos se obtienen aplicando las estrategias expuestas en la tabla 3.5, que para
cada A dependen de dénde se sitie Kp con respecto a Ko, Ki(A), K2(A) y Kpe~.

Cuando X se aproxima a + por la derecha, K1(\) y K3(A) tienden hacia Ky y Kp®~,

respectivamente (ver figura 3.8).

Cada posible valor de K7 se encontrara en uno de los siguientes tres casos, senala-

dos en la figura 3.8:

1. Que K7 se encuentre siempre entre K1(A) y Ka()).

2. Que a partir de un cierto A > % en adelante, K7 se sitie entre Koy Ki(A).

3. Desde cierto A > % en adelante K7 esté situado entre Ky(A) y KP**.

Caso 1. La secuencia de control (ii)-(iv)-(iii) es vélida para todo A. En Hoel
(1976) se muestra que en el juego con capital final libre la acumulacién de capital en
el equilibrio de Nash en ciclo abierto es menor o igual que la acumulacion asociada a

~libre

la soluciéon de Pareto. Bajo el supuesto de que K3"*¢(A) < K7, para todo A en [0,1],
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y con § < A(1—0b), como se vio en la seccién 3.2 el equilibrio de Nash viene dado por
(ii)-(iv)-(iii), con cambios de control en los instantes #; € [#" $MaX] v ¢, verificando
(3.45), (3.46) y (3.41). Para cada valor de t; dentro del intervalo admisible tenemos
un t, determinado. Se trata de ver, pues, que existe un A € (%, 1] para el que el

pago optimo de Pareto asociado coincide.

Dado que la secuencia de control es la misma en ambos casos, es suficiente probar
que los instantes de cambio son también los mismos: t; es igual a t. y t5 es 4.
Comencemos verificando que coincide la longitud del intervalo en el que se aplica
(iv), es decir, t —t; = t4 — t.. Tomando t; y su relacién con ¢, dada en (3.41),
tenemos que

L Alb—a)+ A(l —b) L—A(l—-a)ty
tg — tl - — tl -
A(l —b)

A(l —b) A(l —b)
Si suponemos la existencia de un A > % tal que t; = t.()\), entonces sustituyendo ¢,

por t. resulta la igualdad buscada:

L A(l —a) L —A(1 = b))l
t2_t1 — _ ( Cl) ( )Z’U,A :l?;?’;:td—tc

A1—b) A1-b)  Al—a)

Sipara un t; € [t #7*] dado, encontramos un X € (3,1] de manera que ¢.(\) = #;,
entonces podemos garantizar que el pago asociado con ese equilibrio de Nash es no
dominado. Los posibles valores que pueden ser tomados por t. se obtienen de la
expresién (3.58) donde X varfa entre £ y 1. Mds concretamente, utilizando (3.55)
tenemos que [7)%, = 0 y que [ = min{T,In[(A — §)/(Ab)]/M}, de lo que resulta

w,1

L—A(1—b)In(222 )M~} L
A —a) i

fe € [ted = 1),0.(A = 1) = [0,7]. (3.62)

Cuando A tiende a %, entonces [2%* tiende a cero, y por tanto la cota superior es
?

L/[A(1 — a)], que coincide con una de las cotas superiores de t1, la dada en (3.38).
Cuando A crece hacia 1, el instante . asociado decrece, de manera que todos los
equilibrios de Nash cuyo t; esta situado entre la cota inferior dada en (3.62) y ¢}~

conducen a pagos no dominados.

Si #Min > 0 todos los equilibrios de Nash podrian pertenecer a la frontera de
Pareto. Para confirmarlo sélo es necesario verificar que #.(A = 1) es menor o igual
que ", Supongamos que no es esto asi y que por lo tanto

L 1-b A—9 L 1-b
In|{——— | M™*> —
Al—a) 14 n( Ab) Ab—a) b—a
De la desigualdad anterior se deduce que
L b—a
All—a) 1-—a

T.

A—68\
m( = )M <T. (3.63)
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~libre

Como hipétesis tenemos que K7°"(A) < Kp para todo A. El valor de A con una
mayor acumulacion de capital asociada a su 6ptimo de Pareto en el juego sin metas
es 1. Para este valor ¢, =T y t3 =T+ M 'In[(A — §)/(Ab)]. Aplicando (ii)
hasta el instante ¢35 y (iv) a partir de entonces y hasta el final, se obtiene un stock

de capital que ha de ser inferior a Kr:

A(b — A—4 B B
exp |[A(l — a)T + (Ma)ln( 1 )](&”O—I—Z)—Z<KT.

Despejando T' de esta desigualdad obtenemos (3.63) cambiada de sentido. La con-

tradiccién proviene de suponer que t.(1) < "™ no es cierto.

Casos 2 y 3. Estudiemos ahora los dos casos restantes. Una vez que K7 ha
alcanzado el valor K (o K3 en el caso 3) para un A dado, la estrategia de Pareto
es (iv)-(iit) ((ii)-(iv), respectivamente) con cambios en ¢, (o0 t,). Esta estrategia es

idéntica para todos los valores de A entre A y 1.

~

Si Ki1(A) = Kr, puede comprobarse facilmente que ¢.()A) tiende a 0 cuando A
tiende a A. Por tanto, {. se encuentra situado entre 0 y ¢7"**. Cualquier {; que
corresponda a un equilibrio de Nash deberia tener un ¢. igual a él mismo, y se puede

afirmar que sus pagos son no dominados.

Si K3(A) = Krp, el minimo valor que puede tomar t. es precisamente el que
hemos llamado ¢,, cuya expresién coincide con £, Podemos asegurar también que
los pagos de cualquier equilibrio de Nash pertenecen a la frontera de Pareto. Con

esto queda probado el teorema. a

Finalmente damos el siguiente resultado que obtiene pagos de Nash no dominados

bajo ciertas condiciones.

Teorema 3.4
Sea § < A(1—b). Si existe un A > L tal que K}"™°(\) < K7 para todo A € (3,A), ¥
KiPre()\) > Krp para todo \ € (5\, 1], entonces los equilibrios de Nash con t; mayores

~

que el t.(\) dado en (3.58) obtienen pagos no dominados.

Demostracion. Senalemos que X es el menor valor de A para el cual el capital final
Kt es alcanzado con la solucién de Pareto cuando se considera libre el K(T'). Con la
condicién K(T') > Kr, cualquier equilibrio de Nash sigue la secuencia de controles
(ii)-(iv)-(iii), con cambios en t; y t5. Esta sucesion de controles y sus instantes de
cambio son idénticas a la solucion de Pareto si ¢t es mayor que tc(j\), como se mostréd
en el teorema 3.3. Por lo tanto, los pagos asociados con esos equilibrios de Nash

pertenecen al conjunto de Pareto. a
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3.4.1 Ejemplo

Retomemos el ejemplo 2.1 del la pagina 50, pero considerando metas en el stock de
capital final. La figura 3.9a representa simultaneamente los pagos no dominados que
pueden obtenerse considerando que el capital final es libre (curva ABCD), que debe
ser mayor o igual a 7.7 (LMGD), o bien que se le exige ser mayor o igual que 12
(PQR). En los dos casos con restriccion sobre K(T') (los dos tltimos), para A < £
existe un unico par de pagos no dominados, representados respectivamente por los
puntos L y P. Aquellos pagos correspondientes a A = % forman dos lineas (LM y
PQ) paralelas a la que se obtiene en el caso libre (BC'). Cuando en el caso libre
condideramos el éptimo de Pareto para un A > 0.7056 se alcanza un capital final
mayor o igual que 7.7, esto es, K}P¢(0.7056) = 7.7. Por tanto, ambas curvas (para

capital final libre y para mayor o igual que 7.7) coinciden entre los puntos G'y D,

donde G es el punto asociado con A = 0.7056 (ver fig. 3.9b).

La grafica 3.9b representa con mas detalle la parte inferior junto con los equilibrios
de Nash. Para el caso K(7T') > 7.7 los equilibrios de Nash son sucesiones de controles
(ii)-(iv)-(iii). Aunque t; = 1.083, este valor no consigue que pi(7) > 0. El mas
bajo valor de t; que hace que pi(T) y p2(T) sean mayores que cero es 1.864, y
esto sigue verificindose hasta ¢ = {; = 3.059. Los cambios en los controles se
producen primero en algin ¢; € [1.864,3.059], y después en ¢, = 10.708 — 2.5¢;.
Todos estos equilibrios dan lugar a los pagos de la curva MGN. De entre estos
equilibrios, aquellos situados en el tramo MG obtienen pagos no dominados. Estos
son aquellos para los cuales t; € [2.063,3.059] puesto que 2.063 es precisamente el
t. asociado con el parametro A = 0.7056, correspondiente al punto ;. Los otros
equilibrios alcanzan pagos suboptimos: son aquellos que pertenecen al tramo G'N,
en los cuales ¢; € [1.864,2.063]. Cuando el capital final ha de ser mayor o igual que
12, todos los pagos de los equilibrios de Nash son no dominados y coinciden con

aquellos correspondientes a A > %, es decir, la curva QR.

Para disenar estrategias que permitan alcanzar alguno de los pagos no dominados
descritos, las llamadas estrategias gatillo (trigger strategies) pueden resultar de uti-
lidad. Para esto deberemos considerar aquellos pagos que dominan cierto equilibrio

de Nash y con ese equilibrio penalizar las posibles desviaciones.

Para el caso sin restricciones en el capital final, los éptimos de Pareto que verifican
la anterior propiedad son los situados en el segmento KF' de la figura 2.6a. Cuando
el capital ha de alcanzar al menos 7.7, cualquier punto de MG D domina algin
equilibrio, pero aquellos que estan situados en MG son equilibrios de Nash ellos
mismos. Son lo que podriamos llamar equilibrios auto-implementables. Un resultado

similar tenemos para () R cuando el capital final ha de ser mayor o igual que 12.
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J2 (a) J2 (b)

Figura 3.9
(a) Conjunto de pagos no dominados: ABCD para el problema con capital final
fijo; LMD para el caso en que K(1) > 7.7,y PQR si K(T) > 12.
(b) Detalle de la parte inferior de (a), donde la curva MGN representa los pagos
de los equilibrios de Nash para los casos en los que el capital final ha de ser igual
o mayor que 7.7.
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3.5 Conclusiones

En el modelo de capitalismo de Lancaster-Hoel la acumulacion de capital es un mero
efecto colateral de las acciones de los jugadores. Fn este capitulo se ha analizado la
posibilidad de que los jugadores puedan autoimponerse o que les sean impuestos por
agentes externos unos minimos en el capital final que deben alcanzar al finalizar el
horizonte temporal. De esta manera se puede conseguir no s6lo un mayor bienestar
para las generaciones futuras (y por ende para la propia generaciéon durante su

periodo no activo) sino también mejorar los propios pagos presentes.

Se ha propuesto un juego de concertacion que tiene en cuenta las metas en la
acumulacion de capital y que penaliza a los que se desvian de los controles propues-
tos. Los equilibrios de Nash en este nuevo juego se han calculado imponiendo una
nueva restriccion en la variable de estado del juego original. Contrariamente a lo que
ocurre en el caso sin metas en el capital, estudiado en el capitulo 2, en este nuevo
caso pueden existir un numero infinito de equilibrios. Este hecho pide un criterio de

seleccion que disminuya el conjunto de soluciones.

Capital final y equilibrios pueden ser seleccionados de manera que tanto el sistema

como los jugadores mejoren su situacion con respecto al modelo competitivo original.

La clave para que ambos jugadores obtengan mejores pagos que en el caso libre
y ademas el sistema también se beneficie esta en la comunicacion y los acuerdos
entre los jugadores. En el nuevo juego de concertacién que hemos presentado se
ha de alcanzar previamente un acuerdo sobre unos controles, y se ha de establecer
un sistema de castigos a los que se desvien del acuerdo. Todo esto requiere unas
negociaciones, un proceso de comunicacion que tendra también un costo. El cambio
al nuevo juego resulta ser positivo siempre que estos costos de negociaciéon y de

implementacién no resulten excesivos.

En el juego con metas el aspecto dinamico esta mas acentuado, pues como se
estudio en el capitulo anterior, para el juego con capital final libre las condiciones
iniciales son irrelevantes a la hora de elegir estrategias feedback. Por su parte perde-
mos ahora la perfeccién en los subjuegos que tenian los equilibrios de Nash en ciclo

abierto en el juego con capital final libre.

Por otra parte, en la seccién 3.3 se han estudiado los pagos no dominados de este
nuevo modelo con metas en el capital. Si este capital final exigido es menor que el
que se obtiene en el equilibrio de Nash cuando la restriccion es ignorada, entonces ese
equilibrio puede ser utilizado para seleccionar los éptimos de Pareto que dominan
sus pagos. De esta manera surgen estrategias que mejoran el pago de Nash, y en

las que el equilibrio de Nash actia como amenaza frente a las desviaciones, como se
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describe en Pohjola (1983b).

Sin embargo, si la meta en el capital final no se satisface en el equilibrio de Nash
con el capital libre, el equilibrio no resulta ser tunico. De todos ellos parecen mas
atractivos aquellos que se encuentran en la frontera de Pareto, si los hay. Los dos
ultimos teoremas de la seccién 3.4 nos ofrecen condiciones para que las soluciones de
Nash sean no dominadas. El primero de los teoremas nos afirma que si el objetivo
de stock de capital no se alcanza nunca de forma espontanea cuando los jugadores
actian conjuntamente pero sin procuparse del capital final, entonces todos los equi-
librios de Nash del juego con metas en el capital alcanzan pagos no dominados. En
esta situacion el equilibrio de Nash exige una sincronizacién tal entre los jugadores

que no es sorprendente que se alcancen resultados tan buenos como los cooperativos.

El parametro A utilizado para calcular los pagos no dominados puede ser in-
terpretado como una medida del poder o importancia relativa de los trabajadores.
Para ellos es mds ventajoso una mayor acumulacién de capital. De esta manera si
el capital minimo propuesto es alcanzado para los 6ptimos de Pareto asociados con
valores altos de A, el teorema 3.4 nos indica cuéles de los equilibrios de Nash son
no dominados. De esta forma son ahora los éptimos de Pareto los que nos permiten

seleccionar algunos equilibrios de Nash.
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Un juego de
generaciones sucesivas

Presentamos en este capitulo un nuevo modelo de generaciones sucesivas o solapadas,
donde se establece un juego con una cantidad infinita de jugadores en el que cada
jugador mueve una unica vez a lo largo del juego. Los pagos a cada jugador dependen
unicamente del comportamiento de los anteriores a él y de su inmediato sucesor.
Buscamos algunos equilibrios sencillos y estacionarios, y caracterizamos cierta clase

de equilibrios perfectos en los subjuegos.

4.1 Modelos de generaciones sucesivas

Mediante modelos de generaciones sucesivas o solapadas se pretende representar sis-
temas econémicos con un horizonte temporal infinito controlados por ciertos agentes
cada uno de los cuales toma sus decisiones en un periodo finito. Una generacion
agrupa a todos los agentes que comparten un mismo horizonte temporal y que seran

considerados como un unico decisor.

Este tipo de modelos surgen en economia a finales de los anos cincuenta con Paul
A. Samuelson. En su trabajo de 1958 supone que la Naturaleza ofrece una cantidad
fija de cierto bien a cada generaciéon en cada periodo. La generacion dispone de
ese bien para su consumo o para prestarlo a la generacion con la que comparte ese
periodo temporal. Con ello se busca el equilibrio general y la atencion se centra en
el intercambio monetario (ver también, por ejemplo, Balasko y Shell [1980, 1981] o
Barro y Sala-i-Martin [1995]).
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Otros autores como Salant (1991), Kandori (1992), Smith (1992) o Gossner
(1996), estudian juegos en los que intervienen generaciones solapadas de jugado-
res. Consideran un juego de etapa N-personal, el cual es jugado repetidamente por
las IV generaciones que viven simultdneamente en cada periodo. El teorema Folk de
los juegos repetidos (ver Sorin [1992], por ejemplo) juega un papel central en estos

estudios.

Nosotros proponemos en este capitulo un nuevo modelo de generaciones sucesivas
donde se plantea un juego de crecimiento econémico con un numero infinito de
jugadores —las generaciones— los cuales intervienen una unica vez cada uno y
de manera consecutiva, eligiendo la proporcién de sus ingresos que destinan para
su consumo. El pago total a cada generacién depende del estado del sistema al

comienzo de su vida, de sus decisiones y de las decisiones de la siguiente generacion.

En la siguiente seccion se presentan las caracteristicas de nuestro modelo de
generaciones sucesivas. La seccion segunda analiza algunas estrategias estacionarias
de acuerdo con determinados criterios y establece las condiciones bajo las cuales
dichas estrategias constituyen equilibrios de Nash o perfectos en los subjuegos. A
continuacion se ofrecen algunas caracterizaciones de una cierta clase de equilibrios
sin memoria perfectos en los subjuegos en los que todos los jugadores tienen el
mismo patrén de comportamiento. Por tultimo, se seleccionan entre los equilibrios
anteriores aquellos que cumplen ciertas propiedades de equidad. Para ambos casos

se disenan procedimientos para generar esos equilibrios.

4.2 El juego de generaciones

Supongamos que la evolucion de una economia puede ser analizada a través de las
decisiones de distintos agentes. En cada instante conviven tnicamente miembros de
dos generaciones: adultos de una generacion junto con los ancianos de la generacion

previa.

La generacién (o jugador) que comienza su vida como adulto en el periodo ¢ la
denotaremos por (. Supondremos que hereda de la anterior, GG;_q, un stock de
capital k. El capital refleja el estado del sistema. A lo largo del periodo ¢ este
capital produce una cierta cantidad de manera que el stock total disponible para G
viene dado por S(k:). La funcién de stock S representa la suma del capital mas la
produccién obtenida utilizando ese capital durante todo el periodo. Supondremos
que S es continua en [0,00), diferenciable en (0,00) y que verifica las siguientes

propiedades, para cada capital k& > 0:

S1. S(k) > k,
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S2. S'(k)> 1,y

S3. S"(k) < 0.

Por tanto S es una funcién creciente, concava y mayor que la identidad. Las condi-
ciones S1-53 son verificadas, por ejemplo, anadiendo a la identidad cualquier funcién

de produccién céncava como las de tipo Cobb-Douglas, esto es
Sky=k+k +C, (0<5<1, C>0),

o también

!
Sy =k+ -2 4o (0<y<B O3>0,
T+k

si consideramos una funcién de produccion Michaelis-Menten.

La variable de decision ¢; es la proporciéon destinada por Gy al consumo en el
periodo t en el que es adulto. G} destina una cantidad a los ancianos de la generacion
previa (G;_1, que es proporcional al consumo de G; de acuerdo con cierta constante
de enlace o € (0,1) fijada por tradicion. Esto constituye el lazo de unién entre
generaciones y el porqué cada una esta interesada en dejar el sistema en unas buenas

condiciones de consumo para la siguiente generacion. Tendremos, por tanto, que

1. Gy consume ¢:S(kt) en el periodo ,
2. (1 consume ¢ S(ky) en el periodo ¢ (con a € (0,1) fijo), y

3. la cantidad no consumida (1 — ¢;— ac;)S(kt) constituye kiyq. Esto formard el

capital inicial para (G411 en el periodo t 4 1.

Consideraremos que el pago al jugador G} es la suma de su consumo cuando es

adulto mas su consumo cuando es anciano. Asi, el pago a (¢ resulta

Pt == CtS(k‘t) + OéCt+1S(kt+1)- (41)

Para el primer periodo utilizaremos una generacién Gy que no tiene periodo adulto
y que, por tanto, no toma decisién alguna. Denotaremos por , (5, o, k1) al juego de
generaciones sucesivas descrito, donde S es la funcién de stock verificando S1-S3,

a € [0,1] el factor de enlace y ky el capital inicial.
La figura 4.1 muestra un diagrama con los diferentes flujos de capital y consumos.

Supondremos ademas que no hay posibilidad de endeudarse y, por tanto, el capital

se mantiene no negativo. Esto lleva a que

€ € [07 1—|——oz] :
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Py Py Py
e + O[CtS(k’t) Gts(k’t) + O[Ct+1S(k’t+1D Ct+1S(k’t+1) + e
k’t —)S(k’t) (1—Ct —O[Ct)S(k’t) : k’t+1 —)S(l{ft+1) k’t+2
E periodo t periodo t + 1 E
Figura 4.1

Flujos en el juego. El jugador GG vive en los periodos t y t+ 1, hereda un capital
ks en su primer periodo y consume F; a lo largo de su vida.

La relacion entre la proporcion de consumo ¢; y el capital dejado a la siguiente

generacion viene dada por

¢ = u%a (1 - ;EZ)) . (4.2)

El pago a G puede expresarse utilizando los tres capitales involucrados ky, ki1q

y kiyo de la forma siguiente:

S(kt) — Eepq n S(kt-l—l) — Fgo

Pt: o
1+« 1+«

(4.3)

A continuacién vamos a estudiar distintas estrategias que conducen a resultados
estacionarios y que pueden ser expresadas de forma sencilla. Determinaremos cuando

dichas estrategias constituyen equilibrios.

4.3 Estrategias estacionarias

Podemos considerar una estrategia o para un jugador (G; como una funcién sobre el
conjunto de posibles decisiones de Gy, cuyo argumento es la historia completa de la
partida hasta el periodo actual ¢. Esta historia puede ser expresada por el capital
inicial ky junto con la trayectoria de consumos (¢1,...,¢:—1). Sea C' el intervalo
[0,(1 + a)~'], entonces o es una aplicacion o : IRy x C'=' — . Si preferimos
trabajar con los capitales en vez de con los consumos, la historia del juego hasta el
periodo ¢ viene dada por la sucesion de capitales (ki,...,k:). Si K es el conjunto

de trayectorias factibles de capitales, esto es,

K' = {(ky,kyy ... k) 1 0 < k; < S(k;_y) para s =2,...,t},
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entonces las estrategias de () pueden ser vistas como o : K' — IR, donde

o(ky, - k) = kg € [0, S(k)].

Sin embargo, no todas las estrategias hacen uso explicito de la historia completa
de la partida hasta el instante en que intervienen. Llamaremos estrategias sin me-
moria a aquellas que no utilizan ninguna informacién distinta al estado del sistema

en el instante presente.

Un perfil de estrategias (oy,02,...) asigna una estrategia a cada uno de los ju-
gadores. El perfil de estrategias (0,0,...) en el cual todos los jugadores usan o,
supuesto que o esta bien definida para todo jugador lo denotaremos opy. Un perfil
constituye un equilibrio de Nash (EN) cuando no existen desviaciones unilaterales
beneficiosas. Diremos que o estd en equilibrio consigo misma (o simplemente que o

es un EN) cuando op sea EN.

Diremos que un perfil de estrategias es un equilibrio perfecto en los subjuegos
(EPS) si dado un periodo cualquiera y para toda posible historia del juego hasta ese
momento, el jugador que le toca mover no tiene desviaciones beneficiosas, siempre
que a partir de ese instante los siguientes movimientos se realicen conforme indica

el perfil.

Estudiemos el comportamiento del sistema considerando diversas estrategias cu-
yos resultados son estacionarios respecto a algunas variables del sistema. Analiza-

remos los siguientes casos:

1. capitales constantes: ki = ko = ... = ky.. .,
2. movimientos iguales: ¢y = ¢, =...=¢ ..., ¥
3. pagos constantes: Py =P, =...= P ....

Mostraremos como es el desarrollo del sistema cuando se utiliza cada una de las
condiciones anteriores. Nuestro objetivo es encontrar en cada caso condiciones para

la existencia de equilibrios de Nash y equilibrios perfectos en los subjuegos.

4.3.1 Estrategias que producen capital constante

Las sucesiones de movimientos {¢;};2; que obtienen un stock de capital constante
ko a través del tiempo son aquellas en las que el capital recibido es el mismo que el

dejado, esto es

ko = (1 — ¢ — aer)S(ko)
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para t € IN. Por tanto, de (4.2) tenemos

y el pago a los jugadores resulta
Pt:S(ko)—ko, ‘v’tElN

De lo anterior se puede afirmar que la estabilidad en el capital implica estabilidad

en los consumos y en los pagos.

A continuacion proponemos algunas estrategias simples que consiguen esta esta-

bilidad en el stock de capital si todos los jugadores las siguen.

Denotemos por Al el perfil de estrategias en el que cada jugador deja un capital
fijo al siguiente. Si con el capital que ha heredado un jugador no es capaz de dejar
el capital mencionado entonces deja lo maximo posible, no consumiendo él nada en
su primer periodo. De esta forma Al(k*) puede definirse para cada jugador como

‘Dejar un capital fijo k™, o tanto como pueda si lo primero no es posible’, es decir,

ki1 = min{k*, S(k:)}, para todo ¢ € IN.

Proposicién 4.1
0}. El perfil de estra-

Sea el juego , (S,a,ky) y sea = argmax{aS(k) —k: k
1 < aS(k) y se verifica

tegias AL(k*) es un EN sdlo si i es finito, k* = l%, 1+«

alguna de las siguientes condiciones:

= IV

(a) k=0;
(b) k< S(k1); o bien

(¢) S(k) <k < S[S(k)] ¥ ak* < aS[S(k)] — S(k).

Ademds, Al(i{) es EPS siempre que se cumpla (a), o en el caso (b) cuando ademas

l < S(0).

Demostracion. Estudiemos los pagos al primer jugador Gy cuando el siguiente sigue
la estrategia propuesta por A1(k*). Las desviaciones unilaterales de ; conducen a
una sucesion de capitales {ky, k, S(k),...}si S(k) < k*, 0 {k1, k, k*, ...} si S(k) > k¥,
con pagos [S(k1)—k]/(14+a)y {S(k1) —k+a[S(k)—E*]}/(1+ a), respectivamente.

Sea kI el minimo k > 0 tal que S(k) > k*. Si kf < S(k1), los posibles capitales
dejados por Gy pueden ser divididos en dos intervalos: [0,k)) v [k}, S(k1)]. (Si

kX > S(kq) siempre estaremos en el primero de ellos.) Sobre el primer intervalo el
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pago es lineal con respecto a k, y el maximo se alcanza en k = 0. Sobre el segundo
el pago es proporcional a aS(k) — k y su méaximo se alcanza en k, o en S(ky) si
k > S(k1). Podemos considerar diferentes casos en los cuales no hay desviaciones

beneficiosas (ver figura 4.2):

caso 1.1 caso 1.11

caso 3.1

0 K S(ki) 0 e k: o S(ky)

caso 3.1 caso 3.1i1
‘\/\ ‘\/_,
0 k: k Sk) 0 k: S(ky)
Figura 4.2

Distintos casos en la demostracién de la proposicién 4.1. Las graficas representan
pagos frente a capitales dejados. La parte lineal es [S (k1) —k]/(14+a) y la curva
[S(k1) —k+a(S(k)—k*)]/(1+a). Los puntos gruesos sefialan pagos maximos.

1. El maximo de los pagos en [0, S(ky)] se alcanza en k. Tenemos dos posibilida-

des:

i k= 0, o bien
. k< k< S(ki) vy ak* < ozS(l%) — k (esto es, ki se encuentra en
el intervalo factible y el pago que obtiene es mayor o igual que el que

consigue el cero).
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En ambos casos (71 prefiere seguir A1(k*) sélo si k* = k. Por tanto, tendremos
b=k =0, (4.4)
en el caso 1; y para el caso ii,
kr<k<S(k) y ok<aS(k)—k
Las dos ultimas desigualdades implican que
ke < S(ky) (4.5)
(14 )k < aS(k). (4.6)

La desigualdad k7 < k = k* es inmediata si k&* > 0.

. El maximo es alcanzado en S(ky). Ahora

S(h) < F, (47)
y puesto que el pago en ky = S(k;) debe ser mayor que en el cero se tiene

K < S(k) (4.8)

ak* < aS[S(k1)] — S(ky). (4.9)

El jugador (1 quiere seguir la accién indicada por A1(k*) sélo si
S(k1) < k™ < S[S(k)] (4.10)

porque si k* > S[S(ky)] su pago seria cero y cualquier desviacién resultaria
beneficiosa; si k* < S(ky) entonces no le podria interesar a (1 obedecer a

AL(k").

. En el tercer caso el maximo pago se obtiene para k& = 0. Podemos considerar

tres posibilidades diferentes:

L0<k< kY. De la definicién de £}, al hacer £* = 0 obtendriamos

k¥ =0 =k y estamos de nuevo en el caso 1.1.

. kX < k< S(k1). Ahora el pago en ki debe ser estrictamente menor que
en 0 porque la igualdad fue considerada en el caso 1. De esta manera
se verifica que oz[S(if) —k*] < k. Tenemos que Gy prefiere seguir A1(k*)
unicamente si k* = 0, pero entonces la anterior condicién se convierte en
ozS(if) < k. De la definicién de k esto implica que aS(k) —k < 0 para
todo k£ > 0, pero esto es falso en &£ = 0. Por tanto en esta situacion nunca

estaremos ante un EN.
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ii. S(ky) < k. El pago en S(ky) debe ser menor que en 0. Esto es equivalente
a que aS[S(k1)] — S(k1) < ak*. De nuevo iy prefiere seguir a AL(k*) si
kE* = 0. Sin embargo, tenemos que aS(k) — k es una funcién céncava,

positiva en 0 y con un maximo en k. De esta manera no es posible que

aS[S(k1)] — S(k1) tome un valor negativo en algin S(kq) € (0, ff)

Por tanto, el caso 3 nunca puede conducir a equilibrio si i # 0, posibilidad

que ya esta contemplada en el caso 1.i.

. Qué ocurre con el segundo jugador y los siguientes? En el caso 1, si (G; obedece
a Al(i{), deja al siguiente jugador un capital ky = k. Dado que k < S(l%) el jugador
(45 esté en el caso 1 también, y se deberia cumplir la condicién (4.4) o bien la (4.5)
yla (4.6) en by = i para que pudiera constituir verdaderamente un equilibrio. La
condicién (4.5) queda ahora k< S(i{); de (4.6) podemos asegurar que es cierta.
Tenemos entonces que la mejor eleccion de Gy es ks = l%, como sugiere la estrategia.
Lo mismo podremos decir para cada uno de los restantes jugadores. Por tanto,
Al(i{) es un EN. Como para k = 0 la condicién (4.6) también resulta cierta, quedan
probados los apartados (a) y (b).

Cuando (71 se encuentra en el caso 2 y obedece a A1(k*) el capital que hereda G5
es ky = S(ky). G se encuentra en el caso 1 y puesto que k # 0 resulta que A1(k*)

es KN sdlo si se verifican simultaneamente

A~

k* =k, (4.11)
k< SISk, v (4.12)
(1+a)k <a (A) (4.13)

Tenemos que (4.10) y (4.11) implican (4.8) y (4.12). Por otra parte (4.7), (4.9) y
(4.11) implican (4.10). Basta entonces exigir (4.7), (4.9), (4.11) y (4.13) para ase-
gurar que Al(i{) es EN. Para (3 repetiriamos el razonamiento del parrafo anterior.

Estas condiciones son las dadas en la afirmacion (c¢) de la proposicién.

Para que un equilibrio sea EPS es necesario que las condiciones anteriores se
verifiquen para cualquier capital inicial k1. Es claro que bajo las condiciones expre-
sadas en (a) el equilibrio serda también perfecto en los subjuegos. Las condiciones
expresadas en (b) se verificaran para todo ky si k< S(0). Por dltimo, la primera
condicién de (c¢) no puede ser cierta para todo ky porque de S1 podemos asegurar

que S(l%) > k. Queda por tanto demostrado el resultado propuesto. a

A continuacién consideraremos otro perfil de estrategias que consiguen estabilidad
en el stock de capital. Llamaremos A2 al perfil que sugiere a cada jugador ‘Dejar al
siguiente el mismo capital que se recibio del anterior’, esto es, k; = k;_q, para todo

t=2.3,....
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Proposicién 4.2

Dado el juego de generaciones , (S, a, ki), el perfil estratégico A2 es EN si el capital
inicial ki maximiza aS(k)/(1 + o) — k; es EPS si S(k) es lineal con pendiente
(1+a)/a.

Demostracion. Si Gy recibe un capital k; y deja otro k, la sucesion de capitales re-
sulta {k1, k, k,...}, si todos los jugadores que vienen detrds juegan como A2 sugiere.

Elegimos el valor de k que maximiza el pago a Gy:

S(kl)—k_l_aS(k)—k
1+« l4+a

Puesto que ky estd dado, el pago se hace maximo en un valor k expresado por

S(k) — k}

k:= arg max{

k>0

1+«

De esta forma A2 puede ser EN sélo si ky = k. Las siguientes generaciones reciben
k y su mejor respuesta es dejar k a su sucesor si éste sigue A2. Podemos afirmar,

por tanto, que A2 es equilibrio si k; = k.

Para que el anterior razonamiento sea cierto para todo capital inicial, y de esta
forma A2 sea EPS, todo capital ha de maximizar aS(k)/(1 + o) — k. Esto implica

que S(k) sea funcién lineal en k con pendiente (1 + a)/av. O

Ejemplo 4.1 Sea el juego con funcién de stock S(k) = k+5k/(1+k)+ 3 y constante de
enlace a = 0.2. El k encontrado es 0.118. Como (1 + a)k < aS(k) nos encontramos en
las hipétesis de la proposicion 4.1. Para todo k > 0, S(k) > 0.118. El apartado (b) de la
proposicion 4.1 asegura que A1(0.118) es EN para todo k; > 0, y por tanto es un EPS. O

Ejemplo 4.2 Supongamos que ahoraa =02y S(k) =k +8k/(1+4 k). Cuando maximi-
zamos las funciones aS(k)—k y aS(k)/(1+a)—k encontramos los éptimos para k = 0.414
v 0.265, respectivamente. Como antes, (1 4 oe)l% < 045(1%).

Para capitales k en el intervalo (0.005,0.048) la relacién S(k) < k < S[S (k)] resulta cierta.
Ademads, para todo capital k > 0.015, S(k) es menor que a(S[S(k)] — l%) Asi, Ia propo-
sicion 4.1 en su punto (c) nos permite afirmar que A1(0.414) es EN si k; se encuentra en
(0.015,0.048). Sin embargo, ahora el equilibrio no es perfecto en los subjuegos porque el
cero queda fuera del intervalo.

Por otra parte, de la proposicién 4.2, A2 es EN si ky = 0.265 pero no es EPS. a

4.3.2 Estrategias con movimientos iguales

Analizemos lo que ocurre si todos los jugadores utilizan el mismo valor en sus varia-

bles de control, esto es, ¢; = ¢ (t = 1,2,...). En este caso la sucesion de capitales
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klv

ky = [1—(1+a)co]S(k1),
ks = [1— (14 a)c)S(ks),
ke = [1—(1+a)co)S(ki-1),

Denotemos por dy a la cantidad 1 — (1 4 «)cg, que se encuentra en el intervalo [0, 1]
cuando ¢y se mueveen [0, (1+a)™!]. Definiremos una funcién auxiliar ¢4(k) = d-S(k).

Para cualquier ¢ tendremos que

ke = doS(kio1) = qao (ki) = ¢ (),
(n)

donde ¢; " es la composicion de g consigo misma n veces. De las hipétesis S1-53
podemos asegurar que ¢; tendra a lo sumo un punto fijo distinto de cero. Si ese
punto fijo no existiera la sucesién de capitales no convergeria. Si existe la sucesion,
esta converge monétonamente al punto fijo. (Ver, por ejemplo, Holmgren (1996)

teorema 6.5).

Denotaremos con B1(c¢*) a nuestro primer perfil de estrategias que de seguirse
por todos los jugadores consigue movimientos iguales. Para todo jugador consiste en
‘Consumir una proporcion constante ¢*’, es decir, ¢; = ¢* para todo t € IV, siendo

cel0,(1+a)™].

Proposicién 4.3

Sea , (S, a, ki) un juego de generaciones sucesivas.

(a) Si S(ky) =0, B1[(1 4 «)7'] es EN. 5i aS'(0) < 1 entonces B1[(1 + a)™!] es
EPS.

(b) Si S(ky) >0, la funcién S es no lineal y ¢ = [1 —k1/S(k1)]/(1 + «). Entonces
B1(c*) es EN si el capital inicial ky verifica

Oé[S(kl) - kl]S/(k‘l) = S(k‘l)
(c) Sila funcién S es lineal y a5’ > 1, entonces Bl([a(1 + «)S’]™") es EPS.

Demostracion. Si el jugador (1 consume una proporcion ¢, pero su sucesor actua
como le sugiere B1, el pago a Gy es ¢- S(ky)+ac*-S[d-S(k1)], donde d = 1 —(1+a)ec.

Para que Bl(c*) sea un equilibrio es necesario que

" :argrgleacx{c-S(kl)—l—ozc*-S[d-S(kl)]}, (4.14)
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donde C' es el intervalo [0, (1 + o)™ !]. Ademds, dado d* =1 — (1 + a)c*, la igualdad
(4.14) debe ser cierta no sélo para ki sino también para todo capital posterior
ky = qan(ky), ks = ¢ (ky), ete.

Puesto que la expresion maximizada en (4.14) es diferenciable, el maximo ha de

ser alcanzado en un extremo de ' o en un punto estacionario.

Supongamos primero que el éptimo de (4.14) se alcanza en el extremo superior
del intervalo. (Obsérvese que el extremo inferior proporciona un pago nulo que serd
siempre sub6ptimo). Entonces ¢* = (1+a)~! y por consiguiente d = 0. La secuencia

de capitales resulta ser {k1,0,0,...} y el pago a Gy

S(k1) + aS(0)

P1:
1+«

De la concavidad de la expresion entre llaves en (4.14) como funcién de ¢ y
puesto que el 6ptimo se alcanza en el extremo superior de (', se puede afirmar que

la pendiente en ¢ = (1 + a)~! es no negativa. Asf
S(kr) — ol + @)™ - S(ky) - S'[d - S(k)]] 4= = 0,
y esto es equivalente a que se verifique alguna de las siguientes relaciones:
aS’(0) <1, (4.15)
o bien
S(ky) = 0. (4.16)

La condicién (4.16) implica una situacién degenerada de la economia que no puede
salir de un equilibrio colapsado: ki = 0y S(0) = 0. Cualesquiera que sean las

acciones de los jugadores los consumos son nulos.

Sin embargo, si se da (4.15), como esto es independiente del capital inicial &,
la situacién es la misma para todos los jugadores con cualquier capital. Esto nos
asegura que el perfil estratégico B1[(1 + a)~'] es EPS con unos capitales resultantes

{k1,0,0,...}. Queda entonces probada la afirmacion (a).

Supongamos ahora, por el contrario, que el éptimo de (4.14) se alcanza en un
punto estacionario interior ¢* del intervalo factible . La derivada respecto de ¢

debe ser cero en ese punto:
S(k) —a(l + a)c™ - S(ky) - S'[d- S(k1)]|—ge =0, (4.17)

lo cual nos proporciona un ¢* verificando la igualdad

S~ (1 +a)e’) - S(h)] = ——

T (4.18)
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Ademas hemos de suponer que el éptimo se alcanza en el mismo punto para los
diferentes capitales que vayan apareciendo mas tarde. El miembro de la derecha de
(4.18) es constante y por tanto, a menos que S sea lineal, de S3 tenemos que S'(k)
es estrictamente decreciente y no puede tomar el mismo valor en diferentes puntos
ko, ks, .... Esto nos lleva a afirmar que, salvo en el caso lineal, todos los capitales

que se van obteniendo han de ser idénticos:

1 ks

Suponiendo que S es no lineal, B1(c¢*) es EN si

y 1 ] ky
cC = —— —
1—|—Oé S(k‘l)

y, de (4.18), ky debe verificar también

S(k1)

aS' (k) = m

Finalmente, para demostrar la afirmacién dada en (c) suponemos que S(k) es
lineal y la funcién ¢ - S(k1) + ac® - S[d - S(k1)] tiene derivada nula respecto a ¢ en
todo ky. Si S(ky) > 0, lo anterior es cierto cuando ¢* = [a(1 +a)S']™%; si S(ky) = 0,
es verdad para todo ¢*. Entonces (4.17) es cierto para todo ki, y asi Bl1(¢*) es EPS.

De esta manera la proposicion queda demostrada. a

Consideremos otra estrategia sencilla que denotaremos por B2 en la cual cada
jugador mueve imitando a su predecesor. Més explicitamente, B2(¢) para la primera
generacion consiste en ‘Consumir una proporcion ¢’y para las siguientes ‘Consumir
la misma proporcion que la precedente’; de esta manera ¢; = ¢ mientras que ¢; = ¢;_;

(t =2,3...). Tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 4.4

Sea el juego de generaciones sucesivas , (S, a, ky).

(a) Si S(0) =0, B2[(1 + a)™'] es un EN cuando k; = 0 y es EPS siempre que
ademas aS’(0) < 1.

(b) B2[(1+a)™ '] es ENsi S(ki)+ aS(0) > aS'(0) v aS(0) <1+ a; es EPS si
ademas aS'(0) = 1 + a.

(c) Si S(k)=bk yab> 1, B2(c) es EPS, siendo ¢ = [1 + (ab)™']/[2(1 + «)].

(d) B2(¢) constituye un EN con ¢ = [1 — ki /S(k)](1 + a)~" si se verifica que
a[S(kr) — k1S (k1) = (1 + «)S(ky).
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Demostracion. La primera generacion elige una proporcién ¢ y suponemos que
la segunda sigue sus pasos. La secuencia de capitales resulta {k1, ks = dS(k1),
ks = dS[dS(k1)],...} donde d = 1 — (1 + a)e. Si B2(¢) es EN entonces ¢ debe

maximizar el pago de Gy, esto es,
¢ = arg meaCX{CS(kl) + acS[dS(k1)]} (4.20)

Obsérvese que, en general, el maximo dependera de k.

Al igual que en la demostracién del resultado anterior, podemos considerar dos
casos: el maximo se alcanza en un punto extremo de C' (casos a y b); o en un punto

interior (casos ¢y d).

Bajo la primera hipétesis el punto extremo serda ¢ = (1 + «)~' porque en el
extremo inferior ¢ = 0 el jugador (G; obtiene un pago nulo. De 52 y S3 se puede ver
con facilidad que la funcién de pagos ¢S(ky) + acS[dS(k1)] es concava con respecto
a c. El hecho de que el maximo sobre (' se alcance en el extremo superior implica

que la derivada en ¢ = (1 + a)~! es no negativa:

S(k1) + aS(0) — aS(k)S'(0) > 0. (4.21)
Por otra parte, para el jugador (i ha de verificarse una relacién similar

S(k2) + aS(0) — aS(k2)S'(0) > 0. (4.22)

Puesto que ky = 0 cuando Gy sigue B2[(1 + «)7'], ¢ = (1 + a)~! serd la mejor

eleccién para G5 también si (4.22) es cierta para ko = 0, y eso implica
S(0) =0, (4.23)

o bien

aS'(0) <1+ a. (4.24)
Tendremos por tanto dos casos:

(a) Si se da (4.23), B2[(1 + a)™'] es EN cuando k; = 0. En caso contrario, si
ki > 0, de (4.21) tendremos que ¢ = (1 + «)~" es la mejor eleccién para G cuando
aS’'(0) < 1. Puesto que esto es independiente del valor de kq, la estrategia es EPS

en este caso.

(b) Si son ciertas las desigualdades (4.21) y (4.24), B2[(1 + «)~!] es EN. Serd
EPS si (4.21) se verifica para todo k; > 0. Esto implica que

S(k) > aS(0)

2 YE> 0.
= aS(0)—1 k=20
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Puesto que S es creciente (propiedad S2) se puede afirmar que la anterior desigualdad

es cierta si y solo si se cumple para & = 0:

5(0)2%@_1 —  aS(0)>1+a.

Bajo este supuesto B2[(1 4+ a)~'] es EPS.

Estudiemos ahora el segundo supuesto en el que el maximo de (4.20) se alcanza en
un punto interior del intervalo €', que llamaremos ¢. Como la expresién maximizada
es diferenciable, su derivada en ¢ ha de ser cero:

S(k1) + aS[dS (k)] — a(1 + a)S (ki )eS'[dS (k)] = 0; (4.25)

y de la concavidad la desigualdad (4.21) cambia su sentido.

El siguiente jugador se encuentra en una situacién similar, con ky = dS(k;).
B2(¢) es EN sélo si ¢S(ky) + aeS[dS(kz)] tiene un maximo en ¢. En este punto nos
encontramos con dos posibilidades: (4.25) es cierta para todo k1 > 0, o bien ky = £y,

es decir, k; = dS(k;). En el primer caso supondremos que S es lineal.

(c) S lineal: S(k) = a + bk, con b > 1. La derivada del pago con respecto a c
resulta

a+ bk + afa + bd(a + bk)] — a1l + «)(a + bk)be. (4.26)

Queremos encontrar un valor de ¢ de manera que (4.26) sea igual a cero para todo

k. Entonces, las dos siguientes relaciones han de darse simultaneamente:
b+ ab®*d — a(l + Oé)bQC =0 (4.27)

a+ aa + aabd — a1 + a)abe = 0. (4.28)

Puesto que b # 0, (4.27) nos permite despejar

- (1 + i) (4.29)
= 2(1 4+ «) ab)’ '
pero si a # 0 tenemos de (4.28) que
—#<1+i+1) (4.30)
= 2(1 4+ «) ab b/’ '

Como (4.29) y (4.30) no son compatibles, puede asegurarse que ¢ = 0 y entonces
S(k)y = bky ¢ = [1+ (ab)™']/[2(1 + «)]. La condicién ab > 1 garantiza que
¢ < (14 a)™'. Puesto que la anterior argumentacién es independiente del capital

inicial k1, el equilibrio encontrado es perfecto en los subjuegos.
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(d) S no lineal. Si ky # kq, entonces el maximo de los pagos se alcanza en un
punto distinto de ¢. Si forzamos a que los capitales ky y ky sean idénticos, la situacion
para (5 es la misma que para (51, y el éptimo se alcanza en el mismo punto. A la

vista de esto podemos imponer (4.25) y la condicién de capitales constantes:
[1—(1+a)c]S(ki) = k.

Expresando ¢ y d como funciones de k; y sustituyendo en (4.25) tenemos la siguiente

restriccion sobre ky:
(14 a)S(k1) — a[S(k1) — k1])S' (k1) = 0,

donde consideramos ¢ como (1 + )71 — k;/S(k1)]. Con esto queda probado el
resultado. O

Las dos ultimas estrategias estudiadas, B1 y B2, producen en el caso no lineal
una sucesion de capitales constantes a partir del segundo periodo. En algunos casos
lineales la sucesion de capitales tiende a una constante, o bien a infinito si la funcién

S tiene una pendiente suficientemente grande.

Ejemplo 4.3 Consideremos el juego con o« = 0.2 y S(k) = k +3k/(1+ k) + 3. Puesto
que aS'(0) = 0.8 =1 — a < 1 la proposicién 4.3(a) nos asegura que B1(5/6) es EPS. O

Ejemplo 4.4 Si ahora tomamos S(k) = k+ 5k/(1+ k) + 3 con la misma constante de
enlace del ejemplo anterior entonces aS’(0) = 1.2 = 1 + «, y por la proposicién 4.4(b)
tenemos que B2(5/6) es EPS. o

Ejemplo 4.5 Modificando de nuevo la funcién de stock, con S(k) =k +20k/(1+ k) +3
podemos resolver en k las ecuaciones o[S(k) — k]S'(k) = S(k) y a[S(k) — E]S"(k) =
(1 — «)S(k) que tienen como solucién k = 1.1284 y k = 0.9178. Tomando los anteriores
como capitales iniciales se puede calcular el pardmetro [1 — ki/S(k1)]/(1 + «). Tenemos
entonces que B1(0.7695) y B2(0.7766) son EN cuando los capitales iniciales son 1.1284 y
0.9178, respectivamente. a

Ejemplo 4.6 Sea ahora o = 0.8 y la funcién lineal S(k) = 1.9k+1. Como aS" = 1.32 > 1,
el perfil de estrategias B1(c) es EPS para ¢ = a(1+«)S’ = 0.365. La sucesién de capitales
converge al punto k = 0.977. En la figura 4.3a se muestran los capitales que se van
obteniendo a partir de uno inicial ky = 10.

Si consideramos S(k) = 1.9k, de la proposicién 4.4(c) se puede asegurar que B2(0.46) es
EPS. Ahora la sucesion de capitales tiende a cero como muestra la fig. 4.3b. O

4.3.3 Estrategias con pagos constantes

Por dltimo, consideraremos perfiles que de seguirse por todos los jugadores consiguen

que los pagos recibidos resulten idénticos. Llamaremos C'1(p*) al perfil de estrategias
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(a) (b)

10 k 10 k
8 8
6 6
4 4 1— (14 )5k
(1 = 557)S(k) =30 IS0
2 2
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Figura 4.3

(a) Evolucién del capital para el perfil de estrategias B1(0.365) con o = 0.8,
S(k) = 1.9k 4+ 1 y un capital inicial &y = 10. (b) idem para B2(0.46) con
S(k) = 1.9k.

consistente en ‘Conseguir un pago p* en su primer periodo (cuando es adulto), o el
mayor pago posible si p* no es alcanzable’. Utilizando esta estrategia la proporcion
destinada por G4 al consumo en el periodo t serd

* 1
ct:min{ka,:)’l—l—oz}’ para cada t € IN

El siguiente resultado nos da condiciones bajo las cuales C'1(p*) es equilibrio.

Proposicién 4.5
C1(p*) es EN para el juego , (S, a, ky) si y sélo si se verifica alguna de las siguientes
condiciones (siendo k = arg max{aS(k) — k : k > 0}):

() =0 v p = S0)/(1 +a)
(ii) aS'(0) <1 y p* > S(k1)/(1 + «), o bien
(i) k1 =0, k > 0, S(0) = 0 y p* es positivo.
Demostracion. Consideremos el primer jugador con su capital inicial k. Suponga-

mos que deja otro capital ks = k' y que G5 sigue lo que le indica C'1(p*) consumiendo
una proporciéon

_opr 1
Cy = min S(k)’l—l—oz .
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Veamos cudl es el valor éptimo de k para Gy. De (4.1) y (4.2) el pago puede ser

expresado como funcion del valor elegido k:

Stk 4 o §(k), si S(k) < (1+a)p”

14+«o 14+«o
Pi(k) =
%—I—ap*, si S(k) > (14 a)p*

Sea k* aquel capital donde la funcién de pagos P;(k) cambia su expresion, esto es,

- :{ STHA +a)p], 81 S(0) < (L+a)p™ (4.31)
0, si S(0) > (1 + a)p*

Primero supongamos que k* < S(kq). Se puede ver que Py(k) es lineal en [k*, S (k)]

y que el maximo lo alcanza en el extremo inferior. En el intervalo [0, £*] el pago

es proporcional a aS(k) — k y por tanto el maximo en ese conjunto, y en todo

[0, S(k1)] se alcanza en min{i{, E*}. Sik* > S(ky), Pi(k) es proporcional a aS(k) —

k en el intervalo [0,5(k;)] con un méaximo en min{k, S(k;)}. Asi que se puede

asegurar que siempre el maximo de P;(k) sobre el intervalo [0, 5(ky)] se alcanza en

min{k, k*, S(ki)} (ver fig. 4.4).

P1 Pl

: ' k ’ 2 k
0 Pk S(ky) 0 ok S(k)

Figura 4.4
Algunas posibilidades para la funcién de pagos P; (k) en la demostracién de la

proposicién 4.5.

El desarrollo anterior es cierto también para cualquier G;. Por tanto, tres posibles

casos pueden surgir:

S(ke) (= kg = k7)
y k<k* (= kg = k)
(¢) S(k) <k vy S(k) <k (= ks = S(ky))

Ademas, de la definicién de £* se pueden considerar dos alternativas:

< (14 a)p* (= k* es un valor tal que S(k*) = (1 + a)p*)
() S(0)>(1+a)p* (= Ek=0)
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Por otra parte, si un jugador G sigue C'1(p*), el capital dejado ki = [1 — (1 +
o)) S(kye) seria

) :{ 0. si S(ke) < (14 a)p”
TSR — (L a)prs si Sk 2 (14 a)pr

El perfil C'1 es EN s6lo si el capital k;; maximiza el pago Py(k). Otras dos posibi-

lidades deben ser consideradas:

{ (f) S(k) < (1 +a)p” (= ki1 =0)
(9) S(ke) > (1 +a)p* (= ki1 = S(k) — (1 +a)p)

Combinando una condicion de cada grupo obtenemos distintos casos. La estrategia
puede ser EN si para cada jugador el recomendado k;y; consigue el pago 6ptimo

para ese jugador. Las combinaciones adf, aef, bef y beg son inconsistentes.

La combinacién adg para Gy implica que S(k2) = (1 + «a)p*. Para el siguiente
jugador (5 las condiciones a y d no varian pero ahora estaria en f y como hemos

dicho adf no es consistente.

Si (i1 esta en aeg, podemos asegurar que S(ky) = (1 + a)p* y que ky = 0. El

siguiente se encontrara en aeg también, y ahora S(0) = (1 + «)p*. De manera que

si k1 = 0 entonces C'1[5(0)/(1 + «)] es EN. Con esto queda probado el punto (i).

Supongamos que el primer jugador esta en bdf. Esto es equivalente a k= 0,
0 <k* ki <k'yp =S(k")/(1+ a). El siguiente jugador estara de nuevo en bdf.
Por tanto C'1[S(k*)/(1 + a)] es EN para todo k* > 0 tal que k* > k.

Se puede demostrar que bdg para (G es equivalente a k< k< ki, S(k*) =
S(ky) — by p = [S(k1) — l%]/(l + o). Entonces el siguiente jugador estd en bdf.
Como vimos antes esto implica k = 0, ky < k* v p* = Sk*) /(1 + ). Asi ky = k™.
Por consiguiente tenemos que C'1(p*) es EN si p* = S(k1)/(1 + «), E=0yk >0.
Puesto que la funcion aS(k) — k es concava, el maximo se alcanza para k = 0 siy
s6lo si la derivada en ese punto es no positiva. Esto es equivalente a a.5’(0) < 1.

Este caso con el anterior prueba el punto (ii).

Por ultimo, cuando consideramos ¢, entonces ni e ni g son posibles. Tenemos
unicamente la combinacion cdf. Puesto que f implica ks = 0y ¢ implica ky = S(k1),
s6lo puede ser equilibrio en el caso degenerado k; = 0, S(0) = 0. Ademas k>0 y
p* = S(k*)/(1 4 «) para cualquier k* positivo. Esta tltima condicién es equivalente
a afirmar que p* es positivo. Queda entonces probada la afirmacién (iii) de la

proposicion. a

Los casos (i) y (iii) de la proposicién comienzan con un capital cero y el capital
continta siendo nulo a través del tiempo. El caso (ii) comienza con un capital inicial

kq tal vez mayor que cero pero ko y los sucesivos son cero.
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Ejemplo 4.7 Bajo los mismos supuestos del ejemplo 4.1, tenemos que C'1(15/6) es EN
si k1 = 0, como afirma la proposicion 4.5 en su primer apartado. a

Ejemplo 4.8 Con las hipétesis del ejemplo 4.3, en el cual aS’(0) < 1, si ky = 8/3 entonces
C1(p*) es EN para todo p* > 35/6. O

4.4 Existencia del equilibrio de Nash

En la seccién anterior se han definido distintas estrategias para los juegos de ge-
neraciones sucesivas y se han buscado condiciones para que constituyan equilibrios
de Nash y perfectos para los subjuegos. Cabria ahora preguntarse si todo juego
de generaciones tiene un EN en estrategias puras, que son las que hemos utiliza-
do hasta ahora. Aunque los juegos infinitos no tienen necesariamente equilibrio de
Nash en estrategias puras, la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa y para

demostrarlo simplemente definiremos una estrategia que es EN para todo juego.

La estrategia en cuestion es la siguiente. Para el primer jugador consiste en
‘Consumir lo maximo posible’; para los siguientes jugadores ‘Consumir lo mdzrimo
posible si la generacion precedente también lo hizo y en caso contrario no consumir
nada en absoluto’. Por tanto, tenemos que ¢; = (1 + a)™; ¢ = (1 + a)7! si

¢i-1=(1+a) ™ty ¢; =0 en otro caso.

Teorema 4.1
Todo juego , (S, o, k1) tiene un EN en estrategias puras

Demostracion. Lo unico que hemos de hacer es comprobar que la estrategia definida
anteriormente es realmente equilibrio. El primer jugador no tiene incentivos para
desviarse, pues consumiria menos en el primer periodo de su vida y nada en el
segundo. Para otro jugador cualquiera, si los anteriores no se han desviado, se
encuentra con un capital nulo. Si sigue tanto él como su sucesor la estrategia,
obtiene un pago total de S(0). Si no la sigue, pero si sus sucesores, entonces gana
¢S(0), donde ¢ es una constante menor o igual que (1 + a)~! < 1. No tiene, por

tanto, incentivo alguno para desviarse y la estrategia resulta entonces ser equilibrio

de Nash. O

Como se puede apreciar, la estrategia anterior es estacionaria para el capital, los
movimientos y los pagos, a partir del segundo jugador, pero no coincide con ninguna
de las definidas en la seccion anterior. Como no hemos utilizado las propiedades
exigidas a la funcion de stock, el resultado se mantiene cierto para cualquier funcién

S con tal que sea no negativa.
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Por otra parte esta estrategia no es EPS, pues ningin jugador tiene incentivos
para cumplir con la amenaza de no consumir nada si el anterior no le dejé un capital
nulo: resulta una amenaza increible. Esto es consecuencia de que la definiciéon de
la estrategia depende del jugador (ser el primero o no) y no sélo de la situacion
del sistema cuando le toca actuar. En la siguiente seccion estudiaremos un tipo de

estrategias que si poseen esta caracteristica.
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4.5 Estrategias sin memoria perfectas en los sub-

juegos

El principal objetivo de la presente seccion es describir la forma que adquieren cierta
clase de equilibros en los cuales todos los jugadores utilizan idénticas estrategias en
las que no se hace uso de mas informacion que la del estado del sistema, es decir,

del capital heredado.

Como se indic6 al comienzo de la seccion 4.3, llamamos estrategias sin memoria a
aquellas que dependen tnicamente del estado del sistema en el momento de aplicarse
y no de la historia anterior de la partida. Llamaremos funcion de respuesta R a una
estrategia de este tipo, es decir, una funciéon que a una herencia consistente en un

capital k responde dejando otro capital R(k) al siguiente jugador.

Definicién 4.1
Una tuncién R : IRy — IRy se dice que es una funcién de respuesta si R(k) € [0, S(k)]

en su dominio.

Como antes Ry := (R, R,...) es el perfil de estrategias en el cual todos los
jugadores utilizan R como funcién de respuesta. La secuencia de capitales obtenidos
es (R(ky), R®(ky),...,RD(ky),...) donde R"™ es la funcién iterada definida por
R™ (k) := R[R" Y (k)], siendo R (k) := k. Como la informacién es perfecta, cada
movimiento es el origen de un subjuego. Si Rpn es EN para todo capital inicial,
entonces Ry es EPS puesto que no importa qué estados hayan sido alcanzados con
anterioridad sino unicamente cual es el estado actual. Habitualmente diremos que
R es EN o EPS cuando el perfil de estrategias R lo sea.

El siguiente resultado ofrece una caracterizacion de los R que son EPS.

Lema 4.1

Sea R una funcion de respuesta. Entonces R es un EPS si y so6lo si para todo k > 0,
S(") < SR para cada I € [0, S()],
donde ¢(k) := aS(k) — k — aR(k).

Demostracion. Sea k; el capital en el periodo t. Los capitales desde el periodo ¢ en

adelante resultaran

ke, R(ke), R (ky), . ..

si nadie se desvia, o bien

ki, ke €10, S(ke)]s B(keyr), -
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si (y se desvia pero (Gy11 no lo hace. R es EPS siy solo si el pago a Gy sin desviacion
es mayor o igual que el que obtiene al desviarse suponiendo que G141 no lo hace. De

esta manera, utilizando (4.3) tenemos que

S(ke) = kit N G ke) = Rlken)  S(ke) = Bke) | S(B(k)) — R®) (k)
1+« 1+« - 1+« 1+«

lo cual es equivalente a
OéS(k‘H_l) — kt-l—l — OéR(k‘H_l) S OéS[R(kt)] — R(kt) — OKR(2)(kt)
De la definicién de funcion ¢ esto es equivalente a su vez a que

Plhes1) < Q[R(ke)],

para todo ki1 € [0,5(k:)]. Puesto que el capital inicial k; puede ser cualquiera

mayor o igual que cero, la demostracién esta completa. a

Proposicién 4.6
Sea R una funcion respuesta tal que el perfil de estrategias Ry es EPS. Sea k > 0 de
manera que R(k) < S(k). Entonces, para todo k' del intervalo cerrado [S™'[R(k)], k]

se verifica la igualdad

La figura 4.5 muestra graficamente el contenido de la proposicion.

Demostracion. Sea k > 0 tal que R(k) < S(k). Tomemos un k' < k de manera
que R(k) < S(K') < S(k). Obviamente k' puede ser cualquier punto del intervalo
[STHR(k)], k]. Puesto que por hipdtesis R(k) < S(k) y Ry es EPS, del lema 4.1
se sigue que

G[R(K")] < ¢[R(K)]. (4.32)
La forma de tomar k' garantiza que R(k) € [0,S5(k')], v de nuevo del lema 4.1

podemos afirmar que

o[R(K)] < o[R(K')]. (4.33)
De (4.32) y (4.33) podemos ver que la igualdad ¢[R(k)] = ¢[R(K')] es cierta y por
tanto también el resultado. O

Del lema 4.1 y la proposicién 4.6 se obtiene con facilidad el siguiente resultado.

Corolario 4.1

Sea R una funcién respuesta tal que R(k) < S(k) para todo k > 0. Si R es EPS
entonces ¢[R(k)] toma el mismo valor para cualquier k > 0. Ademas, si f es el valor
de ¢[R(k)] en cualquier k, se tiene que ¢(k) < f para cada k > 0.
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R(D)

Figura 4.5
Interpretacidn grafica de la proposicién 4.6. Comenzando por el punto k cons-
truimos el conjunto D cuyos puntos estan por debajo de k£ pero sus imagenes
mediante la funcién S son mayores o iguales que R(k). Sobre todo el conjunto
R(D) la funcién ¢ toma un valor constante.

Demostracion. Sea k un valor positivo cualquiera. Por hipdtesis tenemos que R(k) <
S(k), y de la proposicién 4.6 tenemos que ¢[R(+)] es constante en [ST'[R(k)], k]. El
mismo razonamiento puede hacerse sobre el punto ST!'[R(k)], y asi sucesivamente.

De aqui que ¢[R(-)] es constante sobre [0, k|, para un k arbitrario.
La segunda parte es inmediata utilizando el lema 4.1. O

Ahora, con la ayuda de los resultados precedentes daremos un procedimiento para
construir una funcién respuesta R que verifique las hipotesis de la proposicion 4.6.
Llamaremos [ al conjunto de los valores que toma la funcion R cuando k es no

negativo, y f al valor de ¢ en todos los puntos de I, esto es:

[:={R(k): >0},  {f}:={o(k): kel

Definiremos una funcién auxiliar p(k) := S(k)—(k+ f)/a que coincida con la funciéon

R sobre el conjunto I. El procedimiento es el siguiente.
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Procedimiento 1: funcion de respuesta general EPS

P1 Elegir un f de manera que 0 < f < aS(k) — k, donde
k:=min{S(0),k} v
k :=arg max,{aS(k) — k} (tal vez infinito).

P2 FElegir un conjunto I tal que

P2a el intervalo semiabierto [max{0, p(k)}, S(k)) tenga intersec-

cién no vacia con el conjunto I para cada k € [0, l%], v

P2b p(k) € I, para todo k € I.

P3 Asignar valores a R de la siguiente manera:

{ R(k)=p(k), sikel
R(k) € [max{0,p(k)}, S(k))NI, sik¢l

Podemos dar la siguiente caracterizacion de los EPS formados por idénticas es-
trategias sin memoria R, de manera que R(k) < S(k). Demostraremos que todos

estos EPS pueden generarse con el anterior procedimiento.

Teorema 4.2
Sean P1, P2 y P3 los pasos del anterior procedimiento.

1. Dado f € IR, ] CIR y R: IR, — IR, verificando P1, P2 y P3, entonces el
perfil de estrategias Ry es un EPS.

2. Sea Ry un EPS, donde R es una funcién respuesta tal que R(k) < S(k) para
todo k > 0. Ademds sea [ = ¢[R(k)] (para cualquier k > 0) e I = {R(k) :
k > 0}. Entonces f, I y R verifican las condiciones expresadas en P1, P2 y
P3.

Demostracion. 1. Sean f, I y R tales que verifican las propiedades que se exigen
en P1, P2 y P3. Comprobemos primero que R estd bien definida. Puesto que p(k)
es decreciente para k > l%, S(k) es creciente y P2a es cierto para los k < l%, resulta
entonces que la interseccion que aparece en la definicion de R en P3 para los k£ no

incluidos en [ es no vacia.

Veamos ahora que Ry es EPS aplicando el lema 4.1. Primero comprobamos que
R es realmente una funcion respuesta de las que estamos buscando y que por tanto
R(k) < S(k). De P3 es obvio que R(k) < S(k) para todo k ¢ I. Puesto que de P1
podemos asegurar que f > 0, tendremos que p(k) = S(k) — (k+ f)/a < S(k) para
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todo k > 0. P3 asegura que R(k) = p(k) para k € I. De aqui se sigue que también
R(k) < S(k) para todo k € I.

De P3 y de las definiciones de ¢ y p se tiene que la igualdad ¢(k) = f es cierta
para todo k € I. Por otra parte, P3 asegura que ¢(k) < ¢[R(k)] = f, para todo

k > 0. Por lo tanto, el lema 4.1 nos permite asegurar que R es un EPS.

2. Probemos la segunda parte del teorema. Sea Ry un EPS tal que R(k) < S(k)
para todo k > 0. Del corolario 4.1 se tiene que ¢[R(k)] toma el mismo valor para

todo k > 0. Sea f ese valor e [ el conjunto {R(k) : k > 0}.

P1. Puesto que R(k) € [0, S(k)) para todo k > 0, entonces ¢(k) € (—k,aS(k) — k]
Vk > 0. Del lema 4.1 tenemos que ¢(k) < ¢[R(k)] = f, para todo k > 0.
La funcion ¢ es igual a f en algin k& > 0 puesto que I es no vacio. De esta
manera f < max{aS(k) —k : k > 0} = ozS(l%) — k. Por otro lado, puesto
que ¢(0) = a[S(0) — R(0)] y R(0) < S(0) entonces f > 0. Junto a esto
0 < ¢(0) < ¢[R(0)] = f < max{aS(k) —k : k € [0,5(0)]} y dado que la
funcién aS(k) — k es concava, el maximo se alcanza en k = S(0) si S(0) < i
oen k = k en caso contrario. De manera que las condiciones que se exigen a

f en P1 resultan ciertas.

P2. Sea k > 0, entonces R(k) € [0,5(k)). Por el lema 4.1 tenemos que ¢(k) < f
y, por consiguiente, R(k) > p(k), con lo que R(k) € [max{0, p(k)}, S(k)). De
la definicién de [ también R(k) € [ y P2a se cumple.

Sea k € I, entonces ¢(k) = f. Tenemos R(k) = p(k), asi que P2b también es

cierta.

P3. Delas definiciones de [ y de f tenemos que la igualdad ¢(k) = f se cumple para
todo k € I. Por tanto R(k) = p(k), paratodo k € [. Paralosk ¢ I, el lema4.1
implica que ¢(k) < f, y entonces R(k) > p(k). Por supuesto, R(k) € [0, S(k))
v R(k) € I, asi que P3 es verdad y el teorema queda demostrado. a

Ejemplo 4.9 La estrategia A2 estudiada en la seccién 4.3.1 en la cual cada jugador
‘deja el mismo capital que recibié’ puede ser expresada mediante la funcion de respuesta
R(k) = k. En este caso I = IRy. Del corolario 4.1, ¢[R(k)] = ¢(k) toma un mismo valor
para todo k > 0, y esto implica que S(k) es lineal con (1 + «)/a como coeficiente de k.

De manera parecida, la estrategia Bl de la seccion 4.3.2 que hace ¢; = ¢* para todo t,
estd relacionada con la funcién de respuesta R(k) = [1 — c*(1 + «)]S(k) = d*S(k). Si
c* = (1+a)~! entonces R(k) = 0. Utilizando el lema 4.1 podemos asegurar que R es EPS
si y solo si ¢(k) < aS(0), (Vk > 0). Por las propiedades S1-S3 lo anterior es cierto si y
sélo si aS'(k) < 1, (Vk > 0), como por otra parte ya afirma la proposicién 4.3 en su primer
apartado. Por otro lado, si ¢* < (14 «)™', R(k) = d*S(k). El corolario 4.1 nos permite
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asegurar que R es EPS si a1+ «a)c*S[d*S (k)] — d*S(k) es constante. Asi, la funcién de
stock S(k) debe ser lineal con pendiente [a(1 + o)c*]7L. Este resultado estd de acuerdo
con el tercer punto de la proposicién 4.3. a

Ejemplo 4.10 Considérese S(k) = k + k°3 + 1 y o = 0.75. Busquemos una funcién
respuesta R que sea EPS. El maximo de oS (k) — k se alcanza para k = k = 0.86 con un
valor de 1.2518. El paso P1 nos invita a elegir un f € [0,1.2518]. Tomemos f igual a 0.5,
por ejemplo. Podriamos elegir I = [0.3,0.5]U[0.9, 1.5] cuya imagen mediante la funcién p
es [0.9302,0.9789] U [0.9627, 1.0024]. R podria ser cualquier funcién de manera que

R(k) = 0.75[k + k°3 + 1] — (k +0.5)/0.75, sikel
R(k) € [max{0,k°% —k/3 —1/3},S(k))n1, siké&l

La funcién de respuesta R puede tomar cualquier valor en la regién sombreada de la
figura 4.6. Para cualquier capital inicial, la sucesion de capitales converge al punto fijo de

p, esto es, a k = 1.0. a

25 1 /s k
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Figura 4.6

Un EPS dado por la funcién R, para S(k) = k + k%3 + 1. Cualquier funcién de

respuesta cuya grafica esté sobre la regién sombreada constituye un EPS.

Ejemplo 4.11 Si S(k) =2k+ 1y a = 0.9, entonces k=00 vy tenemos que elegir un f en

[0,aS(1) — 1] =[0,1.7]. Sea f igual a 0.5. En este caso p(k) = $k + 3. Podriamos tomar

el conjunto I como {i,}°2,, donde iy = S(0), iy = S[p~[S(11)], i3 = S[p~'[S(i2)], v asf
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sucesivamente. La funcién de respuesta R vendra dada por

7:17 sik € [07p_1(i1)]
iy, sik e (p7i(iy), p7(i2)]

in, sike€(p  ino1),p  (in)]

La funcién R verifica P1, P2 y P3 y por tanto es un EPS. Ahora, el conjunto I no esta
acotado, y cualquiera que sea el capital inicial la sucesion de capitales tiende a infinito.
O

12 }

~
10 S(k)
8l
6 (k)
4t
2 //

Figura 4.7
Un EPS para S(k) = 2k + 1, la funcién de produccién del ejemplo 4.11.

Sin embargo, hay que hacer notar que no todo juego de generaciones sucesivas
tiene una funcién de respuesta que sea EPS, como muestra el siguiente contraejem-
plo.

Ejemplo 4.12 Sea S(k) = k*?+k y o = 0.2. Alser S(0) = 0 se tiene que k = 0 y el paso
P1 nos deja el cero como inico valor posible para f. Tendremos entonces definida una
funcién p(k) = k2 — 4k. Debemos elegir un conjunto I en el que coincidan R y p, y de
manera que verifiquen los puntos P2a y P2b. En nuestro caso k = arg max{aS(k) -k} =
0.0247 y en ese punto la funcién p vale 0.23. El paso P2a nos obliga a toma I de manera que
tenga interseccion no vacia con el intervalo [k%°—4k, k34k) para todo k € [0, k]. Tomando
este k algiin elemento de I se ha de encontrar en el intervalo [p(k) = 0.2366, S (k) = 0.3541].
Sin embargo las imdgenes de todos los puntos de este intervalo mediante la funcién p son
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negativas, y no van a ser valores aceptables de R. No va a ser posible encontrar el conjunto
I y por tanto no va a existir la funcién de respuesta de manera que R sea EPS. a

4.6 Funciones de respuesta justas

En la seccion anterior hemos definido y caracterizado funciones que indican a cada
generacion cual ha de ser el capital que ha de dejar a sus sucesores en funcién del
capital que se recibié en herencia de los predecesores. Existen algunas propiedades
que parece razonable exigir a las funciones de respuesta para aumentar su simplicidad

y su justicia. A continuaciéon proponemos las siguientes:

F1. No ezhaustiva. Un jugador nunca deberia tener que ceder todo el capital
disponible al siguiente jugador y disfrutar, por tanto, de un consumo nulo

en su primer periodo. A lo sumo dejara una proporciéon 3 € [0,1), esto es,

R(k) € [0,35(k)].

F2. No decreciente. Herencias mas grandes no pueden exigir dejar capitales mas

pequenos.

F3. Continua. A jugadores que han recibido herencias parecidas se les deben

demandar capitales similares.

Definicién 4.2

Una funcién de respuesta justa es una funcién de respuesta que verifica F1-F3.

. Como modificaremos el Procedimiento 1 anterior para el caso en que queramos
hallar funciones de respuesta justas que sean equilibrios perfectos en los subjuegos?
La propiedad F1 obliga a que R(k) pertenezca al intervalo [0, 35(k)], y esto hace que
o(k) € [a(1=08)S(k)—k,aS(k)—k]. Del lema 4.1 tenemos que ¢(k) < ¢[R(k)] = f
para cualquier & > 0. Tomando el mayor valor permitido para R(k) tenemos que
f > maxi{a(l — 3)S(k) — k}. Esto nos permite dar una mejor cota inferior para f

que el cero que ofrece el paso P1.

Al elegir el conjunto [ = {R(k) : k > 0} en el segundo paso, hemos de tener
en cuenta que se tratard ahora de un intervalo por ser la imagen de un conexo
mediante una funcién continua. Este conjunto serd entonces de la forma [7, j] o bien
[2,00). Por otra parte P2a indica ahora que el intervalo [max{0, p(k)}, 35(k)] tiene
interseccion no vacia con el conjunto [ para cada k € [0,1%]. Esto significa que el
extremo inferior de [ ha de ser menor que 35(0), y que el extremo superior debe

ser mayor que maxy, p(k).
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Como indica el paso P3 las funciones R y p deben coincidir en todo /. Por F2
sabemos que p ha de ser no decreciente en [ lo cual esta garantizado, por ser p
concava, si j < fe. Ademas P2b nos dice que p(I) C I. Como p es no decreciente en
I basta entonces exigir que i < p(i) vy, si I es acotado, también que p(y) < j (por la

continuidad este ultimo caso exige que [ contenga un punto fijo de p).

De las desigualdades p(j) < j, 7 < e y de la concavidad de p podemos afirmar

A~

que p(k) < k en caso de que k sea finito. Esto nos permite dar otra cota inferior

para J. A A
aS(k)— (1+a)k < f

que anadiremos en el primer paso.

Las propiedades F2 y F3 hacen que la asignacién de valores de R(k) sea dnica:
todos los puntos por debajo del extremo inferior de I toman el valor de R en este
extremo, R(1) = p(1); los situados por encima del extremo superior, si no es infinito,
valen R(j) = pl3).

Teniendo en cuenta todo lo anterior podemos dar un nuevo procedimiento que
genere funciones de respuesta que cumplan las propiedades F1, F2 y F3, que expo-

nemos en el procedimiento 2.

Procedimiento 2: Funcion de respuesta justa EPS

Q1 Elegir un f de manera que
maxg{a(l — B3)S(k) —k} < f < aS(k) —k,
donde k = min{S(0),k} y k := argmax, {aS(k) — k} (tal vez
infinito).
Si k es finito, f ha de ser ademas mayor que ozS(l%) -1+ oz)l%.

Q2 Tomar un intervalo I de la siguiente manera:

(1) Simaxy p(k) = oo, tomar [ = [i,00), con i < $5(0), ¢ < p(1).
(i1) Si k es finito, I = [2,7], con @ < (35(0),
1 <p(i) < p(j) < plk) <j <k
(iii) En otro caso puede tomarse I como indica (i) o bien como
lo hace (ii).
Q3 La funcién de respuesta justa R toma la expresion
S)—(+ f))a, si 0<k<i
R(E) =0 S(R) — (k+ o, si i<k<)
S =G+ e, si g <k
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Veamos a continuacion algunos ejemplos de la aplicacion del procedimiento.

Ejemplo 4.13 Retomemos la funcién de stock considerada en el ejemplo 4.10, esto es,
S(k) =k + k%3 + 1, con la constante de enlace o = 0.75. Supondremos que cada jugador
consume al menos un 20% de lo disponible, esto es, 3 = 0.8.

El paso Q1 de Procedimiento 2 nos ofrece maz{a(l — 3)S(k) — k} = 0.1798 como cota
inferior del valor de f. Como se vié antes el valor en el que se alcanza el mdaximo de
aS(k) — k es k = 0.86. Por ser menor que S(0), k = k y tenemos aS(k) — k = 1.2518
como cota superior de f. Tomemos f = 1 y sigamos el Procedimiento 2 en el paso Q2.
Por ser k finito el conjunto I es de la forma [7,j]. Por una parte i ha ser menor que 35(0) =
0.8. Por otra i < p(k), lo que implica que se encuentre en el intervalo [0.044,0.237]. Sea,
por ejemplo, ¢+ = 0.2. El extremo superior del intervalo I debe ser menor que k v ha de
cumplir p(j) < j. Vale, por tanto, cualquier punto del intervalo [0.237,0.860]. Si tomamos
j = 0.8 la funcién de respuesta quedara de la forma

0.217 si0< k<02
Rk)y=4¢ k° —(k+1)/3 si02<k<0.38
0.335 si0.8 <k

a

Ejemplo 4.14 Consideremos ahora la situacion del ejemplo 4.11 en la que la funcién de
stock es lineal, S(k) = 2k + 1, con a = 0.9. Como en el ejemplo anterior supondremos
8 =0.8.

FEl valor de f ha de tomarse en este caso mayor que 0.18, el maximo de la funcién a(1 —
B)S (k) — k, y menor que aS(1) —1 = 1.7. Sea f = 3/2. La funcién p toma la forma
8k/9 —2/3.

Como k = oo hemos de considerar [ = [i,00) siendo ¢ menor que 0.8 y que p(i). FEsto
ultimo no ocurre nunca y por tanto el f seleccionado no es valido. Tomemos entonces
f = 0.85. Ahora tenemos que para todo ¢ > 0.5 la desigualdad p(i) < i resulta cierta.
Cualquier punto del intervalo [0.5,0.8] es adecuado. Para el caso i = 3/5 la funcién de
respuesta es

13/15 si0<k<3/5
R ):{ 8k/9+1/3 si3/5<k

4.7 Conclusiones

En este capitulo se ha propuesto un juego con un numero infinito de jugadores, los
cuales mueven una sola vez y de forma consecutiva. El pago a cada jugador depende
del estado inicial del sistema, de su accién y de la accién del jugador que le sigue

inmediatamente.
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Hemos comenzado analizando diferentes estrategias sencillas, estacionarias en re-
lacion con diferentes elementos del juego. Para cada una de ellas se determinaron
condiciones bajo las cuales constituyen equilibrios de Nash o perfectos en los sub-

juegos.

Los perfiles de estrategias Al y A2 persiguen preservar el sistema, esto es, el stock
de capital. Los equilibrios encontrados para ambos perfiles conservan estacionario
el sistema, no sélo en cuanto al capital sino también en relacién a los pagos que

reciben las generaciones a partir de la segunda.

Las otras estrategias no se centran tanto en el sistema como en los propios ju-
gadores. El perfil estratégico C'1 procura obtener pagos idénticos para todas las
generaciones. Con el equilibrio obtenido el sistema se colapsa porque cada genera-

cion consume todo el capital disponible.

Los perfiles B1 y B2 mantienen la misma proporcion consumida por los diferentes
jugadores. El comportamiento del sistema bajo el equilibrio puede ser muy diferente
dependiendo de los parametros del juego (S, «, v k1). Nos encontramos con tres
posibilidades. Primero que el capital sea igual a una constante, como en la situaciéon
en que se desarrollaban Al y A2. Segundo, que el sistema se colapse consumiendo
todo el capital, al igual que en C'1. En la tercera posibilidad, cuando la funcion S
es lineal, el capital no es constante pero converge a un valor (siempre cero con B2)

o tiende a infinito.

A continuacion se ha mostrado como para este tipo de juegos puede encontrarse

siempre un equilibrio de Nash, y se ha dado este de forma explicita.

También se han estudiado perfiles de estrategias en los que todos los jugadores
utilizan la misma estrategia sin memoria. Se ofrecen resultados que caracterizan
aquellos que constituyen equilibrios perfectos en los subjuegos y se presenta un
procedimiento que permite generar todas las posibles funciones de respuesta con
esta propiedad. Ademas, sugeridos ciertos supuestos de justicia determinamos la
forma de las funciones de respuesta que los verifican y un procedimiento que permite

obtenerlas.

El modelo es susceptible de extenderse de varias maneras. Por una parte en los
pagos se podria aplicar un factor de descuento sobre el consumo del segundo periodo
de cada generacion; o bien considerar una funcién de utilidad sobre los consumos mas
general. Por otro lado se podria ampliar el nimero de generaciones vivas en cada
periodo a tres o mas. De estas generaciones algunas estarian activas y toman las

decisiones que rigen el sistema y el resto permanecerian inactivas hasta desaparecer.
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