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Introduccion.

La teoria de homotopia propia tiene como uno de sus principales obje-
tivos el estudio de los espacios no compactos. El primer invariante de ho-
motopia propia fue el de “punto ideal”, definido en 1923 por B. Kerékjarto
[52], que dio una clasificacién de las superficies no compactas. En 1931, H.
Freudenthal [35] generaliz6 dicho invariante para cualquier espacio topold-
gico con el denominado “punto final”.

Posteriormente, en 1965, L. Siebenmann [72] dio condiciones necesarias
y suficientes para que una n-variedad diferenciable, con n > 6, fuera el
interior de una variedad compacta con borde. En su trabajo asocié nuevos
invariantes a los finales semiestables de Freudenthal, utilizando el grupo
fundamental y limites inversos de grupos. Mas tarde proponia en su trabajo
de 1970 [73] que, para el estudio de los espacios no compactos las hipdtesis
de homotopia deberian darse en la categoria de las aplicaciones propias
mejor que en la de todas las aplicaciones continuas.

Respecto a los primeros invariantes de homotopia propia con estructura
de grupo, en 1974, E.M. Brown [10] definié grupos de homotopia propia.
Estos grupos estan asociados a un espacio X no compacto y a un final de
Freudenthal, representado por un rayo propio « : [0,00) — X. Definié estos
grupos como clases de homotopia propia relativa a [0,00) de gérmenes de
aplicaciones propias de S™ en X, donde S™ se construye a partir del invervalo
[0, 00) pegando una n-esfera basada en cada entero. En este trabajo, Brown
caracterizé las equivalencias de homotopia propia en la categoria de los
complejos simpliciales conexos localmente finitos y de dimensién finita en
funcién de estos nuevos grupos y de los grupos de Hurewicz m,. También
definié el funtor P que permite calcular los grupos de homotopia propia a



partir de sistemas inversos de los grupos de homotopia.

También, Z. Cerin [17], en 1980 define una nocién diferente de grupo de
homotopia propia, como el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones
propias que conservan el rayo base de 5™ x [0,00) en X.

Una técnica usada para el estudio de homotopia propia es el empleo
de los sistemas inversos de espacios o proespacios. La conexion consiste en
asignar al espacio X el sistema inverso de la clausura de los complementarios
de sus compacto-cerrados:

e(X)={CI(X-K): K es compacto y cerrado en X }.

Este sistema inverso se denomina proespacio final asociado a X y define un
funtor £ que permite comparar categorias de homotopia propia con cate-
gorias homotdpicas de proespacios.

La construccién de una categoria que tuviera como objetos sistemas
inversos de espacios y la definicion de morfismos entre sistemas inversos
con distintos conjuntos de indices fue realizada por A. Grothendieck [43].
Asociada a una categoria C construyo la categoria proC cuyos objetos
son los sistemas inversos de C indexados por categoria filtrantes y cuyos
morfismos son tales que hacen a los sistemas cofinales isomorfos.

En 1967, D. Quillen [68] introdujo la nocién de categoria de modelos
cerrada, consistente en una categoria C, junto con tres clases de morfismos:
cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles, satisfaciendo seis axiomas
que dan condiciones suficientes para desarrollar una teoria de homotopia
en C y que traslada el problema de encontrar invariantes a probar que
ciertas categorias, con los morfismos adecuados, son de Quillen. También,
en 1973, K.S. Brown [11] desarrolla una teoria diferente a la de Quillen para
poder aplicarla a algunas categorias de haces. Recientemente, H.J. Baues
[4] ha introducido la nocién de categoria cofibrada, una forma mas débil
de la axiomatica de Quillen, con axiomas mas sencillos y un mayor numero
de ejemplos. En su trabajo estudia también las categorias con cilindro
natural, axiomatica de homotopia funtorial y caso particular de categoria
cofibrada. Existen otras teorias de homotopia basadas en funtores. En
categorias aditivas, la mas amplia desarrollada hasta el momento es la dada
por S. Rodriguez-Machin [63], [71] con la nocién de categoria aditiva con
cono natural, que usa un funtor cono y axiomas similares a los de categoria
con un cilindro natural.
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En la utilizaciéon de técnicas axiomaticas cabe destacar los trabajos de T.
Porter, W. Grossman y Edwards y Hastings. En 1974, T. Porter [65] intro-
dujo una procategoria homotépica de conjuntos simpliciales, Ho(proSS),
invirtiendo formalmente aquellos morfismos de proSS que, salvo isomor-
fismo, se podian representar como un sistema inverso de equivalencias débi-
les (de homotopia) de SS. Después, en 1976 [66], desarroll6 esta idea en un
contexto mas abstracto. Probd que si C es una categoria con una estruc-
tura axiomatica de Brown, entonces se puede dotar a proC de una nueva
estructura de Brown.

W. Grossman, en 1975 [41] da una estructura de categoria de modelos
cerrada a la categoria de torres de conjuntos simpliciales, towSS. También
defini6 grupos de homotopia de proespacios [42] utilizando técnicas similares
a las de Brown, definidos mediante “racimos” de n-esferas, determinando
los llamados grupos de Brown-Grossman.

En 1976, Edwards y Hastings [21] por una parte, recogen las ideas de T.
Porter, al considerar categorias homotoépicas obtenidas al invertir equivalen-
cias débiles por niveles, y por otra, las también mencionadas de Grossman,
que daba una estructura de categoria de modelos cerrada a towSS. Pro-
baron que si C es una categoria de modelos cerrada, con propiedades adi-
cionales, entonces proC admite también una estructura cerrada de modelos
de Quillen. De los resultados de Edwards y Hastings también se destacan
sus teoremas de incrustacion, considerando las categorias P, de espacios
o-compactos y Hausdorff con aplicaciones propias y (P,). con los mis-
mos objetos de P, y cuyos morfismos son gérmenes de aplicaciones propias.
Con el proceso de asignar a cada espacio su proespacio final se definen los
funtores,

Ho((P,).) — Ho(proTop),
Ho(P,) — Ho(proTop, Top),

que Edwards y Hastings probaron que son incrustaciones plenas. Aqui,
la categoria (proTop,Top) es aquella que tiene como objetos morfismos
X — Y, donde X es un proespacio e Y un espacio topolégico considerado
como proespacio.

Apoyandose en estos encajes, L.J. Hernandez y T. Porter [47] dieron
en 1988 una definicién alternativa de los grupos de Clerin y por otra parte
modificaron la definiciéon de los grupos de Brown-Grossman introduciendo
versiones globales de dichos grupos.
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En relacion con teoremas de incrustacion, destaca también el trabajo
de Bassendoski [6] que introduce la nocién de espacio filtrado, que es un
proespacio global X de (proTop, Top) tal que limX; = {, y las aplicaciones
de transicion son inyectivas. Observé que la categoria de los CW complejos
localmente finitos y aplicaciones propias se puede representar como una
subcategoria plena de la categoria de los espacios filtrados que a su vez es
una subcategoria plena de (proTop, Top). Este enfoque es diferente al de
Edwards-Hastings.

Uno de los problemas existentes en la categoria de los espacios y aplica-
ciones propias, P, es que no verifica la axiomatica de Quillen, que exige, en
el axioma MO, tener limites y colimites finitos, pues la categoria P no tiene
objeto final y en general no existen push-outs. Una forma de establecer
un marco de trabajo en teoria de homotopia propia, es escoger axiomaticas
menos restrictivas, como la nocién de categoria cofibrada. En este sentido
se demuestra que P tiene estructura de categoria cofibrada [14].

Existen otras posibilidades, por ejemplo, se puede embeber P en una ca-
tegoria completa y cocompleta y usar teorias de homotopia que asuman la
existencia de limites y colimites. En esta direccion, se tiene el embebimiento
de Edwards y Hastings de la subcategoria de P de los espacios o-compactos,
Hausdorff y localmente compactos en la categoria de homotopia de proespa-
cios. Una desventaja de este embebimiento es la gran restriccion hecha en
P. Otro problema es que las contrucciones homotopicas producen proespa-
cios que muchas veces no pueden ser interpretados geométricamente como
un espacio.

Garcia-Pinillos [38] propone en su tesis una nueva solucién, introduce la
nocién de espacio exterior, de forma que la categoria de los espacios exte-
riores, E, es completa y cocompleta y demuestra que P se puede considerar
como una subcategoria plena suya. Ademas, E, tiene varias estructuras de
categoria de modelos cerrada.

Por otro lado, la obtencién de modelos algebraicos para tipos de homo-
topia de espacios topologicos ha sido un objetivo primordial en la homotopia
algebraica. Uno de los primeros modelos con informacion algebraica sobre
tipos de homotopia fueron los complejos de cadenas de grupos abelianos.
En su estudio tuvo lugar un proceso de algebraizacién de la teoria de homo-
topia topoldgica que produjo el concepto de homotopia entre aplicaciones
de cadenas.
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La obtencién de adecuados modelos algebraicos para tipos de homotopia
de espacios ha conducido, con el tiempo al intento de hacer teoria de homo-
topia con tales modelos algebraicos con el objetivo de utilizar métodos alge-
braicos que aparecen mas simples que aquellos de los espacios topoldgicos.

En los afos 50, D. Kan [50] v J.C. Moore [62] desarrollan las técnicas
simpliciales, introduciendo las nociones de conjunto simplicial, grupo simpli-
cial y grupo abeliano simplicial . Probaron que la categoria homotopica de
los conjuntos simpliciales de Kan es equivalente a la categoria homotdpica
de los CW complejos y que la categoria homotdpica de los grupos simpli-
ciales es equivalente a la categoria homotépica de CW complejos basados y
0-conexos. Las teorias de homologia y cohomologia también se desarrolla-
ron haciendo algunas versiones que utilizaban grupos abelianos simpliciales.
De este modo, las categorias de homotopia en categorias abelianas se uti-
lizaron como una aproximacion a las categorias de homotopia de espacios.
Esta perspectiva permite entonces, disponer, para el estudio de objetos
geométricos, de lenguajes y herramientas que podrian ser mas simples al
ser tratados con esta éptica abstracta.

El objetivo principal de esta memoria es el de desarrollar las técnicas
simpliciales para las categorias de homotopia propia, buscar los modelos
axiomaticos adecuados para dichas categorias y desarrollar las teorias de ho-
mologia derivadas de las construcciones simpliciales correspondientes, con-
cretamente:

e encontrar nociones analogas a la de conjunto simplicial para el estudio
de los invariantes del infinito de un espacio no compacto;

e encontrar categorias simpliciales adecuadas para el desarrollo de teo-
rias de homologia invariantes por homotopia propia;

e buscar aquellos modelos axiomaticos que sean verificados por las ca-
tegorias y teorias de homotopia encontradas para asi disponer de las
propiedades generales de estos modelos;

e v aplicar la maquinaria simplicial para poder calcular dichos invarian-
tes homologicos.

El marco de trabajo usado para la categoria propia sera la categoria de
los espacios exteriores. Para ello se desarrolla mas esta nueva categoria,
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dando nuevos resultados, de gran interés, que demostrara la utilidad de E
como una herramienta eficaz para el estudio de la homotopia propia.

Siguiendo todas estas ideas esta memoria se ha estructurado en tres
partes:

La primera consiste en un capitulo 0 de preliminares, donde se estable-
cen nociones y resultados bien conocidos sobre categorias simpliciales, de
modelos cerrada y categorias de prehaces, resultados importantes para el de-
sarrollo de la memoria. Destaca un elegante teorema que permite construir
funtores del tipo realizacion geométrica en una gran variedad de contextos.

La segunda parte abarca desde el capitulo 1 hasta el 3 y esta constituida
por una nueva estructura homotdpica para los espacios exteriores, una ela-
borada construccion de modelos de tipo simplicial e invariantes de homologia
derivados de éstos.

En el primer capitulo se hace un desarrollo méas amplio y exhaustivo
de E, surgiendo generalizaciones y nuevas nociones, asi como resultados.
En este sentido, en la primera seccion se comprueba el hecho de que E
es equivalente a Top_, la categoria de los espacios topoldgicos punteados
(X, x0) donde {x¢} es un cerrado en X, cuyos morfismos son las aplicaciones
continuas punteadas tales que el iinico punto que va al punto distinguido del
espacio punteado codominio es el punto distinguido del espacio punteado
dominio.

En la segunda seccion se generalizan leyes exponenciales, en concreto,
Homg(X XY, Z) = Homyop(Y, Z7%),

para X, Z espacios exteriores, X con ciertas propiedades adicionales, e Y
espacio topoldgico, que establece una conexién entre E y Top. Y

Homy(X XY, Z) 2 Homg(X, ZV),

con X, 7 espacios exteriores, Y espacio topolégico localmente compacto,
importante, por ejemplo, para dar la adjuncién entre el funtor cilindro y el
funtor cocilidro.

En la tercera seccién se enriquece la estructura de modelos cerrada dada
por Garcia-Pinillos, que aqui se denomina e-estructura, con una estructura
de categoria simplicial compatible suya. Por otro lado, se consideran en E
unos nuevos morfismos:



e g-equivalencias débiles (resp. g-fibraciones), que son equivalencias
débiles (resp. fibraciones) en el sentido de Garcia-Pinillos, tales que
al olvidar su estructura exterior son equivalencias débiles clasicas, en
Top;

e g-cofibraciones, que son aquellos que verifican la propiedad de ele-
vacion de homotopia a izquierda respecto de las g-fibraciones triviales.

Con estos morfismos, se demuestra que E es una categoria simplicial de
modelos cerrada (g-estructura). Unos objetos cofibrantes en esta categoria
son los denominados gC'W complejos. Un gCW complejo es un cierto espacio
exterior X dotado de una filtracion,

f=X'tcXcXlc..cX"cC..

de forma que el n-esqueleto se obtiene del (n-1)-esqueleto pegando celdas de
dos tipos: las clasicas celdas compactas y un tipo de celdas no compactas.

En estos espacios las equivalencias de homotopia exterior se podran ca-
racterizar con los grupos de homotopia de tipo Brown y con los grupos de
homotopia clasicos, mediante un teorema de tipo Whitehead, que tendra
una adaptacion para la categoria P.

En la cuarta y ultima seccion del capitulo se comparan las distintas
estructuras homotdpicas de E entre si, la e-estructura y la g-estructura, y
con la de Top. En primer lugar, de la clara adjuncién con las identidades
en E, se prueba la existencia de una adjuncion,

L(id) : Hoo(E) ——= Hogx(E) : R(id).
donde Hoo(E) denota a la categoria localizada de E con la estructura de
modelos derivada de la e-estructura, y Hog(E) a la localizada de E con la
estructura derivada por la g-estructura. Ademds, L(id) es un embebimiento.

Por otro lado, se demuestra otra adjuncion:
L(V) : Ho(Top) ——=Ho,(E) : R(U),

donde U es el funtor que olvida la estructura exterior, y V' : Top — E es
aquel funtor que a cada espacio topoldgico le considera como externologia
su topologia. Aqui, también, L(V) es un embebimiento.
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El segundo capitulo es de naturaleza mas algebraica. FEn él se presentan
los M-conjuntos simpliciales y los conjuntos simpliciales exteriores como
modelos algebraicos para E.

En las secciones uno y dos se estudia el primer modelo mencionado, que
no es mas que la categoria de objetos simpliciales de los conjuntos con la
accion de un determinado monoide M. Se define en esta categoria:

e equivalencia débil (resp. fibracién), a aquellos morfismos que al olvi-
dar la accién del monoide es equivalencia débil (resp. fibracién) en
conjuntos simpliciales;

e v cofibracion, a aquellos morfismos que verifican la propiedad de ele-
vacién de homotopia a izquierda respecto de las fibraciones triviales.

Con estos morfismos se demuestra que tiene estructura de categoria sim-
plicial de modelos cerrada, resultado ya verificado por Herndndez Paricio
en [44], pero que aqui se hace de una forma diferente, mas directa.

A continuacion se compara dicho modelo con E, viéndose la existencia
de una adjuncién del tipo singular-realizacion, adjuncion que se hereda en
las categorias localizadas respectivas, proceso que necesita muchas compro-
baciones previas. También se introduce, asociado a cada espacio exterior X,
y via un M-conjunto simplicial, un conjunto simplicial, denominado prismas
infinitos, cuyos grupos de homotopia recogen informacion sobre los grupos
de homotopia de tipo Steenrod de X.

En las dos siguientes secciones se estudia la categoria de los conjuntos
simpliciales exteriores, comprobando tener una estructura de categoria sim-
plicial, dotada de tensor y exponenciacién en el sentido de Quillen y, al
igual que con los M-conjuntos simpliciales, la existencia de una adjuncién
del tipo singular-realizacion con los espacios exteriores. Para esta adjuncién
se hace uso de la ya existente entre los conjuntos simpliciales y los espa-
cios topologicos. Se destaca la extension de la nociéon de exterior a ésta y a
otras categorias como conjuntos (resp. grupos abelianos) exteriores y grupos
abelianos simpliciales exteriores, asi como también para funtores. En esta
linea también se estudia la categoria de objetos simpliciales de los conjuntos
exteriores, que es categoria simplicial, asi como una relaciéon funtorial con
el modelo en cuestion, que preserva cilindros, importante para demostrar la
invarianza por homotopia en ciertos invariantes que se definirdn mas tarde.
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Para finalizar el capitulo se estudia la categoria de los grupos abelianos
simpliciales exteriores, demostrando tener propiedades similares a la de los
conjuntos simpliciales exteriores, en concreto, también es una categoria sim-
plicial. Se dan dos relaciones funtoriales: por un lado, un funtor que rela-
ciona esta categoria con la de objetos simpliciales de los grupos abelianos
exteriores, que preserva cilindros. Por otro, mediante adjunciones del tipo
libre-olvido con las categorias analogas de conjuntos.

En el tercer capitulo, dltimo de esta segunda parte, se estudian inva-
riantes de naturaleza homoldgica para E, en concreto la M-homologia, u
homologia con la accion del monoide M, y la %-homologia. Antes se hace
un analisis de las distintas categorias de complejos de cadenas, asi como
de las categorias exteriores de complejos de cadenas, creadas partiendo de
categorias en las que intervienen los grupos abelianos con las nociones de
exterior y simplicial vistos en el anterior capitulo. Estas relaciones se haran
a través de funtores de tipo Moore y de sumas alternas, aunque el que
se utilizara realmente es este tultimo. Posteriormente se hace un estudio
totalmente algebraico del anillo de las matrices localmente finitas con coe-
ficientes enteros y el funtor P de Brown, importantes para la construccion
de la ;-homologia. Destaca la existencia de un funtor adjunto a izquierda
suyo, adjuncion que se hereda en las respectivas categorias de complejos de
cadenas positivos. En la ultima seccion se trabaja con la homologia en si.
Finalmente se estudian las homologias que surgen cuando existe la accién
del monoide y en la que interviene el anillo &, demostrandose tener riqueza
en propiedades, como existencia de sucesiones exactas largas de homologia,
invarianza por homotopia exterior, etc. Cabe destacar también la creacion
en la R-homologia de un algoritmo de calculo para una amplia clase de gCW
complejos. Para ello se define el complejo de cadenas R-celular de X como

C%cel(X) — H;?(Xn,Xn_l),

n
con operador frontera

Sx

HE(X7, X1 2 T (X071 25 2 (X, X2,

donde 4, es el homomorfismo de conexién y 7,_; el inducido por la inclusién,

demostrandose que los grupos de homologia del gCW complejo X son los
de su complejo de cadenas %-celular asociado.
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La ultima parte de la memoria consta de un solo capitulo y estd dedicado
al estudio de otras homologias en los espacios exteriores que se derivan
de las ya estudiadas: la homologia tubular y la tubular cerrada. Estas
homologias tienen especial importancia en el estudio del final de un espacio
exterior y tienen como analogos la homologia del final y la localmente finita
respectivamente de un espacio topolégico. Entre sus propiedades destacan
la existencia de una sucesion exacta larga de homologia, invarianza por
homotopia exterior, aditividad finita y teoremas de tipo escisivo.

En 1940 Steenrod [75] definié grupos de homologia para los espacios
métrico-compactos basados en ciclos regulares. Posteriormente, en 1961, J.
Milnor [59] dio una caracterizacién axiomdtica para este tipo de grupos en
la categoria de los pares de espacios métrico-compactos.

Para un CW complejo contable y localmente finito resulta que la ho-
mologia reducida de Steenrod de su compactificacion de Alexandroff es pre-
cisamente la homologia celular basada en ciclos infinitos; es decir se toma el
complejo formado por un producto de ciclicos infinitos donde el conjunto de
indices de dicho producto es el cardinal de las celdas de la dimensién corres-
pondiente y el operador borde es el inducido por los numeros de incidencia

de dichas celdas.

La importancia de la homologia tubular cerrada radica en que, para CW
complejos, K, localmente finitos y con un numero contable de celdas en cada
dimension su homologia celular localmente finita coincide, salvo un salto de
dimension, con la homologia tubular cerrada K dotado de cierta estructura
de gCW complejo, teniéndose como consecuencia que la homologia reducida
de Steenrod de un espacio métrico-compacto X es isomorfa a la homologia
tubular cerrada de su complejo fundamental de Lefschetz asociado [53],
también llamado construccion telescopica de Milnor. Este apartado cierra
la memoria.

Como posible linea de continuacién a este trabajo se propone estudiar los
grupos simpliciales exteriores y categorias de M-grupos simpliciales, donde
M es un monoide, con métodos analogos a los utilizados en [12], [15] y
[39]. También, las técnicas desarrolladas en [25], [29] y [30] pueden ser de
utilidad en un estudio del n-tipo de un espacio exterior y sus aplicaciones a
homotopia propia y teoria de la forma, asi como las de [16] para un andlisis
de los espacios exteriores con grupos de homotopia de torsion.

En esta memoria el autor ha contado con la importante financiacién
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e Proyecto precompetitivo n® 23386/97 de la Universidad de La Laguna,
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Capitulo 0

Preliminares: Categorias
notables.

Este capitulo esta centrado en dar nociones y resultados preliminares con
los que se trabajarda en la memoria. Se recuerda las definiciones de cate-
gorias de modelos cerrada, simplicial y simplicial de modelos cerrada, asi
como la categoria de prehaces, analizando algunas de sus propiedades mas
importantes.

0.1 Categoria de modelos cerrada.

Sin duda alguna, una de las teorias de homotopia abstracta mas exten-
didas y consistentes es la desarrollada por Quillen [68]. En 1967 intro-
dujo la axiomatica de categoria de modelos cerrada reflejando sus axiomas
propiedades suficientes para desarrollar una teoria de homotopia.

Definicién 0.1.1 Una categoria de modelos es una categoria C junto con
tres clases de morfismos, llamados fibraciones, cofibraciones y equivalencias
débiles, tales que verifican los axiomas siguientes:

MO: C es cerrada respecto a limites y colimites finitos.
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M1: Dado un cuadrado conmutativo,

_“>X

A
1)
B—>Y,

donde ¢ es cofibracion, p es fibracion y uno de ellos es, ademas, equivalencia

débil, entonces existe un morfismo A : B — X que hace los triangulos
conmutativos. A este morfismo se le denomina elevacion del diagrama.

Los morfismos que sean simultdneamente fibraciones y equivalencias
débiles se llamaran fibraciones triviales. Similarmente cofibraciones triviales
para cofibraciones y equivalencias débiles.

M2: Todo morfismo se puede factorizar de dos formas:

(i) f = pi, donde 1 es cofibracién y p fibracién trivial.

(ii) f = qj, donde j es cofibracién trivial y ¢ fibracion.

M3: La composicion de fibraciones es fibracion, la inducida en un
pull-back de una fibracion es fibracién y todo isomorfismo es fibracion.
Analogamente, la composicion de cofibraciones es cofibracion, la inducida

en un push-out de una cofibracién es cofibracion y todo isomorfismo es
cofibracion.

M4: La inducida en un pull-back de una fibracién trivial es, ademas,
equivalencia débil, y la inducida en un push-out de una cofibracion trivial
es, también, equivalencia débil.

M5: Para dos morfismos,

Yy toy 2oy,

si dos cualesquiera de f, ¢ y ¢gf son equivalencias débiles, también lo es el
tercero. Todo isomorfismo es equivalencia débil.

Saber cuando un morfismo, que sale de un push-out y llega a otro, es
equivalencia débil, resulta ser, muchas veces, necesario.
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Proposicién 0.1.1 Sea C una categoria de modelos, y sea

X0<f—X—g>X1

ozl Wl ﬁl
Yo=Y —>V1
! 9
un diagrama conmutativo en C, donde o , 3 y v son equivalencias débiles y

en cada fila de morfismos al menos uno es cofibracion. Entonces la inducida
en los push-outs, o U 3 : XgUx X1 — Yo Uy Y] es equivalencia débil.

Invirtiendo el sentido de las flechas, sustituyendo cofibraciéon por fi-
bracién y push-out por pull-back, se tiene el resultado dual. Véase para
una demostracién, por ejemplo, [4].

Definicién 0.1.2 Dados f, ¢ morfismos de C, si para cualquier diagrama
conmutativo,

A—X

ok

B——=Y,
existe una elevacién h : B — X, se dird que f tiene la propiedad de ele-

vacion a izquierda (P.E.1.) respecto de g. Similarmente se dira que g tiene
la propiedad de elevacion a derecha (P.E.D.) respecto de f.

Definicién 0.1.3 Sea X un objeto de C. Un cilindro para X es una fac-
torizacion del morfismo codiagonal,

X H X id+1d

\/

donde d¢ + d; es una cofibracién y o una equivalencia débil. Dualmente, un
coctlindro para X es una factorizacion del morfismo diagonal,

(id,id)
X X xX

X\ %1)

X//

Y
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donde (dy, dy) es una fibracién y s una equivalencia débil.
Se denotard por () al objeto inicial de C, y por * al objeto final.

Definicién 0.1.4 Un objeto X se dirda que es cofibrante si el morfismo
inicial §x : @ — X es cofibracion. Andlogamente, se dird fibrante si el
morfismo final *y : X — * es fibracion.

Un apartado importante en las categorias de modelos es lo que se de-
nomina localizacion.

Definicién 0.1.5 Sea C una categoria arbitraria y & una subclase de la
clase de morfismos de C. La localizacion de C respecto de S es una categoria
S71C junto con un funtor v : C — S71C tal que transforma los morfismos
de S en isomorfismos, y dado cualquier otro funtor F': C — D con la misma
propiedad entonces existe un tnico funtor # : S71C — D tal que

C—>8-1C
RN

es conmutativo.

Esta categoria siempre existe. Para ver su construccion puede consul-

tarse [36].

Dada una categoria de modelos, C, se define su categoria de homotopia
como la localizacién de C respecto de las equivalencias débiles, denotada
como v : C — Ho(C). Analogamente se tienen las localizaciones de C.
respecto de sus equivalencias débiles, v, : C. — Ho(C,) y de C¢ respecto
de sus equivalencias débiles, v : C¢ — Ho(Cs), donde C. y Cs son las
subcategorias plenas de C de objetos cofibrantes y objetos fibrantes, res-
pectivamente. Ademas, si Ccs es la subcategoria de objetos cofibrantes y
fibrantes, se tiene que el funtor inducido en homotopia, ¥ : 7C¢s — Ho(C),
es una equivalencia de categorias, por lo que se tiene como consecuencia
que, si A es cofibrante y B es fibrante entonces Hommpoc)(A4, B) = [A, B].
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Se dice que la categoria C es punteada cuando el objeto inicial es isomorfo
al final. En este caso se le denomina objeto cero y se denotara por *. Si
f: X =Y es un morfismo, se define fibra de f como el pull-back * xy X,
y cofibra al push-out x Ux Y

*

pP1=%*
¥ Xy X —— % *

S I -

’ J2

Si X es un objeto cofibrante, un objeto suspension de X, S(X), es la cofibra
de do401 : X I X — X', donde X’ es un cilindro para X. Por otro lado, si Y/
es fibrante, un objeto lazos de Y, Q(Y'), es la fibra de (do,dy) : Y — YV x Y,
donde Y es un cocilindro para Y. Estas construcciones, S y € inducen

funtores,

Ho(C) %HO(C),

tales que S es adjunto a izquierda de ).

Definiciéon 0.1.6 Sean v : A — A’y F : A — B funtores. El funtor
derivado a izquierda de F' respecto de v es un funtor,

["F:A - B,

junto con una transformacion natural, ¢ : (L7 F)y — F' de manera que, dado
cualquier otro funtor, G : A’ — B y transformacién natural £ : Gy — F|,
existe una unica transformacion natural § : Gy — (L7 F')y tal que ¢ = €.

De forma dual, el funtor derivado a derecha de F' respecto de v es un
funtor,

R'F:A - B,

junto con una transformacién natural n : F' — (RYF')y de forma que, dado
cualquier otro funtor G : A’ — B y transformacion natural £ : F — Gy
existe una unica transformacién natural 6 : (R F')y — G~ tal que 6n = €.

En el caso que A sea una categoria de modelos, C, y v : C — Ho(C) el
funtor localizacién, se denotara simplemente por LF. Si C es categoria de
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modelos y F : C — B funtor, (LF)y — F' es isomorfismo si y sélo si F
transforma equivalencias débiles en isomorfismos. En este caso se supondra

que LF es inducido por F en el sentido que es el inico funtor Ho(C) — B
tal que (LF)y = F. Ademés RF' = LF.

Definicién 0.1.7 Sea F': C — C’ un funtor entre categorias de modelos.
El funtor derivado total a izquierda de F' es el funtor

L(F'): Ho(C) — Ho(C'),

dado por L(I") = L"(7'F) donde v : C — Ho(C) y 7' : C' — Ho(C’) son
los funtores localizacion. De forma analoga se define el funtor derivado total

a derecha de F', R(F) : Ho(C) — Ho(C').

Con ciertas condiciones adicionales, una pareja de funtores adjuntos en-
tre categorias de modelos inducen otra adjuncién en las categorias localiza-
das respectivas.

Teorema 0.1.1 Sean C y C’ categorias de modelos y sea
L
cC—C
R

un par de funtores adjuntos, L adjunto a izquierda de R. Supongase que
L preserva cofibraciones y que transforma equivalencias débiles entre cofi-
brantes en equivalencias débiles, asi como R preserva fibraciones y que
transforma equivalencias débiles entre fibrantes en equivalencias débiles.
Entonces los funtores

L(L)

Ho(C) —Ho(C’)

B(R)
son canonicamente adjuntos. Ademds, si para cada objeto cofibrante X y
objeto fibrante Y, todo morfismo L(X) — Y es equivalencia débil si y sdlo
st su morfismo asociado X — RY es equivalencia débil, entonces la unidad
y counidad de la adjuncion son isomorfismos, por lo que Ho(C) y Ho(C’)
son equivalentes.
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Definicién 0.1.8 Sea C una categoria de modelos. Se dira que C es ce-
rrada si satisface el axioma adicional siguiente:

MS6: Dos clases de morfismos determinan a la tercera por las siguientes
condiciones:

(i) Un morfismo es cofibracién si y sélo si tiene la P.E.IL. respecto de las
fibraciones triviales.

(ii) Un morfismo es fibracién si y sélo si tiene la P.E.D. respecto de las
cofibraciones triviales.

(iii) Un morfismo f es equivalencia débil si y sélo si f = wv donde v
tiene la P.E.I. respecto de las fibraciones y u tiene la P.E.D. respecto de las
cofibraciones.

Es facil de comprobar que M6 implica M1, M3 y M4, luego una cate-
goria de modelos cerrada se puede definir haciendo uso de los axiomas MO,
M2, M5 y M6.

Las categorias de modelos cerradas tienen la propiedad de que un mor-

fismo f es equivalencia débil si y sélo si v(f) es isomorfismo en Ho(C).
Ademas, se pueden redefinir mediante la nocion de retracto.

Definicién 0.1.9 Un morfismo f : X — Y es un retracto de f': X' = Y’
si existe un diagrama conmutativo,

X_“>X/L/>X

|

Y—U>Y/T>Ya
con u'u = idx y v'v = idy.

Proposicién 0.1.2 Sea C una categoria de modelos. Entonces C es cerra-
da si y solo si cada una de las clases de morfismos, cofibraciones, fibraciones
y equivalencias débiles, tiene la propiedad de que todo retracto de un miem-
bro de la clase es también un miembro de la clase.

Asi una categoria de modelos cerrada es una categoria C con tres fa-
milias distinguidas de morfismos, denominados cofibraciones, fibraciones y
equivalencias débiles verificando los siguientes axiomas:
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CM1: C es cerrada respecto a limites y colimites finitos.
CM2: Para dos morfismos,

!
X——Y "7,
si dos cualesquiera de f, g y ¢f son equivalencias débiles, entonces también

lo es el tercero.

CM3: Si f es un retracto de g, y ¢ es fibracién, cofibracién o equivalencia
débil entonces también lo es f.

CM4: Dado un cuadrado conmutativo,

con 1 cofibracién, p fibracion y uno de ellos es equivalencia débil, entonces
existe elevacion del diagrama.

CMS5: Todo morfismo f se puede factorizar como:
(i) f = pi, con @ cofibracién y p fibracién trivial.

(ii) f = qJ, con j cofibracién trivial y ¢ fibracion.

Ejemplos:

(a) Sea Ch,i(Ab) la categoria que tiene por objetos complejos de cade-
nas de grupos abelianos, X, tales que existe nx € Z con X,, =0, Vn < ny.
Los morfismos son los de complejos de cadenas entre estos objetos. Se
denominara esta categoria como de complejos de cadenas acotados inferior-
mente.

Si f: X — Y un morfismo en Chgi(Ab), se dird que,

(i) f es fibracion si f, es epimorfismo, Vn € Z;

(ii) f es cofibracion si f, es monomorfismo y coker(f,) es proyectivo,
Vn € Z;

(iii) f es equivalencia débil si H,(f) : H,(X) — H,(Y) es isomorfismo,
Vn € Z.
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Quillen asegura que Ch,i(Ab), junto con las fibraciones, cofibraciones y
equivalencias débiles anteriormente definidas tiene estructura de categoria
de modelos cerrada.

(b) Sea la categoria de conjuntos simpliciales, SS, es decir, la categoria
de funtores Sets®”", donde A es la categoria simplicial, cuyos objetos son
los ordinales finitos [n] = {0 <1 <2 < ... <n}, n >0,y cuyos morfismos
son aplicaciones crecientes ¢ : [n] — [m] (p(i) < ¢(j), si ¢ < j). En esta
categoria A se tienen unos morfismos especiales:

Por un lado, d; : [n — 1] — [n], 0 < ¢ < n dado por §;(k) = k si k < 1,
v 0i(k) =k +1sik >i yporotro o;: [n+ 1] = [n], 0 < <n, dado por
oilk)=Fk,sik<i, youk)=k—1sik>1.

Si X es un conjunto simplicial, esto es, un funtor X : A°®? — Sets,
entonces d; = X(&;) : X, = Xoor vy s = X(oy) + X, = X,41 son los
operadores cara y degeneracion respectivamente, como ya se sabe. Notese
que X,, = X([n]), para n > 0.

También Quillen da la siguiente estructura de categoria de modelos ce-
rrada: Sea f: X — Y una aplicaciéon simplicial,

(i) f es fibracion (resp. fibracion trivial) si tiene la P.E.D. respecto de
las aplicaciones {V(n,k) — A[n], 0 < k < n,n > 0}, (resp. respecto de
{A[n] = An], n > 0}) donde V(n, k) es el subconjunto simplicial generado
por las caras {§;Aln], 0 <1 < n, 1 # k} del n-simplice standard A[n], y
A[n] estd generado por las caras de Aln];

(ii) f es cofibracion (resp. cofibracion trivial) si tiene la P.E.L. respecto
de las fibraciones triviales (resp. fibraciones);

Finalmente,

(iii) f es equivalencia débil si se puede factorizar como f = pi, donde 1
es una cofibracién trivial y p una fibracién trivial.

(¢) Se denota por Top la categoria de espacios topoldgicos y aplicaciones
continuas. Una aplicacion continua f: X — Y se dice que es

(i) fibracion, si es una fibracion de Serre, es decir, que tiene la P.E.D.
respecto de las aplicaciones &g : D" — D" x [ (x ~ (2,0)),n >0,

(ii) equivalencia débil, si m,(f) : m,(X, ) = 7, (Y, f(2)) es isomorfismo,
para cada x € X y n > 0.
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Una cofibracion es una aplicacién continua con la P.E.IL. respecto de las
fibraciones triviales.

Con estas definiciones, Top tiene estructura de categoria de modelos
cerrada.

0.2 Categoria simplicial.

Otra estructura, también importante, es la denominada categoria simplicial,
relacionada con SS.

Definicién 0.2.1 Una categoria simplicial es una categoria C dotada de la
siguiente estructura:

(i) Un funtor Home : C? x C — SS;
(ii) una aplicacién simplicial, para cada terna de objetos X, Y, Z de C,
llamada composicion,

o: Home(X,Y) x Home(Y,7Z) = Home(X, 7),

denoténdose o,(f,g) =g o, f;
¥
(iii) un isomorfismo natural, ¢ : Home(-, -) = Homc(-, -)o,
sujeta a los siguientes axiomas:
(i) Si f € Homg(X,Y)n, g € Home(Y,Z), y b € Home(Z, W), en-
tonces (ho, g)o, f=ho, (g0, f).
(ii) Dado v € Homc(X,Y),
(a) si f € Homg(Y, Z), entonces Home(u, Z).(f) = [ on si(e(u)).
(b) si g € Home (W, X),, entonces Home(W, u),(f) = si(e(u)) o, g.

Aqui se entiende que
Home(u, 7)), = Home(u,idz),,

y que
Homc(W,u), = Home(idw, u),.
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Como un ejemplo representativo se tiene la categoria SS, la categoria
de los conjuntos simpliciales:

El producto de conjuntos simpliciales da lugar a un funtor,
_xX _:S8SxSS —SS,
dado como

(X xY), =X, xY,,
(X xY)(p) = X(p) x Y(e),
(f X g)n = fo X gn.

También se tiene el conjunto simplicial Y :

(YY), = Homss(X x A[n],Y),
(Y¥) (@) = Homss(idx x ¢.,idy) = (idx X ¢.)",
(f/\)n = Homss()\ X idA[n],f) = ()\ X idA[n])*f*.

Obsérvese que el n-simplice standard es el funtor A[n] = Homal(-,[n])
v que si ¢ : [p] = [¢g] es un morfismo de A entonces se induce una transfor-
macion natural, es decir, una aplicacién simplicial ¢, : A[p] — Alq].

El funtor Homgg es (.)('). Por otro lado ¢ o,, f viene dada por la com-
posicion,

idx xA fXidA[n

X x Aln] X x Aln] x A[n] Y x Aln] 2— 7,

siendo A : A[n] — A[n] x A[n] la aplicacién simplicial diagonal canénica.

Ademas, ya que X x A[0] = X para cada conjunto simplicial X, se
puede definir el isomorfismo natural ¢ sin problemas.

Es sencillo comprobar que SS, con esta estructura, es una categoria
simplicial.

Anélogamente, se define en Top un funtor Homr,, : Top”™ x Top — SS
como

HﬂTop(Xv Y)n = HomTOP(X X |A[n]|7y)7
HﬂTop(Xv Y)(S‘Q) = HomTOP(idX X |99*|7idy)7
HﬂTop(fvg)n = HomTop(f X |ZdA[n]|7g)
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Aqui, |.| : SS — Top denota el funtor realizacién geométrica, véase
[60]. Si f € Homp,o(X,Y), y g € Homy,,(Y, Z),, entonces g o, f viene
determinado por la composicion,

idx XA fXid|a[n)

X x |A[n]| X x |A[n]| x |AlR]] Y x |Aln]| 2 2.

Por otro lado, |A[0]] = *, entonces X x |A[0]| & X para cada espacio
topologico X, teniéndose un isomorfismo natural,

HomTop(—7 —) = HﬂTop(—v —)0-
Con esta estructura, Top es una categoria simplicial.

Definicién 0.2.2 Sean C;, C, categorias simpliciales. Un funtor simplicial
de C; a C, consiste en

(i) Un funtor F': C; — Ca, ¥

(ii) una aplicacién simplicial, para cada par de objetos X, Y de Cj,

denotada por F_: Home, (X,Y) = Home, (F(X), F(Y)) tal que
(a) Fulg on f) = Fulg) on Fu(f);
(b) Foler(f)) = wal F(S)).

Proposicién 0.2.1 Sea K un conjunto simplicial fijo. Entonces exviste una
adjuncion,

X K:SST—=SS: (),  (Lx K ()N

Aqui, la biyeccién @ : Homgs(X x K,Y) — Homgs(X,Y ™) viene dada
por (®(f))n(@))m(k,0) = fu((X(0))(2), k), cuya inversa se define como
®(g) = ev(g x idg), donde la aplicacién evaluacién ev : YE x K — Y se
define como (ev),(f, k) = fulk,idy,).

Definicién 0.2.3 Sea C categoria simplicial, X objeto de C y K un con-
junto simplicial. Se define X @ K como un objeto de C junto con una
aplicacion simplicial o : K — Home(X, X @ K) tal que para todo objeto
Y, la aplicacion simplicial

Home(X @ K,Y) = (Home(X, V)
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es isomorfismo, donde su aplicacion simplicial adjunta es la composicion

Home (X @ K, Y) X K o > Home(X,Y)

(p27p1)l TO

K % Home(X @ K,Y) — Home(X, X @ K) x Home(X ® K,Y).

De forma anéloga, se define X* como un objeto de C junto con una
aplicacién simplicial 3 : K — Homc (X%, X) tal que para todo objeto Y,
la aplicacion simplicial

Home(Y, X*) = (Homg(Y, X))®
es isomorfismo, donde su aplicacion simplicial adjunta es la composicion

Homg(Y, XK) I > Home(Y, X)

o

Home (Y, X)) x Home (X%, X).

En la practica, es suficiente definir una operacién, X @ K, satisfaciendo:
H XK xL)=2(XK)®L;
(ii) Home(X @ K,Y) 2 Homgs(K, Homc(X,Y)),
siendo isomorfismos naturales, para demostrar la existencia del tensor ([68]).
De forma analoga para X™ con las propiedades:

(i) (XK)L ~ YHKXL.

(ii) Home(Y, X®) = Homss(K, Home(Y, X)).

Por otro lado, se puede comprobar que si para cada objeto X y conjunto
simplicial K existe el objeto X ® K entonces se define un funtor

_®_:CxSS—C.
Anélogamente, si existe el objeto X entonces define un funtor

() :88°P x C— C.

Definicién 0.2.4 Se define la categoria de objetos simpliciales de una ca-
tegorfa arbitraria C, como la categoria de funtores CA*".
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Asi, los objetos de CA”" son funtores X : A°? — C, y los morfismos
son las transformaciones naturales entre estos funtores.

Dados X, Y objetos simpliciales de C y K un conjunto simplicial, una
flecha f: X x K — Y consiste en una coleccién de morfismos,

{flo): Xy =Yy, 0 € Ky q 20},

tal que para todo morfismo de A, ¢ : [p] = [¢], v 0 € K, el siguiente
cuadrado es conmutativo:

L~}
=
N

<

X,
X(w)l
X

A K (@)(0)?

Se define Map(X x K,Y) al conjunto de todas las flechas X x K — Y.

La siguiente proposiciéon establece la funtorialidad de esta asignacion:

Proposicién 0.2.2 FEriste un funtor,

Map(_ x _, ) : (CA™)°P x SS x CA™ — Sets.

Obsérvese que si «, 3 son morfismos simpliciales y p aplicacién simplicial
entonces (Map(a x p. 3)(F))(0) = By (p4(0))ay, para cada o € K7, ¢ > 0.

Asi, denotando por A : A — SS el funtor dado por
A([n]) = Aln],
Alp) = s,
entonces se obtiene un funtor Homecacr = Map(- x A_, ).

Por otro lado, la composicién se define (go, f)(o) = g(o) f(o), 0 € Aln],,
n,p > 0. Finalmente, como A[0], tiene un tdnico p-simplice, o, : [p] — [0],
se define o(f)(0,) = f,. Esta construcciéon da lugar al siguiente teorema:

Teorema 0.2.1 La categoria de objetos simpliciales de una categoria C es
simplicial.
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Toda categoria C induce una categoria simplicial CA™. Este hecho
también se traslada para funtores, es decir, dado un funtor /' : C — D,
se induce un funtor simplicial CA” — DA de la siguiente forma: Por
un lado F27 : CA™ — DA% viene dado como F2"(X), = F(X,),
FAT(X)(p) = F(X(¢) y FA7(f), = F(f,). La aplicacién simplicial co-
rrespondiente viene dada como F2™(f)(c) = F(f(o)).

El siguiente resultado, probado por Quillen, da condiciones suficientes
para la existencia de X @ K y X* para cada objeto simplicial de C, X, y
conjunto simplicial K :

Proposicién 0.2.3 Sea C una categoria y X objeto simplicial de C. Si C
es cerrada bajo coproductos (resp. coproductos finitos) entonces existe el
objeto X @ K en CA% para cada conjunto simplicial K (resp. conjunto
simplicial finito.) St C es cerrada bajo limites (resp. limites finitos) en-
tonces existe XX, para cada conjunto simplicial (resp. conjunto simplicial

finito) K.

En este caso,

(X & ]()n = HTeKn Xnv

y si se denota por j, : X, = [I,ck, Xn la inyeccion o-ésima, para o € K,
v ¢ : [m] — [n] es un morfismo de A se induce w = (X @ K)(¢) dnico
tal que wj, = Jr(e)()X (@), para cada ¢ € K,. De forma similar, por
propiedades de coproductos se induce, para cada morfismo simplicial f y
aplicacion simplicial A, el morfismo simplicial f @ A.

Proposicién 0.2.4 Homgaor (- @ _,_) y Map(- X _,_) son funtores natu-
ralmente isomorfos.

Clomo consecuencia el funtor de la estructura simplicial de C2°" se puede
poner en funcién del tensor @.

0.3 Categoria simplicial de modelos cerrada.

Diversas categorias son simpliciales y también de modelos cerradas. Com-
patibilizando ambas estructuras con axiomas adicionales surge otra nocién
diferente.
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Definicién 0.3.1 Una categoria simplicial de modelos cerrada es una cate-
goria de modelos cerrada C, que es también simplicial, y que satisface los
siguientes axiomas de compatibilidad:

SMO: Si X es un objeto de C entonces existen los objetos X @ K y X*
para cada conjunto simplicial finito KA.

SMT7: Si¢2: A — B es una cofibracion y p : X — Y es una fi-

bracién, entonces el morfismo (Homc(B,p), Homc(i, X)) inducido desde
Home (B, X) en el pull-back,

Homeg (A, X) X Homg(ay) Home(B,Y) —— Home(B,Y)
lp2 Hﬂc(ivy)l
Home (A, X) Homc(A,Y),

Hom(A,p)

es una fibracién de conjuntos simpliciales, y es fibracién trivial si 7z o p lo
son.

Como ejemplo de categoria simplicial de modelos cerrada esta SS, con
X @K =X x Ky X" la exponenciacién usual de conjuntos simpliciales.
También Top, con X ® K = X x |K|y X& = XK,

La definicion de categoria simplicial de modelos cerrada no es muy
practica, por lo que muchas veces se hace uso de una equivalencia mas
manejable.

Proposicién 0.3.1 Sea C una categoria simplicial satisfaciendo los axio-
mas MO y SMO, con cuatro clases distinguidas de morfismos: fibraciones,
cofibraciones, fibraciones triviales y cofibraciones triviales, tales que la pri-
mera y la cuarta (resp. la sequnda y la tercera) determina cada una por
propiedades de elevacion como en M6 (a) y (b) de la definicion de categoria
de modelos cerrada. Entonces SMT es equivalente separadamente a cada
una de las siguientes condiciones:
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SM7(a): Si f es fibracion (resp. fibracion trivial) entonces el morfismo
inducido en el pull-back,

es una fibracion (resp. fibracion trivial), donde j : Aln] < Aln] denota la
inclusion, y

Fidan

? YA[I]

lpz l(idy)lk

XV(I,k) YV(I,k)

fidv(l,k)

es fibracion trivial, donde Iy : V(1,k) — All] es la inclusion, k € {0,1}.
SM7(b): Sii: A — B es cofibracion (resp. cofibracion trivial), en-

tonces el morfismo inducido en el push-out,

i®id A,

A® Aln] B ® Aln]

idA@]l jll

A @ Aln]

i®idA[n]

es cofibracion (resp. cofibracion trivial) y
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A@ V(1L k) — 20 Byl k)

A@AL] ——=(BO V(LK) Vg (4@ All])

1dp®ly

TN

es cofibracion trivial, k € {0,1}.

Quillen da condiciones suficientes para que una categoria de objetos
simpliciales tenga estructura de categoria simplicial de modelos cerrada.
No obstante, otra forma mas elegante, de la que pondra en préactica en esta
memoria, es introducir categoria de [-diagramas y usar un teorema de J.
Miranda [61]. Es necesario definir previamente una nociones.

Definicién 0.3.2 Sea X un objeto de una categoria C con colimites de sis-
temas directos. Se dira que X es secuencialmente pequeno si para cualquier
{Yo,Jn: Y = Y1 bren, sistema directo, se verifica que

colim Home(X,Y,) = Home (X, colim Y,).

Como ejemplos representativos de objetos secuencialmente pequenos
estan los conjuntos finitos en la categoria de conjuntos, los grupos fini-
tamente generados en la categoria de grupos y los conjuntos simpliciales
finitos en la categorfa de los conjuntos simpliciales, en particular A[n], A[n]
y V(n, k) son conjuntos simpliciales secuencialmente pequenos.

Definicién 0.3.3 Sea C una categoria e I una categoria pequena. Se define
la categoria de I-diagramas de C a la categoria de funtores C¥.

Esta categoria tiene, por tanto, como objetos funtores X : I°? — C,
llamados I-diagramas, y como morfismos, o : X — Y/ las transformaciones
naturales.
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Aparece el funtor evaluacion en j € J : (ev); : CI*" — C como
(ev);(X) = X, (ev)i(e) = ay,

para cada I-diagrama X y morfismo de I-diagramas, «.

Si la categoria primitiva tiene tres clases distinguidas de morfismos: fi-
braciones, cofibraciones y equivalencias débiles, surge de forma natural tres
clases de morfismos en la categoria de [-diagramas asociada:

Definicién 0.3.4 Sea f un morfismo en C¥", se dird que,

(i) f es fibracidn, si (ev);(f) es fibracién en C, para cada j € I;

(ii) f es equivalencia débil, si (ev);(f) es equivalencia débil en C, para
cada j € I;

(iii) f es cofibracién, si verifica la P.E.L. respecto de las fibraciones tri-
viales.

Teorema 0.3.1 Sea C una categoria de modelos cerrada, completa y co-
completa. Sean, ademds, {f\ : Ax — Bi}iea, {9y 1 Cy — D, }er dos
familias de morfismos de C tales que {Ax}rea y {Cy}er son objetos se-
cuencialmente pequenos. Supongase que un morfismo f en C es fibracion
(resp. fibracion trivial) si y sdlo si tiene la P.E.D. respecto de fr: Ay — B,
para cada A € A (resp. respecto de g, : C, — D, para cada v € T').
Entonces C¥, con la estructura dada anteriormente es una categoria de
modelos cerrada.

En el caso que interesa, se considera la categoria de los I-diagramas de C,
donde I es una categoria pequena. Asi, si C, tiene fibraciones, cofibraciones
y equivalencias débiles, dado un morfismo f : X — Y en C! se dird que
es fibracion (resp. equivalencia débil) si f; : X; — Y, es fibracién en C
(resp. equivalencia débil), para cada 7, y se dird que es cofibracién si tiene
la P.E.D. respecto de las fibraciones triviales.

Con esto, en las condiciones del teorema 0.3.1, teniendo en cuenta el
teorema 0.2.1 y la proposicién 0.2.3, en el caso que C! verificase SMT
entonces seria una categoria simplicial de modelos cerrada.

Si C es una categoria pequena, la categoria de C-diagramas en Sets
recibe un nombre especial.
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0.4 Categoria de prehaces. Teorema de Mac
Lane-Moerdijk.

En esta secciéon se introduce la categoria de prehaces y se da un teorema
importante para la construccion de diversos funtores del tipo realizacién
geomeétrica.

Definicién 0.4.1 Sea C una categoria pequena, se define la categoria de
prehaces de C, a la categoria Sets®™".

A los objetos de SetsC” se les denomina prehaces de C. La notacién
usual es C = Sets©™.

Si P es un prehaz en Cy « € P(C), donde C es un objeto de C, dado
un morfismo f: D — C en C, el valor P(f)(x) se denomina restriccion de
x a lo largo de f. Normalmente se denota como P(f)(z) =z|f =z f.

Todo objeto €' de C se puede considerar como el prehaz,
y(C) = Homeg(-,C),
definido como y(C)(D) = Homc(D,C), y(C)(a) = o*.

Definicién 0.4.2 Sea P un prehaz, se dira que es representable si existe
un objeto C' tal que y(C') y P son naturalmente isomorfos.

Si f: Cy — Cy es un morfismo, se define y(f) : y(C1) — y(C3), dado
como y(f)o = f.. Esto da lugar a un funtor y : C — Sets®"” denominado
embebimiento de Yoneda. Este funtor es fiel y pleno; este hecho es un caso
especial del lema de Yoneda, que dice que si P es un prehaz, existe una
biyeccion,

§: Homeg(y(C), P) — P(C),
dada por §(a) = ac(ide), para cada objeto € de C.

Definicién 0.4.3 Sea P un prehaz, se define la categoria de elementos de
P, [c P, también llamada categoria de Grothendieck de P, a aquella que
tiene por objetos pares de la forma (C, ), donde C' es un objeto de C y
x € P(C). Un morfismo @ : (C,x) — (C',2") consiste en un morfismo de C,
u:C — (') tal que P(u)(a') = .
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Esta categoria tiene un funtor proyeccion 7p : [ P — C dado como
mp((C,2)) =Cy mp(d) = u.

Los colimites sobre la categoria de elementos se pueden usar para cons-
truir funtores adjuntos.

Teorema 0.4.1 (Mac Lane-Moerdijk)
St A: C — E es un funtor desde una categoria pequenia a una categoria
cocompleta, el funtor
R:E — Sets®”,
dado por R(E)(C) = Homg(A(C), E) tiene un funtor adjunto a izquierda
L : Sets®" — E definido para cada prehaz, P, como el colimite

L(P) = colim (/ PECAE).
C

Obsérvese que R esta definido como
R(E)(C) = Home(A(C), E), R(E)(u) = A(u)", R(f)c = [

L viene definido para cada transformacién natural P = () como sigue:

i fic)  (Am)(C.p) = L(P) ¥ gy ¢ (Amp)(C.q)) — L(Q) 1e-
presentan los coconos universales respectivos para Amp y Amg, definiendo
hicp) = 9(c.ac(p)) S€ tiene un cocono para Amp. Asi, existe un tnico mor-
fismo ¢ : L(P) — L(Q) tal que ¢ ficp) = g(Cac(p))> Para cada (C,p) objeto
de [o P. Entonces L(a) = ¢.

Si en este teorema se considera E = C y como el funtor A el embe-
bimiento de Yoneda, teniendo en cuenta que por el lema de Yoneda el funtor

R es
R(E)(C) = Home(y(C), E) = E(C),

esto es, R : C — C es naturalmente isomorfo a la identidad en C. Por la
unicidad salvo isomorfismo natural de la adjuncién, su adjunto a izquierda
debe ser naturalmente isomorfo al funtor identidad, por lo que

P = colim (/ PTEC % SetsC™),
C

es decir, todo prehaz es colimite de prehaces representables.

Otro resultado interesante y que se deduce del teorema es el siguiente:
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Proposicién 0.4.1 Para cada funtor A : C — E desde una categoria
pequena a una categoria cocompleta existe un funtor L : Sets®" — E
verificando

(i) L preserva colimites.

(ii) L hace el siguiente diagrama conmutativo:
y Cop
C — Sets
|7
E.

Ademas, este funtor L con las propiedades (i) y (i1) es unico salvo isomor-
fismo y se puede definir como

L(P) = colim (/ PECAE).
C



Capitulo 1

Espacios exteriores.

Se realizarda ahora un desarrollo exhaustivo del marco de trabajo en el que
estara totalmente inmersa la memoria: la categoria de los espacios exterio-
res, introducida por Garcia-Pinillos [38]. En la primera seccién se ven sus
propiedades basicas, asi como otra interpretacion de esta categoria. En la
siguiente se desarrollan leyes exponenciales generales, cruciales para la de-
terminacion y relacion de estructuras homotdpicas, asi como de invariantes.
Posteriormente se generaliza enriqueciendo esta categoria con estructuras
de categoria simplicial de modelos cerrada con la llamada g-estructura.
Ademas se dara la nocién de gCW complejo, objeto g-cofibrante para esta
estructura, y se podran dar teoremas de tipo Whitehead. Por ultimo, se
haran comparaciones entre las distintas estructuras axiomaticas de la cate-
goria de los espacios exteriores: la e-estructura, dada por Garcia-Pinillos, y
la mencionada g-estructura, introducida aqui, asi como la existente en Top,
los espacios topologicos con aplicaciones continuas.

1.1 La categoria de los espacios exteriores,
primeras propiedades.

Intuitivamente hablando, un espacio exterior es un espacio topologico en-
riquecido con un sistema de entornos en el “infinito”. El comportamiento de
los complementos de sus compacto-cerrados inspira la definiciéon abstracta
de exterior.

23



24 Capitulo 1. Espacios exteriores.

Definicién 1.1.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una externologia en
(X, 7) es una coleccién no vacia de abiertos, ¢ C 7, tal que

(i) Si Eq, Fy € ¢ entonces By N E;y € ¢
(ii)Si K €e, U ety FE CU entonces U € ¢.

A los elementos de ¢ se les denomina abiertos externos o e-abiertos.
Un espacio exterior consiste en un espacio topolégico junto con una exter-
nologia. Se denotard por (X, C 7).

De esta definicion de externologia se deducen algunas propiedades inme-
diatas, entre ellas cabe destacar que una externologia ¢ es una topologia si
y sblo si () € ¢ siy sélo si e = 7. También, que la unién de un e-abierto con
un abierto es un e-abierto y que el espacio total, X, es siempre un e-abierto.

Ejemplos:
Dado un espacio topoldgico (X, 7) se tiene la externologia formada por
los complementos de sus compacto-cerrados:

eX ={F € 7: X-F es compacto}.

Otras externologias que se le pueden asignar son la trivial, ¢ = {X}, y la
propia topologia, ¢ = 7.
Obsérvese que si X es un espacio compacto entonces ) € 5§£ y, por tanto,
X

Eee = T

Definicién 1.1.2 Una aplicacién, f : (X,e C 7) — (X',¢’ C 7'), entre
espacios exteriores se dice que es exterior si es continua y f~'(F) € ¢, para
cada F € &'

Proposicién 1.1.1 Sea f: X — X' una aplicacion continua entre espacios
exteriores, entonces [ es exterior si y solo si para cada E' € &', existe

Ece: f(E)CE.

Demostracién:

“=7 Sea ' € &/, entonces E = ["Y(E'Yeecy f(F)= f(f7"(E')C £

“<” Sea E’ € ', entonces IE € ¢ : f(E) C E', luego £ C f~Y(E'). Ya
que f es continua se tiene que f~'(E’) es abierto y por tanto e-abierto. O

Una nocion analoga a la de cerrado en un espacio topoldgico es la de
cerrado exterior o e-cerrado en un espacio exterior.
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Definicién 1.1.3 Sea (X,e C 7) un espacio exterior y F C X. Se dira que
F es e-cerrado o cerrado exterior si X-I" € ¢.

Si (X,7) es un espacio topoldgico y & es una subfamilia no vacia de la
familia & de cerrados tal que

(i) Si F1, Fy € & entonces Fy U Fy € &
(ii)Si F e, Le& y FCLentonces F' €&,

entonces existe una unica externologia en (X, 7), ¢ = {X-F : F' € &}, tal
que &, son todos sus cerrados externos. Dicha externologia se denomina
de complementos de cerrados de £..Un ejemplo es considerar en (X, 7) la
familia de sus compacto-cerrados, originando la externologia eX.

Es sencillo comprobar que dada una aplicacién continua entre espacios
exteriores, ésta es exterior si y sélo si la antiimagen de todo e-cerrado es

e-cerrada.

La composicién de aplicaciones exteriores es exterior y la aplicacién iden-
tidad en un espacio exterior es exterior, de aqui se tiene la categoria cuyos
objetos son los espacios exteriores y cuyos morfismos son las aplicaciones
exteriores. Dicha categoria se denotara por E.

Se recuerda ahora la nociéon de aplicacién propia.

Definicién 1.1.4 Dada una aplicaciéon continua entre espacios topoldgicos
f: X =Y, sedird propiasi f~'(K) es compacto para cada K, compacto-
cerrado.

La categoria de los espacios topologicos y aplicaciones propias se denotara
por P. Como consecuencia se tiene que f: (X,7x) — (Y, 7y) es una apli-
cacién propia siy sélo si f: (X, eX C 7x) — (Y,eX. C 7v) es exterior.

Obsérvese que si X no es compacto y f : X — Y es propia entonces
Y no puede ser compacto; por otro lado, si X es compacto cualquier apli-
cacion continua con dominio X es propia, en este caso propia y continua
son equivalentes.

P es una subcategoria plena de E. existe el embebimiento e : P — E
que consiste en asignar a cada espacio topoldgico X el espacio exterior
e(X) = X, provisto de la topologia de X y con la externologia de los
complementos de sus compacto-cerrados. A cada aplicacion propia [ se le

asigna e(f) = f. = f.
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Muchas veces es mas comodo quedarse con una subfamilia representativa
de e.

Definicién 1.1.5 Sea (X, e C 7) espacio exterior y # C &. Se dice que 3 es
base exterior de X si para cada F e-abierto, existe B € 3 tal que B C F.

Como consecuencia, si By, B, € 3 entonces existe By €  con B3 C B1NBs.

Proposicién 1.1.2 Sea (X, 1) espacio topoldgico y 3 una coleccion no va-
cta de abiertos tal que st By, By € § entonces existe By € [ verificando que
Bs C By N By. Entonces,

<fB>={Fer:3dB€ 3, BCFE}

es la unica externologia en (X, 7) tal que 3 es base exterior.
Demostracién: Se deja para el lector.

Definicién 1.1.6 Sea (X,e C 7) espacio exterior y ¥ C . Se dice que X
es subbase exterior de X si para cada F e-abierto existe {57, ...,5,} C ¥ tal
que N7_,5; C E.

Proposicién 1.1.3 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y ¥ una coleccion no
vacia de abiertos. Entonces,

<Y>={Eec7:3{S,...S.}C¥, NS CE}

es la unica externologia en (X,7) tal que ¥ es subbase exterior.
Demostracién: Se deja para el lector.

Proposicién 1.1.4 Sea f: (X,e C 1) —= (X', C 1) aplicacion continua
entre espacios exteriores. Fntonces

(i) Dada 3 base exterior de X', f es exterior si y sélo si f~'(B) € e,
para cada B € 3.

(ii) Dada ¥ subbase exterior de X', [ es exterior si y sélo si f~H(S) € e,
para cada S € 2.
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Demostracién:

Para la demostracién de (i) tan sélo la implicacién hacia la izquierda no
es obvia. Supéngase que f~'(B) € e, para cada B € . En este caso, si
E € &' entonces existe B € 3 con B C E, por lo que f~'(B) C f~'(E). La
propiedad (ii) de la definicién 1.1 concluye el resultado.

La demostracién de (ii) se hace de forma similar a la hecha en (i) ha-
ciendo uso de las dos propiedades de la definicion 1.1. O

Se repasara ahora una serie de definiciones y resultados que comprobaran
que la categoria de los espacios exteriores, E, es completa y cocompleta.

Definicién 1.1.7 Sea {(X;,e; C 7)) }ier una coleccion de espacios exterio-
res. Se define el espacio exterior (X,e C 7) como X = [[,c; X; la unién
disjunta con la topologia coproducto y con externologia la de los subcon-
juntos F C X tales que j;'(F) € ¢, para cada k € I, donde j; : Xz — X
es la inyeccion k-ésima.

No existe ningin problema en comprobar que el espacio exterior creado
en la definicién anterior es el coproducto de la familia dada.

Definicién 1.1.8 Sea {(X;,e; C 7i)}ier una coleccion de espacios exterio-
res. Se define el espacio exterior (X,e C 7) como X = [[;c; X; el producto
conjuntista con la topologia producto, y si se denota por py : [[;c; Xi — X
la proyeccion k-ésima, entonces la externologia es la generada por la subbase
exterior cuyos elementos son de la forma p;'(Ey), By € ex, k € 1.

Tampoco en este caso es dificil la verificacion de que este espacio exterior
es, realmente, el producto de la familia considerada.

Todo espacio exterior induce subespacios exteriores.

Definicién 1.1.9 Sea X espacio exterior y A C X, se define en A la ex-
ternologia cuyos elementos son de la forma £ N A donde I es e-abierto en

X.

Notese que la inclusién candnica 1 : A — X es exterior.
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Definicién 1.1.10 Sea (X,e C 7) un espacio exterior, “~” una relacién

de equivalencia en X, X/~ el espacio topoldgico cociente. Si se denota por
7 : X — X/~ la proyeccién candnica, se define en X/~ la externologia dada
por aquellos subconjuntos F tales que 77*(E) € «.

Proposicion 1.1.5 Dadas dos aplicaciones exleriores,
X—=Y,
g
existe su igualador y su coigualador

Demostracién:

Sea A={r € X : f(x) =g(x)} C X, entonces con la inclusién canénica
i : A — X es el igualador. Por otro lado se considera en Y la relacion de
equivalencia cuyas relaciones elementales son f(x) ~ g(z), © € X; no es
dificil verificar que la proyecciéon 7 : Y — Y/~ es el coigualador de f y g.

Se hace notar que (0, {0} C {0}) es el objeto inicial en E y que el objeto
(%, {x} C {0, *}) es final, donde * representa el conjunto unipuntual.

Como consecuencia de los resultados anteriores:
Corolario 1.1.1 E es una categoria completa y cocompleta.

Un hecho especial de la categoria E es que se puede considerar como una
subcategoria de Top., la categoria de los espacios topoldgicos punteados,
mediante un proceso similar a la compactificacion de Alexandroff.

Si (X,ex C 7x) es un espacio exterior y # un punto no perteneciente a
X se define X, = X U {*} con punto distinguido *, junto con la topologia
Too = Tx UL{EU{*} : £ € ex}. Por otro lado, si f : X — X’ es una aplicacion
exterior, se define f. : Xoo — X ( Xoo = X U {x}, X, = X' U {+'})
dada por foo(z) = f(z) si @ € X y fol(*) = . Esto origina un funtor
(Joo : E — Top.. Este funtor es fiel puesto que si f,g : X — X’ son
aplicaciones exteriores tales que f., = go, entonces [ = [ | X = g..|X = g¢.
No obstante no es pleno pues, por ejemplo, la aplicacién constante en el
punto distinguido X, — X/, & ~ %', no proviene de ninguna aplicacién
exterior X — X'.



1.2. Leyes exponenciales. 29

Se considera Top,, la subcategoria de Top. cuyos objetos son los espa-
cios topoldgicos punteados de la forma (X, z) donde {xg} es cerrado en X.
Los morfismos de esta categoria son las aplicaciones continuas punteadas

£+ (X, 20) = (¥, 50) tales que 1 ({yo}) = o},
Teorema 1.1.1 E y Top., son categorias equivalentes.

Demostracién:

Obsérvese que el funtor (.)., se puede considerar un funtor E — Top...
Si X, X’ son espacios exteriores,

(Voo : Home(X, X') = Homrop., (X0, X))

es inyectiva, segiin lo comentado anteriormente. Ahora, si h: X, — X! es
continua punteada con h™*({+'}) = {}, entonces se considera la aplicaciéon
exterior f = h|X : X — X', ademds f., = h, con lo cual (.)s : E = Top..
es un funtor fiel y pleno.

Sea (X, xg) un espacio topoldgico punteado tal que {x¢} es cerrado en
X. Entonces se considera X = X-{zo} con la topologia y externologia
siguientes:

7y = {A-{xo} : A € 7x},
ex = {A{xo} : A € Tx, 20 € A}
Obsérvese que 7y C 7x puesto que X-{xo} € 7x.

Entonces (X..,*) 2 (X, 2) en Top,,; efectivamente, en X, se tiene la
topologia 75 =75 U{E U {*}: E € ex}. Se define f: (X.,*) = (X, x0)
dada por f(z) = xsix € Xy f(*) = z0. Sea A € 7x, 79 ¢ A, entonces
se tiene que fT1(A) = A = A-{xg} € 7x C 7x_. Si 9 € A entonces
JHA) = (A{xo}) U{*} € 7x_. Ademds [~ ({zo}) = {*}. Por otro lado se
considera g : (X, 29) = (Xo, *) dada por g(x) = z, si x # xo, g(x) = *. De
forma similar se demuestra que es un morfismo de Top,,, ademas fg = d
y gf =d. O

1.2 Leyes exponenciales.

Ahora se analizaran unas leyes exponenciales en E de caracter general y
también unas consecuencias que se deducen de éstas.



30 Capitulo 1. Espacios exteriores.

Definicién 1.2.1 Sea X un espacio exterior y L C X. Se dice que L es
e-compacto si L-F es compacto para cada F e-abierto.

Se deduce inmediatamente que X es e-compacto si y sélo si su externologia
esta contenida en la de los complementos de sus compacto-cerrados.

Lema 1.2.1 Si f: X — Y es exterior y L C X es e-compacto entonces
f(L) es e-compacto.

Demostracién:

Sea E e-abierto en Y, entonces f(L)-E = f(L-f~*(FE)). Ya que [ es
exterior, f~'(F) es e-abierto, por tanto, L-f~'(FE) es compacto. De la
continuidad de f se deduce el resultado. 0

Definicién 1.2.2 Sean X, Z espacios exteriores. Se define
7% = Homg(X, Z),
con la topologia generada por la subbase cuyos elementos son de la forma
(K,U)={ac Z¥ :a(K)CU},

(L,E)={ac Z* :a(L) C E},

donde K es compacto en X, U abierto en 7, L es e-compacto en X y F
e-abierto en Z. Esta topologia se denotara por 74x.

Lema 1.2.2

(i) Si f: X' — X es una aplicacion exterior y 7 espacio exterior
entonces f*: 75 — 7% es continua.

(it) Si g : Z — 7' es una aplicacion exterior y X espacio exterior
entonces g. : ZX — (Z')% es continua.

Demostracién:

(i) Sea K un compacto en X', U abierto en Z. Entonces

()T, U)) ={a € Z% s a(f(K)) C U} = (f(K),U).
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De la continuidad de f se desprende que f(K) es compacto por lo que esta
antiimagen es abierta en Z*. Andlogamente si L es e-compacto en X'y E
e-abierto en Z entonces se tiene que

(S, B) = (F(L), B).

Por el lema 1.2.1 este subconjunto es abierto en Z*.

(ii) Si K es compacto en X y U abierto en Z' entonces
(9:)7 (K, U)) ={a e 2% 1 g(a(K)) C U} ={a € Z¥ s a(K) C g7 (U)},

que es (K, g~ *(U)). Por la continuidad de g, g7*(U) es abierto, por lo que
se tiene que (g.)"'((K,U)) es abierto. Finalmente,

(9:)7 (L, B)) = (L, g7 (E)),

que es abierto, teniendo en cuenta esta vez que g es exterior.

Corolario 1.2.1 Existe un funtor,
() E” x E — Top,
dado por (X, 7))~ 7%, (f,9) ~ ¢/ = f*g..

Lema 1.2.3 Sea X espacio exterior, Hausdorff, localmente compacto, con
externologia X, y 7 espacio exterior. Entonces Z* admite como subbase a
aquella que tiene como elementos los de la forma (K,U), (Ex, Ez), con K
compacto, U abierto, Ex e-abierto en X y Ey e-abierto en Z, donde Ex
denota la clausura de Ex.

Demostracién:

Se denota por 7, x la topologia generada por estos nuevos subconjuntos
cuya subbase se denotard por X'. Si la subbase de 77x se denota por ¥y F
es e-abierto en X entonces E es e-compacto puesto que, si £’ es e-abierto,
se tiene que E-E' = EN(X-E'), que es un cerrado contenido en el compacto
X-E'. Asi, E-E' es compacto. Esto demuestra que ¥/ C ¥ vy, por tanto,
T,x C Tyx. Para ver 7;x C 7,x basta comprobar que ¥ C 7,x. Sea L
e-compacto en X, E e-abierto en Z y a € (L, E). Entonces a1 (E) € %,
Ya que X es Hausdorff y localmente compacto no es dificil comprobar que
existe I’ € X tal que su clausura estd contenida en a~!(FE). Entonces se
verifica que o € (K, E)N(L-E', E) C (L, E), pero (E', EYN(L-E', E) € 7}x
demostrandose asi que (L, E) € 7/x. a
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Definicién 1.2.3 Sean X espacio exterior e Y espacio topologico. Se define
en X x Y la topologia producto y externologia dada por aquellos subcon-
juntos abiertos de X x Y, E, tales que para cada y € Y existe U, € 7y,
y € U,y existe I/, € ey tal que E, x U, C E. Este nuevo espacio exterior
se denotara por X xY.

Lema 1.2.4 Sea f : X — X' una aplicacion exterior y g : Y — Y’ una
aplicacion continua, entonces fxg: XxY — X'XY' (x,y)~ (f(x),9(y)),
es exterior.

Demostracién:

Por la continuidad de f y ¢ se tiene la continuidad de fxg. Ahora, si
E es e-abierto de X'xXY" e y € Y entonces existe Uy, € Ty1, g(y) € Uyy),
existe Iy, € ex/ tal que Fy) x Uyy) C . Entonces

f_l(Eg(y)) X g_l(Ug(y)) C (fig)_l(E).

El hecho de que f es exterior y que ¢ es continua concluye la demostracion.
O

Corolario 1.2.2 Existe un funtor,
X_:E x Top — E,

dado por (X,Y) ~ X XY, (f,g9)~ [Xxg.

Cuando el espacio topoldgico Y es compacto, la externologia de X xY
tiene una expresion mas sencilla y manejable.

Proposicién 1.2.1 Sea X espacio exterior, Y espacio topologico compacto,
entonces exxy ={F € 7xxy : G €ecx, G x Y C E}.

Demostracién:

Sea F e-abierto de X xY. Para cada y € Y existe un entorno abierto de
y, U, y existe I, e-abierto de X tal que E, x U, C E. De la compacidad
de Y se tiene Y = Uj_,U,,. Se considera G = N}_, F,,. Se comprueba
inmediatamente que GG x Y C K. El resto de la demostracién es trivial. O
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Un hecho importante es que, en el caso que X tenga la externologia de los
complementos de sus compacto-cerrados y que Y sea un espacio topolégico
compacto, la externologia en X xY coincide con la de los complementos de
sus compacto-cerrados. Para demostrarlo se introduce, a nivel técnico, lo
que se denomina descomposicion.

Una descomposicion de un conjunto X es una particion P de X,
P =A{Aitier C P(X),

con UierA; = X, AiNA; = ¢,si1# j. En el caso de un espacio topologico
(X, 7) se puede definir una topologia en P de la siguiente forma:

A = {A}icrcr € 7 siy sélo si Uier, A; € 7. Esto da lugar a que la
proyeccién candnica p 1 X — P, (@ ~ A, A, el dnico elemento de la
particion que contiene a x) sea continua. Esta aplicaciéon se denomina des-
composicion y es sencillo comprobar que es cociente.

Dado un abierto V de X se dice que es saturado relativo a P si existe un
abierto W en P tal que V = p~'(W). Se dird que la descomposicién P es
semicontinua superiormente si para cada A € P, U € 7 con A C U existe
V' € 7 saturado tal que A C V C U. La siguiente proposicion puede verse
demostrada en [78]:

Proposicién 1.2.2 p: X — P es cerrada si y solo si P es semicontinua
superiormente.

Como consecuencia, si f : X — Y es una aplicacion cociente, entonces
f es cerrada si y sélo si P = {f~'({y}) : y € Y} es una descomposiciéon
semicontinua superiormente.

Proposicién 1.2.3 Sea X un espacio exterior dotado de la externologia de
los complementos de sus compacto-cerrados y sea Y espacio topologico com-
pacto, entonces la externologia de X XY coincide con la de los complementos
de sus compacto-cerrados.

Demostracién:

Se denota por px : X XY — X la proyeccion sobre X, que es cociente.
Se considera también la descomposicion de X x Y,

P={p5({r}) iz € X} = {{a} x Y : 2 € X}.
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Sea A = {xg} x Y € Py U un abierto de X x Y que contiene a A. Para
cada y € Y, (z0,y) € U, por lo que existe un abierto en X, A,, y un abierto
en Y, By, tales que (z9,y) € A, x B, C U. De la compacidad de {x¢} x Y
se tiene {xo} X Y C Uf_,(A,, X By, ). Si se considera C' = N}_, A, que
es abierto en X y z9 € (' entonces C' x Y = p~'({{z} xY : 2 € C}) es
abierto saturado y A C €' x Y C U. Asi se tiene que P es semicontinua
superiormente, por lo que py es cerrada. Ahora sea £ € ¢X*¥ entonces
E°¢ = K es compacto-cerrado en X X Y, luego px(K) es compacto-cerrado
en X. Para finalizar se considera G = X-px(K), entonces G x Y C F, por
lo que £ es un e-abierto de X xY.

Reciprocamente, si E es e-abierto de X xY entonces G x Y C F, para
algin G, complemento de un compacto-cerrado. Asi,

E°C(GXY) =G xY.
O

Proposicién 1.2.4 Sean X,7 espacios exteriores, Y espacio topologico. Si
f: XXY — Z es exterior, entonces la aplicacion f :Y — Z*, definida

como f(y)(:z;) = f((x,y)), es continua.

Demostracién:
f estd bien definido, si yo € Y, se considera Ju : X = X XY, @~ (2,90),
que es exterior, y como f(yo) = fJ,, entonces f(yo) € Z*.

Sea yp € Y tal que f(yo) € (K,U), para algin compacto K de X y
abierto U de Y. De la continuidad de f, para cada x € K existen entornos
abiertos de x e yo, V,, v W, respectivamente, tales que f(V, x W,) C U.
De la compacidad de K, se tiene K’ C U, V,,, v considerando el entorno
abierto de yo, W = N7_, W,.., se tiene que f(W) C (K,U).

Por otro lado, si f(yo) € (L, F) para algin L e-compacto y E e-abierto,
del hecho que f es exterior, existe £/ un e-abierto en X y existe un entorno
abierto de yo, U, tal que F' x U C f~'(F). Para cada € L-FE’, como f
es continua y f((z,y0)) € F existen entornos abiertos de x e yo, A,, By,
respectivamente, con f(A, x B;) C E. Como L-E’ es compacto entonces
se extrae { A, }_, un subrecubrimiento finito. Sea el entorno abierto de yo,

W = (N, B;,) N U, entonces f(W) C (L, E). O
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Proposicién 1.2.5 Sean X, Z espacios exteriores, X Hausdorff, local-
mente compacto, con externologia %, y sea Y un espacio topoldgico. Si

g:Y — 7% es continua, entonces g: XxXY — 7, g((x,y)) = g(y)(x), es
exterior.

Demostracién:

Sea (x0,y0) € X XY con g((wo,y0)) € U, para U abierto en Z. De la
compacidad local de X y la continuidad de ¢(yo), existe K un entorno
compacto de xq tal que g(yo) € (K, U). Por la continuidad de g existe V un
entorno abierto de yo tal que g(V') C (K, U), es decir, g(K x V) C U, de lo
que se deduce la continuidad de g.

Sea ahora E e-abierto en Z, y sea yo € Y. Ya que g(yo) € Z% existe
un compacto-cerrado en X, K, tal que ¢g(yo)(X-K) C E. X es Hausdorff y
localmente compacto, luego existe un compacto-cerrado, K’, verificando que
X-K' C X-K. Asi g(yo) € (X-K', E). De la continuidad de g se deduce que
existe un entorno abierto de yo, U, con g(U) C (X-K’, E). Para concluir,
(X-K") x U C (g)~"(F), siendo (g)~'(F) abierto pues g es continua. O

Corolario 1.2.3 Sean X, Z espacios exteriores, X Hausdorff, localmente
compacto, con externologia X, ¢ Y espacio topoldgico. Entonces existe una
biyeccion,

Homg(X XY, Z) = Homaop(Y, Z7%).

Definicién 1.2.4 Sea Y un espacio topoldgico y Z un espacio exterior. Se
define ZV = Homrop(Y, 7Z) provista de la topologia compacto-abierta y la
externologia cuya base exterior estd formada por los subconjuntos de ZY
de la forma (K, E), K compacto en Y, F e-abierto en Z. Esta externologia
se denotara por eyv.

Noétese que, si K, K’ son compactos en Y y E. E’ son e-abiertos en Z,
entonces (KUK', ENE") C (K, E)N(K', E’). En el caso que Y sea compacto
se puede simplificar la subbase exterior.

Proposicién 1.2.6 Si Y es un espacio topologico compacto, Z un espacio
exterior, entonces czv estd generada por la base exterior cuyos elementos

son de la forma (Y, E), E e-abierto en Z.
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Demostracién:

Sea (3 la base formada por los elementos (Y, F), y sea 3 la base de
definicion de ezv. Por un lado 3" C 3, con lo cual se tiene un contenido en
las externologias generadas. Si K es un compacto en Y y I es un e-abierto
en 7, evidentemente (K, F) es un abierto de Z¥ que contiene a (Y, ). 0O

Lema 1.2.5

(i) Sig:7Z — 7' es una aplicacion exterior e Y es un espacio topoldgico
entonces g. : Z¥ — (7)Y es exterior.

(i) St f 1Y =Y es una aplicacion continua y 7 es un espacio exterior
' .
entonces [*: 7V — 7V es exterior.

Demostracién:

(i) Si K es compacto en Y, U abierto en Z entonces

(9) 7 (K, U)) = (K, g7 (U)).

que es abierto pues g es continua. Anédlogamente si E es e-abierto entonces
(¢:)""((K, E)) = (K,g ' (F)) € T4v que es abierto pues g es exterior.

(i) Si K es compacto y U abierto entonces (f*)™'((K,U)) = (f(K),U)
que es abierto pues f(K) es compacto. Se tiene también lo mismo para
e-abiertos. 0

Corolario 1.2.4 Existe un funtor,
() : Top” x E - E,

dado por (Y, 7) ~ AR (f,g)~ g =gq.f"

Es conocido que si X.Y',Z son espacios topologicos, Y localmente com-
pacto, entonces existe la biyeccion natural

Hommop(X X Y, Z) = Homrpop(X, Z7),

donde en X xY se considera la topologia producto y en Z¥ = Homrop(Y, Z)
la topologia compacto-abierta. Se verifica una ley exponencial similar para
espacios exteriores.
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Proposicién 1.2.7 Sean X, 7 espacios exteriores, Y espacio topologico
localmente compacto. Si f : X XY — 7 es una aplicacion exterior, entonces
la aplicacion f: X — ZY, dada por f(z)(y) = f((z,y)), es exterior.

Demostracién:

Al ser f exterior, en particular es continua, por lo que, haciendo uso de
la ley exponencial en Top, se tiene que f es continua.

Sea K un compacto en Y, £ un e-abierto en Z. Para cada y € K existe
un entorno abierto de y, U,, y existe un e-abierto de X, E,, tales que
E, x U, C f~Y(E). De la compacidad de K se toma un subrecubrimiento
finito {U,, }7_,. Sea el e-abierto £’ = N}_, F,,. Entonces f(E’) C (K, FE).

O

Proposicién 1.2.8 Sean X,7Z espacios exteriores, Y espacio topolégico lo-
calmente compacto. Si g : X — Z¥ es una aplicacion exterior, entonces la
aplicacion g : X xY — 7 definida como g((x,y)) = g(x)(y), es exterior.

Demostracién:

Teniendo en cuenta de nuevo la ley exponencial en Top se deduce la
continuidad de g. Por otro lado, si £ es e-abierto en 7, para cada y € Y
existe un entorno compacto de y, K. Como ¢ es exterior, existe un e-abierto,
E,, de X tal que g(F,) C (K, E). Tomando U, el interior de K, entonces
b, x U, C (g)_l(E)- O

Corolario 1.2.5 FExiste una biyeccion natural,
Homg(X XY, Z) = Homg(X,Z"),

con X ,Z espacios exteriores, Y espacio topologico localmente compacto.

De las biyecciones naturales 1.2.3, 1.2.5 se deduce primeramente que,
fijado un espacio exterior X Hausdorff, localmente compacto, con la exter-
nologia de los complementos de sus compacto-cerrados, existe una situacion
de adjuncion,

Xx_:Top=E: ()% Xx_ 4%
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También, fijado un espacio topologico localmente compacto Y, existe una
adjuncion,

XY:E=E: ()", xyAQL)"

Dados X, Z dos espacios exteriores, X Hausdorff, localmente compacto
y con la externologia de los complementos de sus compacto-cerrados, e Y
un espacio topolégico localmente compacto, cabe preguntarse qué relacion
tienen los espacios topolégicos (Z¥ )X y (Z*)¥. Segin lo visto, existe una
biyeccion natural entre ellos, pero esta biyeccién es especial.

Proposicién 1.2.9 (ZY)* y (Z%)Y son homeomorfos.

Demostracion:
Se define ¢ : (27)* — (Z%)", por o(f)(y)(z) = f(x)(y), z € X,y € Y.

Notese que es biyeccion, teniendo en cuenta las biyecciones 1.2.3 y 1.2.5.

Sea K un compacto en Y, K’ compacto en X, U abierto en Z y fy de
(Z¥)X tal que o(fo) € (K,(K',U)). Se considera (K’,(K,U)), que es un
abierto en (ZY)X que contiene a fy y »((K’,(K,U))) C (K,(K',U)). De
forma similar, si el abierto que contiene a ( fo) es de la forma (K, (Ex, Ez)),
entonces ¢((Ex, (K, Ez))) C (K,(Ex, Ez)). Asi se deduce la continuidad
de ¢. Se denota por ¢ a la aplicacién inversa de p. Haciendo argumentos
similares se demuestra su continuidad. 0

Notese que el homeomorfismo dado en la proposicién anterior es trans-
formacién natural.

1.3 Estructuras de Quillen para E.

Se estudiaran diferentes estructuras de modelo para homotopia en el sen-
tido de Quillen, relacionandolas entre si. Se considerara el conjunto de los
numeros naturales N con la topologia discreta y externologia de los com-
plementos de sus compacto-cerrados, es decir, de sus subconjuntos finitos.
También a S™, D", I, la n-esfera, el n-disco y el intervalo unidad cerrado
provistos con las topologias inducidas por la usual, respectivamente.

Definicién 1.3.1 Dado X espacio exterior se define el cilindro de X como
el espacio exterior X x [.
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Puesto que I es compacto se observa que la externologia en X x [ es la
formada por aquellos abiertos de la topologia producto de X x I, E. tales
que existe un e-abierto en X, G con G x I C FE.

Esta construccién da lugar al funtor cilindro _xI : E — E. Asociadas
a este funtor surgen dg,d1 : id = _xXI y p: _xXI — id, transformaciones
naturales dadas para cada espacio exterior, X, como d.(x) = (z,¢), v € X,
e € {0,1}, y p((z,1)) =, 2 € X, t € [. Ademds pd. = ud, haciendo el
diagrama siguiente conmutativo:

XHX id+id b%
XxI.

De forma totalmente dual se tiene:

Definicién 1.3.2 Dado X espacio exterior se define el cocilindro de X
como el espacio exterior X',

Surge el funtor cocilindro (.)! : E — E y transformaciones naturales
do,dy : (.)F = id, s :id — (.)" definidos para cada espacio exterior X como
d.(a) =a(e), e € {0,1}, a € X!y s(z)(t) = x, para x € X, t € I. Se tiene
un diagrama conmutativo,

(id,id)

X x X

X
x %1)

X7

Segun lo ya visto, el funtor cilindro es adjunto a izquierda del funtor cocilin-

dro.

Se va a considerar la categoria de los espacios exteriores bajo IN, EY. Los
objetos a : N — X, que son aplicaciones exteriores, se denotaran por (X, a),
mientras que los morfismos

N

X
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se denotaran por f:(X,a) — (Y,b).

Definicién 1.3.3 Sean f,g: (X,a) — (Y, b) aplicaciones exteriores bajo N.
Se dirda que f es e-homotopa a g relativamente a N, si existe una aplicacién
exterior H : XxI — Y, denominada homotopia exterior relativa a N, tal

que Hég = f, Héy = gy H(a x id) = bp.

Se observa que, por la adjuncién del funtor cilindro con el funtor cocilin-
dro, f es homotopa a g relativamente a N si y solo si existe una aplicacion

exterior I : X — Y1 tal que doH = f, diH = g y Ha = sb.
Sustituyendo I por () surge, de forma natural, la homotopia exterior no
relativa.

Una rapida comprobacién demuestra que la relacion de e-homotopia re-
lativa a N es de equivalenciaen Homgs((X,a), (Y,bd)). Ademas, esta relacion
es compatible respecto de la composicién con aplicaciones exteriores bajo
N.

Se considera id X * : N — NXS™, n ~» (n,*), aplicaciéon exterior, para
cada n un entero no negativo, donde * es el punto distinguido de 5.

Dado X espacio exterior existe la biyeccion
Homg(txS"™, X) = Hommep(S™, X").
Este tipo de biyeccién se puede trasladar para objetos bajo N :
Homps(NxS™,1d x *),(X,a)) = Homgop+((S™, %), (X", a)).

Teniendo en cuenta que Homg(Nx(S™ x I),X) = Homrop(S™ x 1, X")
existe la biyeccién

(187 dd > %), (X, @) Z [(S", %), (X7, a)],

donde el primer miembro de la biyeccién es el conjunto de las clases de e-
homotopia relativa y el segundo es el conjunto de clases homotopia punteado
clasico. Esto da pie a la siguiente definicion:

Definicién 1.3.4 Dado (X, a) objeto en EY, se define su n-conjunto de
homotopia exterior de tipo Brown como el conjunto

mB((X,a)) = [(0xS™,id x %), (X, a)]".



1.3. Estructuras de Quillen para E. 41

Asi, existe una biyeccién ¢(xq) : 2((X,a)) = m,(X", a), de forma
que induce la estructura algebraica de uno a otro. Entonces, 78((X,a)) es
un conjunto punteado, 72((X,a)) es un grupo y 72((X,a)) es un grupo
abeliano, para n > 2. Por otro lado, dado f : (X,a) — (Y, b) una aplicacién
exterior bajo M, se define 72(f) = f. : 7B((X,a)) — 72((Y,b)). Como la
aplicacion fM: (X" a) — (Y, b) es continua punteada y existe un diagrama
conmutativo,

mP((X,a)) —= (X", a)
wf(f)l lm(fN)
T2 ((Y,b)) —=m, (Y, b),

entonces T2(f) es aplicacién de conjuntos, 72(f) es homomorfismo de gru-

pos y m2(f) es homomorfismo de grupos abelianos, para n > 2. Ademas,
TB2(f) es biyectivo si y sélo si m,(fV) lo es.

También se puede considerar IRy = [0,+00) con la topologia inducida
por la usual y externologia de los complementos de sus compactos. De forma
totalmente andloga, se tiene la categoria de los espacios exteriores bajo IR,
ER+, Surge la nocién de e-homotopia relativa a IR, y, observando que IR,
es Hausdorff, localmente compacto y con la externologia 5£§+, se puede
hacer el mismo razonamiento hecho para N, dando lugar, asi, a la siguiente
definicién:

Definicién 1.3.5 Dado (X, a) objeto en EIR+, se define su n-conjunto de
homotopia exterior de tipo Steenrod como el conjunto

T5(X,a)) = [(Ry xS™,id x #), (X, a)) B+

Asi, se tiene un conjunto punteado para n = 0, un grupo paran = 1 y un
grupo abeliano para n > 2. De igual manera se tiene, dado una aplicacion
exterior bajo IR, , una aplicaciéon de conjuntos, un homomorfismo de grupos
o un homomorfismo de grupos abelianos, dependiendo que la dimensién sea
0, 1 o mayor o igual que 2, respectivamente.

Definicién 1.3.6 Sea f : X — Y una aplicacion exterior. Se dice que f
es equivalencia débil exterior o e-equivalencia débil si verifica una de las dos
condiciones siguientes:
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(i) Si X" = () entonces Y = (.
(i) Si XM £ () entonces, m2(f) : 7B((X,a)) — 7#2((Y, fa)) es biyeccién,
para cada n > 0, a € X",

Definicién 1.3.7 Seap: F — B una aplicacion exterior, se dice que es una
fibracion exterior, o e-fibracion si tiene la P.E.D. respecto de las aplicaciones
do : Nx D™ — Nx(D" x I), n > 0. Es decir, todo diagrama de la forma

Nx D™ E

NX(D" x ) —=B
tiene elevacién, h : NXx(D" x 1) — E, ph = v, héy = u.

Lema 1.3.1 Sea f: X — Y una aplicacion exterior. Fntonces [ es equi-
valencia débil exterior o fibracion exterior si y sélo si [V es equivalencia
débil o fibracion en Top, respectivamente. Ademds, si [ es equivalencia de
homotopia exterior, entonces [ es equivalencia de homotopia en Top.

Demostracién:

Obsérvese que, como 72(f) = m,(fV), entonces es equivalente que f
sea e-equivalencia débil a que f sea equivalencia débil en Top. De la ley
exponencial 1.2.3 f tiene la P.E.D. respecto de &y : NxD" — Nx(D" x [),
n > 0siy sdlosi f la tiene respecto de &g : D™ — D™ x I, n > 0.
Supoéngase ahora un inverso homotépico exterior ¢ : Y — X de f. Si
F:X — XTestal que dyF' = gf y di F' = idy, considerando la composicién
de F™ con el homeomorfismo (X1)¥ = (XM se tiene una homotopia tal
que ¢" fN ~ idxr. Andlogamente se demuestra que f¢" ~ idy«. O

Definicién 1.3.8 Sea ¢ : A — B una aplicacién exterior, se dice que es
cofibracion exterior o e-cofibracion si tiene la propiedad de elevacion de
homotopia a izquierda respecto de las e-fibraciones triviales.

Garcia-Pinillos demostré que E, junto con la e-fibraciones, e-cofibracio-
nes y las e-equivalencias débiles, tiene estructura de categoria de modelos
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cerrada. Se demostrara que, ademas, tiene una estructura adicional, la de
categoria simplicial de modelos cerrada.

Se define un funtor Homg : E» x E — SS por,

Homp(X.Y), = Homp(X | Aln]|,Y).
Homg(X,Y)(p) = Homg(idx x|p.|, idy),

SifeHomg(X,Y),yg€ Homg(Y,Z),, entonces g o, f viene deter-
minado por la composicion

_ id v X Xid|ATn _
X X|Afn]| x4 DAty S Afn)| < 7.

(XX[AR][) <|Aln]|

Es de facil comprobacion el hecho que o define una aplicacion simplicial
para cada terna de espacios exteriores X, Y, Z.

Teniendo en cuenta que |A[0]| = *, entonces X x|A[0]| = X para cada
espacio exterior X, pudiéndose definir, Homg(-, -) = Homg(-, -)o, isomor-
fismo natural.

Se deja para el lector demostrar que:

Proposicién 1.3.1 E con la estructura definida anteriormente es una ca-
tegoria simplicial.

Definicién 1.3.9 Sea X un espacio exterior y sea K un conjunto simplicial

finito. Se define X @ K = X x|K|y X& = XIKI,

Noétese que, en este caso, |K| es un espacio topolégico compacto y Haus-

dorff

Si X es un espacio exterior se considera el funtor B(X): A — E dado
como B(X)([n]) = B(X), = Xx[Aln]|, [n] € Ay B(X)(¢) = idxx[e.],
para cada morfismo p de A.

Como Homg(B(X)(.),Y) = Homg(X,Y), haciendo uso del Teorema
de MacLane-Moerdijk cuando C = A, e = Ey A = B(X) se tiene una

biyeccion natural en K e Y,

Homg(Lpx)(K),Y) = Homss(K, Homg(X,Y)),
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donde Lpx)(K) = colim (fo K KA Bg) E).

Realmente se tiene que B es un funtor E — E® dado para los morfismos
como B(f) = fxidjap-

Sean A : K — K’ una aplicacion simplicial y f : X — X' exterior. Si
A(C) es el funtor constante con valor C, se consideran los coconos univer-
sales respectivos de B(X)mg y B(X')mxr, o @ B(X)7mx — A(Lpx)(K)) y
o B(X/)Tf'](/ — A(LB(X/)([XH)).

Se define la transformacién natural o : B(X')mx — A(Lpxy(K'))
como (ah\ )(pnlk) = ozhn]’An(k)), ([n], k) € [, K. Por la propiedad universal del
colimite se induce una tnica Lps)(A) @ Lpx)(K) = Lpxn(K') tal que
A(Lpp(A))a = a\B(f)7x.

Esta construccién define un funtor,

LB(_)(_) :SS < E — E.

Proposicién 1.3.2 La biyeccion
Homg(Lpx)(K),Y) = Homss(K, Homg(X,Y))

es también natural en X.

Demostracién:

Se deja para el lector teniendo en cuenta que la biyeccion
0: Homg(Lpx)(K),Y) = Homss(K, Homg(X,Y))
viene dada por 0(h), (k) = ha(nr donde a : B(X)mx — A(Lpx)(K)) es

cocono universal de B(X ). O

Lema 1.3.2 Sea

Z1—>Z2—h>Z3
g

coigualador en Top, Zy compacto, 73 Hausdorff, y sea Y un espacio exte-
rior. Entonces,

*
*
YZ3 h_> YZ2 —*> YZ1
g

es igualador en E.
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Demostracién:

Sea w : X — Y% una aplicacién exterior tal que f*w = g*w. Siz € X
entonces w(x)f = w(x)g con lo que existe una unica p(x) : Z3 — Y con-
tinua tal que ¢(z)h = w(x). Esto define una aplicacién ¢ : X — Y7
que es exterior: 5i K es un compacto en Z3 y U un abierto en Y, por las
hipétesis del lema A™'(K') es compacto en Zy y (R~ (K),U) es abierto en
YZ . Asi, wH((h7Y(K),U)) es abierto en X, pero este subconjunto coin-
cide con @' ((K,U)) probandose la continuidad de ¢. De forma andloga se
demuestra que la antiimagen via ¢ de todo abierto externo es externa. El
resto de la demostracion es evidente. 0

Lema 1.3.3 Sea F': J — Top un funtor, donde J es una categoria finita,
colim;eg F' (1) y cada F(i) son espacios compactos y Hausdorff. Si X es un
espacio exlerior entonces,

colimieg(X X F(1)) = X xcolim;es F (7).

Demostracién:

Primeramente se ve para coproductos finitos, en este caso basta para el
coproducto de dos. Si Zy, Z; son espacios compactos y Hausdorff, es sencillo
comprobar que Z;[[ Z, también lo es. Se considera j. : Z. = Z1 1174, la
inyeccién e-ésima, ¢ € {1,2}, dada por j.(z) = (z,¢) interpretando Z; [ 7,
como (Z; x {1}) U (Z x {2}). Entonces,

dada por ¢(z,(z,¢)) = ((x, 2),¢) es isomorfismo exterior.
Por otro lado, si
sy —h> Zs3
g

es un coigualador en Top, con Z; compacto y Hausdorfl, ¢ € {1,2,3},
entonces, segin el lema anterior, para cada espacio exterior Y,

*
*
YZ3 h_> YZ2 —*> YZ1
g
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es igualador en E. Esto es equivalente a que, para cada espacio exterior X,

9. ()
Homs(X, V%) "% Home(X, Y %) == Homp(X,Y?)
(g%«

sea un igualador en Sets. Por la ley exponencial del corolario 1.2.5 se
concluye que

_wdx XS e Rh
XXZlHXXZQHXXZ:g
deig

es coigualador en E.

El caso general, teniendo en cuenta que el colimite se construye a partir
de coproductos finitos y un coigualador. O

Obsérvese que este lema se extiende de forma natural para morfismos,
si f: X — Y es una aplicaciéon exterior y « : F' — ( una transformacién
natural entre funtores con las hipdtesis del lema, entonces

colim(fxa) = fxcolim .

Por otro lado, en el caso que X sea localmente compacto, Hausdorff, con
externologia £% | el lema es valido para F' : J — Top cualquier funtor desde
una categoria pequena a los espacios topologicos.

Las propiedades de colimites que se exponen ahora seran de gran utili-

dad.

Dado un funtor L : J' — J y un objeto j € J, la categoria comma j | L
tiene como objetos morfismos de la forma w : j — L(3’). Un morfismo
de wog : j — L(j)) a uy : j — L(y]) es un morfismo v’ : jj — 7| tal que
L(v")ug = uy.

Una categoria J es coneza si, dados dos objetos jo, j; de J existe una
sucesion finita de morfismos (en ambas direcciones posibles) uniendo jo con
Ji- Un funtor L : J' — J es final si para cada j € J, la categoria comma
7 4 L es no vacia y conexa.

Proposicién 1.3.3 Si L : J — J es final y FF : ' J — C es un funtor
tal que existe colim F'L entonces existe colim Iy el morfismo candnico
colim F'LL — colim F es un isomorfismo.
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Para su demostracion puede consultarse [54]. Se denotard por A/n
la subcategoria plena de A determinada por los objetos [0],[1], ..., [n]. En-
tonces, dado un conjunto simplicial K : A°P — Sets, se define el funtor

Skn(K) como la composicién (A/n)°P — A°P % Sets.

Proposicién 1.3.4 Si K es un conjunto simplicial con dim(K) < n en-
tonces el funtor candnico I : [ Ska(K) = [o K es final.

Demostracién:

Sea ([p], ) un objeto de [, K. Como la dimensién de K es menor o igual
que n se tiene que la categoria comma ([p],«) | [ es no vacia. Para probar
que ([p],x) | I es conexa se aplica el lema de Eilenberg-Zilber (pag. 26 de
[36]). 0

Haciendo uso de todos estos tltimos resultados se demostrara que la ca-
tegoria de los espacios exteriores, E, tiene estructura de categoria simplicial
de modelos cerrada.

Proposicién 1.3.5 Si X es un espacio exterior y K un conjunto simplicial

finito, entonces Lpx)(K) = X @ K.
Demostracién:
Supéngase que dim(K) < n. Entonces:
X @K = Xx|eolim (fo K™ A% Sets®™)|
> X xcolim (fo K ¥ Sets2” L Top)
~ X xcolim ([ap Sha(K) 5 [5 K 175 Top)
= colim (fa s Ska(K) % [5 K 28 Top X5 E)

= colim ([ K "S85 B) = Ly x)(K).

Nétese que K = colim(fo K ™5 A % Sets®™), el funtor
.| : Sets®™ — Top
preserva colimites al ser adjunto a izquierda, y que

Sho(K) & / K 7E Top
A/n A
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esta en las hipdtesis del lema 1.3.3. 0O

De forma similar se comprueba que f @ A = Lp(A), donde f es una
aplicacion exterior y A simplicial entre conjuntos simpliciales finitos. Como
consecuencia inmediata,

Corolario 1.3.1 Existe una biyeccion natural,
Homg(X @ K,Y) 2 Homgs(K, Homg(X,Y)),

donde X, Y son espacios exteriores y K un conjunto simplicial finito.

Proposicién 1.3.6 Sean X un espacio exterior y K, L conjuntos simpli-
ciales finitos, entonces,

() X@(KxL)=(X@K)® L,
(”) XIX"XL o~ (XIX")L‘

Demostracién:
(i) X @ (K x L) = Xx|K x L| 2 Xx(|K| x |L]) = (XX|K]|)x|L| =
(X @ K)® L, teniendo en cuenta que |K x L| = |K| x |L|, (véase [60]).
(ii) Si Y es un espacio exterior arbitrario entonces,
Homg(Y, X2 = Homg(Y @ (K x L), X)
= Homg((Y @ L) ® K), X)
= Homg(Y @ L,XK)
= HomE(Yv (XK)L)v

concluyéndose el resultado. O

Haciendo uso de los corolarios 1.2.5 y 1.3.1 se tiene

Homg(Y, X®) = Homg(Y @ K, X) = Homss(K, Homg(Y, X)). Asi, E

verifica el axioma SMO.

Se tiene que Homg(X @ K,Y) = Homg(X,Y"). Esto se puede genera-
lizar a nivel simplicial.

Proposicién 1.3.7 Eriste un isomorfismo natural simplicial,

Homg(X @ K,Y) = Homg(X, V™).
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Demostracién:

Homg(X @ K,Y), = Homg((X @ K) @ A[n],Y)
= Homg((X @ An]) @ K,Y)
>~ Homg(X @ Aln], Y®) = Homg(X,YE),.
La naturalidad en todas las variables concluye la demostracion. a

E es una categoria simplicial que verifica el axioma SMO. Ademas es
una categoria de modelos cerrada, por lo que esta en las condiciones de la
proposiciéon 0.3.1.

Proposicién 1.3.8 E verifica el axioma SMT.

Demostracién:

Basta ver que verifica SMT7(a). Sea p: X — Y una e-fibracién (resp.
e-fibracion trivial). Se tiene el morfismo pull-back,

Y AR 'E A[n] — Aln]

id ;
jp Aln]

YAl

Ya que el funtor (.)Y : E — Top es adjunto a derecha del funtor Nx_ se
sigue que preserva limites, en particular pull-backs. Asi se tiene

P (XA (XA ey VAU 22 (XAPN T | gy (V)T
que es isomorfo al pull-back en Top,

(XN)A[n]
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Como Top es una categoria simplicial de modelos cerrada entonces verifica
SM7. Por otro lado, p es e-fibracién (resp. e-fibracién trivial) si y sélo si
p" lo es en Top. Como ¥ = " y ¢ es fibracién (resp. fibracion trivial)
se tiene que " es fibracion (resp. fibracién trivial) y, por tanto, ¢ es una
e-fibracion (resp. e-fibracion trivial). El resto de la demostracion se hace
por razonamientos analogos. 0

De todo lo visto hasta ahora se deduce que E tiene estructura de cate-
goria simplicial de modelos cerrada.

Se definira ahora una nueva estructura en E. FExiste un funtor de olvido
U : E — Top de forma que prescinde de la externologia de cada espacio
exterior y a cada aplicacion exterior se le asigna la misma aplicacién entre
los espacios topoldogicos correspondientes. Siempre que no haya lugar a
ambigiiedad o confusion se denotara al olvido de f: X — Y como el mismo
f: X =Y.

Existe otro funtor, V' : Top — E que a cada espacio topolédgico lo
transforma en un espacio exterior sin mas que considerar como externologia
la propia topologia. No es dificil comprobar que U es adjunto a derecha de

V.

Definicién 1.3.10 Sea f: X — Y una aplicacién exterior. Se dice que f
es g-equivalencia débil si es e-equivalencia débil y su olvido es equivalencia

débil en Top.

Un hecho sencillo de comprobar es que toda equivalencia de homotopia
exterior es una g-equivalencia débil.

Definicién 1.3.11 Sea p : £ — B una aplicacion exterior. Se dice que es
g-fibracion si es e-fibracién y su olvido es fibracion en Top.

Decir que el olvido de p es fibracion en Top es lo mismo que decir que p,
como aplicacion exterior, tiene la P.E.D. en E respecto de las aplicaciones
exteriores g : D? — D?x[, donde en D? se considera la externologia de
los complementos de sus compacto-cerrados, es decir, la propia topologia,
por tanto en D?X[ se tiene también la externologia de los complementos
de sus compacto-cerrados, o la propia topologia. Asimismo, toda aplicacion
u : D? — X es exterior si y solo si su olvido es continua, al igual con
aplicaciones del tipo D? x [ — X.
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Definicién 1.3.12 Sea i : A — B una aplicacién exterior, se dice que es
g-cofibracion si verifica la P.E.I. respecto de las g-fibraciones triviales.

Se deduce que todo espacio exterior es g-fibrante. Ademas, no es dificil
comprobar que tanto el coproducto de g-cofibraciones como la inducida en
un push-out de una g-cofibracion es de nuevo una g-cofibracion.

A continuacién, una caracterizacién para g-fibraciones triviales.

Proposicién 1.3.9 Sea [ una aplicacion exterior. Entonces f es g-fibra-
cion trivial si y solo si tiene la P.E.D. respecto de las aplicaciones

{xS" ! — nxD", S*7' = D" n >0}

Demostracién:

Teniendo en cuenta la ley exponencial Homg(NxY, X) = Homg(Y, X"),
[ es e-fibracién trivial si y sélo si fN tiene la P.E.D. respecto de S"~1 — D"
en Top si y sélo si f tiene la P.E.D. respecto de NxS"™' — NxD" en E,
Vn > 0. Ademas, el olvido de f es fibracion trivial si y solo si tiene la P.E.D.
respecto de S”1 — D™ en Top, esto es equivalente a que f tenga la P.E.D.
respecto de S"~! — D™, considerados como aplicaciones exteriores. O

Otra consecuencia inmediata de estas definiciones es que dados

Y loy 2oy

tales que dos de las aplicaciones exteriores f, g, ¢gf son g-equivalencias
débiles, también lo es la tercera. Para comprobarlo se tiene en cuenta la
estructura de categoria de modelos cerrada de Top. Asimismo las clases
de g-fibraciones, g-cofibraciones y g-equivalencias débiles son cerradas bajo
retractos. Para verificar CM5 es necesario partir de unos resultados previos.

Supongase una sucesion

Xy —s X, 25 X, X,

tal que cada 1, : Xz_1 — Xj es inyectiva, cerrada, e-cerrada y los puntos
de X} menos los de por(Xo) son cerrados y e-cerrados, donde se denota por
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pri » Xp — X; ala composicion 1;1;_1...054 91541 de considera X = colim X,.
Este espacio exterior es

X = (o Xa)/~= (UpZo(Xa x {n}))/~,

donde (x,k) ~ (y,1) si y sélo si (x,k) = (y,0), 0o bien k <[y pu(z) =y o
bien | < kv pi(y) = x, y que la topologia (resp. externologia) de X es la
mas fina que hace continuas (resp. exteriores) las inyecciones ay @ Xj — X,
ag(z) = [(x,k)]. Se puede suponer, sin pérdida de generalidad que ¢ no
es isomorfismo, para cada k. De existir uno se puede suprimir y reagrupar
adecuadamente la sucesion dando el mismo colimite.

Lema 1.3.4 Sea K C X un compacto. Entonces existe n € N* = N U {0}
tal que K C a,(X,).

Demostracién:

Supéngase que K ¢ a,(X,), ¥n € . Como K ¢ ap(Xo) entonces
existe ko € K tal que ko ¢ ao(Xo). Asi, ko € o, (X, )-ao(Xo).

K ¢ o, (X,,), luego existe k1 € K tal que k1 € o, (X, )-a, (Xa, ),
para ny > ni. Reiterando el proceso se obtiene una sucesién de puntos de
[(7 {kz}?io tal que ki € Qniyy (Xni+1)_ani(Xni)7 no = 07 N1 > Ny

Se considera el conjunto numerable T = {k;}32,. Si S estd contenido
en T entonces a;1(9) es finito, y como ag'(S) = ) entonces a;1(S) es
cerrado en X,,, n € N*. Luego S es cerrado en X y, por tanto, cerrado en
T. Se concluye que T' tiene la topologia discreta. Ahora bien, razonando
para S = T se tiene que T es cerrado en X, y como estd contenido en el
compacto K, es compacto, lo cual es una contradiccion pues 1" es infinito y
discreto. 0

Proposicién 1.3.10 Sea [ : Z — X una aplicacién exterior, Z Hausdorff,
localmente compacto, o-compacto, ez = £2.. Entonces f se factoriza a través
de X,,, paran suficientemente grande
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Demostracién:

Supéngase que f(Z) ¢ a,(X,), Vn € N*. Por un lado, ya que 7 es
Hausdorff, localmente compacto y o-compacto entonces 7 = U,enK,, con
K, compactoy Int(K,) C K,41, para cada n € N.

Ya que f es continua, para cada ¢ € N se tiene que f(K;) es compacto,
por lo que, haciendo uso del lema anterior, f(K;) C ay,(Xy,). Ademads,
n; — oo (1 = o0). Entonces existe un s; suficientemente grande y exis-
te ki € K, tal que f(ki) € an, (X, )-ao(Xo), existe s, suficientemente
grande y ky € K, tal que f(ky) € an, (X, )-an, (Xa, ), con sy > si.
Reiterando el proceso, se obtiene una sucesion {k; };ey de manera que f(k;)
estd en ay,,. (X, )—oznsl,_ (anl,_l ).

4 1

Sea a : N — Z dado por a(i) = k;. Entonces a es exterior: la continuidad
estd clara; y si K' C Z es compacto, se tiene que K C 7 = UpenInt(K,)
por lo que K C U™, Int(K;) C U™, K;. Asi, « ' (K) C U™ ,a (K;), que es
finito.

Sea ahora ¢ = fa, que es exterior al ser composicion de aplicaciones
exteriores. Si n € N*, o(N) N X, es finito, pero a(l) N X, N Xy = 0. Esto
demuestra que o(NN) N X, es e-cerrado en X,,, n € N*. Se concluye que o(IN)
es e-cerrado en X, por lo que o7!(o(IN)) = N es e-cerrado en N, es decir,
finito, lo cual es una contradicciéon. Por tanto existe n € NU {0} tal que

f(Z) Can(X,). O

Dada una aplicacién exterior inyectiva ¢, entonces su inducida en un
push-out, i, también es inyectiva. Si ademas ¢ es cerrada o e-cerrada en-
tonces también lo es 1, respectivamente. Asi, dada la sucesion

Xy —s X, 25 X, X,

de forma que cada X, se obtiene inductivamente a través de un push-out
en E de la forma

H/\EA Zy — X1
HAGA hkl lln
[Lea 25, — X,

donde cada h) es cerrada, e-cerrada e inyectiva, y ademas los puntos de 7\ y
7! son cerrados y e-cerrados, se tiene que la sucesion estd en las condiciones
de los resultados anteriores.
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Proposicién 1.3.11 Sea f: X — Y wuna aplicacion exterior. Entonces f
se factoriza como f = pi, con 1 g-cofibracion y p g-fibracion trivial.

Demostracién:

Se construye un diagrama,

X X, 2 X, X,
\lpl
f P2 Pn
Y

como sigue: si Xg = X, po = fy Xoo1 ¥ poot © Xmy — Y se suponen
construidos, se considera A el conjunto de todos los diagramas conmutativos,

NxSn-1 2= X, g >0
lpn—l
N x D Y

U

y I' el conjunto de todos los diagramas conmutativos,

R ¢ >0
lpn—l
D Y

Se construye el diagrama push-out,

— (HX A’u’>\)]_[(]_[7 FuV)
(H/\EANXS%—1) H(Hwer qu_l) = = XTl
NxD®! Dot X,.

(HAEA )H(HWEF ) (erA wk)H(HweF W)

Puesto que p,_juy = va|NxSP 1y p,_yju, = v, |JNxSD™! para cada
A € Ay~ €T se considera la aplicacion exterior push-out p, : X,, — Y.

Si X = colim X,, se denota por a, : X, — X a cada una de las
aplicaciones exteriores que definen el cocono universal.
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Ya que, para cada k € N, pyix = ps_1, existe p = colim p, : X — Y. Sea
1 = ap. Entonces pi = pag = po = f.

Por un lado p es g-fibracion trivial, dado un diagrama conmutativo,

Nx S~ 2— ¥

|

Nx DI ——Y,

entonces, por la proposicion 1.3.11, u tiene una factorizacion u = «,u’.
Esto da lugar al diagrama p,u’ = v[lxS?7!. Para un A € A se tiene que
u' = wuy, g = qr, v = vy, teniendo en cuenta la construccién de X, ;1 existe
una aplicacién exterior wy : NxD? — X, 1 tal que w)|Nx S~ =4, u,.
Entonces h = a1 w), es la extension buscada.

De forma analoga se puede encontrar una elevacion para el segundo tipo
de diagrama,

Sq—l v )N(
lp
D1 Y

Por otro lado i es g-cofibracién. Nx S9! — NxD? y S771 < D7 son
g-cofibraciones, para cada ¢ > 0, ya que verifican la P.E.I. respecto de las
g-fibraciones triviales. De esta forma el coproducto de aplicaciones de este
tipo es g-cofibracion y, por tanto, cada ¢, : X,_1 — X, es g-cofibracién al
ser la inducida en un push-out de una g-cofibracion. Ahora, sea el diagrama
conmutativo, con ¢ : £ — B g-fibracion trivial:

X —=F

)N(—U>B.

Ya que i = ag = a1y se tiene qu = (vay)iy y como iy es g-cofibracion
existe [; : X1 = F tal que 117, = u, gl = vay. Como a; = «siy se tiene el
diagrama gly = (vay)iz, luego existe ly : Xy — E tal que [y = 11, gls = vas.
Siguiendo el proceso inductivo existe [ : Xy — E con [y = lx_1, ¢l = vay.
Entonces { = colim {}, : X — E es la elevacién buscada. 0O
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Definicién 1.3.13 Sea:: B — A una aplicacién exterior. Se dice que B es
retracto por deformacion fuerte de A a través de ¢ si existe una aplicacion
exterior r : A — B llamada retraccion tal que ri = idp, ir ~,; tda,
es decir, existe ' : AxI — A exterior tal que Fdg = ir, Féy = wdy y
F(ixid) = ip. Si sélo se verifica ri = idp se dice, simplemente, que B es
retracto de A a través de 1.

Lema 1.3.5 Sea el diagrama push-out siguiente:
B X
zl lj
A Z.

St B es retracto o bien retracto por deformacion fuerte de A a través de 1
entonces también X lo es de 7 a través de j, respectivamente.

!

—_—

—_—
g

Demostracién:

Sear: A — B conri =1dg. Entonces, se induce del push-out una tnica
aplicacion exterior h : Z — X tal que hg = fr, hj = idx. Supéngase ahora
que, ademas, 1r ~,..; id4 y sea homotopia F': AxI — A correspondiente.
El funtor cilindro es adjunto a izquierda, por lo que el siguiente diagrama

es push-out:
_ o fRid
Bxl—=XxI

ixidl ljxid

Se induce una tnica aplicacion exterior H : ZxI — Z con H(jxid) = jp,
H(gxuid) = gF. Es inmediato comprobar que esta homotopia es la buscada.
O

Proposicién 1.3.12 Sea f: X — Y una aplicacion exterior. Entonces f
se factoriza como f = qj, con j g-cofibracion trivial y q g-fibracion.
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Demostracién:

Similarmente a la proposicién 1.3.11 se construye un diagrama conmu-
tativo,

X J1 X, J2 X, X,
\ lq/
f q2 dn
Y,

de la siguiente forma: si Xog = X, qo = f y se supone construido X, _; y
Gn-1 : X,—1 — Y se considera entonces A el conjunto de todos los diagramas
conmutativos,

NxD?™ —> X, @ >0

5é£ lqn—l

N ;<(Dq>‘ X [) ? Y
y I' el conjunto de todos los diagramas conmutativos,

D — > X, ¢y >0

53\1,\ lqn—l

D® x [ 5—=Y.

Se construye el diagrama push-out,

. U yen o) LI e )
(Luea 15D LI(LL,ep D) — en ) A XTI
(e (D% o D)L D7 % 1) e X

Entonces se induce del push-out, ¢, : X,, — Y. Se considera X = colim X,,,
y se denota por 3, : X, — X a cada una de las aplicaciones exterio-
res que definen el cocono universal. Estas aplicaciones son secciones. Si
g =colimqg, v j=fy: X — X entonces ¢qj = f. Haciendo el mismo
razonamiento que el hecho en la factorizacion de la proposicion 1.3.11 se
tiene que ¢ es g-fibracion y j es g-cofibracion. Tan solo resta demostrar que
J es g-equivalencia débil.
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Cada Wx D% es retracto por deformacién fuerte del espacio exterior
NX(D? x I) a través de &, asi como D% de D% x [ a través de &) por lo
que se deduce que cada X, _; es retracto por deformacion fuerte de X, a
través de j,.

Por un lado, j es e-equivalencia débil: Si ()N()N # (), como se tiene
que HomE()N(,XO) # () entonces X' = (). Supongase que X" £ (). y sean
a€ XY g>0yl[a] € Wf((j(,ja)). Sea o : (xS, idy x *) — (X, ja)
un representante. Se toma una factorizacion para un n suficientemente
grande o = B,a’. X es retracto por deformacién fuerte de X a través
de Pon — jnjn—l---ijla por lo que 7TqB(100n) : Wf((X,a)) — ﬂ-qB((meOna))
es biyectiva. Asi, existe o’ € 77((X,a)) con 77 (pon)([a”]) = [a'], luego

72 (j)([a"]) = [a] demostrandose la suprayectividad de 727 (j).

q

Sean ahora, [ao], [a1] € 77((X,a)) con 77 (j)([eo]) = 77(j)([en]). Se
considera la homotopia exterior H : (NxS?)x[ — X tal que Hdy = jao,
Hé = jou vy H((idyx*)xid) = jap y se toma una factorizacién para un
n suficientemente grande H = (3, H'. Es sencillo comprobar que H' es una
homotopia entre pg,aq y ponc1, y como Wf(,o()n) es biyectiva se concluye que
[ao] = [en].

Por otro lado, sustituyendo en el razonamiento anterior N por * se de-
muestra que el olvido de j es equivalencia débil en Top. O

La g-cofibracién trivial j de la proposicion anterior verifica la P.E.IL
respecto de las g-fibraciones. En efecto, esta propiedad se conserva por
coproductos y por cambio de cobase, luego cada 3, : X,,_; — X,, también
verifica esta propiedad. Ahora bien, dado un diagrama conmutativo vy = pu
con p g-fibracién, entonces (vf3;)j1 = pu por lo que existe [; tal que l1j; = u
y pli = vfy; ahora se considera el diagrama (vfs)js = ply y su elevaciéon
asociada [y, con ly7, = l1 vy ply = v, De forma inductiva, se obtiene [},
tal que lx7r = lg_1 v ply = vB. Entonces | = colim [, es la elevacion del
diagrama pu = vj.

Corolario 1.3.2 E junto con las g-fibraciones, g-cofibraciones y las g-equi-
valencias débiles es una categoria simplicial de modelos cerrada.

Demostracién:

Soélamente hay que comprobar los axiomas CM4 y SMT.
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Sea el diagrama conmutativo

At X
l lp
B—>Y.

El caso no obvio es cuando ¢ es g-cofibraciéon trivial y p es g-fibracién. Se
factoriza 1 = qj, con j : A — Z g-cofibracion trivial con la P.E.I. respecto de
las g-fibraciones y g g-fibracion que, por CM2, es trivial. Entonces existe
una elevacion r : B — 7 para el diagrama

A7
l lq
B——B.

Luego, 1 es retracto de j y, asi, tiene la P.E.I. respecto de las g-fibraciones.

En cuanto a SMT basta ver SM7(a): Sip: X — Y es g-fibracién (resp.
g-fibracion trivial) entonces es e-fibracion (resp. e-fibracién trivial), por lo
que el morfismo pull-back ¢ : XA — XA Xy Aln] YA es e-fibracion
(resp. e-fibracién trivial). Por otro lado, el olvido de p es fibraciéon en Top
(resp. fibracién trivial). Ya que el funtor olvido, U, es adjunto a derecha
preserva limites, en particular pull-backs, ademés U(X™) = (U(X))* y Top
es categoria simplicial de modelos cerrada por lo que se tiene el olvido de ¢
es fibracién en Top (resp. fibracién trivial). El resto de la demostracion se
razona igual. 0

U
—_—

[
v

J
B

T
ZdB

La definicion de gCW complejo surge como un espacio exterior en el
que se pegan adecuadamente celdas compactas y no compactas. Se dara
ahora su definicion rigurosa y se veran algunas de sus propiedades mas
importantes, asi como un teorema de tipo Whitehead.

Definicién 1.3.14 Sea X un espacio exterior, se dice que es un gC'W com-
plejo si admite una filtracion

i 12

@ — X—1ci0 yoc xIc ¥ 2 ... xnc
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tal que X es el colimite de dicha sucesién y cada X" se obtiene de X"1
mediante un push-out de la forma

(HAeAn @x) H(HueBn @) X,

(Ivea, ST H(I,em, Sp7t)

Nx D% Dy A
(H/\EAn /\) H(HMGBH M) (HAeAn ) H(HMGBW V)

Se deduce, entonces, que X tiene la topologia y externologia débiles respecto
de dicha sucesiéon, que cada 7 es inyectiva, cerrada, e-cerrada y los puntos
de X* son cerrados y e-cerrados. Se denotan por a; : X* — X a cada una
de las inyecciones candnicas. Se puede suponer, sin perder generalidad, que
cada 1 y cada «j, son inclusiones.

A a(NXDY), ¥, (D7) se les denominard N-celda y celda simple respec-
. . . -1 . gn—1 -1
tlvame‘nte,‘y a las aphcacpnes I NxSf —= X" ST = X
las aplicaciones caracteristica respectivas.

Se llamara ¢-esqueleto de X al elemento g-ésimo de la filtracién que

admite X, X1,

Proposicién 1.3.13 Todo gC'W complejo es un espacio exterior g-cofibran-
te.

Demostracién:

Primeramente se demostrarda por induccion sobre ¢, que X7 es g-cofi-
brante. Si ¢ = 0 entonces X se obtiene del push-out

Q{ jg
(H/\EAO NiDg) H(HMEBO Dg) —>X0'
Como () = X, es la inducida en el push-out de una g-cofibraciéon entonces es
g-cofibracion. Supdéngase ahora que X971 es g-cofibrante. i, : X7 — X7 es

la inducida en un push-out de una g-cofibracion por lo que es g-cofibracién,
luego la composicién () — X971 < X7 también lo es. Teniendo en cuenta
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que X = colim X? y haciendo uso de razonamientos andlogos a los hechos
en la proposicion 1.3.11 para verificar que la aplicacion ¢ de la factorizacion
de f es g-cofibracién, se demuestra que X es g-cofibrante. O

Corolario 1.3.3 (Teorema de Whitehead)

Sea f: X = Y aplicacion exterior entre gCW complejos. Entonces f
es una equivalencia de homotopia exterior si y solo si f es g-equivalencia

débil.

Demostracién:

Basta observar que todo gCW complejo es g-fibrante y g-cofibrante y que
para espacios exteriores g-cofibrantes, homotopias a izquierda, a derecha y
homotopia exterior coinciden. Combinando esto con el teorema de White-
head en una categoria de modelos cerrada [68] se tiene el resultado. 0

Noétese que todo CW complejo es un gCW complejo con externologia la
propia topologia. Esta externologia no tiene por qué coincidir con la de los
complementos de los compacto-cerrados. El lema que viene a continuacién
es una herramienta util a la hora de dar condiciones suficientes para que
un CW complejo dotado de la externologia de los complementos de sus
compacto-cerrados sea un gCW complejo.

Lema 1.3.6 Sea el push-out en E,

A—1sC

"

B—

7 Y

donde B, C' son Hausdorff y con las externologias de los complementos de
sus compacto-cerrados. St f es cerrada e inyectiva, o bien propia, y g es
propia entonces la externologia push-out en X es la de los complementos de
sus compacto-cerrados.

Para una demostracién puede consultarse [38].

Proposicién 1.3.14 Sea X un CW complejo localmente finito, de dimen-
sion finita y con un numero contable de celdas en cada dimension. Entonces
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X, con la externologia de los complementos de sus compacto-cerrados, es un
gCW complejo.

Demostracién:

Se procede por induccién sobre la dimension de X, ¢. Si g es cero entonces
X = X? se obtiene a través del push-out en Top de la forma

N
Hner Dg HneAO IS X07

con [[,¢4, fn homeomorfismo. Si Ay es numerable, las 0-celdas se pueden
reagrupar como NxDY. Se define f : NxD° — X° como f(n,z) = f.(z),
dando lugar al diagrama

]
Nx D° f—>X0.

Entonces, si se considera en X° = X la externologia push-out, se tiene
un push-out en E. Noétese este diagrama esta en las condiciones del lema
anterior, por lo que se tiene un push-out en E considerando en X° la ex-
ternologia de los complementos de sus compacto-cerrados. En el caso que
Ap sea finito, se tiene que [[,c4, DY tiene la externologia de los comple-
mentos de sus compacto-cerrados; haciendo el mismo razonamiento se tiene
también el resultado.

Supoéngase ahora cierto para dimensiones menores o iguales que g — 1.
Si X = XY, se obtiene de un diagrama push-out en Top:

HnGAq ‘gg‘

1 _
HneAq Sg Xq 1

HnEAq Dq Xq.

n
HnGAq fg
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Si A, es numerable, procediendo de forma similar para ¢ = 0, se pueden
reunir las celdas en una N-celda.

Se tienen las aplicaciones ¢? : NxS? 1 — X1y f7 . uxD? — X9,
dadas por g?(n, ) = gi(x), fU(n,z) = fi(x) respectivamente. Asi, se tiene
un push-out en Top:

A

Nx D1 T)Xq.

Se observa que en NxD? NxS97! las externologias coinciden con las de
los complementos de sus compacto-cerrados. El diagrama anterior es un
push-out en E si se considera en X? la externologia push-out. Por otro
lado, todos los p-esqueletos de X son espacios Hausdorff. Si se denota por
i: 58771« D7 la inclusién candnica se tiene que idyx7 : Nx SS9t < Nx DY
es una aplicacién propia. Ademds, la aplicacién ¢? : Nx S9! — X971
es exterior. Efectivamente, sea K C X?7! un compacto-cerrado, entonces
estd contenido en un numero finito de celdas. Sea e una de esas celdas, de
dimensién ¢ — 1. Si (¢g?)7'(€) no es compacto entonces corta a un nimero
infinito de (q-1)-esferas, contradiciendo que X sea localmente finito. Asi,
(g7)'(€) es compacto; se concluye de la continuidad de ¢? y el hecho de
que todo cerrado en un compacto es compacto, que (g?)~'(K) es compac-
to-cerrado. Aplicando el lema anterior se obtiene el resultado.

Si A? es finito, entonces [[,c4, D} tiene la externologia de los comple-
mentos de sus compacto-cerrados, [,c4, Si=l ey [l,ca, D es propia, asi
como [[,ea, Si=1 — X971 Procediendo de forma andloga al caso numerable

se concluye la demostracion. O

Como corolario,

Corolario 1.3.4 (Teorema de Whitehead propio)

Sea f: X = Y una aplicacion propia entre CW complejos localmente
finitos, de dimension finita y con un numero contable de celdas en cada
dimension. FEntonces [ = f. es g-equivalencia débil si y solo si f es una
equivalencia de homotopia propia.
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Demostracién:

Por la proposicién anterior, X., Y, son gCW complejos. Entonces f = f,
es g-equivalencia débil si y sélo si f. es equivalencia de homotopia exterior
si y solo si f es equivalencia de homotopia propia.

Noétese que e(X x I) = e(X)x 1. 0

1.4 Comparacion de estructuras de modelos.

En esta nueva seccion se compararan las estructuras de categorias de mo-
delos existentes en E: la e-estructura, la g-estructura, asi como también la
de los espacios topologicos.

Como se ha visto, la categoria de los espacios exteriores tiene una es-
tructura de categoria simplicial de modelos cerrada con las e-fibraciones,
e-cofibraciones y las e-equivalencias, y otra con las g-fibraciones, g-cofi-
braciones y g-equivalencias débiles. Cabe preguntarse qué ocurre con las
categorias localizadas respectivas.

Se denotara por Hoe(E) a la categoria localizada de E con la estructura
de modelos derivada de las e-fibraciones, e-cofibraciones y e-equivalencias
débiles. Similarmente se denotara por Hog(E) a la localizada de E con
la estructura derivada por los g-morfismos respectivos. Obsérvese que, de
forma obvia, existe una adjuncion,

id
E—/E.
id
Evidentemente id : E — E lleva g-fibraciones en e-fibraciones y g-equiva-
lencias débiles en e-equivalencias débiles, por lo que lleva e-cofibraciones en
g-cofibraciones. Ademas,

Proposicién 1.4.1 Si f : X — Y es una e-equivalencia débil, con X, Y
e-cofibrantes, entonces es una g-equivalencia débil.

Demostracién:

Por el teorema de Whitehead f es una e-equivalencia de homotopia.
Obviamente su olvido en Top es equivalencia de homotopia puesto que
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U(XxI)=U(X) x I. En particular es equivalencia débil en Top, por lo
que f es g-equivalencia débil. O

Corolario 1.4.1 Existe una adjuncion,

L(id) : Hoo(E) = Ho,(E) : R(id).

Demostracién:

Consecuencia inmediata de la proposicion anterior, de los anteriores co-
mentarios y del teorema 0.1.1. O

Proposicién 1.4.2 El funtor L(id) : Hoo(E) — Hog(E) es un embe-
bimiento.

Demostracién:

Si X es un objeto de Hoe(E) entonces L(id)(X) = Q<(X) donde Q.(X)
es la aproximacion e-cofibrante de X; px : Q.(X) — X es la e-fibracion
trivial asociada.

Por otro lado R(id)(X) = R.(X) = X, con R.(X) la aproximacién e-
fibrante de X, que es igual a X pues todos los objetos son e-fibrantes. En
este caso, dado X un objeto e-cofibrante, si f : id(X) — Y es e-equivalencia
débil entonces su inducida en la adjuncién f: X — id(Y) es e-equivalencia
débil, de lo que se deduce que la unidad de la adjuncién en X, nx, es iso-
morfismo en Hoo(E). Si X no es e-cofibrante se considera su aproximacion
e-cofibrante mediante la e-fibracién trivial px : Q.(X) — X, y el diagrama
conmutativo en Hoe(E),

X = R(id)L(id)(X)

donde 7. : E — Ho(E) es la proyeccion de E sobre la localizada, por
lo que la unidad de la adjuncién en X, nx es isomorfismo, concluyendo la
demostracion. 0
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Otra comparacion de especial interés es entre las categorias localizadas
de Top con la estructura de Quillen y la localizada Hog(E). El funtor olvido
U : E — Top transforma g-fibraciones en fibraciones y g-equivalencias
débiles en equivalencias débiles.

Su funtor adjunto a izquierda V' : Top — E, en el que a cada espa-
cio topologico se le considera como externologia su topologia, verifica la
siguiente propiedad:

Proposicién 1.4.3 V : Top — E transforma equivalencias débiles entre
cofibrantes en g-equivalencias débiles.

Demostracién:

Por el teorema de Whitehead y como en Top todos los objetos son
fibrantes, dado f : X — Y equivalencia débil entre cofibrantes, es una
equivalencia de homotopia. Como V(Z x I) = V(Z)xI, para cualquier
espacio topolégico 7, se tiene que V(f) es una e-equivalencia de homotopfa,
luego una e-equivalencia débil. Ademéas U(V(f)) = f es equivalencia débil
en Top. O

Corolario 1.4.2 FExiste una adjuncion,

L(V) : Ho(Top) == Hog(E) : R(U/).

a

Proposicién 1.4.4 El funtor L(V) : Ho(Top) — Hog(E) es un embe-
bimiento.

Demostracién:
Si X es un espacio topoldgico, entonces L(V)(X) = V(Q(X)), con Q(X)

aproximacién cofibrante de X en Top. Por otro lado, si X es espacio
exterior, R(U)(X) = U(X). Razonando de forma analoga a la demostracién
hecha en la proposicion 1.4.2, si X es cofibrante en Top y se tiene que f :
V(X) = Y es g-equivalencia débil entonces f: X — U(X) es equivalencia

débil, deduciéndose que la unidad de la adjuncién es isomorfismo. O



Capitulo 2

Modelos simpliciales.

En este capitulo se presentan dos modelos algebraicos para la categoria de
los espacios exteriores: los M-conjuntos simpliciales y los conjuntos sim-
pliciales exteriores. Las dos primeras secciones estan dedicadas al primer
modelo mencionado. Se establece una estructura de categoria simplicial
de modelos cerrada y la creacion de funtores adjuntos, realizacién y sin-
gular exteriores, que inducen otra adjuncion en las categorias localizadas
respectivas. Fn la segunda seccién se estudia un conjunto simplicial, pris-
mas infinitos, asociado a cada M-conjunto simplicial y, por tanto, a cada
espacio exterior mediante su singular exterior.

En las siguientes secciones se extendera la nocién de exterior a otras
categorias, entre ellas, el segundo modelo. Otras son los grupos abelianos
simpliciales exteriores y conjuntos (grupos abelianos) exteriores. La relacion
de este otro modelo con E es la existencia de una adjuncién a través de
funtores analogos a la realizacién geométrica y el singular clasicos. En la
ultima seccion se estudia la categoria de los grupos abelianos simpliciales
exteriores y sus relaciones con el modelo y otras categorias con el fin de
establecer un puente para definir invariantes homologicos.

2.1 M-conjuntos simpliciales.

Se definira la categoria de M-conjuntos simpliciales, demostrandose que
tiene una estructura de categoria simplicial de modelos cerrada y después

67
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se crearan los funtores adjuntos singular y realizacion geométrica exterio-
res. Dichos funtores induciran una adjuncion en las categorias localizadas
respectivas.

L.J. Hernandez [44] demuestra la existencia de tal estructura de Quillen,
no obstante, se presenta aqui una demostraciéon diferente.

Se comienza con las nociones de monoide, M-conjunto y M-aplicacion.

Definicién 2.1.1 Un monoide es un conjunto M con una ley de com-
posicién interna - : M x M — M verificando

(i) m-(m"-m"”) = (m-m')-m”, para cualquier m, m’, m” de M. (Ley
asociativa).

(ii) Existe 1 € M tal que 1 -m = m -1 = m, para cualquier m de M.
(Existencia de elemento neutro).

Todo monoide M se puede considerar como una categoria con un solo
objeto *, donde los morfismos * — % son los elementos de M, siendo la
composicion la operacién. Reciprocamente, toda categoria con un unico
objeto tiene estructura de monoide considerando sus morfismos y como
operacion su composicion.

Definicién 2.1.2 Sea M un monoide, un M-conjunto a derecha es un par
(X,0), donde X es un conjunto y 6 representa una accién de M por la
derecha de X, esto es, una aplicacion 8 : X x M — X tal que

(i) 0(0(x,m),m") = O(x,m - m’), para cada x de X y m, m’ de M;
(ii) O(x, 1) = @, para cada x de X.

Para simplificar notacién, #(x, m) se representard por x - m. Si no hay
lugar a confusién el par (X, 0) se denotard simplemente por X. Asi, en las
propiedades (i) y (ii) de la definicién anterior se escribe (x-m)-m’ = x-(m-m’)
y -1 = x respectivamente.

Definicién 2.1.3 Si X, Y son M-conjuntos por la derecha, una M -aplica-
cion a derecha de X a Y consiste en una aplicacion f: X — Y que respeta
las acciones, es decir, f(x-m) = f(x)-m, para « de X y m de M.



2.1. M-conjuntos simpliciales. 69

La composicién de M-aplicaciones por la derecha es M-aplicacién por
la derecha y la identidad en un M-conjunto es M-aplicacion por la derecha.
Surge entonces la categoria de M-conjuntos por la derecha, denotada por
Setsy. También existe la nocion de M-conjunto y M-aplicacion por la
izquierda, dando lugar, de forma natural, a la categoria de M-conjuntos a
izquierda, pSets. A partir de aqui, cuando se haga referencia a M-conjun-
tos y M-aplicaciones se entendera que son por la derecha.

Considerando a M como categoria se puede hablar de la categoria de
funtores, SetsM®”. Esta categorfa y la categoria de M-conjuntos estan rela-
cionadas.

Proposicién 2.1.1 Setsy y SetsM™ son categorias isomorfas.

Demostracién:

Se define F' : Setsy; — SetsM™ como sigue: si X es un M-conjunto,
entonces F'(X)(x) = X, F(X)(m)(x) =a-m; Y,si f: X — Y es una
M-aplicacién entonces F(f). = f : X — Y, haciendo que F(f) sea una
transformacién natural.

Ahora se define GG : SetsM™ — Setsy como, G(X) = X(x) con la
accion x -m = X(m)(x); y si f: X — Y es una transformacién natural
entonces G(f) = f.: X(x) = Y(x) es M-aplicacién.

Se dejan los detalles al lector. 0

Dada una categoria cualquiera C, se ha hablado de la categoria de obje-
tos simpliciales de C como la categoria de funtores C2°" donde A es la ca-
tegoria simplicial. Fn este caso, la categoria de M-conjuntos simpliciales es
(Setsy )A™ = (SetsM™)A" = SetsA” M — Sets(AXM)*P Todas estas
reformulaciones se podran usar indistintamente para designar a la categoria
de los M-conjuntos simpliciales.

Si X @ (A XxM)°? — Sets es un M-conjunto simplicial entonces se
denotara X(([p],+)) = X, a (¢,m) : ([p],*) = ([g], *) como ¢ : [p] = [q].

De forma natural surge el funtor olvido U : Setsy — Sets, también
considerado como U : SetsM™ — Sets, U(X) = X (x), olvidando la accién
del monoide. Este funtor se extiende simplicialmente, olvidando nivel a nivel
la accién del monoide en los conjuntos, a U2™ : (SetsM™)2" — Sets®™
que se denotara, si no hay lugar a ambigtiedad, como U.

Y
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Mediante este funtor olvido, U, se obtienen los siguientes morfismos es-
peciales:

Definicién 2.1.4 Sea f: X — Y una M-aplicacion simplicial, entonces
(i) f es una fibracion, si U(f) es fibracién en Sets®™";
(ii) f es una equivalencia débil, si U(f) es equivalencia débil en Sets®™";

(iii) f es cofibracion, si tiene la P.E.I. respecto de las fibraciones triviales.

En el siguiente teorema se hara una aplicacion directa del teorema 0.3.1.

Teorema 2.1.1 La categoria de M-conjuntos simpliciales, Sets(A*xM)°?

junto con las fibraciones, cofibraciones y equivalencia débiles definidas an-
teriormente, tiene estructura de categoria de modelos cerrada.

Demostracién:

Obsérvese que la categorfa de conjuntos simpliciales, Sets®””, es una
categoria de modelos cerrada completa y cocompleta. Por otro lado, si
f X — Y es una aplicaciéon simplicial, entonces f es fibracion (resp.
fibracion trivial) si y sélo si tiene la P.E.D. respecto de

{V(n,k) = Aln], n >0, 0 <k <n}
(resp. respecto de la familia de aplicaciones simpliciales
{A[n] = A[n], n > 0}).

Se hace notar que los dominios son secuencialmente pequenos. FEntonces,
op op ’

el teorema 0.3.1 asegura que (Sets®”")M"” es una categoria de modelos

cerrada con la siguiente estructura: f: X — Y se dird que

(i) es fibracién si fi. : X (%) — Y (%) es fibracién en conjuntos simpliciales;

(ii) es equivalencia débil si f. : X(*) — Y (%) lo es en conjuntos simpli-
ciales;

(iii) es cofibracién si tiene la P.E.I. respecto de las fibraciones triviales.

Pero, observando la conmutatividad del siguiente diagrama:

(SetsM™)A Y GetsA®

wlg
(cv)a

(SetsA™ )M
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con p(X)(*), = X,(*), se tiene que (ev). = U. Entonces, con la estructura
dada inicialmente, (SetsM™)A°" = Sets(A*M)™ o5 categoria de modelos

cerrada. 0

Evidentemente, (SetsM™)A”" es una categoria simplicial, véase 0.2.1.
Ahora, el objetivo a demostrar es la compatibilidad de las dos estructuras,
es decir, que se verifican los axiomas SMO y SM7. Primeramente, y en esta
linea, se comprueba la existencia de X @ K y X en el sentido simplicial

de Quillen.

De la cocompletitud de SetsM™” | dado X un M-conjunto simplicial y K
un conjunto simplicial:

Definicién 2.1.5 El M-conjunto simplicial X ® K viene dado como
(X ® [()n = HTEIX"n Xn7

v sijo @ Xy — Irex, Xn denota a la inclusion o-ésima, o € K,, y
@ : [m] — [n] es una aplicacion creciente, entonces (X @ K)(¢) es la tnica
M-aplicacion, w, tal que wj, = ji(4))X (@), para cada o € K.

De forma similar, si f : X — X’ es una M-aplicacion simplicial y
A: K — K’ es una aplicacién simplicial, se tiene una M-aplicacion simpli-
cial f@A: X ®K — X' ® K'. De esta forma se comprueba la existencia
del funtor

_@ _: (SetsM™)A™ x Sets®™ — (Sets™M”")A.

Segun el capitulo 0 de la memoria, X @ K, es el objeto simplicial en el
sentido de Quillen. En este caso existia, ademas, un isomorfismo canonico,

XK xL)2(X@K)® L.

Definicién 2.1.6 Dado X un M-conjunto simplicial, K un conjunto sim-
plicial, se define X* como sigue:

(X%, = Homsgegsave (K x Aln], U(X),
XK (99) = (Zd]\ X S‘Q*)*
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X% es un M-conjunto simplicial sin mas que hacer uso de la estructura de
M-conjunto simplicial de X. Por otro lado, si f: X — Y es M-aplicacién
simplicial y A : K — L es aplicacién simplicial, entonces f* : X* — Y&
viene dada como (f*), = (A X ida[))*U(f)«. Se obtiene, asi, un funtor

() : (Sets®™)°P x (SetsM™ )2 — (SetsM™)A™.
Inspirandose en la proposicién 0.2.1 se obtiene,

Proposicién 2.1.2 Si X, Y son M-conjuntos simpliciales y K un conjunto
simplicial, existe una biyeccion natural,

Hom(setsMop)AOP (X @ [(7 Y) = Hom(SetsMop)AOP (X7 YK).

Demostracién:
Sea ¢ 1 Homgegemeryacr (X @ K,Y) — Hom gegemoryacr (X, YE), dada

por
(P (H)n(@)m(k, 0) = frje(X (o) (x)).

Su inversa viene dada como

D(gIngn(x) = gul@)alk, idpy)-

Es sencillo comprobar la naturalidad. 0

Corolario 2.1.1 5i X es un M-conjunto simplicial y K, L son conjuntos
simpliciales entonces X¥*L = (XE)L,

Demostracién:

HOm(SetSMOP)AOP (Y, XI(XL)

1211 112 1R

para todo M-conjunto simplicial Y. Se deduce asi que X5¥*L = (XE)L
Se sigue que

HOm(SetSMOP)AOP (X, YI() = HOm(SetSMOP)AoP (X X [X], Y)
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= Homgegeaor (K, Homygegomoryaor (X, Y)),

donde Homgegsmoryacr es el funtor de la estructura simplicial de la categoria
de los M-conjuntos simpliciales. Luego X, asi definido, es el objeto X* en
el sentido simplicial de Quillen. Asi, pues, la categoria de los M-conjuntos
simpliciales verifica el axioma SMO.

La proposicién 2.1.2 tiene una generalizacion simplicial.

Proposicién 2.1.3 Sean X, Y M-conjuntos simpliciales y K un conjunto
simplicial. Entonces existe un isomorfismo simplicial,

Hﬂ(setsMop)AOP (X % [(7 Y) = —Hom(SetsMop)AOP (X7 YK).

Demostracién:

Sin > 0 entonces

Hﬂ(setsMop)Aop (X ® K, Y)n = HOm(SetSMOP)AOP ((X & [X) & A[ ] Y)
(SetsMOP) AP (X ® ([X X A[ ]) Y)
(setsmoryacr (X @ Aln]) @ K,Y)
(SetsMOP ) AP EX ® A[ ] YI‘)

( )

L1 077t (gegsMOP)ACP X YB)

Teniendo en cuenta la naturalidad de las biyecciones en todas las variables
el resto de la demostracion es evidente. 0

Queda por comprobar el axioma SM7. Es necesario definir antes un
funtor adjunto a izquierda del funtor olvido de M-conjuntos simpliciales en
conjuntos simpliciales.

Definicién 2.1.7 Sea X un conjunto. Se define el M-conjunto X & M
como X x M. Si f: X — Y es una aplicaciéon, entonces f © M = f x 1dyy.

Noétese que (x,m)-m’ = (x,m-m’), origina una accién por la derecha de

M en X x M haciendo que X © M sea un M-conjunto. Ademas, de forma
natural, f © M es M-aplicacién. Esta construccion da un funtor

_© M : Sets — Setsy,

o su isomorfo Sets — SetsM*”



74 Capitulo 2. Modelos simpliciales.

Proposicién 2.1.4 Sea X un conjunto, Y un M-conjunto. Entonces existe
una biyeccion natural,

Homsgetsy, (X © M,Y) = Homgets( X, U(Y)).

Demostracién:

Si f: X©OM —Y es una M-aplicacién entonces f:X =Y viene dado
por f(x) = f(x,1). Por otro lado, si g : X — U(Y") es aplicacién entonces
g: X ©M — Y viene dado por g(z,m) = g(x) - m. Evidentemente g es
M-aplicacién. Ademds, f = f. v § = g, dando lugar a la biyeccion. La
naturalidad es inmediata. 0

Asi, se tiene una adjuncion,
_OM:Sets—=SetsM" : U, _0oOMAU.

que inducen funtores adjuntos, que se denotaran con los mismos simbolos,
en las categorias simpliciales correspondientes:

&) M : SetsA™ = (Sets™M™)A . [/,

Proposicién 2.1.5 La categoria de los M-conjuntos simpliciales verifica el

azxioma SMT.

Demostracién:

op ’
(AXM)?P o5 una categorfa de modelos cerrada en la que se

Ya que Sets

da el axioma SMO, basta comprobar que verifica SMT(a).
(A xM)°P (

Sea p : X — Y una fibracion en Sets
Se tiene el pull-back

resp. fibracion trivial).
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Como U : Sets(A*M)°? _ SetsA°® s un funtor adjunto a derecha, preserva
limites, en particular pull-backs. Teniendo en cuenta que U(X%) = U(X)¥,
U(fY) =U(f)" y que Sets®™ verifica SM7(a) al ser una categoria simpli-
cial de modelos cerrada, como U(p) es fibracion (resp. fibracion trivial) de
conjuntos simpliciales se tiene que U(p) es fibracion (resp. fibracién trivial)
de conjuntos simpliciales. Asi, ¢ es fibracion de M-conjuntos simpliciales
(resp. fibracién trivial). El resto de la demostracion se razona de forma
idéntica. 0

Todos los resultados expuestos se resumen en un corolario.

Corolario 2.1.2 Sets®*M)* 5 una categoria simplicial de modelos ce-
rrada.

Se construiran ahora unos funtores adjuntos de una categoria en la otra,
llamados singular exteriory realizacion geométrica exterior, para, posterior-
mente comprobar que inducen una adjuncion en las categorias localizadas
respectivas.

Se considera el monoide concreto M = Homg(IN,IV), donde en N se toma
la topologia discreta y externologia de los complementos de sus subconjuntos
finitos. Dado n € WU {0} se considera el n-simplice standard geométrico
A,. Si ¢ : [n] = [m] es creciente, vg, vy, ...,v, son los vértices de A, y
Wo, W1, ..., Wy, los correspondiente vértices de A,, entonces se induce una
aplicacion continua denotada como ¢ : A, — A, dada por

P(Ximo Vi) = Yl Tite(i)-
Esto da origen a un funtor A — Top.
Definicién 2.1.8 Se define el funtor singular exterior,
Sing. : E — Sets(A*M)°?,
como

Singe(X), = Homg(NxA,, X),
Singe(X)(p,m) = (mxg)",
Singe(f)n = fe
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Proposicién 2.1.6 FEziste un funtor |.|. : SetsA*M™ s B llamado re-
alizacion geométrica exterior, tal que es adjunto a izquierda del funtor sin-
qular exterior.

Demostracién:
Sea el funtor A: A x M — E dado como

A([n],IV) = WX A,
Alp,m) = mxg.

Notese que se esta en las condiciones del teorema 0.4.1, y que, en este caso,

el funtor R es, exactamente, el funtor singular exterior Sing.. Asi, existe el
funtor |.|. = L : Sets(A*M)*" _ .

|X|6:colim(/ X AxMAE),
AxM
para cada M-conjunto simplicial X. O

Lo siguiente a desarrollar es desvelar si estos funtores, de reciente cons-
truccion, inducen de alguna forma unos funtores adjuntos en las categorias
localizadas respectivas. La metodologia empleada para tal fin vendra di-
rigida por las hipdtesis del teorema 0.1.1 de Quillen.

Primeramente se observa que el funtor |.|. hace conmutativo el siguiente
diagrama (véase la proposicion 0.4.1):

A x M —% Getg(AxM)oP

Al 1o

E.

En Top, el conocido funtor singular, Sing : Top — Sets®” viene dado
por Sing(X), = Hommop(A,, X), Sing(X)(¢) = (@), Sing(f)n = f
Se construye a partir del funtor B : A — Top, dado por B([n]) = A,,
B(¢) = ¢, mediante el teorema de Mac Lane-Moerdijk. En este caso, la
realizacién geométrica ordinaria, |.| : Sets®”” — Top, tiene la expresién

K| = colim (/ K™ A & Top),
A
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para cada conjunto simplicial K. Ademads, hace conmutativo el diagrama

A — Sets®™”

)| A

Top.

La proxima proposicién dard una caracterizacion de e-fibracién en E a
través del singular exterior.

Proposicién 2.1.7 Sea K un conjunto simplicial, entonces
|K & M|, 2 Wx|K]|.

Demostracién:

Teniendo en cuenta el triangulo conmutativo |.|.y = A, dado ([p],*)
objeto de A x M, el funtor de Yoneda, y, verifica

y([p]v*)q = HomAXM(([Q]v*)v ([p]v*))
= HomAXM(([Q]vN)v ([p]vN))
= HomA([Q]v [p]) X HomE(NvN)
= Alply, x M
= (Alpl © M),.

Se llega a que y([p], *) = A[p]|© M. Asi, |[Alp]oM|. = WxA, = Nx|A[p]].
Se observa que también |p. © M|. = idyXx|p.|. Se considera ahora el funtor
C : A — E como C([p]) = NxA,, C(¢) = idy x ¢. Entonces, por un
lado C' = (Nx_)B, y, por el teorema de Mac Lane-Moerdijk, un diagrama
conmutativo,

Yy
— SetsA””

I

E

Y

donde |K|c = colim (f, K ™5 A S E), para cada conjunto simplicial
K, siendo su adjunto a derecha un funtor Sings, dado por la expresién
Singe(X), = Homg(NxA,, X).

Si U : Sets(A*M)*" 5 SetsA” s el funtor olvido entonces se tiene que
Singe = USing.:
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Sea X un espacio exterior y p > 0. Entonces

Singe(X), = Homg(NxA,, X) = U(Sing.(X),) = (USing.(X)),,
Singe(X)(¢) = (1dnxp)" = (USing.(X)) (),
Singe(f), = fo = USing.(f).

Teniendo en cuenta que la composicién de adjunciones es adjuncién y que
el adjunto es unico salvo isomorfismo natural se tiene |.|¢ = |.|.(-© M). Asi,
para cada conjunto simplicial K se tiene |K|¢ = |K © M|.. Para finalizar,
hay dos diagramas conmutativos, |.|y = By |.|cy = (Nx_) B. Entonces

|K o M|, 2 |K|c
colim (fo K ™5 A & E)
colim (f5 K ™ A 5 Top 5 E)
Nxcolim ([ K™ A 2 Top)
= Nx| K.

12

11

12

El pentltimo isomorfismo proviene del hecho que Nx_: Top — E es
adjunto a izquierda de (.)V : E — Top (corolario 1.2.3), por lo tanto,
preserva los colimites. O

De forma natural se comprueba que si A : K — K’ es una aplicacién
simplicial entonces |A © M|, 2 idyx ||, y de aqui, el isomorfismo natural

[-Je(-© M) = (O],

Proposicién 2.1.8 Sea f: X — Y una aplicacion exterior. Entonces, f es
e-fibracion si y solo si tiene la P.E.D. respecto de Nx|V (p, k)| — Nx|A[p]|,
p>0,0<k<np.

Demostracién:

| es e-fibracién si y sélo si f es fibracién en Top, es decir, para cada
diagrama conmutativo, con p > 0, 0 < k < p,

V(p, k)| — X"
|
|Alpl] —— Y7,
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existe elevacion. Haciendo uso del corolario 1.2.3 es equivalente a que f
tenga la P.E.D. respecto de Wx|V(p, k)| — Nx|A[p]|. 0

Proposicién 2.1.9 Sea f : X — Y wuna aplicacion exterior. Entonces f
es e-fibracion si y solo si Sing.(f) es fibracion en Sets(A*M)°

Demostracién:

Si f: X — Y es exterior, Sing.(f) es fibraciéon de M-conjuntos sim-
pliciales si y s6lo si USing.(f) es fibracién de conjuntos simpliciales. A su
vez, esto es equivalente a que para cada p > 0, 0 < k < p y diagrama
conmutativo de la forma

Vp, k) —=USing.(X)
i lUSinge(f)
A[p] - USinge(Y)v

exista elevacién. Ahora bien, se tiene unas adjunciones,

_OM [-]e
SetSAop - SetS(AXM)op - E7
U Singe

cuya composicion da lugar a la adjuncién

|-le(-0M)

Sets®™” E.

USinge

Asi, probar que existe elevacion en dicho diagrama es probar, teniendo en
cuenta el isomorfismo natural |.|.(-© M) = (N x _)|.|, que existe elevacion
en el siguiente:

NV (p, k)| —== [V(p,k) & M|. “—> X
idN>2|i| |i®M| lf

NX|A[p]] —=

Alp) & M|~ .

En particular, el funtor singular exterior preserva fibraciones. Ademas,

este funtor preserva equivalencias débiles.

Lema 2.1.1 USing., Sing(.)" : E — Sets®™ son funtores naturalmente
isomorfos.
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Demostracién:

Sea X espacio exterior y p > 0, entonces

USinge(X), = U(Singe(X),)
= U(Homg(INxA,, X)
>~ Homrop(A,, X
= Sing(XY),
= Sing(.)"(X),.

La naturalidad en todas las variables concluye la demostracion. 0

Proposicién 2.1.10 El funtor singular exterior preserva equivalencias dé-

biles.

Demostracién:

Sea f : X — Y una equivalencia débil. Comprobar que Sing.(f) es
equivalencia débil es comprobar que USing.(f) es equivalencia débil en
conjuntos simpliciales. Por otro lado, f" es equivalencia débil en Top,
y como el funtor singular Sing : Top — Sets®™ preserva equivalencias
débiles, entonces Sing(f") es equivalencia débil en conjuntos simpliciales;
pero USing.(f) = Sing(f). 0

El funtor singular exterior también tiene relaciones con las fibraciones
triviales.

Proposicién 2.1.11 Sea f: X — Y una aplicacion exterior. Entonces f
es e-fibracion trivial si y solo si Sing.(f) es fibracion trivial en Sets(A*M)°P,

Demostracién:

Que f sea e-fibracién trivial es equivalente a que tenga la P.E.D. respecto
de los diagramas

Nx§P~1 —— X
lf
NXxDP ——=Y.

Pero 1x 5771 = 1| Ap]| = |A[p] @ M| y nx DP = ix|Afp]| = |Alp] & M.

Como |.|.(- ® M) es adjunto a izquierda de USing., es equivalente a que
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tenga elevacién para

Alp] — 5 USing.(X)

j lUSinge(f)

Alp] —= USing.(Y).

Es decir, que USing.(f) sea fibracién trivial en conjuntos simpliciales, o,
equivalentemente, que Sing.(f) sea fibracion trivial en M-conjuntos simpli-
ciales. 0

El funtor singular exterior y la exponenciacion estan relacionados.

Proposicién 2.1.12 Sea X espacio exterior y K un conjunto simplicial.
Entonces Sing.(X™) = Sing.(X)E.

Demostracién:
Sea n > 0, entonces

Sing.(X™), = Homg
=~ Homg

NxA,, XK

(NxA, ) x| K], X)

= Homgp((Nx|Aln]|)x K, X)

=~ Homg N;<|A[n] X [X’7|,X)

=~ Homg(|(Aln] x K)©® M|., X)

= Homgepgaxmer ((Aln] x K) & M, Sing.(X))
> Homgegsaor (Aln] x K,USing.(X))

= Homgegsaor (K X A[n], USing.(X))

>~ Sing.(X)E.

e e,

La naturalidad de todas las biyecciones concluye la demostraciéon. 0O

De forma similar, si A es una aplicacion simplicial y f una aplicacion
exterior, entonces Sing.(f) = Sing.(f)*.

El funtor singular exterior preserva fibraciones triviales y las cofibra-
ciones estan caracterizadas por la P.E.I. respecto de las fibraciones triviales
con lo cual se tiene que el funtor realizacién geométrica exterior trans-
forma cofibraciones en e-cofibraciones. En particular, como |.|. preserva
el objeto inicial, transforma cofibrantes en cofibrantes. Haciendo uso de la
proposicion 2.1.9, el hecho de que en E todos los objetos son e-fibrantes y
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que preserva el objeto final entonces, el singular exterior de todo espacio
exterior es un objeto fibrante.

Proposicién 2.1.13 Sea f: X — Y una equivalencia débil de M -conjun-
tos simpliciales, con X, Y cofibrantes. Entonces, |f|c: |X|. = |Y|. es una
equivalencia de homotopia exterior.

Demostracién:

Sea Z un espacio exterior cualquiera, entonces, por la proposicién 2.1.12,
el siguiente diagrama es conmutativo:

Homg(|X|., A ) —— Homgegg(axmer (X, Singe(Z)A[l])

oo oo

Homg(| X, Z) —g— Homggggaxmper (X, Sing.(Z)).

Asi, los coigualadores correspondientes son isomorfos, en otras palabras,
Homg)(|X|e, Z) = Hom (ges(axmer (X, Sing.(Z)), siendo la biyeccién

natural.

Ya que f es equivalencia débil induce una biyeccién en la categoria
localizada de Sets(AXM)OP7

Homgsygseesiassnoe (V. Sing.(£)) 2 Hormpsyiseesiassnee (X, Sing.(Z).
Como Y es cofibrante y Sing.(7) es fibrante,
Homygsetsaxmer (Y, Sing. (7)) = Hom (gegsaxmer (Y, Sing.(7)),
y de la misma forma para X. Luego

It Hompgepsiaxmor (Y, Singe (7)) = Hom (geps(axmor (X, Sing.(Z))

es biyeccion. Ademas, se tiene un diagrama conmutativo,

Homg(|Yl.. 7) A Homg(|X|.. )

.| |-

HomW(Sets(AXM)OP (Y7 Sznge(Z)) 7) HomW(Sets(AXM)OP (X7 Slnge(z))
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Por tanto, (|f|c)* : Homg)(|Y|e, Z) = Homg)(|X|c, Z) es biyectivo, para
7 cualquier espacio exterior, siendo la biyeccion, natural. Considerando

Z = |X|e, es un simple ejercicio comprobar, usando la naturalidad y la
biyeccion, que b = ((|f]c)*) "' (id|x).) : [Y|e = | X]c es el inverso e-homoté-
pico de | f].. 0

Corolario 2.1.3 FEl funtor realizacion geomélrica exterior, |.|, transforma
equivalencias débiles entre cofibrantes en e-equivalencias débiles.

Demostracién:

Basta tener en cuenta la proposicion anterior y el hecho de que toda
equivalencia de homotopia exterior es una e-equivalencia débil. O

Como corolario a todos estos resultados relativos a los funtores singular
exterior y realizacion geométrica exterior,

Corolario 2.1.4 Existe una adjuncion, L(|.|.) 4 B(Sing.),

L(l-le)
Ho(Sets(A*M)°") —= Ho,(E).
R(Singe)

Demostracién:

El funtor |.|. es adjunto a izquierda de Sing.. |.|. preserva cofibraciones
y equivalencias débiles entre cofibrantes. Ademas Sing. preserva fibraciones
y equivalencias débiles. El teorema 0.1.1 concluye la demostracion. O

2.2 Prismas infinitos.

En esta seccion se definird, para cada M-conjunto simplicial, un conjunto
simplicial especial, denominado prismas infinitos. En ciertos casos serd de
Kan, por lo que se podran definir directamente sus grupos de homotopia. Se
veran propiedades muy interesantes, entre éstas se relacionaran los grupos
de homotopia exterior de tipo Steenrod con los grupos de homotopia de los
prismas infinitos de un determinado M-conjunto simplicial.
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Para X, M-conjunto simplicial, se considera XM v dy, dy : X2 - X,
Cada d. es tal que

(de), : (XA[l])n — X, a~ oo, idy,),
donde o, : [n] — [1] es tal que o.(t) =¢,t € [n], e € {0,1}.
También se tiene a s : X — XA0I.
Sp ot X, — (XA[I])n, (sn(@))m(k,0) = X(o)().

Existe un elemento especial del monoide M = Hompg(N,N).

Definicién 2.2.1 El elemento sh : N — N, sh(k) = k+ 1, k € N, se
denomina operador shift.

Si X es un M-conjunto simplicial se puede definir una aplicaciéon sim-
plicial (sh)* : X — X, dada por (sh):(x) = x - sh, x € X,. Sin embargo,

no es M-aplicacion simplicial.

Definicién 2.2.2 Sea X un M-conjunto simplicial, se define los prismas
infinitos de X, y se denotara por Prinf(X), al conjunto simplicial pull-back

Prinf(X) 2 xAll

p2l l(dodl)

X Gy A

Nétese que el pull-back es en Sets®™. Por otro lado Prinf(X) tiene la
descripcion explicitas:
Prinf(X), = {a € (X3, - (d),(a) = (do)a(a) - sh},
Prinf(X)(p) = X2 ()| Prinf(X),.

Ademés, py : Prinf(X) — XA es la inclusién canénica y p, es
do|Prinf(X): Prinf(X) — X.
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Sih: X — Y es M-aplicacion simplicial, se induce una tinica aplicacion
simplicial Prinf(h) : Prinf(X) — Prinf(Y) con p; Prinf(h) = hAMp,,
p2Prinf(h) = hps. En otras palabras:

Prinf(h),(a) = hy(a), a€ Prinf(X), C (XA[I])n.

Esto define un funtor Prinf : Sets(A*M)® _ SetgA®,

Se ha comprobado que los funtores USing., Sing(.)"¥ : E — Sets®™
son naturalmente isomorfos. Como consecuencia inmediata se obtiene una
relacion entre los grupos de homotopia de tipo Brown y los grupos de ho-
motopia de un determinado conjunto simplicial punteado.

Corolario 2.2.1 Sea Z un espacio exterior y a € Z". Entonces el n-grupo
de homotopia de tipo Brown de (Z,a) es isomorfo al n-grupo de homotopia
del conjunto simplicial punteado (U(Sing.(7)),a’) donde a' : NxANg — Z
es isomorfo a a.

Demostracién:

™ ((Z.a)) = (2", a)

7o (Sing(Z"V), Sing(a)).

121

Pero Sing(Z") =2 U(Sing.(Z)) y Sing(a) se corresponde con «’. 0
Para el caso de los grupos de homotopia de tipo Steenrod, 72((7Z, a)),

con a € Z1R+, existe una relacién directa con el funtor prismas infinitos.
Existe un diagrama de funtores,

E _inge Sets(AxM)°P

(.)H{Jrl le’nf

Sets®”".

Top

Sing

No es conmutativo en el sentido estricto, sin embargo, las composiciones
respectivas son naturalmente isomorfas.

Proposicién 2.2.1 PrinfSinge,Sing(.)lRJr : E — Sets®” son funtores
naturalmente isomorfos.
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Demostracién:

Si Z es un espacio exterior,
Sing(ZB4), = Hommep(A,, Z84) = Homg(IRy <A, 7).
Llamando L : E — Sets®™ al funtor
L(Z), = Homg(IRy xA,, 7),
L(Z)(¢) = (idpg, %3)"
L(f)n = fu

entonces [ = Sing(.)lR+ de forma obvia. Por otro lado,

Prinf(Sing(2)), = {a € (Sing. ()W), : (dy),(a) = (do)o(a) - sh}.

Obsérvese que

(Sing. (7)), = Homsaguaon (A[1] x Aln], U(Sing.(2)
Homgegsaxmper ((A[l] x Aln]) © M, Sing.(Z))
Homs([(A[1] x Afal) & M., 7)

=~ Homg(NX|A[l] x An]|, Z)

~ Homg(Nx(I x A,)), Z),

121

donde I = A; = |All]], siendo la biyeccién natural en todas las variables.
Ademas, existe el diagrama conmutativo

o~

(Sing.(Z)A00y, —— Homg(Nx(I x A,), Z)

(da)nl T
Singe(Z), = Homg(NxA,, 7),

donde (6:)n : Ay = I X Ay, 2~ (e,2), e € {0,1}.

Teniendo en cuenta la conmutatividad del diagrama y denotando, para
cada a € (Sing.(Z)*M),, su imagen por ¢ € Homg(Nx(I x A,),Z) en-
tonces es sencillo comprobar que a € Prinf(Sing.(7)), si y sélamente si
a € Homg(Mx(I x A,), 7) tal que a(k,1,2) = a(k + 1,0, 2), para cada k
natural, y = € A,,.
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Para cada espacio exterior Z se considera el conjunto simplicial T'(7),
donde T'(7),, es el conjunto de las aplicaciones exteriores b : Nx (I xA,) = Z
tales que b(k,1,2) =b(k+1,0,2),k € N,z € A,. Se define,

T(Z)() = idyx(idr x &),

Entonces, se obtiene un funtor 7' : E — Sets®™ tal que PrinfSing. = 1.
Sea la transformacion 6 : T — L :

(07)n(a) = @ : Ry XA, — Z, (1,2) ~ a([t],t — [1], ),

donde (t,2) € Ry XA, y [t] denota la parte entera de t.

a = (0z).(a) es continua puesto que a(k,1,2) = a(k+1,0,2). Ademas es
exterior: sea F e-abierto en Z, entonces a™*(FE) es e-abierto en Nx(I x A,,),
luego existe K C W finito tal que (N-K) x I x A, C a™*(E). Se considera
M = Uiex[t,i + 1] C IRy, que es compacto en IRy y, por tanto cerrado.
Entonces es de sencilla comprobacion que a((IR4-M) x A,) C E.

Reciprocamente, si b: IRy XA, — Z es exterior, entonces
b:nx(I x A,) = Z, (k,t,2)~ bk +t,2),

es también exterior: evidentemente es continua y si £ es e-abierto en Z
entonces existe K C IRy compacto tal que (IR.-K) x A, C b7'(E). Sea
M = {[t],[t] +1 : t € K}. Es finito pues K estd acotado. No presenta
tampoco dificultad demostrar que b((N-M) x I x A,) C E. Ademés, b
verifica b(k,1,2) = b(k +1,0,z), k €N, 2 € A,.

Esto define un isomorfismo simplicial 8 : T(Z) — L(Z). La naturalidad
de la transformacién es inmediata. 0

Corolario 2.2.2 Si 7 es espacio exterior entonces Prinf(Sing.(7)) es un
conjunto simplicial de Kan.

Demostracién:

Basta tener en cuenta el isomorfismo natural de la proposicion anterior
y el hecho de que el singular de todo espacio topolégico es un conjunto
simplicial de Kan. O
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Corolario 2.2.3 Sea 7 espacio exterior y a € 7B+ Entonces los grupos
de homotopia exterior de tipo Steenrod de (Z,a) son isomorfos a los grupos
de homotopia del conjunto simplicial punteado (Prinf(Sing.(Z),a), donde
a se corresponde con a de modo candnico.

Demostracién:

m((Z,a))

12

Wn(ZlRJr,a)
Wn(Sing(ZlRJf), Sing(a)).

12

Pero Sing(ZlR+) = Prinf(Sing.(7)).

2.3 Conjuntos simpliciales exteriores.

Se introducira ahora otro modelo algebraico para E: la categoria de los con-
juntos simpliciales exteriores. Esta nueva categoria, a pesar de no ser de
objetos simpliciales, tendra una estructura de categoria simplicial y ademas
dispondré de unos objetos X @ K, XX, en el sentido simplicial de Quillen.
De esta manera se podra hablar de homotopia y categoria homotépica.
Posteriormente se vera la relacion existente con E mediante una cierta ad-
juncién.

Primeramente se recordaran algunas propiedades conocidas concernien-
tes a subconjuntos simpliciales de un conjunto simplicial dado.

Dado X : A°P — Sets un conjunto simplicial, un subconjunto sim-
plicial, Z, de X, y se denotara Z C X, es un conjunto simplicial tal que
Z, C X,,n>0,y tal que la inclusion ¢ : Z — X es simplicial.

Si Z, Z' son subconjuntos simpliciales de X se puede hablar del subcon-
junto simplicial interseccion Z N Z’, como

(ZNZ"Y, = Z, N7,
(Zn2(e) = X(P)Zun Z,, ¢ :[m] = [n].
También se puede hablar de su unién Z U Z’, como

(202N, = Z, U7,
(ZUZ)(e) = X2,V Z,, ¢:[m]—[n].
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Estas nociones se pueden extender de forma natural a una coleccién arbi-
traria de subconjuntos simpliciales {Z'};c;. Otra propiedad interesante es

quesi 4/ C Xy W CY entonces Z x W C X xY.

Sea ahora f : X — Y una aplicacién simplicial, si Z C Y (resp. W C X))
se considera f~1(Z) C X (resp. f(W) C Y) como f~1Z), = f7(Z.),
n>0y [HZ) () = X() [N Z)us @ [m] = [n], (vesp. [(W), = [u(W,)
y fW)(p) = X(@)[F(W),).

A continuacion, las nociones de conjunto simplicial exteriory aplicacion
simplicial exterior.

Definicién 2.3.1 Un conjunto simplicial exterior consiste en un par (X, ¢),
donde X es un conjunto simplicial y ¢ es una familia no vacia de subcon-
juntos simpliciales de X, llamada externologia, verificando

(i) Si Z1, Z» € € entonces 7y N 73 € &;
(ii)SiZe€e, W C Xy Z CW entonces W € ¢.

Definicién 2.3.2 Una aplicacion simplicial exterior es una aplicacion sim-
plicial entre conjuntos simpliciales exteriores, f : (X,e) — (X', &), tal que
7Y E) € ¢, para cada E € ¢’

Surgen, de forma natural, bases y subbases exteriores, al estilo de los
espacios exteriores. Se deja como ejercicio para el lector comprobar que
todos los resultados concernientes a estas nociones relacionados con las
aplicaciones continuas se pueden transcribir al lenguaje de los conjuntos
simpliciales exteriores con aplicaciones simpliciales.

Si no hay peligro de confusion, a las aplicaciones simpliciales exteriores
se las denotard por f: X — X' omitiendo las externologias. También, se
notaré la categoria de los conjuntos simpliciales exteriores por E-Sets®°".

Teniendo como objetivo demostrar que esta nueva categoria es completa
y cocompleta, se introducen los subobjetos y conjuntos simpliciales exterio-
res cocientes, y se comprueba que tiene productos, coproductos, igualadores
y coigualadores.

Definicién 2.3.3 Sea (X,e) un conjunto simplicial exterior y A C X un
subconjunto simplicial. Se define

ea={ENA:FE€ce}.
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Es externologia en A, dotandola asi de estructura de conjunto simplicial
exterior y haciendo que la inclusion canénica ¢ : A — sea una aplicacion
simplicial exterior.

Sea ahora (X, ) un conjunto simplicial exterior, de forma que en cada
X, existe una relacion de equivalencia compatible, es decir,  ~ 2z’ si y sélo
si X(e)(x) ~ X(¢)(a'), para cada ¢ de A, con codominio [n]. Se considera
(X/~)n = X0/~ v (X/~)(¢) = ¢ la inducida en las proyecciones. X/~ es
el conjunto simplicial cociente.

Se tiene también la proyeccion m : X — X/~ m,(z) = [z], = € X,.
Evidentemente es simplicial, y la externologia

exjm ={E C X/~ n7'(E) € £}

dota a X/~ de estructura de conjunto simplicial exterior. Se denomina
conjunto simplicial exterior cociente.

Sea ahora {( X", &%) };e7 una coleccién de conjuntos simpliciales exteriores.
Por un lado se considera [[;c; X' el conjunto simplicial coproducto, dado
por (ILer X)n = Hier Xy y sigx + XF < [1ier X' representa la inyeccién
k-ésima, k € I, entonces se define la externologia

(Lo, x) = £ CLier X' 1 jiy ' (B) € 5, Vk € 1},

haciendo a cada j; exterior. Es un simple ejercicio comprobar que [[;; X*
con la estructura exterior es el coproducto categorico de la familia dada. Por
otro lado, si se considera el conjunto simplicial producto [[,c; X' y se denota
por pi : [Lies X' — X%, la proyeccién k-ésima, se define la externologia
generada por la subbase exterior

S={p:"(Ey): By € kel

Tampoco aqui es dificil comprobar el hecho de que [[;c; X es el producto
categérico de la familia dada en E-Sets®"”. Teniendo en cuenta las herra-
mientas introducidas, se comprueba que, dadas

—_—

-

aplicaciones simpliciales exteriores, existe su igualador y coigualador.
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Si ) representa el conjunto simplicial vacio, y * el conjunto simplicial
unipuntual, entonces (0, {0}) y (*, {*}) son los objetos inicial y final de esta
categoria, respectivamente. Se deduce inmediatamente

Corolario 2.3.1 E-Sets®™ ¢s una categoria completa y cocompleta.

Como se anunciaba en la introduccién de esta seccion, otra propiedad
interesante de esta categoria es que es simplicial. A continuacién se dara
las herramientas necesarias para demostrar este hecho. En primer lugar se
introduce el tensor X @ K, cuando X es un conjunto simplicial exterior y
K es un conjunto simplicial, nocién que dard pie a la creacién de un funtor
[{ﬂE—SetsAop .

Definicién 2.3.4 Sea (X,e) un conjunto simplicial exterior, K conjunto
simplicial. Se define el conjunto simplicial exterior (X @ K,exgx) como
sigue: X@K = X x K, donde representa el producto cartesiano en conjuntos
simpliciales, olvidandose de la estructura exterior de X. Los elementos de
Exgk son los subconjuntos de X x K, E, tales que para cada p > 0, y para
cada o € K, existe F'” € ¢ y existe G C K con 0 € G} y F7 x G7 C E.

Se comprueba que, efectivamente, es externologia en X @ K, por lo que
lo dota de estructura de conjunto simplicial exterior.

Proposicién 2.3.1 Para cada [ : (X,e) — (X', ¢') aplicacion simplicial
exterior y A : K — K' aplicacion simplicial, f @ X : X @ K — X' ® K,
dada por f @ X = f X A, considerando el producto en conjuntos simpliciales,
es una aplicacion simplicial exterior.

Demostracién:

Evidentemente es aplicacién simplicial. Tan solo falta demostrar que
es exterior. Sea F € exigr, p > 0y 0 € K,, entonces A\ (o) € K,
por lo que existe F(9) ¢ &' v GM) C K' con M, (0) € G;P(U) tal que
FA) 5 M) C B Como f es exterior, f~1(F(?)) € &, por otro lado se
considera A™H(G**(7)) € K. Obsérvese que o € A=Y (G*(7), y que, ademas,
JTHEMD) s ATHGWD) C (f x A)THE). =
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Corolario 2.3.2 Existe un funtor,

_® _: BE-Sets®” x Sets®”” — E-Sets®”".

En el caso que K sea un conjunto simplicial finito, la descripcion de la
externologia de X ©@ K se puede simplificar, como se podra apreciar.

Proposicién 2.3.2 Si X es un conjunto simplicial exterior y K conjunto
simplicial finito, entonces

exok ={EC X xK:3dF €&, ' x K C E}.

Demostracién:

Unicamente el contenido “C” no es obvio. Sea K € exgr, p > 0,
o € K,, con o no degenerado; entonces existe I'” € ¢ y existe G C K, con
o€ Gy F7 xG7 C E. Si N denota el conjunto de todos los simplices no
degenerados, sea
F=0N,enF°.

Puesto que esta interseccion es finita entonces F' es exterior. Ademads, se

tiene que ' x K C FE pues K = U,enG?. Asi,

FxK=FX(UyenG) = Upen(F x G7) C Upen(F7 x G7) C E.
O

Proposicién 2.3.3 Sea X un conjunto simplicial exterior y K, L conjun-
tos simpliciales finitos. Entonces

(XoK)oL=Xe (K xL)

Demostracién:

Si E € exgi«r) entonces existe ' € ¢ tal que F' x (K x L) C E; asi
FxK €exgry (FxK)xL=Fx(KxL)C E.Por otro lado, si
E € exgr)yor, existe I € IV € exgy tal que H x L C E. Por ser I exterior
existe [' € ¢ con F' x K C H. Se deduce que

Fx(KxL)=(FxK)xLCHXxLCE.
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Definicién 2.3.5 Sean X, Y conjuntos simpliciales exteriores. Se define el
conjunto simplicial Homg_gegsacr (X, Y),

[{ﬂE—SetsAop (X7 Y)p = ll:]C"nE—SetsAop (X ® A[p]v Y)7 P > 07
[{ﬂE—SetsAop (X7 Y)(S‘Q) = (ZdX & 99*)*7 RS A.

Por otro lado, si f, g son aplicaciones simpliciales exteriores se define la
aplicacion simplicial Homg_gepsacr (f,g) como

[{ﬂE—SetsAop (f7 g)p = (f @ ZdA[p])*g*v
con lo cual se tiene un funtor
Homp_gepeaor : (E-Sets®™ )P x E-Sets®™ — Sets®™".

Ahora se crea la composicion para la estructura simplicial.

Definicién 2.3.6 Se define g o, f como la composicion

idx ®A f@idapy

X @ Alp) X @ (Alp] x Alp]) Y @ Alp] -7,

para cada f € Homg-getsacr (X,Y), v g € Homp-getsacr (Y, Z),.

Obsérvese que X @ (A[p] x Alp]) = (X @ Alp]) @ Alp]).

Esto define una aplicacion simplicial para cada terna de conjuntos sim-
pliciales exteriores X, Y, 7 :

0: Homg-getsaor (X, Y) X Homp gersacr (Y, 7) — Homg-gepsacr (X, 7).
Una simple comprobacion demuestra la asociatividad de o.

Lema 2.3.1 FEziste un isomorfismo natural,

o)

11'_[07nE—SetsA°p (Xv Y) — —lqmnE—SetsAop (Xv Y)O
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Demostracién:

Sea X un conjunto simplicial exterior. Se define ax : X @ A[0] — X,
por (ax),(z,7,) = x, donde 7, es el unico p-simplice [p] — [0] de AJ0].
ax es isomorfismo simplicial, pero ademas, si I/ € exga[o], existe I’ € ¢
con F' x A[0] C E, luego F' = ax(F x A[0]) C ax(FE), con lo cual la
imagen de todo exterior es exterior. Por otro lado, si F' € ¢ entonces
(ax) ' (F) = F x Al0] € exga)-

Si Y es un conjunto simplicial exterior, (ax)* es el isomorfismo buscado,
t = uay. El resto de la demostracion es rutinario. 0

No es dificil comprobar que

[{07nE—SetsAop (u7 ZdZ)p(f) = f Op Sg(ﬁ),

dados u: X =Yy f:Y ®Alp] = Z aplicaciones simpliciales exteriores.
Analogamente,

ll:[C"nE—SetsAop (Zdw, u)p(g) = Sg(ﬁ) Op 9,

para g : W @ Alp] = X.

Como resumen de todos estos resultados,
Proposicién 2.3.4 E-Sets®™ ¢s una categoria simplicial.

Queda pendiente comprobar que el tensor X @ K es del sentido simplicial
de Quillen. Para ello, ahora se da ahora la relacion de dicho tensor con el
funtor Hompg-gegsaor.

Proposicién 2.3.5 FEriste una biyeccion natural,

Homg-gesaor (X @ K,Y) = Homgepeaor (K, Homp-getsacr (X, Y)).

Demostracién:

Sean X, Y conjuntos simpliciales exteriores, K conjunto simplicial y
f X ® K — Y una aplicacion simplicial exterior. Entonces se define

f K — HﬂE—SetsAOP(va)) como ((f)p(k))q(l',d) = fq(l’,l((a')(k)),
Pq =0,k €k, veX,yoe A,
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Sip>0yk e K, entonces (f)p(k) : X ® Alp] = Y es una aplicacién
simplicial exterior: no presenta problema comprobar que es una aplicacién
simplicial; ahora sea F € ¢y, entonces f™'(E) € exgk y, como k € K,
existe I'* € ex, y G* C K, con k € G’; y tal que F'* x G* C f7Y(E).
Evidentemente, F* x Alp] € exgap; ademads, F* x Alp] C ((fp(k))_l(E)
pues dado ¢ > 0y (x,0) € Fqk x A[p]y, entonces

(Do)l 0) = fyle, K(0) (k) = fylx, GH(o)(k)) € E,.

Sea g : K — Homg-gepsacr (X, Y)) una aplicacién simplicial. Se con-
sidera g: X @ K — Y como (g),(z, k) = (g,(k))p(x,2dy). g es simplicial,
pero ademas es exterior: si £ € ey, kg € K, ya que g,(ko) : X @ Alp] = Y
es una aplicacién simplicial exterior entonces (g,(ko)) ' (E) € exgap ¥,
por tanto, existe F' € ex tal que F' x Alp] C (g,(ko))""(F). Se considera
L, ={k e K, : g.(k)(F x A[n]) C E} C K,, n > 0. Entonces L es un
subconjunto simplicial. Evidentemente, ko € L, y g(F x L) C E. O

Asi, segun Quillen, y por todo lo demostrado, si X es un conjunto sim-
plicial exterior y K un conjunto simplicial finito entonces X @ K es el objeto
tensor en el sentido simplicial de Quillen. También existe la exponenciacion.

Definicién 2.3.7 Sea X un conjunto simplicial exterior, K un conjunto
simplicial. Se define X* como,

(XK), = Homgueasn (K % Alpl, X), p >0 (X = U(X)),
(XF)(p) = (idi x 9.)", ¢ € A,
donde eyx = {F C X¥ : 3F € ex tal que ' C E}.

Esta construccién dota a X* de estructura de conjunto simplicial exte-
rior. Nétese que (Fy N [)E = FE N FE.

Proposicién 2.3.6 Si f: X — X' es una aplicacion simplicial exterior y
A K" — K es aplicacion simplicial entonces se induce f*: X% — (X)X,

una aplicacion simplicial exterior.

Demostracion:
Para cada p 20, (fA)p = (A x 1dap))* f«. Si I € exs entonces se tiene
que fTU(F) € ex. Asi, FA(FHF)E) C FR ‘
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Corolario 2.3.3 Existe un funtor,

(.)(') . (Sets®™)°P x E-Sets®”” — E-Sets®”".

Los funtores - @ _y (.)¢) estdn relacionados mediante una biyeccién
natural, hecho crucial para comprobar, en el posterior corolario, que X es
la exponenciacion del sentido simplicial de Quillen.

Proposicién 2.3.7 Eriste una biyeccion natural,
e ~ K
11'_[07nE—SetsA°p (X @ Av Y) = lqmnE—SetsAop (Xv Y )7

donde X, Y recorren los conjuntos simpliciales exteriores y K los conjuntos
simpliciales finitos.

Demostracién:

Sean X, Y conjuntos simpliciales exteriores, K conjunto simplicial finito
y [+ X ® K — Y una aplicacion simplicial exterior. Entonces se define
P X = YK como ((f)y())y(k,0) = F(X(o)(@), k), donde prg > 0,
r € X,, k€ K,, o € Alp],. Se comprueba sin dificultad que, para cada p,
r € X, laaplicacion (f)p(:zj) : K xAlp] = Y es simplicial, asi como también
f:X = YE. Queda por verificar que f es exterior: se considera I’ € ey
Entonces f~'(F) € exgrk, por lo que existe G € ex tal que Gx K C f~1(F).
Ademas, G C ()71 (FF).

Sea ahora g : X — Y una aplicacién simplicial exterior. Se define
G:X®K =Y como (§),(z,k) = (g,(x))p(k,2dp), para cada p > 0,
z € X,, k € K,. g es simplicial, pero ademas, si F' € gy, como F¥ € eyx y
g es exterior, se tiene g ' (FX) € ex, y g ' (F®) x K C (g)7"(F). 0

Corolario 2.3.4 Secan X, Y conjuntos simpliciales exteriores, K, L con-
juntos simpliciales finitos. Entonces,

(Z) YI(XL o~ (YI()L;
(”) lqmnE—SetsAop (Xv YK) = ll:]mnSetsAop ([(7 —11'_[07nE—SetsA°p (Xv Y))

Demostracién:

(i) Para cada conjunto simplicial exterior, 7,
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ll:[C"nE—SetsAop (Z7 YB XL) [{07nE—SetsA°p

(
Homp-gesacr (
(
(

2 1R

Z®(LxK)Y)
(Z®L)® K,)Y)
®L YB)
(YYD,

= HOmE_SetSAOP Z
= Homp-gepsacr (4
(ii)
HomE—SetSAOP (X, YI() = HomE—SetSAOP (X ® [X], Y)
= ]_[0771513135A°p ([(7 —11'_[07nE—SetsA°p )(Xv Y))

a

La biyeccion natural de la proposicién 2.3.7 tiene una generalizacion
simplicial.

Proposicién 2.3.8 Friste una biyeccion natural,
Homg_gepsaor (X ® K, Y) >~ Homp-getsa0? (X7 1/]()7

donde X, Y recorren los conjuntos simpliciales exteriores y K los conjuntos
simpliciales finitos.

Demostracién:
Sip =0,

[{ﬂE—SetsAop (X @ [(7 Y)p = [{07nE-SetsA°p (( ® [X) ® A[ ])7 Y)
= HomE—SetsAOP( ( [ ] X X),Y)
= [{07nE—SetsAop (X ® A[p]) @ X? )
= [{07nE—SetsAop (X ® A[ ]7 YB)
=~ HOmE_SetSAOP (X YB )
De la naturalidad en todas las variables se concluye el resultado. 0

2.4 Los funtores E-Sing y E-|.|.

En el caso de espacios topologicos y conjuntos simpliciales existen unos
funtores singular, Sing, y realizaciéon geométrica, |.|, de forma que Sing es
adjunto a derecha de |[.| :

L]
Sets2” —— Top.

Sing
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Para X espacio topolégico y p > 0, Sing(X), = Homrop(A,, X). Por otro
lado, por el teorema de MacLane-Moerdijk, la construccién del funtor rea-
lizacion es:

K| = colim (/ K™ A & Top),
A

donde B([r]) = A,, n > 0. Esta realizacién geométrica de K tiene una
construccién mas explicita: primeramente se considera K = [[,,5q( K, xA,),
considerando en cada K, la topologia discreta. A continuacién se establece
una relacién de equivalencia en K. Sus relaciones elementales son del tipo
(K(@)(x),u) ~ (x,o(u)), donde ¢ : [m] — [n] es un morfismode A, x € X,,,
u€ A, p: A, = A, lainducida de ¢. Entonces |K| = K/~ .

Ahora se pretende dar una definiciéon de un funtor E-Sing, de la cate-
goria de los espacios exteriores a la de conjuntos simpliciales exteriores.

Definicién 2.4.1 Sea (X,ex) un espacio exterior, se define
(E-Sing)((X,ex)),

como el conjunto simplicial Sing(X) junto con la externologia que admite
como base exterior los subconjuntos simpliciales de la forma Sing(FE), con
Eeey.

Obsérvese que Sing(E) C Sing(X), para cada abierto exterior £ y
que Sing(F1) N Sing(Fz) = Sing(Ey N Ey). Se denotara simplemente por
(E-Sing)(X), si no hay posibilidad de confusién.

Proposicién 2.4.1 Sea f: X — X' una aplicacion exterior, entonces se
induce (E-Sing)(f) : (E-Sing)(X) — (E-Sing)(X'), una aplicacion sim-

plicial exterior.

Demostracién:
Se define (E-Sing)(f) = Sing(f) : Sing(X) — Sing(X’). Evidente-
mente es una aplicacién simplicial, pero ademas es exterior: si E € ey

entonces f~Y(E) € ex y Sing(f)(Sing(f~H(E))) C Sing(E). O

Corolario 2.4.1 FEriste un funtor E-Sing : E — E-Sets®™.
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Definicién 2.4.2 Sea (X,ecx) un conjunto simplicial exterior. Se define
E-|(X,ex)|, como el espacio exterior dado por el espacio topolégico |X]|,
realizacién geométrica de X considerado como conjunto simplicial, junto
con la externologia formada por los abiertos de | X| que contienen a la rea-
lizacion geométrica de algun subconjunto simplicial exterior de X.

Obsérvese que |Ey N Fy| = |Ey| N | F2|, dados FEy, Ey abiertos exteriores,
con lo cual, se prueba inmediatamente que es un espacio exterior. Se hace
notar que si £ C X, entonces |E| = p([1,50(F, x A,)), donde p : X — | X|
es la proyeccién canonica. -

Si no hay lugar a confusién se podra denotar como F-|X|.

Proposicién 2.4.2 Sea f : X — X' una aplicacion simplicial exterior.
Entonces se induce una aplicacion exterior E-|f|: E-|X| — E-|X'].

Demostracién:

Se define E-|f| = |f| : | X| — |X’|. Evidentemente es continua, ademds,
si £ es un subconjunto exterior de X', entonces f~'(FE) lo es de X, y

1B C (1F)IE]). Notese ane [fI{{(r,u)]) = [(fu(x), )], para cada
(x,u) € X, x Ay, n > 0. 0

Corolario 2.4.2 FEziste un funtor E-|.| : E-Sets®™ — E.

Estos funtores construidos, K-Sing y F-|.|, estan relacionados por una
adjuncion.

Proposicién 2.4.3 Sea X un conjunto simplicial exterior, Y un espacio
exterior y f : E-|X| = Y wuna aplicacion exterior. Entonces se induce
[ X = (E-Sing)(Y) una aplicacion simplicial exterior.

Demostracién:

Se define (F), : X, = Hommop(An, ¥) como ((Fla(e))(w) = ([(, )],
como en el caso clasico. Evidentemente f es una aplicacion simplicial. Sea
E un abierto exterior de Y, ya que f es exterior f~'(FE) es abierto exterior,
luego existe F' subconjunto simplicial exterior de X tal que |F| C f~'(F).

Ademas, F' C (f)""(Sing(E)). O
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Proposicién 2.4.4 Sea X un conjunto simplicial exterior, Y espacio ex-
terior y g : X — (E-Sing)(Y) una aplicacion simplicial exterior. Entonces
se induce g : E-|X| —= Y una aplicacion exterior.

Demostracién:

Se define §([(x,u)]) = gn(x)(u), para cada (z,u) € X, x A,, n > 0.
Evidentemente § es una aplicacion continua. Ademas, si £ es un abierto
exterior de Y, entonces Sing(FE) es un subconjunto simplicial exterior de
Sing(Y), por lo que g7 (Sing(F)) loes de X y |¢7'(Sing(E))| C (§)"'(E).

O

Corolario 2.4.3 Existe una biyeccion natural,
Homg(E-|X|,Y) 2 Homg,sogeace (X, (E-Sing)(Y)).

donde X recorre los conjuntos simpliciales exteriores, Y los expacios exte-
riores.

Siguiendo ideas paralelas a las de la categoria de los espacios exteriores,
E, y la categoria de los conjuntos simpliciales exteriores, E-Sets®", surgen
nuevas categorias. En concreto, los conjuntos exteriores, cuya categoria de
objetos simpliciales asociada esta relacionada con la de los conjuntos simpli-
ciales exteriores a través de un funtor fiel. Ademads, este funtor conservara
ciertos tensores.

Definicién 2.4.3 Un conjunto exterior es un par (X,e), donde X es un
conjunto y ¢ es una familia no vacia de subconjuntos de X tal que

(i) Si Eq, Fy € ¢, entonces Ey N By € &;
(ii)Si K €e, FC Xy E C F entonces F € ¢.

Definicién 2.4.4 Una aplicacion exterior entre dos conjuntos exteriores
(X,e), (X',¢') consiste en una aplicaciéon f: X — X' tal que f~Y(F) € ¢,
para cada F € &'

De estas nociones surge la categoria de conjuntos exteriores E-Sets.

Esta categoria tiene propiedades buenas sobre limites y colimites.
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Dada {(X;,&;)}ier una familia de conjuntos exteriores, si se denota por
Jk + Xk = ;er Xi la inclusiéon k-ésima del coproducto en Sets, se considera
en {(X;, &) }ier la externologia constituida por aquellos subconjuntos, F,
tales que j;'(F) € &, para cada k € I.

Por otro lado, si py : [1;er Xi — X representa la proyeccion k-ésima en
Sets, se considera en [];c; X; la externologia que admite como base exterior
los subconjuntos de la forma p;'(Ey), Ex € cp, k € 1.

Es inmediato comprobar que son el producto y coproducto categérico
en E-Sets de la familia considerada.

Dadas f, ¢ aplicaciones exteriores de X a Y se considera

A={z e X: f(z) =g(x)},

con la externologia inducida por la de X, es decir, sus subconjuntos exte-
riores son de la forma KN A, con F € ex. Entonces 1 : A — X, la inclusion
canonica, es el igualador de f y g. Si se considera en Y el conjunto cociente
Y /~, con las relaciones elementales f(x) ~ g(z), v € X, y externologia for-
mada por aquellos subconjuntos F tales que 77(F) es subconjunto exterior
de Y, donde 7 : Y — Y/~ es la proyeccion, entonces 7 es el coigualador de
f v g. De esta manera,

Proposicién 2.4.5 La categoria de conjuntos exteriores, E-Sets, es com-
pleta y cocompleta.

Nétese que (0, {0}) v (*, {*}) son el objeto inicial y final respectivamente.

Al ser (E-Sets)®” una categoria de objetos simpliciales, entonces es
una categoria simplicial. Como E-Sets es cerrada bajo coproductos dado un
conjunto exterior simplicial X : A°P — E-Sets, y K un conjunto simplicial,
existe el conjunto exterior simplicial X @ K, que viene dado por

(X @ K)p =1ex, Xn, n>0.

Sin > 0 se define [, : X,, = X,, x K, como [;(z) = (x,7), 7 € K,.
En X, x K,, se puede considerar la siguiente externologia: F € ex, «x, si
y sblo si [71(FE) € ¢ex,, para cada 7 € K,,. Por otro lado, si ¢ : [q] — [p]
es un morfismo en A se considera X(¢) x K(p) : X, x K, = X, x K,
comprobandose que es exterior. Esta construccién da lugar a un conjunto
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exterior simplicial isomorfo a X ® K. De forma natural, si f: X — X' es
una aplicacién exterior simplicial y A : K — K’ es simplicial, f, x A, es
exterior y define una aplicacion exterior simplicial isomorfa a f @ A. Por

otro lado, E-Sets es cerrada bajo limites por lo que existe el objeto X¥
para (E-Sets)A°".

Proposicién 2.4.6 FEriste un funtor fiel,
W : E-Sets®™ — (E-Sets)2™,

que conserva el tensor _ @ _ restringido a conjuntos simpliciales con un
numero finito de simplices en cada dimension.

Demostracién:

Sea (X,e) un conjunto simplicial exterior. Se define W((X,¢)) como
W((X,e))n = (Xu,n), donde £, es la externologia que admite como base
exterior a {F, : E € ¢}. Obsérvese que, como £, N E! = (ENE'), esta
bien dada. Si ¢ : [m] — [n] es creciente, W((X,¢))(¢) = X(¢) : X, = X,
que es exterior pues F, C X(¢) ' (FE,,), para cada E € . Por otro lado, si
f:(X,e) = (X',¢') es una aplicacién simplicial exterior, entonces se tiene
que W(f), = fo: Xu — X/ es exterior puesto que f~1(E,) = f~1(FE),,
E € ¢. Se demuestra facilmente la funtorialidad y fidelidad de W.

Sea ahora (X, ) un conjunto simplicial exterior y K un conjunto sim-
plicial con un nimero finito de simplices en cada dimensiéon. Si n > 0,
WX oK), =X, xK, = (WX)® K),; en WX @ K), se tiene la
externologia que admite como base exterior los subconjuntos de la forma
E, x K,, E € &, mientras que en (W(X) ® K), por los subconjuntos
F C X, x K, tales que para cada k € K,, existe E* € ¢ con EF C I'(F).
Realmente estas externologias coinciden: si £ € ¢y k € K,, entonces
I;Y(E, x K,) = E,; por otro lado, si F' C X,, x K, verificando la condicién
exterior de (W(X) @ K),, se considera para cada k € K,, E*¥ € & con
E¥ C 7Y (F),y E = Mger, B* € &, entonces B, x K, C F. Nétese que F
estd bien dado al ser K, finito. Se deduce que W(X @ K) = W(X) @ K.

O

Como consecuencia inmediata W preserva los cilindros, es decir,

W(X @ All]) = W(X) @ AlL].
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2.5 Grupos abelianos simpliciales exteriores.

Como se habra observado, la nocion exterior se puede trasladar a otras ca-
tegorias. En paralelismo a la seccién anterior, en el apartado concerniente
a los conjuntos simpliciales exteriores y conjuntos exteriores simpliciales,
surgen los grupos abelianos simpliciales exteriores (nocion exterior de grupo
abeliano simplicial), y los grupos abelianos exteriores simpliciales (categoria
de objetos simpliciales de la categoria exterior de grupos abelianos). Estas
nuevas categorias serviran de puente para el préximo capitulo poder desa-
rrollar un tipo de homologia en espacios exteriores.

Se comienza con la presentacion de la categoria de los grupos abelianos
simpliciales exteriores. Dado un grupo abeliano simplicial, se tiene la nocién
de subgrupo simplicial de forma obvia, H < (. Las mismas propiedades
sobre subconjuntos simpliciales, excepto la unién, se trasladan a este caso.

Definicién 2.5.1 Un grupo abeliano simplicial exterior consiste en un par
(G,e), donde GG es un grupo abeliano simplicial y € es una familia no vacia
de subgrupos simpliciales de (G verificando:

(i) Si E1, By € € entonces £y N Ey € ¢
(ii)Si K €e, F <Gy E < F entonces F € ¢.

Definicién 2.5.2 Un homomorfismo simplicial entre grupos abelianos sim-
pliciales exteriores f : (G, &) — (G',€’) se dice que es exteriorsi f~'(FE) € e,
para cada F € &'

Se tiene entonces, una nueva categoria, la de los grupos abelianos sim-
pliciales exteriores, E-AbA°".

También esta categoria es completa y cocompleta. Ademas es punteada.

Si A es un subgrupo simplicial de G, con GG simplicial exterior, se induce
en A la externologia ¢4 cuya base exterior esta formada por los subgrupos

de A delaforma ENA, £ € ¢. Asi, lainclusion ¢ : A — G es homomorfismo

simplicial exterior. Por otro lado se puede definir el grupo simplicial cociente
G/A por (G/A), = G,/A,, p > 0; teniendo el homomorfismo simplicial
proyeccion m : G — G/ A, se define

EG/a = {E < G/A : 7T_1(E) € 5},
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haciendo a m simplicial exterior.

Si {(G',&;)}ier es una familia de grupos abelianos simpliciales exteriores,
se considera @,c;G*, dada por (Be;GY), = @ieIG;ﬂ p > 0; y la inyeccion
gk GF = @GP, para cada k € I. Se consideran los subgrupos simplicia-
les F < (G tales que 571 (E) € ey, Vk € I, dando lugar al coproducto
categorico de la familia dada. Si se toma [T;e; G* por ([Tie; G*)p = [Lics G,
Y it [Lies G — G*, se toma la subbase exterior formada por los subgrupos
simpliciales de la forma p;'(E}), Ey € &g, k € I, teniéndose el producto.

Con estas nociones y resultados se demuestra la completitud y cocom-
pletitud de esta categoria. Si se considera el grupo abeliano simplicial
0 : A°® — Ab dado por 0, = 0, p > 0, y como externologia {0}, se
comprueba que (0,{0}) es el objeto cero.

Ahora se verificara que es una categoria simplicial. Las construcciones
tanto del tensor como del funtor Hompg_apacr son analogas a las hechas
Acp
para E-Sets® .

Definicién 2.5.3 Sea ((G,¢) un grupo abeliano simplicial exterior y K" un
conjunto simplicial. Se considera GG @ K grupo abeliano simplicial exterior,
olviddandose en (& de la extructura exterior, junto con la familia de subgrupos
simpliciales E, tales que, para cada p > 0, 0 € K, existe ['7 C K y existe
H? € ¢, con o € HJ tal que H” @ F” < F.

Proposicién 2.5.1 Sea f : (G,e) — (G',&') un morfismo en E-AbA™
y A K — K’ aplicacion simplicial. FEntonces se induce una aplicacion

simplicial exterior, f @ N: G K — G @ K.

Demostracién:

Anéloga a la hecha para E-Sets®™". 0

Corolario 2.5.1 Eriste un funtor _@_: E-AbA” x Sets®”” — E-AbA"".

Proposicién 2.5.2 Si (G,¢e) es un grupo abeliano simplicial exterior y K
un conjunto simplicial finito,

€G®I(Z{E<G®I(:E|F€€,F®](<E}.
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Demostracién:

Analoga a la hecha para E-Sets?°". 0

Se pueden transcribir muchas nociones y resultados de E-Sets®” a
E-Ab2"". Asf, (G @ K)® L =2 G ® (K x L), para G grupo simplicial
exterior y K, L conjuntos simpliciales finitos.

Definiendo el funtor
Homg_apaor : (E-Ab2™)P x E-Ab®™ — Sets®™

como Homg_apace (G, G"), = Homg_gpace (G @ Alp], G'), p > 0 y constru-

. ., . . . . e, . . op
yendo una aplicacién simplicial composicién similar a la hecha en E-AbA

se comprueba,
Proposicién 2.5.3 E-Ab2"" es una categoria simplicial.
Ademas,

Proposicién 2.5.4 FEriste una biyeccion natural,
HOmE_AbAOP (G ® [X], H) = HomsetsAop ([X], HOmE_AbAOP (G7 H))

Demostracién:

Dado f: G@ K — H se define f: K — Homg_ apaer(G, H)) como
(N)p(k))gde = feIK(o)(k)s Para cada o € Alply, p,q > 0, k € K,. Aqui,
Jo Gy — reaf, Gy, Y JE (o)) Gg = [-ex, Gy.

Por otro lado, si g : K — Homg.-spaoe (G, H)) es simplicial, se considera
g:G® K — H como (g),gx = (9gp(k))pJia,, para cada k € K, p > 0.

El resto de la demostracion es similar al ya expuesto para conjuntos
simpliciales exteriores. 0

Definicién 2.5.4 Sea (G un grupo abeliano simplicial exterior y A" un con-
junto simplicial. Se define G* :

(GK)p = HomsetsAop([( X A[p], G)7 p>0 (G = U(G))7
(GF) () = (idr x @.), ¢ € A.

y con externologia cuya base exterior estd formada por los de la forma E*,
Eeeq.
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Noétese que aunque en Homggpeacr (K X Alp], () se olvida de la estructura
algebraica de G asi como de su externologia, se induce una estructura de
grupo abeliano simplicial exterior, de forma obvia: (f + '), = f, + f;. Por
otro lado, ya que (F, N Ey)f = EE N EX la externologia esta bien dada.

De forma natural, si f : (G,e) — (G’,&’) es un homomorfismo simplicial
exterior y A : K’ — K es aplicacién simplicial, se induce f* : G¥ — (G")X
un homomorfismo simplicial exterior, dado por (f*), = (A X iday))" [«
p > 0. Entonces se obtiene un funtor

()() : (SetsAoP)OP « E-AbA% _s E-AbA™".
Existiendo también una biyeccion natural,
Homp_ppaoe (G @ K, H) = Homg._spaer (G, HY),

donde (i, H recorren los grupos abelianos simpliciales exteriores y K los
conjuntos simpliciales finitos. Para su verificacion su puede acudir, una
vez més, a la demostracién hecha en la categoria E-Sets®™ . de lo que se
concluye que G¥ es el objeto simplicial en el sentido de Quillen.

Otra categoria de interés es la de los grupos abelianos exteriores. Sus
objetos son pares ((,¢), con (G grupo abeliano y £ una familia no vacia de
subgrupos de G, llamados ezteriores verificando que la interseccion de dos
elementos de ¢ es de € y que todo subgrupo de (¢ que contenga a un elemento
de ¢ vuelve a ser de . Por otro lado, sus morfismos son homomorfismos de
grupos [ : G — G’ tales que f~Y(F) € ¢, para cada £ € &. Esta nueva
categoria se denotara por E-Ab. De forma similar a E-Sets, esta categoria
es completa y cocompleta con objeto cero (0,{0}). Ademas,

Proposicién 2.5.5 E-Ab es una categoria aditiva.

Demostracién:

Existe el objeto cero y tiene coproductos finitos al ser cocompleta. A-
hora, sean (G, ), (G', )" grupos abelianos exteriores. Dados f,g: G — G
homomorfismos exteriores, se define de forma habitual f+¢ : G — G’ como
(f+g9)(x) = f(x)+g(x), x € (. Evidentemente es homomorfismo de grupos,
pero ademas es exterior puesto que si £ € &’ se puede encontrar F; € € con
f(F1) < Ey FEy € ccong(Fy) < E.Sea E' = F1N Fs, entonces es subgrupo
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exterior de G'y (f + ¢)(E') < E, demostrando que f + ¢ es exterior. Por
otro lado, si f: G — G’ es exterior y se define (—f)(x) = —f(x), z € G
entonces también — f es exterior pues si f(£') < E entonces (—f)(£') < E.

O

Aunque Ab es una categoria abeliana no se puede decir lo mismo de
E-Ab. Se denotara por U : E-Ab — Ab el funtor que olvida la estructura
exterior.

Proposicién 2.5.6 Sea f: G — G' un homomorfismo exterior. Entonces
| es monomorfismo (resp. epimorfismo) si y solo st U(f) es monomorfismo
(resp. epimorfismo.)

Demostracién:

Sea f monomorfismo y hy, hy : H — G homomorfismos verificando que
U(f)h1 = U(f)ha. Se consideran hy, by : (H, P(H)) — (G, &), donde P(H)
designa a la externologia formada por todos los subgrupos de H. Entonces
h1, hy son exteriores v fhy = fhs, con lo cual by = ho, luego hy = hs.

Supéngase ahora que U( f) es monomorfismoy hy, hy : (H,epg) — (G,eq)
son exteriores con fhy = fhy entonces U(fhy) = U(fhsy), es decir, que
U(f)U(hy) = U(f)U(hz), por lo que U(hy) = U(hy) y h1 = ha.

De forma similar, si f es epimorfismo y hy, hy : G — H son homomor-
fismos con hU(f) = hyU(f), se consideran hy, hy : (G',cq/) — (H,{H}),
que son exteriores y hyf = hof, luego hy = hy y hy = hy. Haciendo uso del
mismo truco para monomorfismo se comprueba que si U(f) es epimorfismo
entonces f es epimorfismo. O

Se tiene entonces que f es bimorfismo si y sélo si U(f) es isomorfismo.
Sin embargo en E-Ab los bimorfismo e isomorfismos no coinciden. Esta
claro que todo isomorfismo en E-Ab lo es en Ab, pero no se da lo con-
trario. Por ejemplo el homomorfismo identidad del grupo G, GG no trivial,
es isomorfismo, pero idg : (G, P(G)) — (G,{G}) no lo es. Se desprende
que en E-Ab no todo morfismo es niicleo de su contcleo, por ejemplo, luego
E-Ab no es una categoria abeliana.

(E-Ab)A" como categoria de objetos simpliciales es una categoria sim-
plicial, ademas es completa y cocompleta, por lo que si G es un grupo
abeliano exterior simplicial y A es un conjunto simplicial, entonces existe
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el grupo abeliano exterior simplicial G @ K, y viene dado por
(G ® K)p = erKp Gp, p 2> 0.

Proposicién 2.5.7 Eziste un funtor fiel,
W’ :E-Ab2™ — (E-Ab)2™,

que conserva el tensor _ @ _, restringido a conjuntos simpliciales con un
numero finito de simplices en cada dimension.

Demostracién:

Sea ((7,¢) un grupo abeliano simplicial exterior. Se define W/((G,¢))
como W/((G,¢€)), = (Gn,e,) donde ¢, es la externologia que admite como
base exterior a {F£, : £ € £}.Si ¢ : [m] — [n] es un morfismo en A entonces
W'((G,e))(¢) = G(e) : Gy — Gy, que es exterior. Si f: (G,e) = (G',¢)
es exterior, entonces W'(f), = f, también es exterior, n > 0. La funtoria-

lidad y fidelidad de W’ son inmediatas.

Sean ahora ((,e) un grupo abeliano simplicial exterior y K conjunto
simplicial finito con un nimero finito de simplices en cada dimensién. Se
tiene, por un lado, que W/(G @ K),, = (G @ K),, = [lex, Gn, n >0y por
otro, (W/(GY®K),, = rex, W(G), = Hrex, Gn,n > 0. Se comprueba que
las externologias coinciden, de forma similar al funtor W de la proposicién
2.4.6. 0

Se obtiene también que W’ conserva los cilindros, es decir,
W'(G @ A[l]) = WI(G) @ A[1].

Se veran ahora relaciones entre todas las categorias simpliciales definidas
en las dos tultimas secciones de este capitulo, esto es, conjuntos simpli-
ciales exteriores, grupos abelianos simpliciales exteriores, conjuntos exterio-
res simpliciales y grupos abelianos exteriores simpliciales. Estas relaciones,
funtoriales, se deduciran de la adjuncién existente entre el funtor libre, de
conjuntos a grupos abelianos, y el funtor olvido, de grupos abelianos a con-
juntos.

Se denota por L : Sets — Ab al funtor libre, que asigna a cada conjunto
X el grupo abeliano libre generado por X, L(X). Sus elementos son sumas
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formales finitas Ajzq + ... + Az, A\ € Z, 2 € X, Vi e {1,...,n}, n € N. A
cada aplicacion f: X — X', el homomorfismo L(f): L(X) — L(X’), dado
por L(f)(x) = f(z), para cada @ € X, extendiéndose por linealidad. Por
otro lado, existe un funtor de olvido U : Ab — Sets, que prescinde de la
estructura algebraica del conjunto. L es un funtor adjunto a izquierda de
U. Cabe preguntarse qué relacion tienen las categorias E-Sets y E-Ab, si
existe una adjunciéon similar. Los siguientes resultados daran una respuesta
afirmativa a esta pregunta.

Definicién 2.5.5 Dado (X, ¢) un conjunto exterior,
(EB-L)((X,¢))

es el grupo abeliano exterior dado por el par (L(X),e(p-1)((x,)), donde
L(X) es el grupo abeliano libre generado por X y la externologia es aquella
que admite como base exterior los subgrupos de la forma L(F), E € «.

Noétese que L(F; N FEy) = L(Ey) N L(Es), por lo que la externologia estd
bien dada.

Dado f : (X,e) — (X’,¢’) una aplicacién exterior, se induce de forma
natural un homomorfismo exterior (E-L)(f) = L(f) : dado £ € &' existe
f7HE) € e tal que L(f)(L(f~Y(F)) < L(F). Asi se tiene el funtor

E-L : E-Sets — E-Ab.

Definicién 2.5.6 Si (G, ) un grupo abeliano exterior, se considera
(E-U)((G,¢)),

el conjunto exterior formado por el par (U(X), e(p-17)((q,e))) donde U(G) es
el olvido de (G y la externologia admite como base exterior los subconjuntos

de la forma U(FE), £ € ¢.

Evidentemente, si f : (G,e) — (G',€') es un homomorfismo exterior
entonces (F-U)(f) = U(f) es aplicacién exterior dando lugar al funtor

E-U : E-Ab — E-Sets.
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Proposicién 2.5.8 E-L es adjunto a izquierda de E-U.

Demostracién:

Sea (X,ex) un conjunto exterior y (G,eq) un grupo abeliano exte-
rior. Dado f: (E-L)((X,ex)) — (G, &) homomorfismo exterior, entonces
f: (X,ex) = (E-U)((G,eq)) viene dado por f=/f|X.Si E € eq en-
tonces existe E' € ex tal que L(E') < f~YU(FE)) = f~(F), ademas
E' C (f)_l(U(E)), luego f es exterior.

Sea ahora ¢ : (X,ex) — (E-U)((G,eq)) una aplicacién exterior. Se
considera G :

x4 oo+ Apan) = Aig(ar) + oo 4 Ang(ay).

g es homomorfismo de grupos, ademas, si F € g, existe £/ € ey tal que
E' C ¢goY(U(FE)) = g '(E). Entonces, teniendo en cuenta que £ < G,
L(E") < (g)7'(E).

La biyeccién y la naturalidad son obvias. O

Corolario 2.5.2 FExiste una adjuncion,

(B-L)>™

(E-Sets)A™ (E-Ab)A

(E-U)A™

(Si F': C — D es un funtor e I es una categoria pequenia, se denota
por 1 : C! — D! al funtor definido como F!(X) la composicién F X, y
Fl(a) = F(a).)

Segiin Quillen [68], si /' : C — D es un funtor que preserva coproductos
(resp. finitos) entonces F2™(X @ K) = F2™ © K naturalmente, para
cada objeto simplicial de C, X, y conjunto simplicial (resp. finito), K.
Respectivamente con limites (finitos), F/27 (X)) = FA7(X)E,

En este caso, E-L, al ser adjunto a izquierda, preserva los colimites, en
particular los coproductos, luego (E-L)2" (X @ K) = (E-L)*"(X) @ K,
siendo el isomorfismo natural.

Otra adjuncion a tener en cuenta es

AP

Sets®”” —— AbA®"
ya” '
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Surgen, de forma natural, funtores E-L2" y (E-U)>™. Aqui, el objeto
E-L27((X,¢)) es el par (LA™ (X), 5E_LAOZ£(X7E)), donde la externologia tiene
como base exterior a los de la forma LA™ (F), E € . Analogamente para
morfismos. De igual forma se define un funtor E-U2%,

Proposicién 2.5.9 E-L2% es adjunto a izquierda de E-U>™.

Demostracién:
~Sea f : (B-LA")((X,ex)) — (G,eg) en E-AbA™". Se define f como
(o = folX,, p > 0. Dado E € g existe E' € cx tal que LA™ (E') es
subgrupo de f7'(F), as{ F' < (f)_l(UAOP(E)).
Sig: (X,e) = (E-UA")((G,eg)) es un morfismo en E-Sets®™ | se
construye g como

(@)p(7my Niwi) = 20y Aigp(a).

Si E € eg, existe E' € ex tal que B/ C ¢g-H (U2 (E)), luego se tiene que
LA (E') C (§)~Y(F). El resto de la demostracién es rutina. 0

Proposicién 2.5.10 El diagrama

E-LA™
E-Sets2™” ~ E-AbA"
E-U
Wl lwf
(B-L)A”
(E-Sets)A™" (E-Ab)A™
(E-U)A™

es conmutativo.

Demostracién:

Si (X,e) un conjunto simplicial exterior, ((E-L)2*")W((X,¢)) es un
grupo abeliano exterior simplicial de forma que para cada n > 0 su com-
ponente es L(X,) con base exterior los subconjuntos de la forma L(FE,),
E € c. Por otro lado, también W/(E-L2"((X,¢)) tiene como componente
L(X,), ademas su base exterior coincide. La otra conmutatividad se hace
de forma analoga. 0
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Capitulo 3

Homologia en espacios
exteriores.

Se vieron en el primer capitulo de este memoria unos invariantes para la
categoria de los espacios exteriores: los grupos de homotopia de tipo Brown
y de tipo Steenrod, asi como algunas de sus propiedades. Se estudiaran
ahora otro tipo de invariantes, de naturaleza homoldgica. En la primera
secciéon se hard, de modo preliminar, un estudio de las distintas categorias
de complejos de cadenas. En la siguiente se hard un estudio detallado
del anillo de las matrices localmente finitas con coeficientes enteros, R, asi
como la categoria de los %-mddulos. Una matriz localmente finita no es
mas que una matriz con un numero numerable de filas y columnas con un
numero finito de coeficientes no nulos en cada una, respectivamente. La
importancia de este anillo radica en que describe fielmente la nocion de
“tender al infinito”. En la otra homologia, sin embargo, tendra que ver el
monoide M. Estas dos homologias se estudiaran a fondo en la ultima seccion,
comprobandose algunas de sus propiedades. Merece especial atencion la lla-
mada R-homologia celular para gCW complejos, que dara un algoritmo de
calculo para una amplia clase de este tipo de espacios.

113
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3.1 Categorias de complejos de cadenas.

Dada A una categoria abeliana se tiene una pareja de funtores,
N
AA® = ChtA,
P

entre la categoria de objetos simpliciales de A y la categoria de complejos
de cadenas positivos en A. El funtor NV asigna a cada objeto simplicial, X,
el complejo N(X), llamado complejo de Moore, y dado por

N(X), = ﬂ?z_olker{X((Si) X, — X1}
dAVE) = X(6,)|N(X)n : N(X)p = N(X)pq, n > 1.

n

El funtor N junto con el funtor P, que describiremos explicitamente mas
adelante, por el Teorema de Dold-Puppe, da lugar a una equivalencia de
categorias.

Por otro lado existe otro funtor, K : A2°® — Ch* A, que a cada objeto
simplicial de A, X, lo transforma en el complejo K (X) :

K(X), =X,
AKOO = S (<1 X (8 X = X,

Este dltimo funtor es mucho més usado en homologia a pesar de que no
sea una equivalencia de categorias. No obstante, los funtores N y K estan
relacionados pues existe una transformacion natural 2 : N — K, la inclusion
canonica, tal que cada componente es una equivalencia de homotopia.

Se introducira la categoria de los complejos de cadenas exteriores po-
sitivos de grupos abelianos, para después comprobar que esta categoria es
equivalente a la de grupos abelianos simpliciales exteriores mediante una
relacion del tipo Dold-Puppe. También se vera una relacion con la categoria
de complejos de cadenas de grupos abelianos exteriores.

Dado un complejo de cadenas de grupos abelianos, (X,dY), se puede
hablar de interseccion de subcomplejos. También, si f : X — Y es un
morfismo de complejos, de la imagen y antiimagen de subcomplejos.

Se supondra a partir de ahora que los complejos considerados son posi-
tivos y se denotara un contenido, C, cuando se haga referencia a subcom-
plejos.
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Definicién 3.1.1 Un complejo de cadenas exterior de grupos abelianos con-
siste en un par (X,e), donde X es un complejo de cadenas de grupos
abelianos y ¢ es una familia no vacia de subcomplejos de X verificando:

(i) Si Eq, By € e, entonces By N Fs € ¢
(ii)Si K €e, FC Xy E C F entonces F € ¢.

Definicién 3.1.2 Dado f : (X,e) — (X', ¢’), un morfismo de complejos

entre complejos exteriores, se dice que es exteriorsi f~'(F) € ¢, para cada
Eece.

Se denotara esta categoria como E-ChTAb, y se denominara de com-
plejos de cadenas exteriores de grupos abelianos.

La siguiente construccion dara lugar a un complejo de cadenas exterior
de grupos abelianos, para cada grupo abeliano simplicial exterior:

Definicién 3.1.3 Si (G,¢) es un grupo abeliano simplicial exterior, se de-
fine el complejo exterior

(E-N)((Ge))

como el par (N(G), e(p-n)((G.,2))), donde N(G) es el complejo de Moore usual
y la externologia es la que admite como base exterior a los subcomplejos de

la forma N(FE), £ € ¢.

Se observa que N(F1)NN(FEy) = N(E1N Ey), por lo que la externologia
esta bien dada.

Sif:(G,e) = (G'¢") es un homomorfismo simplicial exterior, se induce
de forma natural un morfismo de complejos exterior,

(E-N)(f) = N(f) : N(G) = N(&").

Dado F € &, f~Y(E) e ey N(f)(N(f~H(E))) C N(E), luego efectivamente,

es exterior. Todo esto da lugar al funtor
E-N : E-Ab?” — E-Ch* Ab.

Para el caso clasico de los grupos abelianos, el funtor P de la equivalencia
de categorias tiene la definicion siguiente:
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Para cada ¢ > 0, se considera K[q] = L*"(A[q]), el grupo abeliano
simplicial generado por A[g], esto es,

(0))-

Entonces se considera el complejo de cadenas
Nlg] = N(KTq))-

Si ' es un complejo de cadenas positivo de grupos abelianos, y f: C — '
es un morfismo de complejos,

P(C)q = Homch+Ab(N[q], C),
P(C)(¢) = Homent an(NLA" (p.),ide) = (NLA™ (¢.))",
P(f)q = f*

Este funtor se puede generalizar al caso exterior.

Definicién 3.1.4 Si (C,¢) es un complejo de cadenas exterior de grupos
abelianos, se define el grupo abeliano simplicial exterior,

(E-P)((C,¢)),

al formado por el par (P(C),e(g-p)((c,)), donde la externologia es aquella
que admite como base exterior los subgrupos simpliciales de la forma P(F),
Eece.

De nuevo, aqui, P(FE1)N P(Fy) = P(E;N Ey), por lo que la externologia
estd bien definida.

Es bien conocido que la homotopia en complejos de cadenas se puede
describir en funcién del complejo de cadenas N[1], anteriormente descrito:
Si la categoria abeliana, A, es la de médulos sobre un anillo A, C'', C'* son
complejos de cadenas de médulos, se tiene el producto tensorial C'! @ C2,

(Cl @ 02)19 = @ijl-J‘:p(Cil @ 0]2)7
dic} @ 3) =d'(c}) @ 3+ (=1)'cl @ d*(c3), ¢f € Cf,c5 € CF.

J
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Sean eg, €1 los generadores de N[y, y sea e el generador de N[1]; con
d(e) = e; — €. Una homotopia de complejos entre f° y f!, homomorfismos
de complejos €' — 7, es un morfismo de complejos D : C @ N[1] — C’ con
D(e; @ ¢) = f*(c). Si existe tal homotopia, se dice que f° es hométopo a
f*. En realidad, las dos nociones de homotopia existentes coinciden (véase

[18]).

Para médulos simpliciales K, K? se define K! x K? como

(K" x K?), = K; @ K7,
(K x K2)(p) = K (p) x K2(0).

Se comprueba que, si M es un mddulo simplicial y K" es un conjunto
simplicial finito, entonces

M@ LA7(K) =M x L*7(K).

El funtor N preserva la homotopia.

Si f:(Cye) = (C',¢') un morfismo en E-Ch™Ab se induce otro en
B-AbA", (E-P)(/) = P()).
Nétese que si E € &', P(f)(P(f~'(F))) C P(E), por lo que, efectiva-

mente, es exterior. Se obtiene de aqui el funtor
E-P : E-ChtAb — E-Ab®™.

El Teorema de Dold-Puppe asegura que existen isomorfismos naturales
NP = id, id = PN, haciendo que ChtAb y Ab2" sean equivalentes.

Ocurre también esto con los funtores £-N y E-P.
Proposicién 3.1.1 Las calegorias E-ChTAb, E-Ab2"" son equivalentes.

Demostracién:

Se denotara por ¢ : NP — id al isomorfismo natural existente. Si (C, )
es un complejo exterior, una base para P(C) es {P(F): E € €}, y una base
exterior para NP(C') es, entonces, {NP(F) : E € ¢}.

Si se considera

E-¢: (E-N)(E-P) — id
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como (L-¢) ) = ¢¢ : NP(C) = C, es isomorfismo en Ch*Ab. Ademis
E = ¢(NP(F)), E € ¢, con lo cual E-¢ es isomorfismo exterior. La na-

turalidad es obvia. De forma similar se construye el isomorfismo natural

id 5 (E-P)(E-N). O

Definicién 3.1.5 Se define el funtor £-K : E-Ab2”" — E-ChtAb que a
cada grupo abeliano simplicial ((7, ¢), le hace corresponder el complejo K (G)
junto con la externologia generada por la base exterior {K(F) : E € ¢}.

Para cada morfismo f : (G,e) — (G',¢"), (E-K)(f), = fn, que, de forma

natural, es exterior.

Por un lado, se ha definido la categoria de complejos de cadenas exte-
riores de grupos abelianos, y por otro, se tiene la categoria de complejos de
cadenas de grupos abelianos exteriores. Cabe preguntarse la relacién entre
ambas categorias.

Proposicién 3.1.2 FEziste un funtor fiel,

W” : E-Ch*Ab — Ch*(E-Ab).

Demostracién:

Sea (C,e) un complejo de cadenas exterior. Se define el complejo de
cadenas de grupos abelianos exteriores W”((C,¢)) dado por

W'(C,2))n = (Cnyen);

donde ¢,, es la externologia en ', cuya base exterior esta formada por los
subgrupos { £, : I € ¢}; el operador diferencial,

dZV”((CvE)) = dg :Cy = Oy,

es exterior ya que d,|E, = df K, = FE,_.

Por otro lado, si f : (C,e) = (C’,&') es un morfismo de E-Ch*Ab se
define W”(f), = f. : C,, — C!. Cada f, es exterior pues si F € &' existe
fTHE)€eey fu(f7HE),) C E,. De la definicién se deduce rdpidamente la
funtorialidad y fidelidad de W". O
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Obsérvese que, a pesar de que la categoria de los grupos abelianos exte-
riores no es abeliana se pueden construir los funtores

K,N : (E-Ab)2” — Ch™(E-Ab),
sin ninguin problema, gracias a su aditividad.

Proposicién 3.1.3 Los diagramas

E-K E-N

E-AbA® E-Ch*Ab E-AbA® E-Ch*Ab
W/l lw!/ W/l lw!/
AoP AoP
(E-Ab)A” —> Ch*(E-Ab),  (E-Ab)*” —> Ch*(E-Ab),

son conmutativos.

Demostracién:

Sea ((7,¢) un grupo abeliano simplicial exterior. Se considera prime-
ramente W/((G,e)). Entonces NW'((G,¢)) es un complejo de cadenas de
grupos abelianos exteriores dado por

NW'((G,e))p = ﬂf:_olker{G((Si) H(Gpyep) = (Gpoty€p-1)}y
dp = G(5P)|N(G)p-

Por otro lado se considera (E-N)((G,e)) = (N(G), ep-ny(q) donde la ex-

ternologia esta generada por la base exterior cuyos elementos son
{N(F): E €c¢}.

Asi, se tiene que W (E-N)((G,¢)) es un complejo de cadenas de grupos
abelianos exteriores, con componente n-ésima N(('), cuya externologia esta
generada por la base exterior {N(F), : E € ¢}. Teniendo en cuenta que
Mg ker{E(6;)} = E,(NZgker{G(8;)}), cuando E € ¢, se tiene la igualdad.
Se procede de igual forma para morfismos, concluyendo la conmutatividad
del segundo diagrama.

Considérese de nuevo (G,e). KW'((G,e)) es el complejo de cadenas
de grupos abelianos exteriores dado en cada componente n como (G.,,¢e,),
d, = 3" o(=1)'G(6;). Obviamente coincide con el objeto W"(E-K)((G, ¢)).

Se procede de la misma manera con morfismos. O
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3.2 El anillo de las matrices localmente fini-
tas.

En esta seccién se introducira el anillo R, de las matrices localmente finitas
asi como un funtor aditivo adjunto a derecha, P : E-Ab — ®-Mod, de los
grupos abelianos exteriores a los &-moddulos a derecha, que dara lugar a una
gran cantidad de relaciones y propiedades utiles para la homologia.

Se considera N el conjunto exterior cuya externologia es la de los com-
plementos de sus subconjuntos finitos. Si N(k) = {i € W : 7 > k}, entonces
{N(k) }ren es una base exterior. Sea el grupo abeliano exterior (F-L)(I), es
decir, 3247 con la externologia con base exterior {M3%2,;Z};en. Denotando
por ¢; la sucesién de enteros (0,0,...,0,10,0,0,...) entonces {e;}%2, genera,
claramente, a $72,Z. Por simplificar, se denotara a este grupo abeliano
exterior por 3.

Dar un homomorfismo exterior, a : 3 — 3, es lo mismo que dar las
iméagenes {a(e;)}52,. Cada a(e;) es una combinacién lineal finita de elemen-
tos {e;}°2,, y por otro lado, como « es exterior, para cada k € W existe { € N
tal que o(B2,Z) C B2, Z. De esta manera, o se puede identificar con una
matriz infinita de orden N X IN con coeficientes enteros tal que cada columna
y cada fila tiene un nimero finito de enteros no nulos. Este tipo de matriz
se denomina localmente finita sobre Z.

Si afer) = Y02, aje;, con k= 0,1, ..., entonces se interpreta como

Ay = ().
El conjunto de las matrices localmente finitas sobre Z se denotarda como
[f(Z). En este conjunto se puede definir sin ningin problema la suma y
producto matriciales dotandolo de estructura de anillo con unidad. Por otra
parte se considera Homg-ap(3,3) definiéndose (a+3)(k) = a(k)+5(k), k €
N. Entonces Homg-an(3,3) con la suma y la composicién tiene estructura
de anillo con unidad. Ademas,

Proposicién 3.2.1 Homg-an(3,3) y [f(Z) son anillos isomorfos.
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Demostracién:

Sea ¢ : Homg-an(3,3) = [ f(Z) dado por ¢(a) = A,. Evidentemente es
homomorfismo de anillos inyectivo. Tal como esta definido {f(Z) tampoco
hay problemas en comprobar la suprayectividad. O

Se llamard % al anillo Homg-ap(3,3) o [f(Z), y ®-Mod a la categoria
de ®-mddulos por la derecha.

Lema 3.2.1 Si ¢ es un grupo abeliano exterior, entonces Homg-ap(3,G)
es un R-modulo a derecha.

Demostracién:

Se considera la accién siguiente: si f € Homg-ap(3,G) y o € R entonces
fma = fa, la composicién. Por otro lado, dados f, f' : 3 — G, entonces
f+f:3— G, definida como (f + f')(exr) = f(er)+ f'(ex), k € N, al exten-
derse linealmente, es homomorfismo exterior. El resto de la demostraciéon
es rutinario. O

Corolario 3.2.1 Homg-ab(3,-) es un funtor de E-Ab a %-Mod.

Demostracién:

Sea v : G — G’ homomorfismo exterior, entonces, obviamente se verifica
que Y(f + 9) = %(f) + 7<(9). Ademds, para cada f € Homg-ap(3,G),
a €}, se tiene ([ -wa) =y(fa) = (1) = %(f) = a. O

Se denotara por P al funtor Homg-an(3,-) y se denominara funtor de

Brown. En el siguiente lema & representa un anillo unitario, no necesaria-
mente el de las matrices localmente finitas.

Lema 3.2.2 FEl funtor Homes-Moa(&, -) : 6-Mod — &-Mod es natural-
mente isomorfo al funtor identidad.

Demostracién:

Sea M un &-moédulo. Si f: & —+ M es un homomorfismo de &-modulos
y s € &, entonces se define (f -s s)(s') = f(ss'), s € &. Por otro lado
(f+ 1)) =f(s)+ f(s),s€&, f,f € Home-mod(s, M). Con estas leyes

Home-Moa (6, M) es un &-mddulo. Ahora se considera

om : Home-Moa (&, M) — M,
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dado por ¢a(f) = f(1). No hay dificultad en demostrar que ¢y es homo-
morfismo de &-mddulos. Ademas, si f,g: & — M son tales que coinciden
en 1, entonces coinciden en todo &. Dado m € M, se considera f,, : & = M
dado como f,,(1) = m, extendiéndose por linealidad. Esto hace que ¢y sea
isomorfismo. 0

El funtor P no es ni fiel ni pleno. Sin embargo, como consecuencia del
lema anterior, se tiene una propiedad interesante.

Corolario 3.2.2 FEriste un isomorfismo natural de R-modulos,
Homg-an(3, ) & Homp-moa(P(3), P(G)),

cuando G recorre los grupos abelianos exteriores.

Demostracién:

Sea (¢ un grupo abeliano exterior. Entonces Homg-an(3,G) es P(G),
pero P(G) = Homm-Mod (R, P(G)) que es Homm-mod(P(3), P(G)), siendo

el isomorfismo, natural de $i-mddulos. 0O

Obsérvese que el corolario no sélo dice que es biyeccién natural, sino
que, ademas dice que es isomorfismo natural de /&-mddulos. A continuacion
se analizara el funtor P de Brown, a fin de poder determinar un funtor
adjunto a izquierda suyo.

Definicién 3.2.1 Se define S la categoria cuyos objetos son de la forma
PBocaRa, con R, = R, para cada o € A, y los morfismos son los homomor-
fismos de ®-mddulos entre estos objetos.

Si se denota por jz, : 35 — Baeada la inclusion S-ésima, 3 € A, se puede
considerar P(j3,) : Rg — P(Baeada) para cada 3 € A, luego se induce un
homomorfismo de -mddulos BaeaP(J5,) : BacaRa — P(Pacada)-

Proposicién 3.2.2 FEuziste un funtor [ : S — E-Ab definido como

l(@aeA%a) = @aeA3a

para objetos.
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Demostracién:

De forma obvia, si u : @aeaRa — DpepRp es un morfismo de S, entonces
U = Poeally CON Uy = UJm, : Ro — DpepRg. Para cada o € A se considera

5 GpeP(isy)
P(30) = Ry ~2> BpepRy —— 2

P(®peB3s)-
Teniendo en cuenta el isomorfismo,

Homg-an(3a, Bpen3s) = Homm-Mod (P (3a), P(PBpen3s)),

existe un unico U, : 3, — Ppep3p homomorfismo exterior que se aplica en
(BpeBP(J35))ta : P(3a) = P(Bsen3s)-

Se define [(u) = Goeatin : Bacada — Bpen3s-

A partir de la propiedad universal del coproducto y de la definicién de
[ el resto de la demostracion no entrana dificultad. 0

Proposicién 3.2.3 FEriste una biyeccion natural,
Homg-ap([(FacaRa), () = Homp-Mod (FacaRa, P(G)).

Demostracién:

Sea f : l(BacaRs) — G homomorfismo exterior. Entonces f = Goecafa,
con f, :3, — G homomorfismo exterior.

Se define f = BaecAP(fa) 1 BacaBa — P(G). Por otro lado, dado
g DacaRa — P(G), g = Bucada, con g, : Ry — P(G), asi, segin la
biyeccion

HomE_Ab(:ﬁa, G) = Homm_Mod(P(:ﬁa), p(G)),

se considera g, = 3, — G el homomorfismo exterior correspondiente. Fi-
nalmente § = MB,eaga. Segin todas estas construcciones, no es dificil com-
probar que f = f vy que § = g, asi como la naturalidad. O

Ahora se estd en condiciones de construir un funtor adjunto a izquierda

del funtor P.

Proposicién 3.2.4 FEziste un funtor adjunto a izquierda de P,

V :%-Mod — E-Ab.
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Demostracién:

Se define el homomorfismo de $-modulos pas @ BrepRe — M dado por
(pamjm, )(1) = x, para cada "-médulo, M, y « € M, donde ju, es la inclusion
x-ésima, Ry — DreyPe © € M.

Sea también qa : Docrer(pr)Re — DremRe. Se tiene un diagrama,

@zEker(pM)%z qL @xEM%w pL M.

Notese que M es el contcleo de qy;.

Si Io(M) = GremPe, F1(M) = Bicher(pan)R2, entonces Iy, Fy son fun-
tores de ®-Mod en S,y qa : Fi(M) — Fy(M) una transformaciéon natural.
Se define

V(M) = coker(LFy (M) ") 1 Fy(M)).

No hay problemas en demostrar la funtorialidad de V' teniendo en cuenta
que ¢ es una transformacion natural y que [, £, F; son funtores. Ademas,

HOmE_Ab(V(M),G) = HOmE—Ab(COker(l(qM))) G)
= ker(Homg-ab(l(qu), &)
= ker(Homg-av(qu, P(G)))
= Homg-an(coker(qu), P(G))

= HomE Ab(M P(G) 0

Se deduce inmediatamente que V(%) = 3, puesto que para cada grupo
abeliano exterior GG,

Homg-ap(V(R), () = Homp-Moa (R, P(G)) = P(G) = Homg-an(3,G).
Proposicién 3.2.5 P : E-Ab — ®-Mod es un funtor aditivo.

Demostracién:

P(f+g)a)er) = (f +g)aler) = flaler)) + g(aler)), pero este dltimo
sumando es (P(f)(a) + Plg)(@)ee) = (PLF) + Plg))(a)(es), para f.g
€

homomorfismos exteriores, o € R, k € N. Esto demuestra que

P(f+9)=Pf) +Pl).
De forma similar, P(—f) = =P(f). 0
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Existe de forma natural una adjuncion,

AP

y
(%-Mod)A”” —= (E-Ab)A"

par

Ademas, como P preserva los limites al ser adjunto a derecha, entonces
PAT(XE) = PAT(X)E | para X grupo abeliano exterior simplicial y K
conjunto simplicial.

Dado F': C — D un funtor entre categorias punteadas, tal que preserva
el objeto cero, se induce un funtor entre las respectivas categorias de com-

plejos de cadenas, Ch(F') : ChC — ChD,
Ch(F)(X), = F(X,), d") = F(df),
Ch(E)(f)n = F(fn).

El siguiente lema es sencillo de verificar y se deja como ejercicio para el
lector:

Lema 3.2.3 Dada una pareja de funtores adjuntos, F' 4 GG, entre categorias
punteadas entonces se induce una adjuncion Ch(F) 4 Ch(G).

Teniendo en cuenta que el resultado es valido para complejos positivos,
se tiene:

Corolario 3.2.3 FExiste una adjuncion,

Cht(P)
Ch*(E-Ab) — Ch*(%-Mod),
cht (V)
Ch*(V) 4 Ch*(P).

Para finalizar esta seccion, se dan las relaciones de este funtor P con los
funtores N y K mediante diagramas conmutativos de funtores.

Proposicién 3.2.6 FEl siguiente diagrama es conmulativo:
(E-Ab)2” — Y~ Ch*(E-Ab)
Pﬁopl lmﬁ (P)
(%-Mod)2™ — Ch*(%-Mod).

Andlogamente, existe otro diagrama conmutativo sustituyendo N por K.



126 Capitulo 3. Homologia en espacios exteriores.

Demostracién:

Sea G un grupo abeliano exterior simplicial. Se considera, entonces,
N(P2"(G)). Este complejo de cadenas de $-médulos viene dado como

N(PA™ (@), = Nidker(P(G(3:)),
NP2 = P(G(8,)IN(PA7 (G)) e

Como P es adjunto a derecha preserva limites, en particular nicleos e in-
tersecciones, por lo que N2 ker(P(G(5;))) = P(NEZy ker(G(5;))), pero esto
es exactamente (ChT(P)N)(G),. Observando que los operadores diferen-
ciales coinciden se trata del mismo complejo. Para morfismos se razona
similarmente.

Ahora se considera K(PAOP(G)) :

K(PA(G)) = P (@) = P(Gh),
diE PO = T (< 1) PIG(S)).

Por otro lado, (ChT(P)K)(G), = P(K(G),) = P(G,). Como P es un fun-
tor aditivo, entonces el operador diferencial coincide con P(31_(—1) (d¥)),
que es el operador diferencial de (ChT(P)K)(G) de dimensién n. Para mor-
fismos, se procede igual. O

3.3 M-homologia y s-homologia en espacios
exteriores.

Se veran en esta seccion diferentes invariantes de tipo homolégico siguien-
do la linea de los modelos simpliciales creados y aprovechando todas las
propiedades vistas en las anteriores secciones de este capitulo. Primeramen-
te se hara un estudio de la homologia que surge cuando existe la acciéon del
monoide M = Homg(N,N), viéndose que coincide con la homologia singular
clasica de un determinado espacio de funciones. Este hecho hara que tenga
propiedades tales como la existencia de una sucesién exacta larga de ho-
mologia, la invarianza por homotopia exterior y un teorema de Hurewicz en
el que estaran involucrados los grupos de homotopia de tipo Brown definidos
en el primer capitulo.
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En la otra homologia intervendra el mencionado anillo de las matrices
localmente finitas. Entre sus propiedades mas destacadas estan la invarianza
por homotopia exterior, un teorema de tipo escisivo, la aditividad finita y
un algoritmo de calculo para gCW complejos.

Definicién 3.3.1 Sea X un espacio exterior. Un M-n-simplice singular
exterior es una aplicacion exterior u : NxA, — X. La i-cara de u es el
(n — 1)-simplice singular exterior u(idNi&), donde &; : A, — A, es la
inducida por é; : [n — 1] = [n], 0 <1 < n.

Si X es un espacio exterior se construye un complejo de cadenas de
p y pl€ej
grupos abelianos con la accién del monoide M segun el diagrama

Singe (LMPya

E — (SetsM™")A™

(AbMP)A? L ch+(ABM™).

Nétese que M es una categoria pequena y Ab es abeliana, por lo que AbM™”
es una categoria abeliana. Asi, se tiene una equivalencia de categorias,

(ABM™)2°" ~ ChT (ABM™),
mediante los funtores N y P. El funtor que se usara sera, no obstante, K.
La composicién de todos estos funtores E — Ch*(AbM®") se denominard
CM. complejo de cadenas de M-grupos abelianos. Explicitamente, si X es
un espacio exterior y f es una aplicaciéon exterior, entonces

CM(X)n — L(HomE(NiAan))v
4500 = o (=1) L (id x5,)7),
CM(f)n = L(L).

Definicién 3.3.2 Una pareja exterior, (X, A), consiste en un espacio exte-
rior X y un subespacio exterior A C X.

Como CM(A) es un subcomplejo de CM(X) se puede considerar el com-
plejo cociente CM(X)/CM(A), llamado complejo de cadenas de M-grupos
de X relativo a A,y denotado por CM (X, A).
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Un morfismo de parejas exteriores (X, A) — (Y, B) consiste en un par de
aplicaciones exteriores, (f,¢g), f: X = Y, g: A — B haciendo conmutativo
a

A—2>B

[

XTY7

donde 4, j son las inclusiones canénicas respectivas. Noétese que g = f|A,
por lo que, de hecho, consiste en dar una aplicacion exterior f : X — YV
tal que f(A) C B. Se induce de forma natural un morfismo de complejos

CM(fy = CM(f,g): CM(X, A) — CM(Y, B) dado por la inducida en los
cocientes de CM(f): CM(X) — CM(Y).

Definicién 3.3.3 Dado (X, A) una pareja exterior se define su n-M-grupo
de homologia como el del complejo de M-grupos CM (X A).

Si se denota por HM entonces HM (X, A) = H,(CM(X, A)). Esta cons-

truccion da lugar, claramente, a un funtor para cada n,

HM . E® 5 ABM™,

Para cada morfismo de parejas, f, se considera HM(f) = H,(CM(f)), com-

probandose que conserva tanto la composicion como la identidad. Aqui,
E®) denota la categoria de parejas exteriores.

Si (X, A) es una pareja exterior entonces (X", AY) es una pareja de
espacios topologicos. Se puede considerar, asi, la homologia singular clasica,
H, (X", AM). Cabe preguntarse qué relacion existe, para cada n > 0, entre
HM (X, A) y H,(X", A"). El siguiente resultado da una respuesta a esta
cuestion:

Proposicién 3.3.1 FEziste un isomorfismo natural,
H' (X, A) = H (X7, AY),

donde (X, A) recorre las parejas exteriores.
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Demostracién:

Los funtores Sing. y Sing(.)" son naturalmente isomorfos. Es sencillo
verificar, también, el isomorfismo natural en parejas,

(Singe(X), Sing.(A)) = (Sing(X"), Sing(A")),
y que, dando un paso mds,
(CYM(X),CM(A)) = (C(XT),C(AY),
donde C' representa el complejo de cadenas singular clésico. Finalmente

esto demuestra que CM(X)/CM(A) = C(XM)/C(AY), por lo que, pasando

a homologias se tiene el resultado. 0

Si X es un espacio exterior se puede identificar con la pareja (X,0),
surgiendo la nocién de homologia exterior de X, HM(X) = HM(X, (). Asi,
también toda aplicacion exterior f : X — Y se puede considerar como ( f, ()
pudiéndose definir su homologia exterior. Uniendo lo anterior se tiene un
isomorfismo natural HM(X) = I, (XV).

Otra propiedad interesante de esta homologia es la existencia de una
sucesion exacta larga asociada a cada pareja exterior (X, A).

Si (X, A) es una pareja exterior, entonces existe una sucesién exacta
corta de complejos de M-grupos abelianos,
0 —= CM(A) —= CM(X) —= CM(X)/CM(A) —=0,
donde ¢, 5 denotan la inclusién y proyeccién candnicas respectivamente.

COHlO consecuencias:

Proposicién 3.3.2 Para cada pareja exterior (X, A) existe una sucesion
exacta larga,

s HM(A) = HM(X) 2 HM (X, A) s HM (A) — |

donde 1. = HM(7), 5. = HM(5) y 8. es el M-homomorfismo de conexion.
Ademds, esta sucesion es isomorfa a la correspondiente de la sucesion exacta
corta

0 — C(AY) —= O(XM) —— C(X)/O(AY) — 0.
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Para cada pareja exterior (X, A) surge un cilindro, (X x I, AxI) y mor-
fismos de parejas do, 01 : (X, A) = (X X[, AXI), p: (XxI,AxI) — (X, A).

Definicién 3.3.4 Sean f,g : (X, A) — (Y, B) dos morfismos de parejas
exteriores. Se dira que f es homoétopo a g, f >~ ¢, si existe un morfismo de
parejas,

F:(XxI,AxI)— (Y,B),
tal que Fog = f, F'é; = g.

Esta relacion es de equivalencia y compatible con la composicion.

Lema 3.3.1 Sean f,g morfismos de parejas exteriores. Si f ~ g entonces
=gt
Demostracién:

Si se denota la homotopia por F': (X x/I,AxI) — (Y, B) entonces se
considera [ : (X, A) = (Y, B). Tomando la composicién de la aplicacién
de parejas, (F)N DX AY) — ((YDY (BT, con el isomorfismo en Top(?),
la categoria de parejas de espacios topologicos,

(YH5(BNY) = (YD (B,
(véase 1.2.9), entonces define una homotopia entre f% y ¢".
O

Ya que en Top la homologia singular es invariante por homotopia entre
morfismos de parejas de espacios se tiene un resultado andlogo para ex-
teriores, es decir, la invarianza por homotopia entre morfismos de parejas
exteriores.

Corolario 3.3.1 Si f,g: (X, A) — (Y, B) son morfismos de parejas exte-
riores homdtopos entonces HM(f) = HM(g).

n

Demostracién:

Se tiene un diagrama conmutativo,

HY'(£).H' (g)

HY(X, A) HY(Y, B)

a(x,A)lg gla(y,B)
N N N N

HAo(XT, A e HU (Y, BY).
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Asi, H%(f) = (a(Y,B))_lHn(fN)a(X,A) = (a(Y,B))_lHn(gN)a(X,A) = H%(Q)D

Como consecuencia, si f : (X, A) — (Y, B) es una equivalencia de ho-
motopia exterior entonces HM(f) : HM(X, A) — HM(Y, B) es isomorfismo,
para cada n > 0.

Aprovechando de nuevo el isomorfismo natural 72((X,a)) & 7, (X", a),
existe también un teorema de tipo Hurewicz.

Definicién 3.3.5 Sea X un espacio exterior y a € X", n > 1. Se define el
M -homomorfismo de Hurewicz,

WY (X, a) = HY(X),
como el que se induce en el diagrama

Wf((X,a)) ............ - H%(X)

%l l%

ﬂ-n(XNv Cl) h—> HN(XN)v

donde h,, : 7, (X", a) = H,(X") es el homomorfismo de Hurewicz clésico.

Para finalizar con la homologia H :

Proposicién 3.3.3 Sea X un espacio exterior tal que
rS(X) =0, 72((X,a)) =0, 1<k <n,

para algin a € X", y por tanto para cualquiera, con n > 2. Entonces

M 7B(X,a) - HM(X) es isomorfismo y BN« 78 (X, a) — HM (X)
es epimorfismo.

Demostracién:

hy, = h;w y se aplica el Teorema de Hurewicz clésico a X" O

Si X es un espacio exterior se construye el complejo positivo de cadenas
de $-médulos, C™(X), segin la composicion de funtores

O™ = KPA" (B-L)*" W (E-Sing) : E — ChT(%-Mod).
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Explicitamente,

CM(X)n = HomE—Ab(37 L(HomTop(Aan)))v n 2 07
dS 0 = T (1) L&)

(3

donde L(Homtop(A,, X)) tiene la externologia cuyos subgrupos exteriores
son de la forma L(Homrop(An, E)), E e-abierto en X. Obsérvese también

que dgm(X)(a)(ek) = dg(X)(a(ek)), para cada a € C™(X),, e € 3.
Si (X, A) es una pareja exterior, C™(A) es un subcomplejo de H-mé-

dulos de C(X). Asi, se puede definir el complejo de %-mddulos cociente,
CHX,A) = CHX)/CH(A).

Definicién 3.3.6 Dada (X, A) una pareja exterior se define su n-R-madulo

de homologia como el del complejo de S-mddulos, CT( X, A). Si se denota
por H™ entonces HT (X, A) = H,(CT(X, A)).

Obviamente esta construccion da lugar a un funtor, para cada n,

H? : E® s s1-Mod.

n

Por otro lado, si A =0, se denota H'(X) = H?(X,0).

Se comprobara ahora la existencia de una sucesion exacta larga de ho-
mologia ™ asociada a cada pareja exterior, (X, A). Evidentemente, existe
una sucesion exacta corta de complejos de SR-modulos,

0 — CT(A) —> CH(X) —L> CN(X, A) — 0,

donde 7, 7 son la inclusién y proyeccién canonicos respectivamente. Asi,
como consecuencia:

Proposicién 3.3.4 Si (X, A) es una pareja exterior entonces existe una
sucesion exacta larga de homologia,
n—1

e HI(A) e HNX) o X A) e Y (A)

con i, = HXi), j. = H(j), y 6« el homomorfismo de conexion.
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Proposicién 3.3.5 Sean f,g : X — Y aplicaciones exteriores tales que
f ~g. Entonces HZ(f) = H(g).

Demostracién:

Por un lado, el funtor £-Sing : E — E-Sets®" preserva cocilindros:
de forma general, si A" es un conjunto simplicial finito y Z es un espacio
exterior entonces (E-Sing)(Z%) & ((E-Sing)(Z))® naturalmente. Nétese

que

Sing(Z1),, = Homrep(A,, Z|K|)

= Homrop(|K| X Ay, 7))

=~ Homrop(|K x Aln]|, Z)

= Homgegsaor (K X Aln], Sing(7))

= Sing(Z)F,
donde hace que para cada F e-abierto, Sing(EX), = Sing(E)X, n > 0. Asi
se tiene que preserva cocilindros.

Por otro lado, los funtores

op (E-L)AP
Aep (E-L)

E-Sets®” % (E-Sets)A™, (E-Sets) (E-Ab)A°"

preservan cilindros y

(E-Ab)A™ 725 (-Mod)A™

preserva cocilindros. Esto hace que P2 (E-L)2" W (E-Sing) preserve la
homotopia.

El funtor N también preserva las homotopias y la inclusién ¢ : N — K
es una equivalencia de homotopia en cada componente, con lo cual, se tiene

que C(f) ~ C%(g) en Ch*(%-Mod) y

HY(f) = Ha(CT()) = Ha(C™(g)) = H,'(g). o

De forma analoga se comprueba la invarianza de la homologia por ho-
motopia en morfismos de parejas exteriores. Se expone aqui el resultado
dejando la demostracion como un ejercicio al lector.

Proposicién 3.3.6 Si f,g : (X, A) — (Y, B) son morfismos de parejas
exteriores homdotopos entonces H™(f) = H?(g).
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Se dara ahora una serie de resultados cuyo objetivo es demostrar un
teorema de tipo escisivo.

Si X es un espacio exterior se puede considerar el complejo de cadenas
de grupos abelianos exteriores segin la composicion de funtores,

D = K(E-L)*"W(E-Sing) : E — Ch*(E-Ab).
Obsérvese que, segin las conmutatividades vistas, Cht(P)D = C™.

Definicién 3.3.7 Sea X un espacio exterior. Se dice que X es primer
contable exterior o E-C1, si admite una base exterior contable g = {F, }>° .

Dado X espacio exterior E-C1 se puede considerar, sin pérdida de gene-
ralidad que
X=FE,DFE, D>E>..OE O..

Esta nueva nocion se puede trasladar sin problemas a las categorias exte-
riores definidas.

Un hecho curioso en la categoria de grupos abelianos exteriores es que
si p: G — H es un homomorfismo exterior sobre entonces p es cociente
(sobre y la externologia de H es la de aquellos subgrupos F < H tales que
p ' (F) € eg) si y sélo si p transforma subgrupos exteriores en subgrupos
exteriores. Efectivamente, dado F € ¢g, ya que E < p~'(p(E)) < G se
tiene que p~'(p(E)) € eg. Por otro lado, si F < H con p~™'(FE) € e, como
p(p~'(F)) = E, se tiene que F € ep.

Como consecuencia, si p : G — H es cociente entonces lleva cada base
exterior de (¢ en una base exterior de H, y si G es E-C1 entonces H también
lo es. Ademas, se puede comprobar que en las categorias exteriores, ser E-C1
es una propiedad hereditaria.

Lema 3.3.2 Sea f : 3 — G un homomorfismo de grupos abelianos, donde
G es grupo abeliano exterior E-C1, con base exterior § = {E,}>%,. En-
tonces, [ es exterior si y solo si exviste una sucesion {o(1)}2, C N, con
e(t) < et +1), i € Ny tal que para cada | € W y k > ¢(l) entonces
f(ek) e k.

Demostracién:

Su demostracién es rutinaria y se deja al lector.
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Lema 3.3.3 Sean C grupo abeliano exterior E-C1, C' subgrupo abeliano
exterior y C/C" el grupo abeliano exterior cociente. FEntonces

0——P(c) 2L pey Pl posory —¢

es una sucesion exacta corta de R-modulos.
(i:C' = Cyp:C — C/C" denotan la inclusion y proyeccion
candnicas, respectivamente).

Demostracién:

Sea {F, 152, una base exterior de C'. Ya que p es cociente entonces
{p(F.)}r2, es base exterior de C'/C". Por otro lado {C' N E,}52, es base
exterior de C’. Obviamente P (i) = i, : Homg-an(3,C’) = Homg-ap(3,C)
es monomorfismo y no es dificil comprobar que im(i.) = ker(p.). Solo
falta comprobar que P(p) = p. : Homg-ap(3,C) = Homg-ap(3,C/C’) es
epimorfismo. Para simplificar se denotarda C/C" = C", C'"NE, = E vy
p(E,)=E" ne€n.

Sea ¢ : 3 = C" un homomorfismo exterior. Se considera la sucesién
{p(1)}2, del lema anterior. Si ¢(0) < k < (1) entonces o(ey) € EJ = C”,
luego existe o(er) € Ey = C tal que p(c(ex)) = o(ex). De forma inductiva,
sip(i) <k <el+1),o0(er) € B, y existe d(e;) € F; tal que p(d(er)) es
o(er). Esto define, extendiendo por linealidad, un homomorfismo o : 3 — C,
que, por construccion, es exterior y p& = o. Por tanto P(p) = p. es sobre.

a

Proposicién 3.3.7 Eziste un isomorfismo natural,
ChT(P)(D(X)/D(A)) = CT(X, A),
donde (X, A) recorre las parejas exteriores F-C1.

Demostracién:

Si (X, A) es una pareja exterior entonces, aplicando el lema anterior,
dimension a dimension, se tiene que la sucesion

0—Ch+(P)D(A)—Ch*(P)D(X)—=Ch*(P)(D(X)/D(A))—0
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es exacta corta en Ch*(%-Mod). Teniendo en cuenta que
CRHP)D(X) = CH(X) v CRH(P)D(A) = C™(A),

se tiene el resultado. El resto de la demostracion se comprueba facilmente.

O
Asi, para hallar los ®&-mddulos de homologia de una pareja exterior

(X, A) se puede hacer a partir del complejo ChT(P)(D(X)/D(A)), hecho

que se usara a continuacion:

Teorema 3.3.1 (Teorema de escision)

Sea (X, A) una pareja exterior, con X E-C1, y sea U un abierto de X
tal que Clx(U) C Intx(A). Entonces la inclusion 1 : (X-U, A-U) — (X, A)

induce tsomorfismo en R-homologia, es decir,

HZ(i) : HYX-U, A-U) = H(X, A)

n

es isomorfismo de R-modulos, para cada n.

Demostracién:

Para cada e-abierto £ de X se tiene:

(i) ENClx(U) =Clg(ENU),

(ii) ENnIntx(A) = Intg(E N A).

ENU esun abierto de F, con Clg(ENU) C Intg(E N A) por lo que la
inclusién canénica ig : (F-(ENU),(ENA)-(ENU)) — (E,EN A) induce
isomorfismo en los grupos de homologia singular usuales. Denotando por C'

al funtor complejo de cadenas singular usual, entonces D(X) es el complejo
C'(X) con externologia para el nivel n cuya base exterior viene dada por los

subgrupos C(F), = L(Homrop(A,, E)), E € ex.

Si{F,}22, es la base exterior de X, se tiene un diagrama conmutativo
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de inclusiones, en la categoria Cht Ab, siguiente:

C(X-U, A-U)S C(X, A)

o

C(E-(Ey N\ U), (Ey N A)-(E, N U))— C(Ey, By N A)

py

C(Ey-(Ey N U, (Ey N A)-(Ey N U))—> C(Eg, By N A)

o

C(Es(Es N U), (Es N A)~(Es N U))— C(Es, B3N A)

Ademas, para cada k € N, la inclusion correspondiente induce isomor-
fismo H,(Er-(ExNU), (ExNA)-(ExNU)) = H,(Ey, ExNA). Ya que la base
exterior en C,(X) es {C,(FEr)}72,, entonces la base exterior de C,, (X, A) es

{Pe(Cr(ER)) Yizo = {Ch(ER) /(Co(Er) N Cr(A))}oz,
{CW(Ey)[Cu( B 0 A},
{C(Ex, By 0 A) 70,

donde p, : C,,(X) = C,(X, A) representa la proyeccion candnica respectiva.
Se comprobard primeramente la suprayectividad de H7(7) :

Si [¢] € H(X,A) se toma el representante o : 3 — C,(X, A). Sea
{e(1)}2, C N una sucesion con (i) < ¢(i + 1), tal que para cada [ € Ny
k> p(l) entonces o(er) € Cn(Ey, £ N A). Entonces, si (1) < k < p(l+1),
o(er) € Cu(Fr, BN A); evidentemente [o(e;)] € H,(E, Er N A) puesto que
(dn)«(0) = 0 implica que d,(o(ex) = 0, donde d,, denota el operador borde
de dimensién n del complejo C'(X, A), pero, ya que se tiene el isomorfismo
H.,.(ig,), se toma

&(ek) € Cn(El—(El N U), (El N A)—(El N U)),
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representante de [0(ex)] € H,(FE-(E,NU), (E;NA)-(ENU)) verificando que
H,.(ig,)([6(er)]) = [o(ex)]. Se induce, extendiéndose por linealidad, un ho-
momorfismo & : 3 — C,(X-U, A-U) que, por construccion, es exterior, [7]
es un elemento de HY(X-U, A-U) y H(i)([o]) = [o].

Sea ahora [o] € H}(X-U, A-U) tal que H}(i)(o) = [0] en H(X, A).
Entonces (d,).(0) = 0 y existe 0 : 3 — C,41(X, A) exterior tal que
(dus1)2(0) = Ca(i)o

Por ser o y & exteriores, se encuentra una sucesion {¢(i)}>2, C N, con
(1) < ¢t + 1), tal que para cada [ € Wy k > ¢(I) se tiene que

U(ek) € Cn(El—(El N U), (El N A)—(El N U) vy 5(€k) € Cn_|_1(El, E N A)

Ahora, si ¢(l) < k < ¢(l + 1), existe el isomorfismo H,(ig,) y, como
d,(o(er)) =0, se tiene que [o(er)] € H,((E-(E,NU), (BN A)-(E,NU)) y
dut1(0(er)) = Culig,)(o(ex)). Asi, existe

(

&(ek) - Cn_|_1 El—(El N U), (El N A)—(El N U))

con dpy1(0(€ex)) = olex).

Se induce por construccién & : 3 — C41(X-U, A-U) exterior verificando
que (dupr).(5) = o, por lo que [o] = [0]. }

La siguiente propiedad que se vera acerca de esta homologia es la aditivi-
dad finita, es decir, dada una coleccién finita de espacios exteriores { X;}7,
entonces H(II7, X;) = @, HX(X;), n > 0, siendo el isomorfismo natu-
ral. Para probar este hecho se ha de utilizar algunos resultados previos. Se
considera la notacién [, X; = U, (X; x {1}), siendo la inyeccién k-ésima,
-]k(x) = (ka)v LS Xk

Si K es un espacio topoldgico conexo a Homrop(K, X;) se le puede
dotar de estructura de conjunto exterior con la externologia que admite
como base exterior los subconjuntos Homrop( K, E;), E; e-abierto en X,.
De igual forma en Hommrop(K, 172, X;), donde se considera en I, X, la
externologia coproducto.

Lema 3.3.4 FExiste un isomorfismo natural en E-Sets,
¢ 1, Hommop(K, X:) = Hommop(K, 117, X:),

donde K recorre los espacios topoldogicos conexos y {X;}7, los espacios
exteriores.
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Demostracién:

Se define o((f,k))(x) = (f(x),k), v € K, k € {1,...,m}. La inyec-
tividad de ¢ es obvia. Haciendo uso de que K es conexo es sencillo com-
probar que es suprayectiva, luego es una biyeccion. Ya que, una base ex-
terior de [172, Homrop( K, X;) es {112, Homrop(K, E;) : E; € €x,}, en
Hommop (K, 112, Xi) es {Homrpop( K, 1172, Ei) : B € ex,} y que tanto ¢
como ¢~ ! transforman subconjuntos exteriores basicos en exteriores bésicos,
se tiene el isomorfismo. El resto de la demostracién es evidente. 0

Proposicién 3.3.8 Sea {X;}7, una familia finita de espacios exteriores.
Entonces HXM 72, X)) 2 @, HXNX;), n > 0.

Demostracién:

El funtor £-L : E-Sets — E-Ab preserva coproductos pues es adjunto a
izquierda, por otro lado, el funtor P = Homg-an(3,-) : E-Ab — %-Mod es
adjunto a derecha, por lo que preserva productos, pero en grupos abelianos
exteriores el coproducto finito coincide con el producto, luego existe un
isomorfismo natural,

S PUE-LY(Homgop (K, X:)) = P(E-L)(Homopl K, 111, X)),
Aplicando esto nivel a nivel, la composicién de funtores,
PAY(E-L)2" W (E-Sing),

preserva coproductos. Ademas, K : (%-Mod)2” — Ch*(%-Mod) tam-
bién preserva coproductos, por lo que

Cm(H;L Xi) = ﬁlcm(Xi)v

concluyendo el resultado. 0

Se estudiara ahora la %-homologia del espacio exterior N. Una base ex-
terior estd constituida por los de la forma N(k) = {t € N: ¢ > k}, k € I
Asi, en D(N), = L(Homrop(A,,N)) la externologia considerada sera la
que tiene como base exterior {L(Homrop(An,,1(7)))}52,. Si se denota por
D(W) = C(I), entonces la base exterior se denotara por {C(1(7))}52,,.
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Proposicién 3.3.9

Demostracién:

Para cada ¢ € N, al ser I(¢) discreto, sus grupos de homologia singular

son

$72,Z, n=0

H,(N(2)) =

0, n>0.
Sin >0y [c] € H}(N), se toma o : 3 — () representante, teniéndose
(dn)«(0) = 0. Como o es exterior, existe una sucesion {¢(7)}52, C I, con
(1) < p(i+ 1) y tal que para cadalENychp(l) oer) € Cp(N (l))

Sip(l) <k <ell+1),o(er) € Cr(NN(I)) con dy(o(er)) = 0, por lo que

[o(er)] € H,(N(l)) = 0. Existe 6(ex) € Crp1(N(1)) tal que dpy1((er)) es
o(er). De esta forma se construye la aplicaciéon exterior & : 3 — C,41(N),
&€ Ch (M) y (duy1)<(6) = 0. Esto demuestra que [o] = [0], y, por lo tanto
H ) =0

Se analiza ahora HJ'(IV) :

Noétese que dy : C1(N) — Co( ) es ((SNO*) — L((fl*) = 0 por la conexidad
de Ay, por lo que HJY(N) = Ch*(P )( (N))o = Homg-ab(3, Co(IN). Pero
Co(1Y) = (E-L)(Hommop(Ao, V) = (E-L)(IV) = 3. O

Dado (X, 7) un espacio topoldgico se puede obtener un espacio exterior
de dos maneras, una de ellas es considerar como externologia la propia
topologia y otra es considerar el espacio total {X}. En ambos espacios
exteriores la homologia H™ viene dada en funcién de la homologia singular

usual de X.

Proposicién 3.3.10 Sea (X, 1) espacio topoldgico.
(i) St ex = {X} entonces H*(X) Z [I:2q Hu(X);
(ii) St ex = 7x entonces HJ(X) = @2 H,(X),

siendo los isomorfismos naturales.
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Demostracién:

(i) En este caso en el complejo C'(X),
C(X), = L{Hommop(A,, X))

tiene como externologia {C'(X),}. Entonces

Homg-an(3,C(X),) = Homan(3,C(X),)
= Homap(HiZeZ, C(X),)
= 2o Homap(Z,C(X)n)
= [12, C(X)n.

Se establece que el complejo de cadenas de $&-mddulos,
C/(X)n =120 C(X)n, &, =1IIiZg dn,
es isomorfo a C™(X). Asi,

HM(X) = H,(C(X) = Hu(IT2Z C(X)) ZTTZo Ha(C(X)) = TT7Zg Ha(X).

(ii) En este caso la externologia tiene como base exterior a {(}. En-
tonces, para cada n € N, C'(X), tiene como base exterior a {0}, es de-
cir, la externologia es la de todos sus subgrupos. De este modo, dado
f 3 = C(X), exterior, existe un natural ks tal que f(ey) = 0, para
todo k > ky, luego se comprueba que Homg-ap(3,C(X),) es isomorfo a
B2C(X), en ® — Mod. Si se considera el complejo de cadenas &52,C(X)
dado por (B2,C (X)), = B2,C(X),, con operador frontera &;2d, en-
tonces éste es isomorfo al complejo C™(X). Se deduce, finalmente, que
HD(X) = 220 H, (X),

La naturalidad se deja al lector. O

El siguiente objetivo es definir una versién de homologia reducida. Para
ello habra que restringirse a una categoria especial de espacios exteriores,
E}. Esta categoria tiene como objetos tridngulos conmutativos,
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que se denotaran por (ix, X, rx). Un morfismo (ix, X,rx) — (1y,Y,ry) es
una aplicacién exterior f: X — Y tal que fix =1y, ry f =rx.

Nétese que esta categoria es una subcategoria de EY, espacios exteriores
bajo y sobre N.

También, se observa que H (rx)H(ix) = H}(rxix) = idgz) por lo
que (rx )« = H(rx) es epimorfismo y (ix). = H)(ix) es monomorfismo.

Definicién 3.3.8 Sea (iy, X,ry) un objeto de Eg. Se define

2 (X) = ker(H(X) © 12 (),

n n

Por la propiedad del niicleo, dada f : (ix, X,rx) — (iy, Y, ry), se induce
un homomorfismo H™(f): HM(X) — H*(Y).
En el caso que n > 0, entonces H?(N) = 0, por lo que H™(X) = H™(X).

Si (X, A) es una pareja en Eg, esto es, la inclusién 7 : A — X es un

morfismo de dicha categoria, se define H™(X, A) = H}(X,A).Sif: X =Y
es exterior, en EY, con f(A) C B se define H}(f) = H}(f).

Proposicién 3.3.11 Sea (X, A) una pareja en Eg. FEzxisten morfismos 1.,
Jx Y Oy lales que la siguiente sucesion es exacta larga:

e H(A) = H(X) =2 H(X, A) == ] (A) — -

Demostracién:
Fl cuadrado conmutativo

7
s

e

TA

X
|

— >N,
’LdN

Z<~—

con ¢ : A — B la inclusion, da lugar al diagrama conmutativo cuyas filas
son sucesiones exactas,

= HMA) > H o HMX, A) e BT (A) — - -

l(f’A)* l(f’x)* lo l(f’A)*

e I e HE() g ) g B ()

/3
E
l
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Tomando nucleos se obtiene la sucesion exacta larga en homologia reducida.
O

También se da la invarianza homotopica.

Proposicién 3.3.12 Sean f,g: (ix, X,rx) — (iv,Y,ry) homdtopas exte-
riormente. Entonces H(f) = H(g).

Demostracién:

Evidente teniendo en cuenta cémo se define H)' para morfismos y el

hecho de que H(f) = H(g). O

Resaltar, finalmente, una relacién natural entre la homologia H.* y la
reducida, H*. Se observa que existe una sucesién exacta corta,

0 —= H}X) —= HJ(X) — H}(1) —0,

que escinde, asi HM(X) = H™(X) @ H¥(N).

Se quiere ahora dar un algoritmo de céalculo de la ®-homologia para
ciertos gCW complejos. Para ello se comienza viendo homologia en celdas
y esferas. Si S™ es la n-esfera, se denota por &" = NxS”. Claramente es
un objeto de Eg. Efectivamente: sea sg = (0,0,...,0,—1) € 5", entonces se
define ign(k) = (k,30), y ren(k,x) = k. Entonces renign = idy. Asl, tiene
sentido considerar su homologia reducida. Otro objeto especial es N, donde
iy = ry = idy. Evidentemente, se tiene que HX(N) = 0, para cada i € Z.

Como N = Nx{sg} C &", se considerara a IN como un subespacio exterior
de &". Ademés N — &" es un morfismo de Eg.

También, otro objeto a considerar es ®" = Nx D", n > 0, donde D™ es
el n-disco. Aqui, ipn(k) = (k, s0) y ron(k, ) = k. Es sencillo comprobar la
existencia de morfismos en Eg, @y 1, tales que Y ~ 1dgn y b = idy, por
lo que se tiene que [:]?(i)”) x~ ]:[;R(N) = 0, para cada 1 € Z, n > 0.

&" es un subespacio exterior de ®"! siendo 6" — ®"*! de EY. Ademas,

Proposicién 3.3.13
(i) HE (9™ &™) = HM &), i € Z,n > 0,
(i) 3 (67) 2 fEN("), i € 2,0 > 0,
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Demostracién:

(i) Sea la sucesién exacta del par (9"! &"):

e B (@ — )

o (ot &" )= H (&™) = H (2" ).

Ya que H} (@) =0 = H (2™
se tiene el resultado.
(ii) Sea la sucesién exacta asociada al par (&1

,N) :
e L (W)= H (") = H (67T 1) H (1) ..

Como [:]gl‘_l(N) =0 = H(IV) entonces [:]fj_l(@”"'l) = ]:]fj_l(@”"'l,N).

Si S* = AHx € 5" : 2,41 < 0}, el hemisferio sur de S™, entonces
N & Nx{sp} es un retracto por deformacién exterior de 8" = NxS™. Efec-
tivamente, se consideran las aplicaciones exteriores

i Nx{so} = &", (k,s0) ~ (k,s80); r:6" = Nx{so}, (k,a)~ (k,s0).
Entonces ri =id y si F': 8™ xI — & es tal que

(1 —t)x +tso
(1 —t)z + tso|

F(k,a,t) = (k, ), (k,2,1) € 6" X1,

entonces es exterior y hace ir ~ id. Obsérvese que &" xI = Nx(S” x [).

Asi, haciendo uso de las sucesiones exactas de homologia asociadas a las
parejas exteriores (6"t M)y (&"T! &"*), por la invarianza por homotopia
exterior de la %-homologia y el lema de los cinco,

HSR

i+1(6n+17N) = Hm (6n+17 67i+1)‘

= i
Tomando el abierto U = Nx{x € S"™ : z,1, < —1} de ™™, su clausura
estd contenida en el interior de 6"t luego, por escisién, (teorema 3.3.1):

HSR

Tertt erthy = gt (6"t-U, e,

- i+1

No es dificil comprobar que A = NWx{x € "t : 2,5, = —% es un retracto

}
por deformacién exterior de 6"t/ = Nx{x € S"*! : —% < @12 <0}y,
por el mismo razonamiento que el hecho para Nx{sq} C &", se tiene que

HSR

n(emhU,ettU) = 0T (6" -U, A).

- i+1
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Pero (&"*'-U, A) es una pareja isomorfa exteriormente a (9"t &™), por lo
que, de esta manera:

HSR

S(emthu ety = 0 (901 en).

Por ultimo,

}NIZI‘—I (6n+1)

1212 1111 1R

O
Como &° y N son isomorfos en B, H¥(&%) = H™(&%) = H?(N) = 0, si

n # 0. Por otro lado, es sencillo comprobar que

(reo)s : Ho' (") = Hg'(1)

es isomorfo a s : @M M® — R, (a,b) ~ a + b, con lo cual H}(&°) = %. Por
este hecho, la proposicién anterior y la relacion con la homologia reducida,

Corolario 3.3.2

0, 1#n. 0

Considerando las esferas S™~1, n > 1, con topologia como externologia,
asi como para los discos, D", teniendo en cuenta el calculo de la homologia
singular usual de 5", entonces,

Siz >0,
- B0z, i=n - (@?‘;OZ) D (@(Jioz)v n=10
H(5") = , Hy'(5") =
0, 1#£n, D502, n>0.
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Y,sin>1:

2
o0 ;o
@jZOZ, 1=n

0, 1 FEn.

Los gCW complejos son espacios que se crean pegando discos o N-discos
por su borde, proceso que se describe a través de push-outs. Por esto es
adecuado estudiar la siguiente situacion:

HY D", 5" 1) =

Sean X, X* espacios exteriores Hausdorff, tal que X* es E-C1 y se
obtiene de X a partir de un push-out de la forma
)jg

(Hrea 23) H(yer D7) (Uyen AL er /) .

(L n 99 LIAL, v 90)
(ITxea 62_1) H(Hwer Sﬁ_l)

con A y I finitos. Como la flecha vertical del coproducto de esferas en el co-
producto de discos es inyectiva, cerrada y e-cerrada, se tiene que X — X~
es inyectiva, cerrada y e-cerrada, luego un embebimiento. Se puede, en-
tonces, suponer sin pérdida de generalidad, que X es un subespacio exterior

cerrado de X*. Asi,
X7 = XU (Unean(D3)) U (Urer [ (D7)
Se consideran los centros de los discos,

A= (Dnea hEO) U (Uyer £({0})),
y se toma X' = X*A = X U (Uyen i (0:{ D3-{0})) U (Us er f, (D2-{0}).

Entonces X es un retracto por deformacién exterior de X’. La retraccion
r: X' — X viene dada como r(x) = z, si # € X, r(fi(k,2)) = ga(k, Hi—ll)
v r(fy(x)) = gW(IIi_II)' Una simple comprobacion demuestra que 11 = idx y
que ir ~ idy/. Haciendo uso de las sucesiones exactas asociadas a los pares
(X*, X) y (X*, X'), la invarianza por homotopia exterior de H* y el lema
de los cinco,

HMX™, X) = HYX™, X").



3.3. M-homologia y $i-homologia en espacios exteriores. 147

Sean
1 _
Z, = {l‘ c IR": 5 < ||$|| < 1}, U=XU (U/\eAf/\(NXZn)) U (UwehW(Zn)).

U es un abierto en X* y su clausura esta contenida en el interior de X' en
X*, luego H (X, X') = H}X*-U, X'-U), que es isomorfo a su vez a
HF((UARXM™) U (UF(M")), (UL (M"-{0}))) U (UF,(M"-{0}))),
donde M"™ = {z € R" : ||z|| < 3}.

Asi, HI(X®, X) 2 (51e0 HDY &) & (5 er HH( D3, 5371)) tenien-

v2 2y
do en cuenta que Nx{z € IR" : ||z|| = 3} es retracto por deformacién
exterior de Nx(M"-{0}), que {x € R" : ||z[| = 1} también lo es de M"-{0}

y el lema de los cinco. Como resultado de todos estos razonamientos:

Proposicién 3.3.14
(829) & (8o(8242))s i = n

0, 1 £ n.

HY (X" X) =
Lema 3.3.5 Sea X un gCW complejo con un nimero finito de celdas en
cada dimensidn, entonces H*(X™) =0, Vi > n.

Demostracién:

Sin =0, X" se obtiene a partir del push-out

! Q{
(I1xa, @) L(ILyem, DY) - X"

f es isomorfismo exterior y, como ®$ = Ny Dg >~ «x entonces H'(X?) es iso-
morfo a (&) H ())& (6, H(*)), por lo que si ¢ > 0 entonces H(X") = 0.

Supéngase cierto para n—1, esto es, H (X" ') =0,Vi >n—1.5ii >n
se considera la sucesién exacta del par (X", X"71):

e (X s HY (X HE (X, X HE (XY -
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Como ¢ > n > n — 1 entonces HM(X"™') =0 = H?,(X"!). Asi, se tiene

que H¥(X™) = H*X™ X""1) = 0 puesto que 1 # n. 0
En el préximo lema oy, : X* — X es la inyeccién canénica del esqueleto

k-dimensional de X en X (véase la definicién de gCW complejo).

Lema 3.3.6 Sea X un gCW -complejo como en el lema anterior, y sea a
un elemento de C(X). Entonces existe una factorizacion en E-Ab,

para m suficientemente grande.

Demostracién:

Supédngase que a € C2(a,,(X™)), Ym € N. Entonces existe una sucesién
{z:}729 C X tal que x; € ay,, (X" )-a,,(X™), ng = 0, nipq > n,, siendo
z; un punto proveniente de algin simplice de a,,_,.

Se considera f : N — X, dado por f(k) = xj. Evidentemente es continua
pero, ademads, es exterior: si £ es abierto exterior de X entonces C,(F) es
exterior de C,(X), luego existe ng € N tal que ap € C,(F), VE > no.
Entonces f(k) = ap € E, Vk > no.

a; ' (f()) es e-cerrado en X* para cada k, al ser finito, por lo que f(IV)
es e-cerrado en X. Asi, N = f~!(f(IN)) es e-cerrado, es decir, compacto, lo
cual es una contradiccion. 0

Definicién 3.3.9 Se define el complejo R-celular de X como

C%cel(X) _ H;Z{(Xn,Xn_l),

n
con operador frontera la composicién

Sx

H(X7, X)L I (X071 25 2 (X0, X2,

donde 4, es el homomorfismo de conexion y 7,_; el inducido por la inclusion.
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Para simplificar se denotara por (C,d). (C,d) es un complejo de cadenas de
M-modulos. Si k,, 7, denotan las inducidas en las inclusiones se considera
el diagrama

< X 2 (X, X,

Teorema 3.3.2 Sea X un gCW complejo con un nimero finito de celdas
en cada dimension. Entonces

(i) k,, es epimorfismo;
(ii) j, es monomorfismo;

(iii) im(j,) = ker(d,), ker(k,) = j 1 (im(d,uz1)).

Demostracién:

Sin > 1, la sucesién exacta (*) asociada al par (X", X"7!) es

Sx

0— H ' (X™) ny H™ (X" Xy 2 g% (X ny H  (X7™)—0.

Sii # n,i # n—1, entonces H}, (X", X" ") =0 = HNX", X" 1)
y asi, de la sucesién exacta asociada al par (X", X"') se deduce que
iy 2 HY(X"Y) — H?(X™), la inducida por la inclusién correspondiente,
es isomorfismo, en particular si : < n — 1, es decir, n > 7 + 1. Entonces,

fijado ¢ > 0 se tiene un diagrama conmutativo,

HAR(X) S ey It oy It
km
mi-ﬁl /
H(X).

En el caso que X sea de dimensién finita, X = X, para un cierto m, de
lo que se sigue que Vo > i, k, : H(X?) — H?(X) es isomorfismo y, por
tanto, k;11 lo es. Para la misma conclusion, en el caso general, se tiene en
cuenta el lema anterior, los detalles se dejan para el lector.

De la exactitud (*) se tiene que j, es monomorfismo y que ¢, es epimor-
fismo, n > 1. Ya que k,411,41 = k, ¥ kny1 es isomorfismo se sigue que k,
es sobre. Ademas ker(k,) = ker(i,+1) por lo que su puede sustituir (*) por

0—H}(X") - HY(X™, X" LN HY (X fnoy g

n—1

(X)—0.
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Como d, = j,_10x Y jn_1 es monomorfismo entonces
ker(d,) = ker(jn-10.) = ker(d.) = im(Jn),
ademas,

ker(kn_l) = Zm((s*) — ]n__ll(lm(.]n—l(s*)) = ]n—l(lm(dn)) O

Corolario 3.3.3 0, = (j,k;') : HJ(X) = H,(C) es un isomorfismo de
R-modulos.

Por tanto, para hallar los grupos de $-homologia de X basta hallar los
grupos de homologia del complejo de cadenas de %-modulos, C.



Capitulo 4

Aplicaciones: Homologias
tubulares.

Otros importantes invariantes de naturaleza homolégica para los espacios
exteriores se estudiaran en este capitulo: la homologia tubular y la tubular
cerrada. Se veran relaciones entre éstas y la homologia singular clasica, asi
como que, para C'W complejos localmente finitos y con un nimero contable
de celdas en cada dimension, K, su homologia localmente finita coincidira
con la homologia tubular cerrada de cierta estructura de gCW complejo para
K, con lo cual, y como consecuencia inmediata, se podra dar una relacion
de la homologia reducida de Steenrod de un espacio métrico-compacto, X,
con la homologia tubular cerrada asociada a su complejo fundamental de
Lefschetz.

4.1 Homologia tubular.

Se considera la categoria Ch,;Ab, de complejos de cadenas acotados infe-
riormente de grupos abelianos.

Definicién 4.1.1 Dado X un objeto de Ch,;Ab, se define su cocilindro,
X', como,

(XI)n = Xn @ Xn—l—l @ Xn7
anI(xvyvz) = (an(l'), _an-l—l(y) +r— Zvan(Z))

151
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Es sencillo comprobar que es un objeto de Chay Ab. Tomando (dy), y (d1),
las proyecciones en la primera y tercera componente respectivamente, de-
finen homomorfismos de complejos,

do,dl : XI — X.

Por otro lado, se define s : X — X! como s,(x) = (x,0,z), dando un
homomorfismo de complejos. Entonces se tiene un diagrama conmutativo,

(id,id)
X X x X
\ %)
XI

con (dy,dy) fibracion y s equivalencia débil en Ch,;Ab, por lo que es un
objeto cocilindro de X, en el sentido de categoria de modelos de Quillen

(véase [13]). Dado f : X — Y un morfismo de ChyAb se define su
cocilindro, f1, como (f1), = fu @ fuir1 @ fn. Surge asi, un funtor cocilindro,

(.)' : ChiAb — Chy;Ab.
Ademas, dy, d; y s son transformaciones naturales. El funtor cocilindro

transforma equivalencias débiles en equivalencias débiles.

Si X es un complejo de cadenas positivo de ®R-mddulos, se puede consi-
derar (sh)* : X — X, dado como (sh):(x) = x - sh, donde sh es el operador
shift definido en el capitulo 2. Es sencillo comprobar que es un homomor-
fismo de complejos de cadenas positivo de grupos abelianos. Teniendo en
cuenta la existencia del funtor canénico

Ch*(®-Mod) — ChTAb C Ch,;Ab,
entonces tiene sentido la siguiente definicion:

Definicién 4.1.2 Sea X un objeto de Ch™(%®-Mod). Se define el complejo
de cadenas tubular de X, P(X), como el obtenido en el siguiente pull-back
en Ch,;Ab :

P(X) P1 XI

p2l l(do,dl)

X s XX
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Su descripcién explicita es

P(X)n — Xn S, Xn—l—h
IO 0,2 = (A5 (), ~d5y, (1) + a— - sh).

n n

Por otro lado, si f : X — Y es un morfismo de Ch*(®-Mod), se
induce, por la propiedad universal del pull-back, un morfismo de Ch,;Ab,
P(f): P(X) = P(Y), cuya expresion es P(f), = fo ® fay1. Claramente
define un funtor P : Ch*(%-Mod) — Ch,Ab.

Para cada pareja exterior (X, A), C™(X, A) es un complejo de cadenas
positivo de ®-mddulos. Se denotara por P(X, A) a P(CT(X, A)).

Definicién 4.1.3 Sea (X, A) una pareja exterior, se define el n-grupo de

homologia tubular de (X, A), y se denotard por HX' (X, A), como el del com-
plejo P(X, A).

De modo natural, si f : (X,A4) — (Y, B) es un morfismo de parejas

exteriores se define HU(f) : HI'(X,A) — HP(Y,B), dando lugar, para
cada n € Z un funtor H' : E® — Ab.

Lema 4.1.1 Sea W un subcomplejo de cadenas positivo de R-modulos de
7. Entonces existe un isomorfismo natural P(Z/W) = P(Z)/P(W).

Demostracién:

Es sencillo comprobar que 6 : P(Z/W) — P(Z)/P(W), dado por
0.([], [y]) = [(=,y)],

es el isomorfismo natural. 0

Como consecuencia,

Proposicién 4.1.1 Sea (X, A) una pareja exterior, entonces existe una
sucesion exacta larga en homologia tubular,

> HP(A) —> HP(X) —2> HP(X, A) 2> HE [(A) — -,

donde 1., 7. son las inducidas en las correspondientes inclusiones.
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Demostracién:

Teniendo en cuenta el lema anterior se tiene una sucesion exacta corta

en Ch,;Ab,

Pl P(j)

0— P(A) P(X)—>P(X,A)—=0,

concluyendo la demostracion. O

También, para la invarianza homotdpica de la homologia tubular, es
necesario comprobar antes un resultado.

Lema 4.1.2 Sean f,g : X — Y morfismos en Cht(%"-Mod) tales que
f =~ g. Entonces P(f) ~ P(g).

Demostracién:

Sea {h, : X,, = Y,41}nez la homotopia entre f y ¢g. Una simple com-
probacién demuestra que

e & (<) 2 PO = POV )gr, (ar2) ~ ()~ (2))
determina la homotopia entre P(f) v P(g). O

Proposicién 4.1.2 Sean f,g: (X, A) = (Y, B) morfismos en E?) homo-
topos exteriormente. Entonces HY(f) = HI(g), Yn € Z.

Demostracién:
Si f ~ g entonces CT(f),C™(g) : C(X, A) — C™(Y, B) son hométopos
en Ch*(®-Mod). El lema anterior concluye el resultado. 0

La homologia tubular verifica también un teorema de tipo escisivo.

Teorema 4.1.1 Sea (X, A) una pareja exterior, con X E-C1, y sea U un
abierto de X con Clx(U) C Intx(A). Entonces 1 : (X-U, A-U) — (X, A),

la inclusion, induce isomorfismo en homologia tubular, es decir,
HE () : HP(X-U, A-U) — HP(X, A)

es isomorfismo de grupos, para cada n.
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Demostracién:

Se hara uso de la estructura de categoria de modelos de Ch,; Ab. Sea el
diagrama conmutativo

XU, AUTE om0, A7) x 0N XU, AU LW em xp, Av)!
Cv{(i)l Cm(i)xcm(i)l Cvi(i)ll
M M M M I
(X, A) o OX, A) 5 O, A) = O, A

Por el teorema 3.3.1, C™(7) es equivalencia débil y, por tanto, también

lo son C™(7) x C™(1) y C™(2)L. Por otro lado,

(do,dy) : CR(X, A)T — OT(X, A) x CT(X, A),
(do,dy) : CHX-U, A-UY — CNX-U, A-U) x CNX-U, A-U)

son fibraciones, luego, por el resultado dual de la proposicién 0.1.1 se tiene
que

P(i): P(X-U, A-U) = P(X, A)

es equivalencia débil. O

Lema 4.1.3 Sea {X*}™, una coleccion finita de complejos de cadenas po-
sitivos de M-modulos. Entonces existe un isomorfismo natural,

P(B, X7) = gL, P(XY).
Demostracién:
Se considera a : P( ;filXi) — @:f;lP(Xi) dado por
an((a',a?,...,a™), (2 2% ..., 2™)) = ((a', 21), (a®, 2%), ..., (a™, ™).

Es sencillo comprobar que define a o« como un isomorfismo natural en

Cht*(®-Mod). O

De este lema se sigue la aditividad finita para la homologia tubular.

Proposicién 4.1.3 Sea { X'}, una coleccion finita de espacios exteriores.
Entonces existe un isomorfismo natural,

HE (I, X) = em HE (XF).
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Demostracién:
Por el lema anterior y ya que C™([]7, X') & @7, C™(X"), entonces

P(LIZ, X7) = &L, P(X). o

Para el préximo objetivo, es necesario describir el funtor derivado del
funtor limite inverso.

Definicién 4.1.4 Sea
Go Po G P1 e P2 e

un sistema inverso de grupos abelianos. Se considera el homomorfismo de
grupos d : [[72, Gy — [Ii2, G; dado por

d(go, 91,92, ---) = (9o — po(91), 91 — P1(92), g2 — P2(g3), --.).

Entonces el limite inverso es lim{G;,p;} = ker(d), y el limite derivado,

lim"{G;, p;} = coker(d).

Para simplificar notacion y siempre que no haya lugar a confusion, se
omitiran los homomorfismos de transicién, p;.

De forma canénica se definen lim y lim! para morfismos de sistemas
inversos de grupos abelianos. Dos importantes propiedades concernientes al
funtor lim! son las siguientes:

(i) Si cada p; : G4y — G; es un epimorfismo, entonces lim* {G;} = 0;

(ii) Los limites inversos y derivados de una sucesién exacta corta de
sistemas inversos de grupos abelianos,

0 {Gis {Hi} —{Ki} —0,
estan relacionados por una sucesion exacta larga de grupos abelianos,

— lim' {G;} — lim"{H;} — lim' {K;} — 0.

Supoéngase X un espacio exterior E-C1, y

X=FED>DFE, DFE>..DFE,D..
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una base exterior. Sea 1y : Fjyq < Fj la inclusién candnica correspondiente
y dado ¢ € Z, pr : H,(Ex+1) — Hy(Fy) su inducida en los grupos de
homologia singular. Entonces se tiene, para cada ¢, un sistema inverso de
grupos abelianos,

Hy(Eo) -~ Hy(Er) —— H,(E2) = Hy(Fs) <—- -
Teorema 4.1.2 Fuziste, para cada q € 7, una sucesion exacta corta,
0 ——lim! {H, 1 (Ey)} —= HF (X) —> lim {H,(E;)} —=0.

Demostracién:
Primeramente se construira un epimorfismo H! (X)) 5 lim {H,(E;)} :
Sea (a,x) un g-ciclo de P(X), entonces

(dS" O a), — i) + a —a - sh) = (0,0).

Yaquea:3 — Cy(X)yax:3— Cuy1(X) son homomorfismos exteriores
existe {n;}2, C N, con ng = 0y ngq > n; tal que para cada 1 € N,
(ar,xr) € Cy(E;) & Cyra(Fy), Yk > n;. (ag, xp representan a(ey), x(ex)
respectivamente.)

Se define G([(a,x)]) = {[an,]}i2y Evidentemente, a,, es un ¢-ciclo de
C(FE;), por lo que [a,,] € Hy(F;). Ademas, si se considera

W; = Ty, + Tn,+1 + Tp,42 + ...+ Tnip1—1 € Cq—|—1(Ei)7
entonces dqc_f_)l()(wi) = A, — Ay, Por tanto p;i([a,,,]) = [a.] ¥y

{lan]}iZo € lim {H,(Ei)}.

(3 esta bien definida: si (a,x), (b,y) son dos g-ciclos homédlogos de P(X)
existe una (q+1)-cadena, (¢, z), tal que

(doi ™ (e), —dgyi M (2) + e — ¢ sh) = (a = bx — ).

Sean {[a,,]}72y, {[bn]}72y los elementos del limite inverso segin la cons-
truccion descrita. Como ¢ : 3 — Cy41(X) es exterior, para cada ¢ existe
n? > max{n;,n.} tal que ¢x € Cyy1(F;), Vk > nl. Sea

Wi = Cr = (Ynr + Y1 + oo Yprm) F (T + Tnigr + o F @rog) € Copa(B).
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Es facil comprobar que dqci?i)(wi) = dpn; — by con lo cual [a,,] = [by]. De
su propia construccion es inmediato comprobar que 3 es homomorfismo de
grupos.

Se considera {[a;]}2, € lim {H,(F;)}. Ya que a; es un g-ciclo de C'(E;)
se define a(e;) = a;; evidentemente a € C?(X) ¥, como a;41 ~ a; en C(F;),
existe #; € Cyyq1(F;) con dqci)l()(xz) = a; —a;y1. Esto da lugar a = € C;j_l(X)
(x(e;) = x;) con (a,x) g-ciclo de P(X) y verificando que su imagen, via (3,
es {[an,]}2y, comprobandose la suprayectividad.

Para la construccién del monomorfismo lim! { H, 1 (E;)} = HF(X) se
va a considerar

o 2o Hyn (B) = HJ (X)),
definida como ¢({[zi]};2,) = [(0, )], donde & viene dado por x(e;) = ;.
@ estd bien definida puesto que si x; ~ z! en C(FE;) para cada i, existe
w; € Cypa(E;) con dqci)z()(wi) = x; —x.. Se tiene, asi, w € C;j_z(X). Entonces
(0,w) € Pppa(X) v dﬂ_)f)((),w) = (0,2') — (0,2). También en este caso, es
directa la comprobacion de que ¢ es homomorfismo. Sea

d: T2, Hq-l-l(Ei) — [1:2 Hq+1(Ei)

de la definicién del limite derivado. Si {[x;]}52, es un elemento del limite
inverso entonces

pd({[2]}20) = e({[2: — wisa]}20) = [(0,2 — x - sh)] = [diy)(x,0)] = 0.

Denotando por 7 la proyeccién de [152, Hyy1(E;) en lim' {H,+1(F;)} en-
tonces existe un tinico homomorfismo o : lim' {H,1(E;)} — HF(X) tal
que aT = p.

a es inyectiva pues, si {[z]}22, € TI2 Hyr1(E:) tal que [(0,2)] = 0
entonces existe una (q+1)-cadena (a,y) de P(X) tal que

(d (@), —dS ) (y) + a — a- sh) = (0,2).

Por otro lado, como a, y son exteriores, existe {n;}52; C N, ng =0, n;41 > n;

V (ar, yr) € Cor1(Ei) & Cpya(Er), VE > ny. Se considera

W =+ Tip1 + g2+ oeee + Tpyo1 + an, € Cpra(E),
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que es (q+1)-ciclo de C(E;), y sea también
2 = Yn; T Yni+1 + oo F Yniyy—1 € Cq-l-?(Ei)'

Entonces dqci)z()(zz) = (w; — wig1) — x;, con lo cual, d({[w;]}72) = {[2:]}32,-
Esto muestra que {[z;]}2, € im(d) y la inyectividad de a.

Por construcciéon, fa = 0, luego im(a) < ker(3). Sélo queda por com-
probar que ker(3) < im(a) :

Sea (a,x) un g-ciclo de P(X) tal que 5([(a, z)]) = {[an,]};2o = 0, donde
{ni}2q es tal que ng =0, n; > n;_y v (ag, xr) € Cy(F;) B Copr(Fi), VE > ny.
Como a,, ~ 0 en C(FE;), existe y; € Cyp1(F;) tal que dqci)l()(yi) = a,,, para
cada 7. Sea

W = —Yi +Yit1 + Tn, + Tojr + oo+ Ty -1

Entonces {[w;]}72 € [T720 Hot1(Ei) y p({[wil}iZo) = [(0, —y + y - sh + 2')],
donde y(&;) = yi, 2'(€) = Tp; + Tpig1 + o + Ty —1. Sea

V=Yt i+ T+t T

Entonces define v € C71,(X), (7,0) € Py (X) y dﬂ_)f)((’y,())) es, exacta-

mente, (a,2) — (0, —y + y - sh + a’), con lo cual p({[w;]}2,) = [(a,x)]. O

Siguiendo razonamientos analogos se obtiene el siguiente resultado para
el caso no absoluto. Se dejan los detalles al lector.

Teorema 4.1.3 Sea (X, A) una pareja exterior, X E-C1, y
X=Ey>E >E>..DOE >..

una base exterior de X. Entonces, si se denota por E! = E;N A, existe, para
cada q € Z, una sucesion exacta corta,

0—=lim' {H,11(E;, El)} — HY (X, A) — lim {H,(E;, E)} —=0.

En la anterior seccion, se habia definido la %-homologia. Esta homologia
y la homologia tubular estan relacionadas mediante una sucesion exacta
larga.



160 Capitulo 4. Aplicaciones: Homologias tubulares.

Proposicién 4.1.4 Sea X un espacio exterior. Eriste una sucesion exacta
larga de la forma:

= H (X)) — H](X) — H}(X) —= H(X) —- -

Demostracién:

Se considera la sucesién exacta corta en ChyAb,

B

0 — CR(X)* 2= P(X) —2- 0%(X) —=0,

donde C(X)* es el complejo dado por

CHX)E = C(X g,

R CH(X
dg &) = _dn-l—l( )7

an(w) = (0,—2), ¢ € CNX)E, y Bulars) = a, (a,r) € P(X),. Como
H (CH(X)T) = H\ (X)), g € Z, se tiene el resultado. El homomorfismo de
conexién 6, : H,(C™(X)) = H,_1(CH(X)t) = H;“(X) viene definido como
0 = (sh)* —ad, ([x] ~ [ - sh — z].) 0

Obsérvese que con razonamientos similares se tiene el resultado para el

caso relativo.

El teorema 4.1.2 anterior es util para el calculo de homologia tubular.
Se pretende ahora calcular la homologia tubular del espacio exterior N.
Claramente, {N(¢)}32, es una base exterior que esta en las condiciones de
dicho teorema.

Proposicién 4.1.5
[liZ0Z) &0 Z, q=—1
0, qg# —1.

Demostracién:

Se considera la sucesién exacta corta de grupos abelianos,

0 —lim" { sy (N(i)) } — H (1) — lim {H,(1(i)) } — 0.
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Para ¢ < =26 g > 1, Hf(N) = 0, evidentemente. Si ¢ = 0, como cada
Hi(1(2)) = 0, se tiene que

Hy (W) 2= lim { Ho(N(i))} = lim {72},

donde D1 Z — DRLZ es la inclusion canonica, para cada . El limite
inverso de este sistema inverso de grupos es 0.

Queda el caso ¢ = —1:
Como lim {H_;(N(7))} = 0, entonces

HE, (1) 2 lim! {Ho(1())} 2 lim! {552,2).

Tomando los contucleos sucesivos de las inclusiones 72, Z — D2 ,Z se ob-
tiene la siguiente sucesion exacta corta de sistemas inversos de grupos:

0 —{Ppniz} —{Po2} —{Bi2o2} — 0,

donde el segundo sistema inverso es constantemente &72 7 con la identidad,
y el dltimo sistema es

0~—7~—Z@®l—ZIBLH L -
con las proyecciones candnicas. Entonces hay una sucesién exacta,

0 — lim{®2.2} — lim{®2,2} — lim {@};ZOZ}
— lim' {52, 2} — lim" {®2 oz} — lim' {Di_Z} — 0.

Pero lim {@52.2} =2 0 2 lim' {®2,Z2}.
Por otro lado, lim {®Z} = B Z, lim{P®i_oZ} = [132, Z. De estos
calculos y la sucesion exacta expuesta se deduce:
lim' {72, 2} 2 11520 Z) 2, Z.
O

Una propiedad curiosa de la homologia tubular surge cuando la exter-
nologia considerada es la propia topologia.

Proposicién 4.1.6 Sea X un espacio exterior tal que ex = Tx. FEntonces

HP(X)=0, Vn ez
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Demostracién:

Por la parte (ii) de la proposicién 3.3.10 se puede suponer:

P(X ) = (3260 (X)) & (8200 (Xt ),
PO {ai}, {oi}iy) = (A (@)} A=di ) () + a; = aipa }).

donde C'(X) es el complejo de cadenas singular usual.
Supéngase (a, ) = ({a;}52,, {x:}52,) un n-ciclo de P(X). Entonces

dg(X)(ai) =0,
dC(X)

nt1 (1’2) = a7 — di41.

Ya que a = {a;}72, € BZC(X)n y v = {xi}iZy € BZC(X)nps en-
tonces existe N € N tal que a; =0y z; =0, Vi > N. Se considera

Shsitk, sL0Si<N
w; =
0, sit>N
yw= {wz}?io S @200()()714—1
Entonces (w,0) € P(X)u41 ¥ df_g)(w,()) = (a,x). 0

Se deduce que, si X es un espacio topolégico compacto, entonces
HP (X)) =0, Vn €z

De forma similar se tiene para el caso relativo, con parejas exteriores
compactas.

4.2 Homologia tubular cerrada.

Variando un poco el complejo de cadenas tubular de un espacio exterior,
se obtiene un subcomplejo suyo, el complejo tubular cerrado, dando lugar
a otro invariante homolégico importante: la homologia tubular cerrada.
Se daran, primeramente, unas consideraciones algebraicas antes de dar su
definicién.
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Definicién 4.2.1 Sea X un complejo de cadenas positivo de grupos abe-
lianos exteriores. El complejo de cadenas tubular cerrado de X, Q(X), es el
complejo de cadenas acotado inferiormente de grupos abelianos siguiente:

Q(X), ={(a,2) € Homg-an(3, X)) & Homg-an(3, Xot1) : a0 = 0},
A3 (a, x) = ((dY)<(a), =(d)))u(2) + a —a- sh).

Obsérvese que, realmente
Q(X)n = {(a7x) - P(Ch—l—(,]))(X))n L dg = 0},

siendo d2(*) la restriccién de df(Cth PIED & Q(X),.
Evidentemente, Q(X) es subcomplejo de P(X) = P(Ch*(P)(X)), la
inclusion ¢ : Q(X) — P(X) es homomorfismo de complejos de cadenas

acotados inferiormente de grupos abelianos.

Sif: X — Y es un morfismo de complejos de grupos abelianos exteriores

se considera Q(f) : Q(X) — Q(Y) dada por

QN )n = ((fn)«(a), (fag1)«(2));
es decir, P(f)n|Q(X),.

Si (X, A) es una pareja de complejos de cadenas positivos de grupos
abelianos exteriores se considera Q(X, A) = Q(X/A) C P(X, A). De forma
natural se define para f: (X, A) — (Y, B) morfismo de parejas correspon-
diente, dando lugar a un funtor,

Q : Ch*(E-Ab)® — Ch,Ab.

Si (X, A) es una pareja de espacios exteriores, se denotara por Q(X, A)
a Q(D(X),D(A)) = Q(D(X)/D(A)). Aqui D(X) es el complejo singular
C(X) de forma que en cada nivel C'(X),, tiene la externologia generada
por {C(FE), : E € ex}. Si no hay lugar lugar a ambigiiedad, a veces se
denotara D(X) =C(X)y D(X,A) = C(X,A). Se define de forma natural

QUf): Q(X,A) — Q(Y, B) para parejas.

Definicién 4.2.2 Sea (X, A) una pareja de espacios exteriores. Se define
su n-grupo de homologia tubular cerrada, H9(X, A), como el del complejo

QX A).
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Si f:(X,A) — (Y, B) es un morfismo de parejas de espacios exteriores
se define de forma canénica H?(f): H?(X, A) — H?(Y, B), originando un
funtor para cada n € Z, H? : E® — Ab.

Lema 4.2.1 Sea (X, A) una pareja exterior. Entonces existe un isomor-
fismo natural

QX, A) = Q(X)/Q(A).

Demostracién:

No es dificil comprobar, y se deja para el lector, que la transformacién

a:Q(X)/Q(A) —» Q(X, A) dado como
an([(a, 2)]) = (pu(a), pryr(2)),

donde p; : C(X)r — C(X, A)i es la proyeccion candnica, es un isomorfismo
natural. 0

Proposicién 4.2.1 Sea (X, A) una pareja exterior. FEntonces existe una
sucesion exacta larga en homologia tubular cerrada,

= HQ(A) = HY(X) — HO(X, A) 2o {2 (A) — -

Demostracién:

Evidente, teniendo en cuenta el lema anterior.

Proposicién 4.2.2 Sean f,g: X — Y aplicaciones exteriores homotopas.
Entonces

H(f) = H(g), Vn €.

Demostracion:

Sea I : f ~ g la homotopia exterior, y sea I'Y : C'(X), — C(Xx1),41
el operador prisma. Si L, = C(F),1I'Y : C(X), = C(Y),41, entonces es
conocido que dfff)Ln 4 LypydS0 = C(g)n — C(f)n-

L, es exterior: sea £ € ey, entonces existe £’ € ex tal que FI(E'x ) estd
contenido en £. Por la naturalidad del operador prisma, I'E" = T'X|C'(E"),;

5
Q
&
z
!

CF)nia I (C(E)) C CF)ga (C(E X I)ngr) € C(E) s
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demostrando que L, es homomorfismo exterior. Entonces h,, = P(L, ), que
es (Lp)« : C(X), = C™(Y)py1, da lugar a la homotopia entre C7(f) v
C™(g)-

Es sencillo, entonces, comprobar que o, : Q(X), — Q(Y)n41, dada
por ap(a,x) = (hy(a), —hn1(2)) estda bien definida y que determina una
homotopia entre Q(f) v Q(g). O

Existe una version relativa de este ultimo resultado, que se demuestra
con razonamientos analogos.

Proposicién 4.2.3 Sea X un espacio exterior. Eriste una sucesion exacta
larga,

= H2(X) — HF(X) — H(X) —= H (X)) —=

Demostracién:

Se considera la sucesién en Ch,;Ab,

0—=Q(X) —> P(X) > C(X) —=0,

donde C'(X) es el complejo de cadenas de grupos abelianos singular de X,
i es la inclusién canédnica y j viene dado como j,(a,z) = ao. Es sencillo
comprobar que esta sucesion es exacta corta. O

Corolario 4.2.1 Sea X un espacio exterior tal que ex = 7Tx. Entonces,
para todo n € Z,

HP(X) = H,py (X).

Demostracién:

De la proposicion anterior y la proposicion 4.1.6, combinados, se deduce
el resultado. 0

En particular, si X es un espacio topolégico compacto,
HP(X.) = H,y(X), Yn € Z.
Estos razonamientos se extienden, ademads, al caso relativo con razonamien-

tos analogos.

También la homologia tubular cerrada verifica un teorema de tipo esci-
sivo.
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Teorema 4.2.1 Sea (X, A) una pareja exterior, con X E-C1, y sea U un
abierto de X con Clx(U) C Intx(A). Entonces 1 : (X-U, A-U) — (X, A),

la inclusion, induce isomorfismo en homologia tubular cerrada, es decir,

HP(i): H?(X-U,A-U) — H?(X, A)

n

es isomorfismo de grupos, para cada n.

Demostracién:

El siguiente diagrama en Ch,;Ab es conmutativo:

0 —> Q(X-U, A-U) —> P(X-U, A-U) —> C(X-U, A-U) —> 0

Q(i)l P(i)l C(i)l

0——Q(X,A) P(X,A) C(X,A)

0,

donde las filas son sucesiones exactas cortas. Considerando las sucesiones
exactas largas en homologia respectivas se tiene un diagrama conmutativo
de grupos abelianos. Teniendo en cuenta que, fijado n € Z, HY, (i) y HE (1)
son isomorfismos por el teorema 4.1.1, que H,,41(2) y H,(7) son isomorfismos
por el teorema de escision clasico para homologia singular, y haciendo uso
del lema de los cinco, se deduce que H%(7) es isomorfismo. O

Lema 4.2.2 Sea { X'}, una coleccion de complejos de cadenas positivos
de grupos abelianos exteriores. Entonces

QLX) = &1L, Q(XY),

Demostracién:
El isomorfismo a : Q(B7, X') — &7, Q(X?) viene definido por

an((a,...,a™), (2", ....2™)) = ((a*, 2"), (¢*, 2?), ..., (@™, z™)).

Nétese que a = (al,...,a™) : 3 — @™, X! siendo cada a' : 3 — X! exterior.

Como ap = 0 entonces @), = 0 para cada 7, por lo que a estéd bien dado. Se
comprueba que es isomorfismo de complejos. O
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Proposicién 4.2.4 Si {X'}7, es una coleccion de espacios exteriores, en-
tonces

H2 (1, Xi) = e HZ (X)),

Demostracién:
FEvidente teniendo en cuenta el lema anterior y que, en Ch*(E-Ab),
C(H;(il Xi) = ?1:10()(2')-
O
Se tiene por razonamientos similares el resultado para el caso relativo.

Como en la homologia tubular, existe un teorema similar 1util para
calculos.

Teorema 4.2.2 Sea X un espacio exterio E-C1, y sea
X=FE,DFE, D>E>..OE O..

una base exterior. Existe, para cada q € Z, una sucesion exacta corta,
0 —— lim' {Hyp (X, B)} — HE (X)) — lim {H,(X. E;)} —>0.

Demostracion:

Definicién de 3 : HZ (X)) — lim {H, (X, E;)} :

Sea (a,x) un (g-1)-ciclo de Q(X). Entonces existe {n,}>2, C N sucesién,
con ng = 0, n; > n;_1 y tal que (ag, xx) € Cyr1(F;) & Cy(E;), VE > n,. Se
considera z; = xg + @1 + 9 + ... + 2,1 € Cy(X).

Denotando por z; € Cy( X, F;) la clase en el cociente, entonces
Bl(a,2)]) = {[Z]}Zo € lim {H,(X, Ei)}.

Definicién de o : lim' { H,11 (X, E;)} — H?_I(X) :

Sea ¢ : [1:2g Hy1 (X, Fy) — H?_l(X) dado por:

si {[Z] )20 € 1720 Hygr (X, Ei) se considera @ € C}(C') definido como
wlei) = 2 = diy) (=) € Cy(By). Bntonces p({[z] 2o = (0, 2))

Sid 152y Hypr (X, Ey) — TI20 Hyw1 (X, E;) es el homomorfismo de

definicion del limite derivado y 7 es la proyeccion sobre dicho limite, ya que



168 Capitulo 4. Aplicaciones: Homologias tubulares.

¢d = 0 existe un tinico homomorfismo de grupos « de lim"{H, (X, E;)}
a Hf_l(X) tal que am = .

Se deja para el lector demostrar que estan bien definidos y que determi-
nan la sucesién exacta. Las técnicas a seguir para la verificacion de estos

hechos son las mismas que se han utilizado para la demostracion del teorema
4.1.2. 0

En el teorema para el caso relativo se omite su demostracién pues su
técnica es la misma. Si (X, A) es una pareja exterior, X E-Cl y {E;}32,
una base exterior tal que Ky = X y E, D F,41, para cada n, si se denota
por E; = AUE;, entonces existe para cada ¢ € Z, una sucesién exacta corta,

0 — lim! {H,p1 (X, )} — HE (X, A) — Lim {H,(X, E£;)} —0.

Proposicién 4.2.5
H?iozv qg=—1

Hf(N): 0 # —1
’ q -

Demostracién:

Se considera la sucesién exacta corta de grupos abelianos,
0 —= lim' { Hypa (N, 1(d)) } —— HP (W) — lim { Hyy1 (N, N(1)) } —0,

Nétese que Ho(N,N(i)) & Ho(N —1N(i)) = $iZ47, siendo los homomorfismos
de transicién las proyecciones candnicas. Los tnicos casos no triviales son
g=—-2yqg=—1.5i ¢g=—2, entonces

HO, (1) 2 lim! {Ho(1,19(1))} = lim' {9242} 2 0,

al ser las proyecciones epimorfismos. Y si ¢ = —1, se comprueba facilmente
que

HE, (1) 2 lim {Ho(1,11(0)} 2 lim {22} = 172, 2. .

Proposicién 4.2.6 Sea {( X\, A)\)}aea una coleccion contable de parejas de
espacios compactos. St en los coproductos,

H/\EA Xx\v H/\EA AM
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se consideran las externologias de los complementos de sus compacto-cerra-
dos, entonces

Hg(HAeA X/\7 H/\eA A/\) = H/\eA Hn+1(X/\7 A/\)a Vn € Z.

Demostracién:

En el caso finito, se considera en cada compacto su topologia como
externologia, coincidente con la externologia de los complementos de sus
compacto-cerrados, asi como en el coproducto. Por la versién relativa de la
proposicion 4.2.4 y el corolario 4.2.1 se tiene el resultado.

Supéngase que A = N. Obsérvese que [[52, X\ es E-C1. Una base exte-
rior {E;}2, viene dada como F; =[5, X). Como

Hi (11520 X i) & Hio (11520 X0, 1020 Ay) = 42 He (X, Ad),

por argumentos de escision, con U = [[5Z, X, haciendo uso de la sucesién
exacta 4.2.2 en su version relativa, entonces

H(IT520 X, 1520 An) 2= lim {@3 2 Hor (X, A3)} 2 TR Hosr (X0, Ay,

puesto que el limite derivado es cero al ser los homomorfismos de transicion,
epimorfismos. 0

4.3 Homologia celular tubular cerrada y ho-
mologia de Steenrod.

Se comprobara la importancia de la homologia tubular cerrada viéndose
una relacion directa con la homologia de Steenrod de los espacios métrico-
compactos.

Las homologias tubular y tubular cerrada tienen las propiedades nece-
sarias para repetir los argumentos hechos en los gCW complejos con un
numero finito de celdas en cada dimension para la 8-homologia. Unicamente
varian los grupos de coeficientes y en unos casos un salto de dimension. Por
ello, se omitirdn varias demostraciones en los proximos comentarios. Para
verlas tan solo es suficiente volver al capitulo anterior y repetir sus argu-
mentos.
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Se introducira ahora, a semejanza de la ®-homologia reducida, la ho-
mologia tubular cerrada reducida.

Definicién 4.3.1 Sea (iyx, X,ry) un objeto de Eg. Se define

H2(X) = ker(H2(X) % HO(1)).

n

Dada f: (ix, X,rx) — (iy,Y,ry), se induce un homomorfismo de gru-
pos HZ(f)+ HZ(X) — H2(Y).

Para n > 0, entonces H2(N) = 0, por lo que [:[7?()() = H?(X).

Si (X,A) es una pareja en Eg, se define [:[7?()(, A) = HP(X,A). Si
J: X =Y es exterior, en Ey, con f(A) C B se define HO(f) = HZ(f).

Proposicién 4.3.1 Sea (X, A) una pareja en Eg. Entonces existen morfis-
mos ix, Jx Y 0x lales que la siguiente sucesion es exacta larga:

Proposicién 4.3.2 Sean f,g : (ix,X,rx) — (iv,Y,ry) homotopas exte-
riormente. Entonces H?(f) = H?(g), n > 0.

Proposicién 4.3.3
(i) Hi, (974, 6") = AP (e"), i € Z,n > 0;
(ii) HE (6" = HP(6"), i € 7, n > 0.

Corolario 4.3.1

[liZoz, t=n—1 (ITZo 2)B([120 ), n =0
A% (e") = HZ\(6") =
0, itn—1, 5% Z, n > 0.

H?iozv 1=n—1

0, 1 #n—1.
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Por el célculo de la homologia singular usual de S™ y (D" S"7!) y el
corolario 4.2.1:

Siz >0,
Z, 1=n—1 Z®Z, n=20
H2(8") = HE,(S") =
0, t#n—1, Z, n>0.
Y,sin > 1:
Z, 1=n—1
H2 (D", 5" =
0, 1#n—1.
Dados X* y X espacios exteriores como en la proposicion 3.3.14, en-
tonces
HZQ(X*vX/) = (@AGAH?(©§7 62_1)) b (@WEFHZ'Q(Dzv Sﬁ_l))v
por lo que

HO(X* X) = (BT 2) @ (8y2)), i=n—1
R I Ptn 1)

Definicién 4.3.2 Sea X un gCW complejo con un nimero finito de celdas
en cada dimensién. Se define el complejo celular tubular cerrado, C9¢( X)),
como

CRUX) = HZ, (X7, X",

dg@cel(X)

con operador borde, , la composicién

HE (X7, X071 B B2 (X0m1) 5 B2 (0t X2,

Entonces el n-grupo de homologia de dicho complejo es isomorfo al grupo
de homologia tubular cerrada de X de dimensién n-1.

Supoéngase ahora un CW complejo, X, localmente finito y con un nimero
contable de celdas en cada dimensién. Se considera en cada objeto del
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diagrama push-out en Top la externologia de los complementos de sus
compacto-cerrados,

I 9%

n—1 HAeAn 72 _

[Trea, SX Xt

Irea, DX — X",
HAeAn I3

Entonces es un push-out en E, véase el capitulo 1 de la memoria. Asi, si
X tiene dimensién finita, X. es un gCW complejo (ndtese que si hay un
numero numerable de n-celdas entonces se puede considerar como una sola
N-celda de dimensién n.) Para el caso general, la externologia considerada
en X serd la del colimite. Se denotara este gCW complejo por X.

Obsérvese que
HZ (X" X" 2 Thea, Ha(D3, 5571 2 Thea, Ha(@8€3),

donde €} = fI(Int(D3)), & = fI(D}) y €} = & -€l.
Como es conocido, la homologia celular localmente finita de X, orien-
tado, es la homologia del complejo C'/¢?/( X)), definido como

CUX) = Thea, Ha(@ €0),
con operador borde

d;fcel({ci\l}AEAn) — {(Z/\eAn[eﬁ : eﬁ—l]wﬁ)aﬁ_l}ueAn_m

donde a% es el generador del grupo ciclico infinito H,(e%, €}), es decir, la

orientacién de e (véase capitulo 4 de [56]), ¢y = wiay, wy € Zy [e} : e ~']
denota el nimero de incidencia de la n-celda €} respecto de la (n-1)-celda
n—1
e
n

jacd

Nétese que, por el isomorfismo M, (D7, St™1) = [, (€%, ¢}), se puede dar
una definicion alternativa de la homologia celular localmente finita de X :

CINX) = Thea, Ha(D5, 5771,
siendo el operador borde,

& () henn) = {(Eaeanled + ep w3 (@)™ Tueans
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donde (a’)% es el generador de I, (D%, S7™!), que se corresponde con a? y
(¢)h = (w)i(a)3, (W)} € Z,
Ademdés, se comprueba la existencia de un diagrama conmutativo:

o

HE (X", X" Mea, Ha(D3,S37Y)

dgcell l_dlnfcel

H??—Z(Xn_len_z) —g> HMEAn—l H”_l(DZ_17 53—2)‘
Teniendo en cuenta todos estos razonamientos:

Teorema 4.3.1 51 X es un CW complejo localmente finito, con un nimero
contable de celdas en cada dimension, entonces

H? (X)) = H,(CY(X)), Vn e z.
Y, como corolario:

Corolario 4.3.2 Sea X es un espacio métrico compacto. Entonces

HP(OFC (X)) = H*(X), Vn € Z.

Es decir, la homologia reducida de Steenrod de X ([75]) es isomorfa a la

—

homologia tubular cerrada de OFC(X) donde OFC(X) denota el complejo
fundamental de Lefschetz de X ([34]).
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