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Introduccion

La teoria espectral clasica aborda el estudio de las propiedades de los operadores
lineales caracterizando su espectro y analizando el comportamiento del operador resol-
vente en los entornos del espectro. Una herramienta fundamental en esta teoria es el
célculo funcional holomorfo. Siguiendo a Dunford [17] y Taylor [50] el origen histérico
se remonta al ano 1896 con los trabajos pioneros de Frobenius [27]. El proceso de
formalizacion y sistematizacién rigurosa arranca casi simultdneamente con el trabajo
de Poincaré [41] en el que se define el cdlculo funcional holomorfo para matrices de
dimensién finita.

Dados un operador lineal y continuo 7" definido sobre un espacio de Banach complejo
y f una funcién analitica compleja en un entorno del espectro del operador 7', se define
el operador f(T') de este célculo funcional, mediante la “férmula integral de Cauchy”

1
27

§T) = 5= [ T =1) A

donde I es la frontera orientada de un dominio de Cauchy que contiene al espectro y
esta contenido en el dominio de la funcién f.

Uno de los problemas que frena inicialmente el desarrollo del calculo funcional holo-
morfo es el significado de la analiticidad para las funciones con valores vectoriales. La
clave para la solucién de este problema la proporciona Wiener [54] en 1923, probando
el Teorema de Cauchy para tales funciones. Sin embargo, el empleo de sus ideas no
comenzé a generalizarse en la teoria espectral hasta 1937 cuando Stone [47] establece
algunas propiedades sobre la analiticidad del operador resolvente en espacios de Hilbert
y demuestra, aplicando el Teorema de Liouville, que el espectro de un operador lineal
continuo no puede ser vacio. En trabajos posteriores, Taylor [48] extiende estos re-

sultados a los espacios de Banach y Lorch [34] obtiene los primeros resultados sobre



proyecciones espectrales. Finalmente, Taylor [49] clasifica en 1943 los diferentes tipos de
singularidades aisladas de las funciones analiticas con valores en un espacio de Banach.
En ese mismo ano, Dunford [17], [18] caracteriza los polos del operador resolvente,
aplicando resultados relacionados con el trabajo de Lorch anteriormente mencionado.
De tal forma, en la primera mitad del presente siglo el cdlculo funcional holomorfo de

operadores continuos queda practicamente establecido.

Siguiendo un curso de evolucién natural comienza la generalizacién y extension del
trabajo inicial de Poincaré [41] concerniente al célculo funcional holomorfo. Dos son
las lineas de desarrollo seguidas: La primera consiste en ampliar la clase de operadores
a los que se aplica el cédlculo. En este sentido, Taylor [49], en 1951, desarrolla el cédlculo
funcional holomorfo para operadores lineales cerrados. La segunda forma consiste en
ampliar la clase de funciones admisibles para el célculo. En esta linea, Gindler [28],
en 1966, define un calculo funcional para operadores lineales continuos (incluso para
operadores lineales cerrados) y funciones meromorfas en un entorno del espectro sin
polos en el espectro puntual. Este cdlculo funcional, denominado cdlculo funcional
meromorfo, fue desarrollado posteriormente por Nagy [40]. Su idea esencial se basa
en la separacién la parte analitica de la parte singular (la que contiene los polos de f
en el espectro de T'). Esto es, dado un operador lineal y continuo 7" definido sobre un
espacio de Banach complejo y f una funcién del calculo funcional meromorfo, se define
el operador f{T} := g(T)p(T)~1, siendo f = g/p, donde g es la parte analitica de la

funcién y p es el polinomio de los polos.

Posteriormente Apostol [1], en 1968, define un célculo funcional local para opera-
dores lineales continuos que verifican la propiedad de extensién univaluada (abrevia-
damente SVEP) sobre un espacio de Banach complejo y para funciones analiticas en
un entorno de algin subconjunto compacto del plano complejo. Dados T', una funcién

analitica f en K (subconjunto compacto) y x un vector del espacio de Banach tal que



o(z,T) (el espectro local de T' en z) esté contenido en K, Apostol [1] define el cdlculo

funcional local mediante

ATl = o [ F0Er(ax

donde Z7 es la funcién resolvente local de T en x y I es la frontera de un dominio de
Cauchy que contiene al espectro local y esta contenido en el dominio de la funcién f.
Radjabalipour [42], en 1978, prueba algunas propiedades de f[T]x. McGuire [38],
en 1986, estudia propiedades relacionadas con la estabilidad del espectro local de f[T]x
para una clase bastante restringida de operadores: la de los lineales continuos con

espectro puntual vacio, actuando en un espacio de Hilbert.

La definicién de este calculo funcional local se basa en la teoria espectral local, que
tiene sus origenes con los trabajos de Dunford [19] y [20]. A finales de los anos 50
y en la década de los 60 algunos autores (Dollinger, Sine, Dunford, Colojoara, Foias,
Vasilescu, Meyer-Nieberg, entre otros) desarrollan esta teoria. En anos recientes la
teoria espectral local ha sido estudiada principalmente por Bartle, Erdelyi, Kariotis,

Lange, Laursen, Mbekhta, Neumann y Wang.

En esta tesis hemos obtenido algunos resultados sobre los cdlculos funcionales holo-
morfo y meromorfo relacionados con el espectro local que se encuentran recogidos en
[5] v [6]. Ademads definimos de forma natural el operador f[T] del célculo funcional
local, a partir de la definicién de f[T]z, y demostramos en muchos casos que es pre-
cerrado (admite extensién cerrada). También vemos que f[T'] coincide con el operador
asociado al célculo funcional holomorfo f(7') y es una restriccién del operador asociado
al cdlculo funcional meromorfo f{7T'} para las funciones f admisibles de estos célculos.
Los resultados obtenidos en esta memoria sobre el calculo funcional local se encuen-
tran recogidos en [6], [8] y [9]. Y por tltimo estudiamos ciertos aspectos de la teoria

espectral local recogidas en [6] , [7] ¥ [9].



En el resto de esta Introduccion, T' es un operador lineal continuo sobre un espacio

de Banach complejo.

La tesis consta de cuatro capitulos, cuyo contenido resumimos a continuacion.

El Capitulo primero contiene resultados béasicos y definiciones que se emplearan

mas adelante.

En el Capitulo segundo se recogen algunas propiedades del célculo funcional
holomorfo y se estudia el calculo funcional meromorfo en relacién con la teoria espectral

local. Los resultados principales que se obtienen son:

1. El Teorema de la aplicacion espectral local para el calculo funcional meromorfo,

es decir para T, x € X y f una funciéon admisible para dicho cdlculo, tenemos

flo(z,T)) = ooo(z, f{T}),
donde oo (z,T) es el espectro extendido local de T en z.

2. El Teorema de estabilidad de la SVEP para el calculo funcional meromorfo: si f es
admisible para el cdlculo funcional meromorfo y T verifica la SVEP, entonces f{T'}
verifica la SVEP. Y reciprocamente, si f es admisible para el cdlculo funcional
meromorfo y no es idénticamente nula en ninguna componente de su dominio que

corte al espectro de T'y f{T'} verifica la SVEP, entonces T' también la verifica.

En el Capitulo tercero se introduce el cédlculo funcional local, que denotamos
por f[T], para f una funcién cualquiera. Se dan algunas propiedades bésicas. De
forma diferente a lo que ocurre con los cdlculos funcionales holomorfo y meromorfo, este
calculo no genera (en general) operadores continuos, ni tan siquiera cerrados. Un punto
aun abierto es la determinacién de si f[T] es siempre precerrado; es decir si posee una

extension cerrada. Se establecen algunas condiciones suficientes para que f[T] verifique



ctertas propiedades como ser continuo, cerrado, precerrado, de dominio cerrado, etc. El
resultado mas destacable de este capitulo es el Teorema de la aplicacion espectral local

para el calculo funcional local: dados Ty f una funcién analitica en A(f) C C, tenemos

flo(z,T)) = o(x, f[T1),

para todo z € X tal que o(z,T) C A(f).

En el Capitulo cuarto se establecen algunas propiedades del espectro local y de

la funcién resolvente local, entre las que destacamos por su importancia las siguientes:

1. La estabilidad del espectro local: dados T'y © € X se dan familias de vectores
y € X tales que o(z,T) = o(y,T), donde y = f(T)z, y = f{T}x 6 y = f[T]x,

para ciertas funciones f y ciertos x € X.

2. La descomposicion el espectro local: dados T'y x € X, con o(xz,T) = Fy U Fb,
siendo F; cerrados y disjuntos, entonces = x1 + x2 tal que o(x;, T) = F; para
1 = 1,2. Esta descomposicién nos permite dar demostraciones diferentes de ciertos

resultados sobre descomposicion del espacio X.

3. Algunas caracterizaciones de los polos de la funcion resolvente local. Utilizando
como herramienta principal las propiedades obtenidas sobre la estabilidad y de-
scomposicion del espectro local, se obtiene una caracterizacién de los polos de la
funcién resolvente local, bastante similar a la conocida en el caso clasico. Moti-
vados por la caracterizacién de los polos del operador resolvente relacionada con
los operadores de cadena finita, se define operador localmente de cadena finita,

obteniéndose algunos resultados interesantes.

4. Las ecuaciones de la resolvente local. Dichas ecuaciones plantean un primer prob-
lema sobre el significado del producto de vectores. Por ejemplo, la “primera

ecuacién de la resolvente” para el operador resolvente dice lo siguiente

A=T)" = (u=T)" = (= NA=T) " (u—1)"".



Si intentamos reescribir dicha ecuacién con la funcién resolvente local de T" en x,

que denotamos por T, resulta

2r(A) = Zr(p) = (b = N)Zr (N 1),

pero ocurre que no tiene sentido la segunda parte de esta igualdad. Para poder
dar las “ecuaciones de la funcién resolvente local” necesitamos tener una expresién
diferente de la funcion resolvente local. Dicha expresién se obtiene por medio del

calculo funcional local definido en el Capitulo tercero.

5. Los operadores de Neumann y el espectro local. Damos algunas relaciones de
las series de Neumann con la teoria espectral local. Para ello se define operador
localmente de Neumann y se prueban resultados parecidos a los obtenidos con la
teoria espectral cldsica. Es decir, si 1 esta en el conjunto resolvente local de T" en
x, o bien si 1 es un polo de la funcién resolvente local, entonces se tiene que T es

un operador localmente de Neumann en x.

Finalmente incluimos la bibliografia, una tabla de simbolos y un indice analitico.



Capitulo I

Preliminares

En este capitulo presentamos la notaciéon y las definiciones béasicas que se
emplearan a lo largo de la memoria. Asimismo recogemos algunos resultados
importantes que tienen puntos de contacto con nuestro trabajo posterior.

En la redaccién de este capitulo se han tenido en cuenta los textos [14],
[21], [23], [24], [29] ¥ [51], entre otros.

I.1 Operadores en espacios de Banach

A lo largo de esta memoria X designara siempre un espacio de Banach sobre el
cuerpo C de los nimeros complejos y X* su espacio dual. Como es habitual, ||z|| des-
ignard la norma del vector z € X. Siempre que hablemos de operadores nos referimos

a operadores lineales.
Asociados a un operador T : D(T) C X — X, donde D(T) denota el dominio de

T, se consideran los siguientes subespacios lineales:
N(T):={zeD(T) : Tx=0}CX,
que es el nicleo de T,
R(T):={Tx : zeD(T)}CX,
que es el rangode T, y

G(T)={(z,Tz) : 2ze€D(T)} C X xX,

7



8 Capitulo I. Preliminares

que es el grafo de T

Denotaremos por C(X) la clase de operadores T : D(T') C X — X cerrados (es
decir, con grafo cerrado).

Dado un operador T' con dominio denso, se define el operador adjunto T* : D(T*) C
X* — X* mediante (T*y*)(x) = y*(Tx) para © € D(T) e y* € D(T*), donde el

dominio del operador T* esta definido por
D(T*) :={y* € X* : y*oT es continuo en D(T)}.

Dados los operadores T'y S, si D(T') C D(S) y Ty S coinciden para cualquier vector
de D(T), entonces se dice que el operador T es una restriccion de S, y lo denotaremos
por T'C S.

El operador I es la identidad sobre X (Iz = x) y 0 es el operador nulo (0z = 0).

Dado un operador 1"y un niimero complejo A, para aligerar la notacion escribiremos
A—"T en lugar de \I — T.

Si un operador cerrado tiene dominio cerrado, entonces el operador es continuo (por
el Teorema del grafo cerrado). A la clase de los operadores continuos definidos en todo
X la denotaremos por L(X). Es bien conocido que L(X) tiene estructura de dlgebra de
Banach con las operaciones usuales. La norma del operador 7' € L(X) se simbolizara

por | T|| y esté definida de la siguiente forma

T
7)) = sup 121
220 |1z

Denotaremos por H un espacio de Hilbert complejo y lo identificaremos con su dual

ar.
Definicién I.1.1 Diremos que un operador 7' € L(H) es:

1. normal si ||Tz|| = ||T*z||, para todo x € H.

2. hiponormal si | Tz|| < ||T*z||, para todo x € H.
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Obviamente los operadores normales son hiponormales.

I.2 El operador resolvente y la funcion resolvente local

A continuacién presentamos algunas definiciones fundamentales para el desarrollo

de este trabajo.

Definicién 1.2.1 Sea T': D(T) C X — X un operador lineal. El conjunto resolvente
de T es el conjunto p(T") de todos los A € C tales que A — T tiene el rango denso en X
y tiene inverso continuo. Para A € p(T), al operador (A — T)~! que denotaremos por
R(M\,T), lo llamaremos operador resolvente.

El espectro de T es el conjunto o(T") de todos los A € C que no se encuentran en

p(T), es decir o(T) :=C\ p(T).

Si el operador T es cerrado entonces, el hecho de que A—T tenga inverso continuo es
equivalente a que R(A —T') sea cerrado. En particular, si A € p(T") tenemos R(\,T) €

L(X). Ademas el conjunto resolvente de T' es abierto, y por tanto el espectro es cerrado.

Definicién 1.2.2 El espectro puntual de T es el conjunto o,(T) de todos los X € C tales
que A — T no es inyectivo. Los escalares de este conjunto se denominan autovalores de
T. Los vectores x € X \ {0} tales que (A —T)z = 0, se denominan autovectores de T'

asociados al autovalor \.

Un punto fundamental para la definicién de los célculos funcionales es la analitici-
dad del operador R(.,T) : p(T) — L(X) en el caso en que T es cerrado, se deduce

inmediatamente de la primera ecuacién de la resolvente
R\ T) = R(p, T) = (n — ) RN, T)R(u, T).

En el caso de T' € L(X), se cumple que o(T") # @ (por el Teorema de Liouville).
Ademas o(T') estd acotado ya que el operador resolvente es analitico en un entorno del

infinito, luego el espectro es compacto.
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De lo anterior se sigue que fijados T' € C(X) y « € X, se cumple que la funcién
vectorial definida por
R(.,T)x : p(T) — D(T)
es analitica y verifica

A=T)R(\,T)x = x,

para todo A € p(T). La posibilidad de extender analiticamente la funcién R(.,T)z da
lugar a la definicién de la funcién resolvente local de un operador T en el vector z, de

la siguiente forma.

Definicion 1.2.3 Sea T un operador lineal y x € X. El conjunto resolvente local de
T en x, que denotamos p(x,T'), es el conjunto de todos los A € C tales que existe una

funcién analitica u, : Uy — D(T'), definida en un entorno Uy de A, que verifica
(b —T)uy(pn) = x, para todo p € Uy. (I1.2.1)

Cualquier funcién u, se denomina funcion T-asociada con x (en A) o simplemente
funcion resolvente local de T en z (en \) .
El espectro local de T' en x es el conjunto o(z,T') de todos los A € C tales que no se

encuentran en p(z,T), es decir o(x,T) :=C\ p(x,T).

Claramente el conjunto p(z,T") es abierto en C y por tanto o(x,T') es cerrado. Y
para T cerrado, p(T') es un subconjunto de p(x,T). Luego o(x,T) C o(T), para todo
z e X.

No siempre existe una extensién analitica de la funcién R(.,T")x para valores del
espectro.

Recordemos que un operador continuo, se dice que es cuasinilpotente si el espectro

estéd formado sdlo por el cero.

Ejemplo 1.2.1 Operador T € L(X) tal que o(x,T) = o(T') para todo x € X \ {0}.
Cualquier operador cuasinilpotente, verifica que o(z,T) = o(T) = {0} para todo

x € X distinto de cero (ver Seccién 1.4 y L.5).
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Es 16gico plantearse, si existen operadores T' € L(X) tal que o(T) # o(x,T) para

todo z € X. La siguiente proposicién da una respuesta negativa.

Proposicién 1.2.1 [53, Theorem 1.5] Sean T € L(X) y x € X. Entonces el conjunto
{reX : oT)=0cd)}

es un conjunto de sequnda categoria en X.

Pueden existir varias funciones analiticas que verifiquen (I.2.1). Incluso puede ocu-
rrir que el espectro local de T' en x, para T continuo, sea vacio (ver [26]). Para resolver

estas situaciones se define una propiedad adicional.

Definicion 1.2.4 Dado Ay € C, se dice que el operador T verifica la propiedad de
extension univaluada en g si para todo entorno U de Ao la tnica funcién analitica
u:U — X tal que

(A=T)u(\) =0, paratodo \ €U,

es u = 0. Se dice que T verifica la propiedad de extension univaluada (abreviadamente
T verifica la SVEP, “Single Valued Extension Property”) si verifica esta propiedad en

todo punto g € C.
Observacion 1.2.1 Obviamente, para A € p(T') el operador T verifica la SVEP en Ag.

La siguiente proposicién garantiza que la SVEP equivale a la unicidad de la funcién

resolvente local, cuya demostracién es inmediata.

Proposicion 1.2.2 Una condicion necesaria y suficiente para que T verifique la SVEP

es que para todo x € X la funcion resolvente local sea unica.

Si el operador T verifica la SVEP, entonces a la funcién resolvente local de T' en x

la denotaremos por Zr.
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1.3 Subespacios invariantes

Sean Y C X un subespacio cerrado y 7' : D(T') C X — X un operador cerrado.
Se dice que Y es un subespacio invariante de T si Ty € Y, para todoy € Y N D(T). A
dicha clase de subespacios la denotaremos por Inv(T).

Dado Y € Inv(T), se definen los siguientes operadores

TY :D(T)NYCY — Y
y — Ty,

denominado operador restriccion deT a 'Y,y

X X
T/Y:D(T/Y)C? — 7
r+Y — Tx+Y,

denominado operador cociente de T' a Y, donde
DT/)Y)={z+Y : (z+Y)NnD(T) # o}.

Para un subespacio Y € Inv(T), en general no se verifican relaciones de inclusién
entre los espectros de los operadores T'y T'|Y, ni tampoco entre 7'y T//Y . Una cuestién
de interés es conocer bajo qué condiciones existen tales relaciones, asi como entre los
espectros locales. A continuacién veremos algunas propiedades de ciertos subespacios
invariantes, que seran necesarias posteriormente para estudiar algunas cuestiones de los

célculos funcionales meromorfo y local.

Definicién 1.3.1 Sea T' un operador cerrado. Se dice que un subespacio Y € Inv(T)
es un v-espacio de T si

o(T|Y) C o(T). (1.3.2)

El siguiente ejemplo demuestra que no todos los subespacios invariantes son v-

espacios.

Ejemplo 1.3.1 Subespacio invariante que no es un v-espacio.
Sea T definido de la siguiente forma

T:0,(Z2) — {2(Z)

€n — €Enp41
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donde {e,}>° denota la base candnica de l2(Z), y sea Y = l3(N). Por [16, Example
1.32] se cumple que

o(T)=0D y o(T|f(N)) =D,

donde D:={A e C: |\ <1}, ydDy D son la frontera y la clausura de D respecti-
vamente. Con lo que /2(N) es un subespacio invariante de T' que no es un v-espacio.

g

Se cumple que si T es un operador cerrado que verifica la SVEP e Y € Inv(T),
entonces

o(y,T) Co(y,T|Y), (1.3.3)

para todo y € Y [24, Proposition 4.6]. Sin embargo la inclusién contraria no es siempre
cierta. A continuacién se define una clase de subespacios invariantes para los que se

obtiene la igualdad.

Definicion 1.3.2 Sea T un operador cerrado que verifica la SVEP. Se dice que Y €

Inv(T) es un p-espacio de T si
o(y,T) = o(y,TY)
para todo y € Y.

Proposicién 1.3.1 [2/, Proposition 4.8] Sean T € C(X) un operador que verifica la
SVEP e Y € Inv(T). Entonces Y es un p-espacio de T si y sdlo si se verifica la
stguiente inclusion

{Ir(\): Xe€p(y,T), yeY} Y.

Definicién 1.3.3 Sean T un operador cerrado e Y € Inv(T). Se dice que Y es un
subespacio analiticamente invariante por T (abreviadamente Y € AI(T')), si para
cualquier funcién analitica u : A(u) — D(T) la condicién (A — T)u(A) € Y para todo

A € A(u), implica que u(A) € Y para todo X € A(u).
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Proposicién 1.3.2 [2/, Proposition 4.14] Sean T € C(X) eY € Inv(T) tal que Y C
D(T). Entonces
Y € AI(T) <= T/Y verifica la SVEP.

Definicién 1.3.4 Sean T' € C(X) e Y € Inv(T). Se dice que Y es T-absorbente si

dadosy € Y y A € o(TY), la ecuacién
A=T)z =y

tiene todas las soluciones x en Y.

Utilizando las definiciones de las diferentes clases de subespacios, se obtienen las

siguientes implicaciones.
Proposicién 1.3.3 Sea T € C(X) un operador que verifica la SVEP. Entonces
Y T-absorbente =Y € AI(T) = Y p—espacio = Y v—espacio =Y €lnv (T).

En la siguiente proposicién se muestra la relacién entre o(7T), o(T|Y) y o(T/Y),

para T' € L(X) y cualquier subespacio Y € Inv(T).
Proposicién 1.3.4 [23, Proposition 1.14] Sean T € L(X) e Y € Inv(T). Entonces
o(T)Co(T|Y)Uo(T)Y) (1.3.4)

o(T|Y) C o(T) Ua(T/Y) (L3.5)

o(T/Y) C o(T|Y) U o(T). (L3.6)
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I.4 La SVEP

En los dltimos anos han aparecido diversos trabajos que estudian condiciones nece-
sarias y suficientes para que ciertas clases de operadores verifiquen la SVEP: [13], [23],

[24], [25]. A continuacién recopilamos algunos de estos resultados.

Proposicién 1.4.1 Sea T : D(T) — X un operador cerrado. Entonces se cumplen

las siguientes propiedades:

(i) [25, Theorem 2] Si T es un operador sobre y no inyectivo, entonces T' no verifica

la SVEP (concretamente no la verifica en A =0).
(ii) Si el interior de o,(T') es vacio, entonces T verifica la SVEP.

El reciproco de la parte (ii) de la proposicién anterior no es cierto en general como

demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4.1 Operador que verifica la SVEP y que el interior del espectro puntual
es no vacio.

Sea B(D) el espacio de Banach de las funciones complejas acotadas en el disco
unidad cerrado D y sea T' el operador multiplicacién definido en B(D) por Tz = hz,
donde h(X) = A. Es claro que 0,(T) = D. Sea v : A(v) C C — B(D) una funcién
analitica que verifica

(1 —T)o(p) =0,

para todo p € A(v). Entonces

para todo A € D. Luego

0 pu#A
v(p)(A) = {
Cp p=A\

Si algin C}, # 0, entonces la aplicaciéon y — v(u)(A) no es continua en la variable s,

por lo tanto no es analitica. Luego v = 0, con lo que se demuestra que T verifica la

SVEP. O
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Ejemplos de operadores con y sin la SVEP

Por la parte (ii) de la Proposicién 1.4.1 se cumple que todo operador cerrado con
interior del espectro puntual vacio, verifica la SVEP. En particular, los operadores

compactos, cuasinilpotentes, etc.

Ejemplo 1.4.2 Operador que no verifica la SVEP.

Sea T' definido en ¢2(N) por:
T :l3(N) — /a(N)
(r1,29,23,...) — (T2,23,%4,...).
Es claro que T es sobre y no inyectivo, por lo tanto aplicando la Proposicién 1.4.1 se
obtiene que T' no verifica la SVEP (en particular en A = 0). Veamos la expresién de
una funcién resolvente local de T" en 0, que denotaremos por wug. Si definimos ug por
up(N) == (1,X,A2,...), se cumple que ug es analitica para |\ < 1, ug(A\) # 0 y ademds
(A =T)up(A) = 0. 0

Observacion 1.4.1 De [26] se sigue que los operadores que no verifican la SVEP,

actian de forma parecida al operador del ejemplo anterior.

Estabilidad de la SVEP

El conjunto de los operadores lineales cerrados que verifican la SVEP no tiene

buenas propiedades algebraicas. Concretamente:

e La suma de operadores que verifican la SVEP no verifica necesariamente la SVEP

[15].

e Sean T' y S operadores cerrados que verifican la SVEP. Esto no implica que ST

verifique necesariamente la SVEP, como prueba el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 1.4.3 Operadores T y S que verifican la SVEP y ST no la verifica.
Sean Ty S los operadores definidos de la siguiente forma:
T :03(N) — /2(N)

X X
(21,29,...) — (m,g,?“,...),

S D(S) C EQ(N) — KQ(N)

(l’l,xg, .. ) a— (xl, 2.%'2, 31‘3, .. .),

donde el dominio del operador S viene dado por
D(S) ={(z1,%2,...) € lo(N) : (x1,2x92,3x3,...) € l2(N)}.

El operador T' es compacto, luego verifica la SVEP. Por otra parte o,(S) = N. Con lo
que se deduce que S verifica la SVEP. Sin embargo, ST, que es el operador traslacién

a la izquierda, no verifica la SVEP. O

Observacion 1.4.2 Si T' y S conmutan y verifican la SVEP, entonces T'S no puede
ser no inyectivo y sobre. Ya que si T'S fuese no inyectivo y sobre, entonces 7' 6 S no es
inyectivo. Supongamos que 1" no es inyectivo. Luego como T'S es sobre se tiene que T’

es sobre, por tanto 71" no verifica la SVEP.

En relacion con las propiedades topolégicas del conjunto de operadores continuos
que satisfacen la SVEP, se tiene que es cerrado con una topologia denominada “topologia
de perturbacién” (para mdas detalles ver [1]). Sin embargo, dicho conjunto no es nece-

sariamente cerrado con la norma de L(X) [15, Example 3].

Relacién entre la SVEP de los operadores T, T|Y, T/Y

Sean T' € C(X) e Y un subespacio invariante por 7. El hecho de que el operador
T verifique la SVEP se encuentra intimamente relacionado con que los operadores T'|Y
y T/Y verifiquen la SVEP para cierta clase de subespacios Y, tal y como garantiza la

siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.4.2 Sean T'€ C(X) e Y € Inv(T). Entonces
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(i) T werifica la SVEP = T|Y wverifica la SVEP.
(i1) [24, Proposition 4.14] Sea Y C D(T). Entonces

T/Y werifica la SVEP <Y € AI(T).

T|Y wverifica la SVEP
(i13) = T wverifica la SVEP
T/Y werifica la SVEP

Demostracion:

(71i) Sea u : A(u) C C — D(T) analitica tal que
(A —T)u(N) = 0 para todo A € A(u),

luego

A=T/Y)(u(N) +Y) =Y para todo A € A(u).

Por tanto, ya que u(.) + Y es analitica y T/Y verifica la SVEP, resulta que

u(A) +Y =Y para todo A € A(u); esto es, u(N\) € Y. Ademds, se verifica que
A=T)u(\) = A =T|Y)u(A\) =0.

Consecuentemente u(\) = 0, ya que T'|Y verifica la SVEP. O

El reciproco de (i) no se cumple en general, ya que si tomamos por T el operador
del Ejemplo 1.4.2 e Y es el subespacio generado por ej, entonces es claro que T'|Y = 0,
que verifica la SVEP, y sin embargo 7' no la verifica.

Analizando la relacién entre la SVEP de los operadores Ty T'/Y se tiene que en

general son independientes, como prueba el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4.4 Operador T' que verifica la SVEP y T/Y no verifica la SVEP.

Sean T' el operador definido de la siguiente forma

T:gg(Z) — EQ(Z)

€n > En41
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e Y el subespacio generado por el vector de la base canénica es. Teniendo en cuenta
que o(T) = 0D (Ejemplo 1.3.1) y la parte (ii) de la Proposicién 1.4.1 resulta que T'
verifica la SVEP. Si definimos

=1

ulk) = 3 —yen

n=2

entonces u es una funcién analitica para |u| > 1 tal que u(p) € l2(Z) \Y' y
(n—T)u(p) =e2 €Y.

Por tanto Y no es un subespacio analiticamente invariante, es decir 7'/Y no verifica la

SVEP. O
Observacion 1.4.3 FEl operador adjunto, en general, no hereda la SVEP; esto es:
T verifica la SVEP = T verifica la SVEP.
Por ejemplo, el operador 1" definido de la siguiente forma
T:0(N) — {5(N)
(x1,29,...) — (0,21,29,...)

verifica la SVEP, ya que A — T es inyectivo para todo A € C. Sin embargo, su adjunto,

definido por
T : l3(N) — {9(N)

(1’1,1‘2, .. ) — (ZE2,$3,1'4, .. )

no verifica la SVEP (ver el Ejemplo 1.4.2). Tampoco se cumple, en general, la impli-

cacién reciproca, esto es:
S* verifica la SVEP = S verifica la SVEP.

Para ello basta tomar S =T* y S* =T, siendo T el definido més arriba.
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La propiedad (C)

Se define, para todo conjunto G C C, la variedad espectral de T asociada a G de la
siguiente forma

X(T,G) ={zeX : o(z,T) C G}.

Es fécil ver que X (7, G) es un subespacio vectorial para todo conjunto G C C (véanse
las partes (ii) y (iii) de la Proposicién 1.5.1).
En general, para un operador 7' continuo y F' un conjunto cerrado del plano com-

plejo, la variedad espectral X (7', F') no es necesariamente cerrada [14, Example 3.9].

Definicién 1.4.1 Un operador cerrado T : D(T) € X — X se dice que verifica la
propiedad (C) si para todo conjunto F' cerrado de C se verifica que X (7T, F') es cerrado
en X.

Se han considerado otras propiedades, tales como 1-SDP y (3, que son suficientes
para que se cumpla la propiedad (C) [24, Corollary 5.9, Proposition 5.6], aunque aquf

no las estudiaremos.

En el siguiente teorema se garantiza que la propiedad (C) es suficiente para que se

verifique la SVEP, para operadores continuos.

Teorema 1.4.1 [42, Theorem 2.13] Sea T € L(X). Si T wverifica la propiedad (C),
entonces T werifica la SVEP.

Colojoara y Foias [14, Example 3.9] muestran con un ejemplo que el reciproco del

teorema anterior no es cierto, es decir la propiedad (C) no es necesaria para la SVEP.

Todo operador normal 7" en un espacio de Hilbert tiene asociada una tnica medida
espectral E, también denominada resolucion de la identidad [22, Corollary X.2.4], que
asigna a cada subconjunto U de Borel de o(T") una proyeccién E(U) € L(H). Dados

U,V conjuntos de Borel, entonces FE tiene las siguientes propiedades:
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1. EUNV)=EU)E).

2. E(UUV) = E(U)+ E(V) - E(U)E(V).

5. BE(U)T =TE(U).
6. o(T|IR(E(U))) CU.

7. E es contablemente aditiva, es decir para toda sucesién {U,} de conjuntos de

Borel disjuntos dos a dos se tiene que
[o.¢]
Z E(U,)x = E(Uy2,Uy,)x, paraz € H.
n=1

En la siguiente proposicion se recogen dos propiedades que serdn de utilidad mas

adelante.

Proposicién 1.4.3 (i) [11, Theorem 2] Todo operador hiponormal (en particular,

todo operador normal) verifica la propiedad (C). Por tanto también la SVEP.

(i1) [12, Theorem 3.3] SiT € L(H) es normal y § C C es cerrado, entonces
H(T,0) = Nxgs R(A = T) = R(E(6 N o(T))),

donde E es la resolucion de la identidad de T.

Veamos las relaciones entre la propiedad (C) de los operadores T'y T'|Y.

Proposicién 1.4.4 Sean T € L(X) e Y un p-espacio del operador T'. Si T satisface

la propiedad (C), entonces T|Y también la satisface.
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Demostracion:

Sea F' un conjunto cerrado arbitrario de C. Por ser Y un p-espacio tenemos
Y(TY,F)=YNX(T,F).

Luego X (T, F) cerrado en X implica que Y (T'|Y, F') es cerrado en Y. O

I.5 Propiedades del espectro local

Dollinger y Oberai presentan en [15, Lemma 1.3, Lemma 1.4] algunas propiedades
del espectro local para operadores continuos, que pueden ser extendidas facilmente para
operadores cerrados [24]. A continuacién exponemos una seleccién de estas propiedades

que se utilizaran a lo largo de esta tesis.

Proposicién 1.5.1 Sean T' € C(X) un operador que verifica la SVEP y z,y € X.

Entonces se verifican las siguientes propiedades:
(i) o(x,T) =2 <= = =0;
(ii) o(Ax,T) = o(x,T), para todo X\ € C\ {0};
(i) o(x +y,T) Co(x,T)Uo(y,T);
(iv) si existe n € N tal que (A —T)"x =0 con x # 0, entonces o(x,T) = {A};
(v) o(Zp(N),T) =o(xz,T) para todo X € p(x,T);
(vi) o(T) = U o(x,T);
zeX

(vii) si A € L(X) conmuta con T, entonces o(Ax,T) C o(x,T), para todo x € X;

(viii) sean x1,xa,...,T, autovectores de T correspondientes a autovalores distintos
a1, Q9, ..., 0y, respectivamente. Si x = A1x1 + Xoxo + ... ApTy con A; # 0, para

todoi=1,...,n, entonces o(z,T) = {a1,a,...,an}.
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Observacion 1.5.1 En general, el reciproco del apartado (iv) es falso. Por ejemplo,
cualquier operador cuasinilpotente inyectivo. Afortunadamente, para ciertas clases de
operadores que seran de utilidad en el Capitulo IV, se cumple el reciproco.

Mbekhta prueba [35, Lemme 3.1.5] que el reciproco es cierto para operadores
hiponormales. Posteriormente, K. Laursen [33, Corollary 4.8] prueba que los opera-
dores totalmente paranormales verifican también el reciproco de (iv).

Recordemos que un operador T € L(X) se dice totalmente paranormal si

| =T)x||? < ||[(A = T)2z]||||=|| para todo z € X y A € C.

En los apartado (ii) y (v) de la proposicién anterior se recogen algunos resultados
sobre la estabilidad del espectro local. Es decir, dado = encontramos vectores y tales
que o(z,T) = o(y,T). En este sentido Bartle [2, Remark 1.5] prueba la siguiente

propiedad.
Proposicién 1.5.2 Sean T € L(X), a € C y x € X. Entonces

o((a =T)x,T) Co(z,T) Co((a —T)x, T) U {a}.

Las variedades espectrales cerradas tienen buenas propiedades, como se recoge en

la siguiente Proposicién.

Proposicién 1.5.3 Sean T' € L(X) un operador que verifica la SVEP y F C C un

subconjunto cerrado. Si X (T, F) es cerrado, entonces X (T, F') es un p-espacio de T'.

Demostracién:

Resulta claro que X (7', F') es invariante de T'. El resultado es consecuencia inmediata

de la parte (v) de la Proposicién 1.5.1 y la Proposicién 1.3.1. O
En la siguiente proposicién se recoge una caracterizacion de los escalares que se

encuentran en el conjunto resolvente local.
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Proposicién 1.5.4 [2/, Theorem 2.2] Sean T € L(X) un operador que verifica la
SVEP, x € X\ {0} y a € C. Entonces o € p(x,T') si y solo si existe un nimero R >0

y una sucesion {xy},., C X tal que
(i) (o = T)xo = x;
(ii) (o — T)xp = xf—1, para k >1 ;
(iii) ||lzx| < R, para k > 0.
(o]
Ademds si o € p(x,T), entonces Tp(\) 1= Z z(a— N,
k=0
Una consecuencia inmediata de la proposicién anterior, es el siguiente resultado.

Corolario 1.5.1 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP y x € X \ {0}. Si

a € p(x,T), entonces v € R(a —T)"™ para todo n € N.

Dados T' € L(X) y = € X, entonces o(T) y o(x,T) son conjuntos acotados del
plano complejo. Sin embargo, si el operador T es cerrado con D(T') # X, entonces se
define el espectro extendido como o (T) := o(T) U {oo}. A continuacién damos una

definicién de poo(x, T).

Definicién 1.5.1 [52] Sea T un operador lineal. Se define el conjunto resolvente local
extendido de T' en = como el conjunto de los A € Cy := CU {00} tal que existe un

entorno Uy de A y una funcién u, : Uy — D(T) analitica tal que verifica
(w—T)uy(p) = x, para todo p € UyNC.

A dicho conjunto lo denotamos por poo(x,T') y el conjunto oo (z,7) := Coo \ poo(x,T)

se denomina el espectro local extendido de T en x.

En la siguiente proposicién se estudia el comportamiento de la funcién resolvente

local en el co.
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Proposicién 1.5.5 Sea T un operador cerrado que verifica la SVEP, con p(T) distinto

de vacio. St 0o ¢ oo(x,T), entonces Tp tiene un cero de orden uno en co.

Demostracion:

Sea \g € p(T"). En [52, Proposition 2.2] se demuestra que si 0o ¢ o (z,T") , entonces

o0

W) = 3 (~N)" (o - T)"a

n=0

es una funcién analitica en A = 0. Ademas
A+ X —T) Huw\) = =z

Luego
AXo=T)+ DN — T) tw(N) = =,

y haciendo el cambio de variable \ := ( — \g) ™!, resulta que

( 1)\()\0—T)+I)()\0—T)_1w< ! )Z%

p— Ao B = Ao

luego

_ 1 1
(= T)o = 1) 1N—)\ow<ﬂ—)\0) -

Con lo que resulta que
> 1

Zr(p)=—) (

=\ Ao —p

n+1
) (Mo —T)"x,

y por tanto es claro que Z7 tiene un cero de orden 1 en el infinito. O



Capitulo 1I

Los calculos funcionales
holomorfo y meromorfo

En este capitulo recogemos algunos resultados conocidos de los calculos
funcionales holomorfo y meromorfo. Ademas presentamos propiedades nuevas
del célculo funcional meromorfo, andlogas a propiedades ya conocidas para el
calculo funcional holomorfo, obteniendo algunos resultados nuevos tales como
el Teorema de la aplicaciéon espectral local, la estabilidad de la SVEP y ciertas
relaciones entre f{T} , f{T|Y}y f{T/Y}.

II1.1  El calculo funcional holomorfo

Sean X un espacio de Banach complejo y T' € L(X). Denotaremos por A(T)
la clase de las funciones complejas f : A(f) € C — C que verifican las siguientes

condiciones:
(a) A(f) es un subconjunto abierto de Cy o(T') C A(f).
(b) f es analitica en A(f).
Si f € A(T) diremos que f es analitica sobre o(T).
Definicién I1.1.1 Un conjunto D del plano complejo se llama dominio de Cauchy si :

1. D es un abierto,

27
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2. tiene un nimero finito de componentes y

3. la frontera de D estd formada por un niimero finito de curvas rectificables cerradas

simples, que no se intersectan dos a dos.

Dados T' € L(X) y f € A(T), se define el operador f(T): X — X de la siguiente

forma:
£(T) ::;m/rf()\)R()\,T)d)\ , (IL.1.1)

donde I' es la frontera positivamente orientada de cualquier dominio de Cauchy acotado
D, tal que
o(T)c D C D c A(f).

Se tiene que f(T') € L(X), es decir f(T) es un operador continuo y definido en todo
X. Ademsds estd bien definido, es decir no depende de la eleccién del dominio D. Una
descripcién més detallado puede encontrarse en [51, padg. 310 y ss.].

Dos funciones f,g € A(T) que coinciden en un entorno de o(7') se dice que son
equivalentes respecto a T. Se obtiene asi una relacién de equivalencia en A(7T) cuyo
conjunto cociente denotaremos por A (T'). Resulta claro que si f y g son equivalentes
respecto a T', entonces f(T) = g(T).

La anterior definicién nos permite obtener un homomorfismo del algebra A(T') (en

la que se definen las operaciones de forma natural) en el dlgebra L(X):
fe A(T)— f(T) e L(X).

Nos referiremos a este homomorfismo llaméandolo calculo funcional holomorfo. Algunos
autores, como Radjabalipour [42] y Taylor [51], lo denominan cdlculo funcional de

Dunford-Riesz.

Este cédlculo funcional ha sido ampliamente estudiado y en particular se puede
encontrar en [16], [21] y [51]. A continuacién recopilamos una serie de resultados que

seran de utilidad posteriormente.
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Proposicién I1.1.1 Sean T € L(X) y f € A(T) . Entonces

1. [51, V.8, pag 311] Si S € L(X) conmuta con T, entonces S también conmuta con
f(T).

2. [16, Theorem 1.19] Si f tiene una expresion en serie de potencias de la forma
fA) =302 an A", vdlida en un entorno de o(T"), entonces f(T) = > oo anT™.

3. [16, Theorem 1.27] Sea N € L(X) un operador cuasinilpotente que conmuta con
T. Entonces o(T + N) = o(T). Ademas

F(T + N) g}g (j;f:) (7).

El céalculo funcional holomorfo se puede generalizar a operadores cerrados, esco-
giendo funciones analiticas en un entorno del espectro y acotadas en el infinito. En este

caso el cédlculo funcional holomorfo viene dado por

F(T) = f(oo)I + —/f (I1.1.2)

2me
donde T es la frontera de un dominio de Cauchy no acotado D tal que o(T) C D C

D C A(f). El operador asf definido es continuo y definido en todo X.

Teoremas principales

A continuacién recogemos propiedades que relacionan el cédlculo funcional holo-

morfo con las teorias espectrales clasica y local.

Teorema II.1.1 Sean T € L(X) y f € A(T). Entonces se tienen las siguientes

propiedades:

1. [16, Theorem 1.20/(Teorema de la aplicacién espectral )

f(o(T)) = o (£(T)).
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2. [23, 1.6 Theorem](Teorema de la aplicacién espectral local). Si T es un operador

que verifica la SVEP, entonces

oz, f(T)) = flo(z,T)), para todo x € X.

Teorema I1.1.2 [13, Theorem 1.5](Teorema de estabilidad de la SVEP) Sean T €
LX)y feAT). SiT verifica la SVEP, entonces f(T') verifica la SVEP. Recipro-

camente, si f € A(T) no es constante en ninguna componente de su dominio y f(T)

verifica la SVEP, entonces T wverifica la SVEP .

Los dos teoremas anteriores son validos también para operadores cerrados. El Teo-
rema de la aplicacién espectral se puede encontrar en [22, VII.94], el Teorema de la
aplicacién espectral local se debe a Vasilescu [52, Theorem 2.1], y el Teorema de esta-

bilidad de la SVEP fue demostrado por Colojoara y Foias [13, Theorem 1.5].

Antes de demostrar la estabilidad de la propiedad (C) hemos de tener en cuenta la

siguiente propiedad.

Lema II.1.1 /23, Corollary 1.7] Sea T € L(X) un operador que verifica la SVEP. Si
f € A(T) no es constante en ninguna componente de su dominio, entonces para todo

F' cerrado se cumple

X(f(T),F) = X (T, f1(F)).

Proposicién II.1.2 (Teorema de estabilidad de la propiedad (C)) Sean T' un operador
lineal continuo y f € A(T) no constante en cada componente de su dominio. Si T
verifica la propiedad (C), entonces f(T) verifica la propiedad (C). Si f es inyectiva y

el operador f(T) verifica la propiedad (C), entonces T' wverifica la propiedad (C).

Demostracién:
Tengamos en cuenta a lo largo de esta demostracién que X (T, F) = X (T, F Nno(T)).

Sea F' un conjunto cerrado de C. Por el lema anterior se verifica que

X(f(T),F) = X(T, f~(F)).
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Como f es continua se obtiene que f~!(F) es cerrado. Si T verifica la propiedad (C),
se concluye que f(7T') verifica la propiedad (C). La segunda parte es clara, ya que si f es
inyectiva y analitica, entonces es abierta [43, Teorema 10.5.5]. Por tanto es suficiente

con aplicar el Lema II.1.1 al conjunto cerrado f(F). O

Relaciones entre f(T') , f(T|Y), f(T/Y)y f(T%)

Sea Y un subespacio cerrado invariante por el operador 7' € L(X). Una cuestién
de interés es la relacién entre f(7) , f(T%), f(T|Y)y f(T/Y). En [16, Theorem 1.19] se
garantiza que f(T*) = f(T)*. Queda por analizar qué relacién hay entre los operadores
F(T), FTY) y FT)Y).

Bartle y Kariotis en [3] estudiaron las relaciones entre f(7T'), f(T|Y)y f(T/Y), para

Y v-espacio, que recogemos en la siguiente proposicién.

Proposicién I1.1.3 Sean T € L(X), f € A(T) e Y un v-espacio de T. Entonces se

tienen las siguientes propiedades:
(i) [3, Proposition 2.4] Y € Inv(f(T)).
(ii) [3, Theorem 2.9]
(a) Y es un v-espacio para f(T).
(b) F(D)Y = f(TIY).
(c) fe(T]Y)) =a(f(T]Y)) =o(f(T)Y).
(iii) [3, Theorem 4.4]
(a) F(T)]Y = f(T/Y).
(b) f(o(T/Y))=o(f(T/Y))=0o(f(T)/Y).
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I1.2 El calculo funcional meromorfo

La definicién del célculo funcional holomorfo puede ser extendido al menos de dos
formas distintas. Una forma consiste en ampliar la clase de los operadores a los cuales
se les aplica el calculo. Y la otra consiste en extender la clase de funciones. En esta
seccién, estudiaremos esta ultima.

Se define M(T") como el conjunto de las funciones holomorfas f : A(f) C C — C

y meromorfas en

Qr(f) = A(f)U{ polos de f en o(T) \ 0p(T)},

que es un entorno del espectro del operador T'. Ya que o(7T') es un conjunto compacto,
el nimero de polos de f en o(T) es finito. Sean g, a9, ..., ag, los polos de f en o(T),
con orden de multiplicidad nj,ne,...,nk, respectivamente. Entonces f(\) puede ser

escrita de la siguiente forma

donde ¢ es una funcién analitica en un entorno del espectro y p es el polinomio de los

polos de f en o(T) con su multiplicidad correspondiente, esto es

k
p() = [T (a; = 2™
j=1
Gindler define en [28] el operador del cdlculo funcional meromorfo f{T}, como

FTY = g(T)p(T) 7,

donde ¢(T') estd definido por el calculo funcional holomorfo y p(T")~!

es el operador
inverso de p(T') (que existe, ya que los ceros de p no se encuentran en o,(7")). El
operador f{T} que resulta es cerrado.

Si T € C(X), con resolvente no vacio, y f es una funcién meromorfa en un en-
torno del espectro de 1" unido con el punto del infinito, verificando que los polos no

pertenezcan a 0,(T"), entonces se define el operador del célculo funcional meromorfo de

la siguiente forma

HT} = go(T)(a = T)"p(T) 7",
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para « € p(T) fijo y arbitrario, y donde g, y p estédn definidos mediante
k
ga(N) = fFpN) @ =N, p(\) =[] (e; =N,
j=1

siendo ag = 00, a1, ..., qx los polos de f, con multiplicidad ng > 0,n4, ..., ng, respec-
tivamente y n :=ng + n1 + ... + ny. Para més detalles véase [31].

En esta memoria, nos centraremos en el caso de operadores continuos.

En la siguiente proposicién recordamos algunas propiedades generales del calculo

funcional meromorfo.

Proposicién 11.2.1 [31, Theorem 2.2] Sea T € L(X). Si f € M(T), entonces se

cumplen las siguientes propiedades:
(i) f{T'} es un operador lineal y cerrado.
(ii) D(f{T}) = R(p(T)) = M=y R((aj = T)™).

(iii) R(f{T}) = R(9(T)) y N(f{T}) = N(g(T)) = & N((8i — T)™), donde f3;

denota los ceros de g en o(T) con multiplicidad n; y & denota suma directa.
(iv) fAT} =p(T)"g(T) = g(T)p(T)~".

Nagy prueba en [40] que la clase de funciones de M(T') es un espacio lineal. Sin
embargo el cdlculo funcional meromorfo no va tan bien como el célculo funcional holo-

morfo, ya que para f,g € M(T) y ¢ # 0, se tiene que
(@) c(f + 9T} = (cf + cg){T} > cf{T} + cg{T}, siendo

D(f{T} + g{T}) = D((f + 9){T}) N D(g{T}).

(b) fge M(T)y [{T}g{T} C (fg){T}, siendo

D(f{T}g{T}) = D((fg){T}) N D(g{T?}).
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La siguiente proposicién establece condiciones suficientes para que se verifique la

igualdad en la parte (b).

Proposicién 11.2.2 Sean T € L(X) y f,g € M(T) funciones tales que f es distinta
de cero en los polos de g y g es distinta de cero en los polos de f. Entonces se cumple

la siguiente igualdad

HTYHATY = AT AT} = (FoAT}- (I1.2.3)

Demostracion:

Como f, g € M(T), entonces h := fg € M(T) y ademds cada una tiene un nimero

finito de polos en o(T'). Sean ai, g, ... , «ay, los polos de f con 6rdenes de multi-
plicidad ¢1, ¢o, ... , ¢n; B1, B2, --. , Bm los polos de g con 6rdenes de multiplicidad
di, do, ... , dm, V V1, Y2, --- , 7, los polos de h con érdenes de multiplicidad
ni, ng, ... , Ny respectivamente. Definamos los siguientes polinomios
n m !
p(N) =Tl =N 5 a) =T[B =N 5 s(A) =]y — 2™
i=1 i=1 i=1

Por (b) se obtiene

D(f{T}g{T}) = Dm{T}) N D(g{T})
= R(s(T)) N R(¢(T))
= R((n-1)")n...0R((m-1T)")

AR (B - T)")n...0R((B —T)™),

donde la ultima igualdad se tiene a partir de la Proposicién I1.2.1. Por hipdtesis, el

polinomio s tiene como minimo los ceros del polinomio g, por tanto, resulta que:
D(HT}g{T}) = R(m —T)")N...0R((v —T)")

= D({T}) = D ((f9){T}) .

Haciendo un razonamiento andlogo se obtiene:

D(f{T}g{T}) = D({T}/{T}) = D((g/){T})
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Con lo que se prueba la igualdad (I1.2.3). O

Corolario I1.2.1 [31, Lemma 3.4] Sean T' € L(X) y f(A\) = 1/(a — A\)" tal que o ¢

op(T). Entonces

HT} = A{T}",

Teorema I1.2.1 /28, Theorem 1] (Teorema de la aplicacién espectral) Sean T' € L(X)
y f € M(T). Entonces

0o (f{T}) = f(o(T)).

Relaciones entre f{T'}, f{T|Y}, f{T/Y}y f{T*}

En [31, Theorem 3.14] se garantiza que para T € L(X)y f € M(T) tal que
D(f{T}) es denso, entonces

HT™} = ATy

En la siguiente proposicién relacionamos los operadores f{T} y f{T|Y'} para sub-

espacios T-absorbentes Y.

Proposicién I1.2.3 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP y f € M(T).

SiY es un subespacio T-absorbente, entonces se verifican las siguientes propiedades:
(i) Y € Inv(f{T}).
(ii) fATHY = [TV}

(i17) Y es un v-espacio de f{T}.
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(i) f(o(T|Y)) = oo (f{T}Y).

Demostracién:
(i) Siy € YN D(f{T}), entonces por definicién del célculo funcional meromorfo se
tiene que

HTYy = g(T)p(T) "y = p(T) " g(T)y,

donde p es el polinomio de los polos de f con su multiplicidad correspondiente y g es
una funcién del calculo funcional holomorfo. Por la Proposicién 1.3.3 se tiene que Y es
un v-espacio y por la parte (ii) de la Proposicién I1.1.3, es claro que g(T)y € Y para

y € D(f{T})NY. Luego como

p(T)H{Ty=9(T)yeY

y ya que Y es T-absorbente, entonces f{T}y €Y.

(ii) Por la Proposicion 1.3.3, se tiene que o(T'|Y") C o(T), por tanto f € M(T|Y).
Ademsds si « es un polo de f en o(T|Y), entonces a es un polo de f en o(T).

Supongamos que f(A) = g(A\)p(A\)~!, donde g es una funcién analftica en o(T) y p es

el polinomio de los polos en o(T') dado por
n
() = [ (a; =A™,
j=1

Por otra parte, se tiene f(A) = h(\)q(A)~!, donde h es una funcién analitica en o(T|Y)

y q es el polinomio de los polos en o(7'|Y) dado por

m
g(\) = [ (ar, — A)™
i=1
con n > m. Luego
n m
D(f{THNY = [V R(a; = T)" NY = () R(ay, — T|Y)™ = D(f{T[Y}).
j=1 i=1
Las igualdades anteriores resultan claras por la parte (i) de la Proposicién 11.2.1 y

aplicando que si « es cero de p y no lo es de g, se tiene que o € o(T) N p(T'|Y) con lo

que resulta que R(a —T) =Y.
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Para y € D(f{T|Y'}), obtenemos
AT}y = MTY)q(TIY) ™y = g(T)p(T) "y

Para demostrar (iii) y (iv) es suficiente con (ii) y aplicar el Teorema I1.2.1. O

Lema I1.2.1 SeanT € L(X) eY un subespacio T-absorbente. EntoncesY € Inv(p(T))N
Inv(p(T)™") y
p(T)71 )Y = (p(T)/Y)™

donde p es un polinomio tal que sus ceros mo se encuentran en el espectro puntual del

operador T.

Demostracién:
Ya que Y es un subespacio T-absorbente, se tiene que Y € Inv(p(T)) N Inv(p(T)™1).

Por otra parte, resulta que

(@) YY)@p(T)e+Y)=z+Y = (p(T)/Y) " (p(T)x +Y).

Proposicion 11.2.4 Sean T' € L(X) un operador que verifica la SVEP y f € M(T).

S1Y es un subespacio T-absorbente, entonces se verifican las siguientes propiedades
(1) HA{T}/Y = ({T/Y}.
(it) f(o(T/Y)) = 0o (f{T}/Y).

Demostracion:

Por la Proposicion 1.3.4 se tiene la siguiente inclusién de espectros

o(T/Y)Co(T)Ua(T|Y),
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por tanto como Y es T-absorbente es un v-espacio de T', luego se tiene que o(7TY) C
o(T), por tanto o(T/Y) C o(T'). Ademads los polos de f no pertenecen a ,(7/Y). En

efecto, si existiese a € 0,(T'/Y), entonces existe z +Y € X \ Y tal que
(a=T/Y)(xz+Y)=0

luego, (a« — T)x € Y. Por tanto como Y es T-absorbente se deduce que x € Y,
consecuentemente o ¢ o,(7/Y) luego f € M(T/Y).
La igualdad en (i) resulta clara por el lema anterior y por la parte (ii) de la Proposicién

I1.1.3, ya que g(T'/Y) = g(T)/Y, luego consecuentemente

HT/YY =p(T)Y)9(T)Y) = (0(T)"9(T))/Y = F{T}/Y.

Con lo que concluye la demostracién de (i).
Para la demostracién de (ii), es suficiente la igualdad demostrada en (i) y el Teorema

I1.2.1. O

El Teorema de la aplicaciéon espectral local

Antes de establecer el teorema de la aplicacién espectral local para el cédlculo
funcional meromorfo, veamos algunos resultados previos sobre las relaciones entre los

espectros locales.

Lema I1.2.2 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP y p un polinomio tal

que sus ceros no se encuentran en o,(T"). Entonces
op(T)x,T)=o0(zx,T), (I1.2.4)
para todo x € X.

Demostracién:
Es suficiente con probar (I1I.2.4) para p(T) = a — T, con a ¢ 0,(T), ya que el caso

general, se demuestra por iteracién de este resultado.
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Por la Proposicién 1.5.2 se tiene que
o((a =T)x,T) Co(z,T) Co((a —T)x, T) U {a}.

Por tanto, demostrar (I1.2.4) para (a — 1)z es equivalente a demostrar que si a €
o(z,T)\ op(T), entonces a € o((a — Tz, T).

En efecto, denotemos y := (o — T')z y supongamos que « € p(y,T), luego por la
Proposicion 1.5.4, existe R > 0y {yx}72, C X tal que (a —T)yo =y, (= T)yp, = yp—1
para k > 1y [lyx]| < R* para k > 0, y ademds gr(\) = 202 yr(a — A\)*. Luego

(o —T) yr_1 =y, para k > 1y yo = x. Por tanto resulta claro que
o0
Zr(A) =D ypp(a— A)F
k=0
es una funcién analitica en un entorno de «, que verifica la siguiente igualdad
AN=T)zp(\) = x.
Luego a € p(z,T). 0

Observacién I1.2.1 Del lema anterior es inmediato deducir que si T' € L(X) es un

operador que verifica la SVEP y p es un polinomio sin ceros en o,(7’), entonces

o(p(T) 'y, T) = a(y,T),

para y € D(p(T)™1) = R(p(T)). Ya que es suficiente aplicar la igualdad (I1.2.4) a los

vectores z € X de la forma y = p(T)x.

Proposicién 11.2.5 Sea T € L(X) un operador que verifica la SVEP y f € A(T) una

funcion no idénticamente nula en ninguna componente que corte a o(T). Entonces
o(z,T) Co(f(T)z, T)U{acop(T) : f(a)=0} (I1.2.5)

Demostracién:

Como f no es nula en ninguna componente de A(f) que corte a o(T), se tiene que
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donde g # 0 en o(T) y p es el polinomio de los ceros de f en o(T'). Por la parte (vii)

de la Proposicion 1.5.1, la Proposicion 1.5.2 y el Lema 11.2.2 se tiene

o(z,T)=0(9(T)x,T) Co(p(T)g(T)x, T)U{a € 0p(T) : p(a)=0}.

Observacion 11.2.2 El Lema I1.2.2 y la Observacion 11.2.1 serdn demostrados en

condiciones mas débiles en la Seccion IV.1

Proposicién 11.2.6 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP y f € M(T).

Entonces se tienen las siguientes propiedades:
(i) Si S € L(X) conmuta con T, entonces S conmuta con el operador f{T}.
(i) Six € D(f{T}), entonces o(f{T}z,T) C o(x,T).

(iii) Si f no es idénticamente nula en ninguna componente que corte a o(T) y x €

D(f{T?}), entonces o(z,T) C o(f{T}x,T)U{a € 0p(T) : f(ar) =0}.

Demostracién:

(i) Por la parte (vii) de la Proposicién 1.5.1 resulta que el operador g(7) del calculo
funcional holomorfo conmuta con S y como ademés p(T") ~! también conmuta, se obtiene
el resultado.

(ii) Si z € D(f{T}) = R(p(T)), entonces x = p(T)y. Luego por la parte (vii) de la

Proposicion 1.5.1 se tiene que
o(f{T}z,T) = o(g(T)p(T) "2, T) = o(g(T)y.T) C o(y, T).
Por el Lema I1.2.2 se obtiene que
o(x,T) =o(p(T)y,T) = o(y,T).

Por tanto, o(f{T}z,T) C o(z,T).
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(iii) Utilizando la definicién del calculo funcional meromorfo y la Observacién I1.2.1
o(z,T)=o(p(T) 2, T) =o(y.T).
Aplicando la Proposicién I1.2.5 al vector g(T')y resulta que

o(y,T) Co(g(T)y,T)U{a € op(T) : fla) =0}

Por tanto como o(y,T) = o(x,T) y o(f{T}x,T) = o(9(T)y,T) se concluye la de-

mostracion. O

A continuaciéon enunciamos y demostramos el Teorema de la aplicacion espectral
local para el cdlculo funcional meromorfo. Puede ser demostrado de igual forma a como
se hizo en [52] para operadores cerrados con el célculo funcional holomorfo, pero no lo
haremos. Aqui damos una demostracién distinta, utilizando como herramienta funda-
mental la Proposicién I11.2.6, aunque dicha demostracién sélo es valida para operadores

con la propiedad (C).

Teorema I1.2.2 (Teorema de la aplicacién espectral local) Sean T' € L(X) un opera-
dor que verifica la propiedad (C) y f € M(T) tal que f{T} verifica la SVEP. Six € X,
entonces

0oo(, f{T}) = f(o(2,T)).

Demostracién:
La demostracién de este teorema consta de tres etapas.
Etapa I: f(o(x,T)) C 0oo(, f{T}) para x € X.
Supongamos que f(A) € poo(z, f{T}) para cierto A € Qp(f). Sea U entorno de A

tal que f(U) CV C poo(z, f{T}) para cierto entorno V" de f(\). Entonces se verifica

(f () = H{THZ gy (f (1) = 2, para p € U.

Sea p € U. Definimos g, : Qr(f) — C mediante

f(u) = f(§)
po=] we 7N

f(€) E=up
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para u € Uy & € Qp(f). Ademss, g,(€) = h,(€)qu(€) ™, donde hy, es analitica en o(T")

Y qu es el polinomio de los polos de g, que coincide con los polos de f. Entonces

(b= 8)gu(§) = fu) = f(§)

para p € U, £ € Qp(f) y € # p. Aplicando las reglas operacionales para el calculo

funcional meromorfo se tiene

(n=T)g{T} = f(n) — F{T}.

Por tanto

(b =T)gud{T} Zpery (f () = (f (1) = ST Ty (f (1) = .

Entonces
(1= T)p(T) g, AT} pi1y (f (1) = p(T)z,

donde p(T) g, {T}Z7(f(1)) es analitica en un entorno de X. Luego A € p(p(T)z,T).
Aplicando el Lema 11.2.2 se tiene que \ € p(z,T).

Etapa II. o(z, f{T}) = f(o(x,T)) para x € X tal que o(z,T) C A(f).

Veamos primeramente que Y := X (T, 0(x,T")) es un subespacio T-absorbente. En
efecto, dados z € X y A € o(T'|Y) tales que (A—T)z =y €Y, por la Proposicién 1.5.2

se tiene que
o(z,T) Co((A=T)z,T)U{A} =0(y, T)U{A} Co(x,T)U{A}.

Aplicando la parte (vi) de la Proposicién 1.5.1 y que Y es un u-espacio se deduce que
o(T)Y) C o(x,T). Luego A € o(z,T) y por tanto z € Y. Como Y es un subespacio

T-absorbente, la Proposicién I1.2.4 garantiza que

HTHY = H{TIY}.

Como o(T|Y) C o(z,T) C A(f), se tiene que f € A(T|Y). Luego, aplicando la parte

(2) del Teorema II.1.1 se obtiene que

oz, [{T}HY) = oz, f(TY)) = f(o(z, T|Y)) = f(o(x,T)), (I1.2.6)
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ya que Y es un p-espacio por la Proposiciéon 1.3.3.
Faltaria por ver que o(z, f{T}|Y) = o(x, f{T}), para x € Y. Por una parte se
tiene que
oz, f{T}) C o(x, f{T}Y), (I1.2.7)
ya que por la parte (ii) de la Proposicién 11.2.6 se obtiene que Y € Inv(f{T}). Por

tanto utilizando la Etapa I y el contenido (I1.2.7) se tiene que

flo(z,T)) C oz, f{T}) C o(z, [{T}HY)

y teniendo en cuenta la igualdades (I1.2.6) se concluye que

flo(z,T)) = o(z, f{T})

para todo z € X tal que o(z,T) C A(f).
Etapa III: 0o € o(z, f{T'}) <= eziste a € o(z,T) tal que f(a) = 0o
Para demostrar la equivalencia anterior es suficiente probarla para f con un sélo
polo a.
“ =7 Supongamos que « ¢ o(x,T), entonces quedaria demostrado, por la Etapa II.
“ «<” Supongamos que oo ¢ o(z, f{T'}), entonces por la Etapa I se obtiene que oo ¢

flo(x,T)), luego a ¢ o(x,T). O

Corolario I1.2.2 Sean T € L(X) un operador que verifica la propiedad (C) y f €
M(T) tal que el operador f{T} verifica la SVEP. Si'Y es un subespacio T-absorbente,

entonces
(1) oly, {THY) = oly, {T}).
(it) o(x+Y, f{T}/Y) Co(z, f{T}).
Demostracioén:
(i) Resulta claro por las Proposiciones 1.3.3 y 11.2.3.

(ii) Por la Proposicién 11.2.4 se tiene que f{T'}/Y = f{T/Y}, por tanto utilizando el

Teorema I1.2.2 se obtiene que

oz +Y, [{T/V}) = o(x+ Y, {T/Y}) = flo(z + Y, T/Y)) C f(o(z,T)).



44 Capitulo II. Los célculos funcionales holomorfo y meromorfo

Observacion I1.2.3 Una condicién suficiente para que f{T'} verifique la SVEP es que

el operador T la verifique, como se demuestra en el Teorema 11.2.3.

Proposicién I1.2.7 Sean T € L(X) un operador que verifica la propiedad (C), F un
subconjunto cerrado de C y f € M(T) no constante en ninguna componente de su

dominio que corte a o(T). Entonces

X(HTY, F) = X(T, f~H(F)).

Demostracién:
Siz € X(f{T},F), entonces o(x, f{T}) = f(o(x,T)) C F, por el Teorema I1.2.2,

luego = € X (T, f~'(F)). El otro contenido es anslogo. O

La estabilidad de la SVEP y de la propiedad (C)

A continuacién damos el Teorema sobre la estabilidad de la SVEP por el cédlculo
funcional meromorfo, usando ideas de [13] y [42]. Para ello necesitamos la siguiente

proposicién.

Proposicién I1.2.8 [/2, Proposition 2.5] Sean T € L(X) un operador que verifica la

SVEP y (Fy)a una familia de subconjuntos cerrados de C. Entonces
X(T,NoFo) = Na X (T, Fy).

Teorema I1.2.3 (Teorema de estabilidad de la SVEP) Sea T € L(X). Si T wverifica
la SVEP, entonces para toda f € M(T) se tiene que el operador f{T} wverifica la
SVEP. Reciprocamente, si f es una funcion del cdlculo funcional meromorfo que no es

constante en ninguna componente de su dominio que corte a o(T) y f{T} wverifica la

SVEP, entonces T wverifica la SVEP.
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Demostracion:
Supongamos que f{T'} verifica la SVEP y T no verifica la SVEP. Entonces existe una

funcién analitica w : D — X tal que
(A =T)w(\) = 0 para todo A € D, con w # 0.

Luego D C op(T) C o(T) y es claro que f es analitica en D. Por otra parte, para

w € D (fijo) y A € A(f) se define la siguiente funcién

fw) =)
gu(A) = = A 7
f(w) A=p

resultando que g, es una funcién meromorfa en Q7(f) y analitica en D. Por las reglas

operacionales para el calculo funcional meromorfo se obtiene que

fp) = AT} = (b= T)gu{T},
luego
(f(w) = HTHw(p) = (b — T)gu{T}w(p).-
Ya que g,{T} conmuta con T por la parte (i) de la Proposicién II.2.6, entonces
() = HTHw(p) = g {T} (= T)w(p) = 0.

Por otra parte, se tiene que f # Cte, luego existe \g € D tal que f'(A\g) # 0. Entonces
existe un r suficientemente pequefio tal que f~! existe sobre f(Dg) donde Dg viene
definido como

Dy:={peC: |u—X|<r}
Sea v(\) := w(f~1()\)) sobre f(Dy). Entonces
(A = H{THv(A) =0,

en consecuencia v(A\) = 0 para A € f(Dyp). Y por tanto w(p) = 0 para p € Dy.
Reciprocamente, supongamos que 7" verifica la SVEP y f{T'} no verifica la SVEP.
Sea h : A(h) — D(f{T}) C X una funcién analitica tal que h # 0 y

(= f{THA() =0, pe A(h).
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Veamos que h(pn) € X(f{T}, {p}H)nX(f{T},C\A(h)). Si X # p, entonces h(u)/(A—p)

es analitica y verifica

0= HTNEL = = ) — ),

luego o (h(p), f{T}) C {u} para p € A(h). Ademds, o(h(n), f{T}) C C\ A(h) para
todo p € A(h). En efecto, si A € A(h), entonces (A — f{T'})h(\) = 0, por lo que

o= gy (M=) g,

Como (h(u)—h(N))/(A—p) converge a —h'(u) cuando A tiende a i, y (u— f{T})(h(p)—
h(A))/(A—p) = h(X\) converge a h(u) cuando A tiende a pu, utilizando que p — f{T'} es
un operador cerrado se deduce que p € p(h(u), f{T}). Por tanto h(u) € X(f{T},C\
Ah)NX(f{T},{u}). Utilizando la Proposicién I1.2.7 y la Proposicién I1.2.8 se obtiene
que h(p) € X(T, f~Hu} N f~H(C\ A(R))) = X(T,2) = {0}. Con lo que se concluye

que h(p) = 0. 0



Capitulo III

El calculo funcional local

En este capitulo definimos un cédlculo funcional local para operadores conti-
nuos que verifican la SVEP y cualquier funcién analitica, con independencia de
la relaciéon de su dominio con el espectro del operador. Su definicién es similar
a la del calculo funcional holomorfo sustituyendo el operador resolvente por
la funcién resolvente local.

La primera diferencia con respecto a los calculos funcionales holomorfo y
meromorfo es que se define localmente, es decir para cada r de su dominio.
Una segunda diferencia es que el operador obtenido no es en general continuo,
ni cerrado y ademas desconocemos si es precerrado. Sobre estas cuestiones
presentamos algunos resultados parciales, y probamos el teorema de la apli-
cacion espectral local para dicho calculo. Finalmente, hacemos un estudio del
calculo funcional local para operadores normales en espacios de Hilbert.

I11.1 Introduccion

Para definir el cdlculo funcional local, consideraremos una clase de funciones mas
amplia que A(T) e incluso que M(T'). Como contrapartida nos limitaremos a opera-
dores que verifican la SVEP y no siempre obtendremos operadores cuyo dominio sea

todo el espacio X.

Definicién III.1.1 SeaT € L(X) un operador que verifica la SVEP. Para cada funcién

analitica f : A(f) — C se define el operador del cdlculo funcional local
fIT]: D(fT]) € X — X,

47
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donde
D(f[T]) :={z e X : o(x,T) C A(f)},
de la siguiente forma:
1
Tz = — / FOVER(A)A, (ITL1.1)
21 Jr
donde Z7 es la funcion resolvente local de T en = y I' la frontera positivamente orientada

de cualquier dominio de Cauchy acotado D tal que verifica
o(xz,T) C D C D C A(f).

Obsérvese que el dominio de f[T] coincide con la variedad espectral de T asociada

al conjunto A(f) C C:

D(f[T]) = X(T, A(f))-

Observacién III.1.1 Si se desea que el dominio del operador f[T] sea lo mayor posi-

ble, serd conveniente tomar f una funcién analitica maximal.

Con el fin de establecer la coherencia de la definicién anterior y mostrar que se
trata de una generalizacién del calculo funcional holomorfo, hacemos las siguientes

observaciones:

1. D(f[T]) es no vacio, pues ¢(0,T) = @ C A(f), por la parte (i) de la Proposicién
1.5.1.

2. Para x € D(f[T]) , existe un dominio de Cauchy D que verifica
o(z,T) C D C D cC A(f).

Razonando de igual forma que para el cdlculo funcional holomorfo: se define d(\)
como la distancia de A € C a la frontera de A(f); la funcién tiene un minimo
0 > 0 sobre el compacto o(z,T). Se recubre el plano complejo con hexagonos
cerrados de apotema % y se toma como dominio de Cauchy el interior de la unién
de esos hexdgonos que contienen puntos de o(z,7) . Si A(f) tuviera frontera

vacia, serfa A(f) = C y entonces es clara la existencia de D.
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La integral no depende del dominio de Cauchy escogido. Sean D; y Do dos

dominios de Cauchy que verifican
o(z,T) C Dy C Dy C A(f),

o(x,T) C Dy C Dy C A(f),

luego o(x,T) C D1 N Dy. Entonces existe un dominio de Cauchy acotado D tal
que

o(z,T) C D C D C DynN Ds.

Por una parte, D1 \ D es un dominio de Cauchy en el que la funcién fZr no tiene
singularidades, por tanto el Teorema de Cauchy implica que

/ _ FNEr(V)dA =0,

+0(D1\D)

luego

[ e = [ foErax
+0D1 +0D

Anélogamente, D3\ D es un dominio de Cauchy que verifica

[ e = [ foEr(ax
+0D> +0D

Por tanto

[ e = [ poEax
+0D1 +0D>

. Sea f una funcién analitica sobre o (7). Teniendo en cuenta que para todo z € X

se verifica o(z,T) C o(T) y que
R\, T)x = z7(N),
para A € p(T'), entonces es claro que D(f[T]) = X y f(T) = f[T].

Para T' € L(X) un operador que verifica la SVEP y f una funcién analitica en
A(f), hemos definido el operador del calculo funcional local segin (II1.1.1). Es
légico plantearse si es necesario que T verifique la SVEP para que f[T] esté bien

definido. La respuesta es afirmativa, como prueba el siguiente ejemplo.
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Ejemplo II1.1.1 Operador f[T] que no estd bien definido, con T un operador que no
verifica la SVEP.
Sean T definido de la siguiente forma:

T:6(N) — £y(N)

(.%1,.%2, .. ) — (332,1'3, - .),
fA) =1/X ey =es € £5(N)\ {0}. Es claro que T no verifica la SVEP por el estudio
hecho en el Ejemplo 1.4.2. Ademads por [26, Theorem 2| se tiene que o(e2,T) = @. Si

llamamos

u(N) := (0,0, —1, =X\, —A2,...).

Entonces u(A) define una funcién analitica del disco unitario abierto D en ¢2(N), tal
que verifica que (A — T)u(A\) = e3 en D. Definimos
{ u(A) Al <1

RO\ T)es |\ > 1.

u1(>\) =

Ademads, tomando

0 Al >1
w(A) =
(LN L) < 1,

y u2(A) :=ui(A) + tw(N), para t € C se obtiene que
(A =T)uz(A) = e2

sobre D, para cada t € C. Aplicando la definicién del célculo funcional local se tiene

que
1 1
f[T)2e2 = oy F) (u(A\) + tw(N)) dA + =— FORAN, T)ead
™ J-T 271 Ty
1 u(A) 1 R\, T)es
— ——dA+ — ———22d\ —tey = f[T
7 omi /_pl N Mo /FQ ) e1 = flThe:
donde T; es la frontera del disco D(0,7;) siendo 0 <7y <1y re=1+4r. O

El siguiente resultado garantiza que el operador f[T] es lineal.
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Proposicién II1.1.1 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP y f una

funcion analitica. Entonces se tienen las siguientes propiedades:
(i) D(f[T]) es un subespacio vectorial de X .

(ii) f[T)] es lineal.

Demostracién:
(i) Es claro por los apartados (ii) y (iii) de la Proposicién 1.5.1.

(ii) Sean x,y € D(f[T]) y a, 8 € C. Teniendo en cuenta que aZr + Byr = (ax + By),

se deduce el resultado. O

Si fijamos x € X y T € L(X), entonces podemos considerar la clase de las funciones

analiticas f, cuyos dominios A(f) contienen al espectro local o(z,T):
Az, T) :={f : A(f) — C analitica : o(z,T) C A(f)}.

Decimos que dos funciones f,g € A(x,T) son equivalentes respecto a T en x si
coinciden en un cierto entorno de o(z,T). Queda asi definida una relacién de equiva-
lencia, cuyo conjunto cociente lo denotararemos por A(z,T). Nétese que si f y g son

equivalentes respecto a T en x, entonces f[T]z = g[T]x.

II1.2 Propiedades

Estudiamos a continuacién algunas propiedades del operador f[T7].

La siguiente proposicién resulta inmediata.

Proposicién I11.2.1 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP y xz € X. Si

a,eCy f,g€ Alx,T), entonces

(af + Bg)[Tz = af[T]x + Bg[T]z.
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En el cédlculo funcional holomorfo se tiene que si T, S € L(X) conmutan, entonces

S conmuta con f(T') y ademés
o(f(M)x,T) C o(x,T), (I11.2.2)

para todo x € X. En la siguiente proposicién derivamos resultados similares para el
célculo funcional local. Tengamos en cuenta que la ecuacién (I11.2.2) es cierta por la
parte (vii) de la Proposicién 1.5.1, ya que f(T') € L(X) y conmuta con T'. Sin embargo,
para el nuevo cédlculo funcional no podemos aplicar la Proposicién 1.5.1, ya que todavia

no hemos estudiado si el operador del calculo funcional local es continuo.

Proposicién I11.2.2 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP y supongamos
que S € L(X) conmuta con T. Si f es una funcion analitica, entonces se verifican las

stguientes propiedades:

(i) S conmuta con f[T]; es decir, SD(f[T]) C D(f[T]) y Sf[T|x = f|T]Sx para todo
z € D(f[T])-

(i) Sean x € D(f[T]) ey = f[T|x. Entonces f[T|Zr = yr en p(x,T), por tanto

o(f[T)x,T) C o(x,T). Luego D(f[T]) es invariante por f[T].

Demostracién:
(i) Sea = € D(f[T]). Por la parte (vii) de la Proposicién 1.5.1 tenemos que o(Sz,T") C
o(z,T), y por tanto Sz € D(f[T]). Ademds, STt es una restriccién de la funcién

resolvente local de T en Sz. Entonces
Sf[T)z = s(lff(m ()\)d>\>
- 2wt Jr T

1 N
= - /F F(N)SZr(A)dA

= f[T]Sx.
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(ii) Probaremos que f[T]Zr es analitica en p(x,T). Utilizando la expresién de la

funcién resolvente local de T en Zr(A) es decir

Zrip) ~Tr() si A
ZIVAMES SR’ hr
—2p(A) sip=A\
se obtiene que
fIT)Er(N) = 2% ) <W> an

- 27rz/f 27Tz/f

Para todo «* € X*, la primera integral verifica que

(g [ R ) = g [ A2 rtn

y por tanto es analitica por [43, Theorem 10.7], y la segunda integral es analitica por el

Teorema de Cauchy. Consecuentemente f[T|Zr es analitica en p(x,T). Es inmediato

que (u—T)f[T]Er(p) = y. O

En la siguiente proposicién se dan condiciones suficientes para que se dé la igualdad
entre los vectores (fg)[T]x y f[T]g|T]z. En este sentido, McGuire en [38] prueba
dicha igualdad para operadores continuos definidos en espacios de Hilbert, con espectro

puntual vacio.

Proposicién I11.2.3 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP yx € X. Si

frg € A(x,T), entonces se tiene las siguientes igualdades

(f9)[Tlx = fT]g[T]z = g[T]f[T]x. (I1.2.3)

Demostracién:
La demostracién es similar al resultado correspondiente para el calculo funcional holo-

morfo [16, Theorem 1.19].
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Primeramente, teniendo en cuenta la parte (ii) de la Proposicién I11.2.2, obtenemos
que o(f[T)x,T) C o(x,T) C A(g), por tanto f[T)z € D(g[T]), y andlogamente g[T]x €
D(f[T]). Ademés g[T]:UT = g[T)Zr

Sean D1, Dy dos dominios de Cauchy tales que o(x,T) C D1, D1 C Dy y Dy C
A(f)NA(g) y Ty = OD; para i = 1,2. Entonces podemos expresar f[T](g[T]z) como

una integral con respecto a A sobre I'y,

1
2mi

1
T\g|T
Tl = -
Expresando g[T|Z7(A) como una integral con respecto a p sobre I'y y usando la ex-

presion para la funcion resolvente local de Zp(\) (utilizada en la demostracién de parte

(ii) de la Proposicién II1.2.2) se tiene que

ey N ey ) (FrAL=2r Y gLy

27 2w Jr n—
1 - 9(n) zr(n)g(n)
=—— A A “dnd\ + — A ———=="2dnd\.
iz L f0ar ) [ i o [ ey [ gy
Ya que A € Dy y i ¢ Dy, entonces
1 g(n) 1 f)
———dn = g(\ — [ —=d\=0.
i r,N—A =g, 2mi Jry m— A

Por tanto se obtiene la igualdad de la ecuacién (I11.2.3), es decir

f( )g(N)Zr(A)dA = (fg)[T ).

O
Algunas veces el resultado de evaluar f[T]|g[T]|xy (fg)[T]z es diferente, como prueba

el siguiente ejemplo.

Ejemplo II1.2.1 Operadores tales que no es cierta la igualdad f[T)g[T)z = (fg)[T)z.
Sea T el operador definido en el espacio de Hilbert ¢5(N) por
T :l3(N) — {9(N)

(w1, 22,23,...) — (21,%,%,...).
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Es claro que T verifica la SVEP, ya que T es un operador compacto. Siz := (1,1,0,...),
fA) = ﬁ y g(A) :=1— ), entonces se obtiene que f[T](I —T)z = 1/2e9, o(e2,T) =

{1/2} y ademsés

%fme? N z;m/p - 1)(? —y e
Por otra parte se tiene que (fg)[T]x = (1,1,0,...) # es.
Nétese que f ¢ A(x,T), es decir x ¢ D(f[T]), por lo tanto no podemos definir
g[T1f [T ). =

De aqui en adelante denotaremos o (T) al siguiente subconjunto de C
o (T):= |J o).
z€D(f[T))
Teorema II1.2.1 Sean T' € L(X) un operador que verifica la SVEP y f : A(f) — C
una funcion analitica. Si f(\) # 0 para X € o7 (T), entonces f[T] es inyectivo. Ademds
fIT) : D(f[T]) — D(f[T]) es biyectivo y el inverso viene dado por g[T]|D(f[T]), donde

g(A) = f(l)\) para todo \ € o (T).

Demostracion:

Resulta claro que o/ (T) € A(f)NA(g). Consecuentemente, por la Proposicién I11.2.3,

se cumple que
(fo)lT]z = f[Tg[T]z = g[T|f[T]z = x,

para todo x € D(f[T]). Luego, existe el operador inverso f[T]|~! = g[T]|D(f[T)), ya
que

FTg[TD(F[TY) = IID(f[T])

glTIf T D(fIT]) = I|D(f[T])-
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En el siguiente lema se da una expresién de la funcién resolvente local utilizando
como herramienta el célculo funcional local.

Consideremos la funcién fy : C\ {A\} — C definida por fy(u) := (A —p)~ L.

Lema II1.2.1 Sean T' € L(X) un operador que verifica la SVEP yx € X. Si \ €

p(z,T), entonces

zr(A) = falT]z.

Demostracion:

Sea A € p(z,T). Aplicando el Teorema de Cauchy, obtenemos
1 ~
ple = o= [ BGer(ods
i Jr

1 Zr(p) N
= — —dy = by

siendo I' la frontera positivamente orientada de cualquier dominio de Cauchy acotado

D tal que
o(z,T)Cc DcDcC\{\}.

Algunas relaciones entre f[T|, f[T|M], y f[T/M]

Dado un subespacio cerrado Y de X, denotaremos por Qy la aplicacion cociente,

es decir:
Qv:X — X/Y

r — x+Y

que es lineal y continua.

Proposicién I11.2.4 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP, Y € Inv(T)

y f: A(f) — C una funcion analitica. Entonces se tienen las siguientes propiedades:
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(i) D(f[T|Y]) € D(f[T])nY. Ademas D(f[T|Y]) = D(f[T])NY siY es un pu-

espacto.
(i) D(f[T/Y]) € Qv (D(f[T]))-

Demostracion:

(i) Por definicién, se tienen las siguientes igualdades
D(fIT]Y]):={y €Y : oy, TIY) C A(f)}
YND(fIT]) ={yeY : a(y,T) C A(S)}-
Luego por la ecuacién (1.3.3)
o(y,T) Co(y,T|Y) paratodoye€Y,

consecuentemente D(f[T|Y]) C D(f[T])NY. SiY es p-espacio, entonces para todo
y €Y, se tiene que o(y,T) = o(y,T|Y), lo que garantiza la igualdad.
(ii) Dado p € p(z,T'), existe un entorno V,, de pu, tal que (A —T)Z7p(\) = x para todo

A € V.. Entonces se cumple que
A=T/Y)@r(\)+Y)=2+Y (I11.2.4)

Luego pu € p(z +Y,T/Y) y por tanto D(f[T/Y]) C Qy (D(f[T])). 0

Observacién II1.2.1 Motivados por la proposicion anterior, nos planteamos si dado
un operador 7" € L(X) que verifica la SVEP, podemos encontrar siempre un subespacio

minimo Z € Inv(T), tal que verifique la siguiente igualdad
flT|Zz] = f[1). (I11.2.5)

En la Proposicion II1.2.6 damos una respuesta afirmativa, para la cual necesitamos

algunos resultados previos.
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En el Capitulo primero, introdujimos algunos tipos de subespacios cerrados inva-
riantes. En el proximo lema se caracteriza una condicién andloga a la de ser p-espacio

pero para un subespacio invariante no necesariamente cerrado.

Lema I11.2.2 Sean T € C(X) un operador que verifica la SVEP e Y un subespacio no
necesariamente cerrado tal que Ty € Y para todo y € Y. Entonces o(y,T) = o(y,T|Y)

para todo y €Y siy solo st
{gr(\) + Xep(y,T), yeY}cCY.

Demostracion:

La demostracién es andloga a [24, Proposition 4.8]. O

Proposicién I11.2.5 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP y f una
funcion analitica. Entonces o(y,T) = o(y, T|D(f[T])) para todo y € D(f[T1]).

Demostracion:

Por el Lema III.2.2, bastara con probar que

{gr(A) :+ Aeply,T) yeD(fIT])}  D(fT)).

Dado y € X, por el apartado (v) de la Proposicién 1.5.1 se tiene que
J(Z//\T()‘)vT) = U(y>T)7 VA€ p(yaT)>

entonces si y € D(f[T]), se cumple que o(yr(N),T) = o(y,T) C A(f), es decir, gr(\) €
D(f[T1). O

Proposicion II1.2.6 Sean T un operador lineal continuo que verifica la SVEP y f :

A(f) — C una funcién analitica. Entonces

fIT) = FITIDT]- (IT1.2.6)

Demostracioén:
Denotemos Y := D(f[T]). Es claro que Y es un subespacio cerrado invariante por T,
luego por (1.3.3),

o(y,T) Coly, TY),
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para todo y € Y. Por la Proposicién anterior se tiene que
oy, TIY) = o(y.T)

para todo y € Y. Utilizando que o(y,T|Y) C o(y,T|Y) se obtiene que o(y,T|Y) C

o(y,T), para todo y € Y. Consecuentemente, se tiene que D(f[T]) = D(f[T|Y]). Falta

ver que para y € Y se tiene que f[T]y = f[T|Y]y, lo que resulta claro ya que yp = ??TIV

paray €Y. a

Condiciones suficientes para que el operador f[T] sea continuo o cerrado

El operador que resulta del calculo funcional holomorfo es continuo, sin embargo
el Ejemplo I11.2.3 demuestra que el operador que resulta del calculo funcional local, en
general no es continuo, ni tan siquiera cerrado. En el siguiente teorema establecemos

una condicién suficiente para que sea continuo.

Teorema I11.2.2 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP y f una funcion

analitica. St D(f[T]) es cerrado, entonces el operador f[T] es continuo. Ademds f[T] =

FTID(fTY))-

Demostracion:

Es suficiente demostrar la siguiente igualdad

fIT] = FITID(TD] = f(TID(fIT))- (I1.2.7)

La primera parte de la igualdad se sigue claramente de la Proposicién I111.2.6, ya que
D(f[T]) es cerrado. Por la Proposicién II1.2.5 se tiene que D(f[T]) es un p-espacio,
y por la Proposicién 1.4.2 el operador T'|D(f[T]) verifica la SVEP. Luego utilizando la
parte (vi) de la Proposicién 1.5.1 se obtiene que

o/(T)= | o TID(fIT]) = o(TID(fIT])) € D).

zeD(f[T])
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Por tanto, f(T|D(f[T])) = fIT|D(f[T])], ya que f es analitica en un entorno de
o(TID(f[T])). O

En el siguiente ejemplo se prueba que la condicién suficiente dada en el Teorema

I11.2.2 no es en general necesaria, ni tan siquiera para operadores autoadjuntos en ¢5(N).

Ejemplo II1.2.2 Operador f[T] continuo con dominio no cerrado.
Sean T el operador definido en el espacio de Hilbert ¢2(N) por
T:0(N) — {5(N)
(37171.27'7}37'--) - (x17%7%7"')7
y f(A) = sen%. Es claro que T es un operador autoadjunto; luego verifica la propiedad

(C). Tomando = = (z,,) € ¢2(N), para todo A € p(z,T) tenemos

luego

U(QS‘,T)Z:{% ; sz, # 0}

Por tanto
D(fIT]) = {z=(z,) € 2(N) : 3Ing, VYn >ng, x, =0},

que no es cerrado. Ademds, si x € D(f[T]), entonces f[T]x = (z,, senn). Consecuente-

mente || f[T]|| < 1. 0

Recordemos que un conjunto o C o(7T') es un conjunto espectral de T si es abierto
y cerrado en la topologia relativa de o(T"). Obviamente, un punto aislado de o(T") es

un conjunto espectral.

Sean T' € L(X) y o un conjunto espectral de T'. Denotamos por F(o) a la proyeccién
asociada al conjunto o, definida por E(c) = f(T'), donde f(\) =1 en un entorno de o

y f(A) =0 en un entorno de o(T) \ o.
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Proposicién II1.2.7 Sea T € L(X) un operador que verifica la SVEP. Si o(T) =
o1Uog, donde o1, o9 son conjuntos espectrales disjuntos de T y f : A(f) — C es una
funcion analitica, tal que o1 N A(f) = @ y o2 N A(f) = o2, entonces el operador f[T

es un operador continuo y ademds

fIT) = flTs,) = f(T5,), (I11.2.8)
donde Ty, denota la restriccion del operador T al rango de la proyeccion E(o2).

Demostracién:
Veamos que D(f[T]) = D(f[T,,]). Utilizando [51, Theorem V.9.1] se tiene que X =
R(E(01))®R(E(02))y T = Ty, Ty, donde o(T},,) = 0; parai = 1,2. Seax € D(f[T)]).

Aplicando [13, Lemma 1.3] que asegura la siguiente descomposicién del espectro local
o(x,T) =0(x1 ® 2, Tt, B Ttr,) = 0(21,T,) U (22,T,,) C A(S),

se tiene que si o(z,T) C A(f), entonces 21 = 0. Luego resulta claro que x € D(f[1,,]).

Reciprocamente dado = € D(f[T5,]), se obtiene que
o(z,T) Co(x,T5,) C A(S)

luego = € D(f[T]). De donde se deduce que f[T] = f[Ts,] ya que las funciones resol-
ventes locales de T' y T, en x coinciden para x € D(f[T]). La segunda igualdad es
inmediata, ya que el rango de E(03) es cerrado por [51, Theorem V.9.2] y f es analitica

en un entorno de o(1,,) = o2 C A(f). O

Como consecuencia de la proposicién anterior se obtiene el siguiente corolario para

operadores compactos.

Corolario IT1.2.1 Sea T € L(X) un operador compacto y f una funcion analitica tal

que 0 pertenece al dominio de f. Entonces f[T] es un operador continuo.

Demostracion:

Ya que f es analitica en un entorno del 0, existen dos conjuntos espectrales de T, o;
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i=1,2 de modo que o1 NA(f) = @, 02 NA(f) = 02y 0(T) = 01 Uos. Luego el resultado

se obtiene aplicando la proposicién anterior. O

Al estudiar las propiedades del operador f[T] surge de forma natural la pregunta
de si hay casos en los que el operador f[T] sea cerrado y no continuo. La siguiente

proposicién nos da una respuesta parcial negativa.

Proposicién I11.2.8 Sean T € L(X) un operador que verifica la propiedad (C) y f
una funcion analitica. Si f[T] es un operador cerrado, entonces D(f[T]) es cerrado,

consecuentemente f[T] es continuo.

Demostracioén:
Como f[T] es un operador cerrado, el grafo de f[T] es cerrado. Sea {K,} una sucesién
de conjuntos compactos tal que K, C int(Knt+1) y U1K, = A(f), donde int(K,)

denota el interior de K,,. Tenemos
o0
D(f[T]) = |J X(T, Ky). (I11.2.9)
n=1

Demostremos entonces la siguiente igualdad
o0
GUITID(fIT])) = U1 G(f[TIX(T, Ky)). (IT1.2.10)
En efecto, dado = € ;> X (T, K,,), entonces existe m € N tal que o(z,T) C K,,, por
tanto el par (z, f[T)z) € Uy~ G(f[T]|X (T, K;)). Y reciprocamente dado (z, f[T]z) €
L GfITX(T, K,)), existe m € N tal que (z, f[T]x) € G(f[T)|X(T, Ky.)), por
tanto x € X(T,K,,). Consecuentemente = € |Jp=; X (T, K,,); esto es, (z, f[T]z) €
G(f[T]). Con lo que se concluye la igualdad (III.2.10).
Por otra parte X (T, K,,) es cerrado, ya que el operador T verifica la propiedad (C),

luego f[T]|X (T, K,,) es un operador cerrado, para todo n € N. Por tanto, se tiene que

G(fIT]IX(T, Kn))
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son subespacios cerrados para todo n € N. Ademés por (II1.2.10) y por el Teorema de

la Categoria de Baire, resulta que existe m € N de modo que
G(f[T]) = GUf[T]|X(T, Km)),

luego f[T] = fIT)|X (T, K,,) = f(T|X (T, K,,)). Con lo que se deduce que f[T] es un
operador cerrado con dominio cerrado. Finalmente por el Teorema del Grafo Cerrado

se concluye que es continuo. O

Desconocemos si la tesis de la proposicién anterior es valida para operadores que

verifican la SVEP y no satisfacen la propiedad (C).

Algunas condiciones necesarias y suficientes para que el dominio sea cerrado
En la siguiente proposicion se caracteriza el caso en que el dominio del operador

f[T) sea cerrado, para T un operador que verifica la propiedad (C).

Proposicién I11.2.9 Sean T € L(X) un operador que verifica la propiedad (C) y f

una funcion analitica. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
(i) D(f[T]) es un subespacio cerrado de X;
(i1) D(f[T]) es un subespacio de sequnda categoria en si mismo;

(iii) ol (T) es cerrado en C.

Demostracién:
(i)=(ii) Consecuencia inmediata del Teorema de la Categoria de Baire.
(il)=-(iii) Sea {K,} una sucesién de compactos tal que K, C int(K,+1)y US> K, =
A(f). Entonces

D(f[T)) = |J X(T, K,).
n=1
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Ademsds T verifica la propiedad (C), por lo que X (T, K,,) es cerrado para todo n. Por
el Teorema de la Categoria de Baire se tiene que existe ng € N tal que D(f[T]) =
X(T, Ky,), consecuentemente D(f[T]) es cerrado, y como o(z,T|D(f[T])) = o(x,T)
para todo = € D(f[T]), (Proposicién II1.2.5) se cumple que

o/(T)= | ol TID(fIT]) = o(T|D(f[T])).

zeD(f[T])

Con lo que se concluye que o (T') es cerrado.
(iii)=(i) Como of(T) es cerrado, X (T, o/ (T)) es cerrado, por lo que basta notar que
X(T,0%(T)) = D(f[T)), por la definicién de of (T). O

El dominio del operador f[T] no es cerrado en general, ni siquiera para operadores

con la propiedad (C), como se prueba en el siguiente ejemplo.

Ejemplo II1.2.3 Operador f[T] no continuo, no cerrado y con dominio no cerrado.

Sea T el operador multiplicacién sobre el espacio de Hilbert Lo[0, 1] definido por

TLQ([O,l]) — LQ([()?I])

x(t) — txz(t).

Tenemos que
O'(CL',T) = {)‘ € [07 1] 0 Ve >0, XD(M\e)T 7é O}a

donde X p(y ) denota la funcién caracteristica del disco abierto de centro A y radio e.
Sea f(A) =1/X € M(T). Entonces es claro que f[T] esta definido por:
fIT]: D) —  D(fIT)

x(t)

z(t) — —~
para t # 0, donde

D(f[T]) = {=(t) € L2(]0,1]) : 3IVp (entorno del cero) z(Vy) = 0}.

Por tanto, f[T] no es continuo, ya que si definimos x,,(t) por
0 0<t<i

Tp(t) = -

<t<l

3=

n—1
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tenemos que ||z, || =1y f[T]zn(t), dado por

0 0<t<i
fT]an(t) :=

n

<t<l1

3=

n—1
cumple que || f[T]x,|| = n. Luego por el Teorema I11.2.2 se tiene que D(f[T]) no
es cerrado y por la Proposicién I11.2.8 que f[T] no es cerrado, ya que T verifica la

propiedad (C) por ser un operador normal. O

Algunas propiedades del N(f[T]) y R(f[T])

Antes de comenzar a dar condiciones para que f[T] sea inyectivo, es necesario

caracterizar el nicleo del operador f[T.

Proposicién I11.2.10 Sean T € L(X) un operador que wverifica la SVEP y f una
funcion analitica que no es idénticamente nula en ninguna componente que corte a
o(T). Entonces

N(fIT]) = @pZi N((e; = T)™)

donde {a;}ien son los ceros de f con multiplicidad {n;}ien respectivamente en A(f) N
o(T), y denotamos por &2 N((a; — T)™) las combinaciones lineales finitas de ele-

mentos de US> N ((a; —T)™).

Demostracion:
Sean x € N(f[T]) y a1,09,...,0p, los ceros de f en o(z,T) con multiplicidades
ni,na,...,n, respectivamente. Definimos el siguiente polinomio
P
p(A) = [T (i = 2™,
i=1

luego f(A) = g(A)p(N), donde g(\) # 0 en o(z,T). Entonces

flTx = g[T| (a1 —T)" ... (0, = T)"x = 0.
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Luego x € N(p(T)) = @?_N((a; — T)™). Con lo que se tiene que
z € N(p(T)) = iy N((o = T)™) C DLy N((es = T)™).

Reciprocamente sea € N((a; — T)™) para algun «; cero de f. Entonces por el

apartado (iv) de la Proposicién 1.5.1, o(x,T) = {a;}, luego x € N(f[T]). O

Observacién 111.2.2 En las condiciones de la proposicién anterior f puede tener un

numero infinito de ceros en A(f) No(T). Véase el Ejemplo I11.2.5

Se define la nulidad de un operador T', como la dimensién de N(T).

Corolario IT1.2.2 Sean T' € L(X) un operador que verifica la SVEP y f una funcidn

analitica que no es idénticamente nula en ninguna componente que corte a o(T).

(i) Una condicion necesaria y suficiente para que el operador f[T] sea inyectivo es

que f no tenga ceros en op(T) No(x,T), para todo x € D(f[T]).

(11) Si {a;}i_ son los ceros de f en A(f) N op(T), con multiplicidades {m;}_, tal
que la nulidad del operador (a; — T)™ es finita para todos los «;, entonces el

operador f|T) tiene nulidad finita.

Demostracion:

Es consecuencia inmediata de la Proposicién I11.2.10. a

Observacién II1.2.3 El apartado (i) del corolario anterior se demostrara de forma
distinta en el Corolario IV.1.5, utilizando algunos resultados sobre estabilidad del es-

pectro local.

A continuacién incluimos dos ejemplos de operadores, uno de ellos con nulidad finita

y otro con nulidad infinita.
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Ejemplo I11.2.4 Operador f[T] con nulidad finita.
Sea T el operador sobre el espacio de Hilbert ¢5(N) definido por:
T :03(N) — /2(N)

o I3
(1?1,:132,...) — (331,*

2 ).

1—
Si definimos f(\) := —

, entonces f[T] estd dado por
fIT) = (I = T)T~'[D(f[T)),
donde
D(f[T]) ={z € L2(N) : o(2,T) C C\{0}}

coincide con el subespacio de las sucesiones finitamente no nulas. Ademas
fIT)(z1, 22, ..., 20,0,0,...) = (0, —x2, —223,...,—(n — 1)x,,0,0,...).

Asi el N(f[T]) coincide con el subespacio generado por e, tal que f[T]z = 0, luego la
nulidad de f[T] es 1. O

Ejemplo II1.2.5 Operador f[T] con nulidad infinita.
Sea T el operador sobre el espacio de Hilbert ¢2(N) definido por:
T:0(N) — {(N)

Ty XT3
Sog)
Sea f(a) = senZ. Tenemos (§ —T)eq = (§ —2/n)en; luego Gur(€) = (€ —2/n) ", con

(r1,22,...) — 2(x,

lo que
1

f[T)en = i

/F(f —2/n)"!sen gendﬁ = sen %ren.

Entonces, ea, € N(f[T]) para todo n € N. Con lo que se concluye que la nulidad de

f[T] es infinita. O

Se define el ascendente de un operador 1" como el minimo entero p > 0 tal que se

verifica

N(T?) = N(TP*1). (IT1.2.11)
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Lo denotaremos por a(7T'). Si no existe un entero positivo que verifique (II1.2.11) se
dice que el ascendente es infinito.

Una consecuencia de la Proposicién I11.2.10 es el siguiente corolario.

Corolario IT1.2.3 Sean T' € L(X) un operador que verifica la SVEP y f una funcidn
analitica que no es idénticamente nula en ninguna componente que corte a o(T). Si
{ai}ien son los ceros de f en o(T) con multiplicidades {n;};en Tespectivamente, en-
tonces el operador f[T] tiene ascendente finito si sup;en{pi} < o0, donde p; es el

ascendente del operador a; — T

Demostracion:
Nétese que por la parte (ii) de la Proposicién I11.2.2, D(f[T]?) = D(f[T]) , para todo

q € N. Luego aplicando la Proposicién I11.2.10, se deduce que
N(fIT]P) = &2 N((aw — T)"™),

de donde se sigue claramente el resultado. a

A continuacién estudiamos el rango del operador f[T] realizando un tratamiento

parecido al del nicleo.

Proposicién I11.2.11 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP y f una
funcion analitica que mo es idénticamente nula en ninguna componente que corte a
o(T). Entonces

R(f[T]) = (21 R(ew — T)™) N D(f[T]),

donde {a;}ien son los ceros de f en A(f) No(T) con multiplicidades {n;}icn respecti-

vamente.

Demostracién:
Si z € R(f[T]), entonces = € D(f[T]) y ademds existe y € D(f[T]) tal que =z =

fITy. Sean a, s, ..., ap, los ceros de f en o(y,T') con multiplicidades ny, na, ..., n,,
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respectivamente. Luego f(A) = g(A\)p()A), donde g(\) # 0 para A € o(y,T) y p es el

polinomio de los ceros de f en o(y,T). Por tanto

z = f[Tly = g[T]p(T)y = p(T)g[Ty,

por tanto resulta claro que z € R(p(T)) = N’_; R(e; — T)™ por la Proposicién I1.2.1.
Sea ay; cero de f en o(T) N A(f), tal que ay # «; para todo i € {1,2,...,p}. Es claro
que ay; ¢ o(x,T), ya que por la Proposicién I11.2.2 se tiene que o(x,T) = o(f[Ty,T) C
o(y,T), por tanto por el Corolario I.5.1 se obtiene que x € R(ay—T)™ para todon € N.

Reciprocamente, sea x € N2, R(a; — T)™ N D(f[T]). Sin pérdida de generali-

dad, supongamos que a1, ag,...,ax son los ceros de f en o(x,T) con multipicidades
ni,ne,...,ng. Luego f puede ser expresada en un entorno de o(z,T') de la siguiente
forma

donde p es el polinomio de los ceros de f en o(z,T) y g es analitica en A(f) y distinta
de cero en o(z,T). Por hipétesis se tiene que z € R(p(T)) = NE_ R(a; — T)™, luego
existe y € X tal que z = p(T)y. Ya que = € D(f[T]), utilizando la Proposicién 1.5.2,

se tiene que
o(y, T) Co(T)y, T)U{aca(T) : pla)=0}=o(z,T),

ya que los ceros de p estéan en o(x,T) . Consecuentemente y € D(g~1[T]), tomando
z = g7 ![T]y obtenemos z € D(g[T]) = D(f[T]). Ademis y = g[T]z, con lo que

v = g[TIp(T)z = fIT]z € R(f[T)). 0

Se define el defecto, de un operador 1" como la dimensién de X/R(T).

Corolario IT1.2.4 Sean T' € L(X) un operador que verifica la SVEP y f una funcion
analitica. Si {a;}'_, son los ceros de f en A(f)No(T), con multiplicidad {m;}?_, tal
que el defecto del operador (a; —T)™ es finito para todos los «; entonces el operador

fIT) tiene defecto finito.
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Demostracion:

Es consecuencia inmediata de la Proposicién I11.2.11. O

Se define el descendente de un operador 1" como el minimo entero g > 0, tal que se
verifica

R(T9) = R(TH). (I11.2.12)

Lo denotaremos por d(7). Si no existe un entero positivo que verifique (II1.2.12) se

dice que el descendente es infinito.

Corolario IT1.2.5 Sean T' € L(X) un operador que verifica la SVEP y f una funcién
analitica, que no es idénticamente nula en ninguna componente que corte a o(T). Si
{a;}ien son los ceros de f en o(T) con multiplicidades {n;};en respectivamente, en-
tonces el operador f[T] tiene descendente finito si sup;en{qi} < oo, donde g; es el

descendente del operador a; — T'.

Demostracion:
Como en el Corolario I11.2.3, tenemos D(f[T]?) = D(f[T]) para todo ¢ € N. Por la

Proposicion I11.2.11, se cumple que
R(f[T]7) = NZ1R((es — 1)) N D(f[T]),

de donde se sigue claramente el resultado. a

I1I.3 Teorema de la aplicacién espectral local

Uno de los resultados mas importantes en la teoria espectral es el Teorema de la
aplicacién espectral, que demostramos en el préximo teorema para el espectro local y

el calculo funcional local.
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Teorema II1.3.1 (Teorema de la aplicacién espectral local) Sean T € L(X) un ope-

rador que verifica la propiedad (C) y f una funcién analitica. Entonces

flo(z,T)) = o(z, f[T])
para todo x € D(f[T]).

Demostracién:
Veamos que f(o(z,T)) C o(z, f[T]). Sean Ag € A(f) con f(Xo) € p(z, f[T]) v G
un entorno abierto de A\g tal que f(G) C p(x, f[T]). Si denotamos por u la funcién

resolvente local de f[T] en x, entonces

() = fITNu(f(N) = =,

para todo A € GG. Luego la funcién ¢g : G x G — C definida por

FN =) o
gA(p) = A—p h7
f'(A) sip=A

es analitica en A € Gy pu € A(f). Usando el célculo funcional local se obtiene que

(FN) = FTDu(fN) = (A = Tga[TTu(f (V) = .

Haciendo la misma demostracion hecha en la Proposicién I11.2.2 se tiene que gx[T]u(f(N))
es una funcién analitica en G, por tanto A\g € p(z,T).

Para demostrar la inclusién contraria, sea F' := o(x,T). Luego X(T,F) es un
subespacio cerrado ya que T verifica la propiedad (C). Ademads si denotamos S :=
T|X(T,F), entonces o(S) C A(f). Por tanto usando que o(x,S) = o(z,T) y que
f(S) = fIT)|X (T, F), obtenemos

oz, f[T]) C o(x, f(5)) = fo(z,5)) = fo(z,T)).
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I11.4 Comparacion con el calculo funcional meromorfo

Dado un operador A se dice que es precerrado si existe un operador B tal que
G(B) = G(A). Esto es, si existe una extensién cerrada del operador A. Una caracteri-
zacién de operador precerrado interesante es la que se recoge en [29, II. 2.11 Theorem]:

si la sucesién (x,) C D(A) es tal que =, — 0y Az, — y, entonces y = 0.

El calculo meromorfo como extension del calculo local

Nuestro objetivo ahora es determinar condiciones que debe verificar el operador
T, o bien la funcién analitica f, de modo que el operador del célculo funcional local
f[T] sea precerrado. Recordemos que M(T') es la clase de funciones admisibles para el

calculo funcional meromorfo.

Lema I11.4.1 Sean T' € L(X) un operador que verifica la SVEP y f € M(T). Si
x € D(f[T]), entonces existe y € D(f[T]) tal que x = p(T)y, donde p es el polinomio

de los polos de f en o(z,T).

Demostracion:
Si x € D(f[T]), entonces los ceros de p no pertenecen a o(x,T), por tanto aplicando
el Corolario I.5.1 se obtiene que z € R(p(T")). Luego existe y € X tal que x = p(T)y.

Teniendo en cuenta el Lema I1.2.2, tenemos que
o(z,T) =o(p(T)y,T) = o(y,T) C A(f).
Consecuentemente y € D(f[T]). 0

Teorema II1.4.1 Sea T € L(X) un operador que verifica la SVEP. Si f € M(T),

entonces el operador f{T} es una extension cerrada de f[T).

Demostracion:

Consideremos el polinomio p de los polos de f dado por p(\) := H(O‘i — A",y
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g(N)

escribimos f(\) = o) donde g es analitica en o(T'). Si x € D(f[T]), entonces «; €
p

p(x,T) y por el Corolario I.5.1 se tiene que x € R(a; —T)™ para todo ¢ € {1,...,k}.
Por la Proposicién 11.2.1 tenemos D(f{T}) = R(p(T)) = Nf_;R(c; — T)™. Y asi

D(f[T]) € D(fAT}).
Usando el lema anterior, para x € D(f[T]) existe y € D(f[T]) tal que z = p(T)y.

Por tanto, aplicando la Proposicién I11.2.3, se tiene que
[Tz = f[Tp[Tly = (fp)[T]y = g[Ty

= g(T)y=g(T)p(T) 'z = f{T}x.

Corolario IT1.4.1 Sea T' € L(X) un operador que verifica la SVEP. Si f € M(T),

entonces el operador f|T] es precerrado.

En el siguiente ejemplo se prueba que en general
D(f[T]) # D(f{T}).

Ejemplo I11.4.1 Operador T y funcion f tales que D(f[T]) € D(f{T}).
Sean T' el operador sobre el espacio de Hilbert ¢5(N) definido por

T:06(N) — £(N)

(71, 22,23,...) — (21,%,%,...),
y f(A) = 1/A. Tenemos o(T) = {2 :n € N} U {0}, siendo 0 ¢ 0,(T), por tanto
f € M(T). Por la definicién del célculo funcional meromorfo se tiene que f{T} = T~1
con D(f{T}) = R(T). Luego z = ( !

ﬁ) € R(T), aunque 0 € o(z,T), por lo que
z ¢ D(f[T]).

Cuestion I11.4.1 Una cuestién pendiente de estudio es determinar si el operador que

resulta del calculo funcional local es siempre precerrado.
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Condiciones suficientes para la igualdad f[T] = f{T}

Para cierta clase de operadores T' podemos asegurar que la minina extensién cerrada

del operador f[T] es la que define el operador del célculo funcional meromorfo.

Proposicion III1.4.1 Sean T un operador normal sobre un espacio de Hilbert H vy

f e M(T). Entonces G(f[T]) = G(f{T}).

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad, basta con probar el resultado para f con un sélo polo
ag € o(T)\op(T). Por el Teorema I11.4.1, tenemos que G(f[T]) C G(f{T}). Denotemos
por E la proyeccién espectral asociada al operador T. Sea x € D(f{T'}). Definimos

para cada n € N, los siguientes conjuntos

E,:=c(T)\{\: [A—ao| < %}

Gl = Fl
Gn = Fn\anl-

Por la parte (ii) de la Proposicién 1.4.3 se tiene que
H(T,Gy) = R(E(Gk)),

luego x,, == >_p_; E(Gr)x € D(f[T]). Y como la resolucién de la identidad es con-

tablemente aditiva resulta que En: E(Gk)x converge a E(o(T) \ {ao})x. Veamos que
E(ap)r = 0. En efecto, por la llgiéposicién 1.4.3 se obtiene que o(E(ag)z,T) C {ap},
luego si E(ag)z # 0, entonces o(E(ag)z,T) = {ap}. Y utilizando [35, Lemme 3.15]
(Observacién 1.5.1) se obtiene que ag € 0,(T"), lo que no puede ser ya que ag es un

polo de f. Luego Y 1_; E(Gy)x converge a x. Ademés

fTlen = fI] (iE(Gm)—imE(Gm
k=1 k=1

_ Zf{T}E (Ge =Y B(G)HT ).
k=1



II1.5. El céalculo funcional local para operadores normales 75

Luego f[T)xy converge a (I — E({ao}))f{T}z = f{T'}x, por tanto

G(AT}) C G(fIT]).

II1.5 El calculo funcional local para operadores normales

En esta seccién se presenta una expresion del calculo funcional local para cualquier
funcién analitica f con dominio A(f) y cualquier operador normal 7" sobre un espacio
de Hilbert separable H. Nuestra aproximacion a dicho problema consiste, en primer
lugar, en el estudio del operador multiplicacién sobre el espacio La(p), que es normal,
donde 1 es una medida positiva finita, para posteriormente generalizar dichos resultados
a los operadores normales sobre espacios de Hilbert separables. Con el objetivo de
trasladar las propiedades del calculo funcional local del operador multiplicacién a un
operador normal arbitrario, utilizaremos como herramienta fundamental el resultado
[51, Theorem VII.7.4], que nos asegura que un operador 7" normal en un espacio de

Hilbert separable puede ser expresado de la siguiente forma
T=U"'MU,

donde U es un operador unitario (UU* = I) definido de H en Lo(p) para cierta medida
w positiva y finita en (M), y M es el operador multiplicacién definido en Lo (u).

Se define el operador multiplicacién M sobre el espacio de Hilbert Lo(u) para
cualquier medida p positiva finita, por Mz(\) := Az(\). Entonces el soporte de la

medida u es el espectro del operador M.

Proposicién I11.5.1 Sea M el operador multiplicacion en Lo(u) y x € Lo(p). En-
tonces

o(x, M) ={Aeca(M) : VYe>0, xpnez # 0},

donde Xp(e) denota la funcion caracteristica del disco abierto de centro A y radio €.



76 Capitulo ITI. El célculo funcional local

Demostracion:

Supongamos que existe € > 0 tal que xp(r¢)* = 0 para casi todo punto. Por tanto
eligiendo Zps(A\)(§) = ;\U(_g)f, tenemos que Ty (M) es analitica, pertenece a La(u) y veri-
fica que (A—M)Zp;(A) = x en un entorno de A, por tanto A € p(x, M). Reciprocamente,
si A € p(x, M), tomando € > 0 tal que D(A, &) C p(z, M), obtenemos que z € R(§ — M)

para cada § € D(A,¢). Por tanto

z(§)
0—§

€ La(n),

para todo 6 € D(),¢), y concluimos que XD(re)® = 0 en casi todo punto. O

Teorema II1.5.1 Sea M € L(L2(u)) el operador multiplicacion y f una funcidon

analitica en A(f). Se verifican las siguientes propiedades
(i) Stz € D(f[M]), entonces f[M]x = fx.

(ii) f[M] es inyectivo siy sdlo si f no es idénticamente nula en ninguna componente

de A(f) que corte a (M) y no tiene ceros en op(M).

(i1i) Si f es una funcion analitica en o(M) \ {ao} y ap no es un punto aislado de
o(M), entonces f[M] es continuo si y sdlo si f € Loo(u). Ademds f[M] es

siempre precerrado.

(iv) El dominio del operador f[M] es denso siy sdlo si u(a(M)\ A(f)) =

Demostracion:

(1) Si x € D(f[M]), entonces z(§) = 0 en casi todo punto de A(f) \ o(M). Por tanto

M) = o [ FOEMN)©dN

B 2m/f

para todo £ € A(f)No(M) y 0 en el resto de o(M).

(©)z(¢)
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(i1) Es claro usando la definicién de f[T.
(77i) La primera parte es ficil utilizando la definicién de f[T].

Con el fin de probar que f[M] es precerrado, tomamos {x,} C D(f[M]) con-
vergiendo a 0 tal que {f[M]z,} converge a y, y tenemos que probar que y = 0. Esco-
gemos una subsucesién {z,, } que converja a 0 en casi todo punto. Luego {f(z)zy, (2)}
converge a 0 en casi todo punto, por tanto y = 0. Asi queda demostrado que f[M] es
precerrado.

(iv) Supongamos que p(o(M) \ A(f)) = 0 y consideremos los conjuntos compactos
K, :={a : |a|<n}n{a : dla,C\ A(f) >n 1},

que verifican A(f) = U2 (K,,. Dado = € La(p), definimos x,, := xr,, donde F,, :=
UiroKi No(M). Tenemos que z,, € D(f[T]), ya que o(x,, M) C F,, C A(f). Ademaés
por el Teorema de la Convergencia Dominada se concluye que z,, converge a x cuando

n tiende a infinito.

En el caso pu(o(M)\ A(f)) # 0, claramente D(f[M]) # La(p). O

Teniendo en cuenta las propiedades del operador multiplicacion en Lo(u), deriva-
mos algunas propiedades del cdlculo funcional local para un operador normal sobre un
espacio de Hilbert.

Sea T un operador normal en un espacio de Hilbert separable H. Por [51, Theorem

VII.7.4], existe un espacio La(u) y un operador unitario U : H — Lo(u) de modo que
T=U"'MU, (IT1.5.13)

donde M es el operador multiplicaciéon por A. Entonces es inmediato aplicando [55],
que

o(x,T)=0(Ux, M) (IT1.5.14)

para todo x € H, y es facil probar que U(D(f[T])) = D(f[M])y f[T)x = UL f[M|Uxz,
para todo x € D(f[T]).
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El siguiente corolario es inmediato considerando la definicién de f[T] y el Teorema

II1.5.1.

Corolario III.5.1 Sean T un operador normal en un espacio de Hilbert separable H

y f una funcion analitica en A(f). Entonces se verifican las siguientes propiedades:

(i) fIT] es inyectivo si y sdlo si f no es idénticamente nula en ninguna componente

de N(f) que corte a o(T) y no tiene ceros en el espectro puntual de T.

(i) Si f es una funcion analitica en o(T) \ {ap} de modo que ag no es aislado de
o(T), entonces f € Loo(u) siy sdlo si f[T] es continuo. Ademds f[T] es siempre

precerrado.

(11i) El dominio de f[T] es denso siy solo si u(o(T)\ A(f)) = 0.



Capitulo IV

Propiedades del espectro local y
de la funcién resolvente local

En este capitulo abordamos cinco tipos de cuestiones de la teoria espec-
tral local que detallamos brevemente a continuacién. Ademas damos algunas
aplicaciones del calculo funcional local a la teoria espectral local.

En la seccién I'V.1 establecemos algunas condiciones que implican la igual-
dad entre los espectros locales

o(z,T)=o(f[T)x,T), (Iv.1)

donde T € L(X) y f[T)z esta definido por el célculo funcional local. Ademads
damos condiciones suficientes para la estabilidad del espectro local en el sen-
tido de la ecuacién (IV.1l) para los cdlculos funcionales holomorfo y mero-
morfo.

En la seccién IV.2 probamos un Teorema sobre la descomposicién del es-
pectro local, similar a [51, Theorem V.9.1]. Obtenemos los resultados de
Schmoeger [44, Theorem 4] y Mbekhta [36, Theorem 1.6] como casos parti-
culares, cuando el operador verifica la propiedad (C).

En la seccién IV.3 proporcionamos dos caracterizaciones de las singulari-
dades aisladas de la funcién resolvente local de un operador T € L(X) en un
punto z € X: en términos de una descomposicién adecuada de z y en términos
de la existencia de una sucesién en X relacionada con la serie de Laurent de
la funcién resolvente local. Ademads, introducimos los operadores localmente
de cadena finita en un punto = € X, probando que T es de cadena finita si y
s6lo si T es localmente de cadena finita en todo = € X.

En la seccién IV.4 obtenemos las ecuaciones de la funcién resolvente lo-
cal. Como aplicaciéon de dichas ecuaciones damos una expresién de la funcién
resolvente local y un resultado de perturbacién del calculo funcional local con
operadores cuasinilpotentes.

En la seccion I'V.5 estudiamos relaciones del espectro local con las series de
Neumann, semejantes a resultados ya conocidos de la teoria espectral clasica.

79
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IV.1 La estabilidad del espectro local

Fijados T € L(X) y © € X, en esta seccién buscamos familias de vectores y € X

que tengan el mismo espectro local que x, es decir
o(y, T) =o(z,T). (IV.1.2)

Este problema ha recibido la atencién de varios autores. Erdelyi y Lange [23] demues-

tran que si T verifica la SVEP, entonces
O-(:/E\T(A)a T) = O-(x’ T)

para todo A € p(z,T). Ademas, si A € L(X) conmuta con T, entonces se verifica la
siguiente inclusion

o(Az,T) C o(z,T). (IV.1.3)
En particular, si existe A~! € L(X), entonces
o(Az,T) = o(z,T). (IV.1.4)
De (IV.1.3) y la Proposicién 1.5.2 se sigue que, dados A € Cy n € N,
o((A=T7)"z,T) Co(z,T) Co((AN=T)"x,T)U{A}. (IV.1.5)
Por lo tanto, si A ¢ o(x,T), se obtiene que
o((A=T)"z,T) =o(z,T).

Finalmente, McGuire [38, Theorem 1.5] prueba que si H es un espacio de Hilbert
separable, T' € L(H) tiene espectro puntual vacio y f € A(x,T) es una funcién no

idénticamente nula en ninguna componente de su dominio, entonces
o(f[T)x,T) =o(x,T). (IV.1.6)

En esta seccién establecemos condiciones necesarias y suficientes para que se veri-
fique la igualdad
o(Az,T) =o(z,T),
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donde A es un operador que es imagen de T por alguno de los calculos funcionales que

consideramos en esta tesis (holomorfo, meromorfo y local).

La estabilidad por la accién de polinomios

En el Lema I1.2.2 se dio una condicién suficiente para la igualdad (IV.1.2) con
y = p(T')x, donde p es un polinomio tal que las raices de p no se encuentran en o, (7).

A continuacién damos condiciones necesarias y suficientes para dicha igualdad.
Teorema IV.1.1 Sea T € L(X) un operador que verifica la SVEP. Sean x € X y
p(A) = (a1 = A)" .. (ap — A)"P
un polinomio con o; # o para i # j. Entonces
olp(T)x,T) =o(x,T)

sty solo si no existe i € {1,...,p} tal que a; es un polo de Tp de orden < n.
En particular, si ningin o; es un punto aislado de o(z,T), entonces o(p(T)z,T) =

o(x,T).

Demostracion:

Supongamos primeramente que p(A) = (o — A)". Probaremos que
o((a=T)"x,T) # o(z,T) (IV.1.7)

si y sélo si a es un polo de 7 de orden < n. El caso general, se demuestra por iteracién
de este resultado.

Teniendo en cuenta las siguientes inclusiones
o((a—1)"2,T)Co(x,T) Co((a —T)"x,T) U{a},

la ecuacion (IV.1.7) es equivalente a que a € o(x,T) N p((w — T)"x,T), e implica que

a es un punto aislado de o(z,T). Tenemos que a € p((w — T)"z,T)) si y sélo si la
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funcién (o — T')"Zr es continua en «, ya que (o — T')"Z7 es la funcién resolvente local
de T en (o — T)"x en un entorno de a.

Considerando la expresién del Binomio de Newton resulta que

n

(a—T)”Z(a—u+M—T)”=Z(Z)(a—u)r(u—T)”"l

r=0

y denotando

n—1
Alp,a) = (”) (0= )" (u = T)",
r=1
obtenemos que
lm (o =T)*2r(p) = lim [(a = p)"2r(p) + Alw, )Zr(p) + (0 = T)"21 (1))
= Jim(a—p)"Zr(p) + (o = T)""a,

Usando esta igualdad es claro que la funcién (o« — T')"Zr es continua en « si y sélo si

Z7 tiene un polo en « de orden < n. O

De las relaciones de inclusién (IV.1.5) se sigue la siguiente cadena de inclusiones de

los espectro locales
o(z, T) D o((a—T)z,T)D...>o((a=T)""'2,T) > o((a—T)"z,T) D ... (IV.1.8)

donde el tnico escalar en que pueden diferir estos conjuntos es o. Por tanto, si o €
o((a—T)" o, T)\ o((a — T)"x,T), entonces la cadena (IV.1.8) se convierten en a la

siguiente
oz, T)=0c((a =Tz, T)=...=c((a = T)" '2,T) # o((a = T)"2,T) = .....

De aqui utilizando la parte (i) del Corolario IV.1.1, se sigue que una condicién necesaria
y suficiente para que « sea polo de la funcién resolvente local de T en z es que la cadena

de igualdades “se rompa” entre los vectores (o« — T)" "1z y (o — T)"x.

Corolario IV.1.1 Sean T' € L(X) un operador que verifica la SVEP y x € X. En-

tonces se cumplen las siguientes propiedades:
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(i) a es un polo de Tr de ordenn siy sélo sia € o((a—T)" 1z, T)\o((a—T)"x,T).
(it) SiZr tiene un polo en «, entonces a € o,(T).

(i1i) Si A € p(x,T) y denotamos por y := Tr(X\), entonces Tr tiene un polo de orden

n en « si y solo si yr tiene un polo de orden n en «.

Demostracién:
(i) Es consecuencia inmediata del Teorema IV.1.1.
(it) Supongamos que « es un polo de orden n de Zp. Entonces y := lim, ,o(p —

a)"Zr(p) #0. Ademés y € N(a — T'). En efecto,

(= Thy = lim [~(n— )" &r(u) + (1~ )z] = 0.

p—a

(iii) Nétese que o(x,T) = o(Zr(N),T) y que la funcién resolvente local de T' en (v —
T)*z coincide con (a — T)*Z7(u1) para cualquier k € {0,1,2,...}. Luego basta aplicar

la parte (i). O

Corolario IV.1.2 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP , x € X y p un

polinomio. Entonces
o(z,T) =0Tz, T)U{aco(x,T)No,(T) : pla)=0}. (IV.1.9)

Demostracion:

Para demostrar (IV.1.9) es suficiente con ver que si a ¢ o(z,T) No,(T), entonces
o(z,T) Co((a—T)x,T). (IV.1.10)

Sia ¢ o(x,T) el resultado es claro. Y si a € o(z,T) \ 0p(T), o no es un polo de zp
por la parte (ii) del Corolario IV.1.1. Luego aplicando el Teorema IV.1.1 obtenemos la

igualdad buscada. a

Observacion IV.1.1 Del corolario anterior se sigue lo siguiente:
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(a) si p no tiene ceros en o(x,T) No,(T'), entonces
op(Tz,T) =o0(z,T).
(b) si p es un polinomio sin ceros en a,(T), y 2 € D(p(T)~1) = R(p(T)), entonces
o(p(T) 2, T) = o(2,T).

Para la segunda parte es suficiente aplicar la primera a z € X tal que z = p(T)x.

En general el reciproco de la parte (a) de la Observacién IV.1.1 no es cierto como

prueba el siguiente ejemplo.

Ejemplo IV.1.1 Operador T tal que o(p(T)z,T) = o(x,T) con a € o,(T) No(x,T)
y a cero de p.

Sean B([0,1]) el espacio de Banach de todas las funciones acotadas de [0,1] en C,
con la norma del supremo, y T el operador en B([0,1]) definido por (T'z)(t) = tx(t)
para t € [0,1]. Si x € B([0,1]), entonces Tr(u)(t) = z(t)/(p — t). Por tanto, si z(t) se
define como

0 0<t<i
x(t) =

1
1 L<t<,

1

entonces o(x,T) = [3, 1], con lo que se deduce que 1 € o(x,T) No,(T). Consideramos

p(A) :=1— A, luego
0 0<t<
U—ﬂﬂQZ{

1—t L<t<i,

por tanto o((I — T)z,T) = [3,1] = o(=,T). O

La estabilidad por la accién de los calculos funcionales

A continuacién estudiamos la estabilidad del espectro local para la familia de

vectores dados por los diferentes célculos funcionales (holomorfo, meromorfo y local).
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En la siguiente proposiciéon establecemos una condicion suficiente para que se veri-
fique la siguiente igualdad

U(f[T]x7T) =o(z,T),
donde f € A(x,T).

Proposicién IV.1.1 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP, z € X y

feAlx,T). Si f no tiene ceros en o(x,T), entonces
o(f[T)x,T) =o(x,T).

Demostracién:

Por la parte (ii) de la Proposicién I11.2.2, se cumple que p(z,T) C p(f[T]x,T), con lo
que es suficiente probar que p(f[T]z,T) C p(x,T). Denotemos y := f[T]x y h(\) :=
1/f(M\). Por la parte (ii) de la Proposicién I11.2.2, se obtiene que A[T]yr(A) es una

funcién analitica en p(y, T'), y usando la Proposicién I11.2.3 se tiene la siguiente igualdad

(1= T)A[Tyr(p) = h[Ty = =,

para todo p € p(y,T), ya que yr(p) € D(h[T]), de donde se deduce que p(f[T]z,T) C
p(z,T). 0

Teorema IV.1.2 (Teorema de estabilidad del espectro local) Sean T' € L(X) un ope-
rador que verifica la SVEP, x € X y f € A(x,T). Sean a1, ...« los ceros de la funcion

f eno(z,T) con multiplicidades ny, . .., n,, respectivamente. Entonces se tiene
o(f[T]z,T) = o(x,T)
si y solo si ningun «; es polo de T de orden < n;.

Demostracién:
Escribimos f(A) = p(A)g()), donde g # 0 en o(x,T) y p(A) = []i=;(c; — A)™. Por

la parte (vii) de la Proposicién 1.5.1, se obtiene que o(p(T)x,T) C o(z,T), y como g
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no tiene ceros en o(z,T), tampoco los tiene en o(p(T)z,T). Aplicando la Proposicién

IV.1.1 a la funcién g y al vector p(T')x obtenemos
o(f[Tz,T) = o(g[T]p(T)z,T) = o(p(T)x,T),

y aplicando el Teorema IV.1.1 concluye la demostracién. O

La igualdad (IV.1.6), dada por McGuire, se obtiene como consecuencia inmediata

del siguiente Corolario.

Corolario IV.1.3 Sean T' € L(X) un operador que verifica la SVEP, x € X y f €

A(z,T) no idénticamente nula en ninguna componente que corte a o(T'). Entonces
o(z,T)=0o(f[T)z, T)U{a €op,(T)No(x,T) : f(a)=0}.

Demostracion:

Es clara por la Proposicién IV.1.1 y el Corolario IV.1.2. O

Corolario IV.1.4 Sea T € L(X) un operador que verifica la SVEP y f € A(T).

FEntonces

o(z,T)=0(f(T)z, T)U{a€co(x,T)No,(T) : f(a)=0}.

Del siguiente corolario se deriva una caracterizacién para que una funcién f verifique
la igualdad
o(f[Tz,T) =o(z,T), para todo z € D(f[T]).

Corolario IV.1.5 Sea T € L(X) un operador que verifica la SVEP. Si f es una
funcion analitica que no es idénticamente nula en ninguna componente de su dominio

que corte a o(T), entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
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(i) f no tiene ceros en op(T) No(z,T), para todo x € D(f[T]).
(i) o(f[T)x,T) = o(z,T), para todo = € D(f[T]).
(i1i) f|T] es inyectivo.

Demostracion:
(i)
(i)

(iii) = (i) Supongamos que a € 0,(T) No(x,T) es un cero de f con multiplicidad

= (ii) Es clara por el Corolario IV.1.3.

= (iii) Es claro por la parte (i) de la Proposicién 1.5.1.

k. Podemos escribir f(A) = g(A)(a — M)k, con A(f) = Ag). Como a € o,(T),
existe un vector no nulo y € X que verifica (« — T)y = 0 y por el apartado (iv)
de la Proposicién 1.5.1 se tiene que o(y,T) = {a}. Luego y € D(f[T]) y ademas

fITy = g[T)(ac — T)*y = 0. Con lo que queda demostrado. O

En el siguiente corolario damos una condicién necesaria y suficiente para la estabi-

lidad del espectro local por el calculo funcional meromorfo.

Corolario IV.1.6 Sea T € L(X) un operador que verifica la SVEP. Sea f € M(T) no
idénticamente nula en ninguna componente de su dominio que corte a o(T). Entonces

o(f{T}z,T) =o0(x,T) para todo x € D(f{T}) siy sélo si f no tiene ceros en o,(T).

Demostracién:
Supongamos que f no tiene ceros en 0,(7"). Usando la definicién del calculo funcional
meromorfo, se tiene que f{T} = g(T)p(T)~!, donde g es una funcién analitica en o(7)

y p es el polinomio de los polos de f. Por la Proposicién IV.1.1 tenemos que
o(g(T)p(T)  z,T) = o(p(T) 1, T).

Por el Corolario IV.1.2
o(p(T) "2, T) = o(x,T),

por tanto o(f{T}z,T) = o(z,T).
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Para el reciproco, es suficiente tener en cuenta que si f(a) = 0 para a € o,(T),

entonces existe un vector no nulo xz € X tal que (o« — T)z = 0, luego f{T}x=0. O

Otra demostracién directa del resultado anterior se obtiene aplicando el apartado

(iii) de la Proposicién 11.2.6.

IV.2 La descomposicion del espectro local

Nuestro propdsito en esta seccion es probar algunos resultados relacionados con la
descomposicion del espectro local. Primeramente, vamos a recordar algunas propiedades
de la descomposicién del espectro cldsico de un operador T' € L(X), para proceder pos-
teriormente a dar resultados similares para el espectro local.

Supongamos que o(T) = o1 U o9, donde o; (i = 1,2) son conjuntos espectrales
disjuntos. Sea M; el rango de la proyeccién E(o;) asociada al conjunto espectral o;. Se
tiene que M; es un subespacio invariante por el operador T parat = 1,2, X = M;® Mo,
T=T1®Tyy o(T;) = 0; siendo T; = T|M; para i = 1,2 [51, Theorem V.9.1].

Un primer resultado de descomposiciéon del espectro local se debe a Colojoara y
Foias [13, Lemma 1.3] que prueban que si 7; € L(X) (i = 1,2) son operadores que

verifican la SVEP, entonces
U(.%'l @D 9,11 B Tz) = (T(.%'l, Tl) U (7(:E2, Tg).
A continuacién introducimos la definicién de los conjuntos espectrales locales.

Definicién IV.2.1 Sean 7' € L(X) y z € X. Un subconjunto o de o(z,T) se dice que
es un conjunto espectral local de T en x si es abierto y cerrado en la topologia relativa

de o(z,T).

Obviamente, un punto aislado de o(z,T') es un conjunto espectral de o(z,T).
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Planteamos la siguiente cuestién: Si o(x,T) = o1 U 09, siendo o; conjuntos espec-
trales disjuntos de o(x, T, jpuede entonces escribirse = x1+ 9 tal que o(x;, T) = 0;7?
(Dicha descomposicién es tinica?

En este sentido, M. Radjabalipour demuestra el siguiente teorema sobre la descom-
posicion del espectro local, también denominado Teorema de Descomposicion Local de

Riesz.

Teorema IV.2.1 [42, Theorem 2.3/ SeanT € L(X) yx € X. Supongamos que o(x,T')
estd contenido en un conjunto cerrado F, que es union disjunta de dos subconjuntos
cerrados Fy y Fy. Entonces © = x1 + x2, donde o(x;, T) C F; (i =1,2). Ademds, si T

verifica la SVEP en C\ F, entonces la descomposicion x = x1 + x2 es Unica.

En el siguiente teorema damos una condiciéon para descomponer el espectro local

en conjuntos espectrales locales, que incluye el teorema anterior.

Teorema IV.2.2 (Teorema de descomposicién del espectro local) Sean T' € L(X) y
x € X. Supongamos que o(x,T) = 01Uoq, donde o; son conjuntos espectrales disjuntos
de o(z,T). Entonces x = x1 + x2 donde 0; = o(x;,T), para j = 1,2. Ademds, si T

verifica la SVEP en C\ o(z,T), entonces la descomposicion x = x1 + x2 es unica.

Demostracion:
La demostracién de la primera parte estd realizada usando las mismas ideas que en [42,
Theorem 2.3], que incluimos aqui para mayor comodidad del lector.

Definimos x; como
1

T = —
T o

/F Er(€)d (IV.2.11)

donde I'; es la frontera de algiin dominio acotado de Cauchy D; tal que o; C D; y

Dy N Dy = @. Por tanto, la ecuacién (IV.2.11) implica que

1 R 1 N
TihT2 = o ; fUT(S)dEJrTm./F zr(§)d§
1 2
1

— 5 [an©d =,
r

2mi
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donde T es la frontera de algin dominio acotado de Cauchy D, tal que o(x,T) =
o1 Uoo C D.

Veamos a continuacién que o(z;,T) C 0. Definimos la funciéon u: C\ o; — X

ulp) = 5 [ —r(e)de.

Entonces,

=Dyt = (n-1)5 [ e

_ b _ _ &)
- /Fjw €+6-T) e

21

T
= x-—i—/ dé = x;,
J Fju_gf J

ya que el indice de la curva I'j en g € C\ o; es cero. Por tanto o(z;,T) C o; con

(j=1,2).

El otro contenido del espectro local es claro ya que
o1 Uog = O’(JJ,T) = U(iL’l +$2,T) - J(xl,T) UU(I‘Q,T) C 01 U oo,

y teniendo en cuenta que o1 N oy = @, obtenemos que o; C o(x;,T) para (j = 1,2).
Finalmente, es facil establecer la unicidad. Supongamos que existen y; y ys tales que

x =1y +ys = w1 +x9 y verifican o(x;, T) = o(y;, T) = 05 (i = 1,2). Consecuentemente
o(x1 — w1, T) =0(y2 — 22, T) C 01 Nog,

y como 01 N oy = &, se concluye que x1 — y1 = y2 — x2 = 0. O

El teorema anterior se puede generalizar de la siguiente forma.

Teorema IV.2.3 Sean T € L(X) y x € X. Supongamos que o(x,T) = o1 Uoy U
...Uoy, donde 01,02, ... y o, son conjuntos espectrales disjuntos dos a dos. Entonces
r=x1+x2+ ...+ x, donde o(x;,T) = 04, parai=1,2,...,n. Ademds, si T verifica

la SVEP en C\ o(z,T), entonces la descomposicion x = x1 + xo + ... + x, es unica.
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El préximo objetivo es obtener los resultados de Schmoeger [44, Theorem 4] y
Mbekhta [36, Theorem 1.6] como casos particulares del Teorema IV.2.3, para cierta
clase de operadores. Para ello necesitamos algunas notaciones previas.

Sean T € L(X). Se definen los siguientes conjuntos

- . : n,.11/n _
Ho(T) ={x e X: Jim |T"x|| "™ =0}

K(T)={zeX: M >0, R>0, Yn>0, v, € H, vo=2z, Tvpt1 =0,

Y [lonll < MR™ 3.

SiT € L(X) verifica la SVEP, aplicando [37, Proposition 1.3], los conjuntos Ho(a —

T) y K(a —T) se pueden escribir de la siguiente forma

Hola—T)={z e X: o) ={a}}U{0} = X(T,{a})

Ka-T)={zeX: acpxT)}=X(T,oT)\{a})

Corolario IV.2.1 [}4, Theorem 4] SiT € L(X) verifica la propiedad (C), las siguien-

tes propiedades son equivalentes.
(i) « es un punto aislado de o(T).

(i) Ho(a —=T) # {0} y X = K(a—T) ® Ho(a — T) (suma directa topoldgica,).

Demostracién:

(i) = (4i) Sea a un punto aislado de o(T"). Por el Teorema 1.4.1 se tiene que T verifica
la SVEP, y Ho(a — T) = X(T,{a}) y K(a —T) = X(T,0(T) \ {a}) son conjuntos
cerrados disjuntos. Por otra parte, sea x € X. Si a € o(z,T), entonces « es un punto
aislado de o(z,T"). Consecuentemente por el Teorema IV.2.2, existen y, z € X tal que

x =y+ 2z donde o(y,T) = {a} y 0(2,T) = o(z,T) \ {a}, lo que y € Hy(a —T) y
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zeK(a—T). Ysia¢o(z,T), entonces x € K(ow—T). Con esto queda probado que
X = Hola —T) & K(a — T).

(1) = (i) Es suficiente demostrar que existe z € X tal que o(2,T) = o(T) \ {a}.
En efecto, por la Proposicién 1.2.1 se tiene que existe z € X tal que o(x,T) = o(T).
Ademés © =y + z, donde o(y,T) ={a} y 0(2,T) = o(T) \ {a}. Con lo que concluye

la demostracién. O

Para ciertas clases de operadores, el espectro local tiene una descripcién simple,

como se prueba en la siguiente proposicién.

Proposicién IV.2.1 Sea T € L(H) un operador normal sobre un espacio de Hilbert
separable H, con espectro numerable o(T). Supongamos que o(T) = {pn, : n € N},

donde los , son los puntos aislados de o(T'). Entonces

o(x,T)={peco(T): E(uz#0} (IV.2.12)
donde E es la resolucion de la identidad del operador T

Demostracion:

La demostracion la realizaremos en tres etapas.

Etapal. {Aeo(T): ENx#0} Co(x,T)

Sea A € o(T) tal que E(A)x # 0. Por la parte (ii) de la Proposicién 1.4.3 se tiene que
H(T,{\}) = E(\H.

Luego o(E(MN)z,T) = {\}, ya que E(A)x # 0. Aplicando la Proposicién 1.5.1 resulta
que o(E(XN)z,T) C o(z,T), por tanto A € o(z,T).

Etapa I, pup, € o(2,T) <= E(pm)x # 0

Si E(pm)x = 0, entonces E(o(T) \ {pm})z = z. Por tanto = € E(o(T) \ {tm}) por la
parte (ii) de la Proposicién 1.4.3, es decir p,y, € p(z,T). El reciproco es consecuencia

de la Etapa L.

Etapa III. o(z,T) C{A€o(T) : E(\)z # 0}.
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Si A € o(x,T) es un punto de acumulacién de o(z,T), entonces existe una subsucesién
{ptn, } C {pn} tal que pp, converge a X. Luego es suficiente utilizar la Etapa II, con lo
que resulta clara la tesis. Y si A € o(z,T') es un punto aislado de o(z, T'), por el Teorema
IV.2.2 se tiene que © = x1 + 22 donde o(z1,T) = {A\} y o(22,T) = o(z,T) \ {\}. Luego
E(MN)xg =0, ya que si E(\)zo # 0, entonces por la Etapa II se tiene que A € o(x2,T)
lo que conduce a un absurdo. Ademds F(\)z = E(\)x1 # 0. En efecto, 21 € R(E(X))
ya que z1 € H(T,{\}) = E(\)H, por tanto E(\)z = E(\)z1 # 0. O

Como consecuencia de la proposicion anterior obtenemos la descripcién del espectro
local de un operador normal compacto.

Corolario IV.2.2 Sean T un operador normal compacto en un espacio de Hilbert se-

parable H y x € H. Entonces el espectro local de T' en x viene dado por:

o, T)={A€o(T): ENx#0},

siendo E la resolucion de la identidad del operador T

IV.3 Los polos de la funcion resolvente local

En la teoria espectral clasica, es bien conocida la siguiente caracterizaciéon de los

polos del operador resolvente:
a es polo de R(.,T) de orden < k <= X = N(a — T)* ® R(a — T)*,

siendo k£ un entero positivo.

Recordemos que T' € L(X) se llama operador de cadena finita si a(T') < ooy
d(T) < oo, donde a(T") y d(T') son el ascenso y descenso del operador T, respectivamente
(definidos en el Capitulo III). En el caso de que a(T) < oo y d(T) < oo, entonces
a(T) = d(T) (ver [51, Theorem V.6.2]).



94 Capitulo IV. Propiedades del espectro local y de la funcién resolvente local

Ademads por [51, Theorem V.10.2] se tiene que T es un operador de cadena finita
si y sélo si el 0 es un polo del operador resolvente, es decir X = N(T)* @ R(T)* para

cierto k entero no negativo.

En esta seccion damos algunas caracterizaciones de los polos de la funcién resol-
vente local relacionando dichas caracterizaciones con un nuevo concepto de operador

localmente de cadena finita.

Caracterizaciones de los polos de la funcién resolvente local

Usando el Teorema IV.2.2 y el Corolario IV.1.1 obtenenos una primera caracteri-

zacion de los polos de la funcién resolvente local.

Teorema IV.3.1 SeanT € L(X) un operador que verifica la SVEP yx € X. Entonces

las siguientes propiedades son equivalentes:

(i) a es un polo de Tr de orden n.

(ii) Eziste una tinica descomposicion x = y+z tal quey € N((a—T)")\N((a=T)""1)

yo(z,T)=o0(z,T)\ {a}.

Demostracién:
(i) = (ii) Por el Teorema IV.2.2, tenemos que z = y + z, donde o(y,T) = {a} y
0(2,T) = o(z,T) \ {a}. Ademas, por el Corolario IV.1.1 obtenemos que a € p((ax —
T)"z,T). Usando (IV.1.5) y (IV.1.8) tenemos que o((a—T)"y,T) es el conjunto vacio,
por tanto (o — T)"y = 0, luego y € N(a — T)". Nétese que y ¢ N(a —T)" !, ya que
o((a—T)" 12, T) # o((a—T)" 1a,T).

(i) = (i) Tenemos que y € N(ow —T)", luego (o — T')"z = (v — T')"z; por tanto
a € p((a —T)"z,T) = p((a — T)"z,T). Ademéds a € o((a — T)" 'z,T), ya que
a € p(la—T)""12,T) y o((a — T)" 1y, T) = {a}, por tanto es suficiente aplicar el

Corolario IV.1.1 para concluir la demostracién. O
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Noétese que el Teorema IV.3.1 implica que si « es un polo de Zp de orden n para

algiin z € X, entonces el operador a — T no puede ser de cadena finita de orden n — 1.

Corolario IV.3.1 Sea T € L(X) un operador que verifica la SVEP. Supongamos que
X =R(T™)® N(T™). Dado x € X tenemos que 0 € p(x,T) si y sélo si x € R(T™).

Demostracién:

Es claro que si 0 € p(z,T), entonces x € R(T™) por el Corolario I.5.1. Reciprocamente,
supongamos que z € R(T™) y que 0 € o(z,T'). Por hipétesis se tiene que 0 es un polo
del operador resolvente de orden menor o igual que n. Entonces si 0 € o(z,T), resulta
que 0 es polo de la funcién resolvente local de orden k& < n. Entonces, por el teorema
anterior, x = x1 + x5 siendo 1 € N(T*) ¢ N(T") y o(x2,T) = o(x,T) \ {0} luego
x9 € R(T™) y por tanto x1 € R(T™) N N(T™). Luego se obtiene que x; = 0, con lo que

se llega a un absurdo. a

Obsérvese que la condicién a € p(z, T') implica que z € R(o — T)* para todo k. Sin
embargo, z € R(a — T)* no implica que a € p(z,T), ni tan siquiera que a sea polo de

T de orden k, como prueba el siguiente ejemplo.

Ejemplo IV.3.1 Operador T € L(X) y x € R(T) tal que 0 es una singularidad esen-
ctal de la funcion resolvente local.
Sea T el operador sobre el espacio de Hilbert ¢5(N) definido por
T :/l3(N) — {9(N)
(71, 22,23,...) — (0,0,%,%,...).
Es claro que o(T) = {0}, por tanto T verifica la SVEP. Tomando = := (0,0, 1,0,...),
tenemos o(T"z,T) = {0} ya que T"x # 0 para todo n. Por tanto 0 es una singularidad

esencial de Zr por el Corolario IV.1.1. Sin embargo x € R(T). O
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Algunas aplicaciones interesantes del Teorema IV.3.1 requieren introducir clases

especiales de operadores, como la de los que verifican la implicacién
o(z,T)={a} =2 Na-T).

En general no es cierta; por ejemplo, si T es un operador inyectivo cuasinilpotente.

Corolario IV.3.2 Sea T € L(X) un operador que verifica la SVEP y supongamos que
Na-T)={re X :0(T) C{a}}. Size X\ {0} y o es un polo de Tr de orden

n, entonces n = 1.

Demostracién:
Por el Teorema IV.2.2, se tiene la descomposicién =z = y + z, con o(y,T) = {a} y
o(z,T) = o(z,T) \ {a}. Por hipétesis tenemos que y € N(a — T) y aplicando el

Teorema IV.3.1, se tiene que n = 1. O

Los operadores totalmente paranormales (definidos en la Seccién 1.5) verifican las
hipétesis del Corolario IV.3.2 [33, Corollary 4.8]. Por tanto los polos de la funcién
resolvente local son de orden < 1. En particular, también es cierto para los operadores

hiponormales y normales en espacios de Hilbert.

Proposicién IV.3.1 Sea T € L(X) un operador que verifica la SVEP. Supongamos
que existe un entero positivo k tal que X = N(a — T)k @® M, donde M es un p-espacio

deT. Sixz e X ya esun polo de T de orden n, entonces n < k.

Demostracién:
Considerando la descomposicién 2 = y+z, cony € N(a—T)* y z € M, por el Teorema
IV.3.1, es suficiente probar que « € p(z,T).

Denotando T, := T'|M, tenemos que « ¢ o,(12). Supongamos que o € o(z,T|M) =

o(z,T). Por la parte (i) del Corolario IV.1.1, & no es un polo de Zr, por tanto o €
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o((a — T)2,T) para todo j € N. Pero si escogemos m := max{k,n}, entonces (a —
)"z = (a—T)"z,y a € p((a = T)"x,T) = p((« — T)"2,T). Con lo que hemos

llegamos a una contradiccién, consecuentemente a € p(z,T). O

A continuacién derivamos una caracterizacién de los polos de la funcién resolvente
local, similar a la caracterizacion de los puntos del conjunto resolvente local dada en la

Proposicion 1.5.4

Teorema IV.3.2 SeanT € L(X) un operador que verifica la SVEP yx € X. Entonces
a € C es un polo de Ty de orden n si y sélo si existe un niumero R > 0 y una sucesion

{zr}re_,, C X tal que

(i) (a = T)xg =21 — x5

(i) (¢ = T)xp, = xp—1, para k> —nyk#0; (a —T)x_p =0y z_, #0;
(ii) ||zx|| < R*, para k > 0.

Demostracion:
“= ” Supongamos que « es un polo de T7 de orden n. Entonces existe un entorno U,
de «, tal que

(A =T)zr(N) ==,

para todo A € U, \ {a}. Ademds, existe r > 0 tal que para 0 < |\ — a| < r se puede

escribir
o0

() = > axla - M,

k=—n
con {£3}*, € X y x_,, # 0. Tenemos que limsup ||zx||'/* < 1/r, por tanto se puede
encontrar R > 1/r tal que se verifica (iii). SiI'es {A\ € C : |\ —a| = r/2}, entonces

para k > —n se obtiene que
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Ademés
(a —=T)zr(A) = (a—=XNzr(A\)+ A =T)Zr(N)
= (a=Nzp(\) + .

Entonces

-1 a—T)zr(A
(o =Tz, = M/FMCM

_ 1 zr(}) d)\_l/ zdA
27i Jr (o — M)k 27 Jr (o — Akt

= Tp—-1— C(kﬁ),

donde C(k) =0 para k #0y C(0) = z.
De igual forma se obtiene (o« — T)x_,, = 0.

“=” Sea Q={\: |A—a|<1/R}. Ya que limsup|/z;||'/* < R, la expresién

FO) =" apla—A)F
k=—n
define una funcién meromorfa en 2. Ademas, para A €  se tiene que
A-D) N = Y (mea(a— N —mpla =N 4o =
k=—n

Por tanto Zp(A) = f(A) es la funcién resolvente local de T" en z y tiene un polo en

« de orden n. O

Observacién IV.3.1 (1) Si en el teorema anterior admitimos el caso n = 0 y enten-
demos por polo de orden 0 de Z7 un punto de p(z,T'), obtenemos la caracterizacién de
los puntos de p(x,T) dada en la Proposicién 1.5.4.

(2) Noétese que el teorema anterior también es cierto cuando 7' no verifica la SVEP.
Basta con que exista una funcién resolvente que tenga un polo, para la existencia de la

sucesién que verifica (i), (i) y (iii) del teorema anterior.
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Operadores localmente de cadena finita

En [51, Theorem V.10.1 y V.10.2] se prueba que « es un polo del operador resolvente

si y sélo si a € 0,(T) y existe un entero positivo k tal que
X =N(a-T)"® R(a —T).

Notese que el Corolario IV.1.1 es similar al resultado anterior, usando la siguiente

definicion.

Definicién IV.3.1 Sean T' € L(X) y « € X. Diremos que T es localmente de cadena

finita en x si existe un entero positivo n tal que o(T" 12, T) # o(T"x,T) 6 0 ¢ o(x,T).

Obsérvese que T es localmente de cadena finita en x si y sélo si existe un entero no

negativo n tal que 0 ¢ o(T"z,T).

En el siguiente teorema probamos que existe una relacion entre operadores de cadena

finita y localmente de cadena finita.

Teorema IV.3.3 Sea T € L(X) un operador que verifica la SVEP. Entonces T es un
operador de cadena finita si y solo si es localmente de cadena finita en x, para todo

zeX.

Demostracién:
Si T es un operador de cadena finita de orden n > 0, entonces 0 es un polo del operador
resolvente por [51, Theorem V.10.2]. Por tanto es claro que 0 es un polo de Zr de orden
<n,60¢€p(xT).

Reciprocamente, si T' es un operador localmente de cadena finita para todo = € X,
entonces para cada z € X, se tiene que 0 ¢ o(z,T) 6 0 es una singularidad aislada

de o(x,T'). Por la Proposicién 1.2.1 existe algun x € X tal que o(z,T") coincide con
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el espectro de T. Entonces T es invertible (con lo que se habria terminado) 6 0 es
un punto aislado de ¢(T"). En este dltimo caso, por [51, Theorem V.9.2], podemos
encontrar dos subespacios invariantes X; y X3 de T tal que X = X; ® Xo, o(11) = {0}
y 0(Tz) = o(T) \ {0}, donde T; denota el operador T actuando sobre X .

Para cada 0 # x1 € X se tiene que o(x1,T) = {0}. Como T es localmente de
cadena finita en z1, existe un entero n tal que o(T"x1,T) = @ y por tanto T"z; = 0,

ya que T verifica la SVEP. Definimos
K, ={zxe X1 : T'z=0}.

Para todo n € N, es un subespacio cerrado de X; y ademas U2 K,, = X;. Luego el
Teorema de la Categoria de Baire implica que T'| X es nilpotente, por tanto 0 es polo

de R(\,T). O

Corolario IV.3.3 Sea T € L(X) un operador que verifica la SVEP. Si a es un polo
de Tr para todo © € X, entonces existe un natural n, tal que el orden del polo en « de

la funcion T es menor o igual que n, para todo x € X.

Demostracion:
Por el teorema anterior, o es un polo del operador resolvente de orden n. Entonces los

polos de Z7 son siempre de orden menor o igual que n, para todo = € X. a

IV.4 Las ecuaciones de la resolvente local. Aplicaciones
Las ecuaciones de la resolvente local

Las ecuaciones del operador resolvente son bien conocidas, tanto para operadores
continuos como para operadores que verifican ciertas condiciones. Aqui nos centraremos

en el caso de operadores lineales continuos.

Sea T € L(X). Si A\, u € p(T), la primera ecuacion de la resolvente establece que

RONT) — R(u,T) = (u— RO T)R(u, T). (IV.4.13)
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SiSeL(X)yXep(T)np(S), la seqgunda ecuacion de la resolvente establece que
R\, S) — R\, T)=R(\S)(S—T)R\T). (IV.4.14)

Nuestro propésito es derivar expresiones similares a estas ecuaciones para la funcién

resolvente local.

Se define el radio espectral local de T en © como

rp(z) = lim sup ||T7z||*/™.

En este sentido, Meyer-Nieberg en [39, Corollary 2] prueba que para T' € L(X),

x € X y |\, || > rr(z), se tiene que
R(p)z — RNz = (A — p) RN R(p)z,

donde R(&)x = 300 (&t mg.

Tengamos en cuenta que si R(u)xr = 300, u~ "~ 17"z converge, con T' € L(X) un
operador que verifica la SVEP, entonces R(u)x = Zr(p). Sin embargo el reciproco no
es cierto, ya que si p € p(z,T), entonces R(u)x no existe necesariamente. Por ello
parece necesario definir el significado de las ecuaciones de la resolvente local de una
forma mas general.

Para lograr este objetivo es preciso dar sentido a la expresién “Tr(A)Zr(n)”, para
A\ i€ p(x,T), ya que el producto de vectores de X no estd definido.

Para solucionar dicho problema usaremos el Lema II1.2.1, en el que se da una ex-
presion de la resolvente local usando como herramienta fundamental el calculo funcional

local. De este modo, para T € L(X), x € X y X € p(x,T), se tiene que

zr(A) = falT]z
1

siendo fi(n) = 57

Teorema IV.4.1 Sean x € X yT,S € L(X) operadores que verifican la SVEP.
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(i) (Primera ecuacién de la resolvente local). Si A, u € p(x,T'), entonces

—

#2(N) — 1) = (1~ NEr () (IV.4.15)
(7i) (Segunda ecuacién de la resolvente local). Si A € p(x,T) N p(x,S), entonces
Fs(\) — 2r(N) = (S — T)r(\g(N) (IV.4.16)

Demostracién:

(i) Las funciones fy y f, son analiticas en o(x,T"). Por el Lema III.2.1, obtenemos
que fa[T]z = Zr(N) y fulTlz = Zr(p). Ademas f,[T)z = Zr(n) € D(fA[T]), ya que
X¢ o(x,T) =o(xr(X),T), para todo p € p(x,T). De igual forma Zr(X\) € D(f,[T]).

Por tanto, por la Proposicion 111.2.2 se tiene que

(= MO fulTz = (=T +T = NAT]fu[T]a

= AT =T) fulT]z = fulTI(A = T) fA[T]2

= ATz = fulT]z.

Con lo que se tiene la ecuacion.

(ii) Considerando la expresién de Ty y Zg y la Proposicién I11.2.2, obtenemos que

ATNS =T A[T)e = SIS = A+A=T) [Tz

= ASIA = D) A[T]z — LTI = S) fA[S]z

=[Sl — ATz
(]

Observacién IV.4.1 Las ecuaciones (IV.4.15) y (IV.4.16) pueden ser escritas de la

siguiente forma
ATz = fulT)e = (n = NI ful T,

ISz — fa[Tlz = fA[SI(S = T) fa[T) .
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Aplicaciones

A continuacién derivamos algunas propiedades similares a las del operador resol-
vente para la funcién resolvente local, aplicando la primera ecuacion de la resolvente
local.

n

Denotamos f{(p) :== (A —p)™".

Proposicién IV.4.1 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP yx € X. Para
A€ p(x,T), se tiene que

d”j;@ = (—1)"nlfy [T a.
Ademds, si |\ — p| < dist(N,o(z,T)), entonces p € p(x,T) y

(i) = 3 (- 37 D)
Demostracién:

Considerando el Teorema de Cauchy y la expresion integral del cdlculo funcional local,

se obtiene que

d"zp(\ n! T —1"

Comi o — At n!
donde T es la frontera de algin dominio de Cauchy D tal que o(x,T) C D y A ¢ D.

La ultima parte es clara teniendo en cuenta la igualdad

RS P TR

n=0

Es bien conocido que si |A| > ||T||, entonces A € p(T'). Sin embargo, esta propiedad
no es valida para el espectro local; esto es, |A| > || Tz| no implica que A € p(z,T).

Basta notar que o(tx,T) = o(x,T) para todo ¢t > 0.
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Finalmente, damos un resultado de perturbacién similar a la parte (3) de la Proposicién

I1.1.1 para el célculo funcional local.

Teorema IV.4.2 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP y N un operador

cuasinilpotente que conmuta con T. Si f es una funcion analitica, entonces
i) D(f[T'+ NJ) = D(f[TY).

it) f[T'+ N]= 2 T (dA”) [T].

Demostracién:
(i) Es suficiente notar que o(x,T) = o(x,T + N) para todo x € X [14, Theorem 1.2.4].

(ii) Por [14, Theorem 1.2.4] se tiene que

N = W N" d”:z:T()\)
Ademsds la convergencia de (IV.4.17) es uniforme en compactos K C p(z,T + N) =

p(x,T). Por tanto para = € D(f[T + N]) se obtiene que

1 _ S N (=) d"zp(A)
f[T+ Nz = M/Fxf(/\)xTJrN()\)d)\—?;)n! 5 /Fxf(k)dn)\d/\,

donde I', es la frontera de un dominio de Cauchy adecuado. Usando la Proposicién

IV.4.1, se tiene que

fIT + N]z = ZN”2m/ FOFT)d

- ZNn2m/ )\)<271m/m()\£Tp(L)’)lH )d)\ ;Z:JX:LZZ\{
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IV.5 Los operadores de Neumann y el espectro local

Sea T € L(X). Consideremos los subespacios vectoriales de X

oo
St = {x eX : ZT”x converge }

n=0

Cr={zeX : T'z— 0}.

Es obvio que S C Cr, ya que
ZT”x converge = T"x — 0.

En [10] y [56] se estudian condiciones que permitan obtener la siguiente inclusién Crp C

ST, es decir la equivalencia
ZT";U converge <— T"z — 0.

Los operadores T' que verifican Sy = Cp se denominan operadores de Neumann (ver
[10], [56]).

De forma similar, decimos que T' es un operador localmente de Neumann en x si
x ¢ Cp \ St; es decir, o bien x ¢ Cr o bien = € Sp.

Resulta evidente que T' es un operador de Neumann si y sélo si 7' es un operador

localmente de Neumann, para todo = € X.

En la siguiente proposicién, recogemos algunas propiedades bien conocidas sobre

los operadores de Neumann.
Proposicién IV.5.1 Sea T € L(X). Se verifican las siguientes propiedades:
(i) 1e p(T) = Sr=Cr

(ii) 1 es un polo de R(.,T) = St = Cr.
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Un resultado conocido para todo T' € L(X) de norma ||T|| < 1 es que la serie ) T"x
converge para todo x € X, luego se sigue facilmente la existencia del operador inverso
de I — T, es decir, 1 € p(T).

Nuestro objetivo es intentar debilitar la condiciéon anterior por medio de la teoria
espectral local.

Supongamos que T' € L(X) verifica la SVEP. Veamos que en general no es cierta la
siguiente implicacién

1e€p(x,T)= ZT”:U converge .

Para ello, consideramos el operador T' := 21, sobre un espacio de Banach X. Clara-
mente 1 € p(T), luego 1 € p(x,T) para todo x € X. Sin embargo, > T"z no converge
para todo x # 0.

Ademss, el Ejemplo IV.5.1 prueba que Y. T"x convergente no implica en general

que 1 € p(z,T).

La idea en los siguientes resultados es dar propiedades similares a las dadas en la
Proposicién 1V.5.1 utilizando el espectro local. Antes de ello necesitamos recordar el

Teorema de Fatou.

Proposicién IV.5.2 [j] Sea f una funcion analitica en el disco unidad abierto con
un desarrollo de Taylor f(A) = >0 ganA™. Si a, converge a cero cuando n tiende a
infinito, entonces > o2y anl"™ = f(&€) para todos los puntos requlares & de la frontera del

circulo unidad.

Teorema IV.5.1 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP yx € X. Si

xe€Crylepx,T), entonces x € S.

Demostracién:
Para z € C7 se tiene que r7(z) = lim sup ||7"z||/" < 1. Entonces 3.5, A"~ 17"z es

convergente e igual a 7 () para |[A| > 1 (ya que el operador T verifica la SVEP). Por
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tanto, usando una versién vectorial de la Proposicién 1V.5.2, se tiene que el desarrollo
es convergente para cualquier punto regular de la frontera del disco unidad ya que
T"z — 0. Como 1 € p(x,T), 1 es un punto regular, por tanto > 7"z es convergente.

O

El siguiente paso sera intentar dar una version local de la parte (ii) de la Proposicién

IV.5.1. Antes de ello es necesario un lema previo.

Lema IV.5.1 Sean X wun espacio de Banach y f una funcion con walores en X,
analitica en |A\| < 1 y con desarrollo centrado en 0 de la forma Y 02y an, A", con a, € X.

Si an — 0, entonces f(\) no puede tener un polo en la frontera del disco unidad.

Demostracién:

La demostracién es igual a la hecha en [46, VI.I.I Theorem] para funciones de C en C.
Sea \ = e’ perteneciente a la frontera del disco unidad. Si f tiene un polo en e,

entonces

lim (A — ") f(\) = L #0.

A—eis
Si L es finito, entonces f tiene un polo de orden 1. Si L = oo, entonces tiene un polo
de orden mayor que 1.
Para 0 < r < 1 se tiene que ) a,r" es convergente. Sea € > 0, entonces existe

n € N tal que para todo k > n tenemos ||ag|| < €. Por tanto se obtiene que

[e9)
IFre)l = 1Y anr"e™|
n=0
< Hzakrkezk5||+” Z akrkezksH
k=0 k=n+1

n+1

o
,
< M k=M
< M+e > v +er—
k=n-+1

luego

(1=nr)|f(re®)| < (1 =r)M 4+ e < (1—r)M +e.
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Consecuentemente f(re*) converge a cero cuando r — 1— méds lentamente que ﬁ,

lo que no lleva a que f no puede tener un polo en A = e®. O

Proposicién IV.5.3 Sean T € L(X) un operador que verifica la SVEP y x € X. Si

1 es un polo de Ty, entonces x ¢ Cr.

Demostracion:

Es inmediata utilizando el Lema anterior. O

Luego del Teorema IV.5.1 y la proposiciéon anterior se obtiene el siguiente resultado

similar a la Proposicién IV.5.1.

Corolario IV.5.1 Sea T' € L(X) un operador que verifica la SVEP y x € X. Se

verifican las siguientes propiedades:
(i) Si 1€ p(x,T), entonces T es un operador localmente de Neumann en x.

(ii) Si 1 es polo de T, entonces T es un operador localmente de Neumann en x.

En general, el hecho de que 1 € o(x,T) sea una singularidad esencial de la funcién
resolvente local o un punto de acumulacién de o(x,7T) no implica que x € Sp, como

prueban los siguientes ejemplos.

Ejemplo IV.5.1 Sea T el operador multiplicacién Tz (t) = tx(t) definido en el espacio
C(]0,1]) de las funciones continuas en [0,1], con la norma del supremo. Es claro que
o(T) = [0,1], y que el espectro puntual es vacio. Tenemos que z(t) := (1 —t)? =
(I-T)1—-t) e Sr, yaque (I —T)Cr = St por [32] y por tanto y(t) =1 —t € Cr.

Ademés como z(t) ¢ R(I — T)3, entonces 1 € o(x,T). O

Ejemplo IV.5.2 Sea T el operador del ejemplo anterior. Tenemos que z(t) =1—1 €

Cr , pero sin embargo z(t) ¢ Sy. Ademés z(t) ¢ R(I — T)?, por tanto 1 € o(x,T). O



IV.5. Los operadores de Neumann y el espectro local 109

Cuestién IV.5.1 ;Qué condicién habria que anadir para quede z € Cry 1 € o(z,T)

resulte que x € Sp?
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Tabla de simbolos

aNZ

conjunto de los ntimeros naturales o enteros positivos
conjunto de los niimeros enteros

conjunto de los niimeros complejos

funcién caracteristica asociada al conjunto A

espacio de Banach

espacio dual asociado al espacio de Banach X

espacio de Hilbert

espacio de funciones acotadas en [0,1]

espacio de funciones continuas en [0,1]

espacio de sucesiones {z, }$° dotado con la norma |[{z,}||2 =
00 2\1/2

( n=1 |Clin| )

espacio de sucesiones {z,}>*_ dotado con la norma

[{adlle = (S )2

espacio de Hilbert de las funciones medibles f : [0,1] — R

con cuadrado integrable

espacio de las funciones medibles acotadas con la medida u

el conjunto de los subespacios cerrados invariantes

la clase de subespacios analiticamente invariantes
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dim(Y) dimensién algebraica del espacio Y

dist(.,.) distancia en un espacio métrico

D(0,1) disco unidad

K clausura del conjunto K

0K frontera del conjunto K

int(K) interior del conjunto K

<) suma directa topoldgica

én vectores de la base canénica de ¢3(N) o ¢2(Z)
SVEP

(©)

Propiedad de extension univaluada
Propiedad (C)

L(X)

C(X) conjunto de todos los operadores lineales y continuos de X
en X

D(T) conjunto de todos los operadores lineales y cerrados con do-

N(T) minio y rango en X

R(T) dominio del operador T’

G(T) dominio del operador T’

TlY rango del operador T'

T/Y grafo del operador T

Qy restriccién del operador T al espacio Y

Ix cociente del operador T al espacio Y

E() aplicacion cociente asociada al espacio Y

TCS operador identidad asociado al espacio X
medida espectral asociada a un operador
el operador T es una restriccién del operador S

A(f)

Qr(f)

o(T) dominio de analiticidad de la funcién f

pi(T) A(f)U{ los polos de f} en o(T)

o(T) conjunto resolvente del operador T

op(T) conjunto resolvente esencial

oi(T) espectro del operador T'

0oo(T) espectro puntual del operador T

p(x,T) espectro esencial

o(x,T) espectro extendido del operador T’
Ooo(z,T)  conjunto resolvente local de T" en z
rr(z) espectro local de T' en x
espectro local extendido de T en x
radio espectral local de T en x

A(T)
A(T) el conjunto de las funciones analiticas en un entorno del es-
pectro de T’
el algebra de las funciones analiticas en un entorno del es-
M(T) pectro del operador T’

el conjunto de funciones admisibles del calculo funcional

A/ T\ Y o
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nulidad del operador T’
defecto del operador T'
ascendente del operador T’
descendente del operador T
indice del operador T’

operador del calculo funcional holomorfo
operador del calculo funcional meromorfo
operador del calculo funcional local
operador resolvente del operador T
funcién resolvente local de T en x

Cr:={xe€X : T"z converge a 0}
o

Sr={reX : Z Tz converge }
n=0

X(T,F):={zeX : o(z,T)CF}

o/ (T) == Upep(siryo(@,T)
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