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1

Pr¶ologo

Esta memoria, se desarrolla fundamentalmente, en torno al c¶alculo

operacional de tipo Mikusinski, dando el concepto de derivada algebraica

sobre un anillo y a la busqueda de estas derivadas algebraicas sobre

determinados anillos de funciones cuya operaci¶on producto es de¯nida

mediante una convoluci¶on, para luego establecer un m¶etodo, parcial,

para hallarlas.

Todo esto nos lleva como objetivo, a poder usar la derivada al-

gebraica en la resoluci¶on de ciertas ecuaciones diferenciales e integro-

diferenciales, obteni¶endose propiedades de convoluci¶on, de una forma

sencilla y elegante, para las soluciones de dichas ecuaciones.

Dos campos del An¶alisis Matem¶atico, cuyo desarrollo coincide hist¶o-

ricamente, se conjugan en torno a este objetivo: c¶alculo fraccionario y

c¶alculo operacional.

El origen de los operadores fraccionarios (C¶alculo fraccionario), se

situa a ¯nales del siglo XVIII en una carta que Leibniz envi¶o a L'Hopital,

en la cual respond¶³a a una pregunta previa acerca del signi¯cado que

pod¶³a tener la expresi¶on
dny

dxn
si n =

1

2
. No obstante, ha de pasar algo

m¶as de un siglo, hasta que a mediados del siglo XIX, autores como
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Liouville, Riemann y Holmgren, entre otros, desarrollasen estudios sis-

tem¶aticos que diesen respuesta a la cuesti¶on inicial. En concreto en

1847, Riemann propone la siguiente de¯nici¶on para la integral de orden

fraccionario

d¡r

dx¡r
u(x) =

1

¡(r)

Z x

c
(x¡ k)r¡1u(k)dk

de¯nici¶on, ¶esta, que para c = 0, y bajo la denominaci¶on de integral frac-

cionaria de Riemann-Liouville, ser¶a utilizada a lo largo de esta memoria.

Una lectura m¶as pausada y profunda sobre el desarrollo hist¶orico de este

campo, as¶³ como distintas versiones para los operadores fraccionarios y

propiedades de estos, puede hacerse en [45], [56], [29], [34], [58] y [42].

Algo m¶as tard¶³o en sus or¶³genes, pero m¶as o menos paralelo en

su desarrollo, es el c¶alculo operacional, cuyo creador, seg¶un la mayor

parte de la literatura matem¶atica, fue Heaviside quien a ¯nales del

siglo XIX, para resolver ecuaciones diferenciales asociadas a estudios

sobre oscilaciones electromagn¶eticas y otros problemas f¶³sicos, hac¶³a uso

del operador D =
d

dt
como un ente algebraico y generaba un c¶alculo

simb¶olico que llevaba a encontrar soluciones particulares de las ecua-

ciones tratadas. La falta de rigor matem¶atico en sus desarrollos, tal y

como se re°eja en el siguiente ejemplo, llev¶o a que sus trabajos no fuesen
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aceptados por la comunidad cient¶³¯ca del momento. La ecuaci¶on

y0 + ay = et

puede ser escrita en la forma

(D + a)y = et

donde D representa al operador derivada
d

dt
. Una de las posibles ma-

nipulaciones que propondr¶³a Heaviside, ser¶³a:

y =
et

D + a
=
1

a

et

1 + D
a

=
1

a
[1¡ D

a
+
D2

a2
¡ :::]et =

= [
1

a
¡ 1

a2
+
1

a3
¡ :::]et =

1
a

1 + 1
a

et =
et

a+ 1

obteni¶endose de manera formal una soluci¶on.

A partir de entonces han sido m¶ultiples los intentos para dar rigor al

c¶alculo operacional de Heaviside. Aunque fue L¶evy, en 1926, el primero

en utilizar la idea de trabajar con un anillo de funciones con las leyes de

composici¶on

(f + g)(t) = f(t) + g(t)

(f ¤ g)(t) =
Z t

0
f(t¡ u)g(u)du

permitiendo la identi¯caci¶on de la funci¶on constante 1 con el operador

integral y la convoluci¶on n veces de esta funci¶on con el operador

Inf(t) =
1

¡(n)

Z t

0
(t¡ u)n¡1f(u)du
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llegando incluso a introducir, como una derivada de orden n, el operador

I¡n; hubo de esperarse hasta 1950 a que los trabajos del matem¶atico

polaco J. Mikusinski aportasen una base te¶orica para el c¶alculo opera-

cional. En 1953 este matem¶atico public¶o, en Varsovia, su libro titulado

Operational Calculus, el cual fue traducido al ingl¶es en 1959 [36], en

el que se desarrolla de forma exhaustiva la teor¶³a base del c¶alculo opera-

cional y que ha servido como referencia a m¶ultiples trabajos posteriores.

La idea principal de la teor¶³a de Mikusinski, al igual que L¶evy, fue

considerar las operaciones suma y convoluci¶on sobre el conjunto de fun-

ciones complejas continuas de¯nidas sobre valores reales no negativos, el

cual con dichas operaciones adquir¶³a la estructura de anillo conmutativo

no unitario , que adem¶as, bas¶andose en un teorema debido a Titch-

marsh [60], carec¶³a de divisores de cero. La originalidad en el trabajo

de Mikusinski la constituy¶o el hecho de extender este anillo a su cuerpo

de fracciones, siguiendo el mismo proceso que el que lleva a construir el

cuerpo Q a partir del anillo Z. Ya en este punto y conocida la identi¯-

caci¶on de la funci¶on constante 1 con el operador integral I, se demostr¶o

que el inverso algebraico, en el cuerpo de fracciones, de la funci¶on cons-

tante 1, el cual fue denotado por s, veri¯caba que:

s ¤ f(t) = f 0(t) + f(0)
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lo que daba explicaci¶on al tratamiento como ente algebraico del operador

diferencial en los trabajos de Heaviside.

A ra¶³z de los trabajos de J. Mikusinski, muchos han sido los mate-

m¶aticos que han desarrollado diferentes c¶alculos operacionales asociados

a diferentes operadores: V.A. Ditkin y A. P. Prudnikov [14] y [46], I.

H. Dimovski [13], V. Kiryakova [28], N.A. Meller [35], E.L. Koh [30],

J.J. Betancor [12], J.A. Alamo y J. Rodr¶³guez [2], [3] y [54], etc. Sin

embargo en estos trabajos no se menciona la idea de derivada algebraica

que Mikusinski inclu¶³a en el suyo, y que va a ser la idea central en esta

memoria.

J. Mikusinski de¯ne en su libro la derivada algebraica, sobre las

funciones del anillo, como el operador

Df(t) = ¡tf(t)

extendi¶endola luego al cuerpo de fracciones de la siguiente manera

Df(t)
g(t)

=
[Df(t)] ¤ g(t)¡ f(t) ¤ [Dg(t)]

g(t) ¤ g(t)

y demuestra que esta derivada algebraica act¶ua sobre las potencias de s

como la derivada usual lo hace sobre las potencias de t. Para profundizar

algo m¶as en el concepto de derivada algebraica, se puede acudir a [23] y

[31].
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D¶ecadas m¶as tarde autores como W. Kierat [24], K. Skornik [25] y

[26], P. Antosik [11], K. Yosida [62] y [63], entre otros, utilizan la derivada

algebraica de Mikusinski para resolver ciertas ecuaciones diferenciales

cl¶asicas. Son precisamente estos trabajos los que motivaron el desarrollo

de esta memoria la cual hemos dividido en cinco cap¶³tulos:

En el cap¶³tulo primero se introduce la de¯nici¶on del concepto de

derivada algebraica sobre un anillo, desarroll¶andose un somero estudio,

basado en los trabajos de J. Mikusinski, de sus propiedades. Asimismo

se muestran algunos ejemplos concretos de tales derivadas. Se termina

este cap¶³tulo haciendo menci¶on al concepto de derivada algebraica que

comparece en los trabajos de D. Rolewiczs [47]-[53], acerca de operadores

invertibles.

En el segundo cap¶³tulo se presenta a trav¶es de los trabajos de W.

Kierat [24], K. Skornik [25] y [26], P. Antosik [11] K. Yosida [62] y

[63], y otros, el uso de la derivada algebraica en la resoluci¶on de ciertas

ecuaciones diferenciales cl¶asicas, obteni¶endose en alguno de los casos

propiedades de convoluci¶on para las correspondientes soluciones. Si-

guiendo la misma t¶ecnica que la empleada por estos autores se plantea

la resoluci¶on de ecuaciones en las que comparece el operador diferencial

de orden fraccionario de Riemann-Liouville el cual se denota por D± y
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cuya de¯nici¶on es D±f(t) = DnIn¡±f(t) (n¡ 1 < ± · n), siendo

I®f(t) =
1

¡(®)

Z t

0
(t¡ ¿)®¡1f(¿)d¿

el correspondiente operador integral.

En el siguiente cap¶³tulo se comienza, a modo de introducci¶on, ha-

ciendo un resumen del c¶alculo operacional que para el operador D =
d

dt

desarrollaron Ditkin y Prudnikov [14] usando la convoluci¶on

(f − g)(t) = d

dt

Z t

0
f(t¡ ¿)g(¿)d¿

para luego de¯nir una derivada algebraica asociada a ¶este, cuya ex-

presi¶on es

Df(t) = (I ¡ t)f(t)

siendo

If(t) =

Z t

0
f(u)du:

En el cap¶³tulo cuarto se de¯nen, y estudian, tres derivadas alge-

braicas asociadas al operador D±, en relaci¶on con tres convoluciones

distintas:

D1f(t) = ¡
I±¡1

±
tf(t)

asociada a la convoluci¶on de Mikusinski,

D2f(t) = [I± ¡
I±¡1

±
t]f(t)
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para la convoluci¶on

(f ¯ g)(t) = D±

¡(±)

Z t

0
f(t¡ ¿)g(¿)d¿

introducida por Alamo y Rodr¶³guez [2], y

D¸f(t) = (
1¡ ¸
¹

I¹ ¡ 1

¹
I¹¡1t)f(t)

para la convoluci¶on, de¯nida por Luchko y Srivastava [33],

(f ¤¸ g)(t) = I¸¡1
Z t

0
f(t¡ ¿)g(¿)d¿ = I¸¡1(f ¤ g)(t) (¸ ¸ 1)

donde I¸¡1 representa el operador integraci¶on fraccionaria de Riemann-

Liouville y ¤ la convoluci¶on de Mikusinski. En todos los casos se usar¶an,

¶estas, para resolver ciertas ecuaciones diferenciales e integro-diferenciales.

Ya en el ¶ultimo cap¶³tulo se empieza exponiendo la ususal t¶ecnica del

uso del teorema de semejanza de Meller en la b¶usqueda de convoluciones

para operadores a partir de uno dado y su convoluci¶on, tal y como han

mostrado autores como, I. Domovski [13], V. Kiryakova [29], J.A. Alamo,

J. Rodr¶³guez [2], etc. En esta parte se plantea el uso de esta t¶ecnica para

encontrar derivadas algebraicas a partir de una dada, demostrando que

adem¶as existe una perfecta transmisi¶on de propiedades. Se acaba este

cap¶³tulo, y con ello la memoria, ilustrando con ejemplos lo expuesto.

As¶³, se presentan derivadas algebraicas asociadas, entre otros, a los ope-
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radores D¯ = ¯
¡1t1¡¯ ddt , D

±
¯ = D

n
¯I
n¡±
¯ , siendo

I®¯ =
¯

¡(®)

Z t

0
(t¯ ¡ ¿¯)®¡1¿¯¡1f(¿)d¿

el operador integral de orden fraccionario generalizado de Riemann-

Liouville estudiado por A.C. Mcbride [34].



10



Cap¶³tulo I

La derivada algebraica

I.1 Introducci¶on

En este cap¶³tulo de car¶acter introductorio, a efectos de una mejor

lectura de esta memoria, se comenzar¶a dando la de¯nici¶on de derivada

algebraica en un anillo y su extensi¶on de un anillo de integridad a un

cuerpo cociente. Asimismo, se da la de¯nici¶on de un anillo diferencial,

de ideales diferenciales y homomor¯smo diferencial.

Todo ello permite, bas¶andose en los trabajos de J. Mikusinski, dar

la de¯nici¶on de derivada algebraica por ¶el utilizada y hacer un resumen

de sus propiedades.

Como ejemplos ilustrativos de derivadas algebraicas asociadas a c¶alculos

operacionales discretos, se mencionar¶an algunos trabajos de T. F¶enyes

11
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y M. Hayashi.

Por otra parte, a efectos comparativos con lo dado, se presentar¶a

la de¯nici¶on de derivada algebraica introducida por D. Prezeworska-

Rolewicz.

Para terminar el cap¶³tulo se mencionan algunas de¯niciones y propiedades,

enmarcadas dentro del c¶alculo fraccionario, que ser¶an de utilidad en el

desarrollo de esta memoria.

I.2 Generalidades

Tomando como referencia los trabajos de Mikusinski [37] y [38], se

introduce una de¯nici¶on de derivada algebraica y se hace un resumen de

sus propiedades.

De¯nici¶on I.2.1 Dado una anillo conmutativo (A;+; :), se denomina

derivada algebraica sobre A a todo operador D : A! A, veri¯cando que

para cualquier par de elementos a, b en A

D(a+ b) = Da+Db (I.2.1)

D(a:b) = Da:b+ a:Db (I.2.2)
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No es complicado comprobar que tal operador veri¯ca las siguientes

propiedades:

i) D0 = 0

ii) D(¡a) = ¡Da

iii) D(a¡ b) = Da¡Db

iv) D(
nX
i=1

ai) =
nX
i=1

Dai

v) D(
nY
i=1

ai) =
nX
i=1

a1:::ai¡1:(Dai):ai+1:::an

De¯nici¶on I.2.2 Por recurrencia se de¯ne la aplicaci¶on iterada del o-

perador derivada algebraica.8><>:
Dna = D(Dn¡1a) (n = 1; 2; 3; :::::)

D0a = a

A continuaci¶on se enumeran una serie de teoremas, proposiciones

y de¯niciones, todas ellas extraidas del trabajo de Mikusinski [37], en-

caminadas a dar condiciones de resolubilidad a ecuaciones en A que

involucran al operador D.

Proposici¶on I.2.1 Dados dos elementos a y b, de A, tales que al menos

uno de ellos no es un divisor de cero, entonces

Da:b¡ a:Db = 0 ) Dma:Dnb¡Dna:Dmb = 0 (m;n 2 N)
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De¯nici¶on I.2.3 Un elemento c 2 A se dice constante si Dc = 0.

Dadas la propiedades deD es f¶acil comprobar que (C;+; :) es un sub-

anillo de A, siendo C el subconjunto de las constantes de A, veri¯c¶andose

adem¶as

vi) D(c:a) = c:Da para cualquier c 2 C y cualquier a 2 A

vii) Da = Db ) a = b+ c donde c 2 C y a; b 2 A

De¯nici¶on I.2.4 Los elementos a1; a2; :::; an de A se dicen linealmente

dependientes si existen c1; c2; :::; cn 2 C no todos nulos , tales que

c1a1 + c2a2 + ::::+ cnan = 0

Sup¶ongase ahora que el anillo A no tiene divisores de cero y que la

derivada algebraica veri¯ca adem¶as la propiedad

Da:b¡ a:Db = 0 ) a y b son linealmente dependientes: (I.2.3)

Nota I.2.1: Pi¶ensese que la propiedad rec¶³proca siempre es cierta.
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Proposici¶on I.2.2 Para que los elementos a1; :::; an, de A, sean lineal-

mente dependientes, es condici¶on necesaria y su¯ciente que

W =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

a1 : : an
Da1 : : Dan
: : : :

Dn¡1a1 : : Dn¡1an

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ = 0

Proposici¶on I.2.3 Sea A un anillo conmutativo sin divisores de cero

con una derivada algebraica D veri¯cando (I.2.3), entonces la ecuaci¶on

anD
nx+ ::::+ a1Dx+ a0x = 0

admite como mucho n soluciones linealmente independientes.

En caso de que el anillo A carezca de divisores de cero, puede ser

extendido a un cuerpo de fracciones A¤ de la siguiente manera:

A¤ = A£ (A¡ f0g)= »

donde » es la relaci¶on de equivalencia de¯nida por

(a; b) » (c; d) , a:d = b:c

Es usual representar por
a

b
a la clase de equivalencia del par (a; b)

as¶³ como de¯nir las operaciones en A¤ como sigue:
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a

b
+
c

d
=
a:d+ b:c

b:d

a

b
:
c

d
=
a:c

b:d

El anillo A es siempre isomorfo a una parte de A¤ y en ese sentido

se considera A ½ A¤. En caso de que en A haya de¯nida una derivada

algebraica, es com¶un extender ¶esta al cuerpo de fracciones de¯ni¶endola

como

D
a

b
=
Da:b¡ a:Db

b:b

siendo sencillo comprobar que la extensi¶on de D sigue veri¯cando las

propiedades (I.2.1) y (I.2.2), e incluso (I.2.3) independientemente de

que lo haga en A o no.

Proposici¶on I.2.4 Sea A un anillo conmutativo sin divisores de cero

con una derivada algebraica de¯nida sobre ¶el. Sea C el conjunto de

las constantes en A y sean A¤ y C¤ sus respectivos cuerpos cocientes,

entonces: C¤ coincide con el conjunto de los elementos constantes de

A¤ si y s¶olo si la derivaci¶on veri¯ca la propiedad (I.2.3) en A.

Para ilustrar lo expuesto comentaremos que la derivada habitual de

funciones satisface las propiedades (I.2.1) y (I.2.2), respecto a la suma
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y producto de funciones. Podemos tomar por A distintos anillos de

funciones, por ejemplo:

² Las funciones C1[(®; ¯)]. Este anillo tiene divisores de cero, por

lo que la proposici¶on I.2.1 es aplicable, no as¶³ las proposiciones

I.2.2, I.2.3 y I.2.4.

² El anillo de los polinomios en una variable con coe¯cientes reales.

Este anillo no tiene divisores de cero. El conjunto de las constantes

es el compuesto por los coe¯cientes reales. Adem¶as se veri¯ca la

propiedad (I.2.3). Por lo que son aplicables las cuatro proposi-

ciones.

Aunque no de forma tan expl¶³cita, en los trabajos de Mikusinski [39],

[40] y [41], tambi¶en se cita el concepto de derivada algebraica, bajo el

nombre de "una derivaci¶on", y se utiliza en la resoluci¶on de ecuaciones

y sistemas de ecuaciones diferenciales abstractas en anillos y espacios

vectoriales sobre cuerpos de caracter¶³stica cero.

Para terminar esta secci¶on, comentar que se ha recurrido a los tra-

bajos de Mikusinski para introducir el concepto y propiedades generales

de la derivada algebraica, lo cual tiene su justi¯caci¶on en el hecho de

ser a este autor al que se seguir¶a en el desarrollo de este trabajo. Sin

embargo existen otros autores como I. Kaplanski [23], que introducen
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la derivada algebraica con peque~nas diferencias, tal y como se re°eja a

continuaci¶on.

De¯nici¶on I.2.5 Una derivada en un anillo A, es una aplicaci¶on adi-

tiva

A ¡! A
a ¡! a0

veri¯cando

(ab)0 = a0b+ ab0

Se escribir¶a a00; a000; ::: ; a(n) para simbolizar a las derivadas sucesivas.

Por inducci¶on se prueba la regla de Leibnitz

(ab)(n) =
nX
i=0

Ã
n

i

!
a(i)b(n¡i)

Si a0 conmuta con a, se tiene que

(an)0 = nan¡1a0

En caso de que A tenga elemento unidad, su derivada es necesaria-

mente cero lo que lleva a que si a es regular, diferenciando en aa¡1 = 1,

se obtenga que

(a¡1)0 = ¡a¡1a0a¡1

De¯nici¶on I.2.6 Un anillo diferencial es un anillo conmutativo con

una derivaci¶on de¯nida.
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En cualquier anillo diferencial A, los elementos con derivada cero for-

man un subanillo C, llamado el anillo de las constantes, lo que ya hab¶³a

sido comentado a trav¶es de los trabajos de Mikusinski, pero Kaplanski

va un poco m¶as all¶a y comenta que en caso de que A sea un cuerpo,

necesariamente C tambi¶en lo es.

Se dice que un ideal I de un anillo diferencial A es un ideal diferencial

si la derivaci¶on es cerrada en I.

De¯nici¶on I.2.7 Sean A y B dos anillos diferenciales, un homomor-

¯smo diferencial de A a B es un homomor¯smo algebraico que adem¶as

conmuta con la derivada.

I.3 El c¶alculo operacional de Mikusinski y su
derivada algebraica

En el a~no 1953 Mikusinski publica su libro ( traducido al ingl¶es

en 1959) [36], en el cual presenta su c¶alculo operacional. En el a~no

1960 publica el trabajo "Remarks on the algebraic derivative in the

operational calculus" [38], en el cual demuestra algunas propiedades

adicionales, no incluidas en su libro, de su derivada algebraica. En esta
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secci¶on se har¶a un resumen de los resultados expuestos en estos trabajos

y que ser¶an de utilidad en el desarrollo de los pr¶oximos cap¶³tulos.

Sea C el anillo de funciones a valores complejos continuas sobre el

intervalo 0 · t <1 y consid¶erese en ¶el la suma usual de funciones y el

producto

(f ¤ g)(t) =
Z t

0
f(t¡ ¿)g(¿)d¿

No es complicado deducir que (C;+; ¤) es un anillo conmutativo no

unitario que adem¶as carece de divisores de cero [60]. Lo que permite

entonces construir el correspodiente cuerpo de fracciones

M = C £ (C ¡ f0g)= »

y representar a los elementos de ¶este por
p

q
, los cuales son llamados

operadores.

La funci¶on constante f(t) = 1 puede ser identi¯cada con el operador

integral, en el sentido de que

(1 ¤ f)(t) =
Z t

0
f(¿)d¿

Denotando por l a dicha funci¶on es f¶acil comprobar que

Proposici¶on I.3.1 Sea lf(t) =

Z t

0
f(¿)d¿ , entonces lk =

tk¡1

¡(k + 1)

(8k 2 N)
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El anillo C se identi¯ca con un subanillo deM mediante el isomor-

¯smo
C ¡! M
f ¡! lf

l

:

El cuerpo de los n¶umeros complejos tambi¶en puede embeberse enM

asignando a cada ® 2 C el llamado operador num¶erico [®] = f®g
l
, donde

f®g representa la funci¶on constante con valor ®.

Se ha de resaltar el hecho de que Mikusinski hace hincapi¶e en la

diferencia entre las constantes ® y las funciones constantes f®g, lo que

viene motivado porque la convoluci¶on de dos funciones constantes no

vuelve a ser una funci¶on constante

f®g ¤ f¯g = f®¯tg

Los llamados operadores num¶ericos reciben su nombre dado que jue-

gan, enM, el papel de las constantes en C, de hecho se veri¯ca que

[®] + [¯] = [®+ ¯]

[®]:[¯] = [®¯]

Nota I.3.1: M¶as adelante quedar¶a re°ejado que estos operadores re-

presentan las constantes en el cuerpo. En general, y salvo que hayan

posibles confusiones, se representar¶a por ® al operador [®]. Dentro de

estos operadores se encuentran el cero y la unidad del cuerpo.
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Se denota por s al inverso algebraico de l, es decir, s =
1

l
, el cual se

denomina operador diferencial ya que en cierto modo se identi¯ca con el

operador derivada usual
d

dt
, tal y como se re°eja en las siguientes reglas

operacionales:

d

dt
f(t) = sf(t)¡ f(0) (I.3.1)

dn

dtn
f(t) = snf(t)¡ sn¡1f(0)¡ sn¡2f 0(0)¡ :::¡ f (n¡1)(0) (I.3.2)

las cuales permiten identi¯car ciertos operadores con funciones de C.

Tomando en (I.3.1) f(t) = e®t se obtiene

e®t =
1

s¡ ®

a partir de aqu¶³, usando la de¯nici¶on de la convoluci¶on y el m¶etodo de

inducci¶on, se puede expresar

1

(s¡ ®)n =
tn¡1

¡(n)
e®t

Teniendo en cuenta las conocidas f¶ormulas

senx =
eix ¡ e¡ix

2i
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cosx =
eix + e¡ix

2

es f¶acil llegar a

e®tcos¯t =
s¡ ®

(s¡ ®)2 + ¯2

1

¯
e®tsen¯t =

1

(s¡ ®)2 + ¯2

que para el caso ® = 0 se reducen a

1

¯
sen¯t =

1

s2 + ¯2

cos¯t =
s

s2 + ¯2

Mikusinski de¯ne en C la derivada algebraica Df(t) = ¡tf(t), ex-

tendi¶endola al cuerpoM, tal y como ya se ha comentado, de la siguiente

manera:

Dp
q
=
[Dp] ¤ q ¡ p ¤ [Dq]

q2
p; q 2 C q6= 0

demostrando que se veri¯can las propiedades que se enumeran en la

siguiente proposici¶on

Proposici¶on I.3.2 Para cualquier par de elementos a; b 2 M y para

cualquier operador num¶erico ®

a) D(a+ b) = Da+Db
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b) D(a:b) = Da:b+ a:Db

c) Da
b
=
[Da]:b¡ a:[Db]

b2
b6= 0

d) D® = 0

e) D(®:a) = ®:Da

f) D1 = 0

g) Dln = ¡nln+1

h) Dsn = nsn¡1

De la combinaci¶on de estas propiedades se puede concluir que la

actuaci¶on de la derivada algebraica sobre expresiones polin¶omicas, en el

operador s, con coe¯cientes constantes enM es como sigue

D(®nsn + ®n¡1sn¡1 + :::+ ®0) = n®nsn¡1 + :::+ 2®2s+ ®1

lo que sugiere que el operadorD pueda ser considerado como una derivada

usual respecto al operador s.

En la proposici¶on I.3.2 apartado d) se nos muestra que la derivada

algebraica de los operadores num¶ericos es cero, pero m¶as a¶un, se puede

demostrar la propiedad rec¶³proca.
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Proposici¶on I.3.3 Dx = 0 ) x = [®].

A continuaci¶on se introduce el concepto de funci¶on operacional, con-

tinuidad y derivabilidad seg¶un Mikusinski, para ilustrar despu¶es, [38], la

acci¶on de la derivada algebraica sobre algunas de ¶estas.

Partiendo de la identi¯caci¶on de la funci¶on constante 1 con el ope-

rador integral, es sencillo comprobar, usando el m¶etodo de inducci¶on,

que

ln =
tn¡1

¡(n)

lo que permite generalizar a potencias reales positivas

l® =
t®¡1

¡(®)

Expresiones como esta, dan la idea de que se pueden considerar fun-

ciones operacionales f(®) como aquellas que asignan un operador, es

decir, un elemento del cuerpoM a cada n¶umero ®. A partir de aqu¶³ se

introducen los conceptos de continuidad y derivabilidad como sigue

De¯nici¶on I.3.1 Una funci¶on operacional f(®) se dice continua en un

intervalo ¯nito (abierto o cerrado) K, si puede ser representada en di-

cho intervalo como el producto de un operador q 2 M y una funci¶on
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param¶etrica f1(®; t) tal que la funci¶on f1 es continua (en el sentido

usual) en el dominio − (® 2 K ; 0 · t <1), es decir, f(®) = q:f1(®; t).

Es evidente que con esta de¯nici¶on cualquier funci¶on f(®; t) continua

en el sentido usual en el dominio − es continua en el sentido operacional

(bastar¶³a con tomar q = 1). Sin embargo, tal y como re°eja el siguien-

te ejemplo, hay funciones no continuas en el sentido usual, que si son

continuas en el sentido operacional.

H(®; t) =

(
0 si 0 · t < ®
1 si 0 · ® · t

H(®; t) es discontinua, sobre la l¶³nea ® = t, en el sentido usual, sin

embargo es continua en el sentido operacional ya que

H(®) = sh1(®; t)

siendo h1(®; t) la funci¶on continua

h1(®; t) =

(
0 si 0 · t < ®

t¡ ® si 0 · ® · t

y dado que

lH(®; t) =

Z t

0
H(®; ¿)d¿ = h1(®; t)
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De¯nici¶on I.3.2 Una funci¶on operacional f(®) se dice continuamente

diferenciable en un intervalo ¯nito K si puede representarse por f(®) =

q:f1(®; t), siendo q 2 M un operador y f1 una funci¶on cuya derivada

parcial
@

@®
f1(®; t) es una funci¶on continua en el dominio − (® 2 K ; 0 ·

t <1). La derivada operacional de f queda de¯nida por

f 0(®) = q:
@

@®
f1(®; t)

Nota I.3.2: Curiosamente la derivaci¶on operacional veri¯ca las propiedades

usuales de la derivada (suma, producto, cociente, etc.)

Como ejemplo consideremos la funci¶on operacional

f(®) = sH(®; t) = s2h1(®; t) = s
3lh1(®; t) = s

3h2(®; t)

donde la funci¶on h2 viene dada por la expresi¶on

h2(®; t) =

(
0 si 0 · t < ®

1
2(t¡ ®)2 si 0 · ® · t

y tiene como derivada parcial respecto de ® la funci¶on continua en el

dominio − (0 · ® · ®0 ; 0 · t <1))

@

@®
h2(®; t) =

(
0 si 0 · t < ®

¡(t¡ ®) si 0 · ® · t

siendo ®0 un n¶umero positivo arbitrario.
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Finalmente la derivada operacional de f(®) vendr¶³a dada por

f 0(®) = s3
@

@®
h2(®; t) para 0 · ® · ®0

Tal y como se hab¶³a adelantado, se expondr¶an algunas propiedades

de la derivada algebraica en relaci¶on con la derivada de una funci¶on

operacional.

Proposici¶on I.3.4 Si f(®) es una funci¶on operacional continuamente

derivable, se tiene que

Df 0(®) = [Df(®)]0

De¯nici¶on I.3.3 Dado un operador w 2M, se de¯ne ew como el valor

para ® = 1 de la soluci¶on f(®) = ew® de la ecuaci¶on diferencial

f 0(®) = wf(®) (f(0) = 1)

con lo que ew existe para un operador dado w si y s¶olo si hay soluci¶on

no trivial de la ecuaci¶on diferencial. Algunas notas sobre la funci¶on

exponencial operacional pueden verse en [27].

Proposici¶on I.3.5 Si existe ew, entonces:

Dew = ewDw
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Proposici¶on I.3.6 Si la ecuaci¶on Dx = wx tiene soluci¶on, el cociente

entre dos soluciones, no nulas, es un operador num¶erico.

Proposici¶on I.3.7 Si Du = w y la ecuaci¶on Dx = wx es resoluble,

entonces toda soluci¶on es de la forma ®eu, siendo ® un n¶umero.

A continuaci¶on se muestran, ilustr¶andolos con alg¶un ejemplo, los

conceptos de sucesi¶on y serie de operadores convergentes en el sentido

Mikusinski.

De¯nici¶on I.3.4 Una sucesi¶on de operadores fang ½ M se dice con-

vergente al l¶³mite a 2M si existe un operador q 2M tal que fan
q
g sea

una sucesi¶on de funciones de C casi uniformemente convergente a a
q
.

Nota I.3.3: Por casi uniformemente convergente se entiende, uniforme-

mente convergente en todo intervalo ¯nito.

A modo de ejemplo, consid¶erese la sucesi¶on de t¶ermino general

an =
s2n2

s2 + n2

la cual es convergente, ya que tomando q = s4 se obtiene que

an
s4
=

n2

s2(s2 + n2)
=
1

s2
¡ 1

s2 + n2
= t¡ 1

n
sin(nt) = fn(t)
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Claramente fn(t) tiende casi uniformemente a t, por lo que an con-

verge a

s4t = s4l2 = s2:

Es de destacar el hecho de que toda sucesi¶on de funciones en C casi

uniformemente convergente, es convergente en el sentido operacional, sin

embargo el rec¶³proco no es cierto. Pi¶ensese en la sucesi¶on de funciones

fn(t) = cos(nt), la cual en sentido operacional tiende a cero, ya que

cos(nt) =
s

s2 + n2
y bastar¶³a con tomar q = s.

Las propiedades usuales (unicidad del l¶³mite y operaciones con l¶³mites)

se veri¯can para el caso operacional, con alguna restricci¶on para el caso

del cociente.

Para las series de operadores las cosas son como usualmente, es decir,

se dice que

1X
n=0

an = a0 + a1 + :::: = A

si la sucesi¶on de sumas parciales

An = a0 + a1 + ::: + an

converge a A, por ejemplo:
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1 + l + l2 + l3 + :::: =
1

1¡ l
ya que la sucesi¶on de sumas parciales

1 + l + l2 + ::: + ln = sf1 + t+ ::: +
tn

¡(n+ 1)
g

converge al operador

set =
s

s¡ 1 =
1

1¡ l
Mikusinski dedica el cuarto cap¶³tulo de su libro [36], al estudio de las

series de potencias de operadores, estableciendo los siguientes resultados:

Proposici¶on I.3.8 Sea fang 2 M una sucesi¶on arbitraria de operado-

res, si la serie

a0 + a1¸+ a2¸
2 + :::::::

es convergente para un cierto n¶umero ¸ = ¸1, entonces es convergente

en el disco j¸j < ¸1.

Proposici¶on I.3.9 Si la serie

ª(¸) = a0 + a1¸+ a2¸
2 + ::::::

converge para alg¶un valor ¸ = ¸1 2 C, donde ai 2 C, entonces la serie

ª(f) = a0 + a1f + a2f
2 + ::::::

es operacionalmente convergente para cualquier funci¶on f 2 C.
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Ejemplos:

1. La serie

1

1¡ ¸ = 1 + ¸+ ¸
2 + ::::::

es convergente para j¸j < 1. Entonces la serie

1

s¡ ® = l
1

1¡ ®l = l + ®l
2 + ®2l3 + :::: = f1 + ®t

1!
+
®2t2

2!
+ :::::g

es convergente para cualquier n¶umero complejo ®, lo cual prueba,

de otra manera, la ya mencionada igualdad

1

s¡ ® = e
®t:

2. La serie

cos¸ = 1¡ ¸
2

2!
+
¸4

4!
¡ :::::::

es convergente para cualquier valor de ¸, por lo tanto la serie

cos
1

s2
= 1¡ 1

2!s4
+

1

4!s8
¡ :::::

es convergente. N¶otese que

1

s2
= l2 =

t

1!
2 C:

Haciendo uso de estos resultados el autor de¯ne la potencia de ex-

ponente real ¯ de los operadores 1 + f (f 2 C), como

(1 + f)¯ =
1X
k=0

Ã
¯

k

!
fk
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comprobando que se veri¯ca la igualdad

(1 + f)¯(1 + f)° = (1 + f)¯+°

de la cual se puede deducir, tomando ° = ¡¯, que

(1 + f)¡¯ =
1

(1 + f)¯

Una vez de¯nida las potencias de exponente real para dos operadores

a y b, se de¯ne la potencia de su producto de forma usual, como

(ab)¯ = a¯b¯

lo que permite demostrar la veracidad de, entre otras, igualdades como

la siguiente

1

(s¡ ®)¯ = l
¯(1¡ ®l)¡¯ =

1X
k=0

Ã
¡¯
k

!
(¡®)klk+¯ =

=
t¯¡1

¡(¯)

1X
k=0

(®t)k

k!
=
t¯¡1

¡(¯)
e®t

En [43], D. Nikolic-Despotovic y B. Stankovic, estudian la conver-

gencia de algunas series de operadores en el cuerpo de Mikusinski, tales

como:
1X
n=0

an
1

s+ ¯n
(an 2M)
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siendo 0 < ¯0 < ¯1 < :::::, ¯n ! 1, n ! 1

y
1X
n=1

1

s2 + 4n2¼2

identi¯cando para 0 < º < 1

1X
n=1

1

s2º + 4n2¼2
=

e¡sº

1¡ e¡sº ¡
1

sº
+
1

2

y
1X
n=1

16¼2n2

(s2º + 4n2¼2)2
=

e¡sº

sº(1¡ e¡sº ) ¡
e¡sº

(1¡ e¡sº )2 +
1

2sº

Algunas propiedades m¶as sobre la derivada algebraica de Mikusinski

estudiadas por autores como Kierat, Skornik, Yosida, etc. ser¶an men-

cionadas en siguientes cap¶³tulos, a medida que vayan siendo necesitadas.

Debe resaltarse, antes de ¯nalizar esta secci¶on, que numerosos au-

tores han dedicado algunos de sus trabajos a profundizar en el c¶alculo

operacional de Mikusinski, obteni¶endose como resultado un enriqueci-

miento del mismo. Entre otros, se mencionan los trabajos de Yosida

[62], [63] y [64], Okamoto [44], Gesztelyi [20] y Prudnikov [46].
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I.4 Otras derivadas algebraicas conocidas

En esta secci¶on se pretende mostrar ejemplos de derivadas alge-

braicas aplicadas a c¶alculos operacionales discretos, as¶³ como presentar

otro concepto de derivada algebraica aplicado al estudio de la invertibi-

lidad de operadores.

En 1975, T. F¶enyes y P. Kosik, [19], estudian la aplicaci¶on de un

c¶alculo operacional discreto y su correspondiente derivada algebraica en

la resoluci¶on de ecuaciones en diferencias. Para ello, de¯nen sobre el

conjunto E de las sucesiones reales a = fang, las siguientes operaciones:

a+ b : fang+ fbng = fan + bng

ab : fangfbng = f
nX
k=0

akbn¡kg

demostrando que es un anillo conmutativo y unitario sin divisores de

cero y que por tanto puede ser extendido a su correspondiente cuerpo

de fracciones. El elemento unidad viene dado por f±0;ng, donde ±0;n

denota el s¶³mbolo de Kronecker.

Es de destacar que el producto utilizado por estos autores respresenta

la versi¶on discreta de la convoluci¶on de Mikusinski, por lo que debe

esperarse que el papel que juegan los operadores integral y diferencial
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en el c¶alculo operacional de Mikusinski, lo desempe~nen, en este c¶alculo

operacional discreto, los operadores suma y diferencia. La funci¶on h =

f1g que toma el valor 1 para todo n = 0; 1; 2; :::, se identi¯ca con el

operador sumaci¶on, ya que:

hfang = f1gfang = f
nX
k=0

akg

El operador

q =
1

h¡ 1

se identi¯ca con el operador diferencia, y su propiedad fundamental viene

dada por

qfang = f¢ang+ (1 + q)a0

donde

f¢ang = fan+1 ¡ ang

Los autores de¯nen en el anillo E la operaci¶on

Da = Dfang = f¡nang

que constituye la versi¶on discreta de la derivada algebraica de Miku-

sinski, y resulta sencillo comprobar que dicha operaci¶on veri¯ca las

propiedades.

Dfan + bng = Dfang+Dfbng
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D[fangfbng] = fangDfbng+ fbngDfang

es decir, constituye una derivada algebraica en el anillo E, siendo alguna

de sus propiedades m¶as importantes:

Dq = 1 + q

y

D[(1 + q)k] = k(1 + q)k (k 2 Z)

En a~nos sucesivos T. F¶enyes, [15], [16],[17] y [18], introduce el lla-

mado c¶alculo operacional discreto de Mikusinski basado en el producto

de Dirichelt.

Sea el conjunto E dotado de las operaciones

a+ b : fang+ fbng = fan + bng

ab : fangfbng = f
X
ºjn
anbn

º
g

donde ºjn signi¯ca que º es divisor de n, las cuales dan a E la estruc-

tura de anillo conmutativo sin divisores de cero, cuyo correspondiente

cuerpo de fracciones, denominado el cuerpo de operadores discretos de

Mikusinski, es denotado por MD y sus elementos son llamados MD-

operadores.

Se de¯ne la funci¶on operacional ±(®) con ® 2 Q+ como
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±(®) =
±(N1)

±(N2)
2MD ® =

N1
N2
; (N1; N2 2 N)

donde

±(N) = f±(n;N)g; N 2 N

±(n;N) =

(
0 si n6= N
1 si n = N

El elemento unitario de E yMD es precisamente ±(1) = 1. Se denota

por E¤ el subanillo de MD cuyos elementos son de la forma

x =
a

±(®)
; ® 2 Q+; a 2 E:

Evidentemente, E ½ E¤.

La funci¶on exponencial ea para a 2 E se de¯ne como su serie de

Taylor operacional, la cual converge punto a punto.

La de¯nici¶on de la derivada algebraica dada por T. Feny¶es es

D(a) = f¡an:logng; a 2 E

D(x) =
bD(a)¡ aD(b)

b2
; a; b 2 E; b6= 0; x = a

b

veri¯cando, entre otras, las propiedades:
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² D® = 0 ® 2 R; C

² D[±(¯)] = ¡log¯±(¯) ¯ 2 Q+

² D[ a
±(²)

] =
¡logn² :an
±(²)

2 E¤ a 2 E; ² 2 Q+

² D(ea) = D(a)ea a 2 E

La integral algebraica, denotada por
R
, es el operador inverso de D.

Feny¶es demostr¶o, en un principio para E¤ y luego para MD, que las

tres proposiciones siguientes se veri¯can.

Proposici¶on I.4.1 Si x 2 E¤ y D(x) = 0, entonces x es un n¶umero

arbitrario.

Proposici¶on I.4.2 Sean a 2 E y ² 2 Q+. EntoncesZ
a

±(²)
existe en el anillo E¤ si y s¶olo si ² 62 N ¶o ² 2 N y a(²) = 0.

Adem¶as, Z
a

±(²)
=
¡ an
log n

²

±(²)
+ c c 2 R; C

Proposici¶on I.4.3 La ecuaci¶on diferencial algebraica

D(x)¡ ax = 0 a 2 E

tiene soluci¶on no trivial en E¤ si y s¶olo si e¡a1 2 Q+ en cuyo caso la

soluci¶on adquiere la forma

x = c±(e¡a1)exp[
Z
(a¡ a1)]
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Otro ejemplo de derivada algebraica es debido a M. Hayashi [21], el

cual considera sobre el conjunto

KN¤ = ff=f : Z! C; 9mf 2 Z; 8n < mf ; f(n) = 0g

las operaciones suma usual y el producto de Cauchy

(f ¤ g)(n) =
X

a+b=n

f(a)g(b); f; g 2 KN¤ ; a; b; n 2 Z

Se denota por RN¤ , el conjunto de todas las funciones de¯nidas so-

bre Z que se anulan en Z¡N¤ (N¤ = N¡ f0g) las cuales se denominan

funciones aritm¶eticas ordinarias. RN¤ es un dominio conmutativo subin-

tegral y se corresponde con la parte de las funciones anal¶³ticas en KN¤ ,

por lo que puede identi¯carse KN¤ con el cuerpo de fracciones de RN¤ ,

adem¶as se pueden considerar RN¤ y C como subanillos de KN¤ , se iden-

ti¯ca un n¶umero complejo ® con la funci¶on

f®(n) =

(
® si n = 0
0 si n6= 0

el elemento unidad en KN¤ es la funci¶on f1. La funci¶on inversa ¹ de

la funci¶on constante l = f1g en RN¤ , denominada funci¶on aditiva de

Mobius, viene dada por

¹(k) =

8><>:
1 si k = 0
¡1 si k = 1
0 si k6= 0; k6= 1
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El autor introduce la funci¶on h = 1¡¹ cuya inversa h¡1 no pertenece

a RN¤ y que veri¯ca

hn(k) =

(
1 si n = k
0 si n6= k

Tambi¶en de¯ne una norma en KN¤ como jjf jj = 2¡n(f), siendo n(f)

el primer entero para el que f(k) 6= 0, y la correspondiente distan-

cia d(f; g) = jjf ¡ gjj. Con esto se demuestra que KN¤ es un cuerpo

topol¶ogico completo y que RN¤ es un subanillo topol¶ogico de KN¤ . In-

mersos en esta estructura topol¶ogica se puede comprobar que todo ele-

mento f de KN¤ admite un desarrollo de Laurant

f =
1X

n=n(f)

f(n)hn

consider¶andose a RN¤ como el anillo de todas las series de potencias en

h.

Bas¶andose en todo lo anterior se de¯ne, en KN¤ la derivada alge-

braica

Df =
1X

n=n(f)

nf(n)hn¡1 para f =
1X

n=n(f)

f(n)hn

la cual veri¯ca las siguientes propiedades:

² Df = 0 si y s¶olo si f = f®

² D(®f) = ®Df para ® 2 C
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² Dh = 1 y Dhn = nhn¡1 n 2 Z

² Dfn = nfn¡1Df

² Def = efDf donde se de¯ne ef =
1X
n=0

fn

¡(n+ 1)

En 1970 [47], D. Przeworska-Rolewicz presenta un concepto distinto

de derivada algebraica, el cual usar¶a principalmente en el estudio de

la invertibilidad de operadores. La autora trabajando en un espacio

vectorial X sobre un cuerpo F de caracter¶³stica cero y para cualquier

operador lineal A que transforma aX en ¶el mismo, introduce la siguiente

notaci¶on: DA representa el dominio del operador A, EA su rango o

recorrido, ZA su n¶ucleo cuya dimensi¶on ®A se denomina nulidad de A y

por ¶ultimo I representa al operador identidad.

De¯nici¶on I.4.1 Un operador lineal D : X ! X se dice una derivada

algebraica si existe un operador lineal R : X ! X tal que

a) RX ½ DD y DR = X

b) DR = I

c) el operador I ¡ ¸R es invertible para todo escalar ¸
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El operador R recibe el nombre de integral algebraica. El n¶ucleo ZD

de D se denomina espacio de las constantes respecto a D.

Algunas propiedades de la derivada y la integral algebraica son ex-

puestas a continuaci¶on

i) DkRk = I para k = 1; 2; :::

ii) (D ¡ ¸I)k(I ¡ ¸R)k = Dk para cualquier ¸ 2 F y k = 1; 2; :::

iii) (D ¡ ¸I)k(I ¡ ¸R)kRk = I para cualquier ¸ 2 F y k = 1; 2; :::

Estas propiedades permiten establecer de una forma sencilla que

ZD¡¸I = f(I ¡ ¸R)¡1z : z 2 ZDg = (I ¡ ¸R)¡1ZD

lo que lleva a asegurar que la expresi¶on general de la soluci¶on de la

ecuaci¶on

(D ¡ ¸I)x = y; y 2 X; ¸ 2 F

viene dada por

x = (I ¡ ¸R)¡1(Ry + z); donde z 2 ZD

en particular si ¸ = 0 tenemos que x = Ry+z con z 2 ZD es la expresi¶on

general de la soluci¶on de la ecuaci¶on Dx = y.

Las propiedades:
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² para cada m, si zk 2 ZD, zk 6= 0 (k = 0; 1; :::;m), entonces los

elementos z0; Rz1; :::; R
mzm son linealmente independientes.

² si m = dim ZD y z1; :::; zm 2 ZD son linealmente independientes,

entonces para cualquier k = 1; 2; ::: los elementos Rkz1; :::; R
kzm

son linealmente independientes.

permiten concluir que

ZDk = f
k¡1X
m=0

Rmzm : zm 2 ZDg para k = 1; 2; :::

igualdad, ¶esta, que es ¶util para obtener la siguiente

Z(D¡¸I)k = f(I ¡ ¸R)¡k
Pk¡1
m=0R

mzm : zm 2 ZDg = (I ¡ ¸R)¡kZDk

(k = 1; 2; :::; ¸ 2 F)

a partir de lo cual es sencillo demostrar que la expresi¶on de la soluci¶on

general de la ecuaci¶on

(D ¡ ¸I)kx = y; y 2 X; ¸ 2 F (k = 1; 2; :::)

viene dada por

x = (I ¡ ¸R)¡k(Rky +
k¡1X
m=0

Rmzm) z0; :::; zk¡1 2 ZD

que para el caso en que ¸ = 0 dice que la soluci¶on general de la ecuaci¶on

Dkx = y es

x = Rky +Rk¡1zk¡1 + :::+Rz1 + z0
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En 1972 [48], D. Przeworska-Rolewicz, siguiendo la misma l¶³nea, in-

troduce el concepto de operador inicial para una derivada algebraica

De¯nici¶on I.4.2 Sea D una derivada algebraica sobre X con una in-

tegral algebraica R. Un operador lineal F , de¯nido sobre X, se dice un

operador inicial para D si

a) FX = ZD y F
2 = F

b) FR = 0 sobre X

De la de¯nici¶on se sigue inmediatamente que

² ZD \ ZF = f0g

² DF = 0 sobre X

La llamada f¶ormula de Taylor para un operador inicial F y para

cualquier entero positivo n, viene dada por

I =
n¡1X
k=0

RkFDk +RnDn sobre DDn

la cual es utilizada, entre otras cosas, (caso n = 1) para demostrar que

la condici¶on necesaria y su¯ciente para que F sea un operador inicial

para D y R es que

F = I ¡RD sobre DD
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y en la obtenci¶on de la soluci¶on ¶unica del problema de valores iniciales

Q(D)x = y; y 2 X

FDjx = yj ; yj 2 ZD (j = 0; 1; :::; N ¡ 1; N = grad Q(t))

donde Q(D) =
NX
k=0

QkD
k siendo Q0; :::; QN¡1 operadores de¯nidos sobre

X y QN = I. Si escribimos Q(t; s) =
NX
k=0

Qkt
ksN¡k, entonces

Q(D) = Q(I;R)DN +
N¡1X
m=0

(
mX
k=0

QkR
m¡k)FDm

f¶ormula, ¶esta, que junto con la suposici¶on de que Q(I;R) es invertible

nos lleva a la expresi¶on de la soluci¶on ¶unica del problema planteado

x = RN [Q(I;R)]¡1[y ¡
N¡1X
m=0

(
mX
k=0

QkR
m¡k)ym] +

N¡1X
k=0

Rkyk

A continuaci¶on se muestran tres ejemplos sencillos para ilustrar el

concepto de operador inicial

1. Sea X = Cf[0; 1]g, D = d
dt , (Rx)(t) =

Z t

t0

x(u)du, (Fx)(t) = x(t0),

donde

0 · t0 < 1. N¶otese que dimZD = 1.

2. X = Cf[0; 1]£ [0; 1]g, (DX)(t; s) = @x(t;s)
@t ,

(Rx)(t; s) =

Z t

t0

x(u; s)du, (Fx)(t; s) = x(t0; s). En este caso

dimZD =1.
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3. X = fx = fxng : n = 1; 2; :::g, Dx = fxn+1 ¡ xng, Rx = fyng

donde y1 = 0 y yn =
n¡1X
k=1

xn para n = 2; 3; :::, Fx = x1.

En 1973 se publica el libro "Equations with transformed argument"

[53], en el cual la autora introduce una modi¯caci¶on a su de¯nici¶on de

derivada algebraica, generando el concepto de derivada algebraica sobre

un anillo. Sea X un anillo conmutativo con estructura de C-espacio

vectorial.

De¯nici¶on I.4.3 Si dado un operador lineal D sobre X existe otro o-

perador lineal R actuando sobre X y tal que

1. RX ½ DD y DR = X

2. DR = I

3. el operador I ¡Rp es invertible para cualquier p 2 X

4. D(xy) = xDy + yDx para todo x; y 2 X

entonces D se dice una derivada algebraica sobre X y R es su corres-

pondiente integral algebraica.

En particular, si el anillo X tiene elemento unidad, de la condici¶on

tercera puede deducirse que el operador I ¡ ¸R es invertible para todo
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escalar ¸, lo que nos indicar¶³a que D tambi¶en ser¶³a una derivada alge-

braica sobre el espacio vectorial X en el sentido de la de¯nici¶on I.4.1.

A partir de esta de¯nici¶on no es complicado comprobar la veracidad

de la siguiente proposici¶on

Proposici¶on I.4.4 Si X posee elemento unidad e, entonces:

1. D(¸e) = 0 para cualquier escalar ¸.

2. Dxn = nxn¡1Dx para todo x 2 X y n = 1; 2; :::.

3. Existe g 2 X tal que Dg = e, el cual denotamos por g = Re.

Propiedades an¶alogas a las mostradas para la derivada algebraica

sobre un espacio vectorial son demostradas y utilizadas en la resoluci¶on

de ecuaciones que involucran al operador D y sus iteraciones enteras.

Por ¶ultimo comentar que durante este mismo a~no y los siguientes la

autora realiz¶o trabajos como [49], [50] y [51] donde profundizaba algo

m¶as en estas ideas, asociando a una derivada algebraica D una familia

de operadoresfR°g inversos por la derecha de D y los correspondientes

operadores iniciales fF°g generalizando las f¶ormulas y resultados pre-

sentados.
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I.5 Operadores fraccionarios de Riemann-Liouville
y sus generalizados

En [56], se de¯ne el operador integraci¶on fraccionaria de Riemann-

Liouville como

Iºf(t) =
1

¡(º)

Z t

0
(t¡ »)º¡1f(»)d» (º > 0)

siendo f localmente integrable en [0;1). Es importante resaltar que si

º = n 2 N, entonces Iº se reduce a la n-¶esima integral de f .

Este operador veri¯ca, entre otras, las propiedades:

I0f = lim
º!0 I

ºf = f

DIº+1f = Iºf (D = d
dt)

IºI¹f = Iº+¹f (º; ¹ > 0)

Iºtk =
¡(k + 1)

¡(º + k + 1)
tº+k (k + 1 > 0; º ¸ 0)

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;
(I.5.1)

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden º > 0 de

una funci¶on f 2 Cn([0;1)), se de¯ne de la siguiente manera

Dºf = DnIn¡ºf (n¡ 1 < º · n)

veri¯cando, entre otras, las propiedades
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DºI¹f = I¹¡ºf (º; ¹; ¹¡ º 2 R+)

Dºtk =
¡(k + 1)

¡(k ¡ º + 1)t
k¡º (¡1 < k <1; 0 < º · k)

9>>>=>>>; (I.5.2)

El operador de integraci¶on fraccionaria generalizado de Riemann-

Liouville estudiado en [34], viene expresado por

Iº¯f(t) =
¯

¡(º)

Z t

0
(t¯ ¡ »¯)º¡1»¯¡1f(»)d» (º; ¯ > 0)

y veri¯ca las leyes de ¶³ndice

I®¯ I
±
¯ = I

®+±
¯ = I±¯I

®
¯

t¯®I±¯t
¯° = I¡°¯ t¯±I¡®¯ (®+ ± + ° = 0; ¯ > 0)

9>=>; (I.5.3)

Relacionado con el operador I±¯ se de¯ne un nuevo operador

De¯nici¶on I.5.1 Sea ¯ > 0 y f(t) funci¶on derivable en [0;1), de¯ni-

mos entonces el operador

D¯f(t) =
d

dt¯
f(t) =

1

¯
t1¡¯Df(t)

y haciendo uso de este operador, podemos introducir el siguiente

De¯nici¶on I.5.2 Sea ± > 0, n¡ 1 < ± · n y f funci¶on derivable hasta

el orden n en [0;1), entonces

D±¯f = D
n
¯I
n¡±
¯ f
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no es complicado comprobar que

D±¯I
±
¯f = f

En el trabajo [2] se introduce el operador, T ¯ , potencia del argu-

mento

De¯nici¶on I.5.3 Sea ¯ 2 R+ y sea f : [0;1) ¡! C. Se de¯ne el

operador

T ¯f(t) = f(t¯)

teniendo como propiedades m¶as importantes:

T 1f(t) = f(t)

T®T ¯f(t) = T ¯T®f(t) = T®¯f(t)

T ¯T
1
¯ = T 1

9>>>>>>=>>>>>>;
(I.5.4)

y se demuestran las siguientes proposiciones

Proposici¶on I.5.1 Si f es localmente integrable en compactos de [0;1),

entonces

T ¯I±f = I±¯T
¯f

o de forma equivalente

I± = T
1
¯ I±¯T

¯ ; I±¯ = T
¯I±T

1
¯
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Proposici¶on I.5.2 Si f es derivable hasta el orden n en [0;1), se

cumple que

T ¯D±f = D±¯T
¯f

o bien

D± = T
1
¯D±¯T

¯ ; D±¯ = T
¯D±T

1
¯



Cap¶³tulo II

La derivada de Mikusinski
en la resoluci¶on de
ecuaciones diferenciales

II.1 Introducci¶on

En este cap¶³tulo se comienza presentando un peque~no resumen, basado

en los trabajos de K. Yosida [62]y [63], W. Kierat y K. Skornik [24],

[25],[26] y [57], en los cuales se conjuga el uso del c¶alculo operacional de

Mikusinski y su derivada algebraica para resolver m¶ultiples ecuaciones

diferenciales.

En la segunda parte, usando las mismas t¶ecnicas que los mencionados

autores, se presenta la resoluci¶on de ciertas ecuaciones diferenciales de

orden fraccionario. La mayor¶³a de los resultados expuestos en esta parte

53
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del cap¶³tulo est¶an recogidos en [10].

II.2 La derivada algebraica y la ecuaci¶on difer-
encial de Laplace

En [62] y [63], K.Yosida, muestra que la ecuaci¶on de Laplace

8><>:
a2ty

00(t) + (a1t+ b1)y0(t) + (a0t+ b0)y(t) = 0

y(0) = 0 (si a2 6= b1)
(II.2.1)

se puede escribir, haciendo uso de (I.3.1), (I.3.2) y la derivada algebraica

de Mikusinski, como:

¡a2D[s2y(t)¡ y0(0)]¡ a1D[sy(t)] + b1sy(t)¡ a0Dy(t) + b0y(t) = 0

y aplicando las propiedades de la derivada algebraica, se obtiene la

ecuaci¶on operacional

¡(a2s2 + a1s+ a0)Dy = (2a2s+ a1 ¡ b1s¡ b0)y

que puede ser escrita, en la forma

Dy
y
=
q(s)

p(s)
=
(¡2a2 + b1)s¡ a1 + b0

a2s2 + a1s+ a0
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y que siempre que el polinomio p(s) = a2s
2+a1s+a0 admita dos ra¶³ces

distintas ®1 y ®2 de modo que

q(s)

p(s)
=

°1
z ¡ ®1

+
°2

z ¡ ®2
(°1 ; °2 2 C)

entonces el operador

y = C(s¡ ®1)°1(s¡ ®2)°2 (C6= 0; ®1; ®2 operadores numericos)

es soluci¶on de la ecuaci¶on operacional.

Para ello demuestra en primer lugar que la acci¶on de la derivada

algebraica de Mikusinski sobre las potencias naturales de los operadores

l y s, puede extenderse a cualquier potencia, incluso compleja, tal y

como se muestra en la siguiente proposici¶on.

Proposici¶on II.2.1 Sea l el operador lf(t) =

Z t

0
f(¿)d¿ y s el operador

inverso algebraico de l, es decir, s =
1

l
, entonces

a) Dl° = ¡°l°+1

b) Ds° = °s°¡1

y las dos propiedades siguientes, la segunda de las cuales es muy impor-

tante en la resoluci¶on de la ecuaci¶on operacional y la primera es utilizada

para demostrar la segunda; que se dan como:
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Proposici¶on II.2.2

a) D(1¡ ®l)° = °®l2(1¡ ®l)°¡1

b) D(s¡ ®)° = °(s¡ ®)°¡1

El autor ilustra el empleo de los resultados obtenidos con algunos

ejemplos, tales como

Ejemplo 1 (La ecuaci¶on diferencial de Bessel):

Dada la ecuaci¶on diferencial

t2x00(t) + tx0(t) + (t2 ¡ ®2)x(t) = 0

que con el cambio de variable x(t) = t¡®y(t), se transforma en

ty00(t)¡ (2®¡ 1)y0(t) + ty(t) = 0

ecuaci¶on del tipo (II.2.1), con a0 = 1, a2 = 1, b1 = ¡(2®¡ 1),

a1 = b0 = 0 y cuya expresi¶on operacional, siguiendo los pasos anteriores,

viene dada por

Dy
y
=
¡®¡ 1

2

s+ i
+
¡®¡ 1

2

s¡ i

teniendo en cuenta que

D(v1:v2)
v1:v2

=
Dv1
v1

+
Dv2
v2
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y que

D(s+ ®)°
(s+ ®)°

=
°

(s+ ®)

es f¶acil deducir la expresi¶on de la soluci¶on de la ecuaci¶on operacional

como

y = C(s+ i)¡®¡
1
2 (s¡ i)¡®¡ 1

2 = C(s2 + 1)¡®¡
1
2 =

= Cl2®+1(1 + l2)¡®¡
1
2 = C

1X
k=0

Ã
¡®¡ 1

2

k

!
l2k+2®+1

Dado que,

Ã
¡®¡ 1

2

k

!
=
(¡®¡ 1

2)(¡®¡
3
2):::(¡®¡ k +

1
2)

k!
=

= (¡1)k (2®+ 1)(2®+ 3):::(2®+ 2k ¡ 1)
2kk!

=

=
(¡1)k
2kk!

(2®+ 1)(2®+ 2):::(2®+ 2k)

2k(®+ 1)(®+ 2):::(®+ k)
=
(¡1)k
2k

¡(2®+ 2k + 1)¡(®+ 1)

k!¡(2®+ 1)¡(®+ k + 1)

eligiendo C =
¡(2®+ 1)

22®¡(®+ 1)
y haciendo uso de la identi¯caci¶on de las

potencias de l, se obtiene

y =
1X
k=0

(¡1)k
k!¡(®+ k + 1))

(
t

2
)2k+2®

y por tanto, al ser multiplicada por t¡® se obtiene la funci¶on de Bessel

de primera especie y de orden ®

x(t) = J®(t) =
1X
k=0

(¡1)k
k!¡(®+ k + 1))

(
t

2
)2k+®
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sin necesidad de utilizar el, tan conocido, m¶etodo de Frobenius

Ejemplo 2 (La ecuaci¶on diferencial de Laguerre):

Para la ecuaci¶on diferencial

ty00(t)¡ (t+ ®¡ 1)y0(t) + (®+ ¸)y(t) = 0

su expresi¶on operacional es

Dy
y
=
¡1¡ ®¡ ¸

s
+

¸

s¡ 1

con soluci¶on

y = Cs¡1¡®¡¸(s¡ 1)¸ = Cl1+®(1¡ l)¸ = C
1X
k=0

Ã
¸

k

!
(¡1)k

¡(k + ®+ 1)
tk+®

la cual para C =
¡(®+ n+ 1)

n!
, ¸ = n 2 N y multiplicada por t¡®,

queda como

t¡®y =
nX
k=0

Ã
n+ ®

n¡ k

!
(¡t)k
k!

= L(®)n (t)

es decir, el polinomio de Laguerre de grado n y orden ®.

Bas¶andose en estos trabajos de Yosida, W. Kierat publica en 1993

[24]. En este trabajo se resuelve la ecuaci¶on

antx
(n)(t) + (an¡1t+ bn¡1)x(n¡1)(t) + :::+ (a0t+ b0)x(t) = 0 (II.2.2)

donde ai; bi 2 C para i = 0; 1; :::; n; t 2 [0;1)
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El autor de¯ne la exponecial del operador °(s¡®)¡k, como la suma

de la serie de potencias

exp[°(s¡ ®)¡k] = 1 + °(s¡ ®)
¡k

2!
+
°2(s¡ ®)¡2k

3!
+ ::::

serie convergente dado que es de las que comparecen en la proposici¶on

I.3.9, y demuestra que

Dexp[°(s¡ ®)¡k] = exp[°(s¡ ®)¡k]°(¡k)(s¡ ®)¡k¡1

lo que permite, en uni¶on de las propiedades ya vistas, resolver la ecuaci¶on

Dx
x
=
Q(s)

P (s)
(II.2.3)

siendo P y Q polinomios con coe¯cientes complejos y grad Q < grad P .

Para ello, se escribe la ecuaci¶on (II.2.3) como

Dx
x
=

rX
i=1

k¡iX
j=1

°ij
(s¡ ®i)j

(®i; °ij 2 C) (II.2.4)

siendo los n¶umeros complejos ®i las ra¶³ces del polinomio

anz
n + an¡1zn¡1 + :::+ a0; ki 2 N; k1 + k2 + :::+ kr = grad P:

a partir de aqu¶³ y dado que

D(v1:v2:::vn)
v1:v2:::vn

=
Dv1
v1

+
Dv2
v2

+ :::+
Dvn
vn
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se pueden resolver de forma separada las ecuaciones

Dx
x
=

°ij
(s¡ ®i)j

(II.2.5)

si vij es soluci¶on de (II.2.5), entonces el elemento

v =
rY
i=1

kiY
j=1

vij

es una soluci¶on de la ecuaci¶on (II.2.4).

Dado que

c(s¡ ®i)°i1 (c 2 C)

es una soluci¶on de (II.2.5) para j = 1 y que

c exp[
°ij

¡j + 1(s¡ ®i)
¡j+1]

lo es para j = 2; 3; :::; ki. Se concluye que

v = C
rY
i=1

(s¡ ®i)°i1
kiY
j=2

exp[
°ij

¡j + 1(s¡ ®i)
¡j+1]

satisface la ecuaci¶on (II.2.4).

Por ¶ultimo comentar que en caso de que v est¶e en C, constituye una

soluci¶on de la ecuaci¶on diferencial (II.2.2), ya que ¶esta puede ser escrita

en la forma (II.2.3) con ayuda del c¶alculo operacional de Mikusinski.

A modo de ilustraci¶on, se aportan como ejemplos la resoluci¶on de

las siguientes ecuaciones, estudiadas por N. Hayek [22]:



II.2. La derivada algebraica y la ecuaci¶on diferencial de Laplace 61

Ejemplo 3 8><>:
ty00 + (1¡ º)y0 ¡ y = 0

lim
t!0+

y(t) = 0 (º > 0)

ecuaci¶on del tipo (II.2.1), con a0 = 0, a1 = 0, a2 = 1, b0 = ¡1 y

b1 = 1 ¡ º. Por lo que dicha ecuaci¶on puede expresarse, en forma

operacional, como

Dy
y
=
(¡º ¡ 1)s¡ 1

s2
=
¡º ¡ 1
s

+
¡1
s2

la cual admite como soluci¶on al operador

y = s¡º¡1exp(s¡1) = s¡º¡1[1 +
1

s
+

1

2!s2
+ :::+

1

n!sn
+ :::] =

= l1+º [1 + l +
l2

2!
+ :::+

ln

n!
+ :::]

el cual se identi¯ca con la funci¶on

y(t) =
1X
n=0

ln+1+º

n!
=

1X
n=0

tn+º

n!¡(n+ 1 + º)
= tºCº(¡t) = tºEº(t)

siendo E¹(t) la funci¶on modi¯cada de Bessel-Cli®ord de primera especie

y de orden ¹ , [22].

No presenta di¯cultad comprobar que efectivamente y(t) es soluci¶on

de la ecuaci¶on de partida, haciendo uso de las igualdades

C 0¹(t) = ¡C¹+1(t)
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tC¹+2(t)¡ (¹+ 1)C¹+1(t) + C¹(t) = 0

Por otro lado, atendiendo a la expresi¶on operacional de t¹E¹(t), es

f¶acil comprobar que se veri¯can las dos igualdades siguientes:

i) D±[t¹E¹(t)] = D
±l1+¹exp[s¡1] = l1+¹¡±exp[s¡1] = t¹¡±E¹¡±(t)

(¹¡ ± > 0)

ii) I±[t¹E¹(t)] = l
1+¹+±exp[s¡1] = t¹+±E¹+±(t)

siendo I± y D± los ya mencionados operadores de Riemann-Liouville. Se

puede observar que siguen un comportamiento similar al caso en que

± = n 2 N, como fu¶e estudiado en [22].

Ejemplo 4 (
ty00 + (1¡ º)y0 + y = 0
lim
t!0+

y(t) = 0 (º > 0)

en este caso, a0 = 0, a1 = 0, a2 = 1, b0 = 1 y b1 = 1¡ º. Por lo tanto

se transforma la ecuaci¶on en

Dy
y
=
(¡º ¡ 1)s+ 1

s2
=
¡º ¡ 1
s

+
1

s2

la cual admite como soluci¶on al operador

y = s¡º¡1exp(¡s¡1) = s¡º¡1[1¡ 1
s
+ :::+

(¡1)n
n!sn

+ :::] =

= l1+º [1¡ l + l
2

2!
¡ :::+ (¡1)

nln

n!
+ :::]
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el cual se identi¯ca con la funci¶on

y(t) =
1X
n=0

(¡1)n l
n+1+º

n!
=

1X
n=0

(¡1)n tn+º

n!¡(n+ 1 + º)
= tºCº(t)

siendo C¹(t) la funci¶on de Bessel-Cli®ord de primera especie y de orden

¹ , [22].

Nuevamente podemos comprobar la veracidad de las siguientes igual-

dades:

i) D±[t¹C¹(t)] = t
¹¡±C¹¡±(t) (¹¡ ± > 0)

ii) I±[t¹C¹(t)] = t
¹+±C¹+±(t)

En la misma l¶³nea en 1993 [25], 1994[57] y 1995 [26] W. Kierat y K.

Skornik presentan trabajos en los que resuelven la ecuaci¶on diferencial

de Laguerre

tx00(t) + (1¡ t)x0(t)¡ ax(t) = 0 a 2 C

obteniendo la soluci¶on operacional

xa = s
a¡1(s¡ 1)¡a = l(1¡ l)¡a

la cual como funci¶on de C se representa por

xa(t) =
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k t

k

k!
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y que para los valores de a = ¡k con k = 0; 1; 2; 3; ::: representa al

polinomio de Laguerre Lk.

Haciendo uso de la expresi¶on operacional es muy f¶acil concluir la

propiedad de convoluci¶on

d

dt
[xa ¤ xb] = xa+b

la cual pone de mani¯esto que los polinomios de Laguerre veri¯can

d

dt

Z t

0
Lm(t¡ ¿)Ln(¿)d¿ = Lm+n(t)

De forma an¶aloga y bas¶andose en el hecho de que dado el operador

T ®f(t) = e®tf(t), se puede escribir

T ®xa(t) =
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k t

k

k!
e®t

cuya representaci¶on enM viene dada por

xa;® = (s¡ ®)¡1[1¡
1

s¡ ® ]
¡a

no es complicado demostrar que

(
d

dt
¡ ®)[xa;® ¤ xb;®] = xa+b;®

y atendiendo de nuevo al hecho de que para a = ¡k y ® = ¡1
2 la funci¶on

T ®xa(t) representa la funci¶on de Laguerre de orden k, se establece que

(
d

dt
+
1

2
)

Z t

0
ÃLm(t¡ ¿)ÃLn(¿)d¿ = ÃLm+n(t)
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donde ÃLk denota a la mencionada funci¶on de Laguerre.

Para ¯nalizar esta secci¶on se ha de resaltar que aunque, tal y como

re°ejan en su trabajo [26] los autores, la propiedad de convoluci¶on rela-

tiva a los polinomios de Laguerre fue probada por Ditkin y Prudnikov

[14], sin hacer uso del c¶alculo operacional y que la que concierne a las

funciones de Laguerre puede demostrarse usando la transformada de

Fourier. Se aprecia que, siempre y cuando se est¶e familiarizado con

el c¶alculo operacional, el m¶etodo empleado es bastante m¶as sencillo y

ante todo plantea una v¶³a no excesivamente complicada para obtener

propiedades de convoluci¶on an¶alogas para otras funciones especiales. De

hecho esta fue una de las principales ideas que motiv¶o el desarrollo, en

parte, de esta memoria.

II.3 Ecuaciones diferenciales de orden fraccionario

En esta secci¶on se trasladar¶an las t¶ecnicas usadas en [25], [26], [62] y

[63], a la resoluci¶on de cierta ecuaci¶on diferencial de orden fraccionario

en la que comparece el operador diferencial de Riemann-Liouville D±,

asociando a ¶este la convoluci¶on de Mikusinski.



66Cap¶³tulo II. La derivada de Mikusinski en la resoluci¶on de ecuaciones diferenciales

Siguiendo a J. Mikusinski [36], se considera el anillo de funciones

Cn = ff(t) : f(t) 2 Cn([0;1)) ; [Dkf(t)]t=0 = 0; k = 0; 1; 2; :::; n¡ 2g

y la ecuaci¶on diferencial de orden fraccionario

8><>:
tD±+1x(t) + (1¡ t)D±x(t)¡ aD±¡1x(t) = 0

(a 2 C ; ± > 1 ; ± 2 R)
(II.3.1)

donde, como se sabe

D± = DnIn¡± (n¡ 1 < ± · n) (II.3.2)

y 8><>:
Iºf(t) = 1

¡(º)

R t
0 (t¡ »)º¡1f(»)d» (º > 0)

I0f(t) = f(t)

(II.3.3)

siendo Iº el operador integral de orden º de Riemann-Liouville.

Usando (II.3.2), y (II.3.3) y efectuando el cambio y(t) = In¡±x(t),

la ecuaci¶on (II.3.1) se transforma en

tDn+1y(t) + (1¡ t)Dny(t)¡ aDn¡1y(t) = 0 (II.3.4)

Para resolver (II.3.4) se har¶a uso de la siguiente proposici¶on:

Proposici¶on II.3.1 Sea la funci¶on y(t) = In¡±x(t), entonces

[Dky(t)]t=0 = [
dky(t)

dtk
]t=0 = 0 (k = 0; 1; :::; n¡ 1)
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Demostraci¶on.

La funci¶on Dky(t) puede ser expresada, (teorema 3, Pag 62) [42],

por

Dky(t) = DkIn¡±x(t) =

= In¡±Dkx(t) +
k¡1X
r=0

tn¡±¡k+r

¡(n¡ ± ¡ k + r + 1)[D
rx(t)]t=0

y dado que x(t) 2 Cn y k = 0; 1; :::; n¡ 1, es f¶acil comprobar que efecti-

vamente

[Dky(t)]t=0 = [I
n¡±Dkx(t)]t=0 = 0

A partir de la proposici¶on II.3.1 y usando la derivada algebraica de

Mikusinski

Df(t) = ¡tf(t)

se establece que

Proposici¶on II.3.2 La funci¶on

ya;n(t) =
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k t

k+n¡1

¡(k + n)

es soluci¶on de la ecuaci¶on (II.3.4). Adem¶as se veri¯ca que

dn

dtn
[ya;n ¤ yb;n](t) = ya+b;n(t)
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Demostraci¶on.

Usando la igualdad (I.3.2),

Dnf(t) = snf(t)¡ sn¡1[f 0(t)]t=0 ¡ sn¡2[f (2)(t)]t=0 ¡ :::¡ [f (n¡1)(t)]t=0

y la proposici¶on II.3.1 la ecuaci¶on (II.3.4) se transforma en

¡D[sn+1y(t)¡ y(n)(0)] + sny(t) +D[sny(t)]¡ asn¡1y(t) = 0

que con el uso de las propiedades de la derivada algebraica de Mikusinski,

se reduce a

(sn ¡ sn+1)Dy(t) + sn¡1(n¡ a¡ ns)y(t) = 0

o bien a su expresi¶on equivalente

Dy(t)
y(t)

=
n¡ a¡ ns
s2 ¡ s =

a¡ n
s

+
¡a
s¡ 1

una de cuyas soluciones viene dada por

ya;n(t) = s
a¡n(s¡ 1)¡a = ln(1¡ l)¡a =

1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k t

k+n¡1

¡(k + n)

Usando la expresi¶on operacional de ya;n(t) es f¶acil demostrar la propiedad

de convoluci¶on ya que

ya;n(t) ¤ yb;n(t) = ln(1¡ l)¡aln(1¡ l)¡b = l2n(1¡ l)¡(a+b)
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y dado que ln se identi¯ca con In, siendo I el operador integraci¶on,

tenemos que

dn

dtn
[ya;n ¤ yb;n](t) = ya+b;n(t)

A partir de estos resultados y efectuando los correspondientes c¶alculos,

es f¶acil establecer la siguiente proposici¶on

Proposici¶on II.3.3 La funci¶on xa;±(t) = D
n¡±ya;n(t) es soluci¶on de la

ecuaci¶on (II.3.1).

A continuaci¶on comprobaremos que la funci¶on xa;±(t) veri¯ca pro-

piedades an¶alogas a las de ya;n(t).

Proposici¶on II.3.4 La funci¶on xa;±(t) soluci¶on de la ecuaci¶on (II.3.1)

veri¯ca que:

a) xa;±(t) =
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k t

k+±¡1

¡(k + ±)
= l±(1¡ l)¡a

b) D±[xa;± ¤ xb;±](t) = xa+b;±(t)

c) xa;±(t) =
t±¡1

¡(±)
1F1(a; ±; t)

Demostraci¶on.

No es dif¶³cil probar a), usando las dos igualdades siguientes
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² D®tk = ¡(k + 1)

¡(k ¡ ®+ 1)t
k¡® (¡1 < k <1; 0 < ® · k) [2]

² l± = t±¡1

¡(±)
[36]

ya que

² xa;±(t) = Dn¡±ya;n(t) = Dn¡±
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k t

k+n¡1

¡(k + n)
=

=
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k t

k+±¡1

¡(k + ±)
= l±(1¡ l)¡a

La demostraci¶on de b) es consecuencia inmediata de a), teniendo

en cuenta que l± se identi¯ca con el operador I±, integral de Riemann-

Liouville de orden ±, el cual es inverso por la derecha de D±.

Para c), se puede representar la funci¶on xa;±(t), seg¶un a) por

xa;±(t) =
t±¡1

¡(±)

1X
k=0

(a)k
(±)k

tk

¡(k + 1)
=
t±¡1

¡(±)
1F1(a; ±; t)

siendo 1F1(a; ±; t) la funci¶on hipergeom¶etrica con°uente y donde, en

[59],

²
Ã
¡a
k

!
=
(¡1)k(a)k
¡(k + 1)

² ¡(k + ±) = (±)k¡(±)

² (a)0 = 1 ; (a)n = a(a+ 1)(a+ 2):::(a+ n¡ 1) n = 1; 2; 3; ::::



II.4. Las funciones xa;±;®(t). 71

II.4 Las funciones xa;±;®(t).

Siguiendo un proceso similar al usado en la secci¶on anterior, se

pueden obtener resultados an¶alogos para las funciones

xa;±;®(t) = e
®txa;±(t)

Proposici¶on II.4.1 La funci¶on ya;n;®(t) = e
®tya;n(t), donde ya;n(t) es

soluci¶on de la ecuaci¶on diferencial (II.3.4), veri¯ca que:

(
d

dt
¡ ®)n[ya;n;® ¤ yb;n;®](t) = ya+b;n;®(t)

Demostraci¶on.

La demostraci¶on se basa en el hecho de que e®t
tn¡1

¡(n)
=

1

(s¡ ®)n
(cf., [36]), con lo que

ya;n;®(t) =
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k t

k+n¡1

¡(k + n)
e®t =

1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k 1

(s¡ ®)k+n =

=
1

(s¡ ®)n [1¡
1

s¡ ® ]
¡a = ln(1¡ ®l)¡n[1¡ (®+ 1)l

1¡ ®l ]¡a

y para concluir

(
d

dt
¡ ®)n[ln(1¡ ®l)¡n] =

nX
k=0

Ã
n

k

!
(¡1)kDk®n¡kln(1¡ ®l)¡n =

= (1¡ ®l)¡n
nX
k=0

Ã
n

k

!
(¡1)k(®l)n¡k = 1
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Ahora se probar¶a la misma propiedad para las funciones xa;±;®(t) =

e®txa;±(t), siendo xa;±(t) una soluci¶on de la ecuaci¶on (II.3.1). Para ello

es necesario introducir primero la siguiente de¯nici¶on

De¯nici¶on II.4.1 Sea D =
d

dt
el operador derivada usual y ± > 1 un

n¶umero real, de¯nimos el operador

(D ¡ ®)±f(t) =

8>>><>>>:
D±f(t) si ® = 0

1X
k=0

Ã
±

k

!
(¡1)k®±¡kDkf(t) si ®6= 0

(II.4.1)

Obviamente esta de¯nici¶on s¶olo tiene sentido sobre el conjunto de

las funciones f(t) para las que la serie

1X
k=0

Ã
±

k

!
(¡1)k®±¡kDkf(t)

es convergente.

No obstante se observa que dicho conjunto es no vac¶³o, ya que al

menos los polinomios pertenecen a ¶el, dado que para ellos la serie se

trunca convirti¶endose en una suma ¯nita.

Con el ¯n de saber si el operador (D¡ ®)± puede ser aplicado sobre

la funci¶on xa;±;®(t), es necesario trabajar en el cuerpo de fracciones de

Mikusinski [36], y as¶³ establecer la siguiente proposici¶on.
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Proposici¶on II.4.2 La funci¶on xa;±;®(t), se puede expresar como

xa;±;®(t) = (s¡ ®)¡±(1¡
1

s¡ ®)
¡a = l±(1¡ ®l)¡±[1¡ (®+ 1)l

1¡ ®l ]¡a

Demostraci¶on.

Dado que

xa;±(t) =
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k t

k+±¡1

¡(k + ±)

y

1

(s¡ ®)± = l
±(1¡ ®l)¡± = l±

1X
k=0

Ã
¡±
k

!
(¡1)k(®l)k =

=
t±¡1

¡(±)

1X
k=0

(®t)k

¡(k + 1)
=
t±¡1

¡(±)
e®t

se tiene

xa;±;®(t) = e
®txa;±(t) =

1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k t

k+±¡1

¡(k + ±)
e®t =

=
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k( 1

s¡ ®)
k+± = (

1

s¡ ®)
±(1¡ 1

s¡ ®)
¡a

La de¯nici¶on II.4.1 fue enunciada en t¶erminos de funciones, pero

no plantea problemas el generalizarla para los elementos del cuerpo

de fracciones de Mikusinski M, lo que permite establecer la siguiente

proposici¶on.
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Proposici¶on II.4.3 Sea ma;±;® = (s¡®)¡±(1¡ 1
s¡®)

¡a perteneciente a

M, entonces

(D ¡ ®)±[ma;±;®:mb;±;®] = ma+b;±;®

Demostraci¶on.

Del hecho que

(D ¡ ®)±[l±(1¡ ®l)¡±] =
1X
k=0

Ã
±

k

!
(¡1)k®±¡kl±¡k(1¡ ®l)¡± =

(1¡ ®l)¡±
1X
k=0

Ã
±

k

!
(¡1)k(®l)±¡k = 1

y

(s¡ ®)¡± = l±(1¡ ®l)¡±

se deduce que

(D ¡ ®)±[ma;±;®:mb;±;®] = (D ¡ ®)±(s¡ ®)¡2±(1¡
1

s¡ ®)
¡(a+b) =

= (s¡ ®)¡±(1¡ 1

s¡ ®)
¡(a+b) = ma+b;±;®:

Este ¶ultimo resultado permite concluir la veracidad de la siguiente

proposici¶on.

Proposici¶on II.4.4 Dadas las funciones xa;±;®(t) y xb;±;®(t), se tiene

que

(D ¡ ®)±[xa;±;® ¤ xb;±;®](t) = xa+b;±;®(t) (II.4.2)
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Demostraci¶on.

xa;±;®(t) y xb;±;®(t) son funciones continuas as¶³ que pertenecen a C,

el anillo generador del cuerpo de fracciones de Mikusinski, por lo que

pueden ser identi¯cadas con los operadores ma;±;® y mb;±;® respectiva-

mente. lo que lleva, haciendo uso de la proposici¶on II.4.3, a garantizar

(II.4.2).

II.5 Ecuaciones diferenciales m¶as generales.

En [62], se demostr¶o, tal y como ya se coment¶o al inico de este

cap¶³tulo, que la ecuaci¶on diferencial

a2ty
(2)(t) + (a1t+ b1)y

0(t) + (a0t+ b0)y(t) = 0 (II.5.1)

se puede escribir como

Dy
y
=
q(s)

p(s)
=
(¡2a2 + b1)s¡ a1 + b0

a2s2 + a1s+ a0

y que si la ecuaci¶on algebraica p(s) = a2s
2 + a1s + a0, tiene dos ra¶³ces

distintas ®1 y ®2, entonces

y = C(s¡ ®1)°1(s¡ ®2)°2
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satisface la ecuaci¶on (II.5.1), siendo C una constante no nula y °1 ; °2

n¶umeros complejos veri¯cando

q(s)

p(s)
=

°1
s¡ ®1

+
°2

s¡ ®2
Se recuerda tambi¶en que haciendo uso del trabajo de Yosida, W.

Kierat [24], determin¶o soluciones particulares de la ecuaci¶on diferencial.

antx
(n)(t) + (an¡1t+ bn¡1)x(n¡1)(t) + :::+ (a0t+ b0)x(t) = 0 (II.5.2)

transform¶andola en

Dx
x
=
Q(s)

P (s)

concluyendo que el elemento deM

v = C
rY
i=1

(s¡ ®i)°i1
kiY
j=2

exp[
°ij

¡j + 1(s¡ ®i)
¡j+1] (II.5.3)

satisfac¶³a la ecuaci¶on (II.5.2), siempre que v representase una funci¶on de

C, donde C 2 C, los n¶umeros complejos ®i son las ra¶³ces del polinomio

P (z) = anz
n + an¡1zn¡1 + ::: + a0 (ki 2 N ; k1 + ::: + kr = gradP ) y

°ij 2 C veri¯cando
Q(s)

P (s)
=

rX
i=1

kiX
j=1

°ij
(s¡ ®i)j

El prop¶osito de esta secci¶on es el mostrar que el m¶etodo expuesto en

las secciones previas puede ser usado para determinar soluciones parti-

culares de las ecuaciones diferenciales de orden fraccionario
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antD
±x(t)+(an¡1t+bn¡1)D±¡1x(t)+:::+(a0t+b0)D±¡nx(t) = 0 (II.5.4)

donde

x(t) 2 Cn ; n¡ 1 < ± · n ; ± > 1

y dado que ± ¡ n · 0, por D±¡nx(t) se entender¶a In¡±x(t).

Sea y(t) = In¡±x(t). La ecuaci¶on (II.5.4) puede ser escrita como,

antD
ny(t) + (an¡1t+ bn¡1)Dn¡1y(t) + :::+ (a0t+ b0)y(t) = 0

por lo que haciendo uso de (II.5.3) y del hecho de que x(t) = Dn¡±y(t),

se concluye

Corolario II.5.1 Si el operador

w = Csn¡±
rY
i=1

(s¡ ®i)°i1
kiY
j=2

exp[
°ij

¡j + 1(s¡ ®i)
¡j+1]

representa una funci¶on de Cn, entonces satisface la ecuaci¶on (II.5.4).

Ejemplo 5

Dada la ecuaci¶on8><>:
tD±x(t) + (¡2®t+ 1)D±¡1x(t) + (®2t+ ¯)D±¡2x(t) = 0

(x(t) 2 C2; 1 < ± < 2)
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Obs¶ervese que para ± = 2 se reduce a una ecuaci¶on del tipo (II.2.1).

Por tanto considerando ± < 2, y efectuando el cambio y(t) = I2¡±x(t),

se obtiene la ecuaci¶on diferencial

ty00(t) + (¡2®t+ 1)y0(t) + (®2t+ ¯)y(t) = 0

la cual admite la expresi¶on operacional

Dy
y
=
2®+ ¯ ¡ s
(s¡ ®)2 =

¡1
s¡ ® +

®+ ¯

(s¡ ®)2

siendo una de sus soluciones

y = (s¡ ®)¡1exp[¡(®+ ¯)(s¡ ®)¡1] =

=
1

s¡ ® [1 +
¡(®+ ¯)
1!(s¡ ®) +

(®+ ¯)2

2!(s¡ ®)2 + :::+
(¡1)n(®+ ¯)n
n!(s¡ ®)n + :::]

Haciendo uso de la igualdad

1

(s¡ ®)n = e
®t tn¡1

(n¡ 1)!

se obtiene

y(t) = e®t[1 +
¡(®+ ¯)
(1!)2

t+
(®+ ¯)2

(2!)2
t2 + :::+

(¡1)n(®+ ¯)n
(n!)2

tn + :::]:

Dado que la serie funcional

1 +
¡(®+ ¯)
(1!)2

t+
(®+ ¯)2

(2!)2
t2 + :::+

(¡1)n(®+ ¯)n
(n!)2

tn + :::



II.5. Ecuaciones diferenciales m¶as generales. 79

converge uniformemente en compactos de [0;1), y como

x(t) = D2¡±y(t) = DI1¡(2¡±)y(t) (II.5.5)

se deduce que x(t) vendr¶a dada por una serie funcional uniformemente

convergente en compactos de [0;1). Para obtener la expresi¶on de dicha

serie se usar¶a la igualdad [42](pag.98)

Dº [t¸ebt] =
¡(¸+ 1)

¡(¸+ 1¡ º) t
¸¡º

1F1(¸+ 1; ¸+ 1¡ º; bt) (¸ > ¡1)

con lo que

x(t) =
1X
n=0

(¡1)n(®+ ¯)n
n!¡(± + n¡ 1) t

±+n¡2
1F1(n+ 1; ± + n¡ 1;®t) (II.5.6)

Si en (II.5.5) hubi¶eramos aplicado la transformada de Laplace ob-

tendr¶³amos

X(p) = p2¡±Y (p) =

= p2¡±[
1

p¡ ® ¡
(®+ ¯)

(p¡ ®)2 +
(®+ ¯)2

2!(p¡ ®)3 + :::+
(¡1)n(®+ ¯)n
n!(p¡ ®)n+1 + :::]

por lo que:

x(t) =
t2¡±¡1

¡(2¡ ± ¡ 1) ¤
1X
k=0

(¡1)k (®+ ¯)
k

k!

tk

k!
e®t

=
t2¡±¡1

¡(2¡ ± ¡ 1) ¤ e
®tC0[(®+ ¯)t]

y por la unicidad de las soluciones la serie (II.5.6) converge a x(t).
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Ejemplo 68><>:
tD±+1x(t) + (1¡ º)D±x(t)¡D±¡1x(t) = 0

(± > 1; n¡ 1 < ± · n) (x(t) 2 Cn) (º > 0)

tomando In¡±x(t) = y(t), se obtiene

tDn+1y(t) + (1¡ º)Dny(t)¡Dn¡1y(t) = 0 (n ¸ 2)

que operacionalmente, dado que x(t) 2 Cn, se expresa

Dy
y
=
(¡º ¡ n)sn ¡ sn¡1

sn+1
=
¡º ¡ n
s

+
¡1
s2

y admite como soluci¶on al operador

y = s¡º¡nexp(s¡1) = s¡º¡n[1 +
1

s
+

1

2!s2
+ :::+

1

k!sk
+ :::] =

= ln+º [1 + l +
l2

2!
+ :::+

lk

k!
+ :::]

el cual se identi¯ca con la funci¶on

y(t) =
1X
k=0

ln+k+º

k!
=

1X
k=0

tn+k¡1+º

k!¡(n+ k + º)
= tn+º¡1En+º¡1(t)

por lo tanto como:

x(t) = Dn¡±y(t)

se tiene

x(t) =
1X
k=0

tk¡1+±+º

k!¡(k + ± + º)
= t±+º¡1E±+º¡1(t)



II.5. Ecuaciones diferenciales m¶as generales. 81

Ejemplo 7

De forma an¶aloga al anterior ejemplo, se puede resolver la ecuaci¶on8><>:
tD±+1x(t) + (1¡ º)D±x(t) +D±¡1x(t) = 0

(± > 1; n¡ 1 < ± · n) (x(t) 2 Cn) (º > 0)

tomando y(t) = In¡±x(t), se transforma en

tDn+1y(t) + (1¡ º)Dny(t) +Dn¡1y(t) = 0 (n ¸ 2)

cuya expresi¶on operacional es

Dy
y
=
(¡º ¡ n)sn + sn¡1

sn+1
=
¡º ¡ n
s

+
1

s2

y con soluci¶on el operador

y = s¡º¡nexp(¡s¡1) = s¡º¡n[1¡ 1
s
+

1

2!s2
¡ :::+ (¡1)

k

k!sk
+ :::] =

= ln+º [1¡ l + l
2

2!
¡ :::+ (¡1)

klk

k!
+ :::]

el cual se identi¯ca con la funci¶on

y(t) =
1X
k=0

(¡1)k l
n+k+º

k!
=

1X
k=0

(¡1)k tn+k¡1+º

k!¡(n+ k + º)
= tn+º¡1Cn+º¡1(t)

y dado que

x(t) = Dn¡±y(t)

se obtiene

x(t) =
1X
k=0

(¡1)k t±+k¡1+º

k!¡(± + k + º)
= t±+º¡1C±+º¡1(t)
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Obs¶ervese que los ejemplos anteriores se reducen a los ejemplos (3)

y (4), respectivamente, cuando ± = 1.



Cap¶³tulo III

Una derivada para la
convoluci¶on de Ditkin y
Prudnikov

III.1 Introducci¶on

Se comienza en este cap¶³tulo dando un peque~no resumen del c¶alculo

operacional, que para el operador D =
d

dt
, desarrollaron Ditkin y Prud-

nikov [14]. Adem¶as de introducir las propiedades y de¯niciones m¶as

importantes, se har¶a especial referencia a las diferencias que ¶este pre-

senta frente al c¶alculo operacional de Mikusinski.

En la segunada parte, siguiendo [4], se de¯nir¶a una derivada alge-

braica asociada al mencionado c¶alculo operacional, la cual ser¶a usada

83
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en la resoluci¶on de algunas ecuaciones integro diferenciales, despu¶es

de haber relizado un estudio para la misma y demostrando que posee

propiedades an¶alogas a las de la derivada algebraica de Mikusinski.

III.2 El c¶alculo operacional de Ditkin y Prud-
nikov

En [14], Ditkin y Prudnikov generaron un c¶alculo operacional aso-

ciado al operador D =
d

dt
, y que se denominar¶a, en general, c¶alculo

operacional de Ditkin y Prudnikov.

Para ello introdujeron los espacios

M = ff : [0;1) ¡! C = f absolutamente continuag

y

L = fg : [0;1) ¡! C = g integrable Lebesgue en (0; A) 8A > 0g

Estos espacios M y L, como es bien sabido, est¶an ¶³ntimamente rela-

cionados por medio de los operadores derivaci¶on e integraci¶on, y la cono-

cida expresi¶on de la convoluci¶on utilizada por Mikusinski, ya que no es

complicado comprobar que si F (t) 2 M , entonces es derivable en casi

todo punto (c.t.p.) y que adem¶as

F 0(t) = f(t) 2 L



III.2. El c¶alculo operacional de Ditkin y Prudnikov 85

y

F (t) = F (0) +

Z t

0
f(¿)d¿

rec¶³procamente, si g(t) 2 L, entonces

G(t) =

Z t

0
g(¿)d¿ 2M

y G0(t) = g(t) (c:t:p:).

Por otro lado, si f(t); g(t) 2 L la integral
Z t

0
f(t¡ Ã)g(Ã)dÃ

existe c.t.p. y pertenece a L.

La integral Z t

0
G(t¡ Ã)f(Ã)dÃ

con G(t) 2M y f(t) 2 L, pertenece a M .

Por ¶ultimo, si F (t); G(t) 2M y se de¯ne

H(t) =

Z t

0
F (t¡ Ã)G(Ã)dÃ

entonces existe H 0(t) 2M .

Los autores de¯nen el producto de dos funciones de M como

F (t)−G(t) = d

dt

Z t

0
F (t¡ Ã)G(Ã)dÃ
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comprobando que (M;+;−) es un anillo conmutativo y unitario sin di-

visores de cero, siendo la funci¶on constante f(t) = 1 el elemento unidad.

Este hecho simpli¯ca el c¶alculo operacional frente al de Mikusinski, no

siendo necesario en este caso distinguir entre las funciones constantes y

las constantes propiamente dichas.

Se construye el cuerpo de fracciones generado por M en la forma

usual,

m =M £ (M ¡ f0g)= »

y se le dota de las operaciones suma, multiplicaci¶on y producto por un

escalar, de¯ni¶endolas tal y como lo hizo Mikusinski.

Como es usual el anillo M se identi¯ca con un subanillo M0 de m,

mediante el isomor¯smo

M ¡! M0 ½ m

F (t) ;
F (t)
1

lo que constituye una identi¯caci¶on m¶as natural que la del c¶alculo opera-

cional de Mikusinski. En este caso los elementos cero y uno del cuerpo

vienen representados respectivamente por

0 =
0

G(t)
y 1 =

F (t)

F (t)

De forma an¶aloga se considera que L es un subconjunto de m ya que

toda funci¶on f(t) 2 L puede identi¯carse con el operador F (t)
t

2 m,
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siendo

F (t) =

Z t

0
f(u)du

con F (0) = 0, escribiendo en tal caso

F (t)

t
= F 0(t) = f(t):

Los operadores de m que pueden expresarse en la forma
F (t)

t
, con

F (0) = 0 son llamados funciones y al proceso de reducci¶on de un opera-

dor
H(t)

G(t)
a la forma

F (t)

t
se le denomina realizaci¶on del operador. No

todo operador admite realizaci¶on, pi¶ensese por ejemplo en el operador

1

t
.

El conjunto de los operadores
F (t)

t
; F (0) = 0 no es un anillo, ya

que el producto de dos funciones no siempre es una funci¶on

F (t)

t
=
G(t)

t
=

p
t

t
=) F (t)

t
− G(t)

t
=
¼

4t

El operador
F (t)

t
puede considerarse como el producto del operador

1

t
con la funci¶on

F (t)

1
= F (t).

El operador
1

t
= p juega un papel fundamental en el c¶alculo opera-

cional de Ditkin y Prudnikov y recibe el nombre de operador diferencial,
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veri¯cando las siguientes reglas operacionales

F 0(t) = pF (t)¡ pF (0)

F (n)(t) = pnF (t)¡
nX
k=1

pkF (n¡k)(0)

9>>>=>>>; (III.2.1)

Con la ayuda de (III.2.1) y tomando las adecuadas funciones para

cada caso se pueden obtener las reglas operacionales an¶alogas a las

obtenidas por Mikusinski

p

p¡ ® = e
®t

p

(p¡ ®)n =
tn¡1

(n¡ 1)!e
®t

wp

p2 + w2
= sen(wt)

p2

p2 + w2
= cos(wt)

9>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>;

(III.2.2)

El operador p¡1 = t inverso algebraico de p tiene la propiedad de

identi¯carse con el operador integral I ya que

p¡1f(t) = t− f(t) =
Z t

0
f(u)du = If(t)

adem¶as, no es complicado comprobar que

p¡n = (p¡1)n =
tn

n!



III.2. El c¶alculo operacional de Ditkin y Prudnikov 89

veri¯c¶andose

p¡nf(t) =
1

(n¡ 1)!

Z t

0
(t¡ Ã)n¡1f(Ã)dÃ = Inf(t)

III.2.1 Operadores Racionales

Uno de los problemas b¶asicos en el c¶alculo operacional es investigar

operadores de la forma Z(p), donde Z(¸) es una funci¶on de la variable

¸, por ejemplo:
p

p¡ ®;
p

p2 + w2
, (p¡1)n.

Los operadores

Z(p) =
P (p)

Q(p)

donde P (¸) y Q(¸) son polinomios, se denominan operadores fracciona-

rios. La condici¶on necesaria y su¯ciente para que Z(p) se reduzca a una

funci¶on es que grad (Q) > grad (P ), y en dicho caso existe Á(t) 2 M

tal que

Z(p) = Á(t)

teni¶endose que para toda funci¶on f(t) 2 L

Z(p)f(t) =
d

dt

Z t

0
Á(t¡ Ã)f(Ã)dÃ

La funci¶on Á(t) puede determinarse, en general, descomponiendo

p¡1Z(p) en fracciones simples. N¶otese que si se descompone en fracciones
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simples s¶olo Z(p) se plantear¶³a el problema de que las fracciones del tipo

A

p¡ ® y
B

p2 + ¯2

no podr¶³an ser identi¯cadas con funciones, ya que es necesario que

aparezca p en el numerador, tal y como puede observarse en (III.2.2),

para poder identi¯carlas con Ae®t y sen(Bt) respectivamente.

III.2.2 Operadores Transformables Laplace

Sea S el conjunto de funciones f(t) 2 L tales que su transformada de

Laplace

f¤(z) =
Z 1

0
e¡ztf(t)dt

es absolutamente convergente, y sea S¤ el conjunto de sus transformadas.

Si para un operador a 2 m, existe una representaci¶on
F (t)

G(t)
tal que

F (t) 2 S y G(t) 2 S0 = S ¡ f0g, se dice que a es transformable Laplace

y su transformada ser¶a la funci¶on

¹a(z) =
F ¤(t)
G¤(t)

escribi¶endose, simb¶olicamente, la transformaci¶on como

a
:
= ¹a(z) (III.2.3)

Los autores denotan por n al conjunto de elementos de m trans-

formables Laplace y por ¹n al conjunto de sus transformadas, demostrando
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que (n;+;−) y (¹n;+; ¢) son cuerpos isomorfos, mediante la transfor-

maci¶on (III.2.3), siendo ¢ el producto usual de funciones. No es compli-

cado comprobar que p
:
= z, por lo que para cualquier operador racional

se tiene

Z(p) =
P (p)

Q(p)
:
=
P (z)

Q(z)
= Z(z)

donde P (z) y Q(z) son polinomios.

Si el operador es una funci¶on f(t) =
F (t)

t
2 S, entonces

f(t)
:
= zf¤(z) = ¹f(z)

Dado que n y ¹n son isomorfos podr¶an ser considerados como el mismo

conjunto en la resoluci¶on de m¶ultiples problemas, lo que permitir¶a no

hacer distinci¶on entre el operador p y la variable compleja z, y escribir

f(t) = ¹f(p).

III.2.3 La realizaci¶on de los operadores transformables
Laplace.

El cuerpo de operadores n, forma en m una clase importante de

operadores.

Toda funci¶on medible con un factor de crecimiento no superior al de

eqt, es decir, veri¯cando que para valores grandes de t
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jf(t)j < keqt (III.2.4)

donde k y q son constantes, pertenece al conjunto S. En el caso gene-

ral la condici¶on necesaria y su¯ciente para que una funci¶on f(t) 2 L

pertenezca a S es que para una constante dada q

lim
t!1 e

¡qt
Z 1

0
f(u)du = 0

Por lo tanto el cuerpo n es una extensi¶on del anillo de funciones que

satisfacen (III.2.4), donde q y k dependen de f(t).

Si el operador a puede reducirse a la forma f(t) =
F (t)

t
y f(t) 2 S,

se tiene

a =
F (t)

t
= pf¤(p)

con

f¤(p) =
Z 1

0
f(t)e¡ptdt

Cuando se resuelven problemas mediante el c¶alculo operacional, una

de las cuestiones m¶as importantes es la realizaci¶on de los operadores,

es decir, es necesario tener un criterio para saber cuando un operador

dado se reduce a una funci¶on. Algunos teoremas relacionados con la

transformada de Laplace sirven como criterio en m¶ultiples casos. Por

ejemplo: el operador
p
p se reduce a una funci¶on ya que

p
p

p
satisface el

siguiente teorema
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Teorema III.2.1 Sea f¤(p) anal¶³tica en el semiplano Re p > ° y tal

que veri¯ca las siguientes condiciones:

1. lim
¿!§1

f¤(®+ i¿)
®+ i¿

= 0, (® > °)

y la convergencia en el semiplano ® ¸ ®0 > ° es uniforme.

2. Para todo t 2 R existe el l¶³mite

lim
w!1

1

2¼i

Z ®+iw

®¡iw
f¤(p)
p

eptdp = ª(t)

3. La funci¶on ª(t) es absolutamente continua y existe la integral

F (p) =

Z 1

0
ª0(t)e¡ptdt

Entonces f¤(p) = F (p).

As¶³ mismo Ditkin y Prudnikov establecen el siguiente teorema

Teorema III.2.2 Si ¹a(p) es un operador regular y f(t) 2 L, entonces

¹a(p)f(t) =
1X
k=0

ak
1

pk
f(t) (III.2.5)

donde

¹a(p) =
1X
k=0

ak
1

pk
(jpj > ½)
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Nota III.2.1: el operador ¹a(p) se dice regular si la funci¶on ¹a(p) es

regular en un entorno del in¯nito.

La serie (III.2.5) es uniformemente convergente en todo intervalo

cerrado 0 · t · T . Como ejemplo orientativo, el operador pp
p2 + ¸2

es

regular, por lo que

pp
p2 + ¸2

= (1 +
¸2

p2
)¡

1
2 = 1¡ 1

2

¸2

p2
+
1 ¢ 3
2 ¢ 4

¸4

p4
¡ :::::: =

= 1¡ 1
2

¸t2

2!
+
1 ¢ 3
2 ¢ 4

¸t4

4!
¡ ::::: = J0(¸t)

siendo J0(z) la funci¶on de Bessel de primera especie y orden 0.

III.2.4 Funciones operacionales

Es frecuente encontrar, en las aplicaciones del c¶alculo operacional a

la resoluci¶on de problemas de la F¶³sica-Matem¶atica, operadores depen-

dientes de un par¶ametro ¸, en dichos casos se escribe a = a(¸) y se

denomina a a(¸) funci¶on operacional. Ejemplos de tales funciones son:

a(¸) =
p

p¡ ¸ = e
¸t (¡1 < ¸ <1)

pp
p2 + ¸2

= J0(¸t)
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Una funci¶on operacional a(¸) se dice continua en el intervalo ¸0 ·

¸ · ¸1 si existe una representaci¶on (F;G) de a(¸) tal que las funciones

F (t;¸) y G(t;¸) son continuas respectos a la variables ¸ y t en el dominio

− = f¸0 · ¸ · ¸1 ; 0 < t < 1g y G(t;¸) no es identicamente nula

para nig¶un valor de ¸.

Si para una funci¶on operacional a(¸) existe una representaci¶on

(F (t;¸); G(t;¸)) veri¯cando que:

1. Las funciones F y G son derivables respecto a ¸ en ¸0 · ¸ · ¸1,

y las derivadas parciales F¸ y G¸ pertenecen a M .

2. Las funciones F¸ y G¸ son continuas respecto a las dos variables

en el dominio ¸0 · ¸ · ¸1 ; 0 < t <1.

entonces se dice que la funci¶on operacional a(¸) es continuamente dife-

renciable en el intervalo ¸0 · ¸ · ¸1, escribi¶endose

a0(¸) =
F¸ −G¡ F −G¸

G−G

pudi¶endose demostrar que esta de¯nici¶on de derivada es independiente

de la representaci¶on elegida, y que veri¯ca las propiedades usuales

(derivada de la suma, del producto, etc.) de la derivada cl¶asica.

Dada una funci¶on operacional a(¸), si existe otra funci¶on operacional

A(¸) con derivada continua A0(¸) = a(¸) en el intervalo ¸0 · ¸ · ¸1,
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se dice que a(¸) es integrable y a A(¸) se le denomina una integral

inde¯nida de la funci¶on operacional a(¸). M¶as a¶un, se de¯ne la integral

de¯nida de la funci¶on operacional a(¸), como

Z ¸1

¸0

a(¸)d¸ = A(¸1)¡A(¸0)

Por ¶ultimo comentar que la integral de una funci¶on operacional ve-

ri¯ca propiedades an¶alogas a las de la integral ordinaria.

III.2.5 Sucesiones y series de operadores

Una sucesi¶on de operadores an 2 m se dice convergente al operador

a =
F

G
, si existen representaciones (Fn; Gn) tales que:

1. an =
Fn
Gn
.

2. Las sucesiones Fn(t) y Gn(t) convergen a los l¶³mites F (t) y G(t),

respectivamente, uniformemente en todo intervalo cerrado

0 · t · T .

Al operador a se le denomina l¶³mite de la sucesi¶on de operadores an,

y no depende de la representaci¶on elegida para los an.
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Ejemplos:

² Sea an = cos(nt) =
sen(nt)
n

t
. Aunque an no converge en el sentido

cl¶asico, es f¶acil comprobar que si lo hace en el sentido operacional,

dado que

lim
n!1

sen(nt)

n
= 0

en base a lo cual escribimos

lim
n!1 an = 0

² De forma similar, Dado an = n sen(nt) =
t¡ sen(nt)

n
t2

2

, se tiene que

lim
n!1 an =

t
t2

2

=
p¡1

(p¡1)2
=

1

p¡1
= p

La convergencia operacional veri¯ca las propiedades cl¶asicas de paso

al l¶³mite.

En cuanto a la convergencia de series operacionales, ¶esta queda

de¯nida en base a la convergencia de la sucesi¶on de sumas parciales

asociadas.

Haciendo uso del concepto de l¶³mite para sucesiones de operadores,

podemos introducir el concepto de l¶³mite para funciones operacionales.

Una funci¶on operacional a(¸) tiene l¶³mite en el punto ¸ = ¸0 si dada
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cualquier sucesi¶on ¸n convergente a ¸0 existe lim
n!1 a(¸n) y no depende

de la elecci¶on de la sucesi¶on ¸n. En tal caso se escribir¶a

lim
¸!¸0

a(¸) = b

Como consecuencia puede asegurarse que si la funci¶on operacional

a(¸) es continua en el intervalo ® · ¸ · ¯, entonces para cualquier

¸0 2 [®; ¯] existe

lim
¸!¸0

a(¸) = a(¸0)

III.3 Una derivada para el c¶alculo operacional
de Ditkin y Prudnikov

Es claro, que la de¯nici¶on de la derivada algebraica, Df(t) = ¡tf(t),

dada por Mikusinski en [36], para la convoluci¶on

(f ¤ g)(t) =
Z t

0
f(t¡ »)g(»)d»

est¶a ¶³ntimamente relacionada con la transformaci¶on integral de Laplace.

T¶engase en cuenta las dos siguientes cuestiones:

i) Lf[f ¤ g](t)g(s) = F (s):G(s), siendo F (s) y G(s) las respectivas

transformadas de Laplace de las funciones f y g.
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ii) Lf¡tf(t)g(s) = d

ds
F (s)

Puesto que, en esta secci¶on la convoluci¶on que se va a considerar es

la dada por Ditkin y Prudnikov

(f − g)(t) = d

dt
(f ¤ g)(t) = d

dt

Z t

0
f(t¡ Ã)g(Ã)dÃ

el querer de¯nir una derivada algebraica asociada a esta convoluci¶on,

lleva de la misma manera, a considerar la transformada integral de

Laplace-Carson,

Aff(t)g(s) = ¹f(s) = s

Z 1

0
e¡stf(t)dt = sLff(t)g(s)

que permite obtener dos propiedades como la i) y la ii), dadas para la

transformada de Laplace.

Ya, Ditkin y Prudnikov [14], haciendo uso de los siguientes espacios

de funciones:

M = ff : [0;1) ¡! C=f absolutamente continuag

S = ff = f es transformable Laplaceg

demuestran que (la semejante a la Propiedad i)):

Af[f − g](t)g(s) = ¹f(s):¹g(s)
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Asimismo no es complicado comprobar que (la semejante a la

Propiedad ii)):

Af(I ¡ t)f(t)g(s) = d

ds
¹f(s)

con f 2 S, ya que

Af(I¡t)f(t)g(s) = sLf(I¡t)f(t)g(s) = sLfIf(t)g(s)+sLf¡tf(t)g(s) =

= s
1

s
Lff(t)g(s) + s d

ds
Lff(t)g(s) = d

ds
[sLff(t)g(s)] = d

ds
Aff(t)g(s):

Demostrada esta propiedad, se est¶a en condiciones de de¯nir la

derivada algebraica asociada a la convoluci¶on − y que se introduce en

la:

Proposici¶on III.3.1 Sean f; g 2M y Df(t) = If(t)¡ tf(t), entonces

a) D[f(t) + g(t)] = Df(t) +Dg(t)

b) D[(f − g)(t)] = [(Df)− g](t) + [f − (Dg)](t)

en otras palabras, D es una derivada algebraica para el anillo (M;+;−).

Demostraci¶on.

a) Obvio, dado el car¶acter lineal del operador D.
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b) En primer lugar t¶engase en cuenta que (f − g)(t) = D(f ¤ g)(t),

siendo D =
d

dt
y ¤ la convoluci¶on de Mikusinski, y por otro lado

se tienen las siguientes igualdades

D[t(f ¤ g)(t)] = (f ¤ g)(t) + tD(f ¤ g)(t)

es decir

tD(f ¤ g)(t) = D[t(f ¤ g)(t)]¡ (f ¤ g)(t)

y como

(f ¤ g)(t) = DI(f ¤ g)(t) = D[(If) ¤ g](t)

junto con

(f ¤ g)(t) = DI(f ¤ g)(t) = D[f ¤ (Ig)](t)

Con esto se garantiza la veracidad del siguiente desarrollo

D(f − g)(t) = (I ¡ t)(f − g)(t) = (I ¡ t)D(f ¤ g)(t) =

= ID(f ¤g)(t)¡tD(f ¤g)(t) = (f ¤g)(t)+(f ¤g)(t)¡D[t(f ¤g)(t)] =

2(f ¤ g)(t)¡Dt
Z t

0
f(t¡ Ã)g(Ã)dÃ = 2(f ¤ g)(t)+

+D[

Z t

0
¡(t¡ Ã)f(t¡ Ã)g(Ã)dÃ +

Z t

0
f(t¡ Ã)(¡Ã)g(Ã)dÃ] =

= 2(f ¤ g)(t) +D[(¡tf) ¤ g](t) +D[f ¤ (¡tg)](t) =

= D[(If)¤g](t)+D[f ¤(Ig)](t)+D[(¡tf)¤g](t)+D[f ¤(¡tg)](t) =
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= D[([I ¡ t]f) ¤ g](t) +D[f ¤ ([I ¡ t]g)](t) =

= [(I¡ t)f −g](t)+ [f − (I¡ t)g](t) = [(Df)− g](t)+ [f − (Dg)](t)

Haciendo uso del mismo proceso mostrado en [36], para la derivada

algebraicaDf(t) = ¡tf(t), puede extenderse la de¯nici¶on deD al cuerpo

m como sigue8>>>><>>>>:
Df
g
=
(Df)− g ¡ f − (Dg)

g − g f; g 2M

Da
b
=
(Da)b¡ a(Db)

b2
a; b 2 m

A continuaci¶on se estudia como actua D sobre el elemento p = 1

t
2 m

y sus potencias enteras.

Proposici¶on III.3.2 Dado el operador p =
1

t
, se veri¯ca que 8n 2 N

Dpn = npn¡1

Demostraci¶on.

Para su demostraci¶on, se consideran las siguientes propiedades, f¶aciles

de comprobar:

² D1 = (I ¡ t)1 = 0

² Dt = (I ¡ t)t = ¡t2
2
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² t− t = t2

2

Las anteriores igualdades puden ser usadas para demostrar que

Dp = 1

Dp = D1− t¡ 1−Dt
t− t = 1

de lo que se deduce que

Dp2 = D(p:p) = Dp:p+ p:Dp = 2p

y haciendo uso del m¶etodo de inducci¶on

Dpn = D[pn¡1p] = [Dpn¡1]p+ pn¡1[Dp] = (n¡ 1)pn¡1 + pn¡1 = npn¡1

se concluye la demostraci¶on.

De hecho la nueva derivada algebraica tiene el mismo comportamiento

que la de Mikusinski, tal y como se re°eja en la siguiente proposici¶on

Proposici¶on III.3.3 Sean p¡1, inverso algebraico de p, y a operadores

de m, sea ® 2 C. Entonces se tiene que:

a) D® = 0

b) D(®a) = ®Da

c) D(p¡1)n = ¡n(p¡1)n+1
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d) D(1¡ ®p¡1)n = n®(p¡1)2(1¡ ®p¡1)n¡1

e) D(p¡ ®)n = n(p¡ ®)n¡1

Demostraci¶on.

a) D® = (I ¡ t)® = 0

b) D(®a) = (D®)a+ ®Da = ®Da

c) Dp¡1 = Dt = ¡t2
2
= ¡(p¡1)2 y a partir de aqu¶³ se demuestra por

inducci¶on.

D(p¡1)n = D[(p¡1)n¡1p¡1] =

= ¡(n¡ 1)(p¡1)np¡1 ¡ (p¡1)n¡1(p¡1)2 = ¡n(p¡1)n+1

d)

D(1¡ ®p¡1)n = D
nX
k=0

Ã
n

k

!
(¡®p¡1)n¡k =

= ¡
n¡1X
k=0

Ã
n

k

!
(¡®)n¡k(n¡ k)(p¡1)n¡k+1 =

= ¡
n¡1X
k=0

n

Ã
n¡ 1
k

!
(¡®)(p¡1)2(¡®p¡1)n¡k¡1 =

= n®(p¡1)2(1¡ ®p¡1)n¡1
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e) Dado que

(p¡ ®)n = pn(1¡ ®p¡1)n = (1¡ ®p¡1)n
(p¡1)n

haciendo uso de los apartados anteriores y de la de¯nici¶on de D

sobre m, se obtiene el resultado buscado.

Estas propiedades, relacionadas con la acci¶on de la derivada alge-

braica sobre potencias naturales de ciertos operadores, pueden exten-

derse al caso de potencias complejas. Para ello, y siguiendo el mismo

esquema que Mikusinski [36], se de¯nir¶an (p¡1)° y
p

(p¡ ®)¸ como gene-

ralizaci¶on de las igualdades

(p¡1)n =
tn

n!
y

p

(p¡ ®)n =
tn¡1

(n¡ 1)!e
®t

De¯nici¶on III.3.1 dados °; ¸ 2 C con Re(°); Re(¸) > 0. se de¯nen

i) (p¡1)° =
t°

¡(° + 1)

ii)
p

(p¡ ®)¸ =
t¸¡1

¡(¸)
e®t

Esta de¯nici¶on resulta coherente, si se tiene en cuenta que la propiedad

fundamental de las potencias se veri¯ca

(p¡1)°(p¡1)¹ =
t°

¡(° + 1)
− t¹

¡(¹+ 1)
=

t°+¹

¡(° + ¹+ 1)
= (p¡1)°+¹
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p

(p¡ ®)¸
p

(p¡ ®)± =
t¸¡1

¡(¸)
e®t − t±¡1

¡(±)
e®t =

=
1

¡(¸)¡(±)

d

dt

Z t

0
(t¡ ¿)¸¡1e®(t¡¿)¿ ±¡1e®¿d¿ =

=
B(¸; ±)

¡(¸)¡(±)

d

dt
[t¸+±¡1e®t] =

t¸+±¡2

¡(¸+ ±)
e®t(¸+ ± ¡ 1 + ®t) =

=
p

(p¡ ®)¸+±¡1 + ®
p

(p¡ ®)¸+± =
p

(p¡ ®)¸+±¡1 [1 +
®

p¡ ® ] =

=
p

(p¡ ®)¸+±¡1
p

p¡ ® =
p2

(p¡ ®)¸+±

Por otro lado, el apartado ii) de la de¯nici¶on se reduce al i), para

® = 0

t¸¡1

¡(¸)
=
t¸¡1

¡(¸)
e0t =

p

(p¡ 0)¸ =
p

p¸
= (p¡1)¸

Adem¶as (p¡1)° puede ser identi¯cado con el operador integral frac-

cionaria de Riemann-Liouville I° , ya que

(p¡1)°f(t) =
t°

¡(° + 1)
− f(t) = d

dt

Z t

0

(t¡ ¿)°
¡(° + 1)

f(¿)d¿ =

=
1

¡(°)

Z t

0
(t¡ ¿)°¡1f(¿)d¿ = I°f(t)

Todo esto conduce a poder generalizar las ¶ultimas proposiciones

Proposici¶on III.3.4 Dados ®; ¯; ° 2 C, se veri¯ca que:
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a) D(p¡1)° = ¡°(p¡1)°+1

b) Dp° = °p°¡1

c) D(1¡ ®p¡1)° = °®(p¡1)2(1¡ ®p¡1)°¡1

d) D(p¡ ®)° = °(p¡ ®)°¡1

e) Dexp[°(p¡ ®)¡¯] = ¡¯°(p¡ ®)¡¯¡1exp[°(p¡ ®)¡¯]

siendo, exp[°(p¡ ®)¡¯ ] =
1X
k=0

[°(p¡ ®)¡¯]k
k!

Demostraci¶on.

Para simpli¯car la escritura, se denota l =
1

p
= p¡1.

Se comienza con la demostraci¶on de a)

Dl° = D l°+n

ln =

=
[D t°+n

¡(°+n+1) ]−
tn

¡(n+1) ¡
t°+n

¡(°+n+1) − [D
tn

¡(n+1) ]
tn

¡(n+1) −
tn

¡(n+1)

(III.3.1)

y como

D t°+n

¡(° + n+ 1)
=
¡(° + n)t°+n+1
¡(° + n+ 2)

(III.3.2)

D[ t°+n

¡(° + n+ 1)
]− tn

¡(n+ 1)
=
¡(° + n)t°+2n+1
¡(° + 2n+ 2)

(III.3.3)
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D tn

¡(n+ 1)
=
¡ntn+1
¡(n+ 2)

(III.3.4)

t°+n

¡(° + n+ 1)
− [D tn

¡(n+ 1)
] =

¡nt°+2n+1
¡(° + 2n+ 2)

(III.3.5)

tn

¡(n+ 1)
− tn

¡(n+ 1)
=

t2n

¡(2n+ 1)
(III.3.6)

se obtiene, al sustituir en (III.3.1)

Dl° = ¡°
t°+2n+1

¡(°+2n+2)

t2n

¡(2n+1)

= ¡° l
°+2n+1

l2n
= ¡°l°+1 (III.3.7)

La demostraci¶on de b) se sigue del hecho de que p = l¡1 y (III.3.7)

Dp° = Dl¡° = °l¡°+1 = °p°¡1

Para demostrar c), se ha de tener en cuenta que el operador (1¡®l)°

es un operador regular y por tanto admite una expansi¶on en serie, tal y

como se re°eja en el teorema III.2.2, as¶³ como la igualdad (III.3.7).

D(1¡ ®l)° = D1 +D
1X
k=1

Ã
°

k

!
(¡1)k®klk =

=
1X
k=1

Ã
°

k

!
(¡1)k®k(¡k) tk+1

(k + 1)!
= ®l2

1X
k=1

Ã
°

k

!
k(¡1)k¡1®k¡1lk¡1 =

= °®l2
1X
k=1

Ã
° ¡ 1
k ¡ 1

!
(¡1)k¡1®k¡1lk¡1 = °(1¡ ®l)°¡1®l2
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donde se ha usado de la igualdad °

Ã
° ¡ 1
k ¡ 1

!
= k

Ã
°

k

!
.

Teniendo en cuenta que (p¡ ®)° = (1¡ ®l)°
l°

, se demuestra d).

D(p¡ ®)° = D (1¡ ®l)
°

l°
=
°(1¡ ®l)°¡1l°+1

l2°
=

=
°(1¡ ®l)°¡1

l°¡1
= °(p¡ ®)°¡1

Para demostrar e), se desarrolla la exponencial y se aplica la derivada

algebraica

Dexp[°(p¡ ®)¡¯] =
1X
k=0

[°(p¡ ®)¡¯]n
n!

=
1X
k=1

°n(¡¯n)(p¡ ®)
¡¯n¡1

n!
=

¡¯°(p¡ ®)¡¯¡1
1X
k=1

°n¡1
(p¡ ®)¡¯(n¡1)
(n¡ 1)! =

= ¡k°(p¡ ®)¡¯¡1exp[°(p¡ ®)¡¯]

.

En el apartado a) de la proposici¶on III.3.3 se demostr¶o que la derivada

algebraica de las constantes es cero. En la siguiente proposici¶on se pone

de mani¯esto que el rec¶³proco tambi¶en es cierto, lo que constituye uno

de los resultados fundamentales en la teor¶³a de la derivada algebraica

sobre operadores.
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Proposici¶on III.3.5 Dado a 2 m, si:

Da = 0 =) a es una constante

Demostraci¶on.

Sea a =
F (t)

G(t)
con G(t) 2 (M ¡ f0g)

Da = DF (t)−G(t)¡ F (t)−DG(t)
G(t)−G(t) = 0

lo que implica que

DF (t)−G(t)¡F (t)−DG(t) = [(I¡t)F (t)]−G(t)¡F (t)−[(I¡t)G(t)] = 0

y dado que

[IF (t)]−G(t) = d

dt

Z t

0
[IF (t¡ Ã)]G(Ã)dÃ =

=
d

dt

Z t

0
[

Z t¡Ã

0
F (u)du]G(Ã)dÃ =

d

dt

Z t

0
[

Z t

Ã
F (t¡ ¿)d¿ ]G(Ã)dÃ =

=
d

dt

Z t

0
F (t¡ ¿)[

Z ¿

0
G(Ã)dÃ]d¿ = F (t)− [IG(t)]

queda

[(¡t)F (t)]−G(t)¡ F (t)− [(¡t)G(t)] = 0

es decir

d

dt
[(¡t)F (t)] ¤G(t)¡ F (t) ¤ [(¡t)G(t)] = 0
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o lo que es igual

[(¡t)F (t)] ¤G(t)¡ F (t) ¤ [(¡t)G(t)] = constante 8t ¸ 0

y como para t = 0 la expresi¶on vale cero, se concluye que

[(¡t)F (t)] ¤G(t)¡ F (t) ¤ [(¡t)G(t)] = 0 (III.3.8)

Ahora bien, puesto que (III.3.8) representa el numerador de la derivada

algebraica de Mikusinski al actuar sobre el operador a =
F (t)

G(t)
, resulta

que (III.3.8) signi¯ca que la derivada algebraica de Mikusinski del o-

perador a tambi¶en es cero, y por tanto, tal y como fue indicado en el

cap¶³tulo primero, dicho operador es un n¶umero.

La siguiente proposici¶on pone de mani¯esto la relaci¶on entre la derivada

algebraica y el operador derivada respecto a la variable compleja z, lo

que puede ser utilizado en la resoluci¶on de ciertos problemas.

Proposici¶on III.3.6 Dado a 2 n y sea a := ¹a, con ¹a 2 n0, entonces:

Da := d

dz
¹a

Demostraci¶on.

Sea a =
F (t)

G(t)
2 n

Da =
d
dt [(I ¡ t)F (t)−G(t)]¡

d
dt [F (t)− (I ¡ t)G(t)]

d
dt [G(t)−G(t)]
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por lo tanto

¹Da = z[(1zF
¤(z) + (F ¤ (z))0)G¤(z)]¡ z[F ¤(z)(1zG¤(z) + (G¤(z))0)]

zG¤(z)G¤(z)
=

F ¤(z)G¤(z) + z(F ¤(z))0G¤(z)¡ F ¤(z)G¤(z)¡ zF ¤(z)(G¤(z))0
zG¤(z)G¤(z)

=

= (
F ¤(z)
G¤(z)

)0 =
d

dz
¹a

III.4 La derivada D en la resoluci¶on de ecua-
ciones integro-diferenciales.

En esta secci¶on, se comienza estudiando la ecuaci¶on integro-diferencial

(t¡ I)d
2x

dt2
+ (1 + I ¡ t)dx

dt
¡ ax = 1 (x 2M) (III.4.1)

Haciendo uso del c¶alculo operacional para el operador D =
d

dt
gene-

rado por Ditkin y Prudnikov [14], y teniendo en cuenta la de¯nici¶on de

D, la ecuaci¶on (III.4.1) se transforma en

D[¡p2x(t)+p2x(0)+px0(0)]+[px(t)¡px(0)]+D[px(t)¡px(0)]¡ax(t) = 1
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expresi¶on que puede ser escrita como

Dx(t) + 1¡ a¡ p
p¡ p2 x(t) =

(1¡ p)x(0)¡ x0(0) + 1
p¡ p2

la cual, si se asume que x(0) = 0 y x0(0) = 1 se reduce a

Dx(t)
x(t)

=
1¡ a¡ p
p2 ¡ p =

a¡ 1
p

+
¡a
p¡ 1 (III.4.2)

Usando la misma t¶ecnica que W. Kierat y K. Skornik [25], es f¶acil

deducir que la ecuaci¶on (III.4.2) admite como soluci¶on

xa(t) = p
a¡1(p¡ 1)¡a = p¡1(1¡ p¡1)¡a (III.4.3)

para lo cual se recuerda que

D(v1:v2)
v1:v2

=
Dv1
v1

+
Dv2
v2

(III.4.4)

por lo que se han de tomar

v1 = p
a¡1 y v2 = (p¡ 1)¡a

La siguiente proposici¶on pone de mani¯esto que la soluci¶on obtenida

es en realidad una funci¶on de M con lo que se ha hallado una soluci¶on

de la ecuaci¶on (III.4.1). Asimismo, la expresi¶on operacional de xa per-

mite establecer, de forma sencilla, una propiedad de convoluci¶on para la

mencionada funci¶on.
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Proposici¶on III.4.1 Sea xa = p
¡1(1¡ p¡1)¡a, entonces:

a) xa(t) = t 1F1(a; 2; t)

b)
d

dt
[t 1F1(a; 2; t)− t 1F1(b; 2; t)] = t 1F1(a+ b; 2; t)

Demostraci¶on.

a) Sea,

p¡1(1¡ p¡1)¡a = xa(t) =
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k(p¡1)k+1

([14],pag.94 y pag.98-100).

Dado que (p¡1)n =
tn

n!
y usando las igualdades, dadas por Srivas-

tava y Manocha en [59],Ã
¡a
k

!
= (¡1)k (a)k

k!

¡(k + ±) = (±)k¡(±)

siendo (±)0 = 1; se puede establecer la igualdad

xa(t) =
1X
k=0

(a)k
(2)k

tk+1

¡(k + 1)
= t 1F1(a; 2; t)

b)

d

dt
[xa(t)− xb(t)] =

d

dt
[p¡1(1¡ p¡1)¡ap¡1(1¡ p¡1)¡b =

=
d

dt
(p¡1)2(1¡ p¡1)¡(a+b) = p¡1(1¡ p¡1)a+b = xa+b(t)

donde xa+b(t) = t 1F1(a+ b; 2; t)
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A continuaci¶on se pretende obtener resultados an¶alogos para la funci¶on

xa;®(t) = e
®txa(t) =

1X
k=0

(a)k
(2)k

tk+1

¡(k + 1)
e®t

la cual pertenece a M , ya que xa(t); e
®t 2M . Para ello se seguir¶a una

vez m¶as la t¶ecnica usada en [25] y se usar¶a la igualdad (III.2.2)

p

(p¡ ®)n =
tn¡1

(n¡ 1)!e
®t

para obtener la siguiente expresi¶on operacional de xa;®(t).

xa;®(t) =
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k p

(p¡ ®)k+2 =

= p
(p¡®)2 (1¡

1
p¡®)

¡a =

= p¡1(1¡ ®p¡1)a¡2(1¡ ®p¡1 ¡ p¡1)¡a

(III.4.5)

Expresi¶on que permite enunciar la siguiente proposici¶on

Proposici¶on III.4.2 Sean, T = (
d

dt
¡ ®) e I el operador integraci¶on ,

entonces

TIT [xa;® − xb;®](t) = xa+b;®(t)

Demostraci¶on.

Haciendo uso de la igualdad (III.4.5), se puede escribir

(xa;® − xb;®(t) = (p¡1)2(1¡ ®p¡1)a+b¡4(1¡ ®p¡1 ¡ p¡1)¡(a+b)
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y teniendo en cuenta que

TIT [p¡1(1¡®p¡1)¡2] = ( d
dt
¡®)I[(1¡®p¡1)¡2¡®p¡1(1¡®p¡1)¡2] =

= (
d

dt
¡ ®)[p¡1(1¡ ®p¡1)¡2 ¡ ®(p¡1)2(1¡ ®p¡1)¡2] =

= [(1¡ ®p¡1)¡2 ¡ ®p¡1(1¡ ®p¡1)¡2]¡

¡[®p¡1(1¡ ®p¡1)¡2 ¡ (®)2(p¡1)2(1¡ ®p¡1)¡2] =

= (1¡ ®p¡1)¡2(1¡ ®p¡1)¡ ®p¡1(1¡ ®p¡1)¡2(1¡ ®p¡1) =

(1¡ ®p¡1)¡1 ¡ ®p¡1(1¡ ®p¡1)¡1 = 1

es f¶acil comprobar que

TIT [xa;®−xb;®](t) = p¡1(1¡®p¡1)a+b¡2(1¡®p¡1¡p¡1)¡(a+b) = xa+b;®(t)

Se ha de resaltar que para, por ejemplo, ® = ¡1

xa;¡1(t) = t 1F1(2¡ a; 2;¡t)

y que la proposici¶on III.4.2, indicar¶³a la veracidad de la siguiente propiedad

(
d

dt
¡ ®)

Z t

0
(
d

du
¡ ®) d

du
[

Z u

0
(u¡ Ã) 1F1(2¡ a; 2;¡(u¡ Ã))Ã

1F1(2¡ b; 2;¡Ã)dÃ]du = t 1F1(2¡ (a+ b); 2;¡t)

lo que pone de mani¯esto, una vez m¶as, la bondad del m¶etodo opera-

cional para demostrar ciertas propiedades de convoluci¶on.
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III.4.1 Otros ejemplos de utilizaci¶on de la derivada alge-
braica

Se pretende ilustrar con otros dos ejemplos el uso de la derivada

algebraica en la resoluci¶on de ecuaciones integro-diferenciales, as¶³ como

la ayuda que representan las expresiones operacionales de las soluciones

a la hora de demostrar ciertas propiedades. Con tal ¯n se introduce en

primer lugar la proposici¶on

Proposici¶on III.4.3 La ecuaci¶on operacional

Dx
x
=

°

(p¡ ®)j

admite como soluci¶on

a) c(p¡ ®)° (c 2 C) para j = 1

b) c exp[
°

¡j + 1(p¡ ®)
j+1] (c 2 C) para j = 2; 3; 4; :::

Demostraci¶on. Es consecuencia inmediata de la aplicaci¶on de los

apartados d) y e), respectivamente, de la proposici¶on III.3.4.

Ejemplo 3.1

Sea la ecuaci¶on 8><>:
(I ¡ t)y00 ¡ y0 + y = ¡1

y(0) = 0 y0(0) = 1
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Haciendo uso de las reglas operacionales (III.2.1), la ecuaci¶on puede

escribirse como

D[p2y ¡ p2y(0)¡ py0(0)]¡ [py(t)¡ py(0)] + y = ¡1

aplicando las propiedades de la derivada algebraica y las condiciones

iniciales del problema, se obtiene

p2Dy(t) + (p+ 1)y(t) = 0

o lo que es lo mismo

Dy
y
= ¡p+ 1

p2
=
¡1
p
+
¡1
p2

ecuaci¶on que admite como soluci¶on al operador

y = p¡1exp(p¡1) = p¡1[1 +
1

p
+

1

2!p2
+ :::+

1

n!pn
+ :::] =

= p¡1[1 + p¡1 +
(p¡1)2

2!
+ :::+

(p¡1)n

n!
+ :::]

cuya expresi¶on como funci¶on de M , viene dada por

y(t) =
1X
n=0

(p¡1)n+1

n!
=

1X
n=0

tn+1

n!¡(n+ 2)
= tE1(t)

dondeE1(t) representa la funci¶on modi¯cada de Bessel-Cli®ord de primera

especie y de orden 1 , [22].
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Ejemplo 3.2

Sea la ecuaci¶on 8><>:
(I ¡ t)y00 ¡ y0 ¡ y = ¡1

y(0) = 0 y0(0) = 1

Nuevamente por (III.2.1), se puede expresar la ecuaci¶on como

D[p2y ¡ p2y(0)¡ py0(0)]¡ [py(t)¡ py(0)]¡ y = ¡1

lo que lleva a

p2Dy(t) + (p¡ 1)y(t) = 0

es decir

Dy
y
= ¡p¡ 1

p2
=
¡1
p
+
1

p2

cuya soluci¶on operacional viene dada por

y = p¡1exp(¡p¡1) = p¡1[1¡ 1
p
+

1

2!p2
+ :::+

(¡1)n
n!pn

+ :::] =

= p¡1[1¡ p¡1 + (p
¡1)2

2!
+ :::+

(¡1)n(p¡1)n
n!

+ :::]

que admite, como funci¶on, la expresi¶on

y(t) =
1X
n=0

(¡1)n (p
¡1)n+1

n!
=

1X
n=0

(¡1)n tn+1

n!¡(n+ 2)
= tC1(t)

siendo C1(t) la funci¶on de Bessel-Cli®ord de primera especie y de orden

1, [22].



120 Cap¶³tulo III. Una derivada para la convoluci¶on de Ditkin y Prudnikov

III.4.2 Ecuaciones integro-diferenciales m¶as generales.

En este apartado se utilizar¶an los resultados anteriores para obtener

soluciones de las ecuaciones8><>:
anHx

(n)(t) + (an¡1H + bn¡1)x(n¡1)(t) + ::::+ (a0H + b0)x(t) = 0

(x(t) 2M) ; (H = t¡ I)

Siguiendo el mismo proceso, mostrado en el cap¶³tulo segundo, que

W.Kierat [24], dada la ecuaci¶on

Dx
x
=
Q(p)

P (p)
(x 2M) (III.4.6)

donde Q y P son polinomios con coe¯cientes complejos, y tales que

grad (Q) < grad (P ). La ecuaci¶on (III.4.6) puede expresarse como.

Dx
x
=

rX
i=1

kiX
j=1

°ij
(p¡ ®i)j

(®i ; °ij 2 C) (III.4.7)

donde ®i ; i = 1; 2; :::; r, son las ra¶³ces de P (p) y k1 + k2 + ::: + kr =

grad (P ).

No es complicado generalizar la igualdad (III.4.4)

Proposici¶on III.4.4 Sean v1; v2; :::; vn operadores de m, con

vi6= 0 i = 1; 2; :::; n, entonces

D(v1:v2:::vn)
v1:v2:::vn

=
Dv1
v1

+
Dv2
v2

+ :::+
Dvn
vn
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Demostraci¶on.

D(v1:v2:::vn)
v1:v2:::vn

=

Pn
i=1 v1:v2:::[Dvi]:::vn

v1:v2:::vn
=

nX
i=1

Dvi
vi

Este ¶ultimo resultado permite resolver, una a una, las ecuaciones

Dx
x
=

°ij
(p¡ ®i)j

(III.4.8)

y obtener v =
rY
i=1

kiY
j=1

vij como una soluci¶on de la ecuaci¶on (III.4.6),

siendo vij una soluci¶on de (III.4.8)

En base a la proposici¶on III.4.3, se puede asegurar que

v = C
rY
i=1

(p¡ ®)°i1
kiY
j=2

exp[
°ij

¡j + 1(p¡ ®i)
¡j+1] (III.4.9)

es una soluci¶on of (III.4.6).

Como quiera que la ecuaci¶on

8>>>>><>>>>>:

anHx
(n)(t) + (an¡1H + bn¡1)x(n¡1)(t) + ::::+

+(a0H + b0)x(t) = 0

(x(t) 2M) ; (H = t¡ I)

(III.4.10)
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se puede transformar en
Dx
x
=
Q(p)

P (p)
, haciendo uso de las reglas opera-

cionales (III.2.1) y las propiedades de la derivada algebraica D, se con-

cluye que si el operador v indicado en (III.4.9) representa una funci¶on

de M , entonces es una soluci¶on de de la ecuaci¶on (III.4.10).

A modo de ejemplo se resuelve la ecuaci¶on

8><>:
(t¡ I)y00(t) + [¡2®(t¡ I) + 1]y0(t) + [®2(t¡ I) + ¯]y(t) = 1

y(0) = 1 y0(0) = 1

que puede ser escrita

¡D[p2y(t)¡ p] + 2®Dpy(t) + py(t)¡ ®2Dy(t) + ¯y(t) = 1

y aplicando las propiedades de D se reduce a

(¡p2 + 2®p¡ ®2)Dy + (2®+ ¯ ¡ p)y = 0

o de forma equivalente

Dy
y
=
2®+ ¯ ¡ p
(p¡ ®)2 =

¡1
p¡ ® +

®+ ¯

(p¡ ®)2

admitiendo como soluci¶on el operador

y = (p¡ ®)¡1exp[¡(®+ ¯)(p¡ ®)¡1] =

=
1

p¡ ® [1 +
¡(®+ ¯)
1!(p¡ ®) +

(®+ ¯)2

2!(p¡ ®)2 + :::+
(¡1)n(®+ ¯)n
n!(p¡ ®)n + :::] =
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= [
1

p¡ ® +
¡(®+ ¯)
1!(p¡ ®)2 +

(®+ ¯)2

2!(p¡ ®)3 + :::+
(¡1)n(®+ ¯)n
n!(p¡ ®)n+1 + :::] =

= p¡1[
p

p¡ ® +
¡(®+ ¯)p
1!(p¡ ®)2 +

(®+ ¯)2p

2!(p¡ ®)3 + :::+
(¡1)n(®+ ¯)np
n!(p¡ ®)n+1 + :::]

cuya representaci¶on como funci¶on es

y(t) =

Z t

0
e®¿ [1 +

¡(®+ ¯)
(1!)2

¿ + :::+
(¡1)n(®+ ¯)n

(n!)2
¿n + :::]d¿
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Cap¶³tulo IV

Derivadas algebraicas para
el operador D±

IV.1 Introducci¶on

En el presente cap¶³tulo se presentan tres derivadas algebraicas aso-

ciadas al operador de Riemann-Liouville D±, considerando tres convolu-

ciones distintas para dicho operador.

La primera de dichas derivadas, recogida en [5], referida a la con-

voluci¶on de Mikusinski. La segunda, en [6] y referida a la convoluci¶on

utilizada en [2] y cuya expresi¶on viene dada por

(f ? g)(t) =
D±

¡(±)

Z t

0
f(t¡ ¿)g(¿)d¿

125
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y la ¶ultima, en [7], para la convoluci¶on

(f ¤¸ g)(t) = I¸¡1(f ¤ g)(t) (¸ ¸ 1)

estudiada en [33], donde ¤ representa la convoluci¶on de Mikusinski y

I¸¡1 el operador integraci¶on fraccionaria de Riemann-Liouville.

En todos los casos se estudian las propiedades generales de las derivadas

algebraicas y se presentan ejemplos de utilizaci¶on de las mismas en la

resoluci¶on de ecuaciones integro-diferenciales.

IV.2 Un c¶alculo operacional para el operador
D±. La derivada D1

En este apartado, se genera un c¶alculo operacional para D± traba-

jando con la convoluci¶on de Mikusinski, lo que permitir¶a hacer uso de

los resultados obtenidos por dicho autor.

Sea ± > 1, un n¶umero real ¯jo. Siguiendo a Alamo y Rodr¶³guez

[2], se considera el conjunto de las funciones complejas evaluadas en los

reales positivos que a continuaci¶on se describe:

C± = ff(t) =
1X
k=1

akt
k±¡1 unif. convergente en compactos de[0;1)g

En [2] se prob¶o que (C±;+; ¢C) es un espacio vectorial.
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A diferencia de lo estudiado en [2] por J. Alamo y J. Rodr¶³guez para

generar un c¶alculo operacional, en esta secci¶on se considera en C± la

convoluci¶on de Mikusinski

(f ¤ g)(t) =
Z t

0
f(t¡ Ã)g(Ã)dÃ

De la propia de¯nici¶on de ¤ se in¯ere la siguiente proposici¶on.

Proposici¶on IV.2.1 Sean f(t) =
1X
k=1

akt
k±¡1 y g(t) =

1X
k=1

bkt
k±¡1, en-

tonces:

a) tk±¡1 ¤ tm±¡1 = B(k±;m±)t(k+m)±¡1.

b) (f ¤ g)(t) =
1X
k=2

f
k¡1X
j=1

ajbk¡jB[j±; (k ¡ j)±]gtk±¡1.

Donde B(u; v) =

Z 1

0
(1¡ t)u¡1tv¡1dt representa la funci¶on beta.

Esta proposici¶on pone de mani¯esto que ¤ es una operaci¶on cerrada

en C±, por lo que se puede a¯rmar que (C±;+; ¤) es un subanillo de

(C;+; ¤). Donde C representa el conjunto de las funciones complejas

continuas con variable real positiva. Mikusinski [36] y Yosida [63], entre

otros, demostraron que la convoluci¶on ¤ no tiene divisores de cero y

que no hay elemento unidad en C, lo que lleva a establecer la siguiente

proposici¶on.



128 Cap¶³tulo IV. Derivadas algebraicas para el operador D±

Proposici¶on IV.2.2 (C±;+; ¤) es un anillo conmutativo, no unitario y

sin divisores de cero.

Nota IV.2.1: Se puede demostrar de forma directa que (C±;+; ¤) es

un anillo.

Por lo tanto, C± puede ser extendido a su correspondiente cuerpo de

fracciones

M± = C± £ (C± ¡ f0g)= »

donde la relaci¶on de equivalencia » se de¯ne, como es usual, por

(f1; g1) » (f2; g2), f1 ¤ g2 = g1 ¤ f2

De hecho M± es un subcuerpo del cuerpo de operadores de Miku-

sinski. Los elementos de M± se denominar¶an operadores, y de ahora en

adelante se denotar¶a por
f

g
a la clase de equivalencia del par (f; g).

Las operaciones suma, multiplicaci¶on y producto por un escalar se

de¯nen, de forma estandar, sobre M± como:

² f1
g1
+
f2
g2
=
f1 ¤ g2 + g1 ¤ f2

g1 ¤ g2

² f1
g1
¢ f2
g2
=
f1 ¤ f2
g1 ¤ g2

² ®f
g
=
®f

g
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As¶³ pues, M± tiene estructura de ¶algebra.

Alamo y Rodr¶³guez [2] demostraron que el operador D± es un endo-

mor¯smo sobre el espacio vectorial C± y probaron que para toda funci¶on

f(t) =
1X
k=1

akt
k±¡1 en C±

D±I±f(t) = f(t)

I±D±f(t) = f(t)¡ a1t±¡1 = f(t)¡ [t1¡±f(t)]t=0t±¡1 (IV.2.1)

(I±)m(D±)mf(t) = f(t)¡
mX
j=1

ajt
j±¡1 (IV.2.2)

Estas igualdades ser¶an de utilidad para el desarrollo de este apartado.

A continuaci¶on se da una proposici¶on que permite identi¯car el ope-

rador I±, inverso por la derecha de D±, y sus potencias enteras positivas

con ciertas funciones de C±.

Proposici¶on IV.2.3 Dados f(t) 2 C± y k 2 N, se tiene que

a)
t±¡1

¡(±)
¤ f(t) = I±f(t)

b)
tk±¡1

¡(k±)
¤ f(t) = (I±)kf(t) = Ik±f(t)
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Demostraci¶on.

Para demostrar a) s¶olo hay que aplicar la de¯nici¶on de la convoluci¶on

¤:
t±¡1

¡(±)
¤ f(t) =

Z t

0

(t¡ ¿)±¡1
¡(±)

f(¿)d¿ = I±f(t)

y para b) aplicar el m¶etodo de inducci¶on: la igualdad es cierta para

k = 1, sup¶ongase que es cierta para k = n y compru¶ebese su veracidad

para k = n+ 1

I(n+1)±f(t) = In±I±f(t) =
tn±¡1

¡(n±)
¤ [ t

±¡1

¡(±)
¤ f(t)] =

= [
tn±¡1

¡(n±)
¤ t

±¡1

¡(±)
] ¤ f(t) = t(n+1)±¡1

¡((n+ 1)±)
¤ f(t)

Siguiendo la notaci¶on de Mikusinski [36] se denota por

l± =
t±¡1

¡(±)
´ I±

de modo que cuando se escriba l±f(t) se entender¶a I
±f(t).

Ha de resaltarse que puede considerarse C± ½ M± ya que C± es

isomorfo a un subanillo de M± mediante la aplicaci¶on

C± ¡!M1
± ½M±

f ; l±f
l±

De forma an¶aloga, el cuerpo de los n¶umeros complejos puede embe-

berse enM± asociando a cada ® 2 C con, el llamado operador num¶erico,

[®] =
®t±¡1

t±¡1
.



IV.2. Un c¶alculo operacional para el operador D±. La derivada D1 131

Se sigue inmediatamente las siguientes propiedades b¶asicas de estos

operadores.

Proposici¶on IV.2.4 Las operaciones suma y producto del cuerpo M±

son cerradas dentro del conjunto de operadores nu¶mericos. Es decir:

a) [®] + [¯] = [®+ ¯]

b) [®] ¢ [¯] = [®¯]

Demostraci¶on.

Tal y como queda re°ejado, la demostraci¶on es un ejercicio de c¶alculo:

a)

[®] + [¯] =
®t±¡1

t±¡1
+
¯t±¡1

t±¡1
=
®t±¡1 ¤ t±¡1 + ¯t±¡1 ¤ t±¡1

t±¡1 ¤ t±¡1 =

=
[®t±¡1 + ¯t±¡1] ¤ t±¡1

t±¡1 ¤ t±¡1 =
(®+ ¯)t±¡1

t±¡1
= [®+ ¯]

b)

[®] ¢ [¯] = ®t±¡1

t±¡1
¢ ¯t

±¡1

t±¡1
=
®t±¡1 ¤ ¯t±¡1
t±¡1 ¤ t±¡1 =

=
(®¯)t±¡1 ¤ t±¡1
t±¡1 ¤ t±¡1 =

(®¯)t±¡1

t±¡1
= [® ¢ ¯]



132 Cap¶³tulo IV. Derivadas algebraicas para el operador D±

De ahora en adelante, y siempre que no se produzca confusi¶on, se

denotar¶a a los operadores num¶ericos [®] simplemente por ®.

A continuaci¶on se establecen unas reglas operacionales, que ser¶an

de gran utilidad cuando se aplique el c¶alculo operacional generado, a la

resoluci¶on de ciertas ecuaciones integro-diferenciales.

Proposici¶on IV.2.5 Sea v± 2 M± el inverso algebraico de l±. Para

toda funci¶on f(t) =
1X
k=1

akt
k±¡1, se veri¯ca:

a)

v±f(t) = D
±f(t) + ¡(±)a1 (IV.2.3)

b)

vm± f(t) = (D
±)mf(t) +

mX
j=1

aj¡(j±)v
m¡j
± (IV.2.4)

Demostraci¶on.

Para obtener (IV.2.3), ha de aplicarse a ambos de lados de (IV.2.1) el

operador v± y tener en cuenta que a1t
±¡1 se identi¯ca con

l±a1t
±¡1

l±
2M±,

as¶³ que:

v±a1t
±¡1 =

a1t
±¡1

l±
= [¡(±)a1] = ¡(±)a1

Para demostrar (IV.2.4) el proceso es simila

(D±)mf(t) = vm± f(t)¡
mX
j=1

ajv
m
± t

j±¡1 =
mX
j=1

ajv
m
± ¡(j±)l

j
±
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que, reordenando y teniendo en cuenta que v± y l± son inversos alge-

braicos, lleva a:

vm± f(t) = (D
±)mf(t) +

mX
j=1

aj¡(j±)v
m¡j
±

IV.2.1 La derivada algebraica D1

El objetivo de esta secci¶on es el de introducir un operador de¯nido

sobre C±, que se denotar¶a por D1, el cual se demuestra, que es una

derivada algebraica para el anillo (C±;+; ¤). Asimismo se estudian algu-

nas propiedades de esta derivada, an¶alogas a las ya vistas en cap¶³tulos

anteriores, que ser¶an de utilidad en la resoluci¶on de ecuaciones integro-

diferenciales.

De¯nici¶on IV.2.1 Sea f 2 C±. Se de¯ne el operador D1 como sigue:

D1f(t) = ¡
I±¡1

±
tf(t)

El comportamiento del operador D1 sobre los elementos del anillo

C±, viene dado en la
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Proposici¶on IV.2.6 Dada f(t) =
1X
k=1

akt
k±¡1 2 C±, entonces D1f(t) 2

C±. Adem¶as, D1f(t) viene expresado en cualquiera de las dos formas

equivalentes siguientes:

a) ¡I
±¡1

±
tf(t) =

1X
k=1

bkt
(k+1)±¡1 (bk = ¡ak

k¡(k±)

¡[(k + 1)±]
)

b) ¡I
±¡1

±
tf(t) = (¡t±¡1) ¤ [

1X
k=1

dkt
k±¡1] (dk =

kak
¡(±)

)

Demostraci¶on.

Es evidente que la veracidad de a) y b) implica que D1f(t) 2 C±,

por lo que pasamos a demostrarlas.

¡I
±¡1

±
tf(t) = ¡I

±¡1

±

1X
k=1

akt
k± =

=
1X
k=1

¡ak
¡(k± + 1)

±¡[(k + 1)±]
t(k+1)±¡1 =

1X
k=1

bkt
(k+1)±¡1

Para demostrar b), expresi¶on que en algunos casos ser¶a m¶as mane-

jable, s¶olo ha de tenerse en cuenta que aplicando la proposici¶on IV.2.1,

se tiene que

t±¡1 ¤ tk±¡1 = ¡(±)¡(k±)

¡[(k + 1)±]
t(k+1)±¡1

El hecho de queD1 es una derivada algebraica sobre el anillo (C±;+; ¤),

queda re°ejado en la siguiente proposici¶on.
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Proposici¶on IV.2.7 Para cualquier par de funciones f y g en C±, se

tiene:

a) D1[f(t) + g(t)] = D1f(t) +D1g(t)

b) D1(f ¤ g)(t) = ([D1f ] ¤ g)(t) + (f ¤ [D1g])(t)

Demostraci¶on.

La demostraci¶on de a) se sigue inmediatamente del hecho de que el

operador
¡I±¡1
±

t es lineal respecto a la suma. Para b), sean f(t) =
1X
k=1

akt
k±¡1 y g(t) =

1X
k=1

bkt
k±¡1, entonces, por la proposici¶on IV.2.1, se

tiene que:

D1(f ¤ g)(t) = D1
1X
k=2

f
k¡1X
j=1

ajbk¡jB[j±; (k ¡ j)±]gtk±¡1

si se denota ck =
k¡1X
j=1

ajbk¡jB[j±; (k ¡ j)±], haciendo uso de la proposici¶on

IV.2.6 puede obtenerse:

D1(f ¤ g)(t) = (¡t±¡1) ¤
1X
k=2

k

¡(±)
ckt

k±¡1 (IV.2.5)

De manera similar

([D1f ] ¤ g)(t) = (¡t±¡1) ¤
1X
k=1

kak
¡(±)

tk±¡1 ¤
1X
k=1

bkt
k±¡1 =

= (¡t±¡1) ¤ [
1X
k=2

f
k¡2X
j=1

j

¡(±)
ajbk¡jB[j±; (k ¡ j)±]gtk±¡1]

(IV.2.6)
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y

(f ¤ [D1g])(t) =
1X
k=1

akt
k±¡1 ¤ (¡t±¡1) ¤

1X
k=1

kbk
¡(±)

tk±¡1 =

= (¡t±¡1) ¤ [
1X
k=2

f
k¡2X
j=1

(k ¡ j)
¡(±)

ajbk¡jB[j±; (k ¡ j)±]tk±¡1]

(IV.2.7)

siendo por ¶ultimo un ejercicio de c¶alculo comprobar que (IV.2.5) es la

suma de (IV.2.6) y (IV.2.7).

Ahora ya se est¶a en condiciones de extender la de¯nici¶on de D1 al

cuerpo M± de la forma usual:

D1
f

g
=
[D1f ] ¤ g ¡ f ¤ [D1g]

g ¤ g (f 2 C± ; g 2 C± ¡ f0g)

D1
p

q
=
[D1p] ¢ q ¡ p ¢ [D1q]

q2
(p 2M± ; q 2M± ¡ f0g)

Apoy¶andose en esta de¯nici¶on de D1 sobreM±, se puede establecer la

siguiente proposici¶on, la cual muestra el comportamiento de la derivada

algebraica sobre algunos elementos concretos del cuerpo de fracciones,

que ser¶a de gran utilidad en la resoluci¶on de ciertas ecuaciones integro-

diferenciales.

Proposici¶on IV.2.8 Sea 1 =
t±¡1

t±¡1
el elemento unidad de M±; 0 =

0

t±¡1
, v± =

1

l±
el inverso algebraico de l± en M± y n 2 N. Entonces:
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a) D11 = 0

b) D1® = 0 (siendo ® cualquier operador num¶erico)

c) D1(®p) = ®D1p (para todo p 2M±)

d) D1ln± = ¡nln+1±

e) D1vn± = nvn¡1±

f) D1(1¡ ®l±)n = n®l2±(1¡ ®l±)n¡1

g) D1(v± ¡ ®)n = n(v± ¡ ®)n¡1

h) D1exp[°(v± ¡ ®)¡n] = (¡n)°(v± ¡ ®)¡n¡1exp[°(v± ¡ ®)¡n]

donde exp[°(v± ¡ ®)¡n] = 1 +
°(v± ¡ ®)¡n

1!
+
°2(v± ¡ ®)¡2n

2!
+ :::::

Demostraci¶on. a) y b) se obtienen mediante un simple c¶alculo:

D11 = D1
t±¡1

t±¡1
=
[D1t±¡1] ¤ t±¡1 ¡ t±¡1 ¤ [D1t±¡1]

t±¡1 ¤ t±¡1 = 0

D1® = D1
®t±¡1

t±¡1
=
®[(D1t±¡1) ¤ t±¡1]¡ ®[t±¡1 ¤ (D1t±¡1)]

t±¡1 ¤ t±¡1 = 0

c) es una consecuencia directa de b) y del comportamiento de la derivada

algebraica sobre el producto de operadores. Para demostrar d) se emplea

el m¶etodo de inducci¶on, ya que en este caso:

D1l± = D1
t±¡1

¡(±)
= ¡ t

2±¡1

¡(2±)
= ¡l2± ;
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si d) se veri¯ca para n = k, entonces

D1lk+1± = D1(l± ¢ lk± ) = [D1l±] ¢ lk± + l± ¢ [D1lk± ] = ¡(k + 1)lk+2±

En e) se considera el hecho de que v± =
1

l±
, por lo que no es complicado

concluir que D1v± = 1 usando a) y d), para luego usar nuevamente el

m¶etodo de inducci¶on.

Para obtener f) y g), t¶engase en cuenta que:

D1(1¡ ®l±)n = D1[
nX
k=0

Ã
n

k

!
(¡®l±)n¡k] =

= ¡
n¡1X
k=0

Ã
n

k

!
(¡®)n¡k(n¡ k)ln¡k+1± =

= ¡
n¡1X
k=0

n

Ã
n¡ 1
k

!
(¡®)l2±(¡®l±)n¡k¡1 = n®l2±(1¡ ®l±)n¡1

como quiera que, (v± ¡ ®)n = (
1

l±
¡ ®)n = (1¡ ®l±)n

ln±
, usando f), d) y

la de¯nici¶on de D1 sobre M± la demostraci¶on queda concluida.

Por ¶ultimo, la demostraci¶on de h), es un ejercicio de c¶alculo:

D1exp[°(v± ¡ ®)¡n] = D1[1 +
°(v± ¡ ®)¡n

1!
+
°2(v± ¡ ®)¡2n

2!
+ :::::] =

=
(¡n)°(v± ¡ ®)¡n¡1

1!
+
(¡2n)°2(v± ¡ ®)¡2n¡1

2!
+ :::: =

= (¡n)°(v± ¡ ®)¡n¡1[1 +
°(v± ¡ ®)¡n

1!
+
°2(v± ¡ ®)¡2n

2!
+ :::::] =

= (¡n)°(v± ¡ ®)¡n¡1exp[°(v± ¡ ®)¡n]
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Nota IV.2.2: la ¶ultima proposici¶on se veri¯ca tambi¶en para n 2 Z,

salvo la propiedad h), dado que para cualquier p 2M± : p¡n =
1

pn

La segunda igualdad de la proposici¶on IV.2.8 pone de mani¯esto que

la derivada algebraica de cualquier operador num¶erico es cero, es m¶as,

el resultado rec¶³proco tambi¶en es cierto.

Proposici¶on IV.2.9 Dado p 2 M±, si D1p = 0 entonces p es un ope-

rador num¶erico.

Demostraci¶on. Sea p =
f

g
y D1p = 0. Dado que

D1p =
([D1f ] ¤ g)(t)¡ (f ¤ [D1g])(t)

(g ¤ g)(t)

se sigue:

([D1f ] ¤ g)(t)¡ (f ¤ [D1g])(t) = 0 (IV.2.8)

si se denota por f(t) =
1X
k=1

akt
k±¡1 y g(t) =

1X
k=1

bkt
k±¡1, se sabe por la

demostraci¶on de la proposici¶on IV.2.7 que:

([D1f ] ¤ g)(t) = (¡t±¡1) ¤ [
1X
k=2

f
k¡1X
j=1

j

¡(±)
ajbk¡jB(j±; (k ¡ j)±)gtk±¡1]

y

(f ¤ [D1g])(t) = (¡t±¡1) ¤ [
1X
k=2

f
k¡1X
j=1

(k ¡ j)
¡(±)

ajbk¡jB(j±; (k ¡ j)±)gtk±¡1]
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as¶³ que, (IV.2.8) implica que

k¡1X
j=1

(2j ¡ k)ajbk¡jB[j±; (k ¡ j)±] = 0 (8k ¸ 2) (IV.2.9)

Sup¶ongase ahora que b16= 0. si se toma en (IV.2.9) k = 3 y k = 4 se

obtiene respectivamente

a1b2 = a2b1 y a1b3 = a3b1

a continuaci¶on se comprueba que ambn = anbm siempre que a1bn = anb1

y a1bm = amb1:

b1ambn = a1bmbn = b1anbm

y como b16= 0, se ¯naliza la comprobaci¶on.

Finalmente, y a ¯n de demostrar que a1bk = akb1 para todo k ¸ 2

se deben tener en cuenta las siguientes igualdades:

Para (k=2r),

k¡1X
j=1

(2j ¡ k)ajbk¡jB[j±; (k ¡ j)±] =

=
r¡1X
j=1

(2j ¡ 2r)(ajb2r¡j ¡ a2r¡jbj)B[j±; (2r ¡ j)±]

Para (k=2r+1),

k¡1X
j=1

(2j ¡ k)ajbk¡jB[j±; (k ¡ j)±] =
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=
rX
j=1

[2j ¡ (2r + 1)](ajb2r+1¡j ¡ a2r+1¡jbj)B[j±; (2r + 1¡ j)±]

Por lo tanto si b1 6= 0, se puede establecer que ak =
a1
b1
bk para todo

k ¸ 1, en otras palabras

f

g
=
®g

g
=
®t±¡1

t±¡1
= [®] (® =

a1
b1
)

Para concluir la demostraci¶on, se hace notar que como quiera que si

b1 = 0 y a16= 0 permite probar que bk = 0 para todo k, ya que

a1b2 = a2b1 y a1b3 = a3b1

lo que implicar¶³a que b2 = 0 y b3 = 0, a partir de lo cual y tomando en

(IV.2.9) k = 5 se obtendr¶³a

a1b4 = a4b1

lo que llevar¶³a a concluir que b4 = 0. Reiterando el proceso se concluir¶³a

que bk = 0 para todo k, en contra del hecho de que g(t) 2 C± ¡ f0g.

Entonces b1 = 0 implica a1 = 0 por lo que en tal caso se comenzar¶³a la

demostraci¶on con b26= 0 y as¶³ sucesivamente.
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IV.2.2 El uso de D1 en la resoluci¶on de ecuaciones integro-
diferenciales

Como aplicaci¶on de los resultados obtenidos anteriormente, se pasar¶a

a resolver la ecuaci¶on integro-diferencial:

8><>:
¡D1(D±)2x(t) + (1 +D1)D±x(t)¡ ax(t) = 0

[t1¡±x(t)]t=0 = 0 (x(t) 2 C±) (a 2 C)
(IV.2.10)

Haciendo uso de (IV.2.3), (IV.2.4) y la proposici¶on IV.2.8; la ecuaci¶on

(IV.2.10) se transforma en:

D1x(t)
x(t)

=
a¡ 1
v±

¡ a

v± ¡ 1
=
l±[l±(1¡ a)¡ 1]

1¡ l±
(IV.2.11)

Varias cuestiones pueden deducirse inmediatamente.

Proposici¶on IV.2.10 Sea l± =
t±¡1

¡(±)
2M±, entonces:

a) xa = l±(1¡ l±)¡a 2M± es una soluci¶on de (IV.2.11)

b) xa(t) =
t±¡1

¡(a)
1ª1

264 (a; 1); t±

(±; ±);

375 2 C± es una soluci¶on de (IV.2.10)
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c) D±
Z t

0

(t¡ ¿)±¡1
¡(a)

1ª1

264 (a; 1); (t¡ ¿)±
(±; ±);

375 ¿ ±¡1
¡(b)

1ª1

264 (b; 1); ¿ ±

(±; ±);

375 d¿
=

t±¡1

¡(a+ b)
1ª1

264 (a+ b; 1); t±

(±; ±);

375
donde

1ª1

264 (a; b); t
(c; d);

375 = 1X
k=0

¡(kb+ a)

¡(kd+ c)

tk

k!

representa la funci¶on hipergeom¶etrica generalizada de Wright, (cf.[59]).

Demostraci¶on.

a) Se puede representar al operador (1¡ l±)¡a como una serie (cf.[36,

pag.171]),

D1(1¡ l±)¡a = D1[1 +
1X
k=1

Ã
¡a
k

!
(¡1)k t

k±¡1

¡(k±)
] =

=
1X
k=1

(¡a)
Ã
¡a¡ 1
k ¡ 1

!
(¡1)k¡1 t

(k+1)±¡1

¡[(k + 1)±]
= (¡a)l2±(1¡ l±)¡a¡1

lo que lleva a

D1[l±(1¡ l±)¡a]
l±(1¡ l±)¡a

=
¡l2±(1¡ l±)¡a + l±(¡a)l2±(1¡ l±)¡a¡1

l±(1¡ l±)¡a
=

=
l±[l±(1¡ a)¡ 1]

1¡ l±
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b) La soluci¶on xa = l±(1 ¡ l±)¡a admite una representaci¶on como

funci¶on de C±:

xa = l±(1¡ l±)¡a =
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)klk+1± =

= t±¡1
1X
k=0

(a)k
¡(k + 1)

tk±

¡[(k + 1)±]
=
t±¡1

¡(a)

1X
k=0

¡(k + a)

¡(k± + ±)

tk±

¡(k + 1)

por lo tanto, (cf.[59, pag.50]),

xa(t) =
t±¡1

¡(a)
1ª1

264 (a; 1); t±

(±; ±);

375
c) Es consecuencia de los apartados anteriores, ya que:

(xa ¤ xb)(t) = l±(1¡ l±)¡al±(1¡ l±)¡b = l2±(1¡ l±)¡(a+b)

entonces,

D±(xa ¤ xb)(t) = l±(1¡ l±)¡(a+b) = xa+b(t)

Nota IV.2.3: Se ha de resaltar que en caso de que ¡a 2 N las series

que comparecen en la demostraci¶on anterior se truncan, con lo que xa(t)

se reduce a un polinomio de grado fraccionario.

Sea ahora la ecuaci¶on:
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D1(D±)2x(t) + (n¡ 1)D±x(t) + x(t) = 0 (IV.2.12)

con las condiciones:

(n 2 N¡ f0g); (x(t) =
1X
k=1

akt
k±¡1; a1 = 0)

para la que se utiliza, en primer lugar, las reglas operacionales (IV.2.3)

y (IV.2.4)

D1[v2±x(t)¡ a2¡(2±)] + (n¡ 1)v±x(t) + x(t) = 0

teniendo en cuenta ahora la acci¶on de la derivada algebraica sobre las

potencias de v± y los operadores num¶ericos, se tiene

2v± + v
2
±D1x(t) + (n¡ 1)v±x(t) + x(t) = 0

y agrupando

v2±D1x(t) + [(n+ 1)v± + 1]x(t) = 0

lo que conduce a la ecuaci¶on operacional

D1x(t)
x(t)

=
¡(n+ 1)
v±

+
¡1
v2±

que admite como soluci¶on al operador

xn = v
¡(n+1)
± exp[v¡1± ]
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el cual se identi¯ca con una funci¶on de C±

xn(t) = l
n+1
± [1 + v¡1± +

v¡2±
2!
+ :::] = ln+1± + ln+2± +

ln+3±

2!
+ ::: =

=
1X
k=0

ln+1+k±

k!
=

1X
k=0

t(n+1+k)±¡1

k!¡[(n+ 1 + k)±]
=

= t(n+1)±¡1
1X
k=0

(t±)k

k!¡[(n+ 1 + k)±]
= t(n+1)±¡11ª1

264 (1; 0);
t±

((n+ 1)±; ±);

375
la cual representa una soluci¶on de la ecuaci¶on (IV.2.12).

Por ¶ultimo resaltar que de la expresi¶on operacional

xn(t) = v
¡(n+1)
± exp[v¡1± ] = l

n+1
± exp[v¡1± ]

se deducen las siguientes igualdades, para k 2 N:

(D±)kxn(t) = xn¡k(t) (n¡ k > 0)

(I±)kxn(t) = xn+k(t)

Para ¯nalizar se ha de remarcar que el operador D1, es una derivada

algebraica incluso para el anillo (C;+; ¤) utilizado por Mikusinski en [36].

Para demostrarlo han de tenerse en cuenta las siguientes proposiciones

Proposici¶on IV.2.11 Dados ® 2 R+ y f; g 2 C, se veri¯ca que:

I®(f ¤ g)(t) = [(I®f) ¤ g](t) = [f ¤ (I®g)](t)
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Demostraci¶on.

La demostraci¶on se reduce a comprobar la veracidad de la primera

igualdad, dado que la segunda es consecuencia de la primera y del hecho

de que la convoluci¶on ¤ es conmutativa.

I®(f ¤ g)(t) = 1

¡(®)

Z t

0
(t¡ ¿)®¡1[

Z ¿

0
f(¿ ¡ u)g(u)du]d¿ =

=

Z ¿

0
[
1

¡(®)

Z t

u
(t¡ ¿)®¡1f(t¡ ¿)d¿ ]g(u)du =

=

Z ¿

0
[
1

¡(®)

Z t¡u

0
(t¡ u¡ Ã)®¡1f(Ã)dÃ]g(u)du = [(I®f) ¤ g](t)

Proposici¶on IV.2.12 Sean f; g 2 C, entonces:

a) D1(f + g)(t) = D1f(t) +D1g(t)

b) D1(f ¤ g)(t) = [(D1f) ¤ g](t) + [f ¤ (D1g)](t)

Demostraci¶on.

La demostraci¶on de a) es inmediata dado el car¶acter lineal de D1

respecto a la suma de funciones.

Para demostrar b), se ha de considerar que ¡tf(t) representa la

derivada algebraica de Mikusinski de la funci¶on f , junto con la proposici¶on

IV.2.11, de lo que se in¯ere

D1(f ¤ g)(t) = ¡
I±¡1

±
t(f ¤ g)(t) = I±¡1

±
f[(¡tf) ¤ g](t)+ [f ¤ (¡tg)](t)g =
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= [(D1f) ¤ g](t) + [f ¤ (D1g)](t)

Sin embargo este ¶ultimo hecho no devalua todo lo realizado ante-

riormente, ya que a la hora de buscar aplicaciones a ecuaciones donde

comparezca el operadorD± siempre se recurrir¶a a su transformaci¶on ope-

racional en funci¶on del operador v± y sus potencias enteras positivas, as¶³

como a sus respectivos inversos algebraicos l± y l
k
± , estando estos ¶ultimos

representados por funciones de C±. Adem¶as, se puede comprobar que,

aun siendo D1 una derivada algebraica para (C;+; ¤) no tiene un buen

comportamiento para los operadores l y s del cuerpo de fracciones de

Mikusinski, en el sentido de que D1ln6= ¡nln+1 y D1sn6= nsn¡1, lo que

pone de mani¯esto que las derivadas algebraicas no s¶olo dependen de las

convoluciones utilizadas para desarrollar los c¶alculos operacionales, sino

tambi¶en de los operadores para los que se han dise~nados estos ¶ultimos.

IV.3 La convoluci¶on ? asociada al operador D±:
la derivada D2

Alamo y Rodr¶³guez [2], generaron un c¶alculo operacional para el

operador D± de¯niendo la convoluci¶on

(f ? g)(t) =
D±

¡(±)

Z t

0
f(t¡ ¿)g(¿)d¿ (± ¸ 1)
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sobre el espacio de funciones C±. La cual, para ± = 1, coincide con la

convoluci¶on de Ditkin y Prudnikov.

Los mencionados autores demostraron que (C±;+; ?) es un anillo

conmutativo y unitario sin divisores de cero, siendo t±¡1 el elemento

unidad.

De la de¯nici¶on de la convoluci¶on ? dedujeron que

tk±¡1 ? tm±¡1 =
¡(k±)¡(m±)

¡(±)¡[(k +m¡ 1)±]t
(k+m¡1)±¡1 (IV.3.1)

lo cual permite, mediante un simple ejercicio de c¶alculo, establecer la

siguiente proposici¶on

Proposici¶on IV.3.1 Dadas f(t) =
1X
k=1

akt
k±¡1 y g(t) =

1X
k=1

bkt
k±¡1

funciones arbitrarias de C±

(f ? g)(t) =
1X
k=1

f
kX
j=1

ajbk¡j+1
¡(j±)¡[(k ¡ j + 1)±]

¡(±)¡(k±)
gtk±¡1

Alamo y Rodr¶³guez extendieron C± a su cuerpo de fracciones

M 0
± = C±£ (C±¡f0g)= ». Las operaciones suma, multiplicaci¶on y pro-

ducto por un escalar fueron de¯nidas en la manera usual y se estableci¶o

el isomor¯smo entre C± y un subanillo de M
0
± como

f(t) ¡! f(t)

t±¡1
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de forma an¶aloga puede considerarse a C contenido en M 0
± mediante el

isomor¯smo

® ¡! ®t±¡1

t±¡1

El operador integral fraccionaria de Riemann-Liouville I±, fue iden-

ti¯cado con la funci¶on

f(t) =
¡(±)t2±¡1

¡(2±)

ya que

¡(±)t2±¡1

¡(2±)
? f(t) = I±f(t)

y sus potencias enteras positivas (I±)k con

¡(±)t(k+1)±¡1

¡[(k + 1)±]

siendo sus respectivos inversos algebraicos

V =
¡(2±)t±¡1

¡(±)t2±¡1
y V k =

¡[(k + 1)±]t±¡1

¡(±)t(k+1)±¡1

Se establecieron las siguientes reglas operacionales para toda funci¶on

f(t) =
1X
k=1

akt
k±¡1 de C±

V f(t) = D±f(t) + a1V

V mf(t) = (D±)mf(t) +
mX
j=1

aj
¡(j±)

¡(±)
V m¡j+1

(IV.3.2)

de las cuales dedujeron las identi¯caciones que se enumeran a continua-

ci¶on
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i)
V

V + a
= ¡(±)E±(¡a; t)

ii)
V

V ¡ a = ¡(±)E±(a; t)

iii)
V 2

V 2 ¡ a2 =
¡(±)

2
[E±(¡a; t) +E±(a; t)]

iv)
V

V 2 ¡ a2 = ¡
¡(±)

2a
[E±(¡a; t)¡E±(a; t)]

v)
t±¡1

V + a
=
t±¡1

a
¡ ¡(±)

a
E±(¡a; t)

vi)
t±¡1

V ¡ a =
¡(±)

a
E±(a; t)¡

t±¡1

a

siendo E±(a; t) la funci¶on estudiada por Al-Bassam [1]

E±(a; t) =
1X
k=1

ak¡1
tk±¡1

¡(k±)

Con el objetivo de poder resolver ciertas ecuaciones diferenciales e

integro-diferenciales, es necesario establecer el siguiente teorema

Teorema IV.3.1 Supongamos que la serie de potencias

1X
k=0

®kz
k (z ; ®k 2 C)

es convergente en un punto z0 6= 0, es decir,
1X
k=0

®kz
k
0 = A 2 C
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entonces la serie de potencias

1X
k=0

®kV
¡k =

1X
k=0

®kH
k (Hk =

¡(±)t(k+1)±¡1

¡[(k + 1)±]
)

es uniformemente convergente en compactos de [0;1), es decir, repre-

senta un elemento de C±.

Demostraci¶on. Ha de hecerse notar que V 0 = H0 = 1 2 M 0
± y que

1 =
t±¡1

t±¡1
se identi¯ca con t±¡1 2 C±.

Dado que

1X
k=0

®kV
¡k =

1X
k=0

®k
¡(±)t(k+1)±¡1

¡[(k + 1)±]
= t±¡1

1X
k=0

®k
¡(±)

¡[(k + 1)±]
(t±)k

se pasa a demostrar que la serie

1X
k=0

®k
¡(±)

¡[(k + 1)±]
(t±)k

es uniformemente convergente en todo intervalo cerrado [0; t0] con t0 > 0.

Se sabe que
1X
k=0

®kz
k
0 con z06= 0 es convergente, por lo que se tiene

Supk¸0j®kzk0 j =M0 <1

y por tanto

j®kj ·
M0

jz0jk
(0 < M0 <1 ; k = 0; 1; 2; :::)
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Se sabe [33], dado que (k + 1)± > 2 (k ¸ 1),

1

¡[(k + 1)±]
· ¯kk°

kk
(¯ y ° constantes)

Tomando entonces t = t0 ¯jo, con (0 < t0 <1), se obtiene

j
1X
k=0

®k
¡(±)

¡[(k + 1)±]
(t±0)

kj ·
1X
k=0

M0¡(±)(t
±
0)
k¯kk°

jz0jkkk
<1

lo cual, haciendo uso del criterio de Abel, demuestra que la serie

1X
k=0

®k
¡(±)

¡[(k + 1)±]
(t±0)

k

es uniformemente convergente en todo intervalo cerrado [0; t0].

Ejemplo.

V

V ¡ a = (1¡ aH)
¡1 =

1X
k=0

Ã
¡1
k

!
(¡1)kakHk =

=
1X
k=0

(1)k
¡(k + 1)

ak
¡(±)t(k+1)±¡1

¡[(k + 1)±]
=

1X
m=1

am¡1
¡(±)tm±¡1

¡(m±)
= ¡(±)E±(a; t)

lo que concuerda con el resultado obtenido por Alamo y Rodr¶³guez, [2].

IV.3.1 La derivada algebraica D2

De forma similar a lo hecho con la derivada algebraica D1 y la con-

voluci¶on ¤, se introducir¶a una nueva derivada algebraica para el anillo
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(C±;+; ?), estudiando propiedades de ¶esta y mostrando alguna apli-

caci¶on.

De¯nici¶on IV.3.1 Sea f 2 C±. Se de¯ne el operador D2 como:

D2f(t) = [I± ¡
I±¡1

±
t]f(t)

El operad

Proposici¶on IV.3.2 Para toda funci¶on f(t) =
1X
k=1

akt
k±¡1 2 C±, se

veri¯ca que D2f(t) 2 C±. Adem¶as, D2f(t) admite las dos representa-

ciones equivalentes:

a) [I± ¡ I
±¡1

±
t]f(t) =

1X
k=2

bkt
(k+1)±¡1 (bk = ak

(1¡ k)¡(k±)
¡[(k + 1)±]

)

b) [I±¡I
±¡1

±
t]f(t) = (t2±¡1)¤[

1X
k=2

dkt
k±¡1] (dk =

¡(±)(1¡ k)ak
¡(2±)

)

Demostraci¶on.

Es obvio que de la veracidad de a) y b) se deduce que D2f(t) 2 C±.

[I± ¡ I
±¡1

±
t]f(t) = I±

1X
k=1

akt
k±¡1 ¡ I

±¡1

±

1X
k=1

akt
k± =

=
1X
k=1

(1¡ k)ak
¡(k±)

¡[(k + 1)±]
t(k+1)±¡1 =

1X
k=2

bkt
(k+1)±¡1
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la demostra¶ode b) se in¯ere del hecho de que la aplicaci¶on de (IV.3.1),

lleva a:

t2±¡1 ? tk±¡1 =
¡(2±)¡(k±)

¡(±)¡[(k + 1)±]
t(k+1)±¡1

La con¯rmaci¶on de que D2 es una derivada algebraica sobre el anillo

(C±;+; ?) la establece la proposici¶on.

Proposici¶on IV.3.3 Para cualquier par de funciones f y g en C±, se

tiene:

a) D2[f(t) + g(t)] = D2f(t) +D2g(t)

b) D2(f ? g)(t) = ([D2f ] ? g)(t) + (f ? [D2g])(t)

Demostraci¶on.

La demostraci¶on de a) se sigue, como siempre, del hecho de que el

operador [I± ¡ I
±¡1

±
t] es lineal respecto a la suma.

Para demostrar b), se toman f(t) =
1X
k=1

akt
k±¡1 y g(t) =

1X
k=1

bkt
k±¡1,

y aplicando la proposici¶on IV.3.1, se tiene que:

D2(f ? g)(t) = D2
1X
k=1

f
kX
j=1

ajbk¡j+1
¡(j±)¡[(k ¡ j + 1)±]

¡(±)¡(k±)
gtk±¡1

denotando por ck =
kX
j=1

ajbk¡j+1
¡(j±)¡[(k ¡ j + 1)±]

¡(±)¡(k±)
, y haciendo uso
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de la proposici¶on IV.3.2 se obtiene:

D2(f ? g)(t) =
¡(±)t2±¡1

¡(2±)
?
1X
k=2

(1¡ k)cktk±¡1 (IV.3.3)

De forma an¶aloga

([D2f ] ? g)(t) =
¡(±)t2±¡1

¡(2±)
?
1X
k=2

(1¡ k)aktk±¡1 ?
1X
k=1

bkt
k±¡1 =

=
¡(±)t2±¡1

¡(2±)
? [

1X
k=2

f
kX
j=1

(1¡ j)ajbk¡j+1
¡(j±)¡[(k ¡ j + 1)±]

¡(±)¡(k±)
gtk±¡1]

(IV.3.4)

y

(f ? [D2g])(t) =
1X
k=1

akt
k±¡1 ?

¡(±)t2±¡1

¡(2±)
?
1X
k=2

(1¡ k)bktk±¡1 =

=
¡(±)t2±¡1

¡(2±)
? [

1X
k=2

f
kX
j=1

(j ¡ k)ajbk¡j+1
¡(j±)¡[(k ¡ j + 1)±]

¡(±)¡(k±)
gtk±¡1]

(IV.3.5)

ya s¶olo resta comprobar que (IV.3.3) es la suma de (IV.3.4) y (IV.3.5).

Como es usual, se extiende la de¯nici¶on de D2 al cuerpo M 0
±:

D2
f

g
=
[D2f ] ? g ¡ f ? [D2g]

g ? g
(f 2 C± ; g 2 C± ¡ f0g)

D2
p

q
=
[D2p] ¢ q ¡ p ¢ [D2q]

q2
(p 2M 0

± ; q 2M 0
± ¡ f0g)
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Una vez extendida al cuerpo de fracciones, la siguiente proposici¶on

pone de mani¯esto el buen comportamiento de D2 en M±.

Proposici¶on IV.3.4 Dados los elementos 1 =
t±¡1

t±¡1
, 0 =

0

t±¡1
, H =

¡(±)

¡(2±)
t2±¡1, V =

¡(2±)t±¡1

¡(±)t2±¡1
= H¡1 de M 0

± y n 2 N. entonces:

a) D21 = 0

b) D2® = 0 (siendo ® =
®t±¡1

t±¡1
)

c) D2(®p) = ®D2p (para todo p 2M 0
±)

d) D2Hn = ¡nHn+1

e) D2V n = nV n¡1

f) D2(1¡ ®H)n = n®H2(1¡ ®H)n¡1

g) D2(V ¡ ®)n = n(V ¡ ®)n¡1

Demostraci¶on. Para demostrar a) y b) se efectua un simple c¶alculo:

D21 = D2
t±¡1

t±¡1
=
[D2t±¡1] ? t±¡1 ¡ t±¡1 ? [D2t±¡1]

t±¡1 ? t±¡1
= 0

D2® = D2
®t±¡1

t±¡1
=
®[(D2t±¡1) ? t±¡1]¡ ®[t±¡1 ? (D2t±¡1)]

t±¡1 ? t±¡1
= 0

c) se deduce directamente de b) y de la acci¶on de la derivada alge-

braica sobre el producto de operadores. Para d) se emplea el m¶etodo de
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inducci¶on:

D2H = (I± ¡ I
±¡1

±
t)
¡(±)t2±¡1

¡(2±)
=
¡(±)

¡(2±)
[
¡(2±)

¡(3±)
t3±¡1 ¡ ¡(2± + 1)

¡(3±)±
t3±¡1] =

= ¡ ¡(±)

¡(3±)
t3±¡1 = ¡H2

y

D2Hk+1 = D2(H ¢Hk) = [D2H] ¢Hk +H ¢ [D2Hk] = ¡(k + 1)Hk+2

En e) hay que considerar que V =
1

H
, lo que llevar¶³a, usando a) y d),

a establecer que D2V = 1 , para luego aplicar, nuevamente, el m¶etodo

de inducci¶on.

Para f) y g), se tiene en cuenta que:

D2(1¡ ®H)n = D2[
nX
k=0

Ã
n

k

!
(¡®H)n¡k] =

= ¡
n¡1X
k=0

Ã
n

k

!
(¡®)n¡k(n¡ k)Hn¡k+1 =

= ¡
n¡1X
k=0

n

Ã
n¡ 1
k

!
(¡®)H2(¡®H)n¡k¡1 = n®H2(1¡ ®H)n¡1

y dado que, (V ¡ ®)n = ( 1
H
¡ ®)n = (1¡ ®H)n

Hn
, aplicando f), d) y la

de¯nici¶on de D2 sobre M 0
±, se concluye la demostraci¶on.

Nota IV.3.1: al igual que ocurr¶³a para la proposici¶on IV.2.8, la ¶ultima

proposici¶on se veri¯ca tambi¶en para n 2 Z, dado que para cualquier

p 2M 0
± : p¡n =

1

pn
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Para la derivada algebraica D2, tambi¶en se veri¯ca el rec¶³proco de la

segunda igualdad de la proposici¶on IV.3.4.

Proposici¶on IV.3.5 Dado p 2 M 0
±, si D2p = 0 entonces p =

®t±¡1

t±¡1

con ® 2 C.

Demostraci¶on. Se sigue un procedimiento similar al de la proposici¶on

IV.2.9.

Sea p =
f

g
y D2p = 0. Dado que

D2p =
([D2f ] ? g)(t)¡ (f ? [D2g])(t)

(g ? g)(t)

se sigue:

([D2f ] ? g)(t)¡ (f ? [D2g])(t) = 0 (IV.3.6)

si se denota f(t) =
1X
k=1

akt
k±¡1 y g(t) =

1X
k=1

bkt
k±¡1, se sabe por la

proposici¶on IV.3.3 que:

([D2f ] ? g)(t) =
¡(±)t2±¡1

¡(2±)
?

?[
1X
k=2

f
kX
j=1

(1¡ j)ajbk¡j+1
¡(j±)¡[(k ¡ j + 1)±]

¡(±)¡(k±)
gtk±¡1]

y

(f ? [D2g])(t) =
¡(±)t2±¡1

¡(2±)
?
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?[
1X
k=2

f
kX
j=1

(j ¡ k)ajbk¡j+1
¡(j±)¡[(k ¡ j + 1)±]

¡(±)¡(k±)
gtk±¡1]

as¶³ que, (IV.3.6) establece que

kX
j=1

(1 + k ¡ 2j)ajbk¡j+1
¡(j±)¡[(k ¡ j + 1)±]

¡(±)¡(k±)
= 0 (8k ¸ 2) (IV.3.7)

Sup¶ongase ahora que b16= 0. si se toma en (IV.3.7) k = 2 y k = 3 se

obtiene respectivamente

a1b2 = a2b1 y a1b3 = a3b1

y al igual que en la proposici¶on IV.2.9, se veri¯ca que ambn = anbm

siempre que a1bn = anb1 y a1bm = amb1.

Finalmente, para demostrar que a1bk = akb1 para todo k ¸ 2 se

utilizan las siguientes igualdades:

(k = 2r)

2rX
j=1

(1 + 2r ¡ 2j)ajb2r¡j+1
¡(j±)¡[(2r ¡ j + 1)±]

¡(±)¡(2r±)
=

=
rX
j=1

(1 + 2r ¡ 2j)(ajb2r¡j+1 ¡ a2r¡j+1bj)
¡(j±)¡[(2r ¡ j + 1)±]

¡(±)¡(2r±)

(k = 2r + 1)

2r+1X
j=1

(2 + 2r ¡ 2j)ajb2r+2¡j
¡(j±)¡[(2 + 2r ¡ j)±]
¡(±)¡((2r + 1)±)

=
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=
rX
j=1

(2 + 2r ¡ 2j)(ajb2+2r¡j ¡ a2+2r¡jbj)
¡(j±)¡[(2 + 2r ¡ j)±]
¡(±)¡((2r + 1)±)

Por lo tanto si b1 6= 0, se puede establecer que ak =
a1
b1
bk para todo

k ¸ 1, es decir
f

g
=
®g

g
=
®t±¡1

t±¡1
(® =

a1
b1
)

Para concluir la demostraci¶on, se tiene en cuenta, al igual que en la

proposici¶on IV.2.9, que si b1 = 0 y a1 6= 0 permite probar que bk = 0

para todo k en contra del hecho de que g(t) 2 C± ¡f0g, entonces b1 = 0

implica a1 = 0 por lo que en tal caso se comenzar¶³a la demostraci¶on con

b26= 0 y as¶³ sucesivamente.

IV.3.2 El uso de D2 en la resoluci¶on de ecuaciones integro-
diferenciales

Como ejemplo de aplicaci¶on de los resultados obtenidos en el apartado

anterior, y al igual que se hizo en la secci¶on IV.2.2, se pasar¶a a resolver

la ecuaci¶on integro-diferencial:

8><>:
¡D2(D±)2x(t) + (1 +D2)D±x(t)¡ ax(t) = 1 (x(t) 2 C±) (a 2 C)

[t1¡±x(t)]t=0 = 0 ; [t
1¡±D±x(t)]t=0 =

¡(±)
¡(2±)

(IV.3.8)
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Usando (IV.3.2) y la proposici¶on IV.3.4; la ecuaci¶on (IV.3.8) se re-

duce a la ecuaci¶on operacional:

D2x(t)
x(t)

=
a¡ 1
V

¡ a

V ¡ 1 =
H[H(1¡ a)¡ 1]

1¡H (IV.3.9)

De lo que se deduce.

Proposici¶on IV.3.6

a) xa = H(1¡H)¡a 2M 0
± es una soluci¶on de (IV.3.9)

b) xa(t) =
¡(±)t2±¡1

¡(a)
1ª1

264 (a; 1);
t±

(2±; ±);

375 es una soluci¶on de (IV.3.8)
c) D±(xa ? xb)(t) = xa+b(t)

donde

1ª1

264 (a; b); t
(c; d);

375 = 1X
k=0

¡(kb+ a)

¡(kd+ c)

tk

k!

representa la funci¶on hipergeom¶etrica generalizada de Wright, (cf.[59]).

Demostraci¶on.

a) El operador (1¡H)¡a puede ser representado, en base al teorema

IV.3.1, como una serie ,

D2(1¡H)¡a = D2[1 +
1X
k=1

Ã
¡a
k

!
(¡1)k¡(±)t

(k+1)±¡1

¡[(k + 1)±]
] =
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=
1X
k=1

(¡a)
Ã
¡a¡ 1
k ¡ 1

!
(¡1)k¡1¡(±)t

(k+2)±¡1

¡[(k + 2)±]
= (¡a)H2(1¡H)¡a¡1

de lo que se in¯ere que

D2[H(1¡H)¡a]
H(1¡H)¡a =

¡H2(1¡H)¡a +H(¡a)H2(1¡H)¡a¡1
H(1¡H)¡a =

=
H[H(1¡ a)¡ 1]

1¡H

b) El operador xa = H(1¡H)¡a admite la siguiente representaci¶on

como funci¶on de C±:

xa = H(1¡H)¡a =
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)kHk+1 =

= ¡(±)t2±¡1
1X
k=0

(a)k
¡(k + 1)

tk±

¡[(k + 2)±]
=
¡(±)t2±¡1

¡(a)

1X
k=0

¡(k + a)

¡(k± + 2±)

tk±

¡(k + 1)

por lo que se puede a¯rmar, (cf.[59, pag.50]), que

xa(t) =
¡(±)t2±¡1

¡(a)
1ª1

264 (a; 1);
t±

(2±; ±);

375
c) Es una simple consecuencia del apartado a), ya que:

(xa ? xb)(t) = H(1¡H)¡aH(1¡H)¡b = H2(1¡H)¡(a+b)

por lo tanto,

D±(xa ? xb)(t) = H(1¡H)¡(a+b) = xa+b(t)
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Nota IV.3.2: Es importante resaltar que en caso de que ¡a 2 N las

series que comparecen, para la funci¶on xa(t), en la demostraci¶on an-

terior se truncan, con lo que xa(t) se reduce a un polinomio de grado

fraccionario.

IV.4 La convoluci¶on ¤¸ y la derivada D¸

En [33], Y.F. Luchko y H.M. Srivastava generaron un c¶alculo opera-

cional para el operador D± apoy¶andose en la convoluci¶on

(f ¤¸g)(t) = I¸¡1
Z t

0
f(t¡ ¿)g(¿)d¿ = I¸¡1(f ¤g)(t) (¸ ¸ 1) (IV.4.1)

donde I¸¡1 representa el operador integraci¶on fraccionaria de Riemann-

Liouville y ¤ la convoluci¶on de Mikusinski.

Para ello consideran los espacios de funciones

C® = ff : f(t) = tpf1(t); p > ®; f1 2 C([0;1))g (® 2 R)

no siendo complicado comprobar que C¹ ½ Cº , siempre que º < ¹.

En particular, los autores trabajan sobre el espacioC¡1 y demuestran

que para cualquier n¶umero real ¹ > 0, el operador I¹ es una aplicaci¶on

lineal de C¡1 en si mismo, ya que

I¹ : C¡1 ¡! C¹¡1 ½ C¡1
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veri¯c¶andose que para toda funci¶on f 2 C¡1

I®I¯f(t) = I®+¯f(t)

Luchko y Srivastava, introducen la derivada fraccionaria de Riemann-

Liouville como

D¹f(t) = dn

dtn I
n¡¹f(t) con ¹ > 08><>:

[¹] + 1 ¹ 2 (R¡ N)

¹ ¹ 2 N

(IV.4.2)

que coincide con la dada en [2] y comprobando que I¹ es el inverso por

la derecha de D¹, es decir, si f 2 C¡1 y g(t) = I¹f(t), entonces

f(t) = D¹g(t) = D¹I¹f(t)

Tambi¶en introducen los espacios

−m¹ (C¡1) = ff 2 C¡1 : (D¹)kf(t) 2 C¡1 k = 1; 2; 3; :::;mg

sigui¶endose que −m¹ (C¡1) contiene en particular, a las funciones f 2 C¡1

que admiten una representaci¶on de la forma

f(t) = (I¹)mg(t) ´ Im¹g(t) (g 2 C¡1)

Adem¶as establecen que si f(t) = Im¹g(t) con m 2 N y g 2 C¡1,

entonces

(D¹)mf(t) = Dm¹f(t)



166 Cap¶³tulo IV. Derivadas algebraicas para el operador D±

y

I¹D¹f(t) = f(t)

de lo que se deduce que I¹ es inverso por la izquierda de D¹ para las

funciones de −1¹(C¡1) que puedan representarse por

f(t) = I¹g(t) (g 2 C¡1)

En general para cualquier funci¶on arbitraria f 2 −1¹(C¡1), se veri¯ca

que

Ff(t) = (E ¡ I¹D¹)f(t) =
nX
k=1

t¹¡k

¡(¹¡ k + 1)flimt!0D
¹¡kf(t)g

donde n viene dado por (IV.4.2) y E representa el operador identidad so-

bre −1¹(C¡1). El operador F = E¡I¹D¹, recibe el nombre de proyector

de I¹.

El operador integral fraccionaria de Riemann-Liouville I¹ admite la

representaci¶on convolucional

I¹f(t) = (h ¤¸ f)(t) ; [h(t) =
t¹¡¸

¡(¹¡ ¸+ 1) ; 1 · ¸ < ¹+ 1]

es m¶as
(I¹)kf(t) = (hk ¤¸ f)(t) (k 2 N)

hk(t) = h(t) = tk¹¡¸
¡(k¹¡¸+ ; 1 · ¸ < k¹+ 1
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Llegados a este punto, y dado que, (C¡1;+; ¤¸) es un anillo conmu-

tativo no unitario y sin divisores de cero, lo extienden a su cuerpo de

fracciones

M¡1 = C¡1 £ (C¡1 ¡ f0g)= »

de¯niendo las operaciones en M¡1 de forma usual.

En analog¶³a con Mikusinski, consideran que C¡1 ½ M¡1 identi¯-

cando f 2 C¡1 con
(h ¤¸ f)(t)
h(t)

2 M¡1. As¶³ mismo, se interpreta que

C ½M¡1 al identi¯car ® 2 C con
®h(t)

h(t)
2M¡1.

Se denota por S =
1

h
=

h

h ¤¸ h
=
h

h2
al inverso algebraico del opera-

dor I¹, donde 1 =
h

h
representa el elemento unidad en M¡1.

La relaci¶on existente entre el operador D¹ y el inverso algebraico de

I¹ queda re°ejada en la siguiente igualdad

(D¹)mf(t) = Smf(t)¡
m¡1X
k=0

Sm¡kF (D¹)kf(t) (f 2 −m¹ (C ¡ 1))

donde F = E ¡ I¹D¹.

Por ¶ultimo establecen el siguiente teorema, que constituye una po-

tente herramienta para determinar que expresiones, enM¡1, dependien-

tes de S representan una funci¶on de C¡1.

Teorema IV.4.1 Supongamos que la serie de potencias

1X
k=0

®kz
k (z; ®k 2 C)
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es convergente en el punto z06= 0, es decir

1X
k=0

®kz
k
0 = A 2 C:

Entonces, la serie de potencias

1X
k=1

®kS
¡k =

1X
k=1

®kh
k(t)

de¯ne un elemento del anillo C¡1.

Usando este teorema obtienen relaciones operacionales que identi¯-

can elementos de M¡1 con funciones del anillo C¡1

1

S ¡ ® =
h

1¡ ®h = h(1 + ®h+ ®
2h2 + :::) = t¹¡¸E¹;¹¡¸+1(®t¹)

siendo

E®;¯(z) =
1X
k=0

zk

¡(®k + ¯)

la funci¶on generalizada de Mittag-Le®er (®; ¯ > 0 ; jzj <1). Es m¶as,

1

(S ¡ ®)m = tm¹¡¸Em¹;m¹¡¸+1(®t
¹)

con

E½®;¯(z) =
1X
k=0

(½)kz
k

k!¡(®k + ¯)
; [E1®;¯(z) = E®;¯(z)]

tambi¶en

1

S2 + ®2
=
t¹¡¸

®
sen¸;¹(®t

¹)



IV.4. La convoluci¶on ¤¸ y la derivada D¸ 169

donde

sen¸;¹(z) =
1X
k=0

(¡1)kz2k+1
¡(2¹k + 2¹¡ ¸+ 1) = zE2¹;2¹¡¸+1(¡z

2)

y

S

S2 + ®2
=
t¹¡¸

®
cos¸;¹(®t

¹)

con

cos¸;¹(z) =
1X
k=0

(¡1)kz2k
¡(2¹k + ¹¡ ¸+ 1) = E2¹;¹¡¸+1(¡z

2)

IV.4.1 Una derivada algebraica para el anillo (C¡1;+; ¤¸)

Se pretende de¯nir un operador D¸ de C¡1 en C¡1, que veri¯que las

condiciones de una derivada algebraica, para luego extenderla a M¡1 y

estudiar su comportamiento sobre ciertos elementos de dicho cuerpo.

De¯nici¶on IV.4.1 Dada f 2 C¡1, se de¯ne el operador D¸ como:

D¸f(t) = (
1¡ ¸
¹

I¹ ¡ 1

¹
I¹¡1t)f(t)

La siguiente proposici¶on establece que el operador D¸ es cerrado en

C¡1.

Proposici¶on IV.4.1 Sea f 2 C¡1, entonces D¸f 2 C¡1
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Demostraci¶on.

Luchko y Srivastava [33], establecieron que I¹ es un operador que

transforma elementos de C¡1 en elementos de C¹¡1 ½ C¡1.

Por otra parte, si f(t) = tpf1(t) 2 C¡1, se tiene:

I¹¡1tf(t) =
1

¡(¹¡ 1)

Z t

0
(t¡ ¿)¹¡2¿f(¿)d¿ =

=
1

¡(¹¡ 1)

Z t

0
(t¡ ¿)¹¡2¿p+1f1(¿)d¿ =

=
1

¡(¹¡ 1)

Z 1

0
(1¡ u)¹¡2t¹¡2(tu)p+1f(tu)tdu =

=
t¹+p

¡(¹¡ 1)

Z 1

0
(1¡ u)¹¡2up+1f(tu)du =

= t¹+pf2(t) (¹+ p > ¹¡ 1) (f2 2 Cf[0;1)g)

luego, I¹¡1tf 2 C¹¡1 ½ C¡1 y por tanto se puede a¯rmar que D¸f 2

C¡1.

Para la comprobaci¶on de que D¸ es una derivada algebraica se nece-

sitan una serie de resultados previos, los cuales son recogidos en las

siguientes proposiciones y cuyas demostraciones pueden verse en [61]

Proposici¶on IV.4.2 Sea el operador ±tf(t) = tDf(t), si f 2 C1([0;1))

se veri¯ca

a) ±tt
®f(t) = t®(±t + ®)f(t)
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b) ±tI
®f(t) = I®(±t + ®)f(t)

Proposici¶on IV.4.3 Dada f 2 C1([0;1)) con f(0) = 0 y dado ® > 0,

entonces

t¡1±tI®f(t) = I®t¡1±tf(t)

Proposici¶on IV.4.4 Si f y g son localmente integrables en [0;1) y ¤

denota la convoluci¶on de Mikusinski, se tiene que

a) Dt(f ¤ g)(t) = (1 + ±t)(f ¤ g)(t)

b) I®Dt(f ¤ g)(t) = I®¡1t(f ¤ g)(t)

Demostraci¶on

a) Dt(f ¤ g)(t) = (f ¤ g)(t) + tD(f ¤ g)(t) = (1 + ±t)(f ¤ g)(t)

b) I®Dt(f ¤ g)(t) = I®¡1IDt(f ¤ g)(t) = I®¡1t(f ¤ g)(t)¡

¡I®¡1[t(f ¤ g)(t)]t=0 = I®¡1t(f ¤ g)(t)

Con el uso de estas tres ¶ultimas proposiciones, se aborda la de-

mostraci¶on de queD¸ es una derivada algebraica en el anillo (C¡1;+; ¤¸).

Proposici¶on IV.4.5 Para cualquier par de funciones f; g 2 C¡1, se

veri¯ca:
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a) D¸(f + g)(t) = D¸f(t) +D¸g(t)

b) D¸(f ¤¸ g)(t) = [(D¸f) ¤¸ g](t) + [f ¤¸ (D¸g)](t)

Demostraci¶on.

Al igual que en casos anteriores, la demostraci¶on de a) es trivial

dado el car¶acter lineal de D¸ respecto a la suma de funciones. Para b) se

requiere un proceso de c¶alculo, en el que se hace uso de las proposiciones

IV.4.2, IV.4.3 y IV.4.4; y que se detalla a continuaci¶on.

D¸(f¤¸g)(t) = [
1¡ ¸
¹

I¹¡ 1
¹
I¹¡1t][I¸¡1(f¤g)(t)] = A(f¤g)(t)¡B(f¤g)(t)

siendo A =
1¡ ¸
¹

I¹+¸¡1, B = 1
¹I
¹¡1tI¸¡1 y ¤ la convoluci¶on de Miku-

sinski.

Se desarrolla, a continuaci¶on, el sumando B(f ¤ g)(t)

1

¹
t¡1tDI¹tI¸¡1(f ¤ g)(t) = 1

¹
t¡1±tI¹tI¸¡1(f ¤ g)(t) = (¤)

por la proposici¶on IV.4.3

(¤) = 1

¹
I¹t¡1±ttI¸¡1(f ¤ g)(t) = (¤¤)

y por la proposici¶on IV.4.2

(¤¤) = 1

¹
I¹(±t + 1)I

¸¡1(f ¤ g)(t) = 1

¹
I¹I¸¡1(±t + 1 + ¸¡ 1)(f ¤ g)(t) =
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= ¡1¡ ¸
¹

I¹+¸¡1(f ¤ g)(t) + 1

¹
I¹+¸¡1(±t + 1)(f ¤ g)(t) =

= ¡A(f ¤g)(t)+ 1
¹
I¹+¸¡1Dt(f ¤g)(t) = ¡A(f ¤g)(t)+ 1

¹
I¹+¸¡2t(f ¤g)(t)

Dado que ¡tf(t) representa la derivada algebraica de Mikusinski de la

funci¶on f , se obtiene

B(f ¤ g)(t) = ¡A(f ¤ g)(t)¡ 1

¹
I¹+¸¡2[((¡tf) ¤ g)(t) + (f ¤ (¡tg))(t)] =

= ¡A(f ¤ g)(t)¡ I¸¡1[(¡ 1
¹
I¹¡1tf) ¤ g](t)¡ I¸¡1[f ¤ (¡ 1

¹
I¹¡1tg)](t)

por ¶ultimo, si se tiene en cuenta que

A(f ¤ g)(t) = 1¡ ¸
¹

I¹+¸¡1(f ¤ g)(t) = I¸¡1[(1¡ ¸
¹

I¹f) ¤ g](t) =

= I¸¡1[f ¤ (1¡ ¸
¹

I¹g)](t)

se obtine

D¸(f ¤¸ g)(t) = I¸¡1[(
1¡ ¸
¹

I¹f) ¤ g](t) + I¸¡1[f ¤ (1¡ ¸
¹

I¹g)](t)

+I¸¡1[(¡ 1
¹
I¹¡1tf) ¤ g](t) + I¸¡1[f ¤ (¡ 1

¹
I¹¡1tg)](t) =

= [(D¸f) ¤¸ g](t) + [f ¤¸ (D¸g)](t)

A partir de aqu¶³, y como es usual, se extiende la de¯nici¶on de D¸ al

cuerpo M¡1

D¸
f

g
=
(D¸f) ¤¸ g ¡ f ¤¸ (D¸g)

g ¤¸ g
(f 2 C¡1 ; g 2 C¡1 ¡ f0g)
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D¸
a

b
=
(D¸a) ¢ b¡ a ¢ (D¸b)

b2
(a 2M¡1 ; b 2M¡1 ¡ f0g)

y se estudia el comportamiento de D¸ sobre ciertos elementos del cuerpo,

tal y como se re°eja en la siguiente proposici¶on.

Proposici¶on IV.4.6 Sean 1 =
h

h
y 0 =

0h

h
la unidad y el cero de M¡1

respectivamente. Dados h =
h2

h
, S =

1

h
=
h

h2
, q un elemento arbitrario

de M¡1 y ® =
®h

h
con ® 2 C, entonces:

a) D¸1 = 0

b) D¸® = 0

c) D¸(®q) = ®D¸q

d) D¸hn = ¡nhn+1

e) D¸Sn = nSn¡1

f) D¸(1¡ ®h)n = n®h2(1¡ ®h)n¡1

g) D¸(S ¡ ®)n = n(S ¡ ®)n¡1

Demostraci¶on

En realidad a) es un caso particular de b), por lo que se demuestra

directamente b)

D¸® = D¸
®h

h
=
®[(D¸h) ¤¸ h]¡ ®[h ¤¸ (D¸h)]

h ¤¸ h
= 0
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c) es consecuencia de b). Para la comprobaci¶on de d) se utiliza, como

en otros casos, el m¶etodo de inducci¶on

D¸h = D¸
t¹¡¸

¡(¹¡ ¸+ 1) =
1

¹¡(¹¡ ¸+ 1)[(1¡¸)I
¹t¹¡¸¡I¹¡1t¹¡¸+1] =

=
1

¹¡(¹¡ ¸+ 1)[(1¡ ¸)
¡(¹¡ ¸+ 1)
¡(2¹¡ ¸+ 1) ¡

¡(¹¡ ¸+ 2)
¡(2¹¡ ¸+ 1)]t

2¹¡¸ =

= ¡ t2¹¡¸

¡(2¹¡ ¸+ 1) = ¡h
2

y para n

D¸hn = D¸[h ¢ hn¡1] = ¡nhn+1

e) se deduce de d) y a), dado que

D¸Sn = D¸
1

hn

La demostraci¶on de f) es an¶aloga a la correspondiente de la proposici¶on

IV.2.8

D¸(1¡ ®)n = D¸
nX
k=0

Ã
n

k

!
(¡1)k®khk =

nX
k=1

Ã
n

k

!
(¡1)k(¡k)®khk+1 =

= n®h2(1¡ ®h)n¡1

y a partir de ¶esta y las anteriores se deduce g).

Como ejemplo de aplicaci¶on de los resultados obtenidos se plantea,

a continuaci¶on, la resoluci¶on de la ecuaci¶on
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8>>>>><>>>>>:

D¸(D¹)2x(t)¡ (1 +D¸)D¹x(t)¡ ax(t) = 0

limt!0[D¹¡k(D¹)ix](t) = 0

i = 0; 1 ; k = 1; 2; :::; n

donde n viene dado por (IV.4.2), a 2 C y x(t) 2 −2¹(C¡1).

Aplicando el c¶alculo operacional generado para ¤¸ la ecuaci¶on se

transforma en

D¸[S2x(t)]¡ (1 +D¸)[Sx(t)]¡ ax(t) = 0

que aplicando las propiedades de la derivada algebraica se reduce a

D¸x(t)
x(t)

=
a¡ 1
S

+
¡a
S ¡ 1

la cual admite como soluci¶on al elemento de M¡1

xa = S
a¡1(S ¡ 1)¡a = h(1¡ h)¡a

identi¯c¶andose, ¶este, con la funci¶on

xa(t) =
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)khk+1 =

1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k t(k+1)¹¡¸

¡(1 + (k + 1)¹¡ ¸) =

=
1X
k=0

(a)k
¡(k + 1)

t(k+1)¹¡¸

¡(1 + (k + 1)¹¡ ¸) = t
¹¡¸Ea¹;1+¹¡¸(t

¹)

Adem¶as, si se tiene en cuenta la representaci¶on de xa(t) como ele-

mento de M¡1, es f¶acil comprobar que

D¹(xa ¤¸ xb)(t) = xa+b(t)



Cap¶³tulo V

El teorema de semejanza de
Meller y la derivada
algebraica

V.1 Introducci¶on

Numerosos autores, y en particular I. Dimovski en [13], han utilizado

en sus estudios para poder de¯nir una convoluci¶on asociada a un opera-

dor lineal L, que est¶a ¶³ntimamente relacionado con otro operador lineal

L̂, del que se tiene una convoluci¶on, ¤̂, el conocido teorema de semejanza

de Meller.

Teorema V.1.1 Si T : X ! X̂ es un isomor¯smo del espacio vectorial

X en el espacio vectorial X̂, y L̂ : X̂ ! X̂ es un operador lineal de¯nido

177



178 Cap¶³tulo V. El teorema de semejanza de Meller y la derivada algebraica

sobre X̂ con una convoluci¶on asociada ¤̂ : X̂ £ X̂ ! X̂, entonces la

operaci¶on x ¤ y = T¡1(Tx¤̂Ty) es una convoluci¶on para el operador

L = T¡1L̂T de¯nido sobre X.

A lo largo de este cap¶³tulo, se utilizar¶a este teorema para obtener

una derivada algebraica D asociada a la operaci¶on convoluci¶on ¤, siem-

pre que exista la correspondiente derivada algebraica D̂ asociada con la

operaci¶on convoluci¶on ¤̂. Asimismo el mencionado teorema permitir¶a

generar un c¶alculo operacional para operadores que est¶an ¶³ntimamente

relacionados con operadores conocidos.

Tambi¶en se resolver¶an, como ejemplos de aplicaciones, ciertas ecua-

ciones diferenciales e integro-diferenciales.

V.2 La derivada algebraica y el teorema de se-
mejanza de Meller

En [8], se establece la utilizaci¶on del teorema de semejanza de Meller

como una herramienta, en la b¶usqueda de nuevas derivadas algebraicas

a partir de otras ya conocidas. Para ello, sean X̂ un espacio vectorial y ¤̂

una convoluci¶on tal que (X̂;+; ¤̂) es un anillo conmutativo sin divisores

de cero. Se asume que en el anillo hay de¯nida una derivada algebraica

D̂ , es decir, para cualquier par de funciones f y g pertenecientes a X̂
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se veri¯ca que:

D̂[f + g] = D̂f + D̂g (V.2.1)

D̂[f ¤̂g] = [D̂f ]¤̂g + f ¤̂[D̂g] (V.2.2)

Siguiendo el mismo razonamiento que Mikusinski [36], el anillo X̂

puede ser extendido a su cuerpo de fracciones M̂ , el cual tendr¶³a adem¶as

estructura de ¶algebra, en la manera usual, factorizando X̂ £ (X̂ ¡ f0g)

respecto a la relaci¶on de equivalencia

(f; g) » (h; t), f ¤̂t = g¤̂h: (V.2.3)

Dado que los elementos del cuerpo M̂ pueden ser considerados como

cocientes de convoluci¶on
f

g
, se pueden de¯nir, de forma est¶andar, las

operaciones en M̂ , como

i)
f

g
+
h

p
=
f ¤̂p+ g¤̂h
g¤̂p

ii)
f

g
¢ h
p
=
f ¤̂h
g¤̂p

iii) ®
f

g
=
®f

g
(® escalar)
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La derivada algebraica D̂ se extiende al cuerpo de fracciones M̂,

como sigue

D̂[f
g
] =

[D̂f ]¤̂g ¡ f ¤̂[D̂g]
g¤̂g

lo que implica que, para cualquier a; b 2 M̂ y cualquier escalar ¸, se

tenga que

iv) D̂(a§ b) = D̂a§ D̂b

v) D̂(a ¢ b) = (D̂a) ¢ b+ a ¢ (D̂b)

vi) D̂(a
b
) =

(D̂a) ¢ b¡ a ¢ (D̂b)
b2

(b6= 0)

vii) D̂(¸ ¢ a) = ¸D̂a

Dado un isomor¯smo algebraico T : X ! X̂ y un operador lineal L̂

sobre X̂, se puede establecer el siguiente diagrama conmutativo

X̂ -
L̂

X̂

X -L
X

?

T

6

T¡1
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siendo L = T¡1L̂T . En base al teorema V.1.1 es muy natural de¯nir,

x¤y = T¡1[Tx¤̂Ty] como una convoluci¶on sobreX, asociada al operador

L. Esta convoluci¶on dota a X de la estructura de anillo conmutativo sin

divisores de cero y hace posible el que se genere un c¶alculo operacional

para el operador L. Adem¶as T es un ismor¯smo entre ¶algebras ya que

T [x ¤ y] = Tx¤̂Ty: (V.2.4)

Con esto, la de¯nici¶on de una derivada algebraica sobre el anillo X

asociada con la convoluci¶on ¤, viene expresada por la proposici¶on.

Proposici¶on V.2.1 El operador D = T¡1D̂T es una derivada alge-

braica en el anillo (X;+; ¤). Obs¶ervese que hay una relaci¶on dada por

TD = D̂T , o bien DT¡1 = T¡1D̂.

Demostraci¶on.

Se debe comprobar que D veri¯ca (V.2.1) y (V.2.2) para cualquier

par de elementos x; y 2 X

² D(x+ y) = T¡1D̂T (x+ y) = T¡1D̂Tx+ T¡1D̂Ty = Dx+Dy

² D(x ¤ y) = DT¡1(Tx¤̂Ty) = T¡1D̂(Tx¤̂Ty) = T¡1[(D̂Tx)¤̂Ty] +

T¡1[Tx¤̂(D̂Ty)] =

= T¡1[(TDx)¤̂Ty] + T¡1[Tx¤̂(TDy)] = (Dx) ¤ y + x ¤ (Dy)
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A continuaci¶on se mostrar¶a que es posible extender el isomor¯smo T :

X ! X̂ como un ismor¯smo entre los respectivos cuerpos de fracciones

M = X £ (X ¡ f0g)=»

y

M̂ = X̂ £ (X̂ ¡ f0g)=»

donde » representa la relaci¶on de equivalencia usual (V.2.3), adaptada

a las respectivas convoluciones.

De¯nici¶on V.2.1 Dado
f

g
2M, se de¯ne T (

f

g
) 2 M̂ como

T (
f

g
) =

Tf

Tg
=
f̂

ĝ

Para comprobar que T es, efectivamente, un isomor¯smo entre los

cuerposM y M̂, se han de dar los siguientes pasos:

La de¯nici¶on no depende del representante elegido para cada clase

de equivalencia

f

g
=
h

p
) f ¤ p = g ¤ h ) T (f ¤ p) = T (g ¤ h)

entonces, por (V.2.4) se tiene que

Tf ¤̂Tp = Tg¤̂Th ) Tf

Tg
=
Th

Tp
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T es lineal respecto a la suma

T (
f

g
+
h

p
) = T (

f ¤ p+ g ¤ h
g ¤ p ) =

Tf ¤̂Tp+ Tg¤̂Th
Tg¤̂Tp =

Tf

Tg
+
Th

Tp

T es lineal respecto al producto

T (
f

g
¢ h
p
) = T (

f ¤ h
g ¤ p ) =

Tf ¤̂Th
Tg¤̂Tp =

Tf

Tg
¢ Th
Tp

T es una aplicaci¶on sobreyectiva

8 f̂
ĝ
2 M̂ =) 9 f

g
=
T¡1(f̂)
T¡1(ĝ)

2M : T (
f

g
) =

f̂

ĝ

T es una aplicaci¶on inyectiva

T (
f

g
) = T (

h

p
) ) Tf ¤̂Tp = Tg¤̂Th

y usando una vez m¶as (V.2.4), se tiene que

T (f ¤ p) = T (g ¤ h) ) f ¤ p = g ¤ h ) f

g
=
h

p

Sea Ŵ , el operador inverso por la derecha de L̂, y sup¶ongase que

existe l̂ 2 X̂ veri¯cando que Ŵ f̂ = l̂¤̂f̂ , para cualquier f̂ 2 X̂. Bajo

estas condiciones, se sigue que el anillo X̂ puede considerarse incluido

en el cuerpo M̂, ya que es isomorfo a un subanillo de ¶este, mediante la

aplicaci¶on:
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f ! l̂¤̂f
l̂

En cierto sentido puede pensarse en Ŵ como un elemento de M̂, y

existir¶a ŝ 2 M̂ inverso algebraico de l̂.

Haciendo uso de la ¶ultima suposici¶on puede establecerse la siguiente

proposici¶on

Proposici¶on V.2.2 Sea W el operador inverso por la derecha de L,

f 2 X y l = T¡1(l̂) 2M, entonces:

Wf = l ¤ f

Demostraci¶on.

Wf = T¡1ŴTf = T¡1(l̂¤̂Tf) = T¡1(Tl¤̂Tf) = l ¤ f;

Por lo tanto puede asumirse que W = l = T¡1(l̂) 2 M, siendo,

adem¶as, claro que el isomor¯smo T :M! M̂ aplica s =
1

l
en ŝ =

1

l̂
.

Es importante conocer si el isomor¯smo T trans¯ere las propiedades

que pueda tener la derivada algebraica D̂ a D. Para ello se recuerda que

es usual extender la de¯nici¶on de la derivada algebraica desde el anillo

al cuerpo de fracciones de la manera siguiente:
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² Df
g
=
[Df ] ¤ g ¡ f ¤ [Dg]

g ¤ g ; (f; g) 2 X £ (X ¡ f0g)

² Da
b
=
[Da] ¢ b¡ a ¢ [Db]

b2
; a; b 2M

En la siguiente proposici¶on se presentan aquellas propiedades de D̂

que son transmitidas a D.

Proposici¶on V.2.3 Las siguientes a¯rmaciones son ciertas, donde n 2

N:

a) Si D̂ŝ = 1 entonces Ds = 1

b) Si D̂1 = 0 entonces D1 = 0

c) Si D̂®̂ = 0 entonces D® = 0 (® = T¡1®̂)

d) Si D̂ŝn = nŝn¡1 entonces Dsn = nsn¡1

e) Si D̂l̂n = ¡nl̂n+1 entonces Dln = ¡nln+1

f) Si D̂(1¡ ®̂l̂)n = n®̂l̂2(1¡ ®̂l̂)n¡1 entonces D(1¡ ®l)n =

n®l2(1¡ ®l)n¡1

g) Si D̂(ŝ¡ ®̂)n = n(ŝ¡ ®̂)n¡1 entonces D(s¡ ®)n = n(s¡ ®)n¡1
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Demostraci¶on.

a) Ds = T¡1D̂Ts = T¡1D̂ŝ = T¡11 = 1

b) D1 = T¡1D̂T1 = T¡1D̂1 = T¡10 = 0

c) D® = T¡1D̂T® = T¡1D̂®̂ = T¡10 = 0

Para la demostraci¶on de las cuatro ¶ultimas a¯rmaciones ha de tenerse

en cuenta que T (pn) = [T (p)]n y que T¡1(p̂n) = [T¡1(p̂)]n, para cua-

lesquiera elementos p 2M y p̂ 2 M̂

Nota V.2.1: La tercera a¯rmaci¶on de la proposici¶on anterior pone de

mani¯esto que el isomor¯smo T transforma las constantes deM en las

constantes de M̂.

V.2.1 Dos derivadas algebraicas asociadas al operador D¯

En esta secci¶on se dar¶an dos derivadas algebraicas asociadas al ope-

rador D¯ , las cuales ser¶an usadas en la resoluci¶on de ciertas ecuaciones

que involucran al mencionado operador.

Sean D¯ =
1
¯ t
1¡¯D (¯ > 0), donde D =

d

dt
, y el operador T®f(t) =

f(t®) (® > 0), conocido como operador potencia del argumento y que



V.2. La derivada algebraica y el teorema de semejanza de Meller 187

veri¯ca, como se vi¶o en la ¶ultima secci¶on del cap¶³tulo primero, las

propiedades (I.5.4).

En [2] se demostr¶o que

D¯ = T
¯DT

1
¯ (V.2.5)

Si se considera el espacio X = C1([0;1)), D¯ y D son, ambos, opera-

dores lineales sobre ¶el. Las convoluciones, para D, de Mikusinski y la de

Ditkin y Prudnikov, dotan aX de la estructura de anillo conmutativo sin

divisores de cero, no unitario en el primer caso y unitario en el segundo.

Se comienza el estudio con la convoluci¶on de Mikusinski

(f ¤ g)(t) =
Z 1

0
f(t¡ Ã)g(Ã)dÃ

para la cual el operador Df(t) = ¡tf(t) constituye una derivada alge-

braica (cf. [36]).

Haciendo uso del teorema V.1.1 y de (V.2.5), se puede de¯nir la

convoluci¶on asociada a D¯ como:

(f¤1 g)(t) = T ¯ [T
1
¯ f ¤ T

1
¯ g](t) =

R t¯
0 f [(t¯ ¡ Ã)

1
¯ ]g(Ã

1
¯ )dÃ =

= ¯
R t
0 f [(t

¯ ¡ ¿¯)
1
¯ ]¿¯¡1g(¿)d¿

(V.2.6)
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Es bien conocido que la funci¶on constante f1g se identi¯ca con el

operador integral I, inverso por la derecha de D =
d

dt
, as¶³ que se puede

considerar T ¯f1g = f1g como el operador inverso por la derecha de D¯,

es decir, el operador

I¯ = ¯

Z t

0
Ã¯¡1f(Ã)dÃ

en el sentido de que

I¯f(t) = f1g¤1 f(t)

lo que puede ser comprobado de forma directa usando la de¯nici¶on de

la convoluci¶on ¤1.

Dado que D veri¯ca las propiedades

Dsn = nsn¡1

Dln = ¡nln+1

D1 = 0

D(1¡ ®l)n = n®l2(1¡ ®l)n¡1

D(s¡ ®)n = n(s¡ ®)n¡1

9>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>;

(V.2.7)

se concluye en virtud de las proposiciones V.2.1 y V.2.3 que

D¯f(t) = T ¯DT
1
¯ f(t) = ¡t¯f(t)
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es una derivada algebraica para el anillo (X;+; ¤1) satisfaciendo las

propiedades (V:2:7), donde l¯ = f1g y s¯ =
1

l¯
.

Nota V.2.2: En analog¶³a con Mikusinski [36], ya que D[a] = 0 para

[a] =
fag
l
, se sigue que D¯

fag
l¯

= 0 y por ello se denominar¶a a [a]¯ =
fag
l¯

operadores constantes o num¶ericos, los cuales contituyen un subcuerpo,

del cuerpo de fracciones, isomorfo al cuerpo num¶erico C.

En el primer cap¶³tulo se mencion¶o que la derivada algebraica de

Mikusinski, D, no s¶olo se hac¶³a cero sobre los operadores num¶ericos [®],

sino que el rec¶³proco tambi¶en era cierto, es decir, que si la derivada

algebraica de un elemento del cuerpo de fracciones era cero, entonces

dicho elemento era necesariamente un operador num¶erico. La siguiente

proposici¶on pone de mani¯esto que dicha propiedad es transmitida por

el isomor¯smo T ¯ a la derivada algebraica D¯.

Proposici¶on V.2.4 Si D¯p = 0, entonces p = [®]¯ =
f®g
l¯

Demostraci¶on.

D¯p = 0 =) T ¯DT
1
¯ p = 0

lo que lleva a asegurar que debe ocurrir que

DT
1
¯ p = 0
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por lo que

T
1
¯ p = [®] =

f®g
l

de lo que se concluye que

p = T ¯ [®] =
f®g
l¯

= [®]¯:

Mikusinski, [36], identi¯c¶o las potencias enteras positivas de los ope-

radores l y
1

s¡ ® con funciones de X

lk =
tk¡1

(k ¡ 1)!

1

(s¡ ®)k =
tk¡1

(k ¡ 1)!e
®t

para luego generalizar estas identi¯caciones a potencias no enteras como

l° =
t°¡1

¡(°)

1

(s¡ ®)° =
t°¡1

¡(°)
e®t

haciendo uso del isomor¯smo T ¯, se puede hacer lo propio con las po-

tencias de los operdores l¯ y
1

s¯ ¡ ®

l°¯ =
t¯(°¡1)

¡(°)

1

(s¯ ¡ ®)°
=
t¯(°¡1)

¡(°)
e®t

¯
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Estas identi¯caciones, junto con los resultados obtenidos por K.

Yosida [62], permiten asegurar que D¯ veri¯ca las propiedades (V.2.7)

incluso para potencias no enteras.

Estos resultados, ayudan a resolver algunas ecuaciones en las que

comparece el operador D¯, como por ejemplo

8><>:
t¯D2¯x(t) + (1¡ t¯)D¯x(t)¡ ax(t) = 0

x(0) = 0 (¯ > 0)

(V.2.8)

Dado que

I¯D¯x(t) = x(t)¡ x(0)

multiplicando ambos lados de la igualdad por s¯, se obtiene

s¯x(t) = D¯x(t) + x(0) (V.2.9)

donde x(0) =
fx(0)g
l¯

= s¯fx(0)g

Si se multiplica en (V.2.9) por s¯ y se utiliza, nuevamente, (V.2.9)

para la funci¶on D¯x(t), se establece

D2¯x(t) = s
2
¯x(t)¡ s¯x(0)¡ [D¯x(t)]t=0 (V.2.10)

Aplicando (V.2.9) y (V.2.10), la ecuaci¶on (V.2.8) se reduce a
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D¯x(t)
x(t)

=
a¡ 1
s¯

¡ a

s¯ ¡ 1

Finalmente, siguiendo las t¶ecnicas usadas por Kierat y Skornik [25],

se obtiene la soluci¶on

xa;¯(t) = s
a¡1
¯ (s¯ ¡ 1)¡a = l¯(1¡ l¯)¡a

Para saber si esta soluci¶on operacional representa una funci¶on cono-

cida, se recuerda el concepto sucesi¶on operacionalmente convergente

dado por Mikusinski.

De¯nici¶on V.2.2 Una sucesi¶on de operadores fangn2N se dice conver-

gente si existe un operador q tal que la sucesi¶on fan
q
gn2N represente una

sucesi¶on de funciones casi uniformemente convergente, es decir, uni-

formemente convergente en compactos [0; A], para cualquier A > 0.

A continuaci¶on se probar¶a que la sucesi¶on fT ¯(an)gn2N es conver-

gente siempre que lo sea fangn2N.

Proposici¶on V.2.5 Sea fangn2N una sucesi¶on convergente, en el sen-

tido Mikusinski, al operador a, entonces fT ¯(an)gn2N converge a T ¯(a).

Demostraci¶on. an ! a si y s¶olo si existe un operador q tal que
an
q
= fn

y fn ! f casi uniformemente, entonces an ! q ¤ f = a.



V.2. La derivada algebraica y el teorema de semejanza de Meller 193

Se demostrar¶a que T ¯(an)! T ¯(q ¤ f) = T ¯(a).

T ¯(
an
q
) =

T ¯(an)

T ¯(q)
= T ¯(fn(t)) = fn(t

¯) = gn(t):

as¶³ que ser¶a su¯ciente comprobar que fgn(t)gn2N es una sucesi¶on casi

uniformemente convergente.

Sea n1 2 N tal que para cualquier t 2 [0; A¯] y para todo n ¸ n1

j fn(t)¡ f(t) j< ²

entonces para cualquier t 2 [0; A] se tiene que t = ¿
1
¯ con ¿ en [0; A¯],

¯nalmente para todo n ¸ n1:

j fn(¿)¡ f(¿) j=j fn(t¯)¡ f(t¯) j< ²:

Por lo tanto, fT ¯(an)gn2N es convergente y

T ¯(an)! T ¯(q)¤1T ¯(f) = T ¯(q ¤ f) = T ¯(a):

La ¶ultima proposici¶on puede ser extendida a la convergencia de series

de operadores, ya que una serie es convergente si lo es la correspondiente

sucesi¶on de sumas parciales asociadas.

Dado que la serie
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)klk+1
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converge a l(1¡ l)¡a (cf.[25]), se concluye que la serie

1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)klk+1¯

converge a l¯(1 ¡ l¯)¡a = T ¯ [l(1 ¡ l)¡a]. Es m¶as, teniendo en cuenta

que

lk¯ = T
¯(lk) = T ¯[

tk¡1

¡(k)
] =

t¯(k¡1)

¡(k)

y Ã
¸

n

!
=
(¡1)n(¡¸)n
¡(n+ 1)

donde

(¸)n =

8><>:
¸(¸+ 1):::(¸+ n¡ 1) = ¡(¸+n)

¡(¸) si n 2 N

1 si n = 0

se puede escribir

xa;¯(t) = l¯(1¡ l¯)¡a =
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)klk+1¯ =

=
1X
k=0

(a)n
(1)n

t¯k

¡(k + 1)
= 1F1(a; 1; t

¯)

lo que implica

D¯[xa;¯¤1xb;¯](t) = D¯l2¯(1¡ l¯)¡(a+b) =
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= l¯(1¡ l¯)¡(a+b) = xa+b;¯(t)

es decir:

D¯[1F1(a; 1; t
¯)¤1 1F1(b; 1; t¯)] = 1F1(a+ b; 1; t

¯)

siendo 1F1(a; b; t) la funci¶on hipergeom¶etrica con°uente.

Obs¶ervese que otra forma de obtener el mismo resultado, ser¶³a hacer

uso del hecho de que T ¯ es un isomor¯smo de cuerpos y l(1 ¡ l)¡a =

1F1(a; 1; t).

Por lo que

l¯(1¡ l¯)¡a = T ¯[l(1¡ l)¡a] = 1F1(a; 1; t
¯):

Pero en tal caso no se podr¶³a deducir nada acerca de la convergencia de

la serie
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)kl¯k+1.

A continuaci¶on, se realiza lo hecho anteriormente pero tomando como

punto de partida la convoluci¶on de Ditkin y Prudnikov

(f − g)(t) = d

dt

Z t

0
f(t¡ Ã)g(Ã)dÃ:

En [4], tal y como se coment¶o en el cap¶³tulo tercero, usando la con-

voluci¶on − asociada al operador derivada D =
d

dt
, y el anillo

M = ff : [0;1) ¡! C : f absolutamente continuag
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se di¶o una derivada algebraica para −, como Df(t) = (I ¡ t)f(t), con

If(t) =

Z t

0
f(u)du.

Si se considera el espacio

M 0 = ff : [0;1) ¡! C : f absolutamente continua y derivableg

es claro que M 0 es un subanillo de M , y que para cualquier f 2 M 0 se

veri¯ca

T
1
¯D¯f(t) = DT

1
¯ f(t)

adem¶as, dado que D y D¯ son ambos operadores lineales sobre M
0, se

puede de¯nir la convoluci¶on

(f−¯ g)(t) = T ¯[T
1
¯ f − T

1
¯ g](t) = D¯

R t¯
0 f [(t¯ ¡ Ã)

1
¯ ]g(Ã

1
¯ )dÃ =

= ¯D¯
R t
0 f [(t

¯ ¡ ¿¯)
1
¯ ]¿¯¡1g(¿)d¿

(V.2.11)

En [14], se desarroll¶o un c¶alculo operacional para el operador D

usando la convoluci¶on −, donde el operador I, inverso por la derecha de

D, fue identi¯cado con la funci¶on f(t) = t.

Por lo tanto, para la de¯nici¶on de la convoluci¶on −¯ , se puede consi-

derar I¯ = t
¯ y consecuentemente D¯f(t) = T ¯DT

1
¯ f(t) = (I¯¡ t¯)f(t)

representa una derivada algebraica para la convoluci¶on −.
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Se sabe que D veri¯ca las propiedades (V:2:7) con l = t y s =

1

l
(cf.[4]), de lo que se deduce que D¯ tambi¶en veri¯ca las mismas

propiedades con s¯ =
1

t¯
y l¯ = t¯. Adem¶as, utilizando las identi¯-

caciones

l° =
t°

¡(° + 1)

s

(s¡ ®)° =
t°¡1

¡(°)
e®t

en [4] se demostr¶o que las propiedades (V.2.7) eran v¶alidas para poten-

cias no enteras, por lo que esto tambi¶en ser¶a cierto para D¯ donde

l°¯ =
t¯°

¡(° + 1)

s¯
(s¯ ¡ ®)°

=
t¯(°¡1)

¡(°)
e®t

¯

Ditkin y Prudnikov introdujeron en [14] una variante del concepto

de convergencia para sucesiones de operadores, ya mencionada en el

cap¶³tulo tres, y que ahora se recuerda.

De¯nici¶on V.2.3 Una sucesi¶on de operadores fangn2N se dice que con-

verge al operador a =
f

g
, si existen representaciones (fn; gn) tales que

an =
fn
gn
y las sucesiones fn y gn son respectivamente convergentes a los

l¶³mites f y g en cualquier intervalo ¯nito 0 · t · T .
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Se establece a continuaci¶on una proposici¶on, similar a la proposici¶on

V.2.5 y cuya demostraci¶on es an¶aloga, adecuada a la nueva de¯nici¶on,

la cual da pleno sentido a la representaci¶on en forma de serie que se

presentar¶a m¶as tarde.

Proposici¶on V.2.6 Sea fangn2N, una sucesi¶on de operadores conver-

gente al operador a, en el sentido de Ditkin y Prudnikov, entonces

fT ¯(an)gn2N converge a T ¯(a).

En [4], tal y como se coment¶o en el cap¶³tulo tres, se mostr¶o que dada

la ecuaci¶on

8><>:
(t¡ I)d2x

dt2
+ (1 + I ¡ t)dxdt ¡ ax = 1

x(0) = 0 x0(0) = 1
(V.2.12)

entonces

xa(t) = l(1¡ l)¡a =
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)klk+1 =

=
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k tk+1

¡(k + 2)
=

1X
k=0

(a)k
(2)k

tk+1

¡(k + 2)
= t1F1(a; 2; t)

es una soluci¶on de (V.2.12) veri¯cando que
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d

dt
[xa − xb](t) = xa+b(t)

Por lo tanto puede deducirse la representaci¶on

xa;¯(t) = l¯(1¡l¯)¡a =
1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)kl¯k+1 =

1X
k=0

Ã
¡a
k

!
(¡1)k t

¯(k+1)

¡(k + 2)
=

=
1X
k=0

(a)k
(2)k

t¯(k+1)

¡(k + 2)
= t¯1F1(a; 2; t

¯)

de una soluci¶on de la ecuaci¶on

(t¯ ¡ I¯)D¯2x(t) + (1 + I¯ ¡ t¯)x(t)¡ ax(t) = 1

concluy¶endose, adem¶as, de la expresi¶on operacional de dicha soluci¶on,

que

D¯[t
¯
1F1(a; 2; t

¯)−¯t¯1F1(b; 2; t¯)] = t¯1F1(a+ b; 2; t¯)
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V.2.2 Derivadas algebraicas asociadas a los operadores
¢(1) y A(1).

En este apartado se obtendr¶an resultados an¶alogos, a los obtenidos

anteriormente,para el operador D¯ , pero para los operadores

¢(1) = t
¡¯°D¯t¯°

y

A(1) = t
¡¯(°+1)D¯t¯(°+1)

Obviamente, se resumir¶a el proceso dado que es similar al usado en

el apartado anterior.

Alamo y Rodr¶³guez [3] generaron un c¶alculo operacional para los

operadores

¢(±) = t
¡¯°D±¯t

¯°

y

A(±) = t
¡¯(°+±)D±¯t

¯(°+±)

haciendo uso de las identidades

t¯°¢(±) = D
±
¯t
¯°

y

t¯(°+±)A(±) = D
±
¯t
¯(°+±)
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respectivamente.

Se considera, en este caso, ± = 1 lo que expresa a los operadores

A(1) y ¢(1) relacionados con el operador D¯ , estudiado anteriormente,

a trav¶es del teorema de semejanza de Meller. En primer lugar se de¯ne,

para el operador ¢(1), la convoluci¶on

(f ¯ g)(t) = t¡¯° [t¯°f(t)¤1t¯°g(t)] =

= t¡¯°
Z t¯

0
(t¯ ¡ Ã)°f [(t¯ ¡ Ã)

1
¯ ]Ã°g(Ã

1
¯ )dÃ =

= ¯t¡¯°
Z t

0
(t¯ ¡ ¿¯)°f [(t¯ ¡ ¿¯)

1
¯ ]¿¯(°+1)¡1g(¿)d¿

siendo ¤1 la convoluci¶on dada en (V.2.6) para el operador D¯.

Respecto a A(1) se considera

(f © g)(t) = t¡¯(°+1)[t¯(°+1)f(t)¤1t¯(°+1)g(t)] =

= t¡¯(°+1)
Z t¯

0
(t¯ ¡ Ã)°+1f [(t¯ ¡ Ã)

1
¯ ]Ã°+1g(Ã

1
¯ )dÃ

= ¯t¡¯(°+1)
Z t

0
(t¯ ¡ ¿¯)°+1f [(t¯ ¡ ¿¯)

1
¯ ]¿¯(°+2)¡1g(¿)d¿

En base a la proposici¶on V.2.1, es claro que

D¢(1) = t
¡¯°D¯t¯° = ¡t¯

y

DA(1) = t
¡¯(°+1)D¯t¯(°+1) = ¡t¯
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representan las correspondientes derivadas algebraicas, y que ambas ve-

ri¯can las propiedades re°ejadas en (V:2:7), siendo l = t¡¯° en el caso

de D¢(1) y l = t¡¯(°+1) en el caso de DA(1) .

Finalmente se puede asegurar que

¢(1)[t
¡¯°

1F1(a; 1; t
¯)¯ t¡¯°1F1(b; 1; t¯)] = t¡¯°1F1(a+ b; 1; t¯)

A(1)[t
¡¯(°+1)

1F1(a; 1; t
¯)©t¡¯(°+1)1F1(b; 1; t¯)] = t¡¯(°+1)1F1(a+ b; 1; t¯)

Por ¶ultimo se ha de resaltar que se pueden obtener nuevas derivadas

algebraicas asociadas a los operadores ¢1 y A1, partiendo de la con-

voluci¶on −¯ de¯nida para el operador D¯ .

V.3 Tres derivadas algebraicas asociadas al ope-
rador D±¯.

En el cap¶³tulo cuarto, se estudiaron tres derivadas algebraicas aso-

ciadas al operador derivada fraccionaria de Riemann-liouvilleD± respec-

to a tres convoluciones distintas. El objeto de esta secci¶on es utilizar

las mencionadas derivadas algebraicas junto con el teorema V.1.1 y la
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proposici¶on V.2.1, para la obtenci¶on de las correspondientes derivadas

asociadas al operador

D±¯ = D
n
¯I
n¡±
¯ (n¡ 1 < ± · n)

siendo n el menor entero mayor o igual que ±, y donde

D¯f(t) =
d

dt¯
f(t) = ¯¡1t1¡¯Df(t)

e I±¯ representa al operador de integraci¶on fraccionaria generalizado de

Riemann-Liouville estudiado en [34], y que viene dado por

I±¯f(t) =
¯

¡(±)

Z t

0
(t¯ ¡ ¿¯)±¡1¿¯¡1f(¿)d¿ (¯; ± > 0)

En [2], como ya se ha mencionado anteriormente, se demostr¶o que

T ¯D±f(t) = D±¯T
¯f(t) (V.3.1)

Si se considera al operador D± como un operador lineal sobre el

espacio (C±;+; ¤), siendo ¤ la convoluci¶on de Mikusinski, el operador

D1f(t) = ¡I
±¡1

±
tf(t) representa una derivada algebraica, lo que lleva

a asegurar, haciendo uso de (V.3.1), el teorema V.1.1 y la proposici¶on

V.2.1, que el operador

D¯1 f(t) = T ¯D1T
1
¯ f(t) = ¡

I±¡1¯

±
t¯f(t)
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constituye una derivada algebraica asociada al operador D±¯ sobre el

anillo (C¯±;+; ¤¯), donde la convoluci¶on ¤¯ viene dada por

(f¤¯ g)(t) = T ¯[T
1
¯ f ¤ T

1
¯ g](t) =

Z t¯

0
f [(t¯ ¡ Ã)

1
¯ ]g(Ã

1
¯ )dÃ =

= ¯

Z t

0
f [(t¯ ¡ ¿¯)

1
¯ ]¿¯¡1g(¿)d¿

y el espacio C¯± estudiado en [2], viene dado por

C¯± = ff(t) =
1X
k=1

akt
¯(k±¡1) unif. convergente en compactos de[0;1)g

Es evidente que dadas las propiedades estudiadas para la derivada

algebraica D1 y la proposici¶on V.2.3, D¯1 veri¯ca las propiedades expre-

sadas en (V.2.7) tomando

l =
t¯(±¡1)

¡(±)
y s =

1

l

y que son:
Dsn = nsn¡1

Dln = ¡nln+1

D1 = 0

D(1¡ ®l)n = n®l2(1¡ ®l)n¡1

D(s¡ ®)n = n(s¡ ®)n¡1

9>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>;
Si se considera, ahora, aD± como un operador lineal sobre (C±;+; ?),

siendo ? la convoluci¶on
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(f ? g)(t) =
D±

¡(±)

Z t

0
f(t¡ ¿)g(¿)d¿ (V.3.2)

y como hemos visto en el cap¶³tulo cuarto que

D2f(t) = [I± ¡
I±¡1

±
t]f(t)

representa una derivada algebraica para la convoluci¶on ?, nuevamente

se puede concluir que el operador

D¯2 f(t) = T ¯D2T
1
¯ f(t) = [I±¯ ¡

I±¡1¯

±
t¯ ]f(t)

es una derivada algebraica para el anillo (C¯±;+; ?¯), siendo ?¯ la con-

voluci¶on

(f?¯ g)(t) = T
¯[T

1
¯ f ? T

1
¯ g](t) =

D±¯
¡(±)

Z t¯

0
f [(t¯ ¡ Ã)

1
¯ ]g(Ã

1
¯ )dÃ =

= ¯
D±¯
¡(±)

Z t

0
f [(t¯ ¡ ¿¯)

1
¯ ]¿¯¡1g(¿)d¿

veri¯c¶andose nuevamente las propiedades (V.2.7) con

l =
¡(±)t¯(2±¡1)

¡(2±)
y s =

1

l
=
¡(2±)t¯(±¡1)

¡(±)t¯(2±¡1)

Si consideramos el anillo (C¡1;+; ¤¸), la correspondiente derivada

algebraica viene dada como

D¸f(t) = (
1¡ ¸
±
I± ¡ 1

±
I±¡1t)f(t)
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Si se tiene en cuenta que T ¯ transforma funciones de C¡1 en fun-

ciones de C¡¯, ya que si f 2 C¡1, entonces

T ¯f(t) = T ¯t®f1(t) = t
®¯f1(t

¯)

y como ® > ¡1 y f1 es una funci¶on continua se concluye, ya que ¯ > 0,

que T ¯f 2 C¡¯, con lo que

D¯¸f(t) = (
1¡ ¸
±
I±¯ ¡

1

±
I±¡1¯ t¯)f(t)

constituye una derivada algebraica asociada aD±¯ en el anillo (C¡¯ ;+; ¤
¯
¸),

donde la convoluci¶on ¤¯¸ viene expresada como

(f ¤¯¸ g)(t) = T
¯[T

1
¯ f ¤¯¸ T

1
¯ g](t) = I¸¡1¯

Z t¯

0
f [(t¯ ¡ ¿)

1
¯ ]g(¿

1
¯ )d¿

Nuevamente puede establecerse queD¯¸ veri¯ca las propiedades (V.2.7),

dado que D¸ lo hace, tal y como se mostr¶o en el cap¶³tulo cuarto. En

este caso debe tomarse

l =
t¯(±¡¸)

¡(± ¡ ¸+ 1) y s =
1

l
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V.4 Un c¶alculo operacional y su derivada para
los operadores Bº;½ y Rº;½

En esta secci¶on, se pretende estudiar, desde su inicio, el proceso a

seguir al estudiar un operador, generando un c¶alculo operacional que se

le adecue y buscando la derivada algebraica asociada al mismo.

Se van a considerar los operadores

Bº;½ = t
½º¡1D½¡1t1¡½ºD

y

Rº;½ = t
º¡ 1

½D½¡11
½

t
1
½
¡ºD 1

½

donde (½ > 1 ; º > 1
½), los cuales se relacionan, a trav¶es del teorema de

semejanza de Meller, con los operadores D½ y D½1
½

respectivamente.

Con el objetivo de facilitar la lectura de lo que ser¶a desarrollado a

continuaci¶on, se recuerdan algunas de¯niciones y propiedades que ya se

han mencionado en cap¶³tulos anteriores.

El operador de integraci¶on fraccionaria de Riemann-Liouville de or-

den ® > 0, para cualquier funci¶on localmente integrable, se de¯ne [56]

como:

I®f(t) =
1

¡(®)

Z t

0
(t¡ »)®¡1f(»)d» (V.4.1)
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siendo algunas de sus propiedades m¶as conocidas las presentadas en

(I.5.1).

La derivada fraccionaria de orden ® > 0 de una funci¶on f(t) 2

Cn([0;1)) se de¯ne con la ayuda de (V.4.1), como

D®f(t) = DnIn¡®f(t) (n¡ 1 < ® · n)

y satisface, entre otras, las propiedades (I.5.2).

El operador de integraci¶on fraccionario generalizado de Riemann-

Liouville estudiado en [34] viene dado por:

I®¯ f(t) =

8><>:
¯

¡(®)

Z t

0
(t¯ ¡ »¯)®¡1»¯¡1f(»)d» ® > 0 ; ¯ > 0

f(t) ® = 0
(V.4.2)

donde f(t) es una funci¶on localmente integrable en [0;1). Algunas de

las propiedades de este operador fueron enumeradas en (I.5.3).

La derivada fraccionaria generalizada queda de¯nida como

D®¯f(t) = D
n
¯I
n¡®
¯ f(t) (n¡ 1 < ® · n ; ¯ > 0)

donde D¯f(t) =
1

¯
t1¡¯Df(t).

Haciendo uso del operador ±t = tD se pueden establecer las siguientes

proposiciones, cuyas demostraciones pueden encontrarse en [55] y [61].
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Proposici¶on V.4.1 El operador Dn¯ puede ser expresado como

Dn¯ = ¯
¡nt¡¯n

n¡1Y
i=0

(±t ¡ ¯i) (V.4.3)

Proposici¶on V.4.2 Si f 2 C1(R), entonces

±tt
®f(t) = t®(±t + ®)f(t) (V.4.4)

Proposici¶on V.4.3 Si f 2 C1([0;1)) y f(0) = 0 ; ® > 0 ; ¯ > 0 se

tiene

t¡¯±tI®¯ f(t) = I
®
¯ t
¡¯±tf(t) (V.4.5)

Proposici¶on V.4.4 Sup¶ongase que ® > 0 ; ¯ > 0 ; k 2 R y f 2

C1([0;1)). Entonces:

I®¯ (±t + k)f(t) = (±t + k ¡ ¯®)I®¯ f(t) (V.4.6)

Se har¶a uso, nuevamente, del operador potencia del argumento, dado

por:

T ¯f(t) = f(t¯) (¯ 2 R+) ; (f : [0;1) ¡! C)

cuyas principales propiedades fueron estudiadas en [2] y que aparecen

en (I.5.4) y la proposici¶on I.5.1.
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V.4.1 Los operadores Bº;½ y Wº;½

En este apartado se estudiar¶an algunas propiedades de los operadores

Bº;½ = t
½º¡1D½¡1t1¡½ºD (½ > 1 ; º >

1

½
)

y su inverso por la derecha

Wº;½f(t) = It
½º¡1I½¡1t1¡½ºf(t) =

=
1

¡(½¡ 1)

Z t

0
»½º¡1d»

Z »

0
(» ¡ ´)½¡2´1¡½¡ºf(´)d´

las cuales quedan recogidas en [9].

De¯nici¶on V.4.1 Sea ½ > 1 y º > 1
½ . se de¯ne el conjunto Cº;½, como:

ff(t) =
1X
k=1

akt
k½+½º¡2 : unif. convergente en compactos de[0;1)g

(V.4.7)

No es complicado comprobar que (Cº;½;+; :C) es un espacio vecto-

rial, siendo Bº;½ un operador lineal sobre ¶el, tal y como se re°eja en la

siguiente

Proposici¶on V.4.5 Bº;½ es un automor¯smo sobre el espacio vectorial

Cº;½.
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Demostraci¶on.

Bº;½f(t) = t
½º¡1D½¡1

1X
k=1

(k½+ ½º ¡ 2)aktk½¡2 =

= t½º¡1DnIn¡½+1
1X
k=1

(k½+ ½º ¡ 2)aktk½¡2

= t½º¡1Dn
1X
k=1

(k½+ ½º ¡ 2)¡(k½¡ 1)
¡(k½+ n¡ ½) akt

k½+n¡½¡1 =

=
1X
k=2

(k½+ ½º ¡ 2)¡(k½¡ 1)
¡(k½¡ ½) akt

½(k¡1)+½º¡2 =

=
1X
r=1

[½(r + 1) + ½º ¡ 2]¡[(r + 1)½¡ 1]
¡(r½)

ar+1t
r½+½º¡2 =

=
1X
r=1

brt
r½+½º¡2 = g(t):

A partir de este resultado, es sencillo comprobar que g(t) pertenece

a Cº;½.

La demostraci¶on de que

Bº;½[f(t) + g(t)] = Bº;½f(t) +Bº;½g(t)

y

Bº;½[®f(t)] = ®Bº;½f(t)

es un simple c¶alculo.

Las siguientes proposiciones establecen las condiciones necesarias

para generar un c¶alculo operacional para el operador Bº;½.
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Proposici¶on V.4.6 Sean ½ = n 2 N ; º > 1
n y Aº;n = D

nº¡1
n

n . Si

f 2 Cn([0;1)) y

lim
t!0+

n¡2Y
i=1

(±t ¡ i¡ nº)f(t) = 0

entonces:

D
nº¡1
n

n Bº;nf(t) = D
nD

nº¡1
n

n f(t) (V.4.8)

Demostraci¶on. Sea m 2 N el primer n¶umero natural veri¯cando que

m¡ 1 < nº ¡ 1
n

· m

Aº;nBº;nf(t) = D
nº¡1
n

n tnº¡1Dn¡1t1¡nºDf(t) =

= Dmn I
m¡nº¡1

n
n tnº¡n

n¡2Y
j=0

(±t ¡ j)t¡nº±tf(t) =

= n¡mt¡nm
m¡1Y
i=0

(±t ¡ ni)I
m¡nº¡1

n
n t¡n±t

n¡2Y
j=0

(±t ¡ j ¡ nº)f(t) = (¤)

teniendo en cuenta (V.4.5), (V.4.6) y la condici¶on

lim
t!0+

n¡2Y
i=0

(±t ¡ i¡ nº)f(t) = 0

se obtiene

(¤) = t¡nn¡mt¡nm
mY
i=0

(±t ¡ ni)I
m¡nº¡1

n
n

n¡2Y
j=0

(±t ¡ j ¡ nº)f(t) =

= t¡nn¡mt¡nm(±t¡nm)
m¡1Y
i=0

(±t¡ni)
n¡2Y
j=0

(±t¡j¡1¡nm)I
m¡nº¡1

n
n f(t) =
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= t¡n
n¡1Y
j=0

(±t ¡ j)n¡mt¡nm
m¡1Y
i=0

(±t ¡ ni)I
m¡nº¡1

n
n f(t) = DnD

nº¡1
n

n f(t)

.

Proposici¶on V.4.7 Dados ½ > 1, º > 1
½ y A = D

½º¡1
½

½ = Dn½ I
n¡½º¡1

½
½

(n¡ 1 < ½º¡1
½ · n). Si f 2 Cº;½, entonces:

ABº;½f(t) = D
½Af(t) (V.4.9)

Demostraci¶on.

Se denota por br =
[(r + 1)½+ ½º ¡ 2]¡[(r + 1)½¡ 1]

¡(r½)
ar+1

entonces,

D
½º¡1
½

½ Bº;½f(t) = T
½D

½º¡1
½ T

1
½

1X
r=1

brt
r½+½º¡2 =

1X
r=1

br
¡( r½+½º¡2½ + 1)

¡( r½¡1½ + 1)
tr½¡1

por otro lado

D½D
½º¡1
½

½ f(t) = D½T ½D
½º¡1
½ T

1
½

1X
k=1

akt
k½+½º¡2 =

1X
r=1

br
¡( r½+½º¡2½ + 1)

¡( r½¡1½ + 1)
tr½¡1

La demostraci¶on de la siguiente proposici¶on es un simple ejercicio de

c¶alculo.

Proposici¶on V.4.8 Sean A = D
½º¡1
½

½ y A¡1 = I
½º¡1
½

½ su operador in-

verso por la derecha. Si f 2 Cº;½, entonces:

A¡1Af(t) = f(t) (V.4.10)
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Proposici¶on V.4.9 Si f 2 Cº;½, se tiene:

a) Wº;½f(t) 2 Cº;½

b) Wº;½Bº;½f(t) = f(t)¡ a1t½+½º¡2

c) (Wº;½)
n(Bº;½)

nf(t) = f(t)¡
nX
k=1

akt
k½+½º¡2

Demostraci¶on. La demostraci¶on de a) es un simple c¶alculo.

Para demostrar b), usando la proposici¶on V.2.5

Wº;½Bº;½f(t) =Wº;½

1X
k=1

ak+1
[(k + 1)½+ ½º ¡ 2]¡[(k + 1)½¡ 1]

¡(k½)
tk½+½º¡2 =

1X
k=1

ak+1t
(k+1)½+½º¡2 = f(t)¡ a1t½+½º¡2:

Para probar c) se procede por inducci¶on sobre n.

Proposici¶on V.4.10 Si f 2 Cº;½ entonces,

a) I½Af(t) = AWº;½f(t)

b) A¡1AWº;½f(t) =Wº;½f(t)

Demostraci¶on. Para probar a), haciendo uso de (V.4.9)

Af(t) = ABº;½Wº;½f(t) = D
½AWº;½f(t)

por lo tanto, como Wº;½f(t) 2 Cº;½, se tiene que

I½Af(t) = I½D½AWº;½f(t)
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por ¶ultimo, si denotamos por g(t) = AWº;½f(t), es sencillo comprobar

que se veri¯ca que:

I½D½g(t) = g(t)

La demostraci¶on de b) es un simple ejercicio de c¶alculo.

V.4.2 La extensi¶on de Cº;½ a su cuerpo de fracciones

Teniendo en cuenta que Bº;½ y D
½ son operadores lineales sobre Cº;½

y C½ respectivamente, donde C½ es el conjunto que fue de¯nido en [2],

el cual se ha mencionado en el cap¶³tulo cuarto y en la secci¶on anterior

de este mismo cap¶³tulo, y que A es un isomor¯smo veri¯c¶andose que:

ABº;½ = D
½A (V.4.11)

Dada la convoluci¶on ? para el operador D½ sobre C½, puede aplicarse el

teorema de semejanza de Meller [35] al siguiente diagrama conmutativo

C½ -
D½

C½

Cº;½ -
Bº;½

Cº;½

?

A

6

A¡1



216 Cap¶³tulo V. El teorema de semejanza de Meller y la derivada algebraica

y as¶³ establecer

Proposici¶on V.4.11 La operaci¶on ?½º : Cº;½ £ Cº;½ ¡! Cº;½ de¯nida

por

f(t)?½º g(t) = ¯A
¡1[(Af(t)) ? (Ag(t))]; (V.4.12)

donde

¯ =
¡(½¡1½ + 1)

¡(½+½º¡2½ + 1)

es una convoluci¶on para el operador Bº;½ sobre Cº;½, siendo ? la con-

voluci¶on (V.3.2).

En base a este resultado y teniendo en cuenta las propiedades de la

convoluci¶on ?, que fueron estudiadas en [2], no es complicado probar que

la convoluci¶on ?½º veri¯ca las siguientes propiedades:

i) f?½º g 2 Cº;½

ii) f?½º g = g?
½
º f

iii) (f?½º g)?
½
º h = f?

½
º (g?

½
º h)

iv) ¸(f?½º g) = (¸f)?
½
º g (¸ 2 C)

v) f?½º (g + h) = (f?
½
º g) + (f?

½
º h)

vi) t½+½º¡2?½º f = f
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vii) f?½º g = 0, f = 0 ¶o g = 0.

Estas propiedades permiten concluir

Proposici¶on V.4.12 (Cº;½;+;−) es un anillo conmutativo y unitario

sin divisores de cero, cuyo elemento unidad es t½+½º¡2.

Por lo tanto, Cº;½ puede extenderse a su cuerpo de fracciones

Mº;½ = Cº;½ £ (Cº;½ ¡ (0))= »

donde la relaci¶on de equivalencia » se de¯ne en la forma usual. Los

elementos deMº;½ ser¶an llamados operadores y de ahora en adelante se

denota por
f

g
a la clase de equivalencia del par (f; g).

Se de¯nen enMº;½, tambi¶en de forma usual, las operaciones suma,

multiplicaci¶on y producto por un escalar como:

f

g
+
h

k
=
f?½º k + g?

½
º h

g?½º k

f

g
:
h

k
=
f?½º h

g?½º k

¸
f

g
=
¸f

g

con estas operacionesMº;½ adquiere la estructura de ¶algebra.

Existe un subanillo de Mº;½, (M0;+; :) isomorfo a (Cº;½;+; ?½º) a

trav¶es de la aplicaci¶on:
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Cº;½ ¡! M0 ½Mº;½

f(t) ¡! f(t)

t½+½º¡2
(V.4.13)

De forma an¶aloga, existe un subcuerpo C 0 de Mº;½ isomorfo a C,

mediante la aplicaci¶on

C ¡! C 0 ½Mº;½

® ¡! ®t½+½º¡2

t½+½º¡2
(V.4.14)

Los elementos de C 0 se denominan operadores num¶ericos, y en par-

ticular el cero y la unidad del cuerpo son operadores de este tipo.

V.4.3 Un c¶alculo operacional para el operador Bº;½

Con el ¯n de obtener reglas operacionales que sirvan como herramien-

ta en la resoluci¶on de ecuaciones diferenciales o ecuaciones en derivadas

parciales en las que comparezca el operador Bº;½, es com¶un tratar de

identi¯car el operador inverso por la derecha de ¶este con alguna funci¶on,

en el sentido de que la acci¶on del operador Wº;½ sobre cualquier funci¶on

f 2 Cº;½ sea equivalente a convolucionar f con cierta funci¶on de Cº;½.
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Proposici¶on V.4.13 Para cualquier f 2 Cº;½

¡(½)¡(2½¡1½ + 1)

¡(2½)¡(2½+½º¡2½ + 1)
t2½+½º¡2?½º f(t) =Wº;½f(t) (V.4.15)

Demostraci¶on. En el cap¶³tulo cuarto fue mencionado que en [2] se

demostr¶o que

¡(½)

¡(2½)
t2½¡1 ¤ f(t) = I½f(t) (f(t) 2 C½)

por lo que aplicando la proposici¶on V.2.2 para T¡1 = A¡1 = I
½º¡1
½

½ , se

obtiene el resultado buscado.

Dado que

¡(½)¡(2½¡1½ + 1)

¡(2½)¡(2½+½º¡2½ + 1)
t2½+½º¡2 2 Cº;½

poseer¶a un inverso algebraico enMº;½, el cual se denota por V y viene

dado

V =
¡(2½)¡(2½+½º¡2½ + 1)

¡(½)¡(2½¡1½ + 1)

t½+½º¡2

t2½+½º¡2
2Mº;½

lo que nos permite establecer

Proposici¶on V.4.14 Si f =
1X
k=1

akt
k½+½º¡2 2 Cº;½ y m 2 N. Entonces,

a) V f(t) = Bº;½f(t) + a1V

b) V mf(t) = (Bº;½)
mf(t) +

mX
k=1

akt
k½+½º¡2V m
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Demostraci¶on. La demostraci¶on consiste en aplicar V y V m a am-

bos lados de las igualdades segunda y tercera, respectivamente, de la

proposici¶on V.4.9.

No es complicado comprobar que las funciones

y1(t) =
1X
k=1

(¡a)k¡1
¡(k½¡1½ + 1)

¡(k½)¡(k½+½º¡2½ + 1)
tk½+½º¡2

y2(t) = (¡1)k+1y1(t)

(V.4.16)

satisfacen cierta ecuaci¶on diferencial de orden fraccionario relacionada

con el operador Bº;½, tal y como se re°eja en la siguiente proposici¶on, lo

que permite obtener reglas operacionales.

Proposici¶on V.4.15 Para a > 0, las ecuaciones diferenciales

(Bº;½ + a)y = 0 (V.4.17)

(Bº;½ ¡ a)y = 0 (V.4.18)

admiten a las funciones y1(t) e y2(t) como soluciones, repectivas.

Dado que tanto para y1(t) como para y2(t) es

a1 =
¡(½¡1½ + 1)

¡(½)¡(½+½º¡2½ + 1)
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usando las proposiciones V.4.9 y V.4.14 se puede ver que

(V + a)y1 = cV

donde c = a1. A partir de lo cual se establece la primera de las siguientes

reglas operacionales. Para establecer la segunda se repite el proceso

tomando de partida la funci¶on y2(t), y combinando estas dos se obtienen

el resto de ellas:

i)
V

V + at½+½º¡2
= c¡1y1

ii)
V

V ¡ at½+½º¡2 = c
¡1y2

iii)
V 2

V 2 ¡ a2t½+½º¡2 = (2c)
¡1(y1 + y2)

iv)
V

V 2 ¡ a2t½+½º¡2 = (2ac)
¡1(y1 ¡ y2)

v)
t½+½º¡2

V + at½+½º¡2
= a¡1(t½+½º¡2 ¡ c¡1y1)

vi)
t½+½º¡2

V ¡ at½+½º¡2 = a
¡1(c¡1y2 ¡ t½+½º¡2)

vii)
t½+½º¡2

V 2 ¡ a2t½+½º¡2 = a
¡2[(2c)¡1(y1 + y2)¡ t½+½º¡2]

Como un ejemplo de aplicaci¶on, se considera una ecuaci¶on en derivadas

parciales en la que comparece el operador Bº;½. Dicha ecuaci¶on viene

dada por:
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(Bº;½)
2
tu(x; t)¡

@2u(x; t)

@x2
= 0 (0 · x · l ; 0 · t <1) (V.4.19)

con las condiciones

1. lim
t!0 t

¡½¡½º+2u(x; t) = 0

2. lim
t!0 t

¡½+1D½+½º¡1u(x; t) = 0

3. lim
x!0

@u(x; t)

@x
= t½+½º¡2

4. lim
x!l

@u(x; t)

@x
= 0

Haciendo uso de la proposici¶on V.4.14 y de las condiciones, se ob-

tiene:

V 2u(x; t)¡ @
2u(x; t)

@x2
= 0

a) lim
x!0

@u(x; t)

@x
= t½+½º¡2

b) lim
x!l

@u(x; t)

@x
= 0

con un simple c¶alculo se deduce que la funci¶on

u(x; t) =
t½+½º¡2

V (t½+½º¡2 ¡ e2V l) [e
V (2l¡x) + eV x]

es una soluci¶on de la ecuaci¶on (V.4.19), siendo

V =
1

Wº;½
:
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V.4.4 Una derivada algebraica para el operador Bº;½

En el cap¶³tulo cuarto se de¯ni¶o la derivada algebraica

D2f(t) = [I½ ¡
I½¡1

½
t]f(t)

en el anillo (C½;+; ?). Con la ayuda de esta de¯nici¶on y aplicando la

proposici¶on V.2.1 para T = A, siendo A el operador introducido en la

proposici¶on V.4.7, se puede establecer

Proposici¶on V.4.16 El operador

D½ºf(t) = A¡1D2Af(t) = I
½º¡ 1

½
½ (I½ ¡ I

½¡1

½
t)D

½º¡ 1
½

½ f(t)

constituye una derivada algebraica en el anillo (Cº;½;+; ?
½
º)

Dadas las propiedades veri¯cadas por la derivadaD2, estudiadas en el

cap¶³tulo anterior, la aplicaci¶on de la proposici¶on V.2.3, permite concluir

Proposici¶on V.4.17 Dados n 2 N, l =
¡(½)¡(2½¡1½ + 1)

¡(2½)¡(2½+½º¡2½ + 1)
t2½+½º¡2 2

Cº;½ y V 2Mº;½ el inverso algebraico de l. Entonces:

a) D½º V = 1

b) D½º 1 = 0
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c) D½º ® = 0 (® =
® t½+½º¡2

t½+½º¡2
)

d) D½º V n = nV n¡1

e) D½º ln = ¡nln+1

f) D½º (1¡ ®l)n = n®l2(1¡ ®l)n¡1

g) D½º (V ¡ ®)n = n(V ¡ ®)n¡1

Adem¶as, ya que se sabe que si la derivada algebraica D2 es cero para

un elemento de M½, entonces dicho elemento es un operador num¶erico.

Haciendo uso del hecho de que A constituye un isomor¯smo entre los

cuerpos M½ yMº;½, es f¶acil comprobar la veracidad de

Proposici¶on V.4.18 Sea p un elemento cualquiera de Mº;½ entonces,

si D½º p = 0 se puede asegurar que p es un operador num¶erico, es decir:

p =
® t½+½º¡2

t½+½º¡2
(® 2 C)

V.4.5 El operador Rº;½

Sea ½ > 1 y º > 1
½ . Si se considera

1. El operador Rº;½ = t
º¡ 1

½D½¡11
½

t
1
½
¡ºD 1

½
.
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2. Su inverso por la derecha −º;½ = I 1
½
tº¡

1
½ I½¡11

½

t
1
½
¡º .

3. El conjunto de funciones Cº;½; 1
½
, dado por:

ff(t) =
1X
k=1

akt
k½+½º¡2

½ =unif. convergentes en compactos de [0;1)g

entonces, se tiene:

a) Cº;½; 1
½
es un espacio vectorial, considerando la suma y el producto

por un escalar usuales.

b) Bº;½ y Rº;½ son operadores lineales sobre Cº;½ y Cº;½; 1
½
respectiva-

mente.

c) La aplicaci¶on T ½ : Cº;½; 1
½
¡! Cº;½ de¯nida por T

½f(t) = f(t½) es

un isomor¯smo, veri¯cando que T ½Rº;½ = Bº;½T
½.

Por lo tanto, dado que ?½º es una convoluci¶on en Cº;½, puede apli-

carse, nuevamente, el teorema de semejanza de Meller [35] al siguiente

diagrama:

Cº;½; 1
½

-
Rº;½

Cº;½; 1
½

Cº;½ -
Bº;½

Cº;½

?
T

1
½

6

T ½
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y se puede establecer

Proposici¶on V.4.19 La operaci¶on £½º : Cº;½; 1
½
£Cº;½; 1

½
¡! Cº;½; 1

½
de¯nida

por

f(t)£½º g(t) = T
1
½ [T ½(f(t))?½º T

½(g(t))]

es una convoluci¶on para el operador Rº;½.

En base a este resultado, y teniendo en cuenta las propiedades de la

convoluci¶on ?½º , se obtiene las siguientes propiedades para la convoluci¶on

£½º :

1. f£½º g 2 Cº;½; 1
½

2. f£½º g = g£½º f

3. (f£½º g)£½º h = f£½º (g£½º h)

4. ¸(f£½º g) = (¸f)£½º g (¸ 2 C)

5. f£½º (g + h) = (f£½º g) + (f£½º h)

6. t
½+½º¡2

½ £½º f = f

7. f£½º g = 0, f = 0 or g = 0.

de lo que se concluye
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Proposici¶on V.4.20 (Cº;½; 1
½
;+;£½º ) es un anillo conmutativo sin divi-

sores de cero cuyo elemento unidad es t
½+½º¡2

½ .

Como es usual, Cº;½; 1
½
puede ser extendido a su cuerpo de fracciones

F = Cº;½; 1
½
£ (Cº;½; 1

½
¡ (0))= »

y se de¯nen en F las operaciones suma, multiplicaci¶on y producto por

un escalar, tal y como se ha hecho en secciones anteriores y existir¶a un

subanillo de F, (F',+,.), isomorfo a (Cº;½; 1
½
;+;£½º ).

A continuaci¶on se identi¯ca el operador −º;½, con una funci¶on del

anillo Cº;½; 1
½

Proposici¶on V.4.21 Para cualquier f 2 Cº;½; 1
½
:

¡(½)¡(2½¡1½ + 1)

¡(2½)¡(2½+½º¡2½ + 1)
t
2½+½º¡2

½ £½º f(t) = −º;½f(t)

Demostraci¶on. Usando la de¯nici¶on de £½º , la proposici¶on V.2.2 y

(V.4.15), se obtiene el resultado buscado.

Si se denota, al inverso algebraico de −º;½, por

V =
¡(2½)¡(2½+½º¡2½ + 1)

¡(½)¡(2½¡1½ + 1)

t
½+½º¡2

½

t
2½+½º¡2

½

se pueden establecer los siguientes resultados en F.
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i) Rº;½−º;½f = f

ii) −º;½Rº;½f(t) = f(t)¡ a1t
½+½º¡2

½

iii) Vf(t) = Rº;½f(t) + a1V

iv) (−º;½)
m(Rº;½)

mf(t) = f(t)¡
mX
k=1

akt
k½+½º¡2

½

v) Vmf(t) = (Rº;½)mf(t) +
mX
k=1

akt
k½+½º¡2

½ Vm

Como quiera que las funciones z1(t) = T
1
½ y1(t) y z2(t) = T

1
½ y2(t),

donde y1 e y2 son las funciones que se mostraron en (V.4.16), son solu-

ciones de las ecuaciones

(Rº;½ + a)z = 0 y (Rº;½ ¡ a)z = 0

respectivamente. Si se reemplaza z en la propiedad (iii) por z1 y z2 se

obtienen, respectivamente, la primera y la segunda de las reglas opera-

cionales que se enumeran a continuaci¶on:

1.
V

V + at
½+½º¡2

½

= c¡1z1

2.
V

V ¡ at
½+½º¡2

½

= c¡1z2

3.
V2

V2 ¡ a2t
½+½º¡2

½

= (2c)¡1(z1 + z2)
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4.
V

V2 ¡ a2t
½+½º¡2

½

= (2ac)¡1(z1 ¡ z2)

5.
t
½+½º¡2

½

V + at
½+½º¡2

½

= a¡1(t
½+½º¡2

½ ¡ c¡1z1)

6.
t
½+½º¡2

½

V ¡ at
½+½º¡2

½

= a¡1(c¡1z2 ¡ t
½+½º¡2

½ )

7.
t
½+½º¡2

½

V2 ¡ a2t
½+½º¡2

½

= a¡2[(2c)¡1(z1 + z2)¡ t
½+½º¡2

½ ]

Por ¶ultimo, haciendo uso de la proposici¶on V.2.1, se concluye que el

operador

K½
º = T

1
½D½ºT ½

es una derivada algebraica en el anillo (Cº;½; 1
½
;+;£½º), veri¯cando las

propiedades que fueron estudiadas para la derivada algebraica D½º .
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