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Prélogo

Esta memoria, se desarrolla fundamentalmente, en torno al cdlculo
operacional de tipo Mikusinski, dando el concepto de derivada algebraica
sobre un anillo y a la busqueda de estas derivadas algebraicas sobre
determinados anillos de funciones cuya operaciéon producto es definida
mediante una convolucion, para luego establecer un método, parcial,

para hallarlas.

Todo esto nos lleva como objetivo, a poder usar la derivada al-
gebraica en la resolucion de ciertas ecuaciones diferenciales e integro-
diferenciales, obteniéndose propiedades de convolucion, de una forma
sencilla y elegante, para las soluciones de dichas ecuaciones.

Dos campos del Andlisis Matemético, cuyo desarrollo coincide histo-
ricamente, se conjugan en torno a este objetivo: calculo fraccionario y
calculo operacional.

El origen de los operadores fraccionarios (Calculo fraccionario), se
situa a finales del siglo XVIII en una carta que Leibniz envié a L'Hopital,
en la cual respondia a una pregunta previa acerca del significado que

dn

1
podia tener la expresion d—Z sin = 5 No obstante, ha de pasar algo
x

mas de un siglo, hasta que a mediados del siglo XIX, autores como



Liouville, Riemann y Holmgren, entre otros, desarrollasen estudios sis-
tematicos que diesen respuesta a la cuestion inicial. En concreto en
1847, Riemann propone la siguiente definicién para la integral de orden

fraccionario

definicion, ésta, que para ¢ = 0, y bajo la denominacién de integral frac-
cionaria de Riemann-Liouville, serd utilizada a lo largo de esta memoria.
Una lectura més pausada y profunda sobre el desarrollo histdrico de este
campo, asi como distintas versiones para los operadores fraccionarios y

propiedades de estos, puede hacerse en [45], [56], [29], [34], [58] v [42].

Algo mas tardio en sus origenes, pero mas o menos paralelo en
su desarrollo, es el cdlculo operacional, cuyo creador, segun la mayor
parte de la literatura matematica, fue Heaviside quien a finales del
siglo XIX, para resolver ecuaciones diferenciales asociadas a estudios
sobre oscilaciones electromagnéticas y otros problemas fisicos, hacia uso

d . [
del operador D = T como un ente algebraico y generaba un calculo
simbdlico que llevaba a encontrar soluciones particulares de las ecua-
ciones tratadas. La falta de rigor matematico en sus desarrollos, tal y

como se refleja en el siguiente ejemplo, llevé a que sus trabajos no fuesen



aceptados por la comunidad cientifica del momento. La ecuacion
y +ay =€

puede ser escrita en la forma
(D+a)y=¢

d
donde D representa al operador derivada xa Una de las posibles ma-
nipulaciones que propondria Heaviside, seria:
et 1 e 1 D D?

= == P
Y"D+a al+ L a[ a+a2 le

11T,

“LrEtaEs

obteniéndose de manera formal una solucién.

A partir de entonces han sido multiples los intentos para dar rigor al
calculo operacional de Heaviside. Aunque fue Lévy, en 1926, el primero
en utilizar la idea de trabajar con un anillo de funciones con las leyes de
composicién

(f +9)(t) = f(t) + g(t)
(Fe )= [ fit-wgta)
permitiendo la identificacién de la funcion constante 1 con el operador

integral y la convolucién n veces de esta funcién con el operador

IS0 = g [ (6= 0"



llegando incluso a introducir, como una derivada de orden n, el operador
I7™; hubo de esperarse hasta 1950 a que los trabajos del mateméatico
polaco J. Mikusinski aportasen una base tedrica para el calculo opera-
cional. En 1953 este matematico publicd, en Varsovia, su libro titulado
Operational Calculus, el cual fue traducido al inglés en 1959 [36], en
el que se desarrolla de forma exhaustiva la teoria base del cdlculo opera-

cional y que ha servido como referencia a multiples trabajos posteriores.

La idea principal de la teoria de Mikusinski, al igual que Lévy, fue
considerar las operaciones suma y convolucion sobre el conjunto de fun-
ciones complejas continuas definidas sobre valores reales no negativos, el
cual con dichas operaciones adquiria la estructura de anillo conmutativo
no unitario , que ademads, basandose en un teorema debido a Titch-
marsh [60], carecia de divisores de cero. La originalidad en el trabajo
de Mikusinski la constituyé el hecho de extender este anillo a su cuerpo
de fracciones, siguiendo el mismo proceso que el que lleva a construir el
cuerpo Q a partir del anillo Z. Ya en este punto y conocida la identifi-
caciéon de la funcion constante 1 con el operador integral I, se demostré
que el inverso algebraico, en el cuerpo de fracciones, de la funcién cons-

tante 1, el cual fue denotado por s, verificaba que:

s* f(t) = f'(t) + £(0)



lo que daba explicacion al tratamiento como ente algebraico del operador
diferencial en los trabajos de Heaviside.

A raiz de los trabajos de J. Mikusinski, muchos han sido los mate-
maticos que han desarrollado diferentes calculos operacionales asociados
a diferentes operadores: V.A. Ditkin y A. P. Prudnikov [14] y [46], L
H. Dimovski [13], V. Kiryakova [28], N.A. Meller [35], E.L. Koh [30],
J.J. Betancor [12], J.A. Alamo y J. Rodriguez [2], [3] y [54], etc. Sin
embargo en estos trabajos no se menciona la idea de derivada algebraica
que Mikusinski incluia en el suyo, y que va a ser la idea central en esta
memoria.

J. Mikusinski define en su libro la derivada algebraica, sobre las

funciones del anillo, como el operador

Df(t) = ~Lf(t)

extendiéndola luego al cuerpo de fracciones de la siguiente manera

pf ) _ [DfO]*9(t) — f(t) * [Dg(t)]

g(t) g(t) * g(t)
y demuestra que esta derivada algebraica actia sobre las potencias de s
como la derivada usual lo hace sobre las potencias de ¢t. Para profundizar

algo més en el concepto de derivada algebraica, se puede acudir a [23] y

31).



Décadas més tarde autores como W. Kierat [24], K. Skornik [25] y
[26], P. Antosik [11], K. Yosida [62] y [63], entre otros, utilizan la derivada
algebraica de Mikusinski para resolver ciertas ecuaciones diferenciales
clasicas. Son precisamente estos trabajos los que motivaron el desarrollo

de esta memoria la cual hemos dividido en cinco capitulos:

En el capitulo primero se introduce la definicién del concepto de
derivada algebraica sobre un anillo, desarrollandose un somero estudio,
basado en los trabajos de J. Mikusinski, de sus propiedades. Asimismo
se muestran algunos ejemplos concretos de tales derivadas. Se termina
este capitulo haciendo mencién al concepto de derivada algebraica que
comparece en los trabajos de D. Rolewiczs [47]-[53], acerca de operadores

invertibles.

En el segundo capitulo se presenta a través de los trabajos de W.
Kierat [24], K. Skornik [25] y [26], P. Antosik [11] K. Yosida [62] y
[63], y otros, el uso de la derivada algebraica en la resolucién de ciertas
ecuaciones diferenciales clasicas, obteniéndose en alguno de los casos
propiedades de convolucién para las correspondientes soluciones. Si-
guiendo la misma técnica que la empleada por estos autores se plantea
la resolucién de ecuaciones en las que comparece el operador diferencial

de orden fraccionario de Riemann-Liouville el cual se denota por D? y



cuya definicién es D f(t) = D"I"°f(t) (n—1< 6 < n), siendo
a 1t a-1
17 = gy [, -7
el correspondiente operador integral.
En el siguiente capitulo se comienza, a modo de introduccién, ha-
ciendo un resumen del célculo operacional que para el operador D = —

dt
desarrollaron Ditkin y Prudnikov [14] usando la convolucién

(o0t =5 [ 5t~ (rir

para luego definir una derivada algebraica asociada a éste, cuya ex-
presién es

Df(t) = =1)f(?)

siendo
t

150 = [ fwdu

Jo
En el capitulo cuarto se definen, y estudian, tres derivadas alge-
braicas asociadas al operador D?, en relacién con tres convoluciones
distintas:

I&—l
Dif(t) = —th(t)

asociada a la convolucién de Mikusinski,

1'671

Daf(t) = [1 = ——1)f (1



para la convolucién

) "t
<f@mw=q%54fu—ﬂMﬂm

introducida por Alamo y Rodriguez [2], y

A ()

Dyf(t) = ( m p

para la convolucion, definida por Luchko y Srivastava [33],

(Forg)) =" [ fe=ng(riir = P72 g)) (A2 1)

donde I~ representa el operador integracién fraccionaria de Riemann-
Liouville y * la convolucién de Mikusinski. En todos los casos se usaran,
éstas, para resolver ciertas ecuaciones diferenciales e integro-diferenciales.

Ya en el ultimo capitulo se empieza exponiendo la ususal técnica del
uso del teorema de semejanza de Meller en la bisqueda de convoluciones
para operadores a partir de uno dado y su convolucion, tal y como han
mostrado autores como, I. Domovski [13], V. Kiryakova [29], J.A. Alamo,
J. Rodriguez [2], etc. En esta parte se plantea el uso de esta técnica para
encontrar derivadas algebraicas a partir de una dada, demostrando que
ademads existe una perfecta transmisiéon de propiedades. Se acaba este
capitulo, y con ello la memoria, ilustrando con ejemplos lo expuesto.

Asi, se presentan derivadas algebraicas asociadas, entre otros, a los ope-



radores Dg = g6

4. D% = D3I, siendo

a_ B "8 Bya-1s-1
I _F(a),/o (t7 — )P f(T)dT

el operador integral de orden fraccionario generalizado de Riemann-

Liouville estudiado por A.C. Mcbride [34].
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Capitulo I

La derivada algebraica

1.1 Introduccion

En este capitulo de caracter introductorio, a efectos de una mejor
lectura de esta memoria, se comenzara dando la definiciéon de derivada
algebraica en un anillo y su extensién de un anillo de integridad a un
cuerpo cociente. Asimismo, se da la definiciéon de un anillo diferencial,
de ideales diferenciales y homomorfismo diferencial.

Todo ello permite, basdndose en los trabajos de J. Mikusinski, dar
la definicién de derivada algebraica por él utilizada y hacer un resumen
de sus propiedades.

Como ejemplos ilustrativos de derivadas algebraicas asociadas a calculos

operacionales discretos, se mencionaran algunos trabajos de T. Fényes

11



12 Capitulo I. La derivada algebraica

y M. Hayashi.

Por otra parte, a efectos comparativos con lo dado, se presentard
la definicién de derivada algebraica introducida por D. Prezeworska-
Rolewicz.

Para terminar el capitulo se mencionan algunas definiciones y propiedades,
enmarcadas dentro del calculo fraccionario, que seran de utilidad en el

desarrollo de esta memoria.

I.2 Generalidades

Tomando como referencia los trabajos de Mikusinski [37] y [38], se
introduce una definicién de derivada algebraica y se hace un resumen de

sus propiedades.

Definicién 1.2.1 Dado una anillo conmutativo (A, +,.), se denomina
derivada algebraica sobre A a todo operador D : A — A, verificando que

para cualquier par de elementos a, b en A

D(a+b) = Da+ Db (1.2.1)

D(a.b) = Da.b+ a.Db (I.2.2)
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No es complicado comprobar que tal operador verifica las siguientes

propiedades:
i) DO=0
ii) D(—a) = —Da

i11) D(a —b) = Da — Db

iv) D(Z a;) = Da;
i=1 i=1

1)) D(H ai) = zn:al...ai_l.(Dai).ai+1...an

i=1 =1

Definicion 1.2.2 Por recurrencia se define la aplicacion iterada del o-
perador derivada algebraica.
D"a=D(D" 1ta) (n=1,2,3,....)
D% =a
A continuacién se enumeran una serie de teoremas, proposiciones
y definiciones, todas ellas extraidas del trabajo de Mikusinski [37], en-
caminadas a dar condiciones de resolubilidad a ecuaciones en A que

involucran al operador D.

Proposiciéon 1.2.1 Dados dos elementos a y b, de A, tales que al menos

uno de ellos no es un divisor de cero, entonces

Dab—a.Db=0 = D"a.D"b— D"a.D"b=0 (m,n € N)
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Definicion 1.2.3 Un elemento ¢ € A se dice constante si Dc = 0.

Dadas la propiedades de D es facil comprobar que (C, +,.) es un sub-
anillo de A, siendo C el subconjunto de las constantes de A, verificindose

ademas

vi) D(c.a) = c.Da para cualquier ¢ € C'y cualquier a € A

vii) Da=Db = a=b+cdondece Cya,be A

Definicion 1.2.4 Los elementos a1, ao, ...,ay, de A se dicen linealmente

dependientes si existen ci, co, ...,c, € C no todos nulos , tales que

cia1 +cas + ...+ cpa, =0

Supéngase ahora que el anillo A no tiene divisores de cero y que la

derivada algebraica verifica ademads la propiedad

Da.b—a.Db=0 = ayb son linealmente dependientes.  (1.2.3)

Nota I.2.1: Piénsese que la propiedad reciproca siempre es cierta.
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Proposicién 1.2.2 Para que los elementos aq, ..., a,, de A, sean lineal-

mente dependientes, es condicion necesaria y suficiente que

aj N Ay,
W= Daq .. Da,, —0
D" lay . . D" la,

Proposicion 1.2.3 Sea A un anillo conmutativo sin divisores de cero

con una deriwada algebraica D verificando (1.2.3), entonces la ecuacion
an D"z + ....+a1Dx 4+ agr =0
admite como mucho n soluctones linealmente independientes.

En caso de que el anillo A carezca de divisores de cero, puede ser

extendido a un cuerpo de fracciones A* de la siguiente manera:
A = Ax (A—{0})/ ~
donde ~ es la relacién de equivalencia definida por
(a,b) ~ (¢,d) & a.d=b.c

a
Es usual representar por 3 a la clase de equivalencia del par (a,b)

asi como definir las operaciones en A* como sigue:
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a c a.d-+b.c

TR Y
ac_ac
b'd bd

El anillo A es siempre isomorfo a una parte de A* y en ese sentido
se considera A C A*. En caso de que en A haya definida una derivada
algebraica, es comun extender ésta al cuerpo de fracciones definiéndola

como

a Da.b — a.Db

b b.b

siendo sencillo comprobar que la extensiéon de D sigue verificando las
propiedades (1.2.1) y (1.2.2), e incluso (I.2.3) independientemente de

que lo haga en A o no.

Proposicién 1.2.4 Sea A un anillo conmutativo sin divisores de cero
con una derivada algebraica definida sobre él. Sea C' el conjunto de
las constantes en A y sean A* y C* sus respectivos cuerpos cocientes,
entonces: C* coincide con el conjunto de los elementos constantes de

A* si y sdlo si la derivacion verifica la propiedad (1.2.3) en A.

Para ilustrar lo expuesto comentaremos que la derivada habitual de

funciones satisface las propiedades (1.2.1) y (1.2.2), respecto a la suma
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y producto de funciones. Podemos tomar por A distintos anillos de

funciones, por ejemplo:

e Las funciones C*°[(«, 3)]. Este anillo tiene divisores de cero, por
lo que la proposiciéon 1.2.1 es aplicable, no asi las proposiciones

.22, 1.23 y 1.2.4.

e El anillo de los polinomios en una variable con coeficientes reales.
Este anillo no tiene divisores de cero. El conjunto de las constantes
es el compuesto por los coeficientes reales. Ademas se verifica la
propiedad (I.2.3). Por lo que son aplicables las cuatro proposi-

ciones.

Aunque no de forma tan explicita, en los trabajos de Mikusinski [39],
[40] y [41], también se cita el concepto de derivada algebraica, bajo el
nombre de "una derivacién”, y se utiliza en la resolucién de ecuaciones
y sistemas de ecuaciones diferenciales abstractas en anillos y espacios
vectoriales sobre cuerpos de caracteristica cero.

Para terminar esta seccién, comentar que se ha recurrido a los tra-
bajos de Mikusinski para introducir el concepto y propiedades generales
de la derivada algebraica, lo cual tiene su justificacién en el hecho de
ser a este autor al que se seguird en el desarrollo de este trabajo. Sin

embargo existen otros autores como I. Kaplanski [23], que introducen
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la derivada algebraica con pequenas diferencias, tal y como se refleja a

continuacion.

Definicion 1.2.5 Una derivada en un anillo A, es una aplicacion adi-

tiva
A — A
a — d
verificando
(ab) = a'b+ al/
Seescribird a”’, @, ..., a™ para simbolizar a las derivadas sucesivas.

Por induccién se prueba la regla de Leibnitz
p) () — ) oD pn=)
@ =3 (7)o

Si @’ conmuta con a, se tiene que

En caso de que A tenga elemento unidad, su derivada es necesaria-
mente cero lo que lleva a que si a es regular, diferenciando en aa™! =1,
se obtenga que

(a—l)/ — _a—la/a—l

Definicion 1.2.6 Un anillo diferencial es un anillo conmutativo con

una derivacion definida.
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En cualquier anillo diferencial A, los elementos con derivada cero for-
man un subanillo C, llamado el anillo de las constantes, lo que ya habia
sido comentado a través de los trabajos de Mikusinski, pero Kaplanski
va un poco mas alld y comenta que en caso de que A sea un cuerpo,
necesariamente C también lo es.

Se dice que un ideal I de un anillo diferencial A es un ideal diferencial

si la derivacién es cerrada en 1.

Definicion 1.2.7 Sean A y B dos anillos diferenciales, un homomor-
fismo diferencial de A a B es un homomorfismo algebraico que ademds

conmuta con la derivada.

I.3 El calculo operacional de Mikusinski y su
derivada algebraica

En el ano 1953 Mikusinski publica su libro ( traducido al inglés
en 1959) [36], en el cual presenta su cédlculo operacional. En el ano
1960 publica el trabajo "Remarks on the algebraic derivative in the
operational calculus” [38], en el cual demuestra algunas propiedades

adicionales, no incluidas en su libro, de su derivada algebraica. En esta
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seccién se hara un resumen de los resultados expuestos en estos trabajos

y que seran de utilidad en el desarrollo de los préximos capitulos.

Sea C el anillo de funciones a valores complejos continuas sobre el
intervalo 0 <t < oo y considérese en €l la suma usual de funciones y el

producto

t
(290 = [ 1t =glr)ar
No es complicado deducir que (C,+,*) es un anillo conmutativo no

unitario que ademés carece de divisores de cero [60]. Lo que permite

entonces construir el correspodiente cuerpo de fracciones
M=Cx(C—-{0})/ ~

y representar a los elementos de éste por ]—9, los cuales son llamados
q
operadores.
La funcién constante f(t) = 1 puede ser identificada con el operador

integral, en el sentido de que

(1= ) = [ f(ryir

Denotando por [ a dicha funcién es facil comprobar que

tk_l

t
Proposicién 1.3.1 Sea If(t) = (/0 f(r)dr, entonces I* = T(k+1)

(Vk € N)
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El anillo C se identifica con un subanillo de M mediante el isomor-

fismo

M
=7
El cuerpo de los niimeros complejos también puede embeberse en M
asignando a cada a € C el llamado operador numérico [a] = {QL}, donde
{a} representa la funcién constante con valor .
Se ha de resaltar el hecho de que Mikusinski hace hincapié en la
diferencia entre las constantes « y las funciones constantes {a}, lo que

viene motivado porque la convolucién de dos funciones constantes no

vuelve a ser una funcién constante

{a} {0} = {apt}

Los llamados operadores numéricos reciben su nombre dado que jue-

gan, en M, el papel de las constantes en C, de hecho se verifica que

[a] 4 [6] = [+ 5]
[al].[8] = [af]
Nota 1.3.1: Mi&s adelante quedara reflejado que estos operadores re-
presentan las constantes en el cuerpo. En general, y salvo que hayan

posibles confusiones, se representarda por « al operador [a]. Dentro de

estos operadores se encuentran el cero y la unidad del cuerpo.
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1
Se denota por s al inverso algebraico de [, es decir, s = 7 el cual se
denomina operador diferencial ya que en cierto modo se identifica con el
d
operador derivada usual T tal y como se refleja en las siguientes reglas

operacionales:

—f(t) = sf(t) - f(0) (L.3.1)

——f(t) = s"f () =" f(0) = "2 (0) — . = FTH(0) (13.2)

las cuales permiten identificar ciertos operadores con funciones de C.

Tomando en (1.3.1) f(t) = e se obtiene

1

S —«

a partir de aqui, usando la definicién de la convolucion y el método de

induccién, se puede expresar

Teniendo en cuenta las conocidas féormulas
—ix

T

senr = -
21
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ei;v + e—ix
COST = f
es facil llegar a
t . S —«
e” COSﬁt = m
1 1
=esenft = ——————
5 G

que para el caso a = 0 se reducen a

1 5t 1
—senft = ——
5 R
s
= —
cos3 e

Mikusinski define en C la derivada algebraica Df(t) = —tf(t), ex-
tendiéndola al cuerpo M, tal y como ya se ha comentado, de la siguiente
manera:

p _ [Dplxq—px[Dq]

D= = 5 p,geC qg#0
q q

demostrando que se verifican las propiedades que se enumeran en la

siguiente proposicién

Proposicién 1.3.2 Para cualquier par de elementos a,b € M y para

cualquier operador numérico a

a) D(a+b) = Da+ Db
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D(a.b) = Da.b + a.Db

a [Dal.b— a.[Db

DE = 7 b#0
Da =0

D(a.a) = a.Da

D1=0

DI" = —pl™H

Ds™ = ns" 1

De la combinaciéon de estas propiedades se puede concluir que la

actuacion de la derivada algebraica sobre expresiones polindémicas, en el

operador s, con coeficientes constantes en M es como sigue

D(ans™ + 15"+ . 4 ) = noys™ T L+ 2005 + o

lo que sugiere que el operador D pueda ser considerado como una derivada

usual respecto al operador s.

En la proposicién 1.3.2 apartado d) se nos muestra que la derivada

algebraica de los operadores numéricos es cero, pero mas ain, se puede

demostrar la propiedad reciproca.
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Proposicién 1.3.3 Dx =0 = z = |a].

A continuacién se introduce el concepto de funcién operacional, con-
tinuidad y derivabilidad segin Mikusinski, para ilustrar después, [38], la
accion de la derivada algebraica sobre algunas de éstas.

Partiendo de la identificacion de la funcién constante 1 con el ope-
rador integral, es sencillo comprobar, usando el método de induccién,

que

o tnfl

~ I(n)

lo que permite generalizar a potencias reales positivas

ta—l
- T(a)

«

Expresiones como esta, dan la idea de que se pueden considerar fun-
ciones operacionales f(«) como aquellas que asignan un operador, es
decir, un elemento del cuerpo M a cada ntimero «. A partir de aqui se

introducen los conceptos de continuidad y derivabilidad como sigue

Definiciéon 1.3.1 Una funcion operacional f(a) se dice continua en un
intervalo finito (abierto o cerrado) K, si puede ser representada en di-

cho intervalo como el producto de un operador ¢ € M y una funcion
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paramétrica fi(a,t) tal que la funcion fi es continua (en el sentido

usual) en el dominio Q (a € K, 0 <t < 00), es decir, f(a) = q.f1(a,t).

Es evidente que con esta definicién cualquier funcién f(«, t) continua
en el sentido usual en el dominio {2 es continua en el sentido operacional
(bastarfa con tomar g = 1). Sin embargo, tal y como refleja el siguien-
te ejemplo, hay funciones no continuas en el sentido usual, que si son

continuas en el sentido operacional.

0 st 0<t<a«
H(O"t)_{l si 0<a<t

H(a,t) es discontinua, sobre la linea a = ¢, en el sentido usual, sin

embargo es continua en el sentido operacional ya que

H(a) = shy(a,t)

siendo hi(a,t) la funcién continua

) <
hl(a,t):{ 0 st 0<t<a

t—a st 0<a<t

y dado que

IH(a,t) — /O " H(.r)dr = hy(a.t)
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Definiciéon 1.3.2 Una funcion operacional f(«) se dice continuamente
diferenciable en un intervalo finito K si puede representarse por f(a) =
q.f1(a,t), siendo ¢ € M un operador y f1 una funcion cuya derivada
parcial 8%f1 (a, t) es una funcion continua en el dominio Q (a € K, 0 <

t < 00). La derivada operacional de f queda definida por

/(@) = g o fulo 1)

Nota I.3.2: Curiosamente la derivacion operacional verifica las propiedades

usuales de la derivada (suma, producto, cociente, etc.)

Como ejemplo consideremos la funcién operacional
f(a) = sH(a,t) = s*hi(a,t) = s31hi(a,t) = s2ho(a,t)

donde la funcién ho viene dada por la expresion

0 si 0<t<a
h2(04>t):{ ft—a)? si 0<a<t

y tiene como derivada parcial respecto de a la funcién continua en el

dominio 2 (0<a<ay, 0<t< o0))

o 0 si 0<t<a

siendo g un nuimero positivo arbitrario.
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Finalmente la derivada operacional de f(a) vendria dada por

(o) = sg%hg(a,t) para 0 < a < o

Tal y como se habia adelantado, se expondran algunas propiedades
de la derivada algebraica en relacién con la derivada de una funcién

operacional.

Proposicién 1.3.4 Si f(«a) es una funcién operacional continuamente

derivable, se tiene que
Df'(a) = [Df ()]

Definicion 1.3.3 Dado un operador w € M, se define eV como el valor

para o =1 de la solucion f(a) = €™ de la ecuacion diferencial

con lo que e% existe para un operador dado w si y sélo si hay solucién
no trivial de la ecuacién diferencial. Algunas notas sobre la funcién

exponencial operacional pueden verse en [27].

Proposicion 1.3.5 Si existe e, entonces:

Dev = e“Dw
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Proposicion 1.3.6 Si la ecuacion Dx = wx tiene solucidn, el cociente

entre dos soluciones, no nulas, es un operador numérico.

Proposiciéon 1.3.7 Si Du = w y la ecuacion Dx = wx es resoluble,

entonces toda solucion es de la forma ae®, siendo a un nimero.

A continuacién se muestran, ilustrandolos con algun ejemplo, los
conceptos de sucesién y serie de operadores convergentes en el sentido

Mikusinski.

Definicién 1.3.4 Una sucesion de operadores {a,} C M se dice con-
a
vergente al limite a € M si existe un operador ¢ € M tal que {—} sea

. . . . a
una sucesion de funciones de C casi uniformemente convergente a —.

Nota I.3.3: Por casi uniformemente convergente se entiende, uniforme-
mente convergente en todo intervalo finito.

A modo de ejemplo, considérese la sucesién de término general

52n?

ay = ———=
52 +n?

4

la cual es convergente, ya que tomando g = s* se obtiene que

an n? 1 1

1 .
TR 2y Lyt = falt)



30 Capitulo I. La derivada algebraica

Claramente f,(¢) tiende casi uniformemente a t, por lo que a,, con-
verge a
42 _ 2

stt=s = s°.

Es de destacar el hecho de que toda sucesion de funciones en C casi
uniformemente convergente, es convergente en el sentido operacional, sin
embargo el reciproco no es cierto. Piénsese en la sucesion de funciones
fn(t) = cos(nt), la cual en sentido operacional tiende a cero, ya que

S ’
T3V bastaria con tomar ¢ = s.

cos(nt) = o

Las propiedades usuales (unicidad del limite y operaciones con limites)
se verifican para el caso operacional, con alguna restriccion para el caso

del cociente.

Para las series de operadores las cosas son como usualmente, es decir,

se dice que

o0
Zan:a0+a1+ .=A

n=0

si la sucesién de sumas parciales
A, =ay+a1+ ... +a,

converge a A, por ejemplo:
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1
T+HI+P+B+ = —

1-1

ya que la sucesion de sumas parciales

tn

1+1+P+ . 40" =s{l+t+ .. + ————
+I+1P+ L+ s{1+1t+ +F(n+1)

¥
converge al operador

s 1
s—1 1-1

Set =

Mikusinski dedica el cuarto capitulo de su libro [36], al estudio de las

series de potencias de operadores, estableciendo los siguientes resultados:

Proposicién 1.3.8 Sea {a,} € M una sucesion arbitraria de operado-
res, si la serie

ap + a A+ ag)\2 +

es convergente para un cierto numero X = A1, entonces es convergente

en el disco |A| < A1.

Proposiciéon 1.3.9 Si la serie
T(N) =ap+aiA+as\? + ...

converge para algun valor A = A1 € C, donde a; € C, entonces la serie
U(f)=ao+arf +asfi+ ..

es operacionalmente convergente para cualquier funcion f € C.
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Ejemplos:

1. La serie

1
S T N R

1-A
es convergente para |A| < 1. Entonces la serie
1 1 at  a’t?
=1 =l+al+o®P+ . ={1+—+——+...
5— 1—al ror { +1!+ 2! ok

es convergente para cualquier nimero complejo «, lo cual prueba,
de otra manera, la ya mencionada igualdad

1

= e,
S —«
. La serie
A2\
COS)\Il—a—FZ— .......

es convergente para cualquier valor de A, por lo tanto la serie

Lo, 1
COSE_ _2!34+4!38

es convergente. Notese que

Haciendo uso de estos resultados el autor define la potencia de ex-

ponente real 3 de los operadores 1+ f (f € C), como

1477 =Y <§>fk

k=0
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comprobando que se verifica la igualdad
(L+ 0+ ) =1+ )

de la cual se puede deducir, tomando v = —f3, que

_ 1
S (5T

Una vez definida las potencias de exponente real para dos operadores

a y b, se define la potencia de su producto de forma usual, como
(ab)? = VP

lo que permite demostrar la veracidad de, entre otras, igualdades como
la siguiente

;ﬁ =1#(1—al) "’ = i <_,f>(—a)’€l’“+ﬁ =

(s —a) k=0

_ tl@_l - (at)k _ tﬁ_l 6at
- T(B) 2 KT

k=0

En [43], D. Nikolic-Despotovic y B. Stankovic, estudian la conver-
gencia de algunas series de operadores en el cuerpo de Mikusinski, tales

COomao:

> 1
ngoanm (an EM)

n
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siendo 0 < By < B < ... , B — o0, n — o0
y
i 1
52 + 4n272

identificando para 0 < v < 1

i 1 e 1 . 1

ov 2.2 v w9

s + 4n*m 1—e5 sv 2

y
i 1672n2 _ es” e n 1
— (2" +4n272)2  s¥(1—e ") (1 —e5")2  2s¥

Algunas propiedades mas sobre la derivada algebraica de Mikusinski
estudiadas por autores como Kierat, Skornik, Yosida, etc. seran men-
cionadas en siguientes capitulos, a medida que vayan siendo necesitadas.

Debe resaltarse, antes de finalizar esta seccién, que numerosos au-
tores han dedicado algunos de sus trabajos a profundizar en el calculo
operacional de Mikusinski, obteniéndose como resultado un enriqueci-
miento del mismo. Entre otros, se mencionan los trabajos de Yosida

[62], [63] v [64], Okamoto [44], Gesztelyi [20] y Prudnikov [46].
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1.4 Otras derivadas algebraicas conocidas

En esta seccion se pretende mostrar ejemplos de derivadas alge-
braicas aplicadas a cédlculos operacionales discretos, asi como presentar
otro concepto de derivada algebraica aplicado al estudio de la invertibi-

lidad de operadores.

En 1975, T. Fényes y P. Kosik, [19], estudian la aplicacién de un
célculo operacional discreto y su correspondiente derivada algebraica en
la resolucion de ecuaciones en diferencias. Para ello, definen sobre el

conjunto E de las sucesiones reales a = {a, }, las siguientes operaciones:
a+b: {an}+{bn} ={an+bn}

ab: {ap}{b,} = {zn: arbn—1}
k=0

demostrando que es un anillo conmutativo y unitario sin divisores de
cero y que por tanto puede ser extendido a su correspondiente cuerpo
de fracciones. El elemento unidad viene dado por {ég,}, donde 6o,
denota el simbolo de Kronecker.

Es de destacar que el producto utilizado por estos autores respresenta,
la version discreta de la convolucién de Mikusinski, por lo que debe

esperarse que el papel que juegan los operadores integral y diferencial
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en el cédlculo operacional de Mikusinski, lo desempenen, en este calculo
operacional discreto, los operadores suma y diferencia. La funcién h =
{1} que toma el valor 1 para todo n = 0,1,2, ..., se identifica con el

operador sumacion, ya que:

M) = (1 {an) = (> ar}
k=0

El operador

se identifica con el operador diferencia, y su propiedad fundamental viene

dada por

{an} = {Aay} + (1 + q)ao

donde

{Aan} = {ant1 —an}

Los autores definen en el anillo F la operacién
Da = D{a,} = {—na,}

que constituye la versién discreta de la derivada algebraica de Miku-
sinski, y resulta sencillo comprobar que dicha operacién verifica las
propiedades.

D{a, +b,} = D{a,} + D{b,}
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D[{an}{bn}] = {an}D{bn} + {bn} D{an}

es decir, constituye una derivada algebraica en el anillo F, siendo alguna

de sus propiedades mas importantes:

Dg=1+¢

D1+ " =k(1+q" (kez)

En anos sucesivos T. Fényes, [15], [16],[17] y [18], introduce el lla-
mado célculo operacional discreto de Mikusinski basado en el producto

de Dirichelt.

Sea el conjunto F dotado de las operaciones
a+b: {ap}+{bn}={an+0,}

ab: {a,}{b,} = {Z anbz }

vn

donde v|n significa que v es divisor de n, las cuales dan a F la estruc-
tura de anillo conmutativo sin divisores de cero, cuyo correspondiente
cuerpo de fracciones, denominado el cuerpo de operadores discretos de
Mikusinski, es denotado por Mp y sus elementos son llamados Mp-
operadores.

Se define la funcién operacional §(a) con o € Q" como
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donde
O(N)={6(n,N)}, NE€N

0 st n#N
5(”’N):{1 si niN

El elemento unitario de E'y Mp es precisamente §(1) = 1. Se denota

por E* el subanillo de Mp cuyos elementos son de la forma

a
r=—— a€Q, ack.

Evidentemente, £ C E*.
La funcién exponencial e* para a € E se define como su serie de
Taylor operacional, la cual converge punto a punto.

La definicion de la derivada algebraica dada por T. Fenyés es

D(a) = {—an.logn}, a€FE

bD(a) — aD(b)

D(r) = =2

a,bGE,b#O,m:%

verificando, entre otras, las propiedades:
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e Da=0 a€eR, C

o D[5(B)] = —logBs(3) B € Q*F
a —log?.ap

6(€)

€E* ac€FE, ecQ"

La integral algebraica, denotada por [, es el operador inverso de D.
Fenyés demostrd, en un principio para E* y luego para Mp, que las

tres proposiciones siguientes se verifican.

Proposicién 1.4.1 Si x € E* y D(x) = 0, entonces x es un nimero

arbitrario.

Proposicién 1.4.2 Seana € E ye € Q". Entonces

/% existe en el anillo E* si y sdlo sie ¢ N 6 e € N ya(e) = 0.
. €

Ademds,

Qn
a " logZ
BRIk ER, C
/ 5(0) te ceR

6(€)
Proposicién 1.4.3 La ecuacion diferencial algebraica

D(z)—ax=0 a€FE

tiene solucion no trivial en E* si y sélo si e=* € QV en cuyo caso la

solucion adquiere la forma

v = cb(e=eapl [ (a— a)
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Otro ejemplo de derivada algebraica es debido a M. Hayashi [21], el

cual considera sobre el conjunto

Ky« = {f/f 1 Z — C, Eimf €7, Vn< my, f(n) = O}
las operaciones suma usual y el producto de Cauchy

(fxg)n)= Y [fla)g®), f.g€Kn+, abneZ

a+b=n
Se denota por Ry+, el conjunto de todas las funciones definidas so-

bre Z que se anulan en Z — N* (N* = N — {0}) las cuales se denominan
funciones aritméticas ordinarias. Ry« es un dominio conmutativo subin-
tegral y se corresponde con la parte de las funciones analiticas en K+,
por lo que puede identificarse K+ con el cuerpo de fracciones de Ry,

ademads se pueden considerar Ry~ y C como subanillos de K-, se iden-

tifica un nimero complejo a con la funcién

a st n=0

fam):{ 0 si n#0

el elemento unidad en Ky~ es la funciéon f;. La funcién inversa p de
la funcién constante | = {1} en Ry~, denominada funcién aditiva de

Mobius, viene dada por
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El autor introduce la funcién h = 1— cuya inversa h ™! no pertenece

a Ry+ y que verifica

noy ) 1 st n=k
W (k) = { 0 si n#k
También define una norma en Ky« como ||f|| = 27, siendo n(f)

el primer entero para el que f(k) # 0, y la correspondiente distan-
cia d(f,g) = ||f — g||- Con esto se demuestra que Ky« es un cuerpo
topoldgico completo y que Ry« es un subanillo topolégico de Kpn«. In-
mersos en esta estructura topoldgica se puede comprobar que todo ele-
mento f de Ky~ admite un desarrollo de Laurant
oo
f= > fn"
n=n(f)

considerandose a Ry~ como el anillo de todas las series de potencias en

h.
Basandose en todo lo anterior se define, en Ky« la derivada alge-
braica
Df = 2% )nf(n)h"1 para f = z% )f(n)h"
n=n(f n=n(f

la cual verifica las siguientes propiedades:
e Df=0siysélosi f=f,

e D(af)=aDf para a € C



42 Capitulo I. La derivada algebraica

e Dh=1yDh"=nh"'tnecz

o Df" =nfr-'Df

0 n
e Def = efDf donde se define ef = Z f—
= T(n+1)

En 1970 [47], D. Przeworska-Rolewicz presenta un concepto distinto
de derivada algebraica, el cual usard principalmente en el estudio de
la invertibilidad de operadores. La autora trabajando en un espacio
vectorial X sobre un cuerpo F de caracteristica cero y para cualquier
operador lineal A que transforma a X en él mismo, introduce la siguiente
notaciéon: Dy representa el dominio del operador A, E4 su rango o
recorrido, Z4 su nucleo cuya dimensién a4 se denomina nulidad de A y

por tdltimo I representa al operador identidad.

Definicion 1.4.1 Un operador lineal D : X — X se dice una derivada

algebraica si existe un operador lineal R : X — X tal que

a) RX CDp yDr=X

b) DR=1

c) el operador I — AR es invertible para todo escalar
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El operador R recibe el nombre de integral algebraica. El nicleo Zp
de D se denomina espacio de las constantes respecto a D.
Algunas propiedades de la derivada y la integral algebraica son ex-

puestas a continuacién
i) DFRF = I para k = 1,2, ...
ii) (D — M)F(I — AR)* = D* para cualquier A € Fy k=1,2,...
i) (D — A)*(I — AR)*RF = I para cualquier A\ € Fy k=1,2,...
Estas propiedades permiten establecer de una forma sencilla que
Zpaxr={I-AMR)"'2: 2€Zpy=(I—-\R)"'Zp

lo que lleva a asegurar que la expresién general de la solucién de la
ecuacion

(D-XN)xz=y, yeX, AeF
viene dada por
z=(I—-AR)"YRy+2), donde z¢€ Zp

en particular si A = 0 tenemos que x = Ry+2z con z € Zp es la expresion
general de la solucién de la ecuacién Dx = y.

Las propiedades:
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e para cada m, si zx € Zp, 2z # 0 (k = 0,1,...,m), entonces los

elementos zg, Rz1, ..., R™ 2z, son linealmente independientes.
e sim=dimZpy =z, -.., Zzm € Zp son linealmente independientes,
entonces para cualquier k = 1,2, ... los elementos R*z1, ..., R¥z,

son linealmente independientes.
permiten concluir que
k-1
Zpr = {Z Rz @ zm € Zp} para k=1,2,..
m=0

igualdad, ésta, que es 1til para obtener la siguiente
Zip e ={(I = AR)F S8 Rz ¢ 2 € Zp} = (I — AR) ™" Z
(k=1,2,.., A€ F)

a partir de lo cual es sencillo demostrar que la expresion de la solucién

general de la ecuacién
(D-XD)re=y, yeX, e F (k=1,2,..)
viene dada por

k—1
r=(I- )\R)*k(Rky—i- Z R™zm) 20y.y2k-1 € Zp

m=0

que para el caso en que A = 0 dice que la solucién general de la ecuacion
DFx =y es

r=RFy+ Rz 4.+ Ra + 2
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En 1972 [48], D. Przeworska-Rolewicz, siguiendo la misma linea, in-

troduce el concepto de operador inicial para una derivada algebraica

Definicion 1.4.2 Sea D una derivada algebraica sobre X con una in-
tegral algebraica R. Un operador lineal F', definido sobre X, se dice un

operador inicial para D si
a) FX=ZpyF*=F
b) FR =0 sobre X
De la definicién se sigue inmediatamente que
e ZpNZp={0}
e DF =0 sobre X

La llamada férmula de Taylor para un operador inicial F' y para

cualquier entero positivo n, viene dada por

n—1

I=Y RFFD"+ R"D" sobre Dpr

k=0
la cual es utilizada, entre otras cosas, (caso n = 1) para demostrar que
la condicién necesaria y suficiente para que F sea un operador inicial
para D y R es que

F=1—-—RD sobreDp
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y en la obtencién de la solucién tnica del problema de valores iniciales
QD)z=y, yeX

FDix = vi, yj€Zp (j=0,1,...N—1; N =grad Q(t))

donde Q(D Z Qi D¥ siendo Qq, ..., Qn—_1 operadores definidos sobre
k=0
N
X y Qn = 1. Si escribimos Q(t, s) = Z Qit"sV7F entonces
k=0
N—-1 m
QD) = QU RDY + 3 (3 QuR™ HFD"
m=0 k=0

férmula, ésta, que junto con la suposicién de que Q(I, R) es invertible

nos lleva a la expresion de la solucién tnica del problema planteado

N—-1 m

z=RNQUR) My — Y. O QuR™ " )ym] + Z RFy;,
k=0

m=0 k=0

A continuacion se muestran tres ejemplos sencillos para ilustrar el

concepto de operador inicial

1. Sea X = C{[0,1]}, D = dt, (Rx)(t) = /t:x(u)du, (Fx)(t) = x(to),
donde

0 <ty < 1. Notese que dimZp = 1.

2. X = C{[0,1] x [0, 1]}, (DX)(t, s) = 2Ls),
(Rz)(t,s) = ~/to x(u, s)du, (Fx)(t,s) = z(to,s). En este caso

dimZp = >
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3. X ={ex={zn} : n=12,...}, Dx = {xps1 — zn}, Rr = {yn}

donde y1 =0y y, = ni:lxn paran =2,3,..., Fa = x1.
k=1
En 1973 se publica el libro ”Equations with transformed argument”
[53], en el cual la autora introduce una modificacién a su definicién de
derivada algebraica, generando el concepto de derivada algebraica sobre

un anillo. Sea X un anillo conmutativo con estructura de C-espacio

vectorial.

Definicion 1.4.3 Si dado un operador lineal D sobre X existe otro o-

perador lineal R actuando sobre X y tal que
1. RXCDpyDr=X
2. DR=1
3. el operador I — Rp es invertible para cualquier p € X
4. D(zy) = xDy + yDx para todo x,y € X

entonces D se dice una derivada algebraica sobre X y R es su corres-

pondiente integral algebraica.

En particular, si el anillo X tiene elemento unidad, de la condicién

tercera puede deducirse que el operador I — AR es invertible para todo
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escalar A, lo que nos indicaria que D también seria una derivada alge-
braica sobre el espacio vectorial X en el sentido de la definicién 1.4.1.
A partir de esta definicién no es complicado comprobar la veracidad

de la siguiente proposicion

Proposiciéon 1.4.4 Si X posee elemento unidad e, entonces:

1. D(Xe) = 0 para cualquier escalar A.

2. Dz™ = na" 1Dz para todox € X yn=1,2,....

3. Fxiste g € X tal que Dg = e, el cual denotamos por g = Re.

Propiedades analogas a las mostradas para la derivada algebraica
sobre un espacio vectorial son demostradas y utilizadas en la resoluciéon
de ecuaciones que involucran al operador D y sus iteraciones enteras.

Por ultimo comentar que durante este mismo ano y los siguientes la
autora realiz6 trabajos como [49], [50] y [51] donde profundizaba algo
mas en estas ideas, asociando a una derivada algebraica D una familia
de operadores{R,} inversos por la derecha de D y los correspondientes
operadores iniciales {F,} generalizando las férmulas y resultados pre-

sentados.
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1.5 Operadores fraccionarios de Riemann-Liouville
y sus generalizados

En [56], se define el operador integracién fraccionaria de Riemann-

Liouville como

A0 = 5 ) -0 Ot >0

siendo f localmente integrable en [0, c0). Es importante resaltar que si
v =n € N, entonces I” se reduce a la n-ésima integral de f.

Este operador verifica, entre otras, las propiedades:
If=lmI"f=f
v—0

DIVtlf=1"f (D=4%)

(L5.1)
I =10 (> 0)

I'(k+1) o

Iutk —
T(v+k+1)

(k4+1>0, v>0)

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden v > 0 de

una funcién f € C"([0,00)), se define de la siguiente manera

D'f=D"I""f (n—1<v<n)

verificando, entre otras, las propiedades
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D'Itf=1""f (v,p,p—v €RY)
Fhtl) (L5.2)

DYtk = ———
I'k—v+1)

(-l<k<oo, 0<v<k)
El operador de integracién fraccionaria generalizado de Riemann-

Liouville estudiado en [34], viene expresado por

T -y e 60

IEf(t):m‘o

y verifica las leyes de indice

6 +6 _ 16
Iglg =I5 = I3l
(1.5.3)
tﬂafgtm = Ig’*tﬂél[ga (a+6+~v=0, 3>0)

Relacionado con el operador Ig se define un nuevo operador

Definicién 1.5.1 Sea 3 > 0 y f(t) funcion derivable en [0,00), defini-
mos entonces el operador

Daf(t) = 7z () = 5t DS

y haciendo uso de este operador, podemos introducir el siguiente

Definicion 1.5.2 Sea 6 >0, n—1< 06 <n y f funcion derivable hasta

el orden n en [0,00), entonces

Dif = DIy f
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no es complicado comprobar que
DYISf = f

En el trabajo [2] se introduce el operador, T5, potencia del argu-

mento

Definicién 1.5.3 Sea 8 € RT y sea f : [0,00) — C. Se define el

operador

TOf(t) = f(17)
teniendo como propiedades mas importantes:
THf(t) = f(t)
TTPf(t) = TPTf(t) = TP f(t) (L5.4)

T8T5 — 7!

y se demuestran las siguientes proposiciones

Proposicién 1.5.1 Si f es localmente integrable en compactos de [0, ),

entonces

TP f = I5TP f
o de forma equivalente

P =T35TP | 15 =TPI°T?
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Proposicién 1.5.2 Si f es derivable hasta el orden n en [0,00), se
cumple que

T°Df = DT f
o bien

D*=T5D4T? | DY =TPDITT



Capitulo II

La derivada de Mikusinski
en la resolucion de
ecuaclones diferenciales

I1.1 Introduccion

En este capitulo se comienza presentando un pequeno resumen, basado
en los trabajos de K. Yosida [62]y [63], W. Kierat y K. Skornik [24],
[25],][26] y [57], en los cuales se conjuga el uso del cdlculo operacional de
Mikusinski y su derivada algebraica para resolver miltiples ecuaciones

diferenciales.

En la segunda parte, usando las mismas técnicas que los mencionados
autores, se presenta la resolucién de ciertas ecuaciones diferenciales de

orden fraccionario. La mayoria de los resultados expuestos en esta parte

93
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del capitulo estan recogidos en [10].

I1.2 La derivada algebraica y la ecuacion difer-
encial de Laplace

En [62] y [63], K.Yosida, muestra que la ecuacién de Laplace

agty” (t) + (a1t + b1)y'(t) + (aot + bo)y(t) = 0
(I1.2.1)
y(0) =0 (siag #by)
se puede escribir, haciendo uso de (1.3.1), (1.3.2) y la derivada algebraica

de Mikusinski, como:
—ayD[s*y(t) — 1/ (0)] — axDlsy(t)] + basy(t) — agDy(t) + boy(t) = 0

y aplicando las propiedades de la derivada algebraica, se obtiene la

ecuacién operacional
—(ags® + ays + ag)Dy = (2a25 + a; — bys — bo)y

que puede ser escrita, en la forma

Dy q(s) _ (—2a2+bi)s —ai+bo
Yy p(s) a252 + a1s+ ap
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y que siempre que el polinomio p(s) = ass? + a1s + ag admita dos raices
distintas a; y as de modo que
q(s) 20! 72

= ecC
p(s) Z—Oz1+Z—Oé2 (717’72 )

entonces el operador

y=C(s—a1)"(s —a2)”? (C #0, a1, ag operadores numericos)

es solucién de la ecuacién operacional.

Para ello demuestra en primer lugar que la accién de la derivada
algebraica de Mikusinski sobre las potencias naturales de los operadores
[ y s, puede extenderse a cualquier potencia, incluso compleja, tal y

como se muestra en la siguiente proposicién.

t
Proposicién I1.2.1 Seal el operadorf(t) = / f(r)dr y s el operador
0

tnverso algebraico de l, es decir, s = —, entonces

l

a) DIV = —7 !
b) Ds?¥ = 571

v las dos propiedades siguientes, la segunda de las cuales es muy impor-
tante en la resolucién de la ecuacién operacional y la primera es utilizada

para demostrar la segunda; que se dan como:
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Proposicién 11.2.2
a) D(1 —al)? =~yal?(1 —al)t

b) D(s —a)’ =y(s —a) ™!

El autor ilustra el empleo de los resultados obtenidos con algunos

ejemplos, tales como

Ejemplo 1 (La ecuacién diferencial de Bessel):

Dada la ecuacion diferencial
22" (t) + ta' (t) + (1* — a®)z(t) = 0
que con el cambio de variable x(t) = t~*y(t), se transforma en
ty"(t) — 2 — 1)y'(t) + ty(t) = 0

ecuacién del tipo (IL.2.1), con ag =1, az = 1, by = —(2ac — 1),
a1 = bgp = 0 y cuya expresion operacional, siguiendo los pasos anteriores,

viene dada por
D —a—1 —a-1
Y 2 4 2

teniendo en cuenta que

D(Ul.vg) . D’Ul + DUQ
V1.V - U1 V9
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y que
Dis+a) v
(s +a) (s+a)

es facil deducir la expresion de la solucién de la ecuacién operacional

como

k!

B p(2a+1)(2a+3)...2a+ 2k — 1)
= (=1 2R L] -

(=D (2a4+1)(2a+2)...2a+2k) (-1 T(2a+2k+ 1)T'(a+1)
2kl 2k(a+ D)(a+2)..(at+k) 28 kKTQa+DI(a+k+1)
(20 +1)
220 (o + 1)

potencias de [, se obtiene

eligiendo C' = y haciendo uso de la identificacién de las

_ - <_1)k t a
v= kg;; KT(a+k+ 1)) "

y por tanto, al ser multiplicada por t~% se obtiene la funcién de Bessel

de primera especie y de orden «

l’(t) = ch(t) = i (_l)k (E)Qk-‘ra
=kl (a+k+1)) 2
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sin necesidad de utilizar el, tan conocido, método de Frobenius

Ejemplo 2 (La ecuacidén diferencial de Laguerre):

Para la ecuacion diferencial
ty" (1) —(t+a—1)y )+ (a+ Ny(t) =0

su expresion operacional es

D —1—-—a—A A
Dy —l-a-A_

y ] s—1
con solucién
y = Cs—l—a—)\(s _ 1))\ C«ll—i-a _ = Z —1)ktk+a
I'k+a+1)

r 1

la cual para C' = w, A = n € Ny multiplicada por ¢,
n!
queda como
" n+a) ()
gy — = 1@
=5 (1) e

es decir, el polinomio de Laguerre de grado n y orden a.

Basandose en estos trabajos de Yosida, W. Kierat publica en 1993

[24]. En este trabajo se resuelve la ecuacién
antz™ () 4 (an_1t + by 1)z V() + ... + (aot + bo)z(t) = 0 (11.2.2)

donde a;,b; € C parai=0,1,...,n; t € [0,00)
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El autor define la exponecial del operador v(s —a)~¥, como la suma

de la serie de potencias

Nk 2o N2k
eaply(s —a) ¥ = 1+ 28 2|a) L2 3'04) o

serie convergente dado que es de las que comparecen en la proposicién

1.3.9, y demuestra que

Deap[y(s — ) ¥ = exp[y(s — ) Fy(—k)(s — a) !

lo que permite, en unién de las propiedades ya vistas, resolver la ecuacion

Do _ Qs
x P(s)

(11.2.3)

siendo P y @ polinomios con coeficientes complejos y grad @ < grad P.
Para ello, se escribe la ecuacién (I1.2.3) como
r k—i

=2 Z (i, vij € C) (I1.2.4)

i=1j=1 S—Oéz

siendo los nimeros complejos «; las raices del polinomio
anz" + ap_12" P+ ... +ag, ki€N, ky+ky+ ...+ k. =gradP.

a partir de aqui y dado que

D(v1.v9...0) _ Duvy n Dy P D,
V1.02...Un, (% V2 Un
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se pueden resolver de forma separada las ecuaciones

D ..
et - (IL.2.5)
x (s — ;)

si vj; es solucién de (I1.2.5), entonces el elemento
r ki
V= H H (%7
i=1j=1
es una solucién de la ecuacién (I1.2.4).
Dado que

c(s — ;)7 (ceC)

es una solucion de (I1.2.5) para j = 1y que

Yij (3

_j T *j+1]

c exp| — )

lo es para j = 2,3,..., k;. Se concluye que
T ki Yii 4
v=Cl] (s =)™ [T exp[—2—=(s — i) 7]
i=1 =2 —J+1

satisface la ecuacién (I1.2.4).
Por tdltimo comentar que en caso de que v esté en C, constituye una
solucién de la ecuacién diferencial (I1.2.2), ya que ésta puede ser escrita

en la forma (I1.2.3) con ayuda del célculo operacional de Mikusinski.

A modo de ilustracién, se aportan como ejemplos la resolucién de

las siguientes ecuaciones, estudiadas por N. Hayek [22]:
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Ejemplo 3

ty"+(1-v)y —y=0

li t)=20 >0

Jim y(?) (v >0)
ecuacién del tipo (I1.2.1), con ap = 0, a3 = 0, aa = 1, bg = -1y
b1 = 1 —v. Por lo que dicha ecuacién puede expresarse, en forma

operacional, como

la cual admite como solucién al operador

y=s5""texp(s™1) = sVl + é + ﬁ + ...+ n!18” +..]=
12 "
:l1+”[1+l+§+...+m+...]
el cual se identifica con la funcién
0 ln+1+u o Tty
y(t) = HZZO = ZB STy~ O =T E®

siendo £, (t) la funciéon modificada de Bessel-Clifford de primera especie
y de orden p , [22].
No presenta dificultad comprobar que efectivamente y(t) es solucién

de la ecuacion de partida, haciendo uso de las igualdades

Clu (t)= —Cutr (t)
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tCus2(t) — (+1)Cpupa(t) + Cu(t) =0

Por otro lado, atendiendo a la expresién operacional de t*E, (t), es

facil comprobar que se verifican las dos igualdades siguientes:

i) DO[tHE,(t)] = DM Pexpls™!] = M exp[s™ = t470F, 4(t)

(u—06>0)
i) I°[tME,(t)] = " expls™!] = ' B, 5(t)

siendo I® y D% los ya mencionados operadores de Riemann-Liouville. Se
puede observar que siguen un comportamiento similar al caso en que

6 =n € N, como fué estudiado en [22].

Ejemplo 4
{ ty' +(1-v)y' +y=0
=0

li t >0
Jim y(?) (v >0)

en este caso, ag =0,a; =0,a2 =1,bg =1y by =1 —v. Por lo tanto

se transforma la ecuacién en

Dy (-v—1)s+1 —-v—-1 1
_— 2 =

Yy S S S

la cual admite como solucién al operador
e 1 (=)™

v—1 1 v—1
= — = 1 o] =
y=s""eap(=sT) =Tl - —+ e ]
12 ™
P -0+ = — ot S ]
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el cual se identifica con la funcién

oo n+1+v o n+v
nl t

=2 =2 VT

n= n=0

= 1'C, (1)

siendo C),(t) la funcién de Bessel-Clifford de primera especie y de orden

w [22].
Nuevamente podemos comprobar la veracidad de las siguientes igual-

dades:
i) DOItHCL(1)] =t Cyms(t) (=6 >0)

i) IP[tCu(t)] = t7°Cpuys(t)

En la misma linea en 1993 [25], 1994[57] y 1995 [26] W. Kierat y K.
Skornik presentan trabajos en los que resuelven la ecuacién diferencial

de Laguerre
tz"(t)+ (1 —t)2'(t) —ax(t) =0 a€cC
obteniendo la solucién operacional
To=8"Ys—1)"=11-1)"°

la cual como funcién de C se representa por

raf) =Y (‘,f)( e
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y que para los valores de a = —k con k = 0,1,2,3,... representa al
polinomio de Laguerre Ly.

Haciendo uso de la expresiéon operacional es muy facil concluir la
propiedad de convolucién

d

E[aza % Tp| = Tarp

la cual pone de manifiesto que los polinomios de Laguerre verifican

De forma analoga y basandose en el hecho de que dado el operador
Tof(t) = e f(t), se puede escribir
T%a(t) = kZ_: < f >(—1) Heo‘
=0
cuya representacion en M viene dada por

1

S —«

]fa

Zga = (5 — a)fl[l —

no es complicado demostrar que

d

(_ - a)[xa,a * xb,a] = Ta+b,a

dt
y atendiendo de nuevo al hecho de que paraa = —ky a = _71 la funcién

Tz, (t) representa la funcién de Laguerre de orden k, se establece que

(5543 [ Tt = L) = L0
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donde Lj denota a la mencionada funcién de Laguerre.

Para finalizar esta seccién se ha de resaltar que aunque, tal y como
reflejan en su trabajo [26] los autores, la propiedad de convolucién rela-
tiva a los polinomios de Laguerre fue probada por Ditkin y Prudnikov
[14], sin hacer uso del cdlculo operacional y que la que concierne a las
funciones de Laguerre puede demostrarse usando la transformada de
Fourier. Se aprecia que, siempre y cuando se esté familiarizado con
el calculo operacional, el método empleado es bastante mds sencillo y
ante todo plantea una via no excesivamente complicada para obtener
propiedades de convolucién andlogas para otras funciones especiales. De
hecho esta fue una de las principales ideas que motivé el desarrollo, en

parte, de esta memoria.

I1.3 Ecuaciones diferenciales de orden fraccionario

En esta seccién se trasladaran las técnicas usadas en [25], [26], [62] y
[63], a la resolucién de cierta ecuacién diferencial de orden fraccionario
en la que comparece el operador diferencial de Riemann-Liouville D?,

asociando a éste la convolucion de Mikusinski.
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Siguiendo a J. Mikusinski [36], se considera el anillo de funciones
C" = {f(t) : f(t) € Cn([0,00)) ’ [Dkf(t)]tZO = 05 k= 07 1727 ey TV — 2}
y la ecuacién diferencial de orden fraccionario

tD* o (t) + (1 — t)Dox(t) —aD*x(t) =0

(I1.3.1)
(aeC,6>1,6€R)
donde, como se sabe
D =D"["% (n—1<6<n) (I1.3.2)
Y t
IV f(t) = 1y Ji (t— €71 f(E)dE (v > 0)
(11.3.3)

I°f(t) = f(t)

siendo I" el operador integral de orden v de Riemann-Liouville.
Usando (I1.3.2), y (I1.3.3) y efectuando el cambio y(t) = I"%x(t),

la ecuacién (I1.3.1) se transforma en
tD" iy (t) + (1 — ) D"y(t) — aD" 1y(t) = 0 (I1.3.4)
Para resolver (I1.3.4) se hard uso de la siguiente proposicion:

Proposicién I1.3.1 Sea la funcion y(t) = I"~%x(t), entonces

dry(t)

[D¥y(t)]1=0 = [W]tzo =0 (k=0,1,...,n—1)
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Demostracion.
La funcién D¥y(t) puede ser expresada, (teorema 3, Pag 62) [42],
por
DFy(t) = DI Ox(t) =

Sk tnfékarr
=[1"°D"x D" —
Z Tn—6—ktr+l )[ z(t)]t=0

y dado que z(t) e C" y k=0,1,...,n — 1, es ficil comprobar que efecti-
vamente

[D*y(8)]e—0 = [I"° D*a(t)]i—0 = 0

A partir de la proposicién I1.3.1 y usando la derivada algebraica de

Mikusinski

Df(t) = —tf(t)

se establece que

Proposicion 11.3.2 La funcion
©.°] —a k tk+’nfl
= 5 () s
P I'(k+n)
es solucion de la ecuacion (I1.5.4). Ademds se verifica que

dTL

dtm [ya n yb,n](t) - yaer,n(t)
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Demostracion.

Usando la igualdad (I1.3.2),
DUf(t) = s"f(1) = 5" (Oi=o = 8" 2[F P (B0 — o = [F D (B0
y la proposicién I1.3.1 la ecuacién (I1.3.4) se transforma en
—D[s"y(t) =y ™ (0)] + s"y(t) + D[s"y(t)] — as"'y(t) = 0

que con el uso de las propiedades de la derivada algebraica de Mikusinski,

se reduce a
(8" — s" T Dy(t) + s" 1 (n —a — ns)y(t) = 0

o bien a su expresién equivalente

Dy(t) m—a—ns a—n —a
= i +
y(t) s2—s s s—1

una de cuyas soluciones viene dada por
) - l o a ) . tk—i—n—l
an t) = a—n —a n —a Z

Usando la expresién operacional de y, () es facil demostrar la propiedad

de convolucién ya que

Yan(t) % ypn(t) = 1M1 =)~ (1 =)0 = 2*(1 — 1)~ (@FD)
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y dado que [" se identifica con [I", siendo I el operador integracién,
tenemos que

dn

ﬁ[ya,n * yb,n](t) = Ya+b,n (t)

A partir de estos resultados y efectuando los correspondientes calculos,

es facil establecer la siguiente proposicién

Proposicién I1.3.3 La funcion x,45(t) = D"y, ,(t) es solucion de la

ecuacion (11.3.1).

A continuacién comprobaremos que la funcién x,s(t) verifica pro-

piedades andlogas a las de yq,(1).

Proposicién I1.3.4 La funcion x,5(t) solucion de la ecuacion (11.3.1)

verifica que:

% (a0 k+6—1
a) za5(t) = ( B )(_1)’6% =ra-n

k=0

b) D(s[xaﬁ * :L'b7,5] (t) = .Iaer,,s(t)

téfl
=—— 1 F
) Tq5(t) 0 1Fi(a,é,t)
Demostracion.

No es dificil probar a), usando las dos igualdades siguientes
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P(k+1)

atk _ k—a _ <

o D F(k:—oz—i—l)t (—l<k<oo, 0<a<k) ]2
t5—1
6 __

o 1= 55y 9

ya que

e k+n—1
o 1,5(t) = pr—t an(t) = Dt <_a> -1 kit =
5(t) Yan(t) kZ:O Al )P(k+n)

= (‘“) | AR
o\ k I'(k 4+ 0)

La demostracién de b) es consecuencia inmediata de a), teniendo
en cuenta que [° se identifica con el operador I?, integral de Riemann-
Liouville de orden 6, el cual es inverso por la derecha de D°.

Para c), se puede representar la funcién z, (t), segin a) por

B téfl 00 (a) tk _ téfl
Tas(t) = 0(6) = (5): T(k+1) L) 1Fi(a,6,1)

siendo 1Fi(a,6,t) la funcién hipergeométrica confluente y donde, en

[59]’
. <—> (DM ak
2 T(k+1)
o I'(k+6)=(6)rI'(6)

e (a)o=1; (a),=ala+1)(a+2)...(a+n—-1) n=1,23 ..



I1.4. Las funciones zq,sq (%) 71

II.4 Las funciones w,5,/(?).

Siguiendo un proceso similar al usado en la seccién anterior, se

pueden obtener resultados andlogos para las funciones

Za5a(t) = eo‘ta:a75 (t)

Proposicién I1.4.1 La funcion yona(t) = € yan(t), donde yon(t) es
solucion de la ecuacion diferencial (I11.8.4), verifica que:

d

(% - a) [ya,n,oz * yb,n,a]<t) = ya+b,n,a(t)

Demostracion.

-t 1
La demostracién se basa en el hecho de que e =

I'(n) (s—a)”

(cf., [36]), con lo que

o) =3 () Ve = 3 () 1 e =
" =\ k L(k+n) k (s — a)ktn
1 1 1—(a+1) _

N (s —a)” - s — a]_a =1 =ad)™ 1—al

y para concluir

(%fa) [1"(1— o)~ ij( ) Dok (1 —al) ™ =

k=

[e=]
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Ahora se probard la misma propiedad para las funciones z, 5.4 (t) =
e*x,5(t), siendo x4 s(t) una solucién de la ecuacién (I1.3.1). Para ello

es necesario introducir primero la siguiente definicién

d
Definicién 11.4.1 Sea D = T el operador derivada usual y 6 > 1 un

numero real, definimos el operador
DS f(t) sia=0
(I1.4.1)

2

k=0

6 _
(D—a)’f(t) =4 (6)(—1)ka5_kaf(t) oo
Obviamente esta definicion sélo tiene sentido sobre el conjunto de
las funciones f(t) para las que la serie
(6
> @ (~1)*atF Dk (1
k=0
es convergente.
No obstante se observa que dicho conjunto es no vacio, ya que al
menos los polinomios pertenecen a él, dado que para ellos la serie se

trunca convirtiéndose en una suma finita.

Con el fin de saber si el operador (D — «)® puede ser aplicado sobre
la funcién x,54(t), es necesario trabajar en el cuerpo de fracciones de

Mikusinski [36], y asi establecer la siguiente proposicién.
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Proposicién 11.4.2 La funcion x,54(t), se puede expresar como

1 )—a — lé(l _ al)—é[l — (Oé—|— 1)l]—a

Tasalt) = (s = ) (1 - — T

Demostracion.

Dado que

B tszl o (at)k tﬁfl
TTE) &Tk+1) ()

k=0

se tiene

; (e.) —a k thr(S*l .
Tasa(t) =€ x,5(t) = Z < f >(—1) — M =

k=0

1

=> (—;) (*UWE)H& =(——
k=0

La definicién I1.4.1 fue enunciada en términos de funciones, pero
no plantea problemas el generalizarla para los elementos del cuerpo
de fracciones de Mikusinski M, lo que permite establecer la siguiente

proposicion.
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Proposicién I1.4.3 Sea mg 5, = (s —a) (1 — =)~ perteneciente a
M, entonces

(D = )°[Mas.0-Mbsa) = Matboa

Demostracion.

Del hecho que

(D — oz)‘s[l‘s(l - ozl)_‘s] = i <6> (—=1)Fal k=R —al) ¢ =

se deduce que

L)f(am

(D — a)‘s[ma,57a.mb757a] =(D-a)(s—a) (1 - T

1
=(s—a) (1~ E)f(“%) = Matbsa-

Este ultimo resultado permite concluir la veracidad de la siguiente

proposicion.

Proposicién I1.4.4 Dadas las funciones xq5q(t) y T5q(t), se tiene

que

(D = a)’[Tas.0 * Tosal(t) = Tarbsalt) (I1.4.2)
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Demostracion.

Zas,a(t) ¥y 2psa(t) son funciones continuas asi que pertenecen a C,
el anillo generador del cuerpo de fracciones de Mikusinski, por lo que
pueden ser identificadas con los operadores mg s Y M 6,o respectiva-
mente. lo que lleva, haciendo uso de la proposicién 11.4.3, a garantizar

(11.4.2).

I1.5 Ecuaciones diferenciales mas generales.

En [62], se demostrd, tal y como ya se comenté al inico de este

capitulo, que la ecuacién diferencial

asty® () + (art + b1)y/ () + (aot + bo)y(t) = 0 (IL.5.1)
se puede escribir como

Dy _q(s) _ (=2a2+b1)s — a1 + bo

y p(s) a28% +a1s+ ap

ue si la ecuacién algebraica p(s) = ags® + a1s + ag, tiene dos raices
9

distintas a1 y aeo, entonces

y=0C(s—a1)"(s—az)”
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satisface la ecuacién (IL.5.1), siendo C' una constante no nula y 71 , o
nimeros complejos verificando

q(s) _ _m 72
p(s) s—a1 Ss—ag

Se recuerda también que haciendo uso del trabajo de Yosida, W.

Kierat [24], determiné soluciones particulares de la ecuacién diferencial.

antz™ (t) + (an—1t + bp—1)z" V() + ... + (at + bo)z(t) =0 (IL.5.2)

transformandola en

Dz _ Q(s)
r  P(s)
concluyendo que el elemento de M
r k; B )
v=CJ(s—a) [ exp[#(s — o) Y (I1.5.3)
i=1 j=2 —Jj+1

satisfacia la ecuacion (I1.5.2), siempre que v representase una funcién de
C, donde C' € C, los nimeros complejos «; son las raices del polinomio
P(z)=apz"+an 12" ' +...4+ap (k; €N, k1 +..+k. =gradP) y

i € C verificando

Qls) b Vij
P(s) =22 (s —a;)d

i=1j=1
El propésito de esta seccién es el mostrar que el método expuesto en
las secciones previas puede ser usado para determinar soluciones parti-

culares de las ecuaciones diferenciales de orden fraccionario
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ant D () +(an—1t4by 1) D° " w(t)+...+(agt+bo) D "a(t) = 0 (IL5.4)

donde

z(t)eC” , n—1<6<n , 6>1

y dado que 6 — n < 0, por D°~"x(t) se entendera " Ox(t).

Sea y(t) = I"%x(t). La ecuacién (I1.5.4) puede ser escrita como,
antD"y(t) + (an—1t + bn_1) D" y(t) + ... + (aot + bo)y(t) = 0

por lo que haciendo uso de (I1.5.3) y del hecho de que z(t) = D" %y(t),

se concluye

Corolario I1.5.1 5% el operador

w=Cs"" 6H (s —a;) mHexp

7j=2

+ T(s— a;) It

representa una funcion de C", entonces satisface la ecuacion (11.5.4).

Ejemplo 5
Dada la ecuacién

tD%z(t) + (—2at + 1) D 1a(t) + (a®t + B)D?22(t) = 0

(x(t) €C? 1<6<2)
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Obsérvese que para § = 2 se reduce a una ecuacién del tipo (I1.2.1).
Por tanto considerando ¢ < 2, y efectuando el cambio y(t) = > %x(t),

se obtiene la ecuacién diferencial
ty" (t) + (=2t + 1)y (t) + (a®t + B)y(t) =0

la cual admite la expresién operacional

Dy 2a+pB-s -1 n a+ 3
y  (s—a)?  s—a (s—a)

siendo una de sus soluciones

y=(s—a) rexp[—(a+p)(s —a)~] =

1 —(a+p) , (a+p)? (=D)"(a+p)"
- s—a[1+ (s — ) + 2l(s — a)? ot n!)(s—oz)”)

Haciendo uso de la igualdad

1 R tnfl
Goar © -1
se obtiene
i Glaat) PO Tl bt S GV C ) PO

(1)2

Dado que la serie funcional

(2)? (n!)?

—(a+0)

) @t 82, (et
— .

@2 ()2 "+

1+ t+
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converge uniformemente en compactos de [0, 00), y como
2(t) = D> Py(t) = DI'~ =y (1) (IL5.5)

se deduce que x(t) vendra dada por una serie funcional uniformemente
convergente en compactos de [0,00). Para obtener la expresién de dicha

serie se usard la igualdad [42](pag.98)

TOA+1)
vigA bt A—v . _
D"[t"e ]_—F()\—i-l—u)t 1B+ LA+ 1 —w3bt) (A > —1)

con lo que

x(t) = i %tﬂ“ \Fi(n+1,6+n—1;at) (IL5.6)

n=0
Si en (II.5.5) hubiéramos aplicado la transformada de Laplace ob-
tendriamos
X(p) =p*"Y(p) =
s L _(048) | (arBP L (CDatd)

P e T 2 A e T alp— ) =
por lo que:
_ e - plat BF
2—6—1
= m + e Col(a+ B)1]

y por la unicidad de las soluciones la serie (I1.5.6) converge a x(t).
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Ejemplo 6
tD** a(t) + (1 —v)DPx(t) — D 1a(t) =0
(6>1; n—1<6<n) (z(t)eC™) (v>0)
tomando I"®x(t) = y(t), se obtiene

tD" y(t) + (1 —v)D"y(t) = D" 'y(t) =0 (n>2)

que operacionalmente, dado que x(t) € C", se expresa

Dy (—v-n)s"—s"! —v—-n -1
7 - gn+1 T &2
y admite como solucién al operador
1 1 1
v ~1y _ v _
y=s""Texp(s ) =s"" "[1+;+T82+...+W+--.]—
n 12 I*
_ n+v v v
=1 [1+l+2!+...+k!+...]

el cual se identifica con la funcién

o0 ln+k+u o0 tn+k71+u

=y ey
kz:%) k! i FT(n+k+v)

—_ tn—i_y_lEnJrufl(t)

por lo tanto como:

x(t) = D" y(t)

se tiene
00 =146+

_ T b o 2
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Ejemplo 7
De forma andloga al anterior ejemplo, se puede resolver la ecuacion

tDa(t) + (1 — v)Dox(t) + DO 1a(t) =0

(6>1; n—1<6<n) (z(t)eC™) (v>0)

tomando y(t) = I"%x(t), se transforma en
D"y (t) + (1 =)D y(t) + D" ly(t) =0 (n >2)

cuya expresién operacional es

Dy (—v—n)s"+s"1 —v-on 1

Y gntl1 S 52

y con solucién el operador

e N 11 (=1)*
_ v—m 1\ v—n
y=s exp(—s ) =s [1—;—1—@—...—# e +..]=
l2 (_1)klk
__ ntv
=1 [1—l+5—...+ X +..]
el cual se identifica con la funcién
( ) i( )kln-‘rk’-i-u i( )k tn-i—k—l—i—u ot ( )
y(t) = ~1 — L O (
= k! = ET(n+k+v)
y dado que

w(t) = D" "y(t)

se obtiene
t6+k7 1+v

w(t) =2 (_1)k/<;!r(6 Y k+v)

k=0

=" 105y, (1)
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Obsérvese que los ejemplos anteriores se reducen a los ejemplos (3)

y (4), respectivamente, cuando 6 = 1.



Capitulo I1I

Una derivada para la
convolucién de Ditkin y
Prudnikov

I11.1 Introduccion

Se comienza en este capitulo dando un pequeiio resumen del cédlculo

d
operacional, que para el operador D = T desarrollaron Ditkin y Prud-
nikov [14]. Ademads de introducir las propiedades y definiciones més

importantes, se hard especial referencia a las diferencias que éste pre-
senta frente al calculo operacional de Mikusinski.
En la segunada parte, siguiendo [4], se definird una derivada alge-

braica asociada al mencionado cdlculo operacional, la cual serd usada

83
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en la resolucién de algunas ecuaciones integro diferenciales, después
de haber relizado un estudio para la misma y demostrando que posee

propiedades andlogas a las de la derivada algebraica de Mikusinski.

I11.2 El calculo operacional de Ditkin y Prud-
nikov

En [14], Ditkin y Prudnikov generaron un calculo operacional aso-

ciado al operador D = —, y que se denominard, en general, calculo

dt
operacional de Ditkin y Prudnikov.

Para ello introdujeron los espacios

M ={f:[0,00) — C / f absolutamente continua}

L ={g:[0,00) — C / g integrable Lebesgue en (0, A) VA > 0}

Estos espacios M y L, como es bien sabido, estan intimamente rela-
cionados por medio de los operadores derivacion e integracién, y la cono-
cida expresiéon de la convolucion utilizada por Mikusinski, ya que no es
complicado comprobar que si F(t) € M, entonces es derivable en casi

todo punto (c.t.p.) y que ademads
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t
Ft) = F(0)+ [ f(r)dr
Jo
reciprocamente, si g(t) € L, entonces
t
Glt) = / g(r)dr € M
Jo

y G'(t) = g(t) (ct.p.).
Por otro lado, si f(t), g(t) € L la integral

/ "I - 0)g(w)dw

existe c.t.p. y pertenece a L.

La integral
t
| et —wrw
con G(t) € My f(t) € L, pertenece a M.

Por dltimo, si F(t), G(t) € M y se define

t
H(t) = | Pt -Gy
entonces existe H'(t) € M.

Los autores definen el producto de dos funciones de M como

) G0 =+ [ F(t - 06w
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comprobando que (M, +,®) es un anillo conmutativo y unitario sin di-
visores de cero, siendo la funcién constante f(t) = 1 el elemento unidad.
Este hecho simplifica el calculo operacional frente al de Mikusinski, no
siendo necesario en este caso distinguir entre las funciones constantes y
las constantes propiamente dichas.

Se construye el cuerpo de fracciones generado por M en la forma
usual,

m=DMx (M-{0})/ ~

y se le dota de las operaciones suma, multiplicacién y producto por un
escalar, definiéndolas tal y como lo hizo Mikusinski.
Como es usual el anillo M se identifica con un subanillo My de m,
mediante el isomorfismo
M — MyCm
F(t) ~ 24
lo que constituye una identificacién mas natural que la del cdlculo opera-

cional de Mikusinski. En este caso los elementos cero y uno del cuerpo

vienen representados respectivamente por

De forma analoga se considera que L es un subconjunto de m ya que

toda funcién f(t) € L puede identificarse con el operador € m,
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siendo

con F'(0) = 0, escribiendo en tal caso

(1)

— =F'(t) = f(t).

F(t
Los operadores de m que pueden expresarse en la forma i , con

F(0) = 0 son llamados funciones y al proceso de reduccién de un opera-
H(t) F(t)

G(t) t

todo operador admite realizacién, piénsese por ejemplo en el operador

1

e

dor a la forma

se le denomina realizacién del operador. No

F(t)

El conjunto de los operadores o F(0) = 0 no es un anillo, ya

que el producto de dos funciones no siempre es una funcién

F@) _ G

Ft) _G{t) =
= Y% Tu

t t

~|%

El operador puede considerarse como el producto del operador

t
1 F(t
n con la funcién ¥ = F(t).

1
El operador 7= p juega un papel fundamental en el calculo opera-

cional de Ditkin y Prudnikov y recibe el nombre de operador diferencial,
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verificando las siguientes reglas operacionales
F'(t) = pF(t) — pF(0)
n (I11.2.1)
FU () = p"F(t) = > p F"(0)
k=1
Con la ayuda de (II1.2.1) y tomando las adecuadas funciones para

cada caso se pueden obtener las reglas operacionales andlogas a las

obtenidas por Mikusinski

p — eat
p—«
P tn_l eat
p—a)r  (n—1)
111.2.2
w (.22
m = Sen(wt)
2
p
m = cos(wt)

1

El operador p~" = t inverso algebraico de p tiene la propiedad de

identificarse con el operador integral I ya que

p ) =t £ = [ f)du =170

ademads, no es complicado comprobar que

tTL

-n _ (,—1\n .
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verificandose

PO = o [ -0 e = )

II1.2.1 Operadores Racionales

Uno de los problemas bésicos en el calculo operacional es investigar

operadores de la forma Z(p), donde Z(\) es una funcién de la variable
p p —1\n

Do il (=™

Los operadores

A, por ejemplo:

ﬂm=§%

donde P(\) y Q(X) son polinomios, se denominan operadores fracciona-
rios. La condicién necesaria y suficiente para que Z(p) se reduzca a una
funcién es que grad (Q) > grad (P), y en dicho caso existe ¢(t) € M

tal que

teniéndose que para toda funcién f(t) € L

20)50) =3 [ ot = )1 (0)i0

La funcién ¢(t) puede determinarse, en general, descomponiendo

p~1Z(p) en fracciones simples. Nétese que si se descompone en fracciones
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simples sélo Z(p) se plantearia el problema de que las fracciones del tipo

A B

p—a ' PP

no podrian ser identificadas con funciones, ya que es necesario que
aparezca p en el numerador, tal y como puede observarse en (I111.2.2),

para poder identificarlas con Ae™ y sen(Bt) respectivamente.

II1.2.2 Operadores Transformables Laplace

Sea S el conjunto de funciones f(¢) € L tales que su transformada de

Laplace
e = [ et

es absolutamente convergente, y sea S* el conjunto de sus transformadas.

, : . F(@)
Si para un operador a € m, existe una representacién ——= tal que

G(t)
F(t)e Sy G(t) € 8" =S5 — {0}, se dice que a es transformable Laplace

y su transformada sera la funcién

P
=G0

escribiéndose, simbdlicamente, la transformacién como
a=a(z) (I11.2.3)

Los autores denotan por n al conjunto de elementos de m trans-

formables Laplace y por n al conjunto de sus transformadas, demostrando
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que (n,+,®) y (n,+,) son cuerpos isomorfos, mediante la transfor-
macién (II1.2.3), siendo - el producto usual de funciones. No es compli-

cado comprobar que p = z, por lo que para cualquier operador racional

se tiene
P(p) . P(z)
Z(p)=—+= =Z(z
"= 0w T e 7
donde P(z) y Q(z) son polinomios.
Si el operador es una funcién f(t) = @ € S, entonces

F) =2f"(2) = f(2)

Dado que n y n son isomorfos podran ser considerados como el mismo
conjunto en la resoluciéon de multiples problemas, lo que permitirda no

hacer distincién entre el operador p y la variable compleja z, y escribir

F(&) = f(p).

I11.2.3 La realizacién de los operadores transformables
Laplace.

El cuerpo de operadores n, forma en m una clase importante de
operadores.
Toda funcién medible con un factor de crecimiento no superior al de

edt, es decir, verificando que para valores grandes de ¢
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[f(#)] < ke (I11.2.4)

donde k y g son constantes, pertenece al conjunto S. En el caso gene-
ral la condicién necesaria y suficiente para que una funcién f(t) € L

pertenezca a S es que para una constante dada ¢
o0
lim e~ / fu)du=0
t—o0 Jo

Por lo tanto el cuerpo n es una extensién del anillo de funciones que

satisfacen (II1.2.4), donde g y k dependen de f(t).

Si el operador a puede reducirse a la forma f(t) = @ y f(t) €S,
se tiene
a= @ =pf"(p)
con

7w = [ e

Jo
Cuando se resuelven problemas mediante el calculo operacional, una
de las cuestiones mas importantes es la realizacién de los operadores,
es decir, es necesario tener un criterio para saber cuando un operador
dado se reduce a una funcién. Algunos teoremas relacionados con la
transformada de Laplace sirven como criterio en multiples casos. Por
VP

ejemplo: el operador /p se reduce a una funcién ya que ~— satisface el
p

siguiente teorema
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Teorema II1.2.1 Sea f*(p) analitica en el semiplano Re p > v y tal

que verifica las siguientes condiciones:

;o latin)

—0, (a>
T—to0 a4+ 1T (Oé ’7)

y la convergencia en el semiplano o > a9 > v es uniforme.

2. Para todo t € R existe el limite

L ePldp = W(t)
a—iw p

L /““w f*(p)

3. La funcion ¥(t) es absolutamente continua y existe la integral
oo
F(p) = / U/ (t)e Pldt
Jo
Entonces f*(p) = F(p).
Asf mismo Ditkin y Prudnikov establecen el siguiente teorema

Teorema I11.2.2 Si a(p) es un operador reqular y f(t) € L, entonces

a(p) f(t) = i akikf(t) (I11.2.5)
k—o P

donde

o0

i) =3 ax— (o] > p)
=0 P
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Nota III.2.1: el operador a(p) se dice regular si la funcién a(p) es
regular en un entorno del infinito.

La serie (III.2.5) es uniformemente convergente en todo intervalo
p

N

cerrado 0 <t < T'. Como ejemplo orientativo, el operador S

regular, por lo que

P A 1A2 1-3)M
L —(1+5)y =142 =
VP2 + M2 p? 2p*  2-4pt

12 1-3x4
S A A0
52 T2 44 0(A)

siendo Jy(z) la funcién de Bessel de primera especie y orden 0.

I11.2.4 Funciones operacionales

Es frecuente encontrar, en las aplicaciones del calculo operacional a
la resolucién de problemas de la Fisica-Matematica, operadores depen-
dientes de un pardmetro A, en dichos casos se escribe a = a(\) y se

denomina a a(A) funcién operacional. Ejemplos de tales funciones son:

a(\) =——=c¢ (—o0 < A < 00)
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Una funcién operacional a()\) se dice continua en el intervalo \g <
A < A; si existe una representacién (F,G) de a(\) tal que las funciones
F(t; \) y G(t; \) son continuas respectos a la variables A y ¢ en el dominio
Q={X <A<\, 0<t<oo}yG(t;A) no es identicamente nula
para nigtun valor de A.

Si para una funcién operacional a(\) existe una representacion

(F(t; X), G(t; \)) verificando que:

1. Las funciones F'y G son derivables respecto a A en \g < A < Aq,

y las derivadas parciales Fy y G pertenecen a M.

2. Las funciones F) y G son continuas respecto a las dos variables

en el dominio \g < A <X\ , 0<t< 0.

entonces se dice que la funcién operacional a(\) es continuamente dife-

renciable en el intervalo A\g < A < Ay, escribiéndose

_F)\®G*F®G,\
B GG

a'(})

pudiéndose demostrar que esta definiciéon de derivada es independiente
de la representacién elegida, y que verifica las propiedades usuales
(derivada de la suma, del producto, etc.) de la derivada clasica.

Dada una funcién operacional a()), si existe otra funcién operacional

A()) con derivada continua A’(\) = a(A) en el intervalo A\g < A < Ay,
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se dice que a(\) es integrable y a A()) se le denomina una integral
indefinida de la funcién operacional a(\). M&s atin, se define la integral
definida de la funcién operacional a(\), como
A
[ alydx = 40w = A0x)
Por ultimo comentar que la integral de una funcién operacional ve-

rifica propiedades analogas a las de la integral ordinaria.

II1.2.5 Sucesiones y series de operadores

Una sucesion de operadores a,, € m se dice convergente al operador

a= ek si existen representaciones (Fy,, G,) tales que:

2. Las sucesiones F),(t) y Gy (t) convergen a los limites F(t) y G(t),
respectivamente, uniformemente en todo intervalo cerrado

0<t<T.

Al operador a se le denomina limite de la sucesién de operadores a,,

y no depende de la representacién elegida para los a,,.
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Ejemplos:

sen(nt)
n

e Sea a, = cos(nt) = . Aunque a, no converge en el sentido

clésico, es facil comprobar que si lo hace en el sentido operacional,
dado que
sen(nt)

lim ———= =20
n— oo n

en base a lo cual escribimos

lim a, =0
n—oo
. sen(nt)
e De forma similar, Dado a,, = n sen(nt) = ——2—, se tiene que
7
5 ot opt 1
= g = e

La convergencia operacional verifica las propiedades cldsicas de paso
al limite.

En cuanto a la convergencia de series operacionales, ésta queda
definida en base a la convergencia de la sucesién de sumas parciales
asociadas.

Haciendo uso del concepto de limite para sucesiones de operadores,
podemos introducir el concepto de limite para funciones operacionales.

Una funcién operacional a(\) tiene limite en el punto A = Ao si dada
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cualquier sucesién A, convergente a Ay existe lim a(\,) y no depende
n—oo

de la eleccién de la sucesion A,,. En tal caso se escribira

)\li)ngo a(A) =10

Como consecuencia puede asegurarse que si la funcién operacional
a(\) es continua en el intervalo o < A < [, entonces para cualquier
o € [a, f] existe

li =
A a(A) = a(Xo)

III.3 Una derivada para el calculo operacional
de Ditkin y Prudnikov

Es claro, que la definicién de la derivada algebraica, D f(t) = —tf(t),

dada por Mikusinski en [36], para la convolucién

(f <)t /ft— )

estd intimamente relacionada con la transformacion integral de Laplace.

Téngase en cuenta las dos siguientes cuestiones:

i) L{[f = g](t)}(s) = F(s).G(s), siendo F(s) y G(s) las respectivas

transformadas de Laplace de las funciones f y g.
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i) {171} (5) = F(s)

Puesto que, en esta seccién la convolucién que se va a considerar es

la dada por Ditkin y Prudnikov

d

=& [ 5t - wigtrav

(F@a)(t) = S (F #9)(1)

el querer definir una derivada algebraica asociada a esta convolucion,
lleva de la misma manera, a considerar la transformada integral de

Laplace-Carson,

ALSOHs) = Fs) = [ 50t = sL{FD) ()

Jo
que permite obtener dos propiedades como la i) y la ii), dadas para la
transformada de Laplace.
Ya, Ditkin y Prudnikov [14], haciendo uso de los siguientes espacios

de funciones:

M ={f:]0,00) — C/f absolutamente continua}

S ={f/ f estransformable Laplace}

demuestran que (la semejante a la Propiedad i)):

A{[f @ gl(0)}(s) = F(5)-9(s)
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Asimismo no es complicado comprobar que (la semejante a la

Propiedad ii)):

con f €5, ya que
AL =) f(8)}(s) = sL{T =) f () }(s) = sLLLf () }(s)+sL{—tf ()} (s) =

= sTL{T}s) + s LLFD}(5) = SISLATO}6)] = AL} (5)

Demostrada esta propiedad, se estd en condiciones de definir la
derivada algebraica asociada a la convolucién ® y que se introduce en

la:
Proposicién IIL3.1 Sean f,g € M y Df(t) = I f(t) — tf(t), entonces
a) D[f(t) +g(t)] = Df(t) + Dy(t)
b) DI(f ® g)()] = [(Df) ® gl (t) + [f ® (Dg)](¢)
en otras palabras, D es una derivada algebraica para el anillo (M, +, ®).
Demostracién.

a) Obvio, dado el cardcter lineal del operador D.
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b) En primer lugar téngase en cuenta que (f ® ¢)(t) = D(f * g)(t),
d
siendo D = TR * la convoluciéon de Mikusinski, y por otro lado

se tienen las siguientes igualdades

DIt(f * g)(1)] = (f + g)(t) +tD(f = g)(t)

es decir

tD(f*g)(t) = DIt(f = g) ()] — (f = 9)(¢)
y CcOmo

(f=9)(t) = DI(f = g)(t) = D[(Lf) = g(¢)
junto con

(/ * 9)(t) = DI(f = g)(t) = DIf = (Ig)](1)
Con esto se garantiza la veracidad del siguiente desarrollo
D(f © 9)(t) = (I~ 1)(f © 9)(t) = (I — )D(f  g)(t) =

— ID(fg)(t)—tD(f*g)(t) = (f9)(O)+(F*g)(t)~DIt(f*g)(1)] =

2f * gt Dt/ft— B = 2(f * g)()+
+0[ (= )~ )g()d + /O £t = ) (~0)g(W)dy) =

= 2(f % g)(t) + DI(~tf) * gl(t) + DIf * (~tg)}(t) =

= D{(If)#g)(t)+ DIf* (I)](t) + D[(~tf)*g)(t)+ DI f *(~tg)](t) =
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= D[([I = 1)) * g](t) + D[f * ([T — tlg))(t) =

=[(I=t)fegl(t)+[fe(I-t)glt) = [(Df)@g)(t)+[f © (Dg)l(t)

Haciendo uso del mismo proceso mostrado en [36], para la derivada
algebraica D f(t) = —tf(t), puede extenderse la definicién de D al cuerpo

m como sigue

Di:(pf)(@g_f@(pg) f,gEM

g gy

a  (Da)b— a(Db)
Db = 72 a,bem

1
A continuacién se estudia como actua D sobre el elemento p = n €Em

y sus potencias enteras.

1
Proposicién II1.3.2 Dado el operador p = 7 %€ verifica que ¥Yn € N

n—1

Dp" = np

Demostracion.
Para su demostracion, se consideran las siguientes propiedades, faciles

de comprobar:

e DI=(I—t)1=0

—12
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t2
tRt = —
o I ® 5

Las anteriores igualdades puden ser usadas para demostrar que

Dp=1
_Dl@t—l@Dt_l

D
P &t

de lo que se deduce que
Dp® = D(p.p) = Dp.p+ p.Dp=2p
y haciendo uso del método de induccién
Dp" =D[p"'p] = [Dp" p+p"[Dp] = (n — p" 4+ p" T = mp
se concluye la demostracion.

De hecho la nueva derivada algebraica tiene el mismo comportamiento

que la de Mikusinski, tal y como se refleja en la siguiente proposicion

1

Proposicion II1.3.3 Sean p~, inverso algebraico de p, y a operadores

de m, sea a € C. Entonces se tiene que:
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d) D(1—ap )" =na(p~")*(L —ap~ )"

e) D(p—a)* =n(p—a)"?
Demostracion.

a) Da=(I —t)a=0

b) D(aa) = (Da)a + aDa = aDa

42

c) Dp~t =Dt = = —(p_1)2 y a partir de aqui se demuestra por

induccion.

D) =Dl ) Y =
= (= 1)) = ) ) = ()

d)
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e) Dado que

l)n (1 — ap—l)n

R

n

(p—a)" =p"(1—ap”

haciendo uso de los apartados anteriores y de la definicién de D

sobre m, se obtiene el resultado buscado.

Estas propiedades, relacionadas con la acciéon de la derivada alge-
braica sobre potencias naturales de ciertos operadores, pueden exten-

derse al caso de potencias complejas. Para ello, y siguiendo el mismo

esquema que Mikusinski [36], se definirdn (p~!)7 y ﬁ como gene-
p—a
ralizacién de las igualdades
+n tn_l
(pfl)n _ p — eat

“a Y e T )

Definicién II1.3.1 dados v, A € C con Re(7), Re(\) > 0. se definen

. _ 7

i) (p 1)7 = m

i) —2 = Y
(p—a)* TN

Esta definicion resulta coherente, si se tiene en cuenta que la propiedad

fundamental de las potencias se verifica

Ee = e = Ty
F(v+1) I(p+1) T(y+p+1)
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p A e
p—aP—ay TN “TO°
_ 1 d [t A1 _a(t—7).6—1 ar _
_F()\)F((S)E/O (t—7)"""e T e dr =
B\ 6) d 51 ot A
= _— t o = - o A (S — 1 t —
roro . T torge Ao ttal)
_ p P _ P a L
o ap T G T pal
p p P’

Por otro lado, el apartado ii) de la definicién se reduce al i), para

a=20

— 0t __ p — ﬂ _ (p—l))\

I TN~ —0r ~ p*
Ademés (p~')7 puede ser identificado con el operador integral frac-

cionaria de Riemann-Liouville 7, ya que

_ B tY _d t(t—T1)7 B
(P~ ) f(t) = m@)f(t) =)o mf(T)dT—
— i [, = =

Todo esto conduce a poder generalizar las ltimas proposiciones

Proposicion I11.3.4 Dados o, 3,7 € C, se verifica que:
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a) D(p~)" = —y(p~)""
b) Dp? = p7 !
¢) D(1—ap ')’ =valp~')*(1 —ap~!)7!

d) D(p—a)’ =y(p—a)!

e) Dexply(p — a) "] = —By(p — @) " Lexply(p — a) "]

00 —a —B1k
siendo, exp[y(p — a)F] = Z p—a)")"

|
= k!
Demostracion.
1
Para simplificar la escritura, se denota [ = = = p~ .
p

Se comienza con la demostracién de a)

DI =D =
t'y+n ¢n t'y+n tn
_ P! ® oy — o @ Proey)
- tn tn
Tt D) © TrD
y COImo
t’H‘n _(’Y + n)t’y+n,+1

I'(y+n+1) I'(y+n+2)

ot " —(y+n)prt!

[F(’y+n+1)]®F(n+1) - T(vy+2n+2)

107

(111.3.1)

(111.3.2)

(111.3.3)
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" —nt" !
D = I111.3.4
Thtl) Tn+2) (IL3.4)
t’Y-‘rn " _nt'y+2n+1
® D = II1.3.5
F(y+n+1) [ F(n+1)] I(y+2n+2) ( )
" n t2n
= I11.3.
T+ D) T+l T+t (IL3.6)
se obtiene, al sustituir en (II1.3.1)
+y+2n+1
INGESTES)) [y+2ntl

DI = —y = — = 0 (IIL.3.7)

T(2n+1)

La demostracién de b) se sigue del hecho de que p = [~ y (IIL.3.7)
Dp?’ =Dl =~ = ’yp'yfl

Para demostrar c), se ha de tener en cuenta que el operador (1—al)?”
es un operador regular y por tanto admite una expansion en serie, tal y
como se refleja en el teorema I11.2.2, asi como la igualdad (II1.3.7).

D(1 —al)Y =D1+D i (Z) (—1)karik =
k=1

_ Z (Z) (—1)kak(—k) (kt—:l)! — o2 Z <Z> J(—1)k—Lak—1jk=1 =
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-1
donde se ha usado de la igualdad (Z B 1) =k (Z) .

(1 —al)Y

Teniendo en cuenta que (p —a)” = —y e demuestra d).

(I—al)y A1 —ad) it

_a) =
Dp—a)"=D = = 2y =

(1 —ad)!
=TT

=(p—a)!

Para demostrar e), se desarrolla la exponencial y se aplica la derivada

algebraica
- - =B & _ —Bn—1
Deaply(p—a) = 3 % ¥ Vn(_ﬂn)% _
k=0 : k=1 .

_ . —6—-1 - n—1 (p_a)—ﬂ(n—l) _
Br(p—a) k;v B

= —ky(p — @) 7 lexply(p — a) 7]

En el apartado a) de la proposicién 111.3.3 se demostro que la derivada
algebraica de las constantes es cero. En la siguiente proposicién se pone
de manifiesto que el reciproco también es cierto, lo que constituye uno

de los resultados fundamentales en la teoria de la derivada algebraica

sobre operadores.
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Proposicién 111.3.5 Dado a € m, si:

Da =0 — a esuna constante

Demostracion.

_F@)
Sea a = <0 con G(t) € (M —{0})

(t) @ DG(t)

- F
Da = G(t) @ G(1)

=0

lo que implica que
DF(t)@G(t)—F(t)@DG(t) = [(I-t)F ()]G (t)—F(t)Q[(I-t)G(t)] =0

y dado que
d [t
IF@) 26 = & [ UF(E-v]6m)d =

J0

d d

= [ readea = & [ - arGas -

= & [P Glar = Py @ 160)

queda
(=) F@)]®G(t) — F(t) @ [(-t)G#)] =0

es decir

(=) F@)]+G{) = F(t) + [(-=)G(1)] = 0
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o lo que es igual
[(—t)F(t)] % G(t) — F(t) * [(—t)G(t)] = constante ¥t >0
y como para ¢ = 0 la expresién vale cero, se concluye que
(=) F(t)] * G(t) — F(t) * [(—~)G()] =0 (IL.3.8)

Ahora bien, puesto que (II1.3.8) representa el numerador de la derivada

algebraica de Mikusinski al actuar sobre el operador a = , resulta

E(

G(1)
que (I11.3.8) significa que la derivada algebraica de Mikusinski del o-
perador a también es cero, y por tanto, tal y como fue indicado en el

capitulo primero, dicho operador es un niimero.

La siguiente proposicién pone de manifiesto la relacién entre la derivada
algebraica y el operador derivada respecto a la variable compleja z, lo

que puede ser utilizado en la resolucién de ciertos problemas.

Proposicién I11.3.6 Dado a € n y sea a = @, con a € v, entonces:

d
Da = —a
a dza
Demostracion.
F(t
Sea a = % €n
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por lo tanto

D = AGF () + (F £ (2)))G"(2)] — 2[F*(2)3G™(2) + (G*()))] _
2G*(2)G*(2)

F(2)G"(2) 4+ 2(F7(2))'G"(2) = F*(2)G"(2) — 2F"(2)(G"(2))" _
2G*(2)G*(z)
F*(z),, d_

- (G*(z))/ ~ a2

I11.4 La derivada D en la resoluciéon de ecua-
ciones integro-diferenciales.

En esta seccion, se comienza estudiando la ecuacion integro-diferencial

2

(t-ntt

d
o FA+T-t) S —ar=1 (ze€M) (ITL.4.1)

dt

d
Haciendo uso del calculo operacional para el operador D = 7 gene-
rado por Ditkin y Prudnikov [14], y teniendo en cuenta la definicién de

D, la ecuacién (I11.4.1) se transforma en

D[—p*x(t)+p*x(0)+pz’(0)]+[px(t) —px(0)]+Dpx(t) —pz(0)] —ax(t) = 1
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expresién que puede ser escrita como

(1 —p)z(0) —2'(0) +1
p—p?

l—a—-p

Dx(t) +
(t) p — p?

x(t) =

la cual, si se asume que x(0) = 0y 2/(0) = 1 se reduce a

Dx(t) 1—a—p_a—1+ —a
(1) p*—p p p-1

(111.4.2)

Usando la misma técnica que W. Kierat y K. Skornik [25], es fdcil

deducir que la ecuacién (I11.4.2) admite como solucién

za(t)=p"Hp—1) " =p (1 -p )" (I1.4.3)

para lo cual se recuerda que

D(vy. D D
(Ulvz): Ul+ V2

(I11.4.4)
V1.2 V1 V9

por lo que se han de tomar

v =p* 'y wm=(p-1)""

La siguiente proposicion pone de manifiesto que la solucién obtenida
es en realidad una funciéon de M con lo que se ha hallado una solucion
de la ecuacion (I11.4.1). Asimismo, la expresién operacional de z, per-
mite establecer, de forma sencilla, una propiedad de convolucién para la

mencionada funcion.



114 Capitulo III. Una derivada para la convolucién de Ditkin y Prudnikov

Proposicién I11.4.1 Sea z, = p~'(1 — p~1)~%, entonces:
a) xq(t) =t 1F1(a,2;1)

d
b) a[t 1F1(a,2;t) @t 1 Fi(b,2;t)] =t 1Fi(a+b,2;t)

Demostracion.
a) Sea,
Pl —p ) = aa(t) = i (—;) (=1)F !
([14],pag.94 y pag.98-100).

n

t
Dado que (p~1)" = =¥ usando las igualdades, dadas por Srivas-
n!

tava y Manocha en [59],

D(k+8) = (8)L(6)

siendo (6)p = 1; se puede establecer la igualdad

ralt) = g% %% — ¢ Fy(a,2:4)
)
Slralt) @ ay(0)] = Sl (1= p) e (=) =
= L= ) =0

donde z,yp(t) =t 1Fi(a+ b,2;t)
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A continuacion se pretende obtener resultados andlogos para la funcién
.- k
Taol(t) = e xy(t) = Z B ot

la cual pertenece a M, ya que z4(t), e € M. Para ello se seguird una
vez mas la técnica usada en [25] y se usard la igualdad (I11.2.2)

P tn_l

(p—ayr  (n-1)

eat

para obtener la siguiente expresiéon operacional de x4 q(t).

Zaa(t) = Z (—;) (_1)km =

k=0
I11.4.5
= prer(l—5) " = (2]

=p {(I—ap )2 (1—ap™t —p7H)™°

Expresién que permite enunciar la siguiente proposicién

d
Proposicién I11.4.2 Sean, T = (% —a) e I el operador integracion ,
entonces

TIT(xa.0 ® Tp0l(t) = Tatbalt)

Demostracion.

Haciendo uso de la igualdad (I11.4.5), se puede escribir

(Ta ® Tpalt) = (p)2(L—ap )41 —ap~t —p 1)~ (*FD)
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y teniendo en cuenta que

TIT[p ' (1- ap71)72] = (% —a)I[(1— ap*1)72 —ap (11— ap*1)72} =

= () (1 —ap ) a1 - ap ) =

=[1-ap™)Z—ap (1 —ap ) ?-
~fap™ 1 —ap™) = (@)’ ()L —ap )Y =
=(l—ap )Pl —ap ) —ap  (I—ap ™) (1 —ap™) =
(l—ap™) ' —apt(l—ap™)' =1

es facil comprobar que

TIT[200®Tp0](t) = p  (1—ap )72 (1—apt—p 1) ") =2y o (1)

Se ha de resaltar que para, por ejemplo, o = —1
$a7,1(t) =t 1F1(2 —a, 2, —t)
y que la proposicién I11.4.2, indicaria la veracidad de la siguiente propiedad
d td d . [¢
— - — —a)— — F2-a,2,—(u—
(G [ Gl [ =0 A a2~ =)
1F1(2 - b, 2, —w)dw]du =1 1F1(2 - ((L + b), 2, —t)

lo que pone de manifiesto, una vez més, la bondad del método opera-

cional para demostrar ciertas propiedades de convolucion.
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I11.4.1 Otros ejemplos de utilizacién de la derivada alge-
braica

Se pretende ilustrar con otros dos ejemplos el uso de la derivada
algebraica en la resolucién de ecuaciones integro-diferenciales, asi como
la ayuda que representan las expresiones operacionales de las soluciones
a la hora de demostrar ciertas propiedades. Con tal fin se introduce en

primer lugar la proposicién

Proposicion 111.4.3 La ecuacion operacional

Dx Y

. (p—a)
admite como solucion

a) c(p—a)? (ceC)paraj=1

(p—a)y™] (ceC)paraj=2 3, 4, ..

b) cex -
) pLj+1
Demostracion. Es consecuencia inmediata de la aplicacién de los

apartados d) y e), respectivamente, de la proposicién II1.3.4.

Ejemplo 3.1

Sea la ecuacion
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Haciendo uso de las reglas operacionales (II1.2.1), la ecuacién puede

escribirse como

D[p*y — p*y(0) — py'(0)] — [py(t) — py(0)] +y = —1

aplicando las propiedades de la derivada algebraica y las condiciones

iniciales del problema, se obtiene

P*Dy(t) + (p+ y(t) = 0

o lo que es lo mismo

ecuacion que admite como solucién al operador

1

~ _ - 1
y=p texp(p” ) =p [l + o

]_?—’_T])Q n!p“ —i—} =

(p~1)? - (p )"

1 -1
=p [l+r + )

4

cuya expresiéon como funcion de M, viene dada por

—1\n+1 00 tn—i—l

o )t _
y(t) = nz::() n! N nZ::O nl(n+2) tEA(?)

donde FE(t) representa la funcién modificada de Bessel-Clifford de primera

especie y de orden 1, [22].
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Ejemplo 3.2
Sea la ecuacion
I=t)y" =y —y=-1
y(0) =0 y'(0)=1

Nuevamente por (I11.2.1), se puede expresar la ecuacién como

Dp*y — p*y(0) — py' (0)] — [py(t) — py(0)] —y = —1
lo que lleva a
P*Dy(t) + (p— y(t) = 0

es decir

Y p

D -1 —1 1
Dy __p L
p p

R 2

cuya solucion operacional viene dada por

y=p lexp(—p ) =p [l - ]—1) + T;? + ..+ (;!;zln +..]=
=p 'l-p '+ (p;i ot 7(_1)7;(?_1)71 + o]
que admite, como funcién, la expresion
N e
y(t) = 7;)(—1) BT WZ:%)( ) SNCET tC1(t)

119

siendo C'(t) la funcién de Bessel-Clifford de primera especie y de orden

1, [22].
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111.4.2 Ecuaciones integro-diferenciales mas generales.

En este apartado se utilizaran los resultados anteriores para obtener
soluciones de las ecuaciones

anHz"™ (t) 4 (an_1H + by_1)x™ V() + ... + (agH + bo)x(t) = 0

(x(t) € M) ; (H=t—1)

Siguiendo el mismo proceso, mostrado en el capitulo segundo, que
W Kierat [24], dada la ecuacién

Dz _ QW) (z € M) (111.4.6)

x  Plp)
donde ) y P son polinomios con coeficientes complejos, y tales que

grad (Q) < grad (P). La ecuacién (II1.4.6) puede expresarse como.

Dx r ki Yij
= Z Z YWY (aj , vij €C) (111.4.7)
x i=1j=1 (p - ai)]

donde «; , @ = 1,2,...,7, son las raices de P(p) y k1 + ko + ... + k, =

grad (P).

No es complicado generalizar la igualdad (I111.4.4)

Proposicién 111.4.4 Sean vy, vo, ..., v, operadores de m, con
v, #0 1=1, 2, ..., n, entonces
D(v1.v2...0) _ Dy N Duy - D,

V1.02...Up U1 U9 Un,
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Demostracion.

D(v1.v3...0,) _ Yimiv1ve..[Du.vp z": Dv;
V1.0V2...Un, V1.V2...Up,

Este ultimo resultado permite resolver, una a una, las ecuaciones

Dx Yij

S Y N— I11.4.8
Pl AT ( )
r k;
y obtener v = H H v;; como una solucién de la ecuacién (II1.4.6),
i=1j=1
siendo v;; una solucién de (I11.4.8)
En base a la proposicién I11.4.3, se puede asegurar que
T k; B .
v=C_C H (p—a)™ H e:rp[#(p —a;) M (I11.4.9)
- o —-7+1
=1 7j=2
es una solucién of (I111.4.6).
Como quiera que la ecuacion
anHz ™ (t) 4 (ap_1H + by_1)x™ V() + ..+
+(apH + bo)x(t) =0 (II1.4.10)

(x(t) e M) ; (H=1t—1)
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Dz
se puede transformar en — = Q(p), haciendo uso de las reglas opera-

z  P(p)
cionales (II1.2.1) y las propiedades de la derivada algebraica D, se con-

cluye que si el operador v indicado en (II1.4.9) representa una funcién

de M, entonces es una solucién de de la ecuacién (111.4.10).

A modo de ejemplo se resuelve la ecuacion

(t=Dy"(t) + [=20(t = 1) + 1/ () + [*(t = 1) + Bly(t) = 1

y(0)=1 y(0)=1

que puede ser escrita
~D[p*y(t) — p] + 2aDpy(t) + py(t) — a*Dy(t) + By(t) = 1
y aplicando las propiedades de D se reduce a
(—p* +2ap — a*)Dy + (2a + f—ply =0

o de forma equivalente

Dy 2a+p3-p_ -1 a+ 3
y (p—a)?® p—a (p—a)

2
admitiendo como solucién el operador

y=(p—a) rexpl-(a+pB)p—a) =

1 —(@+8)  (a+p)? (=D + )"
p—a p-a) 2p—aP T allp-ar
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Y S G ) R (atp)?  EYarh)"

p—a 1lp—a)? 2p—-a)P 7 nlp—ant!
_ it letBp e+ fPp o (CDMad B
R — Mp—a)?2 2p—a)3 7 nllp—a)t!

cuya representacion como funcién es

y(t) = (/; e[l + %r + ..+ WTH +..JdT



124 Capitulo III. Una derivada para la convolucién de Ditkin y Prudnikov



Capitulo IV

Derivadas algebraicas para
el operador D

IV.1 Introducciéon

En el presente capitulo se presentan tres derivadas algebraicas aso-
ciadas al operador de Riemann-Liouville D?, considerando tres convolu-
ciones distintas para dicho operador.

La primera de dichas derivadas, recogida en [5], referida a la con-
volucién de Mikusinski. La segunda, en [6] y referida a la convolucién

utilizada en [2] y cuya expresién viene dada por

1 t
(F+9)0) = 5057 [ 1= natr)ar

125
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y la ultima, en [7], para la convolucién

(farg)(t) =[x g)(t) (A=1)

estudiada en [33], donde * representa la convolucién de Mikusinski y
I*~1 el operador integracién fraccionaria de Riemann-Liouville.

En todos los casos se estudian las propiedades generales de las derivadas
algebraicas y se presentan ejemplos de utilizacién de las mismas en la

resolucién de ecuaciones integro-diferenciales.

IV.2 Un calculo operacional para el operador
D?. La derivada D,

En este apartado, se genera un célculo operacional para D° traba-
jando con la convolucién de Mikusinski, lo que permitird hacer uso de
los resultados obtenidos por dicho autor.

Sea & > 1, un numero real fijo. Siguiendo a Alamo y Rodriguez
[2], se considera el conjunto de las funciones complejas evaluadas en los
reales positivos que a continuacién se describe:

)
Cs={f(t) = Z apt™ 1 unif. convergente en compactos de[0, 00)}
k=1

En [2] se probé que (Cs, +, -¢) es un espacio vectorial.
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A diferencia de lo estudiado en [2] por J. Alamo y J. Rodriguez para
generar un calculo operacional, en esta seccién se considera en Cjs la

convolucion de Mikusinski

= [ 5t = )9y

De la propia definicién de * se infiere la siguiente proposicion.

o0
Proposicién IV.2.1 Sean f(t) Z aktk5 ! yg(t) = Z bktk(s*l; en-

tonces:
a) tkéfl *tmﬁfl _ B(ké, mé)t(ker)&fl

b) (f*g)(t i{Zajbk _;B[jé, (k — j)8] k=L,

k=2 j=1
1
Donde B(u,v) = / (1 —t)“ 1= 1at representa la funcion beta.
Jo

Esta proposicién pone de manifiesto que * es una operaciéon cerrada
en Cs, por lo que se puede afirmar que (Cs,+,*) es un subanillo de
(C,+,%). Donde C representa el conjunto de las funciones complejas
continuas con variable real positiva. Mikusinski [36] y Yosida [63], entre
otros, demostraron que la convolucién * no tiene divisores de cero y
que no hay elemento unidad en C, lo que lleva a establecer la siguiente

proposicion.
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Proposicién IV.2.2 (Cs,+,*) es un anillo conmutativo, no unitario y

sin divisores de cero.

Nota IV.2.1: Se puede demostrar de forma directa que (Cs,+,*) es

un anillo.

Por lo tanto, Cs puede ser extendido a su correspondiente cuerpo de

fracciones

Ms = Cs x (Cs —{0})/ ~

donde la relacién de equivalencia ~ se define, como es usual, por

(f1,91) ~ (f2,92) & fix g2 = g1 % fa

De hecho Mg es un subcuerpo del cuerpo de operadores de Miku-
sinski. Los elementos de Mg se denominaran operadores, y de ahora en
adelante se denotara por g a la clase de equivalencia del par (f,g).

Las operaciones suma, multiplicacién y producto por un escalar se

definen, de forma estandar, sobre Mg como:

oo fixgetaxh

o —

g1 92 g1 * g2
I hxp

g1 92 g1 * g2

L S af
o— = —
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Asi pues, M tiene estructura de algebra.
Alamo y Rodriguez [2] demostraron que el operador D? es un endo-

morfismo sobre el espacio vectorial Cs y probaron que para toda funcién

o0
t) = Z apt™1 en Cg

k=1

DI f(t) = f(t)

IPDOf(t) = f(t) —art® ' = f(t) — 10 F ()] mot® " (IV.2.1)

(I)™(D%)™ f(t) Zatj‘s L (IV.2.2)

Estas igualdades serdan de utilidad para el desarrollo de este apartado.
A continuacion se da una proposicion que permite identificar el ope-
rador I¢, inverso por la derecha de D?, y sus potencias enteras positivas

con ciertas funciones de Cj.

Proposicién IV.2.3 Dados f(t) € Cs y k € N, se tiene que

t&—l

a) m*f(t) =I°f(1)




130 Capitulo IV. Derivadas algebraicas para el operador D°

Demostracion.

Para demostrar a) sélo hay que aplicar la definicién de la convolucién

6—1 t — T 6—1
0= [ =15

y para b) aplicar el método de induccién: la igualdad es cierta para

k = 1, supdéngase que es cierta para k = n y compruébese su veracidad

para k=n+1
tn& 1 t&—l
T8 5(8) = 11 (8) = g * [y = F(0) =
=1 4o—1 Hnt1)8-1
= [F(ms) * W] * f(t) = NCEDHN f(#)

Siguiendo la notacién de Mikusinski [36] se denota por

6—1
(6)
(t)

de modo que cuando se escriba Isf(t) se entenderd I° f(t).

o~

6

ls =

’1

Ha de resaltarse que puede considerarse Cs C Ms ya que Cs es

isomorfo a un subanillo de Mg mediante la aplicacién

Cg—>M5 C M
fr it

De forma andloga, el cuerpo de los nimeros complejos puede embe-

berse en Mg asociando a cada o € C con, el llamado operador numérico,
6—1
at

[a] = o1
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Se sigue inmediatamente las siguientes propiedades basicas de estos

operadores.

Proposicion 1V.2.4 Las operaciones suma y producto del cuerpo Mg

son cerradas dentro del conjunto de operadores numericos. Es decir:
a) [o] +[6] = [a+ 3]
b) [o] - [8] = [af]

Demostracion.

Tal y como queda reflejado, la demostracién es un ejercicio de cédlculo:

a)

B Oétéil ﬁtéfl B Oét(sfl * téfl _I_lBt(Sfl *téfl B
[Oé] + [ﬁ] o1 + -1 $6—1 y $6—1 -

_ [at§—1 +6t6—1] *t6_1 - (a+/8)t5—1 _
- $06—1 4 $6—1 - $6—1 - [a + ’8]

b)
até_l Btﬁ—l at‘S_I % 6t6_1
[o] - [6] = -1 351 T T pilgpe-1

ﬂ t5—1 t§—1 ﬂ t5—1
= (at5>_1 * ;_1 = (até)_l = [a ' ﬁ]
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De ahora en adelante, y siempre que no se produzca confusién, se

denotard a los operadores numéricos [a] simplemente por a.

A continuacién se establecen unas reglas operacionales, que seran
de gran utilidad cuando se aplique el cdlculo operacional generado, a la

resolucion de ciertas ecuaciones integro-diferenciales.

Proposicién 1V.2. 5 Sea vs € Ms el inverso algebraico de ls. Para

toda funcion f(t) Z ait?*t se verifica:
k=1

a)

vsf(t) = DO f(t) +T(6)ay (IV.2.3)
b)
v f(t) = (DO f(t) + > a;T(j8)vy ™ (IV.2.4)
j=1
Demostracion.

Para obtener (IV.2.3), ha de aplicarse a ambos de lados de (IV.2.1) el

lsaitd—!
operador vg y tener en cuenta que a1t®~! se identifica con ket € Ms,
6
asi que:
51 art’!
vsail™ " = I [L'(6)ar] =T'(6)ar

Para demostrar (IV.2.4) el proceso es simila

(DP)™ f(t) = vy Zavmtjé ! Zaﬂé (o)1
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que, reordenando y teniendo en cuenta que vs y ls son inversos alge-

braicos, lleva a:

vl f(t) = (D)™ f (1) +Za] (j&)v

IV.2.1 La derivada algebraica D,

El objetivo de esta seccion es el de introducir un operador definido
sobre Cgs, que se denotard por Di, el cual se demuestra, que es una
derivada algebraica para el anillo (Cy, +, *). Asimismo se estudian algu-
nas propiedades de esta derivada, andlogas a las ya vistas en capitulos
anteriores, que seran de utilidad en la resoluciéon de ecuaciones integro-

diferenciales.

Definiciéon IV.2.1 Sea f € Cs. Se define el operador D1 como sigue:

6—1

Dy f(1) = ~—t£(1)

El comportamiento del operador D; sobre los elementos del anillo

Cs, viene dado en la
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Proposicién 1V.2.6 Dada f(t) Z axt™®=1 € Cs, entonces Dy f(t) €

k=1
Cs. Ademds, Dy f(t) viene expresado en cualquiera de las dos formas

equivalentes siguientes:

5—1
a) ~Ttf(1) Zb flksnss (0=~ o)
B =St = (A AR e 1)
Demostracion.

Es evidente que la veracidad de a) y b) implica que D; f(t) € Cs,

por lo que pasamos a demostrarlas.

1671 5 1 o©
——tf = Z apth =
- ké +1) ((k+1)5-1 (k+1)8
_ br #(
= 2 UG ) Z

Para demostrar b), expresién que en algunos casos serd mas mane-
jable, sélo ha de tenerse en cuenta que aplicando la proposicién 1V.2.1,

se tiene que

e T(8)T(k6) .
§—1 k-1 _ (k+1)6—1
ot Tk + D))

El hecho de que D es una derivada algebraica sobre el anillo (Cys, +, *),

queda reflejado en la siguiente proposicién.
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Proposicion IV.2.7 Para cualquier par de funciones f y g en Cs, se

tiene:
a) Di[f(t) +g(t)] = D1 f(t) + D1g(t)
b) Di(f*g)(t) = ([D1f] *g)t) + (f * [D1g])(¢)

Demostracion.

La demostracién de a) se sigue inmediatamente del hecho de que el
_76—-1

operador t es lineal respecto a la suma. Para b), sean f(t) =

o0 oo
Z aptt®ly g(t) = Z bt**~1 entonces, por la proposicién IV.2.1, se

: k=1
tiene que:

oo k-1
Di(f *g)(t) = D1 y_{D_ ajbp—;Blj6, (k — j)s] 1%~

k=2 j=1
k—1
si se denota ¢, = Z ajby—;B[jo, (k — 7)¢], haciendo uso de la proposicién
j=1
IV.2.6 puede obtenerse:
Di(f*g)(t) = *iic ¢ho=t (IV.2.5)
2 T(5) 2.

De manera similar

(D] 5 9)(0) = (-7 ¢ 3 o 1*th’““

k=1
(IV.2.6)

M'M

ali
—t

FL jbu—i Bj6, (k — j)8] 11
k=2 g

Il
N
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(f D1g Z a tk& 1, t& 1) Z %tkél _

o (IV.2.7)
N
= (-t 1)*[;2{; Wa]bk—JB[]éa (k — j)o]t* ]

siendo por 1iltimo un ejercicio de calculo comprobar que (IV.2.5) es la

suma de (IV.2.6) y (IV.2.7).

Ahora ya se estd en condiciones de extender la definiciéon de D; al

cuerpo My de la forma usual:

Dli _ [Diflxg— f*[Dig]
g g*g

(feCs, geCs—{0})

p P _ [Pipl-g—p-[Dig]
= = 2
q q

(peMs, qge Ms—{0})

Apoyandose en esta definicién de Dy sobre Mg, se puede establecer la
siguiente proposicién, la cual muestra el comportamiento de la derivada
algebraica sobre algunos elementos concretos del cuerpo de fracciones,
que sera de gran utilidad en la resoluciéon de ciertas ecuaciones integro-

diferenciales.

6—1

Proposicion IV.2.8 Seq 1 = pr=,

0
té—il,é

el elemento unidad de Mg, 0 =

1
=7 el inverso algebraico de ls en Mg y n € N. Entonces:
6
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a) Dll =0
b) Dia =0 (siendo o cualquier operador numérico)
c) Di(ap) = aDip (para todo p € Ms)

d) Dy = —ni}t!
e) Dy =nvp !

f) D1(1 — als)” = nal?(1 — als)"*

g) Di(vs — )" = n(vs —a)"!

"] "leaply(vs — o) 7"

h) Dyexply(vs —a)™"] = (—n)y(vs — @)~

_ —n 2 _ -
donde exply(vs —a) "] =1+ s UQ) +2 (v 2'04) + ...

Demostraciéon. a) y b) se obtienen mediante un simple célculo:

t5—1 [Dlté—l] * t&—l o té—l % [Dlté—l]

Dil =Dy o1 $0-1 4 41 =0
Dig— D at®—1 B a[(Dlt‘S*l) * t‘s*l] - oz[t‘s*1 * (Dlt‘sfl)] _0
1= L7 -1 = $0—1 4 461 o

c) es una consecuencia directa de b) y del comportamiento de la derivada
algebraica sobre el producto de operadores. Para demostrar d) se emplea

el método de induccion, ya que en este caso:
t5—1 t25—1

Dyls =D = = —[?
o 7ITe) T T(26) 6
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si d) se verifica para n = k, entonces
Dilf™ =Dy (ls - 1§) = [Dils] - 1§ + 15 - [D1lf] = —(k + 1152

En e) se considera el hecho de que vs = %, por lo que no es complicado
concluir que Dyjvs = 1 usando a) y d), para luego usar nuevamente el
método de induccién.

Para obtener f) y g), téngase en cuenta que:

Di(1 - als)" = D1y (Z) (—als)" ] =

k=0
n—1
= (Z) (—a)"*(n — )l =

n—1
= — Z n<n B 1) (—a)i2(—als)" *1 = nal2(1 — als)**

1 1—alg)™
como quiera que, (vs — )" = (l_ —a)" = (172[6), usando f), d) y
6 8

la definiciéon de Dy sobre Mg la demostracién queda concluida.

Por ltimo, la demostracién de h), es un ejercicio de calculo:

Dicapl(vs — o)) = Dif1 + W0V " o0y
_ (—n)v(val!— ™ (—27%)72(@;!— o
vs — o) " 2(vg — )72
_ (—n)v(v(s _a)—vL—1[1+ ’Y( o o ) + g ( 6 5 ) 4o ] _

"]

= (—n)y(vs — a) " texp[y(vs — @)~
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Nota IV.2.2: la dltima proposicién se verifica también para n € Z,

1
salvo la propiedad h), dado que para cualquier p € M : p™" = —
P

La segunda igualdad de la proposicién IV.2.8 pone de manifiesto que
la derivada algebraica de cualquier operador numeérico es cero, es mas,

el resultado reciproco también es cierto.

Proposicién IV.2.9 Dado p € Mg, si Dip = 0 entonces p es un ope-

rador numeérico.

Demostracion. Sea p = i y Dip = 0. Dado que
g

([P f]* 9)(#) = (f * [Drg])(#)

o= 9+ 9)(D)
se sigue:
([D1f]# g)(t) = (f * [Drg])(t) = 0 (IV.2.8)
si se denota por f Z ko1 y g(t Z by tFo— 1. se sabe por la

k=1 k=1
demostracién de la proposicion IV.2.7 que:

(D) 90 = (475 (3 i% by BUS. ( — 1)8)}441]

(7 Pagh () = (1) (3 (0 S, (= o))t
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asi que, (IV.2.8) implica que

i (2] — k)azbe_; BLjS, (k— 1)5] =0 (¥ > 2) (IV.2.9)

Supéngase ahora que by # 0. sise tomaen (IV.2.9) k =3y k=4 se

obtiene respectivamente
arby = azb1 y aibs = azb

a continuacién se comprueba que a,,b, = a,b,, siempre que a1b,, = a,b;
y a1by, = anby:
blambn = albmbn = blanbm
y como by # 0, se finaliza la comprobacion.
Finalmente, y a fin de demostrar que a1by = arby para todo k > 2

se deben tener en cuenta las siguientes igualdades:

Para (k=2r),
k—1
> (2) — k)ajbe_;B[jé, (k — 5)8] =
j=1
r—1
Z (2§ — 2r)(ajbar—j — agr—;b;)B[jb, (2r — 7)0]
j=1
Para (k=2r+1),
k—1

> (25 — k)ajby_;Bljé, (k — j)6] =
j=1
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=) [27 — 2r + Dl(ajbary1-j — agry1-3b5) B[j6, (2r + 1 — 5)é]
j=1

a
Por lo tanto si b # 0, se puede establecer que ay = b—lbk para todo
1

k > 1, en otras palabras

f ag att? ax

L=l (=P

g g 1 T by

Para concluir la demostracion, se hace notar que como quiera que si

b1 = 0y a1 # 0 permite probar que b = 0 para todo k, ya que
arby =azb1 y aibs = aszby

lo que implicaria que by = 0 y b3 = 0, a partir de lo cual y tomando en

(IV.2.9) k = 5 se obtendria
a1by = asby

lo que llevaria a concluir que by = 0. Reiterando el proceso se concluiria
que b = 0 para todo k, en contra del hecho de que g(t) € Cs — {0}.
Entonces b; = 0 implica a; = 0 por lo que en tal caso se comenzaria la

demostracién con bs # 0 y asi sucesivamente.
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IV.2.2 El uso de D, en la resolucion de ecuaciones integro-
diferenciales

Como aplicacién de los resultados obtenidos anteriormente, se pasara

a resolver la ecuacién integro-diferencial:

—D1(D?)?x(t) + (1 + Dy)D%x(t) — ax(t) = 0
(IV.2.10)
[t' P2 ()], = 0 (2(t) € Cs) (a€C)

Haciendo uso de (IV.2.3), (IV.2.4) y la proposicién IV.2.8; la ecuacién

(IV.2.10) se transforma en:

Diz(t) a—1 a ls[ls(1 —a) — 1]

- — = Iv.2.11
x(t) v§ vg — 1 1—1s ( )
Varias cuestiones pueden deducirse inmediatamente.
t6_1
Proposicién IV.2.10 Sea ls = m € My, entonces:
a) xg =1ls(1 —15)"* € Ms es una solucion de (IV.2.11)
t6_1 (CL, 1)5
b) 4(t) mlllll to | € Cs es una solucion de (IV.2.10)
a

(6,6);
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. 5 t(t—7)5—1 (aa 1)7 o s i (ba 1)7 Té
2 P LGRS
téfl (a+b7 1); s
- I‘(a—i—b)lq]l (5,5): t
donde
(a,0); = T(kb+ a) tF
1% (c.d): t :];)r(kd+c)ﬂ

representa la funcién hipergeométrica generalizada de Wright, (cf.[59]).

Demostracion.

a) Se puede representar al operador (1 —15)~* como una serie (cf.[36,
pag.171]),

i tk5—1

Dl -t =Dy 15 %) (-1 -
1( 5) 1] +kz:1<k)( ) F(kzé)]

k 6—1
1 t(k+1)

= kgl (—a) (;11) (—1) T 18] (—a)l3(1—1s)~!

lo que lleva a

Difls(1 — 1)) _ —I§(1 —ls)"* +1s(—a)lg(1 —ls) """
Is(1—15)@ ls(1 —1s)~@

l(s[l(s(l — a) — 1]
1—1s
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—a

b) La solucién z, = Is(1 — ls)~* admite una representacién como

funciéon de Cy:
a =~ [-a
Tq =1ls(1 —15)7% = Z ( ) )(—1)kl’§+1 =
k=0

t§ 1 Z tk‘& té—l 0 F(k + a) tk5
k + DT(k+1)8]  [(a) 2= T(k6 + 0) [(k + 1)

por lo tanto, (cf.[59, pag.50]),

t6_1 (a7 1)7
—1¥1 0

¢) Es consecuencia de los apartados anteriores, ya que:
(2a * @) () = Is(1 = 1s)"“ls(1 = 1) ™" = (1 — L) ("""
entonces,

D (g xp) (1) = Is(1 = 1s) ") = 2014 (t)

Nota IV.2.3: Se ha de resaltar que en caso de que —a € N las series
que comparecen en la demostracién anterior se truncan, con lo que 4(t)

se reduce a un polinomio de grado fraccionario.

Sea ahora la ecuacion:



IV.2. Un célculo operacional para el operador D°. La derivada D; 145

Dy (D)2x(t) + (n — 1) D%z (t) + x(t) = 0 (IV.2.12)
con las condiciones:
(n e N—={0}); (z(t) = i apt™ 1 ay = 0)
k=1

para la que se utiliza, en primer lugar, las reglas operacionales (IV.2.3)

y (IV.2.4)
Di[vix(t) — asl(26)] + (n — Vvsz(t) + z(t) = 0

teniendo en cuenta ahora la accién de la derivada algebraica sobre las

potencias de vs y los operadores numeéricos, se tiene
205 + v2D1x(t) + (n — Vs (t) + z(t) =0

y agrupando
vED1a(t) + [(n + L)vs + 1]z(t) = 0
lo que conduce a la ecuaciéon operacional

Dir(t) _ ~(n+1) , -1

z(t) s v§
que admite como solucién al operador

Ty = vg(nﬂ)e:cp[vé_l}
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el cual se identifica con una funcién de Cp

1)72 ln+3
xn(t) = 11+ oyt + % +. )=t 52—, + .=

B ,CZ:‘E) K = kI [(n +1 4 k)6

(n+1)8 1§ (t°)* (n+1)6—1 (1,0 5
= t(nt1)o= =TT t
2 T (n + 1+ k)3] (4 108.6)

la cual representa una solucién de la ecuacién (IV.2.12).

Por ultimo resaltar que de la expresion operacional

—(n+1)

xp(t) = vg explvg '] = 13t

explvy ]
se deducen las siguientes igualdades, para k € N:
(DOYra,(t) = zp_i(t) (n—Fk>0)

(Ié)kxn (t) = Tn+k (t)

Para finalizar se ha de remarcar que el operador D1, es una derivada
algebraica incluso para el anillo (C, +, %) utilizado por Mikusinski en [36].

Para demostrarlo han de tenerse en cuenta las siguientes proposiciones

Proposicién IV.2.11 Dados a € RT y f,g € C, se verifica que:

19(f + g)(t) = [(I7F) = gl(t) = [f = (I"9)](¢)
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Demostracion.
La demostraciéon se reduce a comprobar la veracidad de la primera
igualdad, dado que la segunda es consecuencia de la primera y del hecho

de que la convolucién * es conmutativa.

()0 = i [ =0 s = wgtydar -

T 1 t o B
= | g L =7 e = marlgfuyau =

u

T 1 t—u o B o
= [y - ) avlgtdn = [0°5) = 611
Proposicién IV.2.12 Sean f,g € C, entonces:
a) Di(f +g)(t) = D1f(t) + Dig(t)
b) Di(f * g)(t) = [(D1f) = gl(t) + [f * (D1rg)](t)

Demostracién.

La demostracién de a) es inmediata dado el caracter lineal de Dy
respecto a la suma de funciones.

Para demostrar b), se ha de considerar que —tf(¢) representa la
derivada algebraica de Mikusinski de la funcién f, junto con la proposicién
IV.2.11, de lo que se infiere

6—1 1671

Dy(f#9)(1) = ~—t(7#9)(8) = o {[(~11) #g)(1) + 1 * (~19)](1)} =
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= [(D1f) * gl(t) + [f * (Drg)](?)

Sin embargo este ultimo hecho no devalua todo lo realizado ante-
riormente, ya que a la hora de buscar aplicaciones a ecuaciones donde
comparezca el operador D? siempre se recurrird a su transformacién ope-
racional en funcién del operador vs y sus potencias enteras positivas, asi
como a sus respectivos inversos algebraicos ls y l’g, estando estos iltimos
representados por funciones de Cs. Ademads, se puede comprobar que,
aun siendo D; una derivada algebraica para (C,+, %) no tiene un buen
comportamiento para los operadores [ y s del cuerpo de fracciones de
Mikusinski, en el sentido de que D" # —nl"t! y Dys™ # ns" !, lo que
pone de manifiesto que las derivadas algebraicas no sélo dependen de las
convoluciones utilizadas para desarrollar los cdlculos operacionales, sino

también de los operadores para los que se han disenados estos ultimos.

IV.3 La convolucién x asociada al operador D°:
la derivada D,

Alamo y Rodriguez [2], generaron un calculo operacional para el

operador D° definiendo la convolucién

o t
(F+9)0) = 7055 [ =t (@=1)
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sobre el espacio de funciones Cs. La cual, para 6 = 1, coincide con la
convolucién de Ditkin y Prudnikov.
Los mencionados autores demostraron que (Cs,+,*) es un anillo

%=1 ¢l elemento

conmutativo y unitario sin divisores de cero, siendo
unidad.

De la definicién de la convolucién * dedujeron que

. B T'(k8)D(mé) s
* T)T[(k +m — 1)d] (IV:3.1)

lo cual permite, mediante un simple ejercicio de calculo, establecer la

siguiente proposicién

oo
Proposicién IV.3.1 Dadas f(t) ZaktM Ly gt) = Zbktk‘sfl

funciones arbitrarias de Cg

<k GOT[(k —j+1)6 .
a0 = 2 12 s R

Alamo y Rodriguez extendieron Cs a su cuerpo de fracciones
M's = Cs x (Cs —{0})/ ~. Las operaciones suma, multiplicacién y pro-
ducto por un escalar fueron definidas en la manera usual y se establecié

el isomorfismo entre Cs y un subanillo de M’s como
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de forma analoga puede considerarse a C contenido en M’s mediante el

isomorfismo
at&— 1

@ $6—1

El operador integral fraccionaria de Riemann-Liouville I°, fue iden-

tificado con la funcién

B F((S)t%*l
f(t) = T8y
v ane 26—1
g 1O =110

y sus potencias enteras positivas (1°)* con

F((S)t(kJrl)(S—l
T[(k + 1)J]

siendo sus respectivos inversos algebraicos

v [(26)t5~1 w DIk +1)8]0 !
T Tt VYT T (8)t(R+15-1

Se establecieron las siguientes reglas operacionales para toda funcién

ft) = Z apt™ =t de Cs

k=1
Vf(t)=Df(t) + a1V
S ' A (IV.3.2)
V() = (D°)" £ (b) + Zaj%w—m
j=1

de las cuales dedujeron las identificaciones que se enumeran a continua-

cion



Iv.3.

vi)

La convolucién x asociada al operador D?: la derivada Do

V‘fl— o= I'(6)Es(—a,t)

v‘i = T(6) By, )

VZV_Q = "y at) + Bifa.)
= 2y (1)~ By, )
e S
e CUR

siendo Ejs(a,t) la funcién estudiada por Al-Bassam [1]

ké—1
1t

Za

151

Con el objetivo de poder resolver ciertas ecuaciones diferenciales e

integro-diferenciales, es necesario establecer el siguiente teorema

Teorema IV.3.1 Supongamos que la serie de potencias

oo
Zakzk (z, a €C)
k=0

es convergente en un punto zg # 0, es decir,

o0
Zakzg =AeC
k=0
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entonces la serie de potencias

o0 o F(é)t(’Hl
a V=S apHE (HF = =
S h= Yt (= S
es uniformemente convergente en compactos de [0,00), es decir, repre-

senta un elemento de Cl.

Demostracién. Ha de hecerse notar que V? = H? =1 € M's v que
5—1

1= se identifica con t*~1 € Cs.

tél

Dado que

- —k L(o)tkre—t o I'(6) Sk
gak‘/ Zak N =t Z U )5](75)

se pasa a demostrar que la serie

SV NN
;) kF[(k+1)6]( )

es uniformemente convergente en todo intervalo cerrado [0, o] con ¢y > 0.
[e.o]

Se sabe que Z akzlg con zg # 0 es convergente, por lo que se tiene
k=0

Supk20|akzg] = My < o0

y por tanto

M,
\ak\<70 (0<My<oo, k=0,1,2,...)
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Se sabe [33], dado que (k+1)6 >2 (k>1),

1 - BrEY
T[(k+1)8] — k*

(B y v constantes)

Tomando entonces t = tq fijo, con (0 < ty < 00), se obtiene

k=0

. Mol (8) (1)) 84k
20| FKF

lo cual, haciendo uso del criterio de Abel, demuestra que la serie

- N ['(%) 16k
kzzo kl“[(/-chl)(S](O)

es uniformemente convergente en todo intervalo cerrado [0, to].

Ejemplo.
14 - k k k _
o = (L—aH)” Z < > H
(5)t(k+1)671 o0 _lr(é)tméfl
Z k; + D" Tlk+18 = "TT(mo) (8)Es(a,t)

lo que concuerda con el resultado obtenido por Alamo y Rodriguez, [2].

IV.3.1 La derivada algebraica D,

De forma similar a lo hecho con la derivada algebraica D; y la con-

volucién *, se introducird una nueva derivada algebraica para el anillo
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(Cs,+,*), estudiando propiedades de ésta y mostrando alguna apli-

cacion.

Definicion IV.3.1 Sea f € Cs. Se define el operador Ds como:

s 16—1
Daf (1) = [1° = ——1)f()
El operad
Proposicién IV.3.2 Para toda funcion f(t) Za tho=1 ¢ 5, se

k=1
verifica que Daf (t) € Cs. Ademds, Da2f(t) admite las dos representa-

ciones equivalentes:

151 — k)T(k6)

_N - !
WS T = b B (= )
6—1 B
b) [Ié_ITt]f = Zd t] (di = %)
Demostracion.

Es obvio que de la veracidad de a) y b) se deduce que Dsf(t) € Cs.

S— oo}
[IéITlt]f(t) =17 at" Tt - Zakt“
k=1
R I'(ké) 4kt 1)s (k+1)5—1
_g(l_k)akf[(kJrl)é] + th +
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la demostraéde b) se infiere del hecho de que la aplicacién de (IV.3.1),

lleva a:

(261 k81 _ ['(26)I'(k6) Sk 1)5-1
LO)T[(k+ 1)d]

La confirmacién de que D5 es una derivada algebraica sobre el anillo

(Cs, +,*) la establece la proposicién.

Proposicion I1V.3.3 Para cualquier par de funciones f y g en Cs, se

tiene:

a) Da[f(t) + g(t)] = D2f(t) + D2g(t)
b) Da(f *g)(t) = ([D2f] x g)(t) + (f x [D2g])(t)

Demostracion.
La demostracién de a) se sigue, como siempre, del hecho de que el

6—1
operador [I® — Tt] es lineal respecto a la suma.

[0.9]
Para demostrar b), se toman f(t) Z aptt® Ly g(t) = Z byt 1,

y aplicando la proposiciéon IV.3.1, se tlene que

L(jO)T[(k — 7 + 1)) ks—
Da(f * g)(t 922{; ajbg—ji1 T ()T (k3) jeko-t

k ) .
L(o)C[(k — j + 1)¢]

denotando por ¢ = Zajbk_ i1
e J L(6)I'(ko)

, vy haciendo uso
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de la proposicién IV.3.2 se obtiene:

I(6)*1

Dy(f % g)(t) = * 3 (1= k)eptho! (IV.3.3)

De forma analoga

(5 261 o0

([D2f]%9)(t) = *Z (1 — k)apt*®~ 1*Zb phé=1 _

[(§)28-1 ook . TGO — 74 18] or
- }2%5)*[;2 {jZl (1 = 7)ajbr—j1 U )F([é)r(ljé;_ ) ]}tk5 1
(IV.3.4)
y
(f * [Da2g])(t) = i apt1 & I( 6 t% ' S A i 1 — k)b h6=1 _
k=1
P625*1 00 k ' TGSk — D6 )
- %*% {; (= Kl )r([é)r(;is;r Py oy
(IV.3.5)

ya solo resta comprobar que (IV.3.3) es la suma de (IV.3.4) y (IV.3.5).

Como es usual, se extiende la definicién de Dy al cuerpo M’s:

p,f _ [P2fl*g— f[Dag]
2 —_
g*xg

(feCs, geCs—{0})

p_ [sz]'qu'[DM] (peM's, qge Ms—{0})
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Una vez extendida al cuerpo de fracciones, la siguiente proposicién

pone de manifiesto el buen comportamiento de Dy en Ms.

6—1 0

Proposiciéon IV.3.4 Dados los elementos 1 = T 0= g H —
L'(6) 96-1 I'(20)t°! .
I‘(2(5)7f V= [(6)t26-1 =H"" de M's yn € N. entonces:

a,) Dz]_ —

t671
b) Daar =0 (siendo o = 026—1 )
C) D2(ap) = aDsyp (pam todo p € M/(g)

d) DoH" = —nH" !

e) DoV =nyn1

f) Do(1 — aH)" = naH?*(1 — aH)" !
g) Do(V —a)" =n(V —a)*!

Demostracién. Para demostrar a) y b) se efectua un simple célculo:

té—l [thé—l] *té—l _ t&—l * [DQtﬁ—l]

Dol = D2t5—1 - $0—1 41 =0
Doy — O al(Dat® ™) x 71 — aft "« (Dot )] 0
=0T T (=1 5 (51 =

c) se deduce directamente de b) y de la accién de la derivada alge-

braica sobre el producto de operadores. Para d) se emplea el método de
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induccion:

DoH = (I — Ii;lt)r(é)tw—l _T() [

_ F(Q(S)tsé—l (26 + 1)t35’1
T(26) (20

(36) T(36)6 I=

['() ,35-1 _
mt&s 1_ _p2

DoH* = Dy(H - H*) = [DyH] - H* + H - [DoHY] = —(k 4 1) H* 2

1
En e) hay que considerar que V = I lo que llevaria, usando a) y d),
a establecer que DoV = 1 , para luego aplicar, nuevamente, el método
de induccién.

Para f) y g), se tiene en cuenta que:

DQ(l — aH)” = 'Dg[i (Z) (—aH)n_k] =

k=0
- _ nil <Z> (_a)n—k(n _ k?)Hn_k+1 _

=- in(n . 1) (—a)H*(—aH)" "' = naH?*(1 - aH)""!

y dado que, (V —a)" = (% gy = Gmed)"

definicién de Dy sobre M's, se concluye la demostracién.

, aplicando f), d) y la

Nota IV.3.1: al igual que ocurria para la proposicion IV.2.8, la ultima
proposicién se verifica también para n € Z, dado que para cualquier

peMs: p"=—
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Para la derivada algebraica D, también se verifica el reciproco de la

segunda igualdad de la proposicién 1V.3.4.

at5—1
$6—1

Proposicién IV.3.5 Dado p € M's, si Dop = 0 entonces p =

con a € C.

Demostracién. Se sigue un procedimiento similar al de la proposicién
Iv.2.9.
_/ _
Sea p = =y Dop = 0. Dado que
g

([D2f] % 9)(t) — (f * [Dag])(t)
(9x9)(t)

Dop =

se sigue:
([D2f] % g)(t) = (f * [D2g))(t) = 0 (IV.3.6)

o o0

si se denota f(t) = Zaﬂké_l y g(t) = Zbktk‘s_l, se sabe por la
k=1 k=1

proposicion 1V.3.3 que:

L(6)t*!

([D2f]*g)(t) = W*

ST PGSTIE = j+ 18], o
*[1;::2{]:1 (1—j)ajbr—j1 O yeko-1)
y
26—1
(/ * Do) = B,

T(26)
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o K iOT[(k—j+1)6 )
g Z k)ajby—j11 Ly )F([((S)F(ljé;_ 2 }}tké_ ]

i=
asi que, (IV.3.6) establece que

LGOT[(k —j+1)d]
T(8)0 (ko)

Supéngase ahora que by # 0. si se tomaen (IV.3.7) k =2y k=3 se

k
> (1 +k—2j)ajbr_ji1 =0 (Vk>2) (IV.3.7)
j=1

obtiene respectivamente
arby = azb1 y aibs = azb

y al igual que en la proposicién 1V.2.9, se verifica que an,b, = anbm,
siempre que a1b, = a,b1 y a1b,, = amb;.

Finalmente, para demostrar que a1by = apb; para todo k > 2 se
utilizan las siguientes igualdades:
(k= 2r)

LT[ — j + 18] _
T(6)0(2r0)

2r
Z 1—1—27"—2] a]bgr —j+1

I'(jo)L[(2r — j +1)9]
T(6)0(2r0)

= Z (1 + 2r — Qj)(ajbzrfjurl — angijlbj)
j=1

(k=2r+1)
2r41 LGOT[2 +2r —j)8] _

]; (24 2r = 25)ajbor 21 —F R (r + 109)
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L(GOT[(24+ 2r — j)d]
L6)((2r+1)6)

Z 2 +2r —2j (a]bg+2T —j a2+2T_jbj)

a
Por lo tanto si b; # 0, se puede establecer que a; = b—lbk para todo
1

k > 1, es decir

f ag att! a1

g g téfl

Para concluir la demostracién, se tiene en cuenta, al igual que en la
proposicién 1V.2.9, que si by = 0 y a1 # 0 permite probar que by = 0
para todo k en contra del hecho de que g(t) € Cs — {0}, entonces by =0
implica a; = 0 por lo que en tal caso se comenzaria la demostraciéon con

bo # 0 y asi sucesivamente.

IV.3.2 El uso de D, en la resolucion de ecuaciones integro-
diferenciales

Como ejemplo de aplicacion de los resultados obtenidos en el apartado
anterior, y al igual que se hizo en la seccién IV.2.2, se pasara a resolver

la ecuacién integro-diferencial:

~Do(D?)?x(t) + (1 + Do) Dox(t) —az(t) =1 (x(t) € Cs5) (a € C)

[t 0z ()],p =0 . [t'0D%x(t)],
(IV.3.8)
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Usando (IV.3.2) y la proposicién IV.3.4; la ecuacién (IV.3.8) se re-

duce a la ecuacién operacional:

Dox(t) a—1 a H[H(1—a)—1]

= — = 1vV.3.9
() vV V-1 1-H (Iv:3.9)
De lo que se deduce.
Proposicién I1V.3.6
a) xoa=H(1—H)™* € M's es una solucion de (IV.3.9)
_ 1);
(8)#26-1 (a,1);
b) z4(t) = Lllﬂl o | es una solucion de (IV.3.8)
rie) (26.5);

(a,b);
1y t =
(c,d);

L'(kb+a) ﬁ
= T(kd +c) k!

representa la funcion hipergeométrica generalizada de Wright, (cf.[59]).

Demostracion.

a) El operador (1 — H)™* puede ser representado, en base al teorema
IV.3.1, como una serie ,

(6)t(k+1 B
Dy(1—H) " =Dyl +Z< ) W]_
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o0 o (k+2)6—1
- S ) R oy

de lo que se infiere que

Dy[H(1 - H)™]  —H2(1— H)~" + H(-a)H*(1 - H)=*"!

H(1-H)™ H(1—H) *
_ H[H(1 —a) 1]
B 1-H

b) El operador z, = H(1 — H)™* admite la siguiente representacién
como funcién de Cs:
To=H(l—-H) "= i <_a> (—1)FEF! =
im0\ F

(5)251 Z o DO T(k+a)
k + DI[(k+2)0]  T(a) = T(ké+28)T(k+1)

por lo que se puede afirmar, (cf.[59, pag.50]), que

P(é)t%—l (a,1);

10y o
F(a) (26,6);

xq(t) =

¢) Es una simple consecuencia del apartado a), ya que:
(za*x3)(t) = H(1 — H)°H(1 — H)™® = H?(1 — H)~(@+Y)
por lo tanto,

D¥(xq % ap)(t) = H(1 — H)~ ) = 2, (#)
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Nota IV.3.2: Es importante resaltar que en caso de que —a € N las
series que comparecen, para la funcién z,(t), en la demostracién an-
terior se truncan, con lo que z,(t) se reduce a un polinomio de grado

fraccionario.

IV.4 La convolucion x), y la derivada D,

En [33], Y.F. Luchko y H.M. Srivastava generaron un célculo opera-

cional para el operador D® apoyandose en la convolucién

(f*rg)(t) = 1M1 /(;t ft—7)g(r)dr = I’ (fxg)(t) (A>1) (IV.4.1)

donde I representa el operador integracién fraccionaria de Riemann-
Liouville y * la convolucién de Mikusinski.

Para ello consideran los espacios de funciones

Co= {f : f(t> = tpfl(t)v p > a, fl € C([0,00))} (a € R)

no siendo complicado comprobar que C, C C,, siempre que v < j.
En particular, los autores trabajan sobre el espacio C_1 y demuestran
que para cualquier numero real p > 0, el operador I* es una aplicacién

lineal de C'_1 en si mismo, ya que

I C_l — CM—l C C_l
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verificdndose que para toda funcién f € C'_;
117 f(t) = I°HP £ (t)

Luchko y Srivastava, introducen la derivada fraccionaria de Riemann-

Liouville como

Drf(t) = j;["*“f(t) con (>0
W +1 pwe (R—N) (IV.4.2)

% peN

que coincide con la dada en [2] y comprobando que I* es el inverso por

la derecha de D", es decir, si f € C_1 y g(t) = I"f(t), entonces
f(t) = DFg(t) = DMI" f(t)
También introducen los espacios
QC-1)={feC1: (DMEft)yeCy k=1,2,3,...,m}

siguiéndose que (27 (C_1) contiene en particular, a las funciones f € C'4

que admiten una representacién de la forma

f) = T*)"g(t) = 1"g(t) (g€ C)

Ademads establecen que si f(t) = I™"g(t) con m € Ny g € C_q,

entonces

(D)™ f(t) = D™ f(t)
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D f(t) = f(t)

de lo que se deduce que I* es inverso por la izquierda de D* para las

funciones de Q}L(C,l) que puedan representarse por

ft)=1"g(t) (g9 €Ca)

En general para cualquier funcién arbitraria f € Q}L(C_l), se verifica

que

Fft)=(E—I"D")f(t) = kz::l m{%l_f}é D* R f()}

donde n viene dado por (IV.4.2) y E representa el operador identidad so-
bre Qi(C,l). El operador F' = E — I*DH*, recibe el nombre de proyector
de I*.

El operador integral fraccionaria de Riemann-Liouville I* admite la

representaciéon convolucional

n—A
Wﬂw=amkﬂm;{Mw=f@%7;5;1sx<u+u

es mas

(I f(t) = (W f)(8) (k€ N)

WE() = h(t) = domog s 1< A <hp+ 1
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Llegados a este punto, y dado que, (C_1,+,#y) es un anillo conmu-
tativo no unitario y sin divisores de cero, lo extienden a su cuerpo de
fracciones

M_,=C_1x(C_1—{0})/ ~

definiendo las operaciones en M_; de forma usual.

En analogia con Mikusinski, consideran que C_; C M_; identifi-

h t
cando f € C'_1 con % € M_q. Asi mismo, se interpreta que
h(t
C C M_4 al identificar « € C con ah(t) e M_;.

h(t)
1 h h
SedenotaporS:E:h*—/\h:ﬁ

h
dor I*, donde 1 = 7 representa el elemento unidad en M_1.

al inverso algebraico del opera-

La relaciéon existente entre el operador D* y el inverso algebraico de

I* queda reflejada en la siguiente igualdad

m—1
(DEY™f(t) = S™f(t) = > S™FF(DMFf()  (f €O —1))
k=0
donde F' = E — [*DH,
Por dltimo establecen el siguiente teorema, que constituye una po-

tente herramienta para determinar que expresiones, en M_1, dependien-

tes de S representan una funcién de C_;.

Teorema IV.4.1 Supongamos que la serie de potencias

oo
Z apZ® (2,04 €C)
k=0
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es convergente en el punto zg # 0, es decir

o0
> apzl = AccC.
k=0

Entonces, la serie de potencias
(e.) o0
Z akS’k = Z Oékhk<t)
k=1 k=1

define un elemento del anillo C_y.

Usando este teorema obtienen relaciones operacionales que identifi-

can elementos de M_1 con funciones del anillo C'_;

1 h 272 7RO p
S—a_l—ah_h(1+ah+ah +..) =tFE, g1 (ath)
siendo
[e'¢] Zk;
E, = >
ﬁ(z) };)F(ak—i—ﬁ)

la funcién generalizada de Mittag-Leffer (a, 8 > 0; |2]| < c0). Es mas,

W =t"AE o (ath)
con
By =3 O ) = (o)
& = ET(ak + ) ’ ’
también
1 th=A

52 + o2 T T seny p(at!)
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donde
oo 2k+1
(=1)*z 2
seny u(z) = Z = 2FE9,0p-a+1(—27)
= D(2pk 420 — A+ 1)
y
S A
2+« cosy u(at")
con
o0
(—1)k 2k ,
cosyu(z) = Z = Boyp-x+1(—27)
o T2uk+p—A+1)

IV.4.1 Una derivada algebraica para el anillo (C_;, +, *))

Se pretende definir un operador D) de C'_; en C_1, que verifique las
condiciones de una derivada algebraica, para luego extenderla a M_; y

estudiar su comportamiento sobre ciertos elementos de dicho cuerpo.

Definicion IV.4.1 Dada f € C_1, se define el operador Dy como:

LA e Ly

Dyf(t) = ( p

La siguiente proposicion establece que el operador Dy es cerrado en

C_1.

Proposicion IV.4.1 Sea f € C_1, entonces Dyf € C_4
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Demostracion.
Luchko y Srivastava [33], establecieron que I* es un operador que
transforma elementos de C'_1 en elementos de C,_1 C C_;.

Por otra parte, si f(t) = tP f1(t) € C_1, se tiene:

1

IMf (1) = L(n—1)Jo

— g ) e A -

= ﬁ ./01 (1- u)”72t'u72(tu)p+1f(tu)tdu _

tHtP

= e [ e =
ST w) " u w)du =

=t"Pf(t) (n+p>p—1) (f2€C{0.00)})
luego, I#71tf € C,_1 C C_1 y por tanto se puede afirmar que Dyf €

C_;.

Para la comprobacion de que D), es una derivada algebraica se nece-
sitan una serie de resultados previos, los cuales son recogidos en las

siguientes proposiciones y cuyas demostraciones pueden verse en [61]

Proposicién IV.4.2 Sea el operador 6, f(t) = tDf(t), si f € C*(]0,00))

se verifica

a) 6t f(t) = t*(0r + ) f(t)
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b) 81 f(t) = 1*(6: + ) f(1)

Proposicién IV.4.3 Dada f € C*(]0,00)) con f(0) =0 y dado o > 0,
entonces

t Y6 I f (1) = Tt L6, f(t)

Proposicién IV.4.4 Si f y g son localmente integrables en [0,00) y *

denota la convolucion de Mikusinski, se tiene que
a) Dt(f+g)(t) = (14 6:)(f * g)(1)
b) I°Dt(f + g)(t) = I°7(f = 9)(t)
Demostracién
a) D(f xg)(t) = (f x g)(t) + tD(f + g)(t) = (1 + &) (f * 9)(¢)

b) 1°DA(f  g)(t) = I°LIDH(f + g)(t) = 19714 * g)(t)—
—I7Mt(f * g)()]limo = T*7H(f % 9)(2)
Con el uso de estas tres tultimas proposiciones, se aborda la de-

mostracién de que D) es una derivada algebraica en el anillo (C_1, 4, x)).

Proposiciéon I1V.4.5 Para cualquier par de funciones f,g € C_q, se

verifica:
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a) DA(f +9)(t) = Daf(t) + Dag(t)

b) DA(f #x 9)(t) = [(Drf) ¥ gl(t) + [f *x (Drg)](t)

Demostracion.

Al igual que en casos anteriores, la demostracién de a) es trivial
dado el carécter lineal de D), respecto a la suma de funciones. Para b) se
requiere un proceso de célculo, en el que se hace uso de las proposiciones

1IV.4.2, TV.4.3 y IV.4.4; y que se detalla a continuacién.

1—A 1, _
Dr(f*ag9)(t) = I“—;I“ I (frg) ()] = A(fxg)(t)=B(f*9)(t)
: L= A a1 L rpu—1y7A—1 Y :
siendo A = ——1T* ;B =SIM I y la convolucién de Miku-
1
sinski.

Se desarrolla, a continuacién, el sumando B(f * g)(t)
L A-1 L A-1
" YDIMI (S % g)(t) = —t 18T (f % g)(E) = (+)
p p
por la proposicion 1V.4.3
Lo i¢ a1
(1) = LP 18P 4 g) () = (+5)
1L

y por la proposicion 1V.4.2

(1) = %mt L )PN(f g)(t) = %W*(@ F1EA- D) g)(0) =
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_ _%ﬂ”“(f *g)(t) + %I"“l(& +1)(f*9)(1) =

1 1
= —A(f*g)(t)+;f““*1Dt(f*g)(t) = —A(f*g)(t)+;I”“Jt(f*g)(t)
Dado que —tf(t) representa la derivada algebraica de Mikusinski de la

funcién f, se obtiene
B(f *g)(t) = —A(f = g)(t) — %f““2[((—tf) xg)(t) + (f = (—tg))(t)] =

_ 1, _ 1.
= —A(f*g)(t) - T 1[(—51“ f) xgl(t) = DS+ (—;I“ 'tg)](t)
por ultimo, si se tiene en cuenta que

Al *9)t) = 21 g) () = P2 1)« g)(0) =

! - A rg)(e)

=TIV (

se obtine

DA 0 9)(8) = 21 e ge) 4 P o (2

1g))(1)
+I“[(—%I“1tf) k g)(t) + LS+ <—%I#1tg>}<t> -

= [(Daf) *x gl(t) + [f 1 (Drg)](2)

A partir de aqui, y como es usual, se extiende la definicién de D), al

cuerpo M_4

Dé:(mf)m—fmw) (feC 1, geCy—{0})

g*xg
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a (Dya)-b—a-(Dyd)
Py = b2

(aeM_1,be M_1—{0})
y se estudia el comportamiento de D), sobre ciertos elementos del cuerpo,

tal y como se refleja en la siguiente proposicién.

h 0h
Proposicién I1V.4.6 Sean 1 = 7 y0= m la unidad y el cero de M_1

h? 1
respectivamente. Dados h = o S = 7 =72 q un elemento arbitrario

de M1 ya= %h con o € C, entonces:
a) Dy1=0
b) Dya=0
¢) Di(ag) = aDxq
d) DyR" = —nh™t!
e) D\S" =nS" !
f) Dy(1 — ah)™ = nah?(1 — ah)" !
g) Da(S —a)* =n(S —a)*!

Demostracion

En realidad a) es un caso particular de b), por lo que se demuestra

directamente b)

h Dyh h| — alh Dyh
Dya =1, 2 = AP )*A;j*ﬁ o (Dah)] _
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c) es consecuencia de b). Para la comprobacién de d) se utiliza, como

en otros casos, el método de induccién

th—A 1
Dyh =D = 1— N JHgh—A _ pu—lp=A+1)
S T E S VRN T e VL }
1 N(p—A+1 '(p—A+2
pl(p—A+1) FCu—XA+1) T'(u—A+1)
t2,u—>\ ;
T T@u-A+1)

y para n

Dyh™ = Dy[h- k"1 = —nh"t!

e) se deduce de d) y a), dado que

1
DAS™ = Dy

La demostracién de f) es andloga a la correspondiente de la proposicién

IV.2.8

Di(1— )" = Dy Xn: (Z) (—1)Fakpt = i (Z) (—1)*(—k)akpk+ =

k=0 k=1

= nah*(1 — ah)"!

y a partir de ésta y las anteriores se deduce g).

Como ejemplo de aplicacién de los resultados obtenidos se plantea,

a continuacion, la resolucion de la ecuacién
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Dy(D*)2x(t) — (1 + Dy)DHFa(t) — ax(t) = 0
lim;_o[D*=*(DH)iz](t) = 0

1=0,1; k=1,2,...,n
donde n viene dado por (IV.4.2), a € Cy x(t) € Q%(C_1).
Aplicando el cédlculo operacional generado para *) la ecuacién se

transforma en
Dy\[S%z(t)] — (1 + D)) [Sz(t)] — ax(t) =0

que aplicando las propiedades de la derivada algebraica se reduce a

D,\a:(t)_a—l+ —a
z(t) S S—1

la cual admite como solucién al elemento de M_4
Ta=S8"1(S—-1)"%=h(1-h)"

identificandose, éste, con la funcién

To(t) = i <—a> (—1)Fpk+t = i (—a) (—1)k (1= _
a k=0 k k=0 k F(1+ (k+1Dp—N)
$k+1) =X

Z k+1 D1+ (k+1)p—\) 4= (1)
Ademas, si se tiene en cuenta la representacién de z,(t) como ele-

mento de M_q, es facil comprobar que

DH(zq xx wp)(t) = Tayb(t)



Capitulo V

El teorema de semejanza de
Meller y la derivada
algebraica

V.1 Introduccion

Numerosos autores, y en particular I. Dimovski en [13], han utilizado
en sus estudios para poder definir una convolucién asociada a un opera-
dor lineal L, que estd intimamente relacionado con otro operador lineal
I:, del que se tiene una convolucién, %, el conocido teorema de semejanza

de Meller.

Teorema V.1.1 SiT: X — X es un isomorfismo del espacio vectorial

X en el espacio vectorial X, Y L:X— X esun operador lineal definido

177
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sobre X con una convolucion asociada * : X x X — X, entonces la
operacion x x y = T~ YTz*Ty) es una convolucion para el operador

L=T"'LT definido sobre X.

A lo largo de este capitulo, se utilizard este teorema para obtener
una derivada algebraica D asociada a la operacién convolucion *, siem-
pre que exista la correspondiente derivada algebraica D asociada con la
operacién convolucién *. Asimismo el mencionado teorema permitira
generar un calculo operacional para operadores que estan intimamente
relacionados con operadores conocidos.

También se resolveran, como ejemplos de aplicaciones, ciertas ecua-

ciones diferenciales e integro-diferenciales.

V.2 La derivada algebraica y el teorema de se-
mejanza de Meller

En [8], se establece la utilizacién del teorema de semejanza de Meller
como una herramienta, en la bisqueda de nuevas derivadas algebraicas
a partir de otras ya conocidas. Para ello, sean X un espacio vectorial y %
una convolucién tal que (X ,+, %) es un anillo conmutativo sin divisores
de cero. Se asume que en el anillo hay definida una derivada algebraica

D , es decir, para cualquier par de funciones f y g pertenecientes a X
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se verifica que:

Dif + 9] =Df + Dy (V.2.1)

D[f4g] = [Df)kg + f4[Dyg] (V.2.2)

Siguiendo el mismo razonamiento que Mikusinski [36], el anillo X
puede ser extendido a su cuerpo de fracciones M , el cual tendria ademas
estructura de dlgebra, en la manera usual, factorizando X x (X — {0})

respecto a la relacién de equivalencia

(f,9) ~ (h.1) & f¥t = gxh. (V.2.3)

Dado que los elementos del cuerpo M pueden ser considerados como
cocientes de convoluciéon =, se pueden definir, de forma estandar, las
g

operaciones en M, como

h 2 *h
jp L b Lot ot
g P g*p
L f h fih
i) = — = —
g g*p
i11) ai _— (v escalar)
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La derivada algebraica D se extiende al cuerpo de fracciones M,

como sigue

[Df]kg — f4[Dyg]
g g*g

lo que implica que, para cualquier a, b € M y cualquier escalar ), se

tenga que
w) D(a+b) =Da=+Db

v) D(a-b) = (Da)-b+a- (Db)
a, _(Da)-b—a-(Db)

i) D(3) = - (b#0)

vii) D(\-a) = ADa

Dado un isomorfismo algebraico T': X — X y un operador lineal L

sobre X, se puede establecer el siguiente diagrama conmutativo

L
X X

>
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siendo L = T~1LT. En base al teorema V.1.1 es muy natural definir,
xxy = T HT24#Ty] como una convolucién sobre X, asociada al operador
L. Esta convolucién dota a X de la estructura de anillo conmutativo sin
divisores de cero y hace posible el que se genere un calculo operacional

para el operador L. Ademas T es un ismorfismo entre algebras ya que

Tz xy|] = TxxTy. (V.2.4)

Con esto, la definicién de una derivada algebraica sobre el anillo X

asociada con la convolucién *, viene expresada por la proposicion.

Proposicién V.2.1 FEl operador D = T-IDT es una derivada alge-
braica en el anillo (X,+,*). Obsérvese que hay una relacion dada por

TD = DT, o bien DIt =T-1D.

Demostracion.
Se debe comprobar que D verifica (V.2.1) y (V.2.2) para cualquier

par de elementos x,y € X
e D(z+y)=T"'"DI(z+y) =T DTz + T-'DTy = Dz + Dy

o D(xxy) = DT~ YTxiTy) = T-'D(Tx5Ty) = T [(DTx)5Ty +
T T2%(DTy)] =
= T Y(TDx)*Ty] + T~ [T2%(TDy)] = (Dz) * y + x * (Dy)
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A continuacion se mostrara que es posible extender el isomorfismo 7" :

X — X como un ismorfismo entre los respectivos cuerpos de fracciones

M= X x (X - {0})/~

M=Xx(X-{0})/~

donde ~ representa la relacién de equivalencia usual (V.2.3), adaptada

a las respectivas convoluciones.

Definicién V.2.1 Dado f € M, se define T(i) e M como
g g
fy_Tf_f
T )= = = =
(g) Tg g

Para comprobar que T es, efectivamente, un isomorfismo entre los
cuerpos My M, se han de dar los siguientes pasos:
La definicién no depende del representante elegido para cada clase

de equivalencia

f_h fxp=gxh = T(f*p)=T(g*h)
g p

entonces, por (V.2.4) se tiene que

. - Tf Th
Tf¥Tp=Tg*T —— =
f¥Tp gxT'h = Tg - Tp
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T es lineal respecto a la suma

+ ) =1

T es lineal respecto al producto

f ﬁ)iT(f*h)in%ThiT_f Th
g p g*p TgxTp Tg Tp

T(

T es una aplicacion sobreyectiva

vl =1y 5 1rmp = Tg3TH
g p

y usando una vez més (V.2.4), se tiene que

f

h
T(f«p)=T(gxh) = f*p=g+xh = = =—
(f*p)=T(g*h) = fxp=g i

f h f*p+g>kh)_Tf>T<Tp+Tg>T<Th_Tf+Th
g D g*p TgxTp Tg Tp
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Sea W, el operador inverso por la derecha de I:, y supdngase que

existe [ € X verificando que W f =[x f, para cualquier f e X. Bajo

estas condiciones, se sigue que el anillo X puede considerarse incluido

en el cuerpo M, ya que es isomorfo a un subanillo de éste, mediante la

aplicacién:
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[+f
l

f—

En cierto sentido puede pensarse en W como un elemento de M, y
existird § € M inverso algebraico de [.
Haciendo uso de la ultima suposicién puede establecerse la siguiente

proposicién

Proposicién V.2.2 Sea W el operador inverso por la derecha de L,

feX yl=T7Y) € M, entonces:
Wf=1lxf

Demostracion.

Wf=T'WTf=T"Y5Tf) =T YTIETf) =1 f,

Por lo tanto puede asumirse que W = [ = T~!(l) € M, siendo,
. 1 1
ademas, claro que el isomorfismo T : M — M aplica s = 7 en §= 7

Es importante conocer si el isomorfismo 1" transfiere las propiedades
que pueda tener la derivada algebraica D a D. Para ello se recuerda que
es usual extender la definicién de la derivada algebraica desde el anillo

al cuerpo de fracciones de la manera siguiente:
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. pl _ [Dfl*g— f+[Dg] (X
ol L (L) e X x (X o)
a Dal-b—a-|Db

ng_[ ] = [ ], a,be M

En la siguiente proposicién se presentan aquellas propiedades de D

que son transmitidas a D.

Proposicion V.2.3 Las siguientes afirmaciones son ciertas, donden €

N:
a) Si D§ =1 entonces Ds = 1
b) Si D1 = 0 entonces D1 = 0
¢) Si Da = 0 entonces Do = 0 (o = T~ 1a)
d) Si D§" = ng" ! entonces Ds™ = ns" !
e) Si DI" = —nl™*! entonces DI = —nl"+?

f) SiD(1 —al)™ = nal%(1 — al)" ! entonces D(1 — ad)" =

nal?(1 — al)"1

g) SiD(8—a)" =n(s—a)" ! entonces D(s — a)" =n(s —a)" !
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Demostracion.
a) Ds=T"'"DI's=T"'"Ds=T"11=1
b) D1=T'DI1=T"'"D1=T"10=0
¢) Da=T"'"DTla=T"'"Da=T"10=0

Para la demostracion de las cuatro ultimas afirmaciones ha de tenerse
en cuenta que T(p") = [T(p)]" y que T~ (p") = [T~1(p)]", para cua-

lesquiera elementos p € My p € M

Nota V.2.1: La tercera afirmacién de la proposicién anterior pone de
manifiesto que el isomorfismo T transforma las constantes de M en las

constantes de M.

V.2.1 Dos derivadas algebraicas asociadas al operador Dg

En esta seccion se daran dos derivadas algebraicas asociadas al ope-
rador Dg, las cuales serdn usadas en la resolucién de ciertas ecuaciones
que involucran al mencionado operador.

d «
—, v el operador T*f(t) =

dt
f(t*) (o > 0), conocido como operador potencia del argumento y que

Sean Dg = %tl_ﬁD (8>0), donde D =
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verifica, como se vié en la iltima seccién del capitulo primero, las
propiedades (1.5.4).

En [2] se demostré que
Dy = TPDT5 (V.2.5)

Si se considera el espacio X = C*°([0,00)), Dg y D son, ambos, opera-
dores lineales sobre él. Las convoluciones, para D, de Mikusinski y la de
Ditkin y Prudnikov, dotan a X de la estructura de anillo conmutativo sin

divisores de cero, no unitario en el primer caso y unitario en el segundo.

Se comienza el estudio con la convolucion de Mikusinski

(Fe9)0) = [ 1t =wgw)dv

para la cual el operador Df(t) = —tf(t) constituye una derivada alge-
braica (cf. [36]).
Haciendo uso del teorema V.1.1 y de (V.2.5), se puede definir la

convolucién asociada a Dg como:

(fr1 9)(6) = TOITF fxTFg)(t) = JL F1(19 — ) F]g(p7 )dup =

— B JESI(t° = 78) 3170 g(7)dr
(V.2.6)
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Es bien conocido que la funcién constante {1} se identifica con el

d
operador integral I, inverso por la derecha de D = a0 asi que se puede

considerar T7{1} = {1} como el operador inverso por la derecha de Dg,

es decir, el operador
.t 1
=8 [ 07w
en el sentido de que
Igf(t) = {1} f(2)

lo que puede ser comprobado de forma directa usando la definicién de
la convolucién *.

Dado que D verifica las propiedades

D1 =0 (V.2.7)

D(1 — al)” = nal?®(1 — al)* !

D(s—a)" =n(s—a)* !
se concluye en virtud de las proposiciones V.2.1 y V.2.3 que

Dyf(t) = TPDTT f(t) = —tP f(¢)



V.2. La derivada algebraica y el teorema de semejanza de Meller 189

es una derivada algebraica para el anillo (X, +,%;) satisfaciendo las
1

propiedades (V.2.7), donde lg = {1} y sg = R
B

Nota V.2.2: En analogia con Mikusinski [36], ya que D[a] = 0 para

{a} {a} {a}

[a] = e sigue que Dgl— = 0y por ello se denominara a [a|g = T
B B
operadores constantes o numeéricos, los cuales contituyen un subcuerpo,

del cuerpo de fracciones, isomorfo al cuerpo numérico C.

En el primer capitulo se mencioné que la derivada algebraica de
Mikusinski, D, no sélo se hacia cero sobre los operadores numéricos [a],
sino que el reciproco también era cierto, es decir, que si la derivada
algebraica de un elemento del cuerpo de fracciones era cero, entonces
dicho elemento era necesariamente un operador numérico. La siguiente
proposicién pone de manifiesto que dicha propiedad es transmitida por
el isomorfismo 7% a la derivada algebraica Dg.

{a}

Proposicién V.2.4 Si Dgp =0, entonces p = [a]g = i
B

Demostracion.

1
Dgp=0 = TPDT5p=0
lo que lleva a asegurar que debe ocurrir que

DTFp =0
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por lo que

de lo que se concluye que

p=T]=+= =

Mikusinski, [36], identificé las potencias enteras positivas de los ope-

radores [ y con funciones de X
ke _ Hh—1
(k—1)!
| ot

(s—a) (k—1)!
para luego generalizar estas identificaciones a potencias no enteras como

p=t”

(s—a)r  T()

haciendo uso del isomorfismo 7%, se puede hacer lo propio con las po-

1
tencias de los operdores I3 y
58—«
-1
o B(y—1)
7 T(y)
1 B By—1) i

(ss—ay  T()
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Estas identificaciones, junto con los resultados obtenidos por K.
Yosida [62], permiten asegurar que Dg verifica las propiedades (V.2.7)

incluso para potencias no enteras.

Estos resultados, ayudan a resolver algunas ecuaciones en las que

comparece el operador Dg, como por ejemplo

t9DZa(t) + (1 — t7) D (t) — ax(t) = 0

(V.2.8)
z(0)=0 (8>0)
Dado que
I3Dpga(t) = x(t) — 2(0)
multiplicando ambos lados de la igualdad por sg, se obtiene
spx(t) = Dx(t) + x(0) (V.2.9)
donde z(0) = {a:l(io)} = sg{z(0)}
B

Si se multiplica en (V.2.9) por sg y se utiliza, nuevamente, (V.2.9)

para la funcién Dgz(t), se establece

D3a(t) = s3a(t) — sgz(0) — [Dga(t)]i—o (V.2.10)

Aplicando (V.2.9) y (V.2.10), la ecuacién (V.2.8) se reduce a
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Dpx(t) a—1 a

z(t) s _sﬂ—l

Finalmente, siguiendo las técnicas usadas por Kierat y Skornik [25],

se obtiene la solucion

Tap(t) =55 (sp — 1) = lg(1 —1g) "
Para saber si esta solucion operacional representa una funcién cono-

cida, se recuerda el concepto sucesiéon operacionalmente convergente

dado por Mikusinski.

Definicién V.2.2 Una sucesion de operadores {ay, }nen se dice conver-
.. ., (On

gente si existe un operador q tal que la sucesion {— }pen represente una
q

sucesion de funciones casi uniformemente convergente, es decir, uni-

formemente convergente en compactos [0, A], para cualquier A > 0.

A continuacién se probara que la sucesién {T”(a,)}nen s conver-

gente siempre que lo sea {ay, }nen.

Proposicién V.2.5 Sea {ay,}nen una sucesion convergente, en el sen-

tido Mikusinski, al operador a, entonces {T?(ay,)}nen converge a T?(a).

.. . p .. Gn
Demostracién. a, — a siy sélo si existe un operador ¢ tal que — = f,
q

v fn — f casi uniformemente, entonces a, — ¢ * f = a.
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Se demostrard que T7(a,) — T?(q * f) = T%(a).

Tﬁ(a_n) _ Tﬁ(an)

=75 — (4B =
q T3(q) TP(fn(t) = [u(t”) = gn(t).

asi que serd suficiente comprobar que {g,(t)}nen €s una sucesién casi
uniformemente convergente.

Sea ny € N tal que para cualquier t € [0, Aﬁ] y para todon > n

| fu(t) = f(t) [< e

1
entonces para cualquier ¢ € [0, A] se tiene que t = 75 con 7 en [0, A7),

finalmente para todo n > nq:

[ Ja(r) = F0) 1] Falt%) = 707 |< e
Por lo tanto, {T%(a,)}nen es convergente y
T%(an) — T%(q)1 T (f) = TP(q * f) = T"(a).
La ultima proposicién puede ser extendida a la convergencia de series

de operadores, ya que una serie es convergente si lo es la correspondiente

sucesion de sumas parciales asociadas.

— (—a _q)kgkt1
5 ()

Dado que la serie
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converge a [(1 —1)~* (cf.[25]), se concluye que la serie
o~ [~ k 7k
1
> ()
k=0

converge a lg(1 —lg)~* = TP[I(1 — 1)7%]. Es més, teniendo en cuenta

que
k-1 B(k—1)
15 =70 =l =
y
(A) _ D= Nn
n I'n+1)
donde

AA+HD) (A +n—1) =T 5 nen
(/\)n:
1 sin=0

se puede escribir

1ok

lo que implica

Dglwapx120,5)(t) = Dgl3(1 — 1g)~ ™) =
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=l5(1 — 1)) = 2445 5(t)

es decir:

Dg[1Fi(a, 1;t%)%1 1 F1(b,1;1%)] = 1 Fy(a + b, 1;1°)
siendo 1Fj(a,b,t) la funcién hipergeométrica confluente.

Obsérvese que otra forma de obtener el mismo resultado, seria hacer
uso del hecho de que T es un isomorfismo de cuerpos y I(1 — 1)~ =
1F1(a, 15t).

Por lo que

Ig(1 = 1)~ = TP[I(1 — )™ = 1 Fi(a, 1;17).

Pero en tal caso no se podria deducir nada acerca de la convergencia de

*® [(—a
la serie —1)F1 gkt
kZ:O( ) )( )"lg

A continuacion, se realiza lo hecho anteriormente pero tomando como

punto de partida la convolucién de Ditkin y Prudnikov

oot =5 [ 1t- ).

En [4], tal y como se comenté en el capitulo tercero, usando la con-

d
voluciéon ® asociada al operador derivada D = PR el anillo

M ={f:]0,00) — C: f absolutamente continua}
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se di6 una derivada algebraica para ®, como Df(t) = (I —t)f(t), con
t
1) = [ f(wdu.

Si se considera el espacio
M' ={f:]0,00) — C: f absolutamente continua y derivable}

es claro que M’ es un subanillo de M, y que para cualquier f € M’ se
verifica

T3 Dgf(t) = DT7 f(t)

ademds, dado que D y Dg son ambos operadores lineales sobre M’, se

puede definir la convolucién

wl=

(f@p 9)(t) = TPTT f @ THg)(t) = Dy L F[(tP — ) F)g(47 ) =

1
= BDg fy f1(t? = 77))7 Y g(r)dr
(V.2.11)
En [14], se desarrollé un célculo operacional para el operador D
usando la convolucién ®, donde el operador I, inverso por la derecha de
D, fue identificado con la funcién f(t) = t.
Por lo tanto, para la definicién de la convolucién ®g, se puede consi-
derar I3 = tY y consecuentemente Dgf(t) = TﬁDT%f(t) = (Is—t%)f(t)

representa una derivada algebraica para la convoluciéon ®.
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Se sabe que D verifica las propiedades (V.2.7) con | =ty s =

1
7 (cf.[4]), de lo que se deduce que Ds también verifica las mismas

1
propiedades con sg = 7 ylg = t8. Ademss, utilizando las identifi-

caciones
po
L(y+1)
s _ 1 cot

(s—a)  T(v)
en [4] se demostré que las propiedades (V.2.7) eran validas para poten-

cias no enteras, por lo que esto también serd cierto para D donde

87
I = ——
7 T(v+1)
sg B B(r—1) ot

= e
(sg—a)”  I'(y)

Ditkin y Prudnikov introdujeron en [14] una variante del concepto

de convergencia para sucesiones de operadores, ya mencionada en el

capitulo tres, y que ahora se recuerda.

Definicién V.2.3 Una sucesion de operadores {ay }nen se dice que con-

verge al operador a = =, si existen representaciones (fy,gn) tales que
g

fn

an = — Yy las sucesiones fn Y gn son respectivamente convergentes a los
In

limites f y g en cualquier intervalo finito 0 <t <T.
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Se establece a continuacién una proposicion, similar a la proposiciéon
V.2.5 y cuya demostracién es anédloga, adecuada a la nueva definicion,
la cual da pleno sentido a la representaciéon en forma de serie que se

presentard mas tarde.

Proposicién V.2.6 Sea {ap}nen, una sucesion de operadores conver-
gente al operador a, en el sentido de Ditkin y Prudnikov, entonces

{TP(a,)}nen converge a TP(a).

En [4], tal y como se comenté en el capitulo tres, se mostré que dada

la ecuacion

(t—DL2 (14112 —qr=1

(V.2.12)

entonces

es una solucién de (V.2.12) verificando que
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d

E[ma ® () = Tatp(t)

Por lo tanto puede deducirse la representacién

[, © /4 B(k+1)
Ta,6(t) = lg(1=1g) ™" = ) < i )(‘Dkl,ﬁkH =2 < k >(_1)kIf(k+ 2)

k=0 k=0

( & t,@(k+1)

ORI
~ L oty )

de una solucion de la ecuacién

(t? — 13)Dg2x(t) + (1 + Ig — t9)a(t) — ax(t) = 1

concluyéndose, ademads, de la expresion operacional de dicha solucién,

que

Dﬂ [tﬁlFl (CL, 27 tﬂ)®ﬂtﬁlF1(bv 27 tﬁ)] = tﬁlFl (CL + b7 2a tﬁ)
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V.2.2 Derivadas algebraicas asociadas a los operadores
Awy y Aq.

En este apartado se obtendran resultados analogos, a los obtenidos

anteriormente,para el operador Dg, pero para los operadores

A(l) — t*ﬁ’YDﬁtﬁ’Y

A(l) — t—ﬁ(’H'l)Dﬁtﬁ(’Y‘H)

Obviamente, se resumira el proceso dado que es similar al usado en
el apartado anterior.
Alamo y Rodriguez [3] generaron un cédlculo operacional para los

operadores

Ay = t—ﬁvpgtﬁv

Ay = t—6(7+5)Dgtﬁ(7+5)
haciendo uso de las identidades

th((g) — Dgtm

PO+8) 4 o — Dgtﬁ(wM)

(6)
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respectivamente.

Se considera, en este caso, 6 = 1 lo que expresa a los operadores
Ay y Aq) relacionados con el operador Dg, estudiado anteriormente,
a través del teorema de semejanza de Meller. En primer lugar se define,

para el operador A y), la convolucién

(f @ g)t) =t [t f(t)t™g(t)] =

el (w10 — gy =

@l

= 50 [ 4 = PPl ) g (e
0

siendo *; la convolucién dada en (V.2.6) para el operador Dg.

Respecto a Ay se considera

(f@®g)t) = t_ﬂ(WH)[tﬁ(“’“)f(t)*ltﬁ(“/“)g(t)] —
tB

— PO [ @8 I — )P g dy
0

En base a la proposicién V.2.1, es claro que

Dag,, =t Dst? = —1°

DA<1) — t*5(7+1)’l)ﬁtﬁ(7+1) = P
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representan las correspondientes derivadas algebraicas, y que ambas ve-
rifican las propiedades reflejadas en (V.2.7), siendo [ = t~57 en el caso
de Dp, v 1= t=B0+1) en el caso de Dy,

Finalmente se puede asegurar que

Ayt Fi(a, 1;7) © tP Py (b, 1;47)] = 771, Fy(a + b, 15¢°)

Ayt Py (a, 1547t PO By (b,1;47)] = ¢7POFD Py (a 4 b, 1;47)

Por iltimo se ha de resaltar que se pueden obtener nuevas derivadas
algebraicas asociadas a los operadores A; y Aj, partiendo de la con-

volucién ®g definida para el operador Dg.

V.3 Tres derivadas algebraicas asociadas al ope-
rador Dg.

En el capitulo cuarto, se estudiaron tres derivadas algebraicas aso-
ciadas al operador derivada fraccionaria de Riemann-liouville D? respec-
to a tres convoluciones distintas. El objeto de esta seccion es utilizar

las mencionadas derivadas algebraicas junto con el teorema V.1.1 y la
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proposiciéon V.2.1, para la obtencién de las correspondientes derivadas

asociadas al operador
Dy =DpIp ™ (n—1<6<n)
siendo n el menor entero mayor o igual que 6, y donde

Dyf(t) = 40 (1) = 570 Df(1)

e Ig representa al operador de integracién fraccionaria generalizado de

Riemann-Liouville estudiado en [34], y que viene dado por

5 B [t s g1 g1
Igf(t)m/ (% — 79151 f(1)dr (8,6 > 0)

JO

En [2], como ya se ha mencionado anteriormente, se demostré que

T°Df(t) = D5TPf(¢) (V.3.1)

Si se considera al operador D° como un operador lineal sobre el

espacio (Cs,+,*), siendo * la convolucién de Mikusinski, el operador
6—1
Dif(t) = _Tt f(t) representa una derivada algebraica, lo que lleva

a asegurar, haciendo uso de (V.3.1), el teorema V.1.1 y la proposicién
V.2.1, que el operador
6—1

DYF(t) = T9D, T (1) = ~2—17 (1)
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constituye una derivada algebraica asociada al operador Dg sobre el

anillo (Cgs, +, %), donde la convolucién g viene dada por
Gt 1 17 3 1 1
(F5 9)(O) = T/ITH £ THg)(1) = /0 7L =) Flg(wF)dy =
=5 [ 1167 = gt
y el espacio Cgs estudiado en [2], viene dado por

oo
Cgs = {f(t) = Z atP*=1) unif. convergente en compactos de[0, 00)}
k=1

Es evidente que dadas las propiedades estudiadas para la derivada
algebraica D; y la proposicion V.2.3, Dlﬁ verifica las propiedades expre-

sadas en (V.2.7) tomando

y que son:
Ds™ = ns" 1
DI" = —plntt
D1=0

D(1 — al)” = nal?(1 — al)* !

D(s —a)" =n(s — a)" !

Si se considera, ahora, a D® como un operador lineal sobre (Cs, +,%),

siendo  la convolucién
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(f > 9)( / flt—1)g (V.3.2)
y como hemos visto en el capltulo cuarto que
s 1'671
Daf(t) = [1° = ——1)f (1

representa una derivada algebraica para la convoluciéon x, nuevamente

se puede concluir que el operador
1
D f(t) = TODoT7 f(t) = 1§ — Z—17)f (1)

es una derivada algebraica para el anillo (Cgs, +,*g), siendo *g la con-

volucién

8

1 1 D(S 1
(Fs 9)(6) = T/ITH f & Tg](1) = Wﬁ) | 1@ = w)Plew

@l

Jdyp =

- ﬂ— 16— e (o
verificindose nuevamente las propiedades (V.2.7) con

L(§)t7E— 1 T(26)%¢-)

T TEs) Y T T T
Si consideramos el anillo (C_1,+, %)), la correspondiente derivada

algebraica viene dada como

1—A

DAf(1) = (=1 = 517 £(0)
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Si se tiene en cuenta que T transforma funciones de C_; en fun-

ciones de C_g, ya que si f € C_1, entonces
TPf(t) = T71 fi(t) = t*7 f1(t7)

y como a > —1 y f1 es una funcién continua se concluye, ya que 8 > 0,

que T8 f € C_g, con lo que

1-X s 1

DYf(1) = (=515 = =I5 1) f (1)

constituye una derivada algebraica asociada a D% en el anillo (C_g, +, *f ),

donde la convolucién *f viene expresada como
B8

7500 =108 {80 = 137 71167 =P latrar

Nuevamente puede establecerse que Df verifica las propiedades (V.2.7),
dado que D) lo hace, tal y como se mostré en el capitulo cuarto. En
este caso debe tomarse

l B(6=X) 1
“Te-a+n YT
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V.4 Un calculo operacional y su derivada para
los operadores B, ,y R,,

En esta seccién, se pretende estudiar, desde su inicio, el proceso a
seguir al estudiar un operador, generando un calculo operacional que se
le adecue y buscando la derivada algebraica asociada al mismo.

Se van a considerar los operadores

By, =t"""'DP~ D

R,,=t"#sDV D,
) )
donde (p>1; v > %), los cuales se relacionan, a través del teorema de
semejanza de Meller, con los operadores D? y D' respectivamente.
»

Con el objetivo de facilitar la lectura de lo que sera desarrollado a
continuacién, se recuerdan algunas definiciones y propiedades que ya se
han mencionado en capitulos anteriores.

El operador de integracién fraccionaria de Riemann-Liouville de or-

den a > 0, para cualquier funcién localmente integrable, se define [56]

CcOomao:

1o (1) = ﬁ / (e () de (V1)
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siendo algunas de sus propiedades mas conocidas las presentadas en
(I.5.1).
La derivada fraccionaria de orden a > 0 de una funcién f(t) €

C"([0,00)) se define con la ayuda de (V.4.1), como
DYf(t)y=D"I"f(t) (n—1<a<n)
y satisface, entre otras, las propiedades (1.5.2).

El operador de integracién fraccionario generalizado de Riemann-

Liouville estudiado en [34] viene dado por:

i ! B ¢Bra—1g6-1 o
sy | T €@ ax0. 550
f(@t) a=0

(V.4.2)
donde f(t) es una funcién localmente integrable en [0,00). Algunas de
las propiedades de este operador fueron enumeradas en (1.5.3).

La derivada fraccionaria generalizada queda definida como
Dgf(t) =Dl “f(t) (n—1<a<n,>0)

donde Dyf(t) = %tlﬁD (8.

Haciendo uso del operador 6; = tD se pueden establecer las siguientes

proposiciones, cuyas demostraciones pueden encontrarse en [55] y [61].
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Proposicién V.4.1 El operador Dy puede ser expresado como
n—1
Dy =7 I (6, — Bi) (V.4.3)
i=0
Proposicién V.4.2 Si f € C1(R), entonces
St f(t) = t%(6s + ) f (1) (V.4.4)

Proposicién V.4.3 i f € C1([0,00)) y f(0) =0, a >0, 3> 0 se
tiene

t P8 IGF(t) = Igt P8, f(t) (V.4.5)

Proposicion V.4.4 Supdongase que o« > 0, 8 >0, k€ Ry f €
C1([0,00)). Entonces:

T3(8 + k) f (1) = (8 + k — Ba) IS f(t) (V.4.6)

Se hard uso, nuevamente, del operador potencia del argumento, dado

por:
TOf(t) = f(t") (BE€RT), (f:[0,00) — C)

cuyas principales propiedades fueron estudiadas en [2] y que aparecen

en (I.5.4) y la proposicién 1.5.1.
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V.4.1 Los operadores B,,y W, ,

En este apartado se estudiaran algunas propiedades de los operadores
v—1 —1,;1—pv 1
B,,=t""""D"t""D (p>1,v>-)
p
y su inverso por la derecha

Wopf(£) = Tt 11771 f(t) =

_ 1 et e [ —2, 1—p—v
—m/o 3 df/o(ﬁ—ﬁ)p n Y f(n)dn

las cuales quedan recogidas en [9].

Definiciéon V.4.1 Seap>1yv > %. se define el conjunto C,, ,, como:

oo
{f(t) = Z apt™tP'=2 : unif. convergente en compactos de[0, c0)}
k=1

(V.4.7)

No es complicado comprobar que (Cy,,,+,.c) es un espacio vecto-

rial, siendo B, , un operador lineal sobre él, tal y como se refleja en la

siguiente

Proposicién V.4.5 B, , es un automorfismo sobre el espacio vectorial

Cup.
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Demostracion.

o0
B,,,pf(t) _ 4pv—1pp-1 Z(kp 4y — 2)aktk"_2 _
k=1

o0
— pv—tpryroetl Z(kp + pv — 2)aythr2

k=1

B N (kp+pv —2)T(kp —1) e

— PV an ( tkp+n p—1 _
,; Thotn—p) "

_ i (kp +pv— 2)F(kp — l)aktp(k;—l)-l-pV—Q _

k=2 F(kp - IO)
— i [p T+ 1) + pr — Q]F[(’F + 1)p _ 1} aT+1t7‘p+pV—2 —
= I'(rp)

00
= S b2 = g,
r=1

A partir de este resultado, es sencillo comprobar que g(t) pertenece
a Cy .

La demostracion de que

Buolf(t) + g(t)] = Bupf () + Bu,eg(t)

Byplaf ()] = aBy,f(t)

es un simple calculo.

Las siguientes proposiciones establecen las condiciones necesarias

para generar un calculo operacional para el operador B, ,.
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v—1

Proposicion V.4.6 Sean p = n € N, v > % y Ay = D™ . Si

fe™([0,00)) y

n—2

li Op — 1 — t 0
Jim H e—i—nv)f(t) =
entonces:
nr—1 nr—1
D," B%nf(t) =D"D, " f(t) (V.4.8)

Demostracién. Sea m € N el primer nimero natural verificando que

nv—1
m—1< <m
nv—1
AynBunf(t) = Dp ™ t"ID D f(1) =
nw—1 n—2
= D", e "I 6 =)t o f () =
7=0
m—1 =L n—2
=n M H (6 —mi)I, ™ 7" H (0 —j —nv)f(t) = (%)
i=0 j=0

teniendo en cuenta (V.4.5), (V.4.6) y la condicién

n—2
li S — i — t)=0
ti%1+ H ¢ —1—nv)f(t)=
se obtiene
m m— nv—1 n—2
(*) = Ty m H((St — m)[n " (615 _j - nl/)f(t) =

i=0 Jj=0
m—1 n—2

=t (G —nm) T (60— ma) T] (6~ j=l=—mm)Ia T f(t) =
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nrv—1 nv—1

— 7 [ (8 = )n ™ T (8 —ni)I' ™ f(t) = D™Dy f(2)
Jj=0 i=0

pr—1 _pr—1

Proposicién V.4.7 Dados p > 1, v > % yA=D," =Dpl, °*

n—1< Lp_l <n). Si f€C,,, entonces:
AB, ,f(t) = DPAf(t) (V.4.9)

Demostracion.
[(r+Dp+pv—2[(r +1)p—1]

Se denota por b, = (o) Ara1

entonces,

pr—1 vl 0 T w +1

B, f(t) = TP D T T > bt Z ( = ) ro-1
r=1 r=1 + 1)
por otro lado
pv—1 p(w )
DDy f(t) = DPTPDATE S b2 z T
k=1 r=1

La demostracién de la siguiente proposicién es un simple ejercicio de

célculo.

pr—1 pr—1

Proposicién V.4.8 Sean A = D,” y A~ =1," su operador in-

verso por la derecha. Si f € C,,, entonces:

ATYAF(t) = f(t) (V.4.10)
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Proposicién V.4.9 Si f € C,p, se tiene:
a) W f(1) € Gy
b) Wl/,pBl/7pf(t) = f(t) — altp+puf2

) (W) (B F(6) = F(6) = 3 axth#o=

k=1

Demostracién. La demostracién de a) es un simple célculo.

Para demostrar b), usando la proposicién V.2.5

- k+1 —o[(k+1)p—1
Wv,va,pf(t)ZWu,pZakH[( +Lp+pv —=2|[(k+1)p ]tkp+py_2:

Pt I'(kp)
Z ak+1t(k+1)p+pu—2 _ f(t) _ altp+p1/—2'
k=1

Para probar c) se procede por induccién sobre n.
Proposicién V.4.10 Si f € C,, entonces,
a) IPAf(t) = AW, f(t)
b) ATAW, f(t) = Wi f (1)
Demostracién. Para probar a), haciendo uso de (V.4.9)
Af(t) = ABy Wy f(t) = DP AW, f(t)
por lo tanto, como W, ,f(t) € C,,,, se tiene que

IPAf(t) = IPDP AW, ,f (1)
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por tltimo, si denotamos por g(t) = AW, ,f(t), es sencillo comprobar
que se verifica que:

I°DPg(t) = g(t)

La demostracién de b) es un simple ejercicio de célculo.

V.4.2 La extensiéon de (), a su cuerpo de fracciones

Teniendo en cuenta que B, , y D? son operadores lineales sobre C,, ,
y C, respectivamente, donde C), es el conjunto que fue definido en [2],
el cual se ha mencionado en el capitulo cuarto y en la seccién anterior

de este mismo capitulo, y que A es un isomorfismo verificindose que:
AB,,=DrA (V.4.11)

Dada la convolucién  para el operador D? sobre C,, puede aplicarse el

teorema de semejanza de Meller [35] al siguiente diagrama conmutativo

BV7p
Cup Cup

A Al

C, . C,
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y asi establecer

Proposicién V.4.11 La operacion x, : C,,, x C, , — C,, definida
por

F&)x g(t) = BATH(AF(1)) * (Ag(t))], (V.4.12)
donde

ret4)
5:P—
D(E2=2 4 1)

es una convolucién para el operador B, , sobre C, ,, siendo x la con-

volucion (V.3.2).

En base a este resultado y teniendo en cuenta las propiedades de la
convolucién x, que fueron estudiadas en [2], no es complicado probar que

la convoluciéon «# verifica las siguientes propiedades:

i) [+ g€Cyp
i) fxf g =g f
iii) (f* g)x) b= [ (g% h)
w) A(f+ g9) = (M) g (AeC)
v) S (g+h) = (f+) g) + (f+ h)

vi) 1P f = f
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vii) fxLg=0< f=06¢g=0.
Estas propiedades permiten concluir

Proposicién V.4.12 (C,,,+,®) es un anillo conmutativo y unitario

sin divisores de cero, cuyo elemento unidad es tPTPV=2,

Por lo tanto, C), , puede extenderse a su cuerpo de fracciones
My =Cypx (Cyp—1(0)/ ~

donde la relacién de equivalencia ~ se define en la forma usual. Los
elementos de M, , serdn llamados operadores y de ahora en adelante se
denota por g a la clase de equivalencia del par (f,g).

Se definen en M, ,, también de forma usual, las operaciones suma,

multiplicacién y producto por un escalar como:

b fepktgh
g k gk
fh_fxh
gk gk
oA
9 g

con estas operaciones M, , adquiere la estructura de élgebra.

Existe un subanillo de M, ,, (M’ +,.) isomorfo a (Cy,,+,%") a

través de la aplicacién:
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Cvp — M/CMV,p
() 4y

W (V.4.13)

De forma analoga, existe un subcuerpo ¢’ de M, , isomorfo a C,

mediante la aplicacién

c — cM,,

atPtrr—2

Los elementos de C’ se denominan operadores numéricos, y en par-

ticular el cero y la unidad del cuerpo son operadores de este tipo.

V.4.3 Un calculo operacional para el operador B, ,

Con el fin de obtener reglas operacionales que sirvan como herramien-
ta en la resolucién de ecuaciones diferenciales o ecuaciones en derivadas
parciales en las que comparezca el operador B, ,, es comin tratar de
identificar el operador inverso por la derecha de éste con alguna funcién,
en el sentido de que la accién del operador W, , sobre cualquier funcién

f € C,, sea equivalente a convolucionar f con cierta funcién de C, ,.
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Proposicién V.4.13 Para cualquier f € C,,,

D(p)L(*= +1)

T(2p)T (3422 4 1)

P20l (1) = W, , f(t) (V.4.15)

Demostracién. En el capitulo cuarto fue mencionado que en [2] se

demostro que

L'(p) 2p—1
2 = I°
R I =170 (1) € Cy)
pr—1
por lo que aplicando la proposicién V.2.2 para T-! = A1 = I, ", se

obtiene el resultado buscado.

Dado que

2p—1
F(p)r( P - 1) t2p+pu—2 c Cl/
D(2p)T (2222 + 1) "’

poseerd un inverso algebraico en M, ,, el cual se denota por V' y viene

dado
D(2p)0 (222 4 1) gotpv—2

2p—1 2p+pv—2
T(pr(ZT 1) ¢

€My,

lo que nos permite establecer

o0
Proposicién V.4.14 Si f = Z apthrtrr=2 ¢ Cyp, ym € N. Entonces,
k=1

a) VI({t)=DB,,f(t)+aV

b) V() = (Bup) (1) + 3 apthetmv-2ym
k=1
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Demostracion. La demostraciéon consiste en aplicar V' y V™ a am-
bos lados de las igualdades segunda y tercera, respectivamente, de la

proposicién V.4.9.

No es complicado comprobar que las funciones

o0 (k=1 4 1
() = Yot s
= I'(kp)D(Z42—== +1) (V.4.16)

satisfacen cierta ecuacion diferencial de orden fraccionario relacionada
con el operador B, ,, tal y como se refleja en la siguiente proposicion, lo

que permite obtener reglas operacionales.
Proposicién V.4.15 Para a > 0, las ecuaciones diferenciales
(Bup+a)y=0 (V.4.17)

(Bup—a)y=0 (V.4.18)

admiten a las funciones y1(t) e ya(t) como soluciones, repectivas.

Dado que tanto para y;(t) como para ys(t) es

D(E2+1)
D(p)l(E2=2 1 1)

a
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usando las proposiciones V.4.9 y V.4.14 se puede ver que
(V+a)yyy =cV

donde ¢ = a;. A partir de lo cual se establece la primera de las siguientes
reglas operacionales. Para establecer la segunda se repite el proceso
tomando de partida la funcién y,(t), y combinando estas dos se obtienen

el resto de ellas:

. 1% o

Y Vtatrrt—2 C Y

) 1% .

W) gz = ¢
V2

Mi) V2 _ g2tptpr—2 - (20)71(y1 + ?JZ)

. Vv .
“)) V2 — g2tptpr—2 - (2@0) (yl - y2)

tp+pzzf2
Y Ve
tp+pzzf2

- — -1/ —1 _ ptpr—2
) o = a7 (¢ — 1)

= )

tp+puf2

vii} V2 _ g2tptpv—2 = a_Q[(ZC)_l(yl + y2) - tp+py_2]

Como un ejemplo de aplicacién, se considera una ecuacion en derivadas
parciales en la que comparece el operador B, ,. Dicha ecuacién viene

dada por:
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0?u(x,t)

92 =0(0<z<1l,0<t<o0) (V.4.19)

(Bu,p)iulz,t) —
con las condiciones
1. 71in%t_”_p”+2u(ac,15) =0

2. limt =P DPTPv =Ly (g t) = 0

t—0

3. tim 24D _ i
z—0 ox

4 lim du(z,t) _ 0
r—l ox

Haciendo uso de la proposicién V.4.14 y de las condiciones, se ob-

tiene:
V3u(x,t) — —8222? H_ 0

con un simple cédlculo se deduce que la funcién

+pr—2
P V(2l-z) 4 6Vx]

u(zx,t) = [e

V(tp+puf2 _ 62Vl)

es una solucién de la ecuacién (V.4.19), siendo
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V.4.4 Una derivada algebraica para el operador B, ,

En el capitulo cuarto se definié la derivada algebraica
=1

Doft) = 1P~ =

t1f(t)

en el anillo (C,,+,%). Con la ayuda de esta definicién y aplicando la
proposiciéon V.2.1 para T = A, siendo A el operador introducido en la

proposicién V.4.7, se puede establecer

Proposicién V.4.16 El operador

p—1 ov—1

DLF(H) = A DaAS(0) = 1} (10— 0D} 7 £t

constituye una derivada algebraica en el anillo (C,,,, +,*0)

Dadas las propiedades verificadas por la derivada D5, estudiadas en el

capitulo anterior, la aplicacién de la proposicién V.2.3, permite concluir

D(p)T(22L 4 1)

D(2o)T (222 4 1)
CuvpyV eM,, elinverso algebraico de l. Entonces:

Proposicién V.4.17 Dadosn € N, [ = 22 ¢

a) DLV =1

b) DL 1=0

v
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a tp+pu72
T ptpr—2

d) DLV =nyn!
e) DL " = —nimt!

f) D2 (1 —al)” = nal?(1 — al)™ !

Ademds, ya que se sabe que si la derivada algebraica D5 es cero para
un elemento de M), entonces dicho elemento es un operador numeérico.
Haciendo uso del hecho de que A constituye un isomorfismo entre los

cuerpos M, y M, ,, es facil comprobar la veracidad de

Proposicién V.4.18 Sea p un elemento cualquiera de M, , entonces,
st D p =0 se puede asegurar que p es un operador numérico, es decir:

a tp+p1/72

p:W (OZG(C)

V.4.5 El operador R, ,

Seap>1lywv> %. Si se considera

1 1
1. El operador R, , = tVﬁ?ngltF*”Dl.

P P
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1 1
2. Su inverso por la derecha §,, , = Iltl’fﬁli_ltﬁfy.
P P

3. El conjunto de funciones C, ol dado por:
b 7p

> kpt+pr—2
{f(t) = Z agt™ »  /unif. convergentes en compactos de [0, 00)}
k=1

entonces, se tiene:

a) C, p,L €S un espacio vectorial, considerando la suma y el producto
bl
P

por un escalar usuales.

b) B,,y R,, son operadores lineales sobre C,, , y C, ol respectiva-
9 7p

mente.

¢) La aplicacién T* : C’Vp% — C,,, definida por T?f(t) = f(t*) es

W

un isomorfismo, verificando que TR, , = B, ,1°.

Por lo tanto, dado que %£ es una convolucién en C, ,, puede apli-
carse, nuevamente, el teorema de semejanza de Meller [35] al siguiente

diagrama:

By’p
Cup Cup

T% "

CI/

1
7p1p
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y se puede establecer

Proposiciéon V.4.19 La operacion x5, : C’Vp 1 xC’Vp 1 — Cyp 1 definida
9 7p 9 7p b 7p
por

F)XE g(t) = TP [TP(f(0)% T?(g(1)

es una convolucion para el operador R, .

En base a este resultado, y teniendo en cuenta las propiedades de la
convolucion %£, se obtiene las siguientes propiedades para la convolucién

xb:

7. fxPg=0& f=00rg=0.

de lo que se concluye
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Proposicién V.4.20 (C, es un anillo conmutativo sin divi-

7p7%7+7><lp/ )
. ptpr—2
sores de cero cuyo elemento unidad est »

Como es usual, C, o1 puede ser extendido a su cuerpo de fracciones
b 7p
F= Cl«p,% X (CV7P7% —(0)/ ~

y se definen en F las operaciones suma, multiplicacién y producto por
un escalar, tal y como se ha hecho en secciones anteriores y existira un

subanillo de F, (F’,+,.), isomorfo a (C

V7p717+7 xg ).

»
A continuacién se identifica el operador €2, ,, con una funcién del

anillo C’V’ o %

Proposicion V.4.21 Para cualquier f € C’Vp 1
bl p

F(p)r(z%l + 1) 2p+;pw72
D(2p)T (322 4 1)

Xy f(t) =, f(t)

Demostracion. Usando la definicion de x# | la proposiciéon V.2.2 y

(V.4.15), se obtiene el resultado buscado.

Si se denota, al inverso algebraico de €2, ,, por

D(2p)1 (222 1) 4=~

I

P

se pueden establecer los siguientes resultados en F.
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i) Ry, Qu,pf =f

ptpr—2

i) QupRup (1) = F(1) — art™5

iii) VF(t) = Ry, f(t) + a1V

kptpr—2

) Q)™ R (1) = (1) — 3 ant™
k=1

kptpr—2

v) V" f(t) = (R v,p )T f(t) + Z at”- o VY™

1 1
Como quiera que las funciones z1(t) = TPy(t) y 22(t) = Trya(t),
donde y; e y2 son las funciones que se mostraron en (V.4.16), son solu-

ciones de las ecuaciones
(Rop+a)z=0 vy (R,p,—a)z=0

respectivamente. Si se reemplaza z en la propiedad (iii) por z1 y 22 se
obtienen, respectivamente, la primera y la segunda de las reglas opera-

cionales que se enumeran a continuacion:

)% _
1 ptpr—2 ¢ 121
V+at »
)% _
2 ptpr—2 ¢ 1Z2
V—at »
V? _
3. —  rm—2 — (20) 1(21 +22>
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4. WGQ—Vtﬂ%_Q = (2a¢c) (21 — 22)
ptpv=2
5 prLpr2 =a ! L ¢ ta)
V+at »
ptpr=2
6 tipm_—z —a N -t
V—at »
pov—2 )
" m —a(20) Mo+ 2) —t

Por ultimo, haciendo uso de la proposicién V.2.1, se concluye que el
operador

KP = T»DPT?

es una derivada algebraica en el anillo (C, PR xP), verificando las
9. 7p

propiedades que fueron estudiadas para la derivada algebraica D?.
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