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Parte I:

El problema de control multiperiodo



CAPITULO 1.

INTRODUCCION

1.1 Descripcion del problema de control multiperiodo.

Asumamos que podemos controlar una entrada x, =(x,,,...,x,, )1 C1 R* y observar

unavariable respuesta y, tal que:
v, (x,)=f(x,;0b) +e,, n=1...,N

con E[y|x,b]=f(x;b) una funcién continua, b e vector de parametros sobre los que se
dispone una distribucién a priori, p,(b),y e, € error con que se observa y, . En los gjemplos
supondremos que las e, son independientes e idénticamente distribuidas segiin una normal con
varianza constante, Var[e, |x,b]=s 2. Sin embargo, la metodologia presentada es aplicable a
otras distribuciones y consideraciones sobre la varianza, como puede ser € caso en e que la
distribucion a priori es conjunta sobre by sobre s 2, tal como se muestra en e capitulo 6.

Ademas se considerara que laregion experimental C es compacta.

En e problema de control multiperiodo se desea elegir secuencialmente valores paralas
variables de entrada, x, , de forma que larespuesta y, esté siempre cerca de un valor objetivo
conocido 7. Como soluciones a mismo, en principio se consideraran disefios totalmente

secuenciales, denotados por d, que seleccionan en cada estadio € punto del disefio
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x?,1 Cl R* dadas las anteriores entradas, X¢ = (x!,...,x?), y observaciones, Y¢=
(1, (x),..0, v, (x4)). El objetivo es encontrar disefios secuenciales que minimicen 7,(d) =
E[L(X¢,Y,,T)], donde L,(X¢,Y,,T) es unafuncion de pérdida que penaliza la distancia
entre Y¢ y 7, y donde la esperanza es respecto a la distribucion conjunta en el estadio cero de
los pardmetros y de la respuesta y. Notar que a diferencia de las funciones de pérdida clasicas,
que sdlo dependen del parametro y de la decision, en los problemas de control estocastico la

funcion de pérdida ademas depende del valor observado y.

Como casos particulares se consideran la minimizacion de:

r(d)=E[& ] v, (v) - TI1=EIL(X}, Y, T,

r(d)=Ea,, (v, (x)) - TV’ 1= E[L, (X5, Yy, T)],
y €l problema de dos etapas

ry(d) = [0S (0, (x)) - T)% + S yea (¥w) - T)°1= ELLg (X3, Yy, T)]

con S >0 conocido. Esta ultima funcion de pérdida podra modelar la situacion planteada en
muchos experimentos clinicos donde las primeras N ¢ observaciones corresponden a la etapa
experimental y S al peso del valor de la decision final adoptada. Como limite de L,, cuando S
es mucho mas grande que N, aparece el problema de estimacion de la solucion de f(x;b) =T,
ya que la Ultima observacion es la que tendra todo € peso, aunque en esta memoria no se
explora esta situacion. Generalizaciones inmediatas de estas pérdidas se pueden obtener
ponderando la aportacion de cada observacion a la pérdida global a través de un valor a,
conocido, como podria ser:

rlg(d):é.,],v:lanlyn_Tl 6 rzg(d)zéy:lan(yn_T)z'

En los casos en los que se quiera pendizar de manera distinta el observar por encima o
por debajo del valor objetivo T se podrian utilizar pérdidas asimétricas, tal como:

A (d)=& 42,1y, - TI#,(, - T).



Introduccion

Existen muchas situaciones en las que la respuesta observada y, en el punto x, no seréa
conocida a la hora de elegir e siguiente punto a observar x,.,. A pesar que dicho caso no se
trata en esta tesis, o que proponemos se podria adaptar facilmente a dicho caso a base de

restringir las soluciones a disefios solo parcia mente secuenciales.

Son muchos los gemplos précticos donde se deben resolver problemas de control
multiperiodo. Por gjemplo, en Economia, Ingenieria o en Experimentos Clinicos es corriente
encontrar problemas en los que conviene elegir los sucesivos niveles de las variables de entrada
de forma que las respuestas y,,...,y, €stén proximas a un valor objetivo conocido 7, a la par
que interesa descubrir €l valor delavariable x enlaque E[y|x] =T vy, por tanto, estimar laraiz

g de f(x;b)=T.

Asi, problemas de blsqueda secuencial de dosis Optima, dosis leta (“LD,”) y
estimacion de percentiles en curvas de respuesta cuantal, en los que no sblo interese la
estimacion de la raiz sino que donde la distancia |y - T'| tiene un significado en términos de
dafio potencial al enfermo, son gjemplos tipicos de aplicacion. Para mas detalle sobre este tipo
de problemas ver McLeish y Tosh (1983, 90), Wu(1988), Efron (1971), Robbins y Siegmund
(1974) y Zacks y Eichhorn (1975). Otras aplicaciones en los que se pueda dar la misma
interpretacion anterior son los problemas de calibracion, resumidos en Buonarccorsi (1986), y
los problemas que intentan identificar condiciones que minimizan la variabilidad de algunas

caracteristicas de calidad, como larazon sefia ruido, estudiados por jemplo en Box (1988).
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1.2 Compromiso entre aprendizaje y control.

Cuando se selecciona x, paralos problemas de control multiperiodo nos enfrentamos a
un conflicto dificil de resolver. Por un lado, se necesita elegir x, de forma que la distancia entre
el valor observado y, (x,) y T sea pequefio en valor esperado, pero por otro lado, se va a usar
(x,,»,(x,)) paraaprender sobre f(x;b) y ayudar amejorar e control en las fases posteriores.
Ta como se muestra en la Figura 1.1, cada uno de estos dos objetivos por separado obligarian a
Situar a x, en partes muy diferentes de la region experimental C. Si lo Unico que importa es
aprender sobre la superficie f'(x;b), o sobre una caracteristica de la misma, como puede ser en
el casode k=1 laraizde f(x;b)=T, e punto x, debera situarse cercano ala frontera de la
region C, de manera que los puntos x; (i =1,...,n) queden muy dispersos tal como dicta la
teoria clasica de disefios optimos. Si en cambio lo que se quiere es elegir & x, que minimice
una distancia en valor esperado entre y, (x,) y 7, se debera situar el punto x, cerca del valor

previsto paralaraizde f(x;b)=T ené estadio n.

/,(x:b) /,(x:b)
Xn+1 Xn+1
|i ll | i |
[ [ [
rtl rtu rtl rtu

(@ (b)

Figura 1.1 Cuando se quiere aprender sobre b , o conveniente es trabajar con disefios en los que se
experimenta en puntos muy dispersos de la region de experimentacion, concentrados todos cerca de
las fronteras de la misma, como es el caso (a). En cambio, para control, como reflgja € gréfico (b),
para una buena eleccion de x,,; s0lo importa minimizar en promedio la diferenciaentre v, (x,41)

yT.
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Ya en Prescott (1972) se hace referencia a este dilema existente entre la necesidad de
aprender sobre la superficie y la necesidad de evitar una pérdida inmediata excesiva para €l
problema de control cuando xT R y f(x;b)=xb . Este dilema es lo que en la literatura de
control adaptativo se denomina el aspecto dua del control, tal y como desarrolla €l Capitulo 7

de Astrom y Wittenmark (1995).

En e caso de un Unico control, se asume que se puede controlar un input x,1 C1 R,
con C compacto y que existe una nicaraiz 1 R tal que f(q;b) =7 . En estas circunstancias,
el modelo lineal suele ser una buena aproximacién a f(x;b) en un entorno de x =g . Notar
ademés que por ser T conocido, y sin pérdida de generalidad, e problema siempre se puede
reducir al caso 7=0 a base de trabgiar con y%(x,)=y,(x,)-T de forma que
y¥(x,)=y,(x,)- T=(f(x,;b)- T)+e,. Dado que cuando se tiene mas de un control, y por
tanto k£>1, la solucion de f(x;b)=E[y|x,b]=T no serd un valor red sino una
hipersuperficie, se complica e problema y nos obliga a tratar por separado los casos £ =1y
k >1. Aungue existe gran cantidad de referencias sobre el problema de control multiperiodo, la

gran mayoria de ellas se limitan a estudiar €l caso de un Unico control, £ =1.

1.3 Repaso bibliografico: Diseiios de Experimentos.

En esta seccion se rediza un repaso hibliogréfico sobre los criterios y objetivos
perseguidos por la teoria de disefios de experimentos en diferentes problemas. La meta que se
persigue es la de clarificar y exponer la metodologia, asi como € fin por e que se lleva a cabo
el disefio de experimentos en distintos problemas, tal como puede ser en la teoria clasica de
disefios éptimos, y con ello comparar la metodologia y € fin con que se realizan los disefios

para problemas de control multiperiodo. Esto servir4 para poder contrastar con € repaso
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bibliogréafico que se realiza en la Seccion 2.1.1 de esta memoria sobre |os disefios mas utilizados

en problemas de control multiperiodo, |os disefios certainty equivalence.

En la teoria de disefios 6ptimos, € objetivo es aprender sobre f(x;b) o sobre una
caracteristicade f(x;b) tan eficientemente como sea posible. En este contexto |os disefios son
realizados con €l objetivo de aprender sobre los parametros del modelo, y una manera de medir
esta eficiencia es en términos de la varianza de los parametros estimados del modelo. Asi, se
pueden construir disefios que observan en puntos que minimizan e determinante o latraza de la
varianza de los parametros estimados (disefios D-Optimos 0 A-Optimos, respectivamente) o que
maximizan la varianza de prediccién (disefios G-0ptimos). Si se asume que e modelo es lineal
en los pardmetros, E[Y]=2Zb, esto se trasdada en criterios de optimalidad basados sobre
funciones de Z¥ muy relacionados con la matriz de informacion de Fisher de b . Buenas
referencias de este campo son Fedorov (1972) y Silvey (1980). Es importante destacar que en
este tipo de disefios los puntos elegidos suelen quedar repartidos a lo largo de la region
experimental, con frecuencia en la frontera, y que no tienen en cuenta para nada los valores de

la respuesta observada en dichos puntos.

Atkinson y Donev (1992), Chaloner (1989), Frees y Ruppert (1990) y Pulkelsheim
(1993) revisan de forma bastante completa los disefios Optimos no Bayesianos para modelos
linedlesy Ford, Kitsosy Titterington (1989) hacen lo propio para model os no lineales. Chaloner
y Verdineli (1996) resumen los resultados sobre disefios Optimos Bayesianos tanto para

modelos lineales como no linedles.

En cuanto a disefios especificos para estimar la raiz q, Wu (1988) busca
secuencialmente la dosis Optimay estima percentiles en respuesta cuantal, Buonaccorsi (1986) y
otras referencias dli citadas estudian disefios para calibracion, y Box (1988), Chaloner (1989),
Frees y Ruppert (1990) y Buonaccorsi y lyer (1986) obtienen disefios que minimizan la

variabilidad de caracteristicas de control.
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En un contexto diferente, la teoria de aproximacion estocastica, que parte de Robbins y
Monro (1951) y de Kiefer y Wolfowitz (1959), estudia € problema de estimar las raices u
Optimos de funciones que Unicamente pueden ser observadas con ruido. Ellos dan la solucion en
términos de una secuencia recursiva de variables aleatorias x, en el espacio de las variables de
entrada que converge casi seguro al maximo o a la raiz de la funcion. Estas secuencias son
definidas con el propdsito de obtener normalidad asintéticay convergencia en probabilidad casi
segura hacia el Optimoy laraiz. Lai y Robbins (1979, 82), Wu (1986), Ruppert (1991), Ginebra

(1996) y otros muchos, utilizan modificacionesy casos particul ares de estas secuencias.

Los problemas de estos dos Ultimos parrafos se distinguen de los problemas de control
multiperiodo en que en los de control se intenta que la distancia en promedio entre las
observaciones 'y un vaor objetivo T sea minimay, por tanto, que se realice e mayor nimero de
observaciones sobre laraiz de f(x;b)=T . En los casos anteriores siempre se podria intentar
observar en puntos muy aejados de la raiz, aunque se empeore € control, con € fin de

aumentar la convergenciafinal del disefio hacia esaraiz.

La optimizacion de funciones con ruido, desde e punto de vista del control
multiperiodo, requieren un compromiso entre el aprendizaje sobre la superficie y € observar
tantos experimentos como sea posible en el méximo o en la raiz. En € control de procesos
estocasticos y en las pruebas clinicas existen costos e imperativos éticos que exigen seleccionar
los mejores valores para las variables de entrada para € individuo que debe ser tratado a
continuacion, a la vez que se debe aprender sobre la superficie tal como describen Astrom y
Wittenmark (1995) y Rosenberger (1996). Ginebra y Clayton (1995) definen € Response
Surface Bandit (RSB) para resolver problemas donde los disefios deben ser [levados a cabo por
el costo en términos de respuesta observada y no por € conocimiento del modelo, enfocando la
atencién en la maximizacion de la utilidad esperada que mide la cercania entre Y,¢ y € Optimo

de f(x;b).
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En general, las decisiones realizadas bajo incertidumbre requieren elegir una accién d
gue maximice una utilidad esperada, la funcion de los pardmetros y de las observaciones.
Spiegelhdter et a. (1994), Berry (1993) y Berry y Stangl (1996) discuten aspectos generales
relacionados con el uso de métodos de disefios Optimos Bayesianos en problemas de decision en
Medicina. En muchas aplicaciones las decisiones son gecutadas secuencialmente, y asi la
politica a seguir depende de las anteriores decisiones y observaciones redlizadas. Tales
problemas de decision son notoriamente dificiles de resolver. En general, e materia sobre
andlisis secuencia Bayes, ver por gemplo Berger (1985), suele estar muy relacionado con otras
dos &reas extensivamente estudiadas. la programacion dinamica y los problemas de parada
Optima. El enfoque del problema tratado en esta memoria no se puede catalogar como de un
problema de parada Optima, puesto que se ha considerado que €l nimero N de pruebas a realizar
esta fijo por € experimentador y que, en general, no se tratara de un nimero excesivamente

grande. Para jemplos de resolucion de problemas de parada éptima ver Miller et a. (1999).

1.4 Modelo lineal.

En principio, la funcion f(x;b) podria pertenecer a una familia cuaquiera de
funciones paramétricas continuas pero, para problemas con una sola variable de control, esta
funcién cerca de la raiz x =q se podra aproximar cas siempre por un modelo de regresion
simple. Estudiando € problema de control multiperiodo suponiendo que la distribucion de y
conocidosx y b, sigue un modelo lineal se resolverd € caso en € que dicho modelo sea e mas
realistay se obtendra un buen disefio para cuando € modelo lineal sea una buena aproximacion

a modelo real.

10
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Todos los métodos que se propondran seran métodos Bayesianos 'y como tales necesitan
de la densidad de probabilidad condicional de y dado x =(x,,...,x;)¢, g(y|b,x), y de una
distribucion a priori sobre los pardmetros b y s 2 que recoja la informacion que se dispone
sobre los mismos. Al andizar datos puede plantearse € debate sobre s tiene sentido o no
incorporar informacion a priori sobre los parédmetros, sin embargo, en el contexto del disefio de
experimentos este debate no tiene sentido ya que a no haberse recogido ain los datos, los
observables y los parametros estan a un mismo nivel. Es l6gico intentar aprovechar al méximo
toda la informacion de que se disponga para escoger los puntos de experimentacion con todas
las garantias. Esto es especialmente relevante a disefiar experimentos para un nimero peguefio

de observaciones.

Sea Y, =(y;,7...,,)¢ € vector de las n primeras respuestas y, y Z, la matriz
n” (k+1) donde la i-ésma fila son los valores x; para los que se ha observado y,. Para €
modelo lineal setiene que:
E[y; [b,x;]=box;o + byx; +---+ 0y
A menudo la componente x;, esfijadaa 1 paratodo i/, de maneraque b,x;, es constantey Z,
se puede escribir como Z, =(1,:.X,). En cuanto a la parte estocastica de estos modelos la
version mas utilizada es e modelo normal, en el cua la distribucion de Y, dado X, es una

normal.

Los gemplos de esta memoria se restringen a modelo linea normal en & que las
varianzas condicionales son iguales para todo i, Var[y,|b,x,]=s?, y en @ que las
observaciones y, son condicionalmente independientes. A la hora de la implementacion de
estos ejemplos se ha considerado € caso particular en € que s 2 es conocida, y aunque pueda
parecer una restriccion muy fuerte, se conseguira reducir €l tiempo de computacion ya de por si
muy elevado para agunas de las propuestas introducidas. Cuando los resultados obtenidos sean

vélidos para € caso en que sobre s ? conozca una distribucién a priori se indicard En el

11
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capitulo 6 se gemplifica una situacion en la que la distribucion a priori es tomada sobre

(b,s ?), con J/s 2 giguiendo unaGammay b unat-student multivariante a priori.

Laregresién lineal se introduce en muchos libros como, por gjemplo, Weisberg (1985)
y Neter, Wasserman y Kutner (1989). Buenas referencias sobre la regresion lineal Bayesiana
son los clésicos Zellner (1971) y Box y Tiao (1973) y més recientemente Gelman et al (1995).
Son abundantes los libros donde se describen métodos computacionales para regresion lineal,
por gemplo, Gill, Murray y Wright (1981) y Golub y Van Loan (1983). El andlisis de residuos
en regresién en un contexto Bayesiano aparece en Zellner (1975), Chaloner y Brant (1988) y
Chaloner (1991). Boscardin y Gelman (1996) presentan una variedad de modelos paramétricos

para varianzas no constantes desde el punto de vista Bayesiano.

Una vez especificada la distribucion a priori sobre b o sobre (b,s ?), las propuestas
introducidas para e problema de control multiperiodo con una sola variable de control requieren
el célculo de la distribucion a posteriori de la raiz, del vaor previsto de y en x, de una

estimacion de su desviacion tipicay de lapendiente de E[y |x,b].

Para facilitar la implementacion de los mismos, en los Apéndices | y Il se recogeran
algunos ingredientes necesarios a la hora de calcular todos los valores listados en € parrafo
anterior paraocho prioris distintas sobre b . Las cuatro primeras contemplan las cuatro posibles
combinaciones de las distribuciones uniforme y normal sobre los parametros b, y b,. En €
Apéndice Il se reparametriza E[y|x,b] atravésde E[y|x,b]=T +b,(x- q) y se asume que
las prioris sobre (b,,q) son una de las cuatro combinaciones de las distribuciones uniforme y

normal sobre ellos.

Para las implementaciones en e modelo con mas de una variable de control sdlo se
necesitan los dos primeros momentos de la distribucion a posteriori de b . En el Apéndice | se

presentan |os mismos para el caso de priori conjugada. Para otras prioris mas complegjas habra

12



Introduccion

gue obtener dichos momentos generalmente utilizando técnicas de simulacion de la posteriori,

tales como MonteCarlo y muestreo Gibbs.

1.5 Disefios optimos.

El hecho de que gran cantidad de autores sigan estudiando disefios subdptimos y sus
propiedades para el problema del control multiperiodo ya indica que la obtencién de disefios
Optimos debe de ser prohibitivo. Estos sdlo se pueden encontrar cuando el horizonte N es muy
pequefio (N =2 6 3). En principio, tal como describen De Groot (1970), Berry y Fristedt (1985)
o Putterman (1994) para € caso genera del disefio secuencial, se podria utilizar la
programacion dinamica para identificar disefios Optimos, pero esto requeriria la resolucion de
integrales N-dimensionales muy complejas, ademas de minimizacion de funciones entre ellas.
Debido a dicha complgjidad no se conoce demasiado sobre estas reglas Optimas. A proposito de
un problema de disefio similar para € que solo se resuelven casos particulares mucho més
sencillos que €l que se trata aqui, Hardwick y Stout (1998) afirman que laimplementacién de la
programacion dinamica requiere calculos prohibitivos incluso en €l caso en € que se esté en

condiciones de programar en paralelo.

En problemas semejantes sdlo ha sido posible implementar disefios Optimos cuando la
respuesta es Bernuolli (y, por lo tanto, el soporte del disefio son dos puntos), la distribucién a
priori sobre los pardmetros son dos Beta's independientes y en cada estadio se elige solo entre
dos opciones tal como aparece en Berry y Eick (1995), Ginebray Clayton (1995) y Hardwick y
Stout (1998). Para e problema de control la respuesta es continua y € soporte del disefio

acostumbra a ser un intervalo de R, esto es, en cualquier estadio se tiene un nimero infinito de
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elecciones posibles. Algunas caracterizaciones parciales del disefio Optimo para control
multiperiodo para e modelo lineal simple pueden encontrarse en Prescott (1972), Berliner

(1982, 83, 87), Berger et a (1982), Srinivasan (1984) y en otras referencias alli citadas.

A continuacion se presenta como se calcularia € disefio éptimo con horizonte N =2,
para pérdida cuadrética, r,(d), y modelo lineal simple
y:=by+byx;, +e,
con laidea de mostrar hasta que punto estos calculos son prohibitivos. Obtener € disefio 6ptimo
para este horizonte requiere calcular (x;”,x5”"), es decir, hay que especificar las elecciones
dptimas para cada uno de los dos estadios. El punto 6ptimo en € segundo estadio xy” en

funcion de (x;”,y,) y delainformacién apriori p,(b) es:

T E[by | x{",y1,p0]- E[boby [x7",y;,P0] _

XX, 1P o (D) =
2 e E[b2|x{ y1,P ]

Notar que sustituyendo x;”* por un x, cualquiera se obtendra la eleccion 6ptima en el segundo
estadio cuando se ha observado en € primer estadio en x,. Para calcular € punto éptimo en el

primer estadio, x;”", se debe encontrar € punto x, tal que minimice:
Eol(yi(x) - T)? + (v (x3") - T)°1,

siendo E, la esperanza sobre la distribucion conjunta de (y,,b) en € estadio cero. Notar que
x” esfuncién de x,, y, y de p,(b). Desarrollando los cuadrados y considerando que las e,
son independientes e idénticamente distribuidas con media cero, se tiene que para obtener x;”

hay que minimizar en x;:

min Eq[(Dg +byx, - T)? +(bg + byx3” - T)?] =

chin xon[blz] +2(Eo[bob,] - TEy[b,]) x; +Eo[(b1x;pt)2] +2Ey[(bg - T)byx3™],

14



Introduccion

donde E,[b?], E,[byb,] y E,[b,] son los momentos de la distribucion a priori p,(b). En
general, e céculo de Ey[(b,x9)?], E [bx'] y Eylb,b,xy'] pasa por la resolucion de

integrales muy complejas cal culables solo a través de métodos numéricos.

Como caso particular, considérese el modelo lineal norma con distribucion a priori
sobre los parametros p,(b) normal. Usando uso de los resultados distribucionales dados en la
Seccion 1 del Apéndice | sigue que:

2
£ = ay; tazy; tag

2 = 2 ’
biyy +byyy + by

donde a;, y b, para i=12,3 son coeficientes que dependen de x, y de los momentos de

po(b). Asi, por emplo, E,[b,x5”] serlasolucion delaintegral doble:

2
opi] — a;y; taxy, ta —
Eg[byx3"]= @,y b, biy} +b§yi +b§ Po(b)A(yy[x1,b)db dy, =

a; (b +byx, +el)2 +a,(by +byx; +e)+a;

Vo by(by +byx; +el)2 +b,(by +byx; +€) +by

SN

Po(b)g(e,)db de,.

siendo g(e,) lafuncion de densidad de una N(0,s 2) . La gran dificultad encontrada cuando €
horizonte es s6lo N =2 baticina €l grado de complejidad que se presentara cuando €l horizonte

sea mayor.

1.6 Descripcion de los contenidos.

Como se acaba de comentar la implementacion de los disefios éptimos para este
problema de control es précticamente imposible incluso para modelos tan sencillos como e de

regresion lineal simple. En vez de intentar alcanzar la optimalidad, en esta memoria definimos
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familias de disefios construidas a base de perturbar los disefios més utilizados para este tipo de
problema, que ya de por si tienen buenas propiedades. Dentro de dichas familias se buscara
aquellos disefios que minimizan el valor esperado de la funcion de pérdida a través de
simulacién de una manera andloga ala usada en Muller y Parmigianni (1993) para problemas de
disefios éptimos no secuenciadles y Ginebra y Clayton (1995) para un problema de disefios

secuencides distinto al de control.

Esta memoria esta estructurada en tres partes. En la primera, que abarca los Capitulos 1
y 2, se presentan |os contenidos generales y |os disefios més utilizados para resolver € problema
de control multiperiodo. En la segunda parte se proponen familias de disefios para € problema
de control con una Unica variable de entrada, k =1, y abarca desde € Capitulo 3 a 5. En la
tercera parte, que coincide con €l Capitulo 6, se introduce una nueva familia de disefios vélida
para cualquier nimero de variables de control y que incluye, como caso particular, el de un solo

control tratado en la segunda parte. A continuacién se describen los contenidos de cada capitulo.

En e Capitulo 2 se estudian los disefios més utilizados para € problema de control
multiperiodo. Estos son los disefios certainty equivalence y |os disefios miopes, y congtituiran la
base para la construccion de las familias de disefios propuestas en el resto de la tesis. En este
capitulo se resumiran las principales caracteristicas de tales disefios y de los estimadores
construidos a partir de las observaciones obtenidas de los mismos. Ademéas se exponen
versiones Bayesianas de los disefios certainty equivalence y miope para € modelo lineal

multiple, comparando €l rendimiento de los mismos.

En & Capitulo 3 se proponen los disefios Fieller, que perturban certainty equivalence
con el objetivo de mejorar las estimaciones de los parametros en los estadios iniciales del disefio
y con ello favorecer el control en estadios posteriores. Ellos estdn soportados por un intervalo
que contiene la eleccidn certainty equivalence. Este intervalo sirve para controlar la direccion y

la magnitud de las perturbaciones a redlizar sobre la eleccion certainty equivalence. Para
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giemplificar € uso de tales disefios se presentaran diversos g emplosy se readlizara un andlisis de
sensihilidad que refleje e comportamiento de las mejoras sobre certainty equivalence en
funcion de la priori seleccionada, € horizonte considerado N y € tamafio de la region

experimental C.

En el Capitulo 4 se define una nueva familia de disefios que utilizan regiones creibles
sobre la raiz para controlar € grado de desviacion y la direccion de la misma respecto de la
eleccion certainty equivalence. En particular, €llo se g emplifica a través del uso de regiones
HPD y de intervalos centrales a posteriori. Al igual que con los disefios Fieller, las
perturbaciones de los primeros estadios incentivan el aprendizaje sobre f(x;b) y favorecen €
control posterior, reduciendo de esta manera la pérdida total esperada. Este tipo de disefios no
s0lo es aplicable a problema de control. Es por ello que, ademés de dar giemplos y realizar un
andlisis de sensibilidad de estos disefios para €l problema de control, se gjemplifica su uso sobre
el problemadel Response Surface Bandit definido en Ginebray Clayton (1995). Es un problema
similar, pero con el propésito de modelar situaciones en las que se esta interesado en que todas

las respuestas y,,...,y, esténproximasa optimode f(x;b).

En e Capitulo 5 se define la familia de disefios san, construida sobre una modificacion
de las secuencias de aproximacion estocésticas definidas por Robbins y Monro (1951). Estas
aproximaciones estan ligadas a convergencias asintéticas hacia la raiz y las modificaciones
realizadas estan dirigidas a introducir en cada estadio la maxima cantidad de informacién
suministrada por los datos hasta ese momento. Dicha familia contiene como miembros a los
disefios certainty equivalence secuencia y no secuencial, y para el modelo lineal los puntos del
disefio san pueden expresarse como promedios ponderados de las distintas elecciones certainty
equivalence hasta ese momento. El capitulo finaliza con giemplos de su aplicacion y un andlisis

de sensibilidad de los mismos que reflgja las mejoras sobre certainty equivalence en funcion de
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la priori, horizonte y region experimental. También se apunta una posible generalizacion para

implementar estos disefiosal caso & >1.

Los disefios precedentes son vdlidos para k=1 pero no son siempre facilmente
extensibles a caso £ >1. En € Capitulo 6, la tercera parte de esta memoria, se propone una
nueva familia de disefios hibridos mucho mas genera que las anteriores propuestas, y que se
puede aplicar a problemas de control con més de una variable de entrada. Su construccion se
basa en la minimizacion de una combinacidn convexa de las expresiones que deben minimizarse
paralas elecciones certainty equivalence y miope. Este hecho hace que tanto el disefio certainty
equivalence como € miope pertenezcan a tal familia, permitiendo asi el poder compensar las
buenas propiedades asintéticas del certainty equivalence con las buenas cuaidades del disefio
miope para horizontes muy reducidos. Una ventgja de esta familia respecto a las anteriores es
gue sblo necesita un indice, lo que facilita la obtencidn de la estrategia éptima dentro de dicha

familia.

En e Capitulo 6 también sorprende la estrategia hibrida para e modelo lineal mdiltiple
en cada estadio, mostrando que se trata de una combinacion convexa de la eleccion certainty
equivalence y de la eleccion miope. Se estudia también el caso particular del modelo linea
normal con priori conjugada donde se descubre que en cuaquier estadio n, tanto s s ? se
supone conocida 0 desconocida, los puntos de los disefios certainty equivalence y miope se
hallan siempre sobre una misma recta que depende Unicamente de los parametros de la
distribucion a priori p,(b)6 py(b,s?) y no delas x,,...,x, escogidas ni de las y,,...,»,
observadas. El capitulo termina comparando la implementacion de esta familia en e problema
de un Unico control con € caso de tres controles y analizando la sensibilidad de dichos disefios

en funcion de los pardmetros de la priori, tamafio de la regién experimental y horizonte N.

Como se coment6 en el epigrafe dedicado a modelo lineal, esta memoria incluye dos

apéndices en los que se presentan los ingredientes necesarios para implementar todas nuestras
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propuestas para e maodelo lineal simple con ocho prioris distintas y para € modelo lineal

multiple con priori conjugada.

1.7 Notacion.

A continuacion se introducen las abreviaciones y la notacién mas empleada alo largo de

la redaccién de esta memoria:

Alaraizde f(x;b)=T cuando sdlo existe un control lo denotaremos por q , mientras que

a maximode f(x;b) por k .

A ladesviacion tipicade . o denotaremos por s.d.(.) .

A ladistribucion a posteriori de . en el estadio » cuando se haelegido x,,...,x, y observado

Y1.--., ¥, partiendo de ladistribucion a priori p, sobre los parametros, p(.|Y,, X, .p,) . l1a

denotaremos por p, (.).

A ladistribucion condicional a posteriori de. dado a en € estadio n, p(.|a,Y,,X,.p,). la

denotaremos por p, (.| a) .

A los estimadores minimos cuadrados del parametro b; en e estadio » o denotaremos por

Bl

A la moda, mediana, media y varianza a posteriori del parametro b, en e estadio n los

denotaremos por b 2", b2, E,[b,] y V,[b,], respectivamente.

A la estimacion de f(x;b) que se obtiene a sustituir los pardmetros por las modas a

posteriori en €l estadio n la denotaremos por £,/ (xq;0) =b ™ (x, - q /™).

A la norma de pardametros m y s ? truncada en € intervalo [a,b] la denotaremos por

NlPl(ms 2y,
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Parte I: El problema de control multiperiodo

A la funcién de distribucion de una normal tipificada con m=0 y s 2 =1 la denotaremos
por F (x) .

Al sumatorio de a, paralosestadios i =1,...,n lo denotaremospor 3 a; .
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CAPITULO 2.

DISENOS CERTAINTY EQUIVALENCE Y
DISENOS MIOPES.

Como ya se coment6 en el Capitulo 1, la obtencién de disefios 6ptimos para € tipo de
problemas expuestos es précticamente imposible, ain incluso haciendo uso de grandes
supercomputadoras. Por ello, muchos investigadores utilizan disefios basados en heuristicas ad-
hoc que, sin ser Optimos, son razonablemente eficientes y mucho més sencillos de implementar

que el éptimo.

En este capitulo se consideran las versiones Bayesianas de los conocidos disefios
certainty equivalence, secuenciales y los no secuenciales, y de los disefios miopes, calculando
sus expresiones para € modelo lineal mudltiple. Para entender bien su funcionamiento se
completa el capitulo comparando certainty equivalence secuencial con € no secuencial, asi

COMO certainty equivalence con los disefios miopes.

Estos disefios serén de gran utilidad en los capitul os posteriores pues se partira de ellos
a la hora de construir familias de disefios secuenciales en las que buscar un disefio que los
mejore y que pueda estar més cerca del Optimo. Existe gran cantidad de articulos tratando
aspectos asintéticos de tales disefios como la consistencia de los estimadores de los parametros

del modelo obtenidos a través de dichos disefios. En este trabgjo nos hemos propuesto estudiar
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el comportamiento de los mismos para prablemas con un horizonte N finito, y a menudo
pequefio. Ademas, en este capitulo se repasara bibliogréaficamente tales métodos, comentando

las principal es aportaciones realizadas en dichos articul os.

En las Secciones 2.1y 2.2 se introducen los disefios certainty equivalence secuenciales
y Se comparan con una version no secuencia. Para e modelo lineal maltiple se propone una
version Bayesiana del disefio certainty equivalence que es cotgada en la Seccion 2.4 con la
version para este mismo modelo del disefio miope dado en la Seccion 2.3. En la Seccion 2.5 se
argumenta € porqué de la construccion de los nuevos disefios que se definen en los capitulos
siguientes de esta memoria sobre la base de perturbar tanto a certainty equivalence como a

miope. El capitulo finaliza con un apéndice en € que se demuestran |os resultados expuestos.

2.1 Disenos certainty equivalence.

Si f(x;b) fuese conocida se sabrian los x° =(x2,...,x0) queresuelven f(x°;b)=T,
y experimentar en x? = x° seria optimal para cualquier funcion de pérdida que pendizara la
distancia a valor objetivo 7. Los disefios certainty equivalence secuenciaes, denotados por

d,, , son aquéllos que serian Optimos si e estimador actua fuese f(x;b). Dado un estimador

ce !

de f(x;b) en d estadio n, j;n (x;b), los disefios certainty equivalence observan y,,, en un

punto x5, queresuelve fn (x;b)=T.

En la literatura de control adaptativo, tal como en Astrom y Wittenmark (1995), es
habitual que fn (x;b) = f(x; Bn), y asi los disefios certainty equivalence son agquéllos que
serian optimalessi b fueraigual aun estimador de b , Bn. Intrinseco en esta definicion esta el
hecho de que existen tantos disefios certainty equivalence como posibles estimadores para la

superficie. En particular, en e caso de un Unico control, se podriaestimar laraiz q apartir dela
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moda, media 0 mediana a posteriori, y definir a través de ellos tres disefios certainty
equivalence distintos, x5, :cf .- En @ contexto Bayesiano se considera que |0 més coherente es
estimar f(x;b) a través de la esperanza de la distribucion predictiva a posteriori de y,
fn (x;b)=E, [y(x)]. En este caso x5, serd un punto que resuelve E, [y(x)- T]=0 o,

equivalentemente, un punto que minimiza (E,[y(x)- T1)* en x. Otros estimadores para

f(x;b) podrian ser también utilizados.

2.1.1 Repaso bibliografico.

Existe un gran nimero de referencias estadisticas sobre los disefios certainty
equivalence para el caso de una solavariable control, cuando k£ =1. Prescott (1972) implementa
unaregla certainty equivalence Bayesiana para el modelo lineal smple con b, =0 y estimando
b,, por medio de minimos cuadrados, mostrando que tal regla no es optima. Berliner (1982, 83,
87) expone que algunas reglas certainty equivalence no son admisibles. Anderson y Taylor
(1976) redlizan un estudio experimental no Bayesiano sobre las propiedades asintéticas de la
regla certainty equivalence definida con estimadores minimos cuadrados en € modelo lineal
simple con los dos pardmetros desconocidos, probando que tal regla converge con probabilidad
uno a verdadero valor de laraiz y que es asintéticamente eficiente. Sin embargo, mientras una
combinacion de los parametros estimados en e problema de control es consistente, no existen

evidencias confirmatorias de que las estimaciones individuales por si solas |0 sean.

La y Robbins (1982) también estudian e comportamiento asintético de la regla
certainty equivalence definida por Andersony Taylor (1976) incluyendo la necesidad de que €
signo de los estimadores de b, fuera @ mismo que e de b,, dando una demostracion
matemdtica mas precisa de la convergencia de tal regla. Ellos ya habian propuesto un

contragiemplo de la pérdida de convergencia en € supuesto de que € signo de b, fuese
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diferente a de sus estimadores. Yingy Wu (1997) estudian disefios secuenciales que observan
¥, €n €l estimador maximo verosimil de q para el estadio n, x,,; :cf,;”le, y muestran como
éstos tiene buenas propiedades asintéticas bajo algunos model os especificos, como modelos de
localizacion y de localizacién y escala. Recientemente Chen y Hu (1998) prueban la
optimalidad asintética de los disefios certainty equivalence Bayes para modelos lineales
smples, ademas, s e coste del control total tiende a infinito, lo norma generamente, los

estimadores Bayes para la pendiente y el término independiente son consistentes.

En e caso de més de una variable control y con un modelo de regresiéon maltiple,
v, =bx, +---+b,x, +e, , hasido de gran interés establecer la consistencia fuerte de los
estimadores minimos cuadrados utilizando los puntos obtenidos con la regla certainty
equivalence. Lai y Wei (1982) muestran que € estimador minimos cuadrados es fuertemente
consistente si e minimo autovalor |

(n) y & maximo autovalor |, (n) de Z¢Z, satisfacen

min max

I min (l’l) ® ¥ ’ Iogl max (l’l) :O{I min (l’l)}

cas seguro. Rootzen y Sternby (1984) exponen que s las {e,} son independientes
normalmente distribuidas y b sigue una distribucion normal multivariante entonces el

estimador minimos cuadrados es fuertemente consistente s (n)® ¥ cas seguro. La

I min
demostracion de ta resultado requiere que la distribucion a posteriori de b sea normal con
matriz de covarianzas esenciamente lamismaque (Z$Z,)*. Hu (1997) amplia estos resultados
a errores aleatorios generales y usa las matrices de covarianzas a posteriori para estudiar la
consistencia fuerte de los estimadores Bayes. En e contexto Bayesiano sigue siendo un
problema abierto e hecho de que para obtener la consistencia fuerte de los estimadores Bayes

sea suficiente el que severifiqueonoque |, (n) ® ¥ cas seguro.

min
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2.1.2 Implementacion para modelo lineal.

A continuacion se describe como se implementa € disefio certainty equivalence para el
modelo lineal. Es importante notar la diferencia entre el caso de una sola variable de control y €

de més de una

Cuando hay més de una variable de control, es decir, cuando & >1, las soluciones de
f(x;b)=T como de fn (x;b) - T =0 definen hiperplanos y no un nimero real. En dicho caso
y, en €l contexto Bayesiano, se considerara x5, como la solucion de E, [y(x)- 7]=0 con la
minima varianza de prediccion, V,[y(x)]. Para un Unico control, cuando k=1, dado €
estimador para f(x;b), € disefio certainty equivalence secuencia queda univocamente

determinado siendo & mismo para cuaquier funcion de pérdida. La siguiente proposicion

presenta la expresion de la eleccion certainty equivalence para €l modelo lineal maltiple:

Proposicién 2.1 Sea E[y|x,b]=b, +éf:1bl.xl., Vie|x,b]=s?y be=(b,,...,b,)~p,y(b),
independiente de e. El disefio certainty equivalence definido como la solucion de

E [y(x)- T]1=0 que minimiza la varianza de prediccion observa y, ., en

J[,107,1b,1C0,[06,0,1+ (- £,1b6D) 1 0+ oy o, 18

xce =V-1[b ]ﬁ'
v =010 E,[b,1¥,'[b,1E,[b, ] o

donde b= (b,,...,b,) es el vector de todos los pardmetros excepto by, y COV,[b,,b,] es el

vector k1 de covarianzas a posteriori entre b y los k elementos de b, .

La demostraciéon de la Proposicion 2.1 se encuentra en e Apéndice 2.A. Notar que
dicha eleccion depende de los momentos de la distribucién a posteriori de b de orden uno y
dos, y que s % no tiene que ser necesariamente conocida. El siguiente corolario muestra la

expresion en € supuesto de un modelo lineal smple:
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Corolario 2.1 Sea E[y|x,b]=b,+b,x, V[e|x,b]=s?, be¢=(b,,b,)~p,(b), independiente
de e. El disefio certainty equivalence definido como la solucion de j;n (x;b)=E [y(x)]=T
observa y,,, enel x2, 1 C mds cercano a

_(T- E,[bo])
" E[b]

2.1.3 Diseiio certainty equivalence no secuencial.

Para implementar disefios totalmente secuenciales es necesario conocer la historia
completa de los niveles de entrada X ¢=(x,,...,x,) y observaciones Y ¢=(y,,...,y,) antesde

seleccionar x En ocasiones esto no es factible, y a veces se deben elegir todos los x,’s

n+l*
basandose en lo que se sabe de f(x;b) a principio, de forma no secuencial. Atendiendo ala
informacion a priori existente se definen a continuacion los disefios certainty equivalence no

secuenciales, denotados por d . .

Definicién 2.1 Dado un estimador de E[y|x;b] basado en p,(b), fo(x;b), el diserio
certainty equivalence no secuencial observa y, en el punto x“1 C mds cercano al X, que

resuelve ];o (x;b)=T.

En particular, se puede estimar f(x;b) através de fo(x; b)=E,[f(x;b)], donde la
esperanza es respecto a p,(b), o através de fo (x;b) = f(x; 60) donde 60 €s un estimador a
priori para b . Notar que existe toda una gama de posibles disefios intermedios entre €
secuencial y € no secuencial, seglin se actualice € estimador fm en algunos m estadios. Un
aspecto importante es determinar como se comporta €l disefio secuencial frente a su

contrapartida no secuencial. En la siguiente seccidn se comparan estos dos disefios extremos.
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En d resto de este trabajo solo se estudiard € problema totalmente secuencial con lo
que las versiones certainty equivalence que apareceran a partir del Capitulo 3 van a ser

secuencides.

2.2 Comparacion de certainty equivalence secuencial con no

secuencial.

Para evauar el comportamiento de la eleccion certainty equivalence secuencia frente a

lano secuencia se define lamejorarelativa del disefio secuencial frente a no secuencial como

r'(dCE) B rz(dce)
ri(d..)

rr;(ce) =

’

con d., € certainty equivalence no secuencia y d, € secuencial y para las pérdidas
esperadas r;(d) . Recordar que r,(d) =E[6°11-N:1()’1- (x,)- T)?], que r,(d) esigual pero sumando

desviaciones en valor absoluto y r,(d) esuna pérdida cuadrética en dos etapas.

La Figura 2.1 presenta los gréficos de contorno para rr;(ce) tanto para la version
conjugada como para una no conjugada del modelo lineal simple descrita en el Apéndice | y
Apéndice |l, respectivamente. Las pérdidas corresponden a las tres descritas en € primer
capitulo, con N =25, §=200, T=0 y C=[-11]. Los gréficos de contorno en la primera
columna son para la priori conjugada b, ~N(m, =0.s5 ), b, ~N(m, =1, =2%)y b,
independiente de b,, con x5, definido como & punto en C mas cercano a x,,, =
- E [by]/E,[b,]. Los gréficos de la segunda columna son para la priori no conjugada
q~U(-rtu, ) , by ~N(m, =1,s; =.2%) y b, independiente de q , donde x;; esel punto

en el soportede g mascercanoa x,,; =q/".
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Figura 2.1. Gréafico de contorno de la mejora relativa de certainty equivalence secuencia frente a no
secuencid, rr;(ce), para € riesgo r;(d), i=1,2,3,con N=25, §=200, T=0y C=[-11]. La
primera columna es para b, ~ N(m,, =0.s5 ), by ~N(m, =1,s§ =22), b, independiente de
b, Enlasegundacolumna q ~U (- rtu, ru) , by ~ N(m, =1,s 5 =.2%) y b, independientede q .
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La Figura 2.1 muestra que existen algunos casos donde mantener x, = x, fijo como lo
hace la eleccién no secuencial es megjor que ser secuencia. Para un s §0 dado, o rtu, cuanto
mayor es s > més dificil es aprender secuencialmente sobre q , y cuanto més a borde inferior
derecho de los gréficos mucho mejor es ser secuencial. Esto se debe al efecto de tener una
region C acotada, que restringe la posibilidad de que los puntos se algjen en demasia sobre todo
cuando s ? es relativamente grande. Por otro lado, dado s 2, para los mayores vaores de s ﬁo,
0 rtu, es decir, cuanto menos se conoce al principio de g , mayor ganancia se obtiene usando lo
gue se aprende secuenciadmente. Se ha encontrado que estas diferencias son bastante insensibles

aloscambiosens y m, .

2.3 Disefos miopes.

Otro tipo de disefios secuenciales muy utilizados son los disefios miopes, que son los
gue serian Optimos si quedara s6lo una observacion por redlizar y, por tanto, seria e método a
utilizar cuando € aprendizaje no fuera necesario. Como tal, son eficientes para problemas con
horizontes N pequefios y moderados. A diferencia de |0s certainty equivalence, 10s disefios
miopes N0 requieren de la especificacion de un estimador para f(x;b), ademas quedan
definidos univocamente para cualquier £y si dependen de la funcion de pérdida especificada en
el problema. En el caso particular en € que se minimiza Fz(d)=E[6°1iN:1(yi(xi)' 7)?], d

disefio miope observa y,,, end punto x”; que minimiza E,[(v(x) - T)*] enx.

Notar que cuando para £ >1 se define x5, como lasolucion de E, [y(x)- T]1=0 con

la minima varianza de prediccion, se esta considerando la eleccién miope bajo pérdida

cuadratica de entre todas las soluciones a la ecuacion certainty equivalence que satisfacen
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E,[y(x)- T]1=0. En ¢ caso en que se minimice r,(d)=E[& |y, (x,)- T|], la eleccion
miope coincidira con la eeccion certainty equivalence definida como la solucion de

E [y(x)- T]1=0, pero paraotras funciones de pérdida en genera no se verificara

Berliner (1987) y Verdindli y Wynn (1988) muestran como computar la seleccién
miope NO Bayesiana para casos particulares de modelos lineales multiples. Prescott (1974)
reaiza un estudio comparativo en un contexto Bayesiano entre las estrategias certainty
equivalence, miope (denominada por é regla de decision adaptativa) y Optima, para un modelo
lineal simple con b, =0 y horizonte N =2, donde la estrategia Optima se puede obtener de

formasencillapor backward induction y métodos numéricos.

La y Robbins (1982) prueban que la eleccién miope Bayes para un modelo lined
simple donde la pendiente b, fuese una constante conocida es optimal. En ese caso, la eleccion
certainty equivalence tomando valor esperado también coincidira con la miope. La siguiente
proposicion muestra la eleccion miope en € supuesto de un modelo lineal miltiple de la forma
Ely|x,b]l=by + él’.‘:lbl.xl. , Utilizando el riesgo cuadratico r,(d) .

Proposicion 2.2 Sea E[y|x,b]=b, +éllf:1bl.xl. , Vle|x,b]=s?y bt=(b,,...,b,)~p,(b),

independiente de €. El disefio miope considerando riesgo cuadrdtico observa y,,, en

0,19, 10,1COV, [00,b, 1+ (7= E,0]) 1y 1 cop (b, b,12
E,[b,1¢'b,]E,[b,]1+1 a0 i[Po 0,15

&
X = Vn'l[bz]é

donde b#=(b,,...,b,) es el vector de todos los pardmetros excepto by, y COV, [b,,b,] es el

vector k” 1 de covarianzas a posteriori entre b y los k elementos de b .

Tanto la Proposicion 2.1 como la 2.2 se obtendran como un caso particular de la
Proposicion 6.1 a sustituir el parametro H de la misma por 0 y 1 respectivamente. Esto

convertira su demostracion en equivalente a la dada en el Apéndice 6.A.2 para la Proposicion
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6.1 y no se presentara en este capitulo. A continuacion se detalla la expresion de la eleccion

miope para el caso particular de un modelo lineal smple bajo riesgo cuadrético.

Corolario 2.2 Sea E[y|x,b]=b, +b,x, V[e|x,b]=s 2, bt=(b,,b,)~p,(b), independiente
de €. El disefio miope considerando riesgo cuadrdtico observa y, ., en el xffli C mas cercano
a

_TE,[b]- E,[bb,]
E,[bf] '

n+l

2.4 Comparacion de certainty equivalence frente a miope.

Por propia definicion de las estrategias certainty equivalence y miope, y por las
referencias bibliograficas ya comentadas para ambos disefios, esté claro que s el horizonte N es
pequerio la estrategia miope estara muy cerca de la Optima, y segin aumenta N se va agando de
la 6ptima acercandose hacia ésta la certainty equivalence. Como se detall6 en la Seccion 2.3, la
expresion de la eleccion certainty equivalence para € modelo linea mudltiple dada en la
Proposicion 2.1 coincide con la miope que obtuvimos en la Proposiciéon 2.2 a sustituir € uno
del denominador por cero. Como explicaremos en el Capitulo 6, este hecho ser& aprovechado
para crear una familia de disefios hibridos indexada por un parametro H que contiene a ambos.
Por tanto, las gréficas presentadas en ese capitulo serviran para la comparacién de ambas
estrategias para diferentes priori y distintas incertidumbres sobre € modelo, dependiendo de si

€l pardmetro H estd mas préximo a cero 0 a uno.

En las Figuras 6.3 y 6.4 (Capitulo 6) se observara que los disefios miope se comportan

bastante bien para horizontes pequefios, empeorando a aumentar N, con la peculiaridad de verse
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poco afectados por e tamafio de la regidén experimental C. En cambio, € disefio certainty
equivalence mejora segun aumenta N, a la vez que es muy sensible a las modificaciones en €
tamafio de C, empeorando su eficacia segin aumenta éste. También se sigue que para una N y
un tamafio de region experimental C dado, certainty equivalence mejorara cuanto menos se sepa
sobre b,, y menor sea s 2, aunque en general comprobaremos que € miope tendra mejores

prestaciones que € certainty equivalence.

2.5 Necesidad de perturbar miope y certainty equivalence.

Ya se ha comentado que e disefio certainty equivalence Bayes converge
asintéticamente a Optimo y que los estimadores Bayes de los parametros en € modelo de
regresion son consistentes. Cuando e horizonte N es de tamafio moderado o pequefio, sera
necesario perturbar tales disefios con la idea de mejorar la eficiencia del disefio. Por otro lado,
cuando N es pequefio e disefio miope sera précticamente éptimo. Todas estas consideraciones
hacen pensar que es posible construir disefios con buenas propiedades de convergencia a partir

de la base de ambos disefios.

Recordemos que para resolver e problema de control hay que encontrar el justo
equilibrio entre minimizar la pérdida inmediata'y maximizar € aprendizaje sobre los parametros
que permitamejorar € control futuro. Laopcion miope esla que minimiza la pérdida inmediata.
Perturbando dicha opcion nos permitira inducir aprendizaje adicional. Por simulacién

calcularemos € grado de perturbacion necesario para nuestro problema.

Asi, se podria intentar construir disefios observando en puntos que se algjan de la
eleccion certainty equivalence, sobre todo en los estadios inicides del experimento, para

mejorar los estimadores intermedios de |los parametros del modelo, pero de manera que en los
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estadios finales se acerque a la eleccion certainty equivalence, que dard lugar a un mejor
control. El problema es decidir cuanto y hacia dénde se debe observar con respecto ala eleccion
certainty equivalence. En esta memoria se presentan distintas alternativas, todas €llas con la
idea de congtruir familias de disefios que contengan a los propios disefios certainty equivalence,

y que sepan introducir las perturbaciones ya comentadas anteriormente.

En el Capitulo 3 se definen los disefios Fieller, que permiten observar en puntos dentro
de un intervalo creible aproximado paralaraiz q . En el Capitulo 4, se introducen familias de
disefios basadas en regiones creibles al estilo de la propuesta del Capitulo 3, pero utilizando
regiones HPD o intervalos centrales a posteriori sobre laraiz q . En e Capitulo 5, los disefios
san modifican las secuencias de aproximacion estocastica introducidas por Robbins y Monro
(1951) para generar una familia de disefios que contiene tanto al disefio certainty equivalence
secuencia como a no secuencial, barriendo asi problemas con alta incertidumbre a priori, con
necesidad de ser secuencia, o con problemas donde la incertidumbre es poca y casi con la
informacion a priori es suficiente. Aunque todas estas propuestas podrian intentar adaptarse a
problemas con mas de una variable de control, no se ha realizado. En cambio, en €l Capitulo 6
se construye una familia de disefios que contiene tanto a certainty equivalence cOMo a miope, y
gue podra ser utilizado para problemas con méas de una variable de control. El hecho de contener
a estos dos disefios permitira abordar con efectividad problemas tanto con horizontes pequefios

asi como con horizontes mas grandes.
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Apéndice 2.A Demostracion Proposicion 2.1.

Antes de la demostracién de la Proposicion 2.1 presentamos un lema dado en Tewarson
(1973) que es de gran utilidad a la hora de expresar las submatrices de una matriz en funcién de
las submatrices correspondientes de su matriz inversa, y se utilizara también para la

demostracion del Lema 6.2 en el capitulo dedicado a los disefios hibridos.

Lema 2.1 (Tewarson, 1973). Sean A y A' una matriz cuadrada N~ N y su inversa,

respectivamente. Supongase A particionada como
a 00

AzgR Sy

donde Py S son matrices cuadradas de p” p y s~ s respectivamente (p +s =N ). Si la matriz
At es particionada de la misma manera,

At=¢_ ==

entonces, }; é R y § pueden ser expresadas como
P=(P- OS'R)Y,
Q=-(P- 0S™R)H(0S™),
R=-(S'R)(P- OS'R) ",
S=S+(SR)Y(P- OS'R)L(OS™),

o de forma equivalente

P L+ (PO)(S - RPTIQ) H(RPY),

-(PO)(S - RPQ)Y,

-(S- RPIQ) H(RPT),

(S- RP'OQ)*.

P
Q
R
S
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Demostracién Proposicion 2.1.

Recuérdese que E[y|x,b]:b0+éf.‘ b,x,, Vle|x,bl=s? y bt=(b,,...,b,)~

= i
po(b) independiente de e. Para calcular la solucion de E,[y(x)- 7]=0 que minimiza la

varianza de prediccién se debe resolver e sistema

minV,[y(x)- T] O minzW [b]lz (O

sa.E,[y(x)- T]=0)  sa. 2&,[b]- Tzogu min zW,[b]z+1 (z€,[b]- T),

con | € multiplicador de Lagrange y z¢=(1, x,,...,x,) . Derivando con respecto a | y con

respecto a x; eigualando a cero setiene que

# ¢
2 0 E,[b,1%6¢x, +_
E [b,] 2V,[b,15%:

k@

- -0

- (E,[bo]- T) o
& 2c07,[bo.b, 15

Usando los resultados de inversion de matrices particionadas dados en el Lema 2.1 se sigue que
ax, 0
¢lT_ (7:5)& (£,[00]- T) ¢
¢ = g 200010015
& g

con

V,'[b,1E,[b,]
E,[b,19,b,1E,[b,]

v,'[b,1E,[b,1E,[b,1¥, b,16
E,[b,1%,'[b,1E,[b,] &

R= :

~ lee
S=2¢'b,]-
y 2§n[[]

lo que prueba la proposicion. Il
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CAPITULO 3.

DISENOS FIELLER.

Los disefios certainty equivalence no consideran la incertidumbre en la estimacion de la
superficie. En este capitulo se perturba dicha eleccién construyendo disefios que dependen tanto
de y,(x) = f’n (x;b) como de la desviacion esténdar de y, (x) , denotada por s.d.(y, (x)) . Cuando
a experimentar uno se apartade x5, se puede incurrir en una pérdida inmediata extra que puede
contribuir a aprender més sobre q que via €l aprendizaje accidental de certainty equivalence 'y asi
incrementar |a posibilidad de experimentar mas cerca de q en los estadios posteriores. La cuestion
es a qué distancia de x5, se debe experimentar y en qué direccion nos debemos mover con

respecto a la eleccion certainty equivalence con € fin de inducir la cantidad “correcta’ de

aprendizaje “activo” sin incurrir en una pérdida inmediata demasiado grande.

Para responder alas preguntas de cuan lgjos y en qué direccion debemos movernos, en la
Seccion 3.2 se define una familia de disefios para el problema de control con una sola variable de
entrada, indexados a través de dos indices, Ky g Dichos disefios, a los que llamaremos disefios
Fieller, se generardn de forma constructiva sobre dichos parametros y e modelo considerado.
Estos estén basados en unas aproximaciones Bayesianas de los intervalos Fieller que se definen

en la Seccion 3.1. En la Seccion 3.3 seilustra € uso de dichos disefios sobre € modelo lineal,
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presentando gréficos de la pérdida esperada en funcion de los valores de (K,g) para distintas

prioris.

En una segunda etapa se determina € mejor de los disefios Fieller dentro de la familia
Para ello se smula € uso de los disefios para un K y un g determinado sobre valores de la
respuesta (y | x ), generados a partir de la distribucion predictiva a priori, y se buscan los indices
(K,9) que minimizan la pérdida esperada tal como se muestra en la Seccion 3.4. En la Seccion
3.5 se incluyen comentarios sobre posibles mejoras y ampliaciones de tales disefios, terminando
el capitulo con un apéndice donde se recogen resultados particulares sobre el célculo de los

interval os Fieller parael modelo linedl.

3.1 Los intervalos Fieller.

Uno de los métodos més utilizados para construir regiones de confianza para g y muy
empleados en problemas de calibracion, Buonaccorsi (1986), y de regresion inversa fue propuesto
por Fieller (1940) a partir de unos intervalos que llevan su nombre. Dichos intervalos estéan
descritos con detalle en Graybill (1976) y Brown (1966). A continuacién se introduce una version

Bayesiana de |os mismos.

Dado K 2 0, sedefinen U,,,(K) y V,.,(K) como lasraices de
U
y,(x)- Ks.d(p,(x))=T
. o
V,(x)+Ks.d(y,(x)=T,

respectivamente. Esto es, U,,,(K) y V,,(K) son las raices de las curvas que definen los
extremos inferior y superior de un intervalo de confianza aproximado para la superficie prevista

en ¢ estadio n. En e caso de que una de las dos ecuaciones tuviese més de una raiz, se elige la

40



Diserios Fieller

més cercanaal x,,, soluciénde y, (x) =7 . Si unade las ecuaciones, 0 ambas, no tieneraize y,
es creciente, se definen los U,,(K) 6 V,,(K) correspondientes como +¥ 6 - ¥,

respectivamente, y cuando y, esdecrecientecomo - ¥ 6 +¥ .

Cuando tanto U, ,(K) como V,,,(K) existen, € intervalo (V,,,(K),U,.,(K)) funciona
como un intervalo a posteriori para g, analogo alos intervalos fiduciales descritos con detalle en
Fieller (1954), y su anchura es usada en un contexto diferente por Abdelbasit y Plackett (1983) y
Sitter y Wu (1993) para definir un criterio para disefios no secuenciales cuando €l objetivo es
estimar ¢. La existencia de un intervalo (V,,,(XK),U,.;(K)) con extremos finitos para una K

determinada se puede relacionar con el rechazo de la hipétesis nulade que b, =0.

Ademés sedefinen U ¢, (K) y V¢, (K) como los puntos en laregion experimental C més
cercanosa U, ,(K) y V,.,(K), respectivamente. Notar que el ancho de [V',¢,(K),U¢,(K)] es
mondtonamente creciente con K y que cuando K =0 dicho intervalo degenera en e punto x5, .

Los disefios Fieller inducirdn una accidn de sondeo entorno a la eleccion certainty equivalence a

base de experimentar en puntos del intervalo [V,¢, (K),U¢,(K)].

Las Figuras 3.1 y 3.2 ilustran todas estas definiciones para el modelo lineal simple con
C=[-11].EnlaFigura3.1 x{, coincide con laraiz de y,(x), es decir, dicharaiz cae dentro de
la region C. En la Figura 3.1.a tanto U,,,(K) como V,.,(K) son finitos y pertenecen a C,
coincidiendo con U ¢, (K) y V¢, (K), respectivamente, mientras que en laFigura3.1.b U, ,,(K)
esta fuera de la region C y, por ello, U¢,(K) coincide con e extremo de dicha region,
US.,(K)=1. Enlos gréficos de la Figura 3.2 se ilustran dos situaciones donde x.;, coincide con
un extremo de laregion C debido aque la solucion de y, (x) =0 no pertenece a C. en € Gréfico
32aU,,(K) esfinito pero esta fuerade laregion Cy, por lo tanto, U, (K) =1,y en 3.2bla

U
ecuacion y, (x) - K s.d(y,(x)) =0 notienesolucion conloque U, ,(K)=+¥ y U$, (K)=1.
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3.2 Los disenos Fieller.

Ta como se ha descrito en la introduccion de este capitulo, nuestra propuesta tiene dos
etapas muy diferenciadas. En una primera se define lafamilia de disefios Fieller y en una segunda

se busca € mejor disefio de lafamilia para un problema dado.

3.2.1 Definicion de la familia Fieller.

Los disefios Fieller secuenciales estardn indexados por los parémetros (K,9)1 [0,¥)”
[-11] y seran denotados por d,(K,g). Ellos observan y,,, en un punto x/,,(K,g) en €
intervalo (V¢,(K),U%,(K)) . El indice K regulael ancho del intervalo. Cuanto mayor sea K, mas
lgjos de la eleccion certainty equivalence podra observar e disefio Fieller. El indice g indica la

posicion relativa de x/,,(K,g) en e intervalo y su signo dicta en qué direccion nos movemos

con respecto a x5, .

Dado que x4, siempre pertenece a [V.§,(K),U%,(K)], éste divide & intervalo en dos
subintervalos. Cuando g >0, d,(K,g) experimenta sobre e subintervalo més ancho, a una
distancia de x,;, igual a g veces € largo de ese subintervalo. Cuando g <0, d,(X,Q)
experimenta sobre el subintervalo més estrecho a una distanciade x5, igua a gveces el largo de

ese subintervalo, como se aprecia en las Figuras 3.1y 3.2. Asi paraun K fijo, cuanto més grande

es |g| maslgosde x%, estard x/,,(K,g) . Cuando |g|=1, d,(K,g) experimentaen
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a) o i
7, (%) +K s.d(y, (x)) Y, (%)
~ U ~
Vp(x)-K s.d(y,(x))
Vi = Vr;+l ce U= ;1+1
-1 p— xn+l - ]
l l
[ [
/ [
1>9g>0 " 0>g>-1
~ U ~
b) 5, () +K 5.d(5, () s
Y (x)
~ U ~
Vou=V Ule1 P00 Ksd( ()
_1 - xn+1 —

[
L i / U

«—>
/ 1>9>0 0>g>-1

Figura 3.1. Ejemplos de intervaos (V%;(K),U8.,(K)) vy x5 con C=[-11]. En & grédfico a)

n

V., (K)y U, (K) pertenecenaC,yenb), U,.,(K) quedafuerade C siendo U¢,, (K) =1.
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U
a) P () +K s.d(5, ()
P ()

- e 71 —
. Vn+1_zn+l X1 = n+l_1 /
|

= n+l Un+1

5,00 K s.d(5, ()

»

/ 1>9>0

b) ) U
Y, (X) + K s.d(y, (x))

Y (x)

-1 e —_yr —
Vn+1 - Vn+1 X1 = YUt =1

Xp41 U,y =+¥

n n

5,00 K s.d(5, ()

/

Figura 3.2. Ejemplos de intervaos (V,%,(K),U%.1(K)) Yy x,3, cuando éste cae en un extremo de la
region C =[-11].Endl gréficoa) V,,(K) y U, (K) sonfinitosy enb), U, ., (K) queda definido
como +¥ y por tanto U$,, (K) =1.

A
Y.

1>9g>0
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UG, (K) 6 V¢, (K) dependiendo del signo de g La definicion rigurosa de los disefios Fieller

descrita en este parrafo es la siguiente.

Definicion 3.1 Dado un estimador de E[y|x;b], y,(x) =jA’n (x;b) ¥ (K,9)T [0,¥)[0,1], el

diseiio d(K,Q) observa y,., en

n+1(K g) xn+1 + g (Un+1(K) xn+1) I[ |U}}+1(K')- x§i1|>|KF+1(I()' x’cli]” +

(78K - x,) 1 [U$(K)- x5 <V () - x55al]

ypara (K,9)1 [0,¥)" [-1,0], d,.(K,g) observa y,,, en

% (K00) =205 +0 (% - VKD e oy by v ¥

9 (x"+1 U'g:ﬂ‘ (K)) I[ [UG:a(K)- x5l <V, 8 (K)- x3%al]

— ce 7 . 4
para n=01...,N-2 y con x,;,| C igual al punto mds cercano al x,, que resuelve

9, (x)=T. d.(K,g) observa y, en xj,(K,g)=x5

De acuerdo con dicha definicion, cuando (V/¢,(K),U¢%.,(K)) es simétrico respecto a

x, UG (K) - xS |1=1VE - x5, |,y ast xf, (K,9) =x5, . Esto ocurre a menudo en el primer
estadio debido a que la informacion a priori, el modelo y la region C, son tales que no priorizan
ningn punto. Notar también que cuando € x,,, que resuelve y,(x) =7 cae fuerade C, x5,
estard en la fronterade C y seraigua a U$,,(K) 60 a V¢, (K) . En ese caso, de acuerdo con la

Definicién 3.1, cuando g >0, d.(K,g) experimenta en e interior de C, y cuando g <0

experimentaen x/,,(K,g) = x¢,, como se puede apreciar en laFigura 3.2.

Es importante destacar que x%%, =x’,,(K =0,g) =x/,,(K,g=0) y asf cuando K =0 6

g=0, d,(K,g) coincide con € disefio certainty equivalence. Es resefiable observar también que
U

cuando n aumenta, € intervalo [V,¢,(K),U$%.,(K)] tendera a estrecharse, puesto que s.d.(y, (x))

tiende a disminuir y, por lo tanto, x’,,(K,g) se acercara més a x<,, coincidiendo con la
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necesidad decreciente de perturbar certainty equivalence para aprender sobre g amedidaque n se

aproximaaN.

3.2.2 Busqueda del mejor diseno Fieller.

Para encontrar €l disefio d,, (K" ,g”) que minimiza r,(K,9) =r,(d, (K,g)), se procede
através de simulacion de MonteCarlo a partir de la distribucién conjunta de los pardmetros y de
la respuesta y tal como sigue. Para cada (K,g) se smulan repetidamente valores de los
parametros b apartir de p,(b) y sesimulael uso del disefio d,. (K,g) sobre datos procedentes
del modelo para y conocido b, estimando su pérdida esperada a través del promedio de las

pérdidas observadas.

Entre los distintos d, (K,g) se encuentrael d,(K”,g”) que se estima sea & “mejor”
para el problema, adaptando esta familia de disefios ala pérdiday a modelo considerado. Se sabe
que d.(K",g") siempre mejora alos disefios certainty equivalence. De hecho, cuando K™ 6

g” estén cercade cero @ disefio certainty equivalence serd el mejor de todos los disefios Fieller.

En la Seccion 3.3 se estudia e comportamiento de las pérdidas esperadas, r,(K,9),
i=12,3, paa € modelo de regresion smple en funcion de K y de g, tanto con priori
conjugada como con una version no conjugada. En la Seccién 3.4 se efectia un estudio de
sensibilidad del mejor disefio Fieller para una priori conjugaday pérdida cuadrética, variando los
horizontes, tamafios de region experimental y pardmetros de la priori. En dicho estudio se muestra
el comportamiento de los valores de K* y g*, y € grado de mejora respecto de certainty

equivalence del mejor disefio Fieller, d . (K ,9") .
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3.3 Diseno Fieller para modelo lineal.

Para ilustrar € uso de los disefios Fieller, se explora su utilizacion en € modelo linea
normal con f(x;b)=Db,+ b,x. Primero se considera € caso conjugado en & que p,(b) es
N(ms *M 1) . La superficie es estimada a través de v, (x) =E,[y(x)] = E, [b,]+ E,[b,]x Y

usando la notacién del Apéndicel, setieneque U,,,(K) y V,.,(K) son lasraices de

ZQM +2$2,)  (Mm+ Z8Y,) + Ks \[zqM +28Z,) 'z =T,
con z¢=(1x). Para los detalles sobre la computacion de U, (K) y V,,,(K) en € caso

particular en el que b, y b, sonindependientesapriori ver el Apéndice 3.A.

En la primera columna de la Figura 3.3 se muestra el comportamiento de las superficies
de contorno en funcion de K'y g paralastres r,(K,g) descritas en e Capitulo 1, con N =25,
§$=100 y T =0, todo para esta primera priori conjugada. El gréafico ha sido construido a partir
de los valores que adoptan r,(K,g) en una rejilla igualmente espaciada de 11° 25 valores de
(K,g). En esta primera columna la priori es b, ~N(0.,s ; =.4%), b, ~ N(L,s§ =27), b,
independiente de b, y s?=.2°. Como se puede apreciar los tres gr&ficos de contorno

correspondientes a esta priori tienen un comportamiento similar para las tres pérdidas.

Para esta priori conjugada, 7,(d,,) = r,(K =0,g =0) =2.40531, con un error esténdar de
.00072, un valor tipico sobre €l rango de (K,g) estudiado. Observar que los contornos para esta
priori  conjugada tienen dos minimos locales, con  (K?,§%)=(62.12) vy
7y (I% #§%)=2.17600, con un error estandar de .00070. Se conjetura que la K que separa ambos
extremos corresponde a K ¢=|m, |/s, , que eslamenor de las K que hace a 7,(K) 6 U,(K)
igual a +¥ O - ¥, como se muestra en e Corolario 3.1 del Apéndice 3.A. Estos comentarios

también son aplicables alas otras dos pérdidas, 7, y ;.

El hecho de que g” es positivo indica que € mejor disefio Fieller experimentard lejos de

la eleccion certainty equivalence hacia € lado mas ancho del intervalo (V¢,(K),US,(K)),

n
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donde el conocimiento sobre y, es menos preciso. Como se podra comprobar en la Seccién 3.4
dedicada al andlisis de sensibilidad del disefio Fieller, este hecho esta influenciado principalmente
por el valor de s ¢ . Paralamisma s ?, si e valor de s ¢ hubiera sido menor que 1.4, la g”

hubiese pasado a ser negativa.

El segundo caso que se considera es en € que y, |x,,b ~N(b,(x-q),s?) con
q~U(rd,rtu), by ~ N(m, .S El) y b, independiente de g. Aqui la superficie es estimada por
y,(x)=b" (x-qr")+T,y paracomputar U,,,(K) Yy V,..(K) seestima s.d(y,(x)) como
la raiz cuadrada de Var(b," (x - 9™ )|q ™1 (rtl,rtu)) dada en el Apéndice I1. Recordar que

@/ ,b{") eslamodaaposteriori de p ,(g,b,) .

Es importante destacar que si /" coincidiera con uno de los extremos de la region
experimental C, por eemplo, s q/™ =rtl, Var(b" (x-ql")|q/™ =rtl) seria igua a
(xo - rtl)?Var(b™ 1 ™ =rtl) y U,,,(K) y V,,,(K) valdrian r paracualquier K, con lo que
e intervalo Fieller degenera en un punto. En ese caso lo que hacemos es calcular € intervalo
Fieller sin la restriccion de que e estimador de ql [r¢,rtu], para luego trasadar tanto €
intervalo Fieller como €l estimador de q & extremo del intervalo [r#/,rtu] que corresponda. Otra
alternativa serfa considerar la desviacion tipica de |la prediccion de la respuesta, s.d.(y,(x) +e),
en vez de s.d(y,(x)), lo que evitaria la degeneracion del intervalo Fieller cuando q/"’

coincidiera con un extremo.

Los gréficos de contorno de las r,(K,g) estimadas de la segunda columna de la Figura
3.3 son paralapriori no conjugadaq ~U(-.5,.5), b, ~N(.,s ﬁl =.2%), b, independiente de q
y s 2=.4%2 Al igua que ocurria para € caso conjugado, los gréficos de contorno para las tres
pérdidas son muy similaresy, por tanto, nos centramos en el caso de la pérdida cuadrética. Para
esta priori, 7,(d,,)= 7,(K =0,g =0) =4.54111, con un error estandar de .00020, (K% ,g%) es
estimado a ser (K?,§%)=(275,125) con 7,(K%,§?)=4.48778 y un error estandar de

.00018. Destaca para esta priori que se puede aumentar |g| sin decrecer significativamente 7,
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Figura 3.3. Gréfico de contorno de r,(K,g), i =123, con N =25, §=100, 7=0y C=[-11].
La primera columna es parala priori by ~N(m, =0.s§ =.4%), by ~N(m, =1,s§ =27), b,
independiente de b, y s?=.2°. La segunda columna es para q ~U(- 5.5), by ~N(m, =
1,s¢ =27), b, independientedeq y s * =.4%.
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a disminuir de forma apropiada K. El g™ es positivo lo que indica que para estos pardmeros de
la priori € mejor disefio Fieller experimentara lejos de certainty equivalence hacia € lado maés

ancho del intervalo (V,¢,(K),U¢,(K)).

3.4 Analisis de sensibilidad.

En la Seccién 3.3 hemos presentado el comportamiento de »(d) en funcibn de Ky g
parauna priori concreta. Aqui en cambio estudiamos el comportamientode K~ y g”, asi como la
mejora relativa de d, (K ,g"), en funcion de la priori, N y tamafio de C, todo para la pérdida

cuadrética r, (K ,Q) .

Para evaluar la mejora relativa del mejor disefio Fieller, d.(K ,g"), con respecto a
cualquier d,. (K,g) sedefine rr(K,g) como la diferencia relativa entre la pérdida esperada para

d. (K ,9") ylapérdidaesperadapara d, (K,g),

I”I”(K,g) :FZ(ng)- :”2({< 1g ) .
(K ,9)
En particular, notar que »(0,g) es la mejora relativade d,. (K ,g°) sobre @ disefio certainty

equivalence.

Se estudia e comportamiento del »r(K,g) para € modelo lineal normal con
f(x;b)=by+byx y priori conjugada, con p,(b) ta que b,~N(0.s; =5°), b,~
N(.,s 51) con b, independientede b,, 7=0y C =[- R,R]. Paraevaluar r,(K,g) se simulan
3.000.000de b ¢=(b,,b,) segin p,(b),y paracada b seeecutad disefio d,. (K,g) sobrelas
y,(xf')'s smuladas usando la distribucion de (y,|x/,b) y promediando las pérdidas

observadas. Como la desviacion estdndar estimada de 7,(K,g) es del orden de .0004, € valor
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(K",g") queminimiza r,(K,g) se puede obtener facilmente de forma muy precisa a través del

procedimiento dado en Nelder y Mead (1965).

LaFigura3.4 muestracomo K , g y r(0,g) dependen de s b, » d€ S, del horizonte N
y del tamafio de la region experimental R. Cuando N =20y R=10, K  y g" dependendes y
S, de una forma atamente no lineal. Para la mayoria de las combinaciones de (s, ,S)
utilizadas, g~ es negativo y esto indica que & mejor disefio Fieller experimenta en €
subintervalo més estrecho de [V,¢, (K),U%.,(K)], perturbando la eleccion certainty equivalence
en ladireccion en la que se encuentran la mayoria de las observaciones ya tomadas. Por otro lado,
K~ es bastante insensible a las variaciones de N, mientras que g~ tiende hacia cero cuando N
tiende a infinito. Asi, cuanto mas grande es N mas se acerca € disefio Fieller a disefio certainty
equivalence. Es importante remarcar que K~ es bastante sensible a los cambios en el tamafio de
la regién experimental R. Cuanto mayor es R mayor es Ky, por tanto, més |lgjos del certainty

equivalence puede experimentar € disefio Fieller.

La Figura 3.4 también prueba que r7(0,g) aumenta cuando aumenta s, o disminuye
s . Cuanto menos se sabe de b, y menor es la variabilidad de y sobre su media mayor serd la
mejora sobre certainty equivalence. Por otro lado, la mejora relativa sobre certainty equivalence
disminuye cuando aumenta N, hecho que es consistente con que para model os lineales ssimples los
disefios certainty equivalence Bayes son asintéticamente 6ptimos, Chen y Hu (1998). Notar
también que r(0,g) crece bastante para R grande, debido a comportamiento extremadamente
pobre del disefio certainty equivalence en tales circunstancias. En genera, para todos los
gjemplos que se han probado se encontré un comportamiento similar de K, g* y »+(0,g) en

funciondes , s, , Ry N.
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K*; N=20y R=10. K*: sdbl=1 y sig=.5.
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Figura 3.4. Gréfico de contorno de K, g* y de la mejora relativa de 4, (K ,g") sobre ce,
rr(0,g) , como unafunciondes, s b s VY INR) . (v|x,b) ~N(by +byx,s 2) con b, ~N(moo =
0.s g =.5%), by ~N(m, =1,s{), b, independientede b,, C =[-R,R] y T =0.
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3.5 Extensiones y comentarios.

Los disefios Fieller introducen una accion de sondeo entorno a la eleccion certainty
equivalence Bayesiana que |le permite mejorar |os estimadores de |os parametros b en los estadios
intermedios y asi conseguir obtener un meor control futuro, a la vez que aprovechan e que
asintéticamente los disefios certainty equivalence son Optimos. En estos disefios la accion de
sondeo se rediza sobre unos intervalos que son aproximaciones truncadas de los intervalos
Fieller Bayesianos, cuyo calculo es relativamente f&cil incluso cuando la distribucién a posteriori

sobre g no se puede obtener de forma sencilla, aunque precisan de la estimacion repetida de

sd.(y,(x)).

Si ladistribucion a posteriori paraq se puede hallar de forma sencilla, es factible aplicar
esta misma idea de los disefios Fieller usando conjuntos creibles a posteriori de g, tales como

interval os centrales a posteriori o regiones HPD, tal como se mostrara en el Capitulo 4.

Cuando xT R*, lasolucion a f(x;b)=T serd una superficie y no un nimero real, lo
gue hace que los disefios Fieller no puedan ser adaptados de forma directa a problemas con

muiltiples variables control. Una solucion a problemacon xT R* es propuesta en el Capitulo 6.

Las mejoras relativas de Fieller sobre certainty equivalence dependeran de lainformacion
apriori, del horizonte y de laregién experimental, y asi el valor de dichamejora estard en funcion
del contexto particular donde se aplica. En algunos ejemplos podria ser (til adaptar nuevamente
estos disefios recomputando (I% »,G.) entodos o en algunos m estadios intermedios, basandose
en la distribucion a posteriori de b en ese estadio. No obstante, esta mejora tiene un gran coste
computaciona y no siempre sera sustancia. Por gjemplo, la obtencion de (I% 5,0,) obligaria a

realizar todo el proceso de simulacién (paralas N observaciones) y minimizacién de la estimacion

de la pérdida esperada en funcion de K y g para cacular € (I%I,(j;), gue coincidira con €
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(12*,@*) dados en este capitulo, para nuevamente realizar todo € proceso de simulacion
(hallando |a primera observacion haciendo uso del (K ,§;)) y minimizacion de la estimacion de

la pérdida esperada en funcion de K y gparalaobtencion de (K,,G5) .

Como ya se haindicado, U,,,(K) y V,,,(K) son las raices de y,(x)* K s.ud.(j/n (x))
=T o, de forma equivalente, las raices de (3,(x)- T)*- K? V?zr(j/n (x))=0. Se puede
comprobar de forma sencilla que s 7,(x)=E, [y(x)] € x que minimiza (p,(x)- T)?
- K? V?zr(j/n (x)) cuando K% =-1, dalugar a disefio miope y cuando K =0 al disefio certainty
equivalence. Ademés, en € modelo linea esta Ultima expresion es una forma cuadrética y, por
tanto, la minimizacion de dicha expresion coincidira con € centro de dicha forma cuadrética. El
hecho de que en una misma expresién y con un Unico parametro se pueda obtener tanto e disefio
certainty equivalence como € miope sera aprovechado en el Capitulo 6 para la construccion de

|os disefios hibridos.
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Apéndice 3.A Calculo de intervalos Fieller para el modelo

lineal.
3.A.1 Priori conjugada con b independiente de b,.

Proposicion 3.1 Sean Y, |X,,b~N,(Z,b+17T,s%,), bt=(by,b,) ~Np((my,,m, ),
s °M ") con M una matriz diagonal (my,,m,,). Los valores de V,,,(K) y U,,,(K) asociados

al diserio Fieller d(K,Q) se obtienen resolviendo la ecuacion

xz(bnz - Dn(mOO +n))+2x(anbn +Dné~xi)+a5 - Dn(mll+é~xi2):o’
donde L, =|M +Z$Z,|, a, =L,E,[b,], b, =L,E,[b;] y D, =K?s?L,.

Demostracion.
U
La soluciéon de 7, (x)+K s.d(y,(x))=0 coincide con la solucion de (7, (x))? -
U
K*?*Var(y,(x))=0. Usando los resultados distribucionales dados en e Apéndice | para dicha

priori, se llega ala ecuacion anterior. H

Notar que a resolver la ecuacion de segundo grado de la proposicién anterior se pueden
obtener dos, una o ninguna solucion. En el caso de una o ninguna solucion, V,,,(K) 6 U,.,(K)
valdra ¥ . Cuando existan dos soluciones, habra que comprobar si ambas contienen el punto
X,q =-a,/b,, 0s seencuentran d mismo lado de x,,, =- a,/b, . En este segundo caso se

considera que uno de los extremos del intervalo es ¥ y e otro la solucién mas préxima a x, ., . El

n+l*

siguiente corolario resuelve e problema para €l estadio inicial, antes de empezar a recoger datos.

Corolario 3.1 Sean Y, |X,,b~N, (Z,b+1,T,s?1,), b¢=(by,b;)~N,((m, ,m,)s*M™)
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con M una matriz diagonal (my,,m;;):

a) Si K =0 entonces V,(0)=U,(0) =x, =- moo/mo1 .

b) Si O<K2<m§1 entonces V(K) y U,(K) tienen valores finitos y contienen a

S b,
= rnoo/rnol ’

c) Si r’r‘El £K?E nﬁ; + m‘z" entonces 0 V,(K) ¢ U,(K) es infinito.

S by S b, S bo
d Si ﬁ; +ﬁ20 <K? entonces Vy(K) y U,(K) son infinitos.

Sh,  Sh,
Demostracion.

Como caso particular de la Proposicion 3.1, V;(K) y U,(K) son la solucion de la
ecuacion

2 2¢ 2 22, _
X (’7"00””‘11”1?1 - K% “mgy) + 2x mogmyym, M, +m00m11r‘r'§0 - K*s “my; =0.

Cuando m, =0 dicha ecuacion se reduce a
xz(moomllmﬁl - K?s %my,) - K% *my, =0,
de donde se sigue que S (mgymy; Mg, - K°s *me) £0 entonces K22 ni /s 2y, por tanto, no
existe solucion, con lo que ¥, (K) =-¥ y U,(K)=+¥ . Cuando K <n¢ /s 2 seobtienen las

dos soluciones finitas, que ademas son smétricas respecto a x; =- m, /m, =0.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que m, >0. Cuando mgmy, NG, - K2 *me,

=0 setieneque K2 = r’rﬁl/s >y lasolucion de la ecuacion en funcién de K es Gnicaeigual a

) 5 )
1€ m, _|_””‘11mo1 9—1(?; +Sb0molg
T A 1 2 =

El intervalo sera de la forma (-¥,x) 6 (x,+¥) dependiendo del signo de m, . Por otro lado,

cuando mgmy,mp - K%s ?mg, 1 0 lasolucion de laecuacion en funcion de K tendré laforma

_ T MMy My, My, +/D

- 2 2
moomllr’r'ﬁ1 - K°S “my,
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con D= K s 2mgymyy (meoMG, +myymp - K s 2), deformaque:
a8 S D=0 se pueden dar dos casos. Cuando K =0 entonces x=-m, / m, Yy, por tanto,
Uy =V,=x, y cuando K*>=nf [s? +nf [s? entonces x=(sg m,)/(sgm,) vy

intervalo esdelaforma (- ¥,x) 6 (x,+¥).

b) Si D>0 entonces K?<ng /s +mf /sZ vy, consecuentemente, existen dos soluciones,
aungue falta comprobar si la opcidn certainty equivalence esta entre las dos soluciones, es

decir, s

- MMy My My - VD <y = m, < MMy My My, +/D

2 2 1 2a 2 :
””‘oomllrrﬁ1 - K°s “meyg m,, mOOmllnﬁl - K7s “mgy

L S memyng - K% *mg, >0 entonces K> <ng /sy, por lo tanto, se tiene por un
lado de la desigualdad, € izquierdo s m, >0 o € derecho s m, <0, que
- [m, |VD<0<K?s ?my, me , que se verifica siempre. Por e otro lado de la desigualdad

se sigue que 0 < (mgng,_ +my,1mp )(myymp, - K?s %), que también se verifica, lo que hace

que

v, U )—E‘& mogmyy My, M, - D - mgymyym, m,, ++D 9
1:Y1) —

moomllr’r'lﬁ1 - K% 2m00 ’moomllr’rﬁl - K% 2m00 B
2. S mgmyng - K% *mg <0 entonces K> >ng /s ¢y, andlogamente, se tiene por un
lado de la desigualded, € izquierdo s m, >0 o e derecho s m, <0, que

- Im, |VD>K?3 2m%moo, que no se verifica, o que hace que

VU =5. ¥ - Mooy My, M, - VD O
1:Y1) — 27 ]

(?' Mooy My 1M, ++/D 9
2a 2, - (",Uy) = ¥
moomllr’r'lﬁ1 - K°s “mg, 8moom11m§1 -Ksmy

segins m, >0 0 m, <O, respectivamente.

©) S D<0 entonces K?=n¢ /s +nf /sZ 'y no existe solucion, y e intervalo es de la

forma (-¥,+¥). W
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A menudo & x;¢ serdigua a x; ya que al especificar la priori lo corriente sera que
x,1 C. Obsérvese que cuando K2 =nf /s , e x obtenido como extremo finito del intervalo

(Vi (K),U,(K)), es & punto medio entre e x; y e extremo finito de dicho intervalo para

Kzznﬁl/s|§1+nﬁo/sﬁo'

El siguiente corolario resuelve € intervalo Fieller para € estadio 1, cuando ya se ha
observado en un punto, en el caso particular en que m, =0 y la region C esta formada por un
intervalo simétrico respecto a cero. Esto corresponde a la situacion encontrada en € gjemplo de

las Secciones 3.3y 3.4.

Corolario 3.2 Sean Y, |X,,b~N,(Z,b+1,T,s%1,), b¢=(by,b,)~N,((m, ,m,),s *M ™)

con M una matriz diagonal (my,,my,), my, =0 y la region C formada por un intervalo simétrico

ce —

respecto a cero. Se verifica que x; (K,g) =x:¢ =0 y ademds

1

a) Si K =0 entonces V,(0)=U,(0)=x, =- ————.
(]-""”"oo)mo1

b) Si0<K?<—2 entonces V,(K) y U,(K) tienen valores finitos y encierran a x.,.
2 2 2 2

b

g, m,,

¢ Si—; £K?E 5 5 entonces 0 V,(K) 6 U,(K) es infinito.
S, Sp, S (Ltmy)
m v

d) Si—-+—; L <K? entonces V,(K) y U,(K) son infinitos.
Sp, S (A+my)

Demostracion.

Haciendo uso del Corolario 3.1, s K?3 ny /s, U,(K) y V,(K) serdn iguales a
infinito y e intervalo Fieller truncado (V€K),U&KK)) coincide con C. Al ser C simétrico
respecto a x; =x;° =-m, /m, =0, € disefio Fieller observara en x (K,9)=x{=0. Si
K?< nfl/s 5. € intervalo (V,(K),U,(K)) es simétrico respecto a cero, y también se obtiene

X (K,9)=x =
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S se ha observado y, en x; =0, sustituyendo en la ecuacién de la Proposicion 3.1

cuando n =1, sellegaalaecuacion

x2(1+m00)2m11(m11r‘r'§1 - K%s?) +2x(1+ mog)myy My, vy +mpy; - K% 2mf 1+ mg,) =0.

El resto de la demostracion es equivalente ala del Corolario 3.1. H

Notar que cuando m, =0, tanto para (V1(K),U,(K)) como para (V,(K),U,(K)), ©
primer valor de K que hace que a menos uno de |os dos extremos sea infinito es K =|m, |/s b, -

Sim, * 0 esto solo severificapara (V1(K),U,(K)) .

3.A.2 Priori no conjugada.

Proposicion 3.2 Sean (y,|x,,q,b,)~N(b,(x,-q)+T,s?) con q~U(rtl,ri), b, ~
N(m, ,s §1)’ independientes y con S conocida. Entonces el intervalo (V,,,(K),U,.,(K))

asociado al disenio Fieller d . (K,Q) se obtiene a partir de la resolucion de

x*(b; - Dyn)+2x(-biq,™ +D,& x,)+(b,0,")* - D,& x{ - L, =0,

n

con D, =K?s’s Elwln, L, =K?s (2w, +w,,)s ?, denotando por w,, =ns Elé (x, - x,)?,

WZn =nszybn =ns ﬁlé('xi - fn)(.yl - yn)+ns Zrnol'

Demostracion.

Siguiendo €l procedimiento indicado en la Proposicion 3.1 para resolver
(5, ) - K2var(p,(x))=0, y utilizando los estimadores de y, (x) y de Var($,(x)) dados en
la Seccién 1 del Apéndice |1, se obtiene la ecuacion expuesta en esta proposicion. En e caso en

que g/’ sea uno de los extremos del intervalo [r#l,rtu] la Var(y,(x)), segin los estimadores
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del Apéndice Il para esta situacion, sera sustituida por la que se obtiene cuando se reemplaza ¢l 6

rtu en laexpresion para q "1 (rtl,rtu). B

Los dos corolarios siguientes muestran la forma del intervalo (V, (K),U, (K)) paraesta

priori en el primero y segundo estadio.

Corolario 3.3 Sean (v, |x,,q,b;)~N(b,(x,-q)+7,s2) con q~U(rtl,rtu), b, ~
N(m, ,s §1)’ independientes y con S conocida. Entonces el intervalo (V,(K),U,(K)) asociado
al disefio Fieller, d(K,Q), se reduce al unico punto x{ (K,Q)=x{¢ =(rtl + rtu)/2, para todo

Kyg

Demostracion.

Al definir g4’ =(rtl + rtu)/2 como e punto medio del intervalo soporte de una
distribucion uniforme, y a tener que bjg" =m, , se obtiene que ladesviacion tipo de y(x;q, b,)
esigual aceroy, por tanto, V,(K) y U,(K) sonlasolucion a

bizémz)(x_ qévmz)):o .

Corolario 3.4 Sean (v, |x,,q,b;)~N(b,(x,-q)+7T,s%) con q~U(rt,rtu), b, ~
N(m, ,s §1)’ independientes y con S conocida. Entonces el intervalo (V,(K),U,(K)) cuando se

ha observado y, en x; = (rtl + rtu)/2 es:

& 0 -
a) (Vl(K)1U1(K))=§(X1F e ilKS ljsiempreque X - yo/my, | [t reu],
oMy, I 1

® Ks O -
b) (i (K),U,(K))= értl * I siempre que x; - y,/m, <ril,
)

_ & Ks 9 . F
¢ (Vi(K),U,(K))= értu + < siempre que x; - yl/m01 >rtu.
Iy}
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Demostracion.

Aplicando la Proposicion 3.2 a caso n=1 y considerando por separado €l caso en que
q, =x; - y1/m, esta dentro del intervalo [r#/,rtu] del caso en que esta fuera, se tiene que
Vi(K) y U,(K) son las soluciones de

xZ_ zxquo +(qu0)2 _ KZS Z/rr.ﬁ1 =0. [ |
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CAPITULO 4.

DISENOS BASADOS EN REGIONES CREIBLES.

Para resolver € problema de control multiperiodo, en el Capitulo 3 se introducian los
disefios Fieller construidos sobre intervalos creibles aproximados para laraiz q a partir de las
soluciones calculadas de las ecuaciones y, (x) + K s.Ud.(j/n (x))=T. Dichos disefios utilizan
estos intervalos de guia para decidir cuanto y hacia donde moverse con respecto a la eleccion
certainty equivalence y con élo incentivar €l aprendizaje activo sobre q y mejorar asi el control

futuro.

En e problema del Response Surface Bandit (RSB) definido en Ginebra y Clayton
(1995), e objetivo es encontrar disefios que maximicen w(d)=E[U(X$,Y,)], donde
U(X¢,Y,) es una utilidad que vaora la cercania entre Y$ y € maximo de f(x;b), como
pueden ser Ul(X,’f,,YN)=éiv:1yn (x?). Los disefios certainty equivalence en este caso

observan y,,, en algin estimador del valor k , que maximiza en x a f(x;b), x5, =K, .

Ginebra y Clayton (1995) perturban certainty equivalence experimentando sobre e x,,, que

maximiza una cota superior de la superficie prevista, fn (x;b).

Cuando se selecciona x, nos enfrentamos a dos metas en conflicto. Por un lado,
necesitamos que x, seatal que y,(x,) seagrande (para €l RSB), pero por otro lado, se debe

usar (x,,y,(x,)) para aprender sobre f(x;b) y ayudar asi a mejorar la gecucion en las
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Ultimas etapas. Este dilema es lo que se conoce en la literatura de control adaptativo como €l

aspecto dual de control, Astrom y Wittenmark (1995).

Las dos heuristicas comentadas en los parrafos anteriores son diferentes para ambos
problemas pero tienen en comin gque ambas requieren la estimacién de la desviacion estandar de
fn (x;b). En este capitulo se proponen nuevas heuristicas basadas en la construccion de
conjuntos creibles para g y k propiamente dichos, y que pueden ser aplicadas tanto al
problema de control multiperiodo como al RSB. En la Seccion 4.1 se definiran las regiones
creibles y los distintos elementos que la componen que serén de utilidad a la hora de la
construccion de los disefios propuestos en este capitulo. En las Secciones 4.2 y 4.3 se ilustra
nuestra propuesta implementando disefios construidos sobre regiones a posteriori de maxima
densidad sobre q (regiones HPD), al problema de control multiperiodo con pérdida cuadrética.
En las Secciones 4.4 y 4.5 se implementan disefios construidos sobre intervalos a posteriori
basados en los cuantiles a posteriori de k a problema RSB. Para ambas implementaciones se

realiza un andlisis de sensibilidad.

4.1 Regiones creibles.

En esta seccion se definen las dos familias de regiones creibles que seran la base de los
disefios implementados en este capitulo. La primera es la regién de maxima densidad de la
distribucion a posteriori, que sera denotada por regiéon HPD (highest posteriori density) y la
segunda es € intervalo central a posteriori. Las preferencias de una u otra region depende
muchas veces de cada autor. Robert (1994), presenta una vision general de éstas 'y otras posibles
regiones y revisa criterios de seleccion relacionados con la utilidad de tales regiones a través de

funciones de pérdida. Tanner (1996) destaca la utilizacion de las regiones HPD y propone
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métodos computacionales para su calculo basados en la obtencién de percentiles sobre los

valoresde p, (@) .

4.1.1 Regiones HPD.

Sea g,(q) proporcional ala densidad marginal a posteriori para q después del estadio
n, p,@)=p,@lX,.Y,,p,) . Sean ademés g y g’ los valores maximos y minimos de

g, (@) sobree soportede q . Dado t T [0,1], laregion /pd, (t) queda definidacomo

hpd, () ={a g, @)% g -t (g7 - &)}

En particular, ipd, (t =0) es unaregion que solo contiene alamodade p,(@), 9/,
y hpd,(t =1) coincidira con €l soporte p,(Q). La region ipd,(t) es un intervalo 0 un
conjunto de intervalos diguntos dependiendo del tipo de modalidad que presente dicha
distribuciény de t , y e ancho de dicha region sera monétonamente creciente con t . Cuando la
distribucién marginal a posteriori para q es unimodal, € /Apd, (t) serd un intervalo para
cualquier t . Tanner (1996) presenta herramientas Utiles para €l calculo del contenido y de la

frontera de dicha region.

Dado que q/™ pertenece a hpd, (t) para cuaquier t , éste divide la region en dos
partes. Sean [, y [, laslongitudes de la parte mas anchay més estrecha, respectivamente, con la
convencion de que cuando /Apd, (t) es un conjunto de intervalos disuntos las longitudes se
evallan solo considerando los puntos dentro de 4pd , (t) . Las Figuras 4.1y 4.2 ilustran todas
estas definiciones. En la Figura 4.1 se muestra € caso de una distribucion unimodal y en la
Figura 4.2 € de una distribucién bimodal, en la que se aprecia que /pd,(t) puede estar
formado por intervalos diguntos. Los disefios HPD, que seran definidos en la Seccion 4.2,

experimentaran sobre los Apd , (t) con lo que estas dos figuras también ayudaran a entenderl os.
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4.1.2 Intervalos centrales a posteriori.

Sean ¢%?y ¢**/? loscuantiles a/2 y (1- a/2) deladistribucion a posteriori para el
méximo de f(x;b), k. Un intervao centra a posteriori para k se define como

cp, @) =[q2/?,q 2/

]. Notar que ¢p,(a =1) sélo contendra a la mediana de la distribucion
p,k), kX ,yque cp,(@=0) es e soporte de la densidad a posteriori de k , p, (k). El
ancho de c¢p,(a) es monétonamente decreciente en a y dado que k 7™ pertenece a ¢p, (@)

paracuaquier a , estamedianadividirael intervalo en dos subintervalos.

Es importante recalcar que asi como las regiones HPD podrian ser conjuntos de
intervalos diguntos, los intervalos centrales a posteriori no lo pueden ser y asi como los
hpd , (t) contienen lamodalos cp, (@) contienen lamediana. Una manera de construir cp, (&)
es a través de la obtencion de una muestra de la margina a posteriori de g 6 k y utilizar un
algoritmo de ordenacién o de busgueda como € propuesto por Knuth (1973) para encontrar los

cuantiles,

4.2 Disenos para control multiperiodo basados en regiones
HPD.

Los disefios HPD estarén indexados por (t,g)1 [0,1] [-1,1] y se denotardn por
d)pq(t,9) . Ellos observan y,., en un punto x,”{(t,g) del conjunto hpd,(t). El indice t
regula € ancho de la region. Cuanto mas grande es t , més lgjos de la eleccidn certainty
equivalence podra observar € disefio. El indice g indicala posicion relativade x4 (t,g) end

conjunto /pd, (t ). Cuando g >0, d,,,(t,g) experimentaen el lado de g, donde /pd,, (t )

es més ancho, a una distancia de x5, igual a g veces la longitud de esa parte, /. Cuando
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g <0 se experimenta en e lado méas estrecho a una distancia de x%, igual a g veces su

n+l

longitud, /,. Asi paraun t fijado, cuanto mas grande es |g |, méslgosde q /"’ podra observar

hpd hpd

e nuevo x,% (t,9). Cuando |g|=1, x,%{(.g) serd uno de los extremos de /ipd,(t),

dependiendo del signode g .

Las Figuras 4.1 y 4.2 muestran todas estas definiciones para distribuciones marginales a
posteriori para g unimoda y bimodal, respectivamente. En la Figura 4.2, a ser la distribucion
bimodal existen valoresdet paralosqued /ipd, (t) estaformado por dosintervalos,y I, se

calcula como la suma de |a longitud de los dos segmentos de laregion #pd, (t) ala derechade

pmo
q n .

max t =0

On

gn(a)

O<t<1l

gh™ = xR (t,0)

min

n

/.
—"’/| K hpdy(t)

rtl 5 hpd t-1 5 hpd D rtu

n+l n+l

:'|_'§' | >

Figura 4.1 Ejemplo de una region #pd, () y de los diferentes ingredientes que intervienen en la
definicion del disefio d,,, (t ,g) cuando la marginal a posteriori para ¢ es unimodal y €l soporte es
[rtl,rtu] .

Notar que cuando t =0 6 g=0, d,,(t,g) experimenta en x%i =x:; =q /™.

n+l —

Cuando n aumenta, /pd,(t) tenderd a ser mas estrecho y x,’j’ji (t,g) seaproximaaq/™ de

acuerdo con la necesidad decreciente de perturbar certainty equivalence para aprender sobre q

amedidaque n se acercaaN.
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Para encontrar € d,,,(t",g9") que minimiza r,(t,9)=E[& ), (v, (x")- T)°] se
procedera de forma equivalente a la utilizada para los disefios Fieller. Para evaluar r,(t ,g) se
simulan valoresde b distribuidas segin p,(b),y paracada b se gecutael disefio d,,, (t,9)
sobre las y, (x/”*)’s simuladas usando la distribucion (y, | x/*¢,b) . Promediando las pérdidas
observadas se obtiene €l valor estimado para r,(t ,g) . Buscando entre los distintos d,,, (t ,9) ,
se encuentra el disefio d,,, (t ",0") que se estima sea & “mejor” para e problema tratado por
ser el que minimiza 7, (t ,9) . d),,(t ",g") siempre mejora @ disefio certainty equivalence que
experimentaen x¢, =q /" ; De hecho, cuando los valores estimados parat = 6 g° estan cerca

de cero, ese disefio certainty equivalence sera €l mejor dentro del conjunto de todos los disefios

HPD.
gmax t =0
n

g,(a)
A
O<t<1
ah™ = x[%9(t,0)
grin / hpd, () t=1
I y 4 N
rtu
ey X0

S

Figura 4.2 Ejemplo de una region #pd, () y de los diferentes ingredientes que intervienen en la
definicion del disefio d,,, (t,g) cuando la margina a posteriori de g es bimodal y € soporte es
[rtl,rtu] .

4.3 Aplicacion de los disefios HPD al modelo lineal.

Para ilustrar € uso de los disefios HPD, se explora su comportamiento para el modelo

lineal normal con y, |x,,b ~N(b, +b,x,,s?). En € gemplo se asume que E[y|x,b]=
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T+by(x-q) con q=(T- by)/b,~U(-R,R), b,~N(m, :1.,s§1) y donde b, es
independiente de q. También se supondrd sin pérdida de generaidad que 7=0. La
distribucion marginal a posteriori para q como la ecuacion que verifican las modas de dicha

distribucién aparecen en el Apéndice 4.A.

Para estimar r,(t,g) se simulardn 500.000 realizaciones de (b,,q), y para cada
(b;,q) se decutard e d,,, (t,g) sobrelas y,’s simuladas de (y, [x”,b,,q) promediando
sus pérdidas observadas. Como la desviacion estandar estimada para 7, (t ,g) es del orden de
.000893,  (f,§") minimizando r,(t,g) puede ser facilmente localizado con e agoritmo

dado por Nelder and Mead (1965).

Para evaluar la mejora relativa de d,, (t ",9") con respecto a cualquier otro disefio

HPD, se define rr(t,g) como la diferencia relativa entre la pérdida esperada bajo e disefio

dypa (t ",9") y laesperada bajo dypa ,9),

r(t,9)- it *19*) _
’”z(t*ig*)

rr(t,g) =

En particular, r7(0,g) es la meora relativa de d,,,(t ,g") sobre e disefio certainty

equivalence que experimentaen x/?¢ (0,g) =x, =q /™.

LaFigura4.3 exploracomot”, g y r(0,g) dependende s b, » de s , del horizonte N
y del tamafio de la region de soporteparaq , R.Si N=8y R=.5,t" y g aumentan cuando
lo hace s , mientras son bastantes insensibles a las variaciones en s |, . Parala mayoria de las
combinacionesde (s ,, ,s) probadas, g" fue positivo y esto significa que e mejor disefio HPD

experimenta en la parte mas anchade /pd , (t ) .

Por otra parte, e comportamiento en funcion de Ny R det” y de g° son similares;
cuando N aumenta, tanto t © como g~ disminuyen con lo que para N grande € mejor disefio

HPD estara cercadel disefio certainty equivalence. Cuando R disminuye, t~ y g~ primero
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tau*; N=8y R=0.5 tau*; sdbl=5y sig=.5.
0.8 Q o iy\\/‘-

|

0.2 | : @esm

0.2 03 0.4 05 0.6 67 0.8 2 4 6 8 10 12 14
SB1 N
gamma*; N=8y R=0.5 gamma*; sdb1=5y sig=.5

=}
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06 | / €
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N /\
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o
@ sb1 N
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Figura 4.3. Gréficos de contorno de t*, g” y de la mejora relativa de d,,,(t ",9") sobre ce,
rrt =0,9), cuando E[y|x,b]=T+b;(x-gq) con q-~U(-R,R), b;~NQ.,s f,l) y by
independiente de q .
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disminuyen para luego aumentar. Este comportamiento se debe a efecto frontera La
probabilidad de que la moda de la distribucién a posteriori esté en un extremo de laregion crece
cuando R disminuye, con lo que a aumentar t © y g~ se fomenta la observacion en puntos

interiores.

La Figura 4.3 también muestra que »r(0,g) aumenta cuando aumenta s y disminuye
S p, » Siendo mas sensible alas variacionesen s queen s, . Esto significa que cuanto mas se
sabe sobre b, y mayor es |a variabilidad de y sobre su media, mayor es la mejora relativa de
d), (" ,9") sobre certainty equivalence. Por otraparte, r+(0,g) disminuye cuando aumenta N,
como era de esperar del hecho que Hu (1997) y Chen y Hu (1998) demuestran que certainty
equivalence Bayes es asintéticamente Optimo y, por tanto, es eficiente para N muy grande. En
resumen, se ha encontrado que el comportamientode t *, g* y »(0,g) con respecto a s b1 S
Ny R es similar para todas las prioris, horizontes y tamafios del soporte de q que se han

probado.

4.4 Disenos para el RSB basados en intervalos centrales a

posteriori.

Los disefios certainty equivalence para el RSB observan y,,, en agin valor estimado
para e méaximo en x de f(x;b), x%; =K, . Ginebra y Clayton (1995) perturban certainty
equivalence experimentando sobre € x,,, maximizando una cota superior de la superficie

prevista, fn (x;b). En esta seccion se describe la posibilidad de experimentar en intervalos

centrales a posteriori para € maximo de f(x;b), k, perturbando los disefios certainty
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equivalence que observan y,,, en la mediana de la distribucion a posteriori para k|,

ce —| pme.
xn+1 k

Los disefios basados en los intervalos centrales a posteriori, que a partir de ahora se
denominardn disefios CP, estén indexados por los pardmetros (a,g)1 [0,1]  [-11] y serén
denotados por d,,(a,g). Ellos observan y,., en un punto x;%,(@,g) sobre € intervalo
¢p, (@) . Cuanto menor es a , més ancho es cp, (@) y, por lo tanto, mas lgos de la eleccion
certainty equivalence podria observar este disefio. El punto k 7 divide & intervalo c¢p, (@) en
dos subintervalos. El indice g indica la posicion relativa de x;%;(a,g) sobre ese intervalo.
Cuando g>0, d,(a,g) experimenta en e subintervalo mas ancho, a una distancia de
X,y =K 7" igud a g veces la longitud de ese subintervalo. Cuando g <0, d,(@,9)
experimentara en el subintervalo mas estrecho, a una distanciade x;5; =k 7" igual a |g| veces
lalongitud de ese subintervalo. Asi, paraun valor de a fijo, cuanto mayor es |g| mas lgjos de
k " estard x,(a,g). Cuando |g|=1, x%,(@,9) es ¢*/> 6 ¢*?/* dependiendo de cual de

estos cuantiles esta mas cercade k /.

Cuando a =1 6 g=0, d,(@,9) experimenta en x, =x,5, =k /™. Cuando n
aumenta, x,(a,g) tendera a estar mas cerca de k 7™, pues la distribucion a posteriori estara
mas concentrada entorno a k 7, incorporando asi |a decreciente necesidad de aprender sobre

k cuando €l vaor de n esta proximo a N.

Para encontrar e disefio d, (a ,9°) que maximiza w(@,g)= w(d,@,9)) =
E[& fle v, (x:7)] se procedera de forma analoga a la descrita en la Seccion 4.2 para los disefios
HPD. Para cada (a,g) se simula repetidamente e uso del correspondiente disefio sobre datos
del modelo, estimando su utilidad esperada, w(a,g) . Buscando entre los distintos d,,(a,g) se
obtiene € d, (a ,0°) que maximiza w(a,g), que sempre mejorara a disefio certainty
equivalence que experimentaen x%, =k ™. Cuando a”~ estacercade 16 g esta cerca de 0,

ese disefio certainty equivalence sera el mgior de lafamilia.
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4.5 Aplicacion de los disefios “CP” al modelo lineal.

Parailustrar €l uso de estos disefios se realiza un estudio de sensibilidad para un modelo
lineal normal con priori conjugada. Las propiedades distribucionales para esta situacion se
describen en la Seccion 1 del Apéndice I. En este giemplo, E[y|x,b]=b, +bx+b,x* y
k =-b,/(2b,), conlas b, s independientes entre sy b, ~N(1.,s ; =1), b, ~N(0.,s )
y b,~ N(-1,s ﬁz =.2). Laregion experimental es C =[- R, R] y cuando € punto en el que se
deberia observar segin losvaloresde a y g caefuerade C, se experimentard en € extremo de

C més cercano a ese punto.

Paraestimar w(a,g) se simula 150.000 realizacionesde b ¢=(b,,b,,b,) apartir dela
ditribucion apriori para b , y paracada b simulada se gjecuta e disefio d,,(@,g) sobre y;’s
smuladas a partir de la distribucion de (y, |x;”,b,,b;,b,), promediando las utilidedes
observadas. Como la desviacion estdndar estimada para w(a,g) es del orden de 0,009, €

@@’,9") que maximiza w(a,g) puede ser localizado fécilmente.

El gasto computacional resulta ser bastante elevado y €jecutarlo para horizontes N
superiores a 16 implicd reducir notablemente € nimero de simulaciones de b y con €llo la

pérdida de precision en los valores estimados de la utilidad esperada. En cada estadio es preciso

l-a/2
" .

obtener una muestra de la distribucion a posteriori de k y calcular los cuantiles qi/ 2y g
Para hallar estos cuantiles reduciendo € tiempo de computacion se empled un método de
busgueda, que no requiere la ordenacion completa de la muestra, dado por Knuth (1973) e

implementado en € libro de Press et a (1992).

Para evaluar la mejora relativa de dcp(a*,g*) con respecto a d,,(@,9), se define

rw(@,g) como la diferencia relativa entre la utilidad esperada bajo d,, @’,g") y laesperada

bajo d,,@.9)

w@’,g")- w@a,g)

w@,g) = va o)

73



Parte II: Una sola variable de control

En particular, rw(@ =1,g) eslamejorarelativade d,, (a”,g") con respecto a disefio certainty

equivalence que experimentaen x7, (Lg) = x5, =k 7.

La Figura 4.4 exploracomo a’, g° y rw@ =1,g) dependen de s, , de s, de
horizonte N y del tamafio de la region experimental R. Cuando N=10y R=1.,a  y g
disminuyen cuando aumenta s ,, , mientras son algo menos sensibles a las variaciones de s .
Para la mayoria de las combinaciones de (s, ,S) probadas, g" fue negativo y & mejor disefio
CP experimenta en e subintervalo més estrecho del ¢p, (@) . Por otra parte, a” y g son
relativamente poco sensibles a las variaciones de N. Cuando aumenta R, a”~ aumenta mientras

que g~ primero aumentay luego disminuye.

LaFigura 4.4 también muestra que rw(1,g) aumentacuando aumenta s , y disminuye
s . Cuanto menos se sabe sobre b, y menor es la variabilidad de y mayor seré la mejora sobre
certainty equivalence. Por otra parte, para € rango de N probadas rr(1,g) aumenta cuando
aumenta N, indicando que la mejora del disefio CP respecto a nuestro certainty equivalence
aumenta al aumentar €l horizonte. Este comportamiento es e contrario a que se observa al

implementar Fieller y HPD para problemas de control.

4.6 Extensiones y comentarios.

Las mejoras acanzadas con d,,, (t",g") sobre e disefio certainty equivalence que
experimentasobre x:5; =g/ en los ejemplos presentados en la Seccidn 4.3 son de orden algo
inferior a las obtenidas con los disefios expuestos en e Capitulo 3. Se ha comprobado que para
estos g emplos este disefio certainty equivalence ya es muy bueno. Las mejoras para el caso de

los disefios d,,(a",g") si son bastante més substanciales. Una formade mejorar d,,,, (t *.9") y
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Figura 4.4. Gréficos de contorno para a”, g” y delamejorarelativade d,,(@",g") sobre d,,(19),
mw(Lg), cuando E[y|x,b]=by+b,;x+b,x?, conlas b,’s independientes y b, ~ N(L.,s §0 =1),
b, ~N(0.s§), b, ~N(-1,s5 =.2) ycon C=[-R,R].
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Parte II: Una sola variable de control

d,(@" ,9") serfareestimart” 6a” y g enagunos m estadios intermedios, basandose en las

distribuciones a posteriori paraq Yy K , respectivamente.

Laprincipa dificultad cuando se implementan |os disefios propuestos es la computacion
repetida de dichas regiones creibles paraestimar (t “,g") 6 (a”,g") . Usando disefios tipo HPD
se requiere de la computacion repetida del perfil de la marginal a posteriori de g 6 k . Cuando
no se puede disponer de ese perfil, se puede implementar los disefios basados en intervalos
centrales a posteriori, donde la dificultad esta en la obtencion de una muestra relativamente
amplia de lamarginal a posteriori y en la evaluacion repetida de los cuantiles a posteriori de q
0 k , através de agoritmos de busgueda. Cuando ambas posibilidades no son factibles, podrian
utilizarse los disefios propuestos en e Capitulo 3 y los que se propondran en los capitulos
siguientes, alavez que los dados por Ginebray Clayton (1995). Una buena caracteristica de los
disefios propuestos en este capitulo con respecto a los de los capitulos anteriores es que sus
indices a parte de estar acotados de forma natural estén relacionados con conceptos bésicos de la

Estadistica.

La misma idea usada para definir los disefios propuestos en este capitulo podria ser
generdizada a otros problemas secuenciales con una variable de entrada. Su extensién a
problemas con méas de una variable de entrada no seria nada sencillo, entre otras cosas, porque
cuando xT R*, la solucién de f(x;b)=T serd un hiperplano y no un ndmero real, y kK un

puntoen R*.

Por Ultimo notar que en este capitulo (y en toda la memoria) se seleccionan los mejores
disefios dentro de la familia usando e mismo modelo y priori que los utilizados para construir la
familia de disefios. Esto no es obligatorio hacerlo siempre. En particular, se podria utilizar €l
modelo lineal para generar la familia de disefios pero simular |as repuestas a partir de un modelo
més complicado, pero més redlista ala horade cacular (t ",a”) 6 (a”,g"). Por gemplo, esto

podria ser adecuado para datos procedentes de estudios de supervivencia.
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Apéndice 4.A Marginal de ( para el ejemplo de la Seccion 4.3.

Paraimplementar los disefios HPD para el modelo lineal normal con las distribuciones a
priori usadas en la Seccion 4.3, donde y,|x,,b ~N(b,+b,x,,s %), de manera que

Ely|x,b]=by+b,x=T+b,(x-q),conq=(T- b,)/b,, seutilizala siguiente proposicion:

Proposicién 4.1 Sean y¢=y, - T con y¢|x,,b~N(by(x, - q),s?), q~U(rt,rtu), b, ~
N(m, ,s §1)’ b, independiente de q y S conocida. La densidad marginal a posteriori para q

es

I[rtl,rtu](q) i (S §1é yl-(xl--q)+S 2”‘51)2 H

P.@H exp) : |
VS 58 (- a)t+s? 125252 (528 (v - )2 +s Oy,

Su demostracion aparece en la Seccion 1 del Apéndice Il. La siguiente proposicion

muestra como lamarginal a posteriori para q tiene alo sumo dos modas.

Proposicién 4.2 Sean y$=y - T con y¢|x,,b~N(by(x,-q),s?), q~U(rt,rtu), b, ~
N(m, ,s §1)’ b, independiente de q y S conocida. La densidad marginal a posteriori para q

tiene a lo sumo dos modas siendo raices del polinomio o los extremos de [rtl, rtu]
3a b2, 2 2 4.2 2 4 2
q°(sps n°)+q°(-3nsys a x; - ncte2s blé yi +S bl(é y)’ax)

+q(n cte2® + ns Els 2ctel + 2s f)‘ls 2(& x,)% - ctels §1 @r)?

- & x,(cte2® +s EIS 2ctel) + ctelcte2d y, =0.
con ctel=s Elé x2+s?ycte2=s ﬁlé X;y;, +s Zmol'

Su demostracion sigue de igualar a cero dp,(q)/dq y comprobar que se trata de un
polinomio de tercer grado. Observar que p, () =1;,,,,(@)%,(Q) donde 4, (q) tiene una

asintota horizontal en el ge de abscisas. S |as tres raices del polinomio fueran redes, tendra
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Parte II: Una sola variable de control

dos maximos y un minimo loca entre ellos, fatando solo por comprobar s dichos maximos
pertenecen al intervalo [r¢1,rtu] . Si ambos maximos pertenecen a [/, rtu] , Seran las dos modas
de p,(@).S & minimo local y uno de los méximo pertenecen a [r¢l,rtu], p,(q) también sera
bimodal, ya que una moda sera dicho méximo y la otra uno de los extremos del intervalo
[rtl,rtu] . Si @ minimo local es el dnico punto critico que pertenece [r#/,rtu], p, (@) también
sera bimoda y sus modas coinciden con los extremos del intervalo. En €l resto de los casos

p, (@) seraunimodal.

En los gjemplos implementados en la Seccidn 4.3 se llegan a producir distribuciones
bimodales, es decir, situaciones para las que €l polinomio anterior tiene tres soluciones reales
dentro del soporte de q , en los primeros estadios con n pequefio. Cuando esto ocurre, una de las
modas tiende a ser de varios 6rdenes de magnitud mayores que la otra, por lo que a efectos
précticos € hpd,(t) esta condituido por un Unico intervalo para cas todos valores de

t1[01].

Notar que en € estadio cero, la distribucion sobre g es uniforme, lo que hace que €
hpd,(t) coincida con e soporte de g para cualquier t vy, por tanto, X7 (t,9) =qf™ =
(rtl + rtu)/2. Si € soporte de q esta centrado respecto a cero, esto hace que x”’ (t ,g)=0 y d

polinomio de tercer grado a resolver para la obtencion de las modas en el estadio uno quede

como

A% 5, +A°M,S 5 1 +0(s *(M, +S5,)- Sp,p7) +S °m, 3, =0,

con y, € valor observado en x/”(t,g) =0.
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CAPITULO 5.

DISENOS QUE ADAPTAN LAS SECUENCIAS DE
APROXIMACION ESTOCASTICA (DISENOS SAN).

Como ya se coment6 en los Capitulos 3 y 4, los disefios certainty equivalence no toman
en consideracion la incertidumbre en la estimacion de la superficie y por elo en dichos
capitulos se propuso la familia de disefios Fieller y familia de disefios HPD que perturban tal
disefio con la idea de aprender activamente sobre la superficie y conseguir asi un mejor control
futuro. Los disefios Fieller obligan en cada estadio a estimar |a desviacion tipica de los valores
previstos, s.Ud.(j/n (x)), y a céculo de las raices de y,(x) iKs.Ud.(j/n (x))=T. Los disefios
HPD en cambio necesitan del cdculo de las regiones de maxima densidad a posteriori en cada
uno de los estadios. Estos cédlculos no siempre son sencillos, por o que en este capitulo se
introduce otra familia de disefios, que [lamaremos disefios san, con un comportamiento similar a
Fieller pero que no obligan a calcular s.Ud.(j/n (x)) y que incluyen como miembros de la familia

tanto al disefio certainty equivalence secuencial como a no secuencial.

La construccién de estos disefios san se basa en un procedimiento recursivo en € que
s0lo es preciso obtener un estimador de la derivada de la funcion f en laraiz, f&q), vy la
estimacion de la superficie en un punto, y(x) . Esta familia de disefios es una modificacion de

las secuencias de aproximacion estocastica introducidas por Robbins y Monro (1951) y cuya
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Parte II: Una sola variable de control

definicion se recoge en la Seccidn 5.1. En la Seccion 5.2 se definira e interpretaré dicha familia
de disefios indicando ademas la forma de encontrar € mejor disefio dentro de la familia. En la
Seccion 5.3 se gemplifica e comportamiento de los disefios san sobre e modelo linea y en la
Seccién 5.4 se realiza un andlisis de sensibilidad en € que se estudia la mejora con respecto a
certainty equivalence del megjor disefio de lafamilia. En la Seccion 5.5 se extienden y modifican
tales disefios, indicando la posibilidad de generaizacion a problemas con mas de una variable
de control. En el apéndice final se recogen las demostraciones de los resultados expuestos a lo

largo del capitulo.

5.1 Secuencias de aproximacion estocasticas.

Robbins y Monro (1951) proponen estimar la raiz q, a través de una secuencia
recursiva de variables aleatoria, x,,, =x, - a,v,(x,), donde {a,} es una sucesion tal que
éfﬂaf <¥ vy éfﬂan =¥ . Bgjo ciertas condiciones de regularidad sobre f, ey a,, que son
féciles de satisfacer, demostraron que x, converge casi seguro a q y que la distribucion limite
esnormal. En particular, s

nta, ¥a%i® A4>0
paraal (1/2,1], entonces
n®(x, - q) %84® N(0,s ?(4,a)).
Eligiendo a, = A/n se consigue la megjor razén de convergencia para x, Y, en ese €aso,
A=1 &) minimizara la varianza asintética de x,. Para un resumen del estado del arte de

este &rea ver Ruppert (1991).

La y Robbins (1979, 82) sugieren estimar f®q) a partir del estimador minimo

cuadrético de la pendiente obtenida a gjustar el modelo y =b, + b,x +e alos puntos (x;,y;),
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i=1...,n. Ginebra (1996) adapta estas secuencias a los problemas de muestras peguefias,
definiendo € disefio d,, como € que observa y,,, ené punto x™, (x;,x,,a,a,)1 C que esta

més cerca de

— sa
X =X (xg,x,,8,a) -

4 sa
be n? Pler)s

con x; Yy x, dos puntos seleccionados inicialmente. Minimizando r,(d,,) de unaformaandoga
a caso de los disefios Fieller y HPD se obtiene € megjor disefio dentro de esa familia. Un
inconveniente de estas secuencias es que un resultado de Wu (1986) demuestra que la regla
certainty equivalence secuencial para el modelo lineal simple con bAl.n = 6};’ , N0 es un miembro
de esta familia definida en Ginebra (1996). En estas circunstancias, Wu reescribe su regla

certainty equivalence para T =0 como

(n- D%,/ 61,,,.1)23

né;l:]_(xi - fn)z H

A R
b, nb,, &

Cuando € segundo sumando del corchete es despreciable, certainty equivalence serd un
miembro de la familia dada por Ginebra, pero para tamafios de muestras pequefios 0 moderados,
este término no se puede despreciar. Ya Wu indicaba que dicho término deberia ser menos
dependiente de la informacion més antigua, cosa que se conseguiria por jemplo, reemplazando
Voois bAl,n_ Y éle(xl. - X,)?> por versiones ponderadas que dieran més peso a las

observaciones mas recientes.
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5.2 Diseifios basados en la modificacion de las aproximaciones

estocasticas.

5.2.1 Definicion de disenos san.

Para la construccion de la familia de disefios san adaptaremos las secuencias de
aproximacion estocasticas dadas por Robbins y Monro (1951), incorporando informacion a
priori en la estimacion de f€q;b), reemplazando y,(x,) por un estimador de la superficie,
y,(x)= fn (x;b), y considerando € rango total de disefios acanzables con q, :ao/nal para
@,a,)T [-1,1]" [0,1]. Notar que no se esta interesado en asegurar una répida razon de
convergencia de x, a q sino en minimizar la pédida esperada para un nimero de

experimentos N pequefio o moderado. Se definen los disefios d,, (a,a,) como sigue

san

Definicién 5.1 Dados y, (x), j;nq(x; b) vy @,ay)1 [-L1]" [0,1], el diseiio d,, (@, a,) observa

san

san

Vo enel x)@,ay)l C mas cercano a

, — y.san , - — o - samy _ ) 5]
X, (@,a0) = x," @,4a) Taqib)nt (v, (") - T) (5.1)

para n=12,....N- 2. x;"(@,a,) y xy"(@,a,) son los puntos en C mds cercanos a x, y a

xy soluciones de y,(x) =T e yy.,(x) =T, respectivamente.

Los estimadores para f(x;b) y f4%q;b) podrian ser y,(x)=E, [y(x)] 6 y,(x)=
f(x; Bn) y fnﬂ(q;b) :f((cfn; Bn) , respectivamente, para algunos estimadoresde q y b, cfn y
Bn. Para el modelo lineal simple se puede usar y,(x)=E, [b,]+E, [bi]x ¥y fnﬂ(q;b):
E [b,], aunque ésta no sera la Unica eleccion posible. Cuando se tenga una mejor
aproximacion de f'(x;b) cercade q, como es € caso de las curvas de respuesta cuantal, ésta

deberiausarse paraestimar /' q;b) e y(x).
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Notar que tanto fnd(q; b) como y,(x) acumulan informacion de todas las
observaciones, que es usada para conducir €l disefio. Se podrian usar también estimadores que
solo tuvieran en cuenta las observaciones mas recientes o estimadores ponderados donde €l

mayor peso estuviera en esas Ultimas observaciones.

Es fécil verificar que para el modelo lineal simple, x5, =x 1@ =0,4,=1) y que

n+l T p+l

san

xy(@,a,=0) esd disefio certainty equivalence no secuencial que observatodaslas y,’'s en
el x que resuelve y,(x)=T7. Asi, para e modelo linea simple, esta familia incluye el
correspondiente disefio secuencia y no secuencial certainty equivalence. En la siguiente seccion

se describen detalles de los disefios san que acaban de ilustrar la relacion entre dichos disefios y

los disefios certainty equivalence.

5.2.2 Interpretacion de disefios san.

En la siguiente proposicion se relacionan los disefios d,, (@,a,) Y € disefio certainty

san

equivalence para € modelo lineal smple. Su demostracion se encuentra en el Apéndice 5.A,

junto con algunas consideraciones y resultados sobre la interpretacién de dichos disefios.

Proposicion 5.1 Sea x)%1(a,a,) definido como en (5.1), con y,(x,)= f(x,, Bn) y fnq(q; b)=
f&,, Bn) y sea x.%, definido con el y,(x) calculado a partir de los datos (X$,Y,9) elegidos
v observados a través de d,(@,a,) y C=R. Para el modelo lineal simple y
n=12,...,N- 2,

san _g ! 9 san + Ao _ce _n°+1h .\ .ce 5.0
x@,a0) =€l- —=x," @, a0) *— x5 =a h, (@, a0,0)x;° (5.2)
e n g n i=1

con
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OG- a0)
h@,api=l)=—t2" 07

(n)?
a . aol(i- 21 O, (j* - ao)
hn(a,ao,i)=n o h,,@,aq,0)= ° . ° , para i=2, 3, ..., n,
n® (n")?
hn(a,ao,i=n+l)=Z—2.
También

n+l
ah@,ayi)=1.

i=1

Como se puede apreciar segin esta proposicion, x;7j(a,a,) es un promedio ponderado de

n+l

todas las anteriores elecciones certainty equivalence y, en particular, x5i(@ =La,=1)=

n+l

a X lﬂ/n Bajo las condiciones de la Proposicion 5.1, x)7;(a,a,) puede ser escrito como una

n+l

combinacion convexade x," (a,a,) y x.5, Y ademés

T e Sl S (53)

y asi cuando O<ao/nal <1, x){(a,a,) variadesde x)"(a,a,) hacia x;5,, mientras cuando
1< ao/na , x)4(@,a,) sedeade x5, en ladireccion opuesta. Aunque en principio podria
parecer que tal proposicion es demasiado restrictiva, puesto que C debe ser igual a R, no lo es

tanto, pues a menudo los x generados segun (5.1) no se dispersaran demasiado.

Notar ademas que la Expresion (5.3) tiene muchas similitudes con la dada en €
Corolario 6.1 para los puntos seleccionados segun €l disefio hibrido introducido en € Capitulo
6. Estas expresiones podrian servir para construir otras familias de disefios utilizando los
mismos pesos, pero cambiando los puntos de referencia a utilizar, tal como proponemos en la
Seccion 5.5 de este capitulo. Obsérvese por Ultimo que através de (5.3) se podria extender estos

disefios a problemas con mas de una variable de control (& >1).
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El siguiente corolario expresa la posicion relativa de x)3;(a,a,) con respecto a x5,
r,(@,a,), en funcién de la posicion de x;*"(a,a,) . Este resultado nos ayudara a justificar el
rango considerado para los parametros a y a,, y ainterpretar de forma intuitiva cuales deben

ser los mejores valores para dichos parametros.

Corolario 5.1 Sea x.Vi(a,a,) definido como en (5.1), con y,(x,) =f(xn,6n) y j;nq(q; b)=

f&,, Bn) v sea x.%, definido con el y,(x) calculado a partir de los datos (X$,YQ elegidos
v observados a través de d,(@,a,) y C=R. Para el modelo lineal simple y
n=12,...,N- 2,

P (a a )= xrsz(iri(aﬂao) - x:il =1- do
n \Z170 san ce a’
X, @,a0) - Xy n

Su demostracién es inmediata a partir de la Proposicion 5.1, sin mas que sumar y restar
x;"(a,a,) en e numerador de r,(a,a,). El vaor de r,(a,a,) sera sempre menor o igua a
uno y como muestra la Figura 5.1, cuando r,(a,a,) €s positivo x,};(a,a,) pertenece al
intervalo (x5, x,""(@,a,)) y cuando es més negativo se aeja de dicho intervalo en la direccion

n+l?

contrariarespecto de x;"" (a,a,) .

r, =1 1>r, >0 r, =0
ﬁf A % r,=-¥
I [ I
san san ce
X Xn+1 Xn+1

san san

Figura 5.1 Muestra la situacion de x}¥;(@,a,) respecto a x,5;, y x,” (@,a,) segin € valor de

r,@,aqg) =1- ao/nal .

El estudio de la funcién r,(a,q,), 0 del cociente a,/n® , nos permite entender la
evolucion de x;¥(a,a,) enfuncion de n. Para ello se consideran cuatro posibilidades distintas

n+l

atendiendo @ signode a y € de (a, - 1) conlaideadejustificar lanecesidad de a, <1.
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a Cuando a >0y a, >1, existe un nt tal que paratodo n £ n¢, ao/nal >1. Para n £ n¢,
@, an)l (x2@,a0),x5,), aunque x:%(@,a,) seacercaa x<, a aumentar n. Cuando
n>nt, x%(a,a,) semprecaeendichointervaloy se acercacadavez masa x," (@,ay) .

b) Cuandoa >0y a, <1, paracuaquier n, ao/nal <ly x@,an)l (x2"(@,ay),x%,). Al

aumentar n, x,5;(@,a,) seacercaa x," (@,a,) .

n+l

san

¢) Cuando a <0y g, >1, paracuaquier n, ao/nal >1y xX%@,a0)1 (X" @,a4),x5,). Al
aumentar n, x;%1(@,a,) sealgamasy masde x5, en e sentido contrario de x;*" (a,a,) .

d) Cuando a <0y a, <1, existe un n¢, tal que paratodo n £ n¢, a,/n® <1. Para n £ n¢,

@, an)l (x2 @,a,),x%,) y ladeccion x%(a,a,) se acercaa x%, a aumentar n.

n+1

Cuando n>n¢, x,7(a,a,) sedgade x,;; en e sentido contrario de x;*" (a,a,) .

n+l

La opcion ¢) no es deseable pues desde los primeros estadios x)7j(a,a,) Se aea cada
vez masde x5, a aumentar n, en contra del hecho de que €l disefio certainty equivalence tiene

un buen comportamiento asintético.

En e caso de la opcion a), en los estadios inicides r,(a,a,)<0, con lo que
x,41(@,a,) queda situado fuera del intervalo (x,"(@,a,),x,5,), en € lado opuesto al punto
x;"(a,a,) . Esto hace que en esos primeros estadios los puntos de experimentacion queden
demasiado dispersos y tengan una contribucién demasiado grande sobre la pérdida total. Esto se

ilustra en la Figura 5.2, donde se representan |os tres primeros puntos que selecciona € disefio

san bajo laopcidn a) apreciandose la gran distanciaentre x3" (@,ay) Y x3" @, a,) -

Para b) y d), a, es negativo y e disefio san observa lejos de la eleccion certainty
equivalence secuencia en la direccion del Gltimo punto observado. En € limite, para a, =- ¥ ,
el disefio san nos lleva a observar siempre en puntos cercanos a la frontera de C, tal como lo
harian los disefios D-dptimos y G-6ptimos propuestos para contextos en los que lo que importa

eslaestimaciénde q .
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san

|”1|(x§e' im) |’"2|(x§e' X

san — _.ce ce san san san ce san

)71 (%) )A’z (x)

Figura 5.2 Representacion, en un caso hipotético, de los puntos seleccionados por € disefio san en

lostres primeros estadios, s g >1y a >0.

Parece |6gico pensar que € mejor disefio de entre las san seria aguel que en las primeras
etapas se algara un poco de certainty equivalence para mejorar las elecciones certainty
equivalence posteriores 'y asi al acercarse a las mismas garantizar un buen control. Bgjo estas
consideraciones, la opcion d) con a,1[01] y a<0, paece la més acertada
Experimentalmente se ha comprobado que para los pardmetros dptimos a, y a”, nd verifica
que a, =(n9*" con n@ (N/2,N - 1. Laconclusion es que es aconsgjable escoger valores de

a, yde a taesqueen los estadios iniciales se verifique que 0<a,/n® <1.

5.2.3 Busqueda del mejor disefio san.

Para encontrar e disefio d,,, (@ ,a,) que minimiza r@,a,)=r,(d,,, @,a,) se

procedera de manera andoga a las descritas en las Secciones 3.2.2 para los disefios Fieller y 4.2
para HPD. Para cada (a,a,) se simula repetidamente b a partir de p,(b) y se usa
d,,@,a,) sobre datos smulados de acuerdo con & modelo para (y|x*",b), estimando
r.(@,ay), i=12,3, a través del promedio de las pérdidas observadas. Buscando entre los

distintos d_, (a,a,) se encontrarda e d,, (@ ,a,) que sea € meor para e problema,

san san

adaptando esta familia de disefios ala pérdiday a modelo considerado.
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Sesbeque d,,, (@ ,a,) siempre mejoraalos disefios certainty equivalence secuencial
y no secuencid. Cuando (@°,a,) esta cerca de (0,1) o de (a,0), los disefios certainty
equivalence secuencial y no secuencial, respectivamente, seran los “mejores’ en esta familia. A
continuacion se estudia el comportamiento de las pérdidas esperadas, 7, (a,a,), en funcion de
a y a,, para el modelo de regresion simple con dos prioris concretas. Después se realiza un

estudio de sensibilidad en e que se muestracomo a” y a, dependen de la priori escogida.

5.3 Aplicacion al modelo lineal.

Para ilustrar € uso de los disefios san, se explora su utilizacion en e modelo lined
norma con f(x;b)=b,+b,x para las mismas prioris que en la Seccion 3.3. Primero se
asume una distribucion a priori tal que b, ~N(0.s 5 =4%) y b, ~N(L,s; =27) con b,
independiente de b, . En este caso la superficie es estimada por y, (x) =E, [b ]+ E, [b;]x, ¥

la derivada por fnd(q; b)=E,[b,].

La primera columna de la Figura 5.3 muestra los gréficos de contorno para dicha priori
de las r,(a,a,) estimadas para las tres funciones de pérdida descritas en la Seccion 1 del
Capitulo 1, con N=25, §=100 y 7 =0. Recuérdese que i =1 corresponde a la suma de
desviaciones en valor absoluto, i =2 a desviaciones cuadréticas e i =3 a la pérdida con dos
etapas. Estos contornos son construidos a partir de los valores de 7, (a,a,) evaluados para una
rejilla igualmente espaciada de 7 8 valores de (a,a,). Para los gréficos de esta primera

columnas > =.2y C =[-1,1].

El comportamiento de los gréficos de contorno para las tres pérdidas es muy similar asi

que solo se comentard € caso de la pérdida cuadrdtica Para esta priori, 7,(d,,)=
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Figura 5.3. Gréfico de contorno de 7;(a,ay), i =1,23,con N =25, §=100, 7T=0y C =[-11].
La primera columna es parala priori by ~N(m, =0.s§ =.4%), by ~N(m, =1,s§ =27), b,
independiente de b, y s?=.2°. La segunda columna es para q ~U(- 5.5), by ~N(m, =
1,s¢ =27), by independientede q y s ? =.47.
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7,(@ =0.,a, =1.)=2.4051 con un error estdndar estimado de .0011, un valor tipico sobre €
rango de (a,a,) estudiado. Se tiene que (@%,a3 )=(-.2.6),y que 7@ =-.2,a5 =.6)=
2.2212 con un error estandar de .00056. Para las tres pérdidas a” <0 y aj <1y, por tanto,

corresponden ala opcién d) descritaen la Seccion 5.2.2.

También se ilustra en € supuesto de que y, |x,,b ~ N(b,(x- q),s ?), con una priori
no conjugada tal que q ~U(- 5,5), b, ~N(L,s ¢ =.2°) y b, independiente de q . En este
dltimo caso la superficie serd estimada por y,(x)=b/™(x,-q/") y la derivada por

fnﬂ(q; b)=b/", tal como se detallaenla Seccion 1 del Apéndicell.

Los gréficos de contorno de las r;(a,a,) presentados en la segunda columna de la
Figura 5.3 corresponden a esta segunda priori con s 2 =.42. Aqui € comportamiento para las
tres pérdidas sigue siendo muy parecido con lo que solo se tratard € de la segunda. Para esta
priori, 7,(d.)=r,(@ =0.,a,=1.)=4.5401, con un eror estdndar estimado de ,00019 y

@%,a5)=(-.3.4) con 7,(@% =-.3,a5 =.4)= 4.4817 y un error estandar de .00021.

5.4 Analisis de sensibilidad.

Hasta agui hemos ilustrado como actlian los disefios para una priori determinada. En
esta seccion se andiza € comportamiento del mejor disefio san en funcion de la priori, Ny C.
Asi como en la Seccion 5.3 hemos considerado tres pérdidas distintas, en ésta restringiremos el

estudio al caso de 7, (d).

Para evaluar la mejora relativa de d, (@ ,a,) con respecto de cuaquier otro

san

d,,@,ay), se define rr(a,a,) como la diferencia relativa entre la pérdida esperada bajo

d,, (@, a,) ylapérdidaesperadabajo d_, (@,a,),
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r@,ay) - rz(a*,aS)

778 a0) = r@  ap)
2 1Go

Notar que la mejora relativa de d,,(a ,a,) sobre € disefio certainty equivalence €s

san

rr@ =0,a, =1) .

El modelo escogido para el andlisises €l lineal normal con f(x;b)=b, +b,x y conla
misma priori p,(b) gueen laSeccion 3.4, esdecir, que b, ~N(0.s 5 =.5%), by ~N(L.,s 7))
con b, independiente de b,, 7=0 y C=[-R,R]. Como en la Seccion 3.4, para evaluar
r,(@,a,) se simulan 3.000.000 de b¢=(b,,b,) distribuidas como p,(b),y paracada b se

gecuta e disefio d,(a,a,) sobre las y,(x/)’s simuladas usando la distribucion

(v, |x/*,b).El valor de r,(a,a,) seestimaa partir del promedio de las pérdidas observadas.
Como la desviacion esténdar estimadade 7, (a,a,) esdel orden de.0007, & valor @ ,a,) que

minimiza r,(a,a,) puede ser obtenido de forma muy precisa utilizando € procedimiento dado

por Nelder y Mead (1965).

LaFigura5.4 exploraladependenciade ay, a” y rr(@ =0,a, =1) respectode s, , de
s , del horizonte Ny de R. Cuando N =20 y R =10, a, disminuye cuando aumenta s b, Y S
s tanto s y s, son grandes, a, esta cerca de 0 y € disefio certainty equivalence no
secuencial es el mejor en la familia Para s pequefiay s, grande, el disefio certainty

equivalence secuencia es el mejor. Notar que para todos estos giemplos 0<a, y - 1<a’” <1.

Dado un R, cuando N aumenta, a, tiende hacia 1 y € mejor disefio en esta familia
estard cerca del certainty equivalence, como era de esperar ya que los disefios certainty
equivalence son asint6ticamente dptimos. Notar también que para R pequefioy N grande a~ €s

negativo.

La Figura 5.4 también muestra que 7(0,1) aumenta cuando lo hace s |, , mientras es
bastante insensible alos cambios en s . Cuanto mayor es N, menor eslamejorade d,,, (@ ", a;)

sobre € disefio certainty equivalence. Para regiones experimentales muy grandes, certainty
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a0*; N=20y R=10. a0*; sdb1=1.Y sig=.5.
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Figura 5.4. Gréfico de contorno de ay, a” y delamejorareaivade d,,, (" ,a,) sobrece., r7(0,1),

san

como una funcion de s , s, , Ny In(R). (y|x,b) ~N(by+byx,s ?) con by ~N(m, =0.s¢

=5%), by ~N(m, =1.s} ), b, independientede by, C =[-R,R] y T =0.
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equivalence €s extremadamente ineficiente y la mejora alcanzada a través de d, (@, a,)
puede ser grande. Observar que paralas prioris, horizontes y regiones experimental es utilizadas,
las mejoras alcanzadas a través de d,. (K ,g") son ligeramente mayores que las obtenidas a

travésde d,, (@, a,).

5.6 Extensiones y comentarios.

Al igual que ocurria con los disefios Fieller definidos en e Capitulo 3, los disefios san
introducen una accidn de sondeo entorno a la eleccion certainty equivalence con € objetivo de
mejorar los estimadores intermedios de los parametros by asi alcanzar un mejor control
futuro. En los eemplos presentados la computacion requerida para obtener (d°,a,) no es
demasiado intensiva, pero las mejoras relativas obtenidas respecto a certainty equivalence
dependen del horizonte, del tamafio de la region experimental y de la priori, esto es, dependera
de cada situacion en particular. En algunas circunstancias, podria ser Util adaptar aln mas
d,, (a,a,) a problema, recaculando (@) ,d,,) en agunos estadios intermedios usando la
distribucion a posteriori de b en ese estadio. Estos calculos requieren coste computacional
adicional considerable y cuando |o hemos implementado las mejoras han sido infimas respecto a

d,,@ ,a,).

En ausencia de formas de implementar los disefios Optimos, algunos métodos de
optimizacion estocastica generarédn conjuntos de disefios que tienen miembros con pérdida
esperada pequefia. La simulacion de MonteCarlo siempre seré una opcion a utilizar para buscar
el mejor disefio dentro de dichos conjuntos. Por jemplo, € problema de control multiperiodo

puede reformularse como e que busca disefios @ que maximizan E[- & (v, (x¢)- T)?], y
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adaptar los disefios definidos en Ginebra y Clayton (1995) a éstos. Observan y,,, en €
x" (B)T C méscercano a x maximizando UB, (x; B) = 7, (x) +Bsd(y (x)) . Cuando B =0,
se obtiene e correspondiente disefio certainty equivalence, y cuanto mayor B € disefio
favorecera experimentar en puntos de C donde la informacion que se tiene de y(x) es menor.
Algunas funciones de pérdida permitiran alas familias de disefios ademés adaptarse a problema
tratado. Si |a pérdida es asimétrica con respecto a T, se puede extender la familia de disefios san

al caso en que laeleccion de a, dependadel signode (y, - 7).

Como se establecio en la Seccion 5.2.2, los puntos del disefio san para el modelo lineal

simple satisfacen larelacion

. O
X = X+ 8’1 Lo Qs - x4, (5.3)
e ﬂ

Inmediatamente esto ya sugiere generalizaciones del disefio san para k£ >1. Otra posibilidad es
definir por analogia con (5.3) nuevos disefios construidos tomando como referencia elecciones

distintas ala certainty equivalence.

En e Capitulo 6 se comprobara que € disefio miope es a menudo mas eficiente que €
certainty equivalence. Eligiendo a miope como disefio de referencia, una propuesta aternativa

sera experimentar en la secuencia de puntos generada a través de

o)
R B P (5.4)
l’l 4]

e

Ademas (5.3) mejorara poco para N grande pues € disefio certainty equivalence €s un miembro
de lafamiliay (5.4) mejorara poco para N pequefio pues e disefio miope es miembro de ella, y

reciprocamente.

Por ultimo notar que los disefios que se presentan en € Capitulo 6 se pueden representar

delaforma
X =X0 1, (X Y)(xC - x)

n+ n+l n +1

es decir, se construiran adoptando a los dos disefios ala vez como referencia (ver Corolario 6.1).
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Apéndice 5.A Demostracion Proposicion 5.1.

La primeraigualdad en (5.2) se sigue de sustituir y, (x,) :f(xn;Bn) y fnﬂ(q;b) =61n

en (5.1). Lasegundaigualdad es probada por induccion sobre n. Para n =1,

a
" - a,

la

san

x," (@, a0) =

2

a

ce 0 ce — 8 “\ ..ce

X1 +_la X5 —alhi(a,ao,z)xi .
i=

Asumiendo (5.2) ciertapara n =r - 1, entonces

a 2 r -\ ,.ce ce
S - ag)a . h.@,ay,0)x;° +agx 31 :
X:ﬁ_(a,ao) :( 0) i=1""r 1(31 0 ) i 0Vr+l =é hr(a,ao,i)x;e,
r i=1

donde 7, (a,aqy,i)=(* - ao)/(ra)hr_l(a,ao,i), i=12,..,r, ¥y hr(a,ato,i=r+l)=ao/ral .
Sustituyendo recursivamente %, en funcion de % _,, se llega a resultado fina. La
demostracion de que él'.’:llhn (@,aq,i) =1 también se sigue por induccion sobre n, ya que se

verificaparan =1,y

rdl r®-ay 4 a,
ah.(@,aq,i)= - ahr_l(a,a0,1)+—a=l..
i=1 r i=1 r

san

El siguiente corolario muestra como se puede expresar €l x,; (@,a,) cuando se utiliza
el modelo lineal simple y como estimadores de los parametros los minimos cuadréticos. En

general, sera valido en los casos en que € certainty equivalence se pueda expresar como

ce _— = = °
xn+1_'xn- yn/bln

Corolario 5.2 Sea x,,(@,a,) definido como en (5.1), con el modelo y= f(x;b)+e=

bo +byx+e yeon §,(x,) = f(x,:b)), f&;b)=b)) y x&y =- by /0L, entonces

san

n
—= N Vi
x@,a,) =%, - a cn(a,ao,z)A—;Y,
i=1 b,

donde
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— %o
c,@,aq,n)=—,

- D2 -
cn(a,ao,i)=WCn_l(a,ao,i), para i=1...n- 1

Demostracion.

Se procedera por induccion sobre n en (5.1) haciendo uso de que x

w=-bg, /bl =
X, -y,/bl . Paran=1, setiene que

@ - ag)x"" @,a,) + agxy’

la

"M@, ay) =

—= _ 9o N
BRCRTIY
T b

Asumiéndolo cierto hasta n=r- 1, y teniendo en cuenta que se verifica siempre que

X, =((n +DXx,,, - x,,,)/n . Lahipotesis de induccion queda como

san = r- 17t . _1'
x"@,ay)=x, - ac, (@, aq,i)=-.
r i=1 11

De aqui, paran=r:

san

a _ san a, + - _ 5 bA]S
X,+1(a,ao)=(r ag)x, " @,ay) +ag(x, yr/ 1

ra

1
=|
<

1
(T)\(:'D\

- ll"a -a r‘;l . y a y U
08 c @,ay,i)=—+-—2r

% ra 7 r-1 0 bls l"a bls Z
i=1 1L lrg

>

con o que queda demostrado. l

Notese que la expresion de ¢, (a,a,,i) obtenida en este Gltimo corolario se relaciona
con laexpresion de £, (a,a,,i) dadaenlaProposicion 5.1 atraves de

N a[(i- D'° On (J* - ao)
Crl(a'7aO7l):_

(l’l/)ja:Hl :ihn(avaoj-'-l)! parai:l""n'
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Un problema de la utilizacién de estimadores que no usan informacion a priori como los
minimos cuadréticos, es la necesidad de especificar a menos dos puntos iniciales para poder
empezar aredlizar €l experimento. Segun los valores iniciales escogidos, |as pérdidas cometidas
en los primeros estadios pueden sobrepasar en mucho las mejoras que se obtienen sobre
certainty equivalence. Anderson y Taylor (1976) utilizan los estimadores minimos cuadréticos
en problemas de control estudiando sus propiedades estadisticas y € efecto de la eleccion

arbitraria de los dos puntosiniciales.
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CAPITULO 6.

DISENOS HIBRIDOS.

Aunque los disefios certainty equivalence pueden tener buenas propiedades asintéticas,
como muestran Hu (1997, 98) y Chen'y Hu (1998), no tienen en consideracion la incertidumbre
en la estimacién de la superficie y su €ficiencia puede ser muy baja para N pequefios y
moderados. Por otro lado, los disefios miopes estan préximos a Optimo para N pequefia, pero su
eficacia degenera cuando ésta crece. En este capitulo se construye una familia de disefios,
indexados por un Gnico parametro H1 [0,1] y denotados por d,, (H), que contienen tanto a
nuestra version bayesiana del certainty equivalence, definida en e Capitulo 2, como a los
disefios miopes. Estos disefios hibridos incorporan la necesidad del aprendizaje activo sobre b

para disminuir la desviacion futura respecto a T.

A diferencia de los disefios introducidos en los capitulos anteriores, 10s Aibridos s6l0
estén indexados por un Unico parametro H, frente a los dos necesarios para los disefios San,
Fieller y l0s basados en regiones creibles, lo que simplifica enormemente la blsqueda del mejor
disefio en esta familia. Ademas, e soporte del indice H es un intervalo acotado, a diferencia del
indice K de los disefios Fieller. Por otro lado, las familias de disefios Fieller, San y HPD son
dificilmente extensibles a problemas con mas de una variable de control, tanto por su

complejidad computacional como por el aumento de parametros a utilizar. Los disefios hibridos
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en cambio permiten la generalizacion a mas de una variable de control (k >1) sin necesidad de
usar més que un indice de disefio. Ademas tiene la ventaja que para el modelo lineal € espacio
de busgueda del punto de disefio es unidimensional para cualquier nimero de variables de
control k. También hay que indicar que por la propia construccion, € disefio miope forma parte
de dicha familia, hecho que no ocurre en € resto de los disefios introducidos en los capitulos
anteriores y que permite aprovechar la eficiencia de los disefios miopes cuando € problema

tiene un horizonte N relativamente pequefio.

En la Seccién 6.1 se definen los disefios hibridos, en la Seccidén 6.2 se explora la
actuacion de tales disefios para € modelo lineal y en la Seccidn 6.3 se estudia el caso particular
de un modelo lineal normal con priori conjugada. En la Seccién 6.4 se realiza un andlisis de
sensibilidad que ilustra e comportamiento del mejor disefio iibrido y la mejora relativa con
respecto a certainty equivalence y miope, dependiendo de la priori, € horizonte N y € tamafio
de la region experimental, tanto para el caso de un Unico control como para mas de una variable
de control. En la Seccion 6.5 se comentan posibles mejoras de los disefios hibridos y se discute
la aplicacion de estos disefios a model os més complicados. El capitulo incluye apéndices con las

demostraciones de los resultados presentados en el capitulo.

6.1 Definicion de disenos hibridos.

Recordar que la eleccion certainty equivalence en e caso en e que se estima la
superficie a través de y,(x)=E, [y(x)], se obtiene de resolver en x en cada estadio
E,[y(x)- T]1=0, que es equivalente a minimizar en x la funcion (E,[y(x)- T])*. Por otra

parte, parala pérdida cuadrética, la eleccion miope minimizaen x para cada estadio » la funcién
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E [(y(x)- T)?]. Los disefios hibridos definidos a continuacion combinan los dos criterios

anteriores.

Definicion 6.1 Dado H1 (0,1], el diseiio d,, (H) observa y,, en el punto x,’l’fl(H)

minimizando en x
hb,.(x;H)=@1- H)(E,[y(x)- T)? + H E,[(y(x) - T)*]=

(E,[y(x)- TD? +HV,[y®) - T1=E,[(y0) - T)*1+(H - YV, [vx) - T].

Cuando H =0, x" (H) es la solucién de E,[y(x)- T1=0 que minimiza V,[y(x) - T].

Notar que € disefio hibrido se define a través de la minimizacion de una combinacion
convexa entre (E,[y(x)- T])* y E,[(y(x)- T)?], que son precisamente los criterios que se
minimizan para calcular las elecciones certainty equivalence y miope bayesianas. Tal como se
desprende del Corolario 6.1, en € caso particular de un modelo linea, € minimo de esta
combinacion convexa es nuevamente una combinacion convexa de las soluciones certainty

equivalence y miope.

Como x! (H =0)=x¢,, é disefio d,, (H =0) coincide con nuestra eleccion certainty
equivalence y, ad ser x" (H=1)=x",, d,,(H=1) reproduce e disefio miope. Cuando
0<H <1, e disefio d,,(H) perturbala eleccion miope incentivando la observacion en puntos

hb hb

x, 1 (H) donde la varianza de prediccion, V, [y(x,., (H))], es més grande que |la de la eleccion

miope, V,[y(x)], y menor que lade laeleccion certainty equivalence, V,[y(x:5,)] , tl como
se muestraen € Lema 6.3 incluido en e Apéndice 6.A.1. Al dgarse de la eleccion miope, los
disefios hibridos se al€jan también de los puntos para los que € vaor previsto de y esta mas
cercade T, para aprender activamente sobre E[y |x] = f(x;b) y asi, dcanzar un meor control
futuro, de una manera andloga a las estrategias propuestas por Lai (1987) para € problema del

bandit de dos brazos y los disefios de Ginebra y Clayton (1995) para € Response Surface

Bandit.
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Para encontrar € disefio hibrido que minimice
ry(H) = ry(d,, (H)) = Eo[& Y, (0, (2 (#)) - T)?],
denotado por d,,(H "), se procede a través de simulacion de MonteCarlo sobre la distribucion
conjunta de los pardmetros y del espacio muestra como sigue: para cada H se simulan
repetidamente valores de b de acuerdo con ladistribucion p,(b), y para cada uno de estos b, se
smula el uso del disefio d,,(H) sobre datos procedentes del modelo para y|b , estimando su
pérdida esperada, r,(H), a través de la media de las pérdidas observadas. Buscando entre los
distintos d,, (H) , se encuentrael d,, (H") que se esimaque es el “mejor” disefio hibrido para

lafuncion de pérdida, lapriori sobre b y el modelo especificado.

Sabemos que d,, (H") siempre mejora tanto e disefio certainty equivalence como
miope. De hecho, cuando H~ esta cercano a0, € disefio certainty equivalence secuencial serd
el mejor disefio hibrido y cuando H™ esta cercano a 1, & mejor disefio hibrido serd e miope.
Asi, d,,(H") ofrece un buen compromiso entre e disefio que seriaoptimal si el estimador de la
superficie fuera la superficie (con buenas propiedades asintéticas) y € disefio que seria optimal
s sblo quedara por tomar una Unica observacion (que es eficiente para N pequefia). De aguna
manera, H puede ser entendido como una medida del grado de miopicidad requerido por €

problema planteado.
El siguiente lema facilita la computacion del #b, ., (x; H) cuando los parametros b son

independientes del error e.

Lema 6.1 Cuando € es independiente de b, E[y|x,b]= f(x;b) y V[e|x,b]=s 2,
hb, (6 H)=(E,[f(x;b) - T)? +HV,[f(x;b) - T]+S 'H

) . ., . .
con S ; una estimacion de la varianza en el estadio n.
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Para modelos en los que la computacion y minimizacion de 4b,,, (x; H) es demasiado
complicada, una familia aternativa de disefios que aproximan a los disefios hibridos se obtiene
experimentando en los x,’s que minimizan un estimador de #b,.,(x; H) como puede ser
fzbnﬂ(x;H):(j;n (x)- T)*> + Hvalp,(x)- T]. En un primer momento nos planteamos la
posbilidad de definir disefios que maximizacen UB, (x;b)=-(p,(x)- T)*-

B s.L\J d((y,(x)- T)?), por ser las extensiones naturales de los disefios propuestos por Ginebray
Clayton (1995) para € Response Surface Bandit, pero de momento descartamos su

implementacion dada la complejidad de cdculo de UB, (x;b). A continuacion se calcula

x" (H) parael modelo linedl.

6.2 Disenos hibridos para el modelo lineal.
6.2.1 Modelo lineal de primer orden.

Para ilustrar € uso de los disefios hibridos, se explora su utilizacion en € modelo de
regresion lineal de primer orden para e que x'*(H)=(x,,(H),...,x,, (H)) siempre existe, es
Unico y puede ser obtenido de forma cerrada en funcién de los dos primeros momentos de la

hb

distribucion a posteriori de b. La siguiente proposicion muestra la ecuacion del x,,,(H) para
estos model os.

Proposicion 6.1 Sean E[y|x,b]=b, +éik:1bixl. Vielx,bl=s?, y (b:s?)~p,y(b,s?),
con b¢=(b,,...,b,) independiente de € Cuando H1 [0,1], el diseiio d,,(H) observa y,,,

en

E,[0,19,'(0,1C0%, 100,01+ (T~ E,[00) _ 1 15 12

X%, (H) =V, (b, 1GE, [b, ]
! ! § ! En[bl]wn-l[bl]En[b[]-'-H (%]
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donde bt=(b,,b,,...,b,) es el vector de todos los parametros excepto by y COV, [b,,b,]

es el vector k™ 1 de covarianzas a posteriori entre b y los k elementos de b, .

Notar que esta proposicion no asume ninguna distribucion sobre e y que s 2 no tiene
porque ser conocida, aunque si independiente de x. El Lema 6.5 del Apéndice 6.A.2 presenta
una formulacion aternativa de x”%, (H) cuando H * 0. Como una consecuencia inmediata de
la Proposicion 6.1 setiene € siguiente corolario.

Corolario 6.1 Sean E[y|x,b]=Db, +3k i bix; . V[e|x,b]= s?y (b:s?)~py(b,s?) con

b¢=(by,...,b,) independiente dee y b#=(b,,...,b,). Entonces

, - H)E,[b,1%, b, 1E,[b,]
H+E,[b,]¥,[b,1E,[b,]

n+1(H) =x t (xp5 - X)) =

L A+ E,[b,1%[b,1E,[b,1)H
H+E,[b,1%,'[b,]E,[b,]

ce
n+1 n+l/*

n+1

Por tanto, para los modelos lineales de primer orden (sin interacciones ni términos
cuadréticos), e conjunto de todos los puntos x™?, (H) obtenidos a variar H es e segmento de
linearecta que une x5, con x4 . Del Corolario 6.1, también se sigue que cuando H variade 0
al, x" (H) se mueve de formamonétona desde la eleccion certainty equivalence ala eleccion
miope, Sin més que comprobar que la derivadade x", (H) con respecto a H

wi(H) _ E,[b,1%,"[b,]E,[b,](1+ E,[b,1¥, [b,1E,[b,])
TH (H +E,[b,1¥,b,]E,[b,])®

(i - X

tiene signo constante y, por tanto, cada H define de forma univoca un disefio.

En la Proposicion 6.2 se prueba ademés que para e modelo lineal normal con priori

conjugada esta linea recta no depende de las (x!, v, (x{)) seleccionadas y observadas hasta la
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etapan, X¢ e Y, ,y por elo se trata de la misma recta para cualquier estadio n. El siguiente
ap n n

hb
n+l

corolario, muestrala expresion de x',,(H) parael modelo deregresién linea simple, &k =1.

Corolario 6.2 Sean E[y|x,b]=b, +b,x, V[e|x,b]=s? y (b:s?)~p,(b,s?) con b
independiente de e Cuando H1 [0,1], el diseiio d,,(H) observa y,,, en

_(E,[b,]- T)E,[b,]+ H Cov,[by,b,] _

x!" (H) = 5
E,[by]+HV,[b)]

n+l

(- H)E,[b,]E,[b,] + HE,[byb,]- T E,[b,]
(1- H)E2[b,]+HE,[b}] '

Su demostracion sigue de forma inmediata de la simplificacion de la expresion del

hb

xn+1

(H) dada en la Proposicion 6.1. En particular, para los modelos lineales simples se tiene

que x5, =x5(0) =(T - E,[bo])/E,[by] y % =x,, () =(T E,[b,] - E,[bob,])/E,[b]].

Es usual que € valor de las variables de control x esté restringido a pertenecer a una
region C1 R*. Cuando € punto que minimiza 4b,,,(H) no se encuentra dentro de dicha
region habra que realizar una minimizacion con restricciones. En los gjemplos que se exponen,
y sin pérdida de generalidad, consideramos regiones de tipo esféricas de radio R centradas en €
origen. Dado que la expresion del b, (H) paralos modelos lineales son formas cuadréticas,
cuando e punto que minimiza 4b,,,(H) no pertenece a C los puntos a buscar caeran en la
frontera de dicha regién. La resolucién de tal problema lleva a emplear el método iterativo de
Newton-Raphson para sistemas de ecuaciones no lineales. EI Apéndice 6.A.4 muestra el sistema
no lineal a resolver para e caculo del punto de la frontera y presenta la matriz jacobiana

resultante para tal método. Ademas se propone un punto de inicio para dicho método iterativo.
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6.2.2 Modelo lineal con priori conjugada (s 2 conocida).

Un caso particular importante es € del modelo lineal normal con prioris normales sobre
los parametros b . Para estos modelos, y por disponer de los momentos a posteriori de los

pardmetros de forma cerrada, se verifica el siguiente lema.

Lema 6.2 Sean Y, | X,,b~N, (Z,b,s?I)) con Z,=(1,:X,) y b|s ~N,,,(ms*M*) con

me=(my,...,m), mg=(m,...,m), be=(b,,....b,), bg=(b,,....,b,) y M={m,} para

i,j=0,1,...,k tales que
&y M&Q

MngOl M”B

donde M, es una matrizde k” k. Entonces

1
xr;:f-l(H) =

(MOI +Xr;¢ln) +
My TN

i +M +1¢Y u
L, (H){ Mo,y + M ym, + Xy, - "o T MEM XIRY, (v 3o
; Moo + 71 b

siendo
E,[b,1¥, [b,1COV,[by,b,1+T - E,[b,]
s 2(E,[b,1¥,'[b,1E,[b,] + H) '

L,(H)=

Este lema nos ayudara a demostrar que en € caso del modelo lineal conjugado, €
conjunto de puntos x'* (H)¢=(x,,(H),...,x,, (H)), obtenidos a variar H, estd siempre sobre
una linea recta que no depende ni de X, ni de Y, , y que por lo tanto, es la misma linea recta
para cualquier estadio n. Este sorprendente resultado implica, que para distribuciones a prioris
conjugadas, los puntos del disefio certainty equivalence y miope en cuaquier estadio n, estaran
siempre sobre una linea recta que depende Unicamente de los parametros de p,(b). En la
siguiente proposicion se muestra la ecuacion de dicha recta en funcién de los parametros de

po(b). A partir de ella se puede calcular x" (H) en funcion de su componente j-ésima,
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x,.1,; (), 1o que facilitaray agilizara la implementacion de tal disefio, puesto que se convierte

en un problema con una Unica variable de control.

Proposicién 6.2 Sean Y, |X,,b~N, (Z,b,s?I)) y b|s ~N,,(ms*M ') con mi=

(my,m,...,m), mt=(m,...,m) y sean M={ml]} i,j=0,....k particionada como en el

Lema 6.2y m$=(m,...,m;). Para cada j=1...,k tal que (moym%- m ME)m, * 0

X CH) = (g () Xt () O= — Moy + (00, (H) - 22 e

J
My My

con
1

e, =
T (megm$- m Mg )m,

(mooMn - MOIM(%)mI )

Y

meMy + MG +1¢Y,
Mgy T 1

m;q +1¢x" i i
Xy (H) = ﬁ +L, (H)%' m oMy +mbmy +Y &7 -
00

(m ;o +18x" )g

Cuando (mgM ; - Mo, M$)M, =s *my,V; [b,1m, =0 entonces x2 (H) = my)M,, .

La demostracion de esta proposicion se encuentra en el Apéndice 6.A.3. Utilizando los
resultados de inversién de matrices dados en Lema 2.1, se pueden expresar las componentes de

lamatriz M en funcién de la matriz de varianza-covarianza a priori como

SZ

Volbol - COVylbg, b, 1¥5 ' [b,1COV, by, b,]

My =

Mg, =myCOV[bo, b, 1% b, ],

My =5 275 1[b, 1+ mg¥5 [b,1COV,[ by, b, 1COV,[by. b, 1¥5 b, 1.

En e supuesto de que los parametros b sean independientes entre si, € resultado de la

proposicion anterior se puede simplificar en € siguiente corolario.

Corolario 6.2 Sean Y, |X,,b ~N,(Z,b,s?,) y b|s ~N,,(ms *M "), con Vy[b,]1=s¢

y donde M es una matriz diagonal y asi COV,y[b,;,b;]1=0 paratodo i* j. Si m;* O entonces
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s
510 ()= (s (DD g (D)) = 3, (H) LS R

Y Sb, Sy,

Su demostracion es inmediata haciendo uso de la Proposicion 6.2 y teniendo en cuenta
que M§, =(0,...,0), m¢=(0,...;s [)]2_,...,0) y M, esunamatriz diagonal £~ k de elementos
s bz ,parai=1...,k . Este resultado ademés indica que en este caso particular, |a recta donde se
encuentran todos los puntos hibridos €s una recta que pasa por € origen, que ademas coincide

con larecta que une miope CON certainty equivalence.

6.2.3 Modelo lineal con priori conjugada (s 2 desconocida).

Sean Y, |X,,b~N,(Z,b,s?l,) perodonde s * es desconocida y de la que se sabe
que 1/s 2 ~Ga(a,t) (0o que s ? sigue una gamma inversa). Utilizando la formulacion dada en
Bernardo y Smith (1994), el modelo lineal conjugado asume que la distribucion conjunta de los
pardmetros, p,(b,s ?), sigue una normal-gamma, tal que

Po(b,s?)=Ng(b,s?ImM,a,t)=N,,(b|ms M *)Gal/s *|a,t),
lo que hace que lamarginal de b sea unat-student multivariante:
po(b)=5t,,,(b|mMat *2a)
con Ey [b]=my V,[b]=t(a -1 'M . En estas circunstancias se tiene que la distribucion
marginal aposteriori de b es nuevamente una t-student multivariante:

P, (b)=St,.4(b1b, (M +282,)@ + 2kt ;"2 +1)

con b, =(M+Z$z,) (Mm+Z8,) y t, =t +((¥,- Z,b,)¥, +(m- b,)®m)/2, y cuyos
momentos son: E, [b]l=b, y ¥, [b]=t, @-1+n/2) (M +Z$Z,)*. Comparando dichos

2

momentos con |os obtenidos cuando s © se considera conocida, sigue que los resultados dados

en e Lema 6.2, Proposicion 6.2 y Corolario 6.2 son iguamente vdidos con la Unica
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modificacion de que la s ? que presenta la expresion del L, (H) dada en la seccion anterior

debe ser sudtituidapor t, (@ - 1+nr/2)"*.

6.2.4 Modelo lineal de segundo orden.

En un contexto mas general, se podria considerar un modelo lineal de segundo orden
con interacciones dobles, con k controles, xj,...,x,, y [+1 pardmetros b,,b,,...,b,,
Dis,..., 0, 1, , delaforma
k
Elylx,b]=bo+ & bx, + &b erx e,

j=1 j.j¢ K
J<j¢

con K ={1,...,k} y no necesariamente con todas las interacciones. En la practica, en la mayoria

de los problemas no serd necesario suponer un modelo tan complejo pero de todas maneras

hb
n+l

indicamos a continuacion como se calcularia x'), (H) en los mismos. Para este tipo de modelo

hb
n+l

laexpresion del x,,(H) no se obtiene de forma cerrada y su valor pasa por la resolucién del

sistema de ecuaciones no lineales que en la siguiente proposicion se introduce.

Proposicion 6.3 Sea el modelo con

k
E[y|x,b]=by+a b;x; + a b 6% X e
e 1EK
J<J

y con Vie|x,bl=s?, K={1,...,k}, be=(by,bf) =(bg,by,...,0,, b0 1) ~Po(D),
independiente de e Sean ademds A y b, una matriz cuadrada 1" 1 (I+1 niumero de

parametros) y un vector 1~ 1, respectivamente, dados por

A=E,[b,]JEqb, 1+ HV,[b,]

b=(E,[bo] - T)E,[b,]+H COV,[by.b,].

Consideremos la matriz A particionada como
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A= g:ll &0
12
tal que Ay :{aj,t}’ Ay :{at,jle} y Ay :{ajjwtu‘} con j,j(Pl‘,l“ﬁ K, j<jty t<tg
submatrices de k™ k, (I- k)" k y de (I- k)" (I- k) respectivamente. Entonces el diserio

d,,(H) observa y,,, enel x"2 (H) que resuelve

mln{hbn+l(x H)} mln{ a. (a a] Xt )x +2a ( a. a] 1eX X t¢)x + a ( a- att@]ijt t¢)x]x]¢

AK AK AK tit K Jjb K t18 K
t<t¢ Jj<j¢ <€
+28bix; + &b, e x,d
AK ]]‘tl(
J<j¢

o0, de forma equivalente, el sistema

xx+

F;'(xl""’xk)zai,i'xi+ é-(ai +2a11t l)x + a(a]lt 1]1[ 1) t

A K-{i} J. K-{i}

é- (ai,tt¢+ aayttﬂ?x])xtxttt-"b + a.b i X =0,

118 K- {l} 1 K-{i} K- {1}
t<t¢

para il K.

La resolucion de dicho sistema no linea se puede llevar a cabo utilizando € método de
Newton-Raphson descrito en el Apéndice 6.A.4. La matriz jacobiana asociada a dicho método
se encuentraen €l Lema 6.6 del Apéndice 6.A.2 y una propuesta de punto de inicio para aplicar

dicho método se anota a fina de este mismo apéndice.

6.3 Aplicacion al modelo lineal.

Parailustrar € uso de los disefios hibridos, se explora su utilizacion en € modelo lineal
normal con f(x;b)=b, +Q -1b1x1 En esta seccidn se representa para una priori concreta la

evolucion de la pérdida esperada en funcion de H, tanto para un modelo lineal simple, con una

sola variable de control, como para un modelo con tres variables de control.
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6.3.1 Ejemplo para modelo lineal simple (k =1).

La Figura 6.1 muestra la evolucion de r,(H) para € disefio hibrido en funcion de H
cuando la priori estal que b, ~N(0.,s 5 =.5%) y b, ~N(L,s; =1.%) con b, independiente
de b,, s =5y N=20. El gréfico de laizquierda corresponde a R =1y el de la derecha a
R=10. Losvaloresde r,(H =0) y r,(H =1), en los extremos de la gréfica, corresponden a

las pérdidas esperadas del disefio certainty equivalence y miope, respectivamente.

En dichos gréficos primero se observa que € valor de H~ depende muy poco del
tamafio de la region experimental, como se volvera a apreciar de forma mas general en la

Seccién 6.4.

También queda patente que e valor de r, (H =0) empeora sustancialmente al aumentar

laregion experimental, mientras que € valor de 7, (H =1) y e de r,(H") mejoran ligeramente.

74 9,0

73 8,5

7,2 8,0

7,1 7.5

7,0 7,0

,00 ,10 ,20 ,30 ,40 ,50 ,60 ,70 ,80 ,90 1,00 ,00 ,10 ,20 ,30 ,40 ,50 ,60 ,70 ,80 ,90 1,00

H H

Figura 6.1. Comportamiento de »(H) del disefio hibrido cuando (y|x,b) ~ N(b, +b,x,s 2y, con
bo ~N(0.s 5, =5%), by ~N(L,sj =17%), b, independientede by, 7=0y s =.5. El gréfico
delaizquierda paralaregion experimental C =[- 1.,1] y € deladerechapara C =[- 10.,10]
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Esto indica que la eficiencia de certainty equivalence degenera mucho a aumentar €l tamario de
laregion, seguramente debido alagran variabilidad del valor (7 - E,[b,])/E, [b,], quellevaa
dicho disefio a experimentar con probabilidad no despreciable en las fronteras de la region.

Todo esto volvera a quedar reflggado con més generalidad en la Seccion 6.4.

6.3.2 Ejemplo para modelo lineal multiple (k =3).

Consideremos ahora un gjemplo con tres controles (k =3). La Figura 6.2 muestra la
evolucion de r,(H) en funciéon de H para la priori b, ~N(0.s; =.5°) y b, ~
N(@.,s; =12), i=1...3, b, independiente de b,, s =.5, N=20. El gréfico de la
izquierda corresponde a R =1 y € gréfico de laderechaa R =10. Ta y como ya observamos
enlaFigura6.l, losvaloresde »(H =0) y »(H =1) corresponden alos puntos en los extremos
de la gréfica. Como se aprecia, su comportamiento es bastante similar al caso de un Unico

control.

6,7t

6,6

6,5

6,38
6,3

r(H)

Figura 6.2. Comportamiento de »(H) del disefio hibrido cuando (y|x,b) ~ N(bg +éf’:lbl-xl-,s 2,
con by ~N(0,s 5, =.5%), b, ~N(L,s § =12),i=123, b, independientes entre ellosy de by,
T=0ys =.5.El gr&icodelaizquierda paralaboladeradio 1. y € de laderechaderadio 10.
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6.4 Analisis de sensibilidad.

En la Seccidn 6.3 hemos presentado e comportamiento de r,(H) en funcion de H para
una priori concreta. Aqui en cambio estudiaremos e comportamiento de H ', asi como la
mejora relativa de d,,(H"), en funcion de la priori, N y tamafio de C, todo para pérdida
cuadratica. Como ejemplo del comportamiento de los disefios hibridos se usara €l modelo linea
normal con priori py(b) tal que b, ~N(0.s, =5°), b,~N(l,s;) paa i=1...k,y
donde las b ; son independientes para j=0,1...,k. La region experimenta C es la bola de

radio R centrada en e origen y, sin pérdida de generaidad, se considerara 7' =0. Cuando al

hb
n+l

computar x,,,(H) éste caiga fuera de la region C se experimentara en & punto x,,, de la

fronterade C que minimiza kb, ,,(H) , tal como se detallaen e Apéndice 6.A.4.

Para computar r,(H) se simulara 1.000.000 de realizaciones de b¢=(b,,...,b,)
siguiendo p,(b), y paracada b se gjecutad disefio d,, (H) sobrelas y,(x!”) smuladas de la
distribucion de (y, | x/,b), promedidndose las pérdidas observadas. La desviacion estandar
estimada para 7,(H) es del orden de .002 y d H =H minimizando r,(H) puede ser
computado fécilmente utilizando € método de Brent (1973), implementado en Press et a

(1992).

Para evaluar la mejora relativa del mejor disefio hibrido, d,,(H ), con respecto a
cuaquier disefio hibrido, d,, (H) , definimos rr(H) como ladiferenciarelativa entre la pérdida

esperadabaio d,, (H') y bajo d,, (),

r(H) - ry(H')

rr(H) = =
D r(H)

Notar que rr(0) y rr(]) son las mejoras relativas de d,,(H ) sobre certainty
equivalence y miope, respectivamente. A continuacion, se giemplifican distintas situaciones

para el caso de un Unico control (k =1) y paratres variables de control (k =3).
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6.4.1 Ejemplo para modelo lineal simple (k =1).

LaFigura 6.3 exploracomo evolucionan H', »#(0) y rr(1) dependiendo de los valores
de s, ,des , del horizonte N'y del tamafio de la region experimental R. Como se aprecia en
dicha figura, cuando N=20 y R=10, H aumenta cuando aumenta s y disminuye s by
aungue es algo menos sensible a las variaciones de s , . Esto se traduce en que cuanto menos
conozcamos los parametros b 'y mayor es € ruido de y|x, més nos acercamos a disefio

miope. También sigue que la eleccion del mejor hibrido depende muchomasde s quedes ,, .

Ademés, cuando N crece, H disminuye algandose de 1 hacia 0. Esto es consistente
con e hecho de que por un lado los disefios miopes se deterioran cuando N crece 'y por otro con
que los disefios certainty equivalence Bayes son asintéticamente optimales tal como demuestran
Cheny Hu (1998). Es importante notar que H~ esinsensible alos cambios en Ry, por tanto, la
eleccién del mejor disefio hibrido estd muy poco influenciada por € tamafio de la region

experimental.

La Figura 6.3 también muestra como tanto r7(0) como (1) aumentan cuando
aumenta s , o disminuye s ; Cuando menos se conoce sobre b, y menor eslavariabilidad de
y sobre su media, mayor seré lamejorade d,, (H') sobre certainty equivalence y miope. Més
ain se observa que la mejora relativa respecto a certainty equivalence acostumbra a ser
notablemente mayor que para miope, 10 que indirectamente indica que miope acostumbra a ser

maés eficiente que certainty equivalence.

Por otro lado, cuando N aumenta, las mejoras relativas de d,, (H™) sobre miope, rr(1),
aumentan, pero sobre certainty equivalence, rr(Q), disminuye como se esperaba. Las mejoras

sobre miope son mucho menos sensibles a las variaciones de R que las mejoras sobre
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H*; N=20y R=10. k=1

15 ¥ﬁ9

M

2 1.0 //’_/_%
0.5 -

074 076 078 1.‘0 1.‘2 1‘.4 176

SB1
rr(0); N=20y R=10. k=1

1.5
2 104

]

rr(1); N=20y R=10. k=1

0.5

InR
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H*; sdbl=1y sig=.5. k=1

1 olis
3
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rr(1); sdbl=1y sig=.5. k=1

4
3
2
14
1
o - 0.02 0. 006
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10 15 20 25 30
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Figura 6.3. Superficies de contorno de H~ y de la mejora relativa de dpyp (H") respecto a ce. y
miope, rr(0) 'y (1), cuando (y|x,b)~N(by+byx,s?), con by~N(0.si =57,

b, ~N(.,s lfl) , b; independientede b, . Laregion experimental es C =[-R,R], T =0 y sbly sig

representando s ﬁl y S , respectivamente.
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certainty equivalence debido a la fuerte dependencia de certainty equivalence sobre R. En
particular, certainty equivalence tiene un comportamiento extremadamente pobre para regiones

experimentales grandes.

6.4.2 Ejemplo para modelo lineal multiple con £ =3.

La Figura 6.4 muestra como evoluciona H ", rr(0) y rr(1) dependiendo de los valores
des, ,des , de horizonte N'y del tamafio de la region experimental R, de forma similar ala
Figura 6.3, pero en este caso para tres variables control. Las conclusiones y lecturas de los
gréficos son también précticamente idénticas a las dadas para la Figura 6.3, es decir, que H
rr(0) y rr(1) tienen un comportamiento similar a través de diferentes k’s, siendo las mejoras

relativasde d,, (H") sobre certainty equivalence y miope menores cuanto méas grande es k.

La mejora relativa respecto a certainty equivalence €s menos pronunciada para k =3
qgue para k=1, en parte debido a que para conseguir unicidad en la eeccion certainty
equivalence hemos introducido lamiopicidad. Paralos mismosvaloresde Ny R 6s y s, en
las Figuras 6.3 y 6.4, se observa que los valores de A~ en esta Ultima son ligeramente
superiores a los de la Figura 6.3, lo que sugiere mayor proximidad hacia la eleccion miope y
quizas que la eleccién certainty equivalence en € caso de un mayor nimero de variables de

control ser& una buena opcion sdlo cuando N es suficientemente grande.
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Figura 6.4. Superficies de contorno de H~ y de la mejora relativa de d wp (H ") respecto a ce. y
miope, rr(0) y rr(l), cuando (y|x,b) ~N(b0+e°1?=1bixi,s ?),con by ~N(0.,s 5 =.5%), b, ~
N(.,s ﬁl), i=123,ycon b; independiente entre ellasy de b, . Laregion experimental C es una

boladeradio R centradaen €l origeny T =0.
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6.5 Extensiones y comentarios.

Los disefios hibridos usan €l paradigma bayesiano para inducir una accion de
exploracion sobre € disefio miope que ayuda a mejorar los estimadores de b de los estadios
intermedios y asi conseguir un mejor control futuro. Computando H~ se encuentra un buen
compromiso entre la eleccion certainty equivalence y la eleccion miope. Para obtener mejoras
adicionales partiendo del mejor disefio hibrido siempre se puede recomputar H~ en agunos o

*

en todos los estadios intermedios m, H, , usando la distribucién a posteriori de b en ese estadio.

Para e modelo lineal simple implementamos dicha alternativa actualizando en todos los
estadios asi como en sélo alguno de ellos, pero las mejoras obtenidas sobre € disefio Aibrido
eran minimas, siendo el coste computaciona bastante mas elevado. Creemos que esa podria ser

una buena estrategia para problemas con mas de una variable de control, aunque para verificarlo

€S preciso contar con maquinas de computo mas potentes.

Ta y como se ha descrito, cuando se selecciona € mejor disefio Aibrido a través de
simulacién se usa e mismo modelo y la misma priori para construir la familia de disefios
hibridos, pero en algunos contextos se podrian hacer de maneras aternativas. En particular, se

podria usar el modelo lineal para generar € conjunto de disefios hibridos, computando asi

hb

xn+1

(H) através de la Proposicion 6.1, pero en cambio computar 2~ simulando |as respuestas
a partir de una familia de modelos més complicada e hipotéticamente mas “redista’. Por
gjiemplo, esto podria ser 1o més apropiado cuando se trabaja con datos provenientes de respuesta

cuantal 0 modelables a través de modelos lineales con interacciones y términos cuadréticos o

modelos lineales generalizados.

Al construir la familia de disefios hibridos a través de la minimizacién de una
combinacion convexa de los criterios de optimizacién que definen los disefios certainty

equivalence Yy miope, se incluyen en esa familia estos dos disefios. De forma andloga se podrian
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construir familias que incluyeran cualquier grupo de r disefios dados. La nueva familia estaria
indexada por un vector de indices H =(H,,H,,...,H,,) y computando la mejor
H =(H,,H,,....H ) seobtendrian disefios que mejoran cada uno de los r disefios usados
para construir la familia. Esta técnica puede ser implementada en cualquier problema de disefio
Optimo, tanto en problemas secuenciales como no secuenciaes, donde la estrategia optimal es

demasiado dificil de computar.
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Apéndice 6.A.1 Varianzas de prediccion.

El siguiente lema muestra la relacion existente entre las varianzas de prediccion en los

puntos seleccionados por |os disefios hibridos, certainty equivalence Y miope.

Lema 6.3 Sean y,, = y(x%). v, =y(x%%) e v} = y(x!%(H)). Cuando 0<H <1,

E [y - 1)*1- E, [, - T)°]

Vv <V + <V [y,
n[ym] n[ym] l- H n[yh ]
(E, [y - TN? - (E,[y, - T])?
Vv 1<V, Iy 1+ : = <Vl
En particular,
V., 1<V, 1<v,[y.].
Demostracion.

Por definicion de los disefios certainty equivalence y miope se verifica que, para cuaquier

HT1[0,1],

E[(y, - T1EE, (v - T)?1,

0=(E,[y. - TD*£(E,[y; - T])?.

Ademés, por la definicion de disefios hibridos, se tiene que
E [y - 1)1+ H- W,y - TIEE,(y, - T)?1+(H - YV, [y, - T],
(B, Ly - TD?+HV, [y - TIE(E,[y. - TN +HV, [y, - T],
0 lo que es equivalente
E [ - T)?1- E[(v, - T)1E(H - Y, [y, - T1- V,[y) - T),
(E,Lvi' - TD)?- (E,ly. - TD*EH(V, [y, - T1- V, [y - T]).

Ahorael resultado del lema se obtiene cuando 0<H <1. W
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Apéndice 6.A.2 Demostracion Proposicion 6.1y 6.3.

El siguiente lema presenta %b, ., (x; H) paramodelos lineales en general con un formato
Util para poder derivar con respecto a x, que sirve incluso para modelos con interacciones 'y con

términos cuadréticos.

Lema 64 Sea E[y|x,b]=z®=b,+x®, donde x8=(x,,...,x;,), V[e|x,b]=s?

b¢=(b,,b,,...,b,)=(by,b#) independiente de ey (b:s *)~p,(b,s ?). Entonces
hb, (i H) =x4E, [b,1E,[b, 16+ HV,[b,])x +

2xq(E,[bo] - T)E,[b,]1+H COV,[by,b,1)+ EZ[bo]- 2T E,[by]+ T + HV,[b,] +S 2H .

Demostracion.

Aplicando el Lema6.1 con f(x;b)=z® , donde z¢=(1|x9=(L x,,...,x,), Setiene que
hb,, (x; H)=E?[z®]-2TE, [z0]+T* +HV,[z0]+S ?H =
z4E [b]E,[b]¢+ H V,[b])z- 2TE,[b]& + T2 +S 2H
y esto puede ser reescrito como estden € lema. l

El siguiente lema presenta la ecuacion de x™ (H) cuando H1 (0,1] para un modelo

lineal de primer orden.

Lema 6.5 Sean E[y|x,b]=Db, +é|k b.x,, V[e|x,b]=s?y bt=(b,,...,b,) independiente

=117

deey (b:s?)~py(b,s?). Cuando H1 (0,1], el diseiio d,,(H) observay,,, en

X! (H)=-(E,[b,1E,[b,1%+ HV,[b,1) *((E,[bo] - T)E,[b,]1+ H COV,[by,b,]),
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donde bt=(b,,b,,...,b,) es el vector de todos los parametros excepto by y COV, [b,,b,]

es el vector k™ 1 de covarianzas a posteriori entre b y los k elementos de b, .

Demostracion.
El resultado sigue de derivar hb, ., (x; H) dado en Lema 6.4 con respecto a x e igualarlo a cero,

y resolver el sistema de ecuaciones lineales resultante. ll

Cuando H =0y k>1, (E,[b,]E,[b,]9 no esderango méximo y este lema no podria

ser utilizado, pero x" (H =0) se puede seguir calculando sin més que reemplazar la inversa
p n+l

por unainversa generalizada.

Demostracion Proposicion 6.1.

Aplicando laférmula de Sherman-Morrison
A vt

A+uv§t=4"-
( 9 1+v¥

setiene que
v,'[b,] ¥, '[b,1E,[b ]E,[b,]%, [b]

(HV,[b,]+ E,[b,1E,[b,)% " == H(H +E,[b,]¥,'[b,]£,[b,])

Para H1 (0,1], utilizando esta Ultima expresion y desarrollando la ecuacion de x", (H) dada

n+l

en el Lema 6.5, se obtiene la férmula deseada.

Cuando H =0, a sustituir / por cero en la expresion del x', (H) dada en esta proposicion,

coincide con la dada en la Proposicion 2.1 a definir € certainty equivalence para un modelo

lineal de este tipo. M

Demostracion Proposicion 6.3.
Utilizando e Lema 6.4 y descomponiendo x¢=((x")¢(x*)9 con (x1)¢=(x,...,x,) Y

(x?)¢=(x,x,,...,x, 1x, ), Setiene que
min{hb, . (x; H)} = min{x®hx + 2x®} = min{ (") Gyyx* +2 (x*)ipx” + (x%) ¥ x° + 2},
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de formaque

1 1_ o o 2 o 2 o o
xHyx =a(aa;x)x; =a,x *2aa; xx;, =a,x7+2x; aa,x,+2 aa;xx,.
J K K jil K i K-{i} J. K-{i}
J<t J<t

(x )(Mlzx - a- ( a- a; e X t¢)'x =X; a- a;, 1 Xe T a. ( a. a; neX X t¢)x

K t1¢ K t18 K JK-{i} t16K
t<t¢ t<t¢ t<t¢
- + + +
X R a AinXy TX; a- Ai e Xe T X; a ( a a] it X )x a. ( a a]ttext ¢)x
A K-{i} 11§ K- {1} A K-{i} 4 K-{i} N K-{i} tt‘f K {1}

1<t¢

(xz)%zzxzz a. (aatthJjext t¢)x]x]¢ xiz a ( aal]ltx )x +x a. ( aayttext t¢)x +

¢ K 18 A K-{i} 4 K-{i} 1 K-{i} tt‘tk{l}
j<j¢ t<t¢ t<t¢
o o o
'xi a ( a a]]¢1] t)x] ]¢ a ( a a]]¢ttext t¢)x]x]¢
j.j¢ K;t{i} A K-{i} ]]@K {1} tt‘fl( {1}
J<J

x®= abx + ab X e =bix, + abx +x; ab X+ abj¢xjxj¢

AK J.j¢ AK- {1} AK-{} J,J% K-{i}
J<J¢ J<j¢

Derivando con respecto a x,, para il K ={1,...,k}, eigualando a cero, se obtiene el sistema no

lineal de laproposicion. B

En e supuesto de utilizar e método de Newton-Raphson, introducido en el Apéndice 6.A .4,

paralaresolucion del sistema,

F;'(xl""’xk):ai,i'xi + é- (ai,t 11t l)x + a (a] it 1]1[ l)x
A K-{i} J. K-{i}
o 6.1
a (az tt¢+ a aytttl?x] )xt'xt¢+b + a. b x] 0 ( )
118 K- {1} K-{i} K- {1}

1<t¢

con il K, lamatriz jacobianaasociada, J ={.J,.} queda definidaen el siguiente lema.

Lema 6.6 La matriz jacobiana J ={J,} con J, ° IF,/fx, , para irl K ={1,...,k}, asociada

al sistema F,(x,,...,x,) =0 dado en (6.1) es:

Ji=a;; +2 aa X+ aayl,J ,

K- {1} Jul K-{i}
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_ o
Jir |1'1r_a', +2a1 l}’xl 2'x (arlr lr ir'xi + - a airxjrxj) +
Jjl K-{ir}
o o
. a (ar,ij +aj,ir +ai,jr + zair,ijxi + lt Jr t)x R a air,ttextxt¢+bi,r
jl K-{i,r} K- {1 r} t,t¢ K-{i,r}
t<t€

Demostracion.
J,; se obtiene derivando con respectoa x; y J,, , con i r, desarrollando los sumandos de F;

como sigue y derivando con respecto a x, :

o o o o
a ( yit'xi)xt'xj = a (ar,it +air,itxi)xrxt t a a (aj,it +aij,itxi)xjxt =
1 K-{i} i K-{i} I K-{ir}d K-{i}
o o
(ar,ir +a1r1r l)x + a (ar,ij +aj,1'r +2a1r1]'x1)x xr + ~ a. (aj,it +a1]1[ z)x]x 1
]l K-{ir} j.l K-{i,r}
o o
a (al tt¢+ a- al] tt@x] )xt'xt¢ a- (ai,tr + air,tr'xr + ytr ])x
tt¢K{l} JK-{i} A4 K-{i,r} ]lK{lr}
t<t¢
o + + o u
a (ai,tt¢ Ay 116X R a aij,tt¢xj )xt'xt¢ .
t1® K-{i,r} S K-{ir}
t<t€

Una posible eleccion del punto de inicio para € proceso iterativo del método de
Newton-Raphson en €l estadio n+1, seria considerar e punto Aibrido €legido en € estadio
anterior. Otra posible eleccidn, seria considerar la eleccion certainty equivalence, aunque su
calculo precisa de la resolucion de un sistema de ecuaciones equivalente, incluso para e estadio
inicial. En cuanto a la eleccion del punto de inicio en el primer estadio se podria simplificar €
ndimero de parametros del modelo y tomar solo la parte de primer orden y obtener la solucion a

partir de la ecuacion de la Proposicion 6.1.
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Apéndice 6.A.3 Demostracion Lema 6.2 y Proposicion 6.2.

Demostracion Lema 6.2.

Utilizando los resultados del Lema 2.1 de inversion de matrices particionadas, se tiene que si

V.[bol COV,[by,b; 1%

é
V.[b]=s 2(M+ Zr(l]:Zn)'l =A
eeCC n[b07bl] n[bl] H

(M +282,) _

1
s 2 &

My, + 1 Mg +193Xn@

é
V—lb - ~
o 10] SZgMOI"'Xrg:ln MII+Xrg:XnH

entonces
F2s) M, + X0 YME +1¢X )0
/it = S i + g, - (ot SELNCE TETIS
S Mgy +n 7]
M, +X¢
v, '[b,1COV,[by,b,]=- —L—"
My tn
Por otro lado,

E,[b]=(M +Z82,) *(Mm+Z%,) b E,[b,]=—= (COV,[by,b,]1:V,[b, ])(Mm+ Z8,) =
S

1
S—Z(cov,,[bo,b,](moonb +M&m, +1¢Y,) +V,[b,1(Momy + M, m + X8Y,)),

con lo que

- 1M, +X
V,'b,]E,[b|] =-—2§—°’
S My T n

Sustituyendo en la Proposicion 6.1, se tiene la expresion deseada. M

Demostracion Proposicion 6.2.

@1
= (meyMy + M§m, +1¢Y,) - (Mo, my + M ,;m, + X8, )=

a

Se procede por induccion sobre n. Asumamos que j es tal que (mgm$- m ;Mg )m, * 0. De

Lema 6.2 se obtiene que cuando » =0,

1 1
xlhb(H)z_MOI + Lo (H)Y My - — Mo MgG)m =

My My,

l m'o M m,o
_(MOI - ij ej)+m_]ej +L0(H)(m00m]¢' ijM(%)mej = mOI +(x1,j(H)' m_])ej'
00

00 00 00
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Supongamos cierto hasta el estadio n, entonces x;” (H) = ({/my)M o, + (x; ; (H) - m ;o /mgy)e;
paratodo i £ n. Si definimos x como laj-ésima columnade X, x} =(x, ;(H),...,x, ;(H))%
esta hipotesis de induccion implica que X $=(Yme)Mo,1¢+e; (x] - 1, m;q/my)¢ y, por

tanto,
X8, =(n/my)Mo, + (1¢x7 - nij/mOO)ej

qu:Yn =191:Yn MOI/mOO + (an:x;l - ij/mOO)ej .

Del Lema 6.2 setiene que

1
xf,lilz (Mg, +X81,)+
o tn

i +M +1¢Y a
Ln(H)iMOInb+MIImI+Xrg:Yn- moorrb S;rn[ - n(MOI+Xr¢]'n),7
1 Mo + 1 %

y de aqui
Mo + 18] i MMy + Mg m, +1¢Y, v
by () =2 () gy + iy + vy - M0 T MEM T il
o tn 7 Moy + 1
Asi que
o1 + (0 (H) - _Jo)ej =x,’,’f1(H)+ o7 _ _]Oej +
mOO m(x) mm mm
1 M m.
(- My, - ”i"'(mjo +n_JO)ej)+
My T n My, My

M
L,(H){(m;omy + mSmy)e, - Mo,my - M,m - 1¢Y, mOI +
0

mey + Mgm +1¢Y, M, M o

mjo
—=1¢Ye; - N (mpe; - My, - n +n
My, my tn My, My,

e;)}

La primera parte de la demostracion se obtiene chequeando que

1 M m. M m,
(- Moy = n— Lt (m g +n—")e,) = (—%- —Fe))
My tn My My, My My
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M
(m ;omy +m9:ml)ej - Mymy - M,m - 1¢Y, oL+

My
m; m +M +1¢Y M m;
0 0
—JlgiYnej _ Moo gim + 1§, (mpe; - My, - n o +n—Jej)=
Mgy Moy T 1 Mgy Mgy

M m,
mmye; - M, m +Mgm, mOI - Mg}m,—foej =

J
00 Mgy

m. M
(m¢- —Mg)me, - (M, - —2LMg)m =0.
My My

Cuando no existe ;1 {L....k} tad que (mm$- m;oMg)m, * 0, se veifica que
(moyM ,; - My, M§)m, =0. Procediendo igualmente por induccion, e resultado se verifica
trivialmente para n=0. Supuesto cierto para if£n, entonces X$1, =(n/my)My Y
X8, =(1$Y, /my)M,, v, sustituyendo en € Lema 6.2, se obtiene que x"%, (H) = (Y my,)M,, .
|

Apéndice 6.A.4 Calculo de x"*(H) para un modelo lineal bajo
la restriccion de que C = B(R).

En este apéndice se introduce € método de Newton-Raphson usado para encontrar €l
punto que minimiza e hb, ., (H) bajo las restricciones de que x”(H)1 C y para un modelo
lineal con interacciones donde C es unabolade radio R centrada en €l origen. Se podrian utilizar
otros métodos de minimizacion o de resolucion de sistemas no lineales, pero e método de
Newton-Raphson funciona bien para este problema ya que e caculo de la matriz jacobiana es
trivial. A continuacion se describe dicho método. Consideremos €l problema en € que se dan N
relaciones funcionales igualadas a cero

F(t;,t5,...,ty)=0, con i=12...N y ¢1R.
Sea t=(t),t,,...,.ty) Y F=(F,F,,....Fy). En las proximidades de ¢, cada una de las F,

puede ser expandida en serie de Taylor como
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Fi(e+d )= F () +é§:1ﬂ—fﬂr, +O(11?).
J

Denotando la matriz jacobiana con elementos
J.° E
g T[ t

;
por J, se tiene en notacion matricial que

F(+N6)=F(@) +J1t+0(1t?).
Despreciando los términos de orden mayor o igual a dos, e iguaando F(¢t +9¢) =0, se obtiene
un conjunto de ecuaciones lineales parala correccion ¢ igual a

JIt=-F,

y que puede ser resuelta usando la descomposicion LU. La correccion sera afiadida a vector
solucién

tnuevo = tvieju + ﬂt

y el proceso serditerado hasta la convergencia.

Para nuestro caso particular de un modelo lineal de primer orden, se debe resolver €

siguiente problema de minimizacion:
| min b, (H)
}s.a. ax?ER*

Si e punto que minimiza hb,,,(H) caefueradelaregion C = B(R) esto setraduce en

in zWz-2Tz® [bl0 -~
min z f ) z ’é[ ]l’JU min z¥z - 2T z& [b] +1 (§ x* - R?),
sa.ax; =R [\;

donde | es & multiplicador de Lagrange asociado a tal restriccion, A=E, [b]E, [b]¢+
HV,[b] esunamatriz (k+1)" (k+D) y z¢=(1|x9=(Lx,,...,x,) . Derivando con respecto a
x Yy | se obtiene e siguiente sistema no linea (las funciones F, del méodo de Newton-
Raphson):

i,(AII +1 Ik)x+(A0, - TEn[bl])=O
% x%- R*=0

’
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con lamatriz A particionada como sigue
_ By A

- -

AO[ AII ﬂ
donde 4,, esunamatriz &~ k. Lamatriz jacobiana resultante para dicho sistema queda como
oy, x0

& 2x¢ 0y

Un punto inicial, x° = (x,...,x;), podria ser

x, parai=1...k,

que coincide con €l punto de lafronterade laregion C que se obtiene de unir con una linea recta
el punto del disefio hibrido sin restricciones, x = (x,,...,x,), Y € centro delaregion C, que en

este caso es € origen.
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RESULTADOS DISTRIBUCIONALES:
MODELO DE REGRESION SIMPLE NORMAL
CON PRIORI SOBRE b, y b,.

El modelo de regresion simple normal asume que E[y|x,b]=b, +b,x y Var(e|x,b)
=s 2 0, en formamatricial, que
Y, |X,,b~N,(Z,b,s?l),
con Z, la mariz de n” 2 cuya j-édma fila es @ vector z¢=(1|x;)=(@Lx;), Y=
(V11 Y20eeeny,), DC=(by,b,) e I, eslamatriz identidad »” ». En un contexto bayesiano, se
supone una distribucion a priori sobre dichos parametros que identificaremos por p,(b |s). La
eleccién de dicha distribucion dependera de la informacion inicia de la que se parta sobre €

problema.

Laclave estadistica del modelo lineal normal se basa en:

1. definir las variables x e y (posiblemente usando transformaciones) para que la esperanza
condicional de y sea razonablemente linead como una funcién de x con errores
aproximadamente normalesy,

2. fijar una distribucién a priori sobre los pardmetros del modelo que reflgje exactamente €l
conocimiento inicial; una distribucién a priori que sea suficientemente informativa para los
parametros del modelo considerado siempre que no domine a los datos de forma

inapropiada.
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El modelo lineal ordinario adopta varias suposiciones, linedidad de la esperanza
E[y|x,b] como funcién de x, normalidad de los términos de error y observaciones
independientes con igua varianza, ninguna de las cuales se cumple en la préctica. La pregunta
clara es s hay demasiada diferencia entre la teoria y la préctica. Existen gran cantidad de
métodos para chegquear cdmo gjustar el modelo alos datos 'y siempre se pueden probar distintos

modelos para ver la sensibilidad de las inferencias.

En este primer apéndice se consideran cuatro distribuciones a priori, obtenidas
suponiendo b, y b, independientes, y combinando la distribucion uniforme y normal sobre
ambos pardmetros y bajo la suposicion de que s es considerada conocida. Para cada una de las
cuatro distribuciones a priori se calculan las distribuciones a posteriori, las condicionales a
posteriori de un parametro sobre € otro y las marginales a posteriori para cada pardmetro,
siempre utilizando la notacion dada en la Seccién 1.7 del primer capitulo. Ademas, se calculala
moda a posteriori, que en el caso de priori conjugada coincide con la media a posteriori, y la
varianza de prediccion resultante de sustituir estos estimadores en e modelo. Estos calculos
proporcionan algunos de los ingredientes necesarios para implementar de forma eficiente las

familias de disefios introducidas en los capitul os de esta tesis.

La primera priori que se tratara es aguella en la que b, y b, son normales, no
necesariamente independientes, correspondiente a caso conjugado. El hecho de que los
momentos de la distribucion a posteriori de |os parametros se puedan dar de forma cerrada hace
a esta priori una de las més empleadas en las distintas gjemplificaciones de las familias de
disefios implementadas en esta tesis. Como Ultima seccién de este apéndice se incluyen
resultados sobre estimadores minimos cuadrados que son de gran utilidad en € desarrollo de

éste.
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1. PRIORI CONJUGADA.

Consideremos que p,(b |s) es N,(ms *M '), con me= (my,,m, ) y M :{ml]} una
matrizde 2 2. Ladensidad a priori es

N

0, (b) = 1 _ exp:’- (b-m¢€ “M ) *(b-mu uexp}- (b - mas(b - m)u,

(@)2s 2m " T 2 | 2

y laverosimilitud es

PR S | A5, CAN ATAY
(20)"s 21, f 2 !

\. _ _ b ...

uexp}__ (v, Z,,bz):(jn z, )y

: b

con lo que ladensidad conjuntapara ¥, y b viene dada como

i (Y, +mym+b&M +28Z, )b - 2b§Mm+Z08Y, ) ()
h(Yeran’pO):f(Yn|Xn7b)p0(b)uexp,:,\- ( ) q 252 :

a) Conjunta a posteriori.

N

p,(b)u eXp%-

(b- (M +Z8Z ) (Mm+Z8Y )M +Z$Z,)(b - (M +Z8Z, ) *(Mm+ ZgY, )il
2s 2 b

De aqui,
p,(b)~N,{ (M +28z,) (Mm+287,),s 2(M + 2$2,) "}

y denotando z¢=(1,x) setiene que

p, (b +byx) ~ N{ &M + 2$2,) L (Mm+ Z8Y,),s 22&M +202,) "2 }.
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b) Condicionales a posteriori.

o (b |b)~Nan11moo+é)’i' bléxi+m12(rnol_ b)) s2 ¢
n 0 1 ’

my tn m11+n;g

o (b, |b )~N(@n22mol+éxiyi' boé.xi"'mlz(mo0 - by) s ? 9
n 1 0 g ’

o 2 s
My +a Xx; My ta X, g

Estas se obtienen desarrollando la parte del exponente de p , (b) que depende de b, es decir,

b§ (myy +n)+by (myy +& x7)+2boby (my, + A x,) - 2D (myymy +my,my, +ay,)
- o 2
+ 2b1(mlzmuo Ty, +a X V)
%’ '

¢) Marginales a posteriori.

Se construyen de forma inmediata sn més que tener en cuenta, que S
p,(b)~N,(mS) entonces p,(CH) ~N(C CEC); en particular, lamargind de b, y b,

se obtiene para C¢=(1,0) y C¢=(0,1), respectivamente.
d) Modas a posteriori.
Para esta priori coinciden con las medias a posteriori y son

@xP&y, - ax&xy)+tmp(@y - MAx,)+my(my +4 xiz)moo

Wi, + Wap + W3, + Way

En[bO] =

+ le(rnolé-xiz -aAxy, - rnoo(m12+é-xi)) _

Wy, T Wy, Fws, twy,

Zls = - o 2 o o
WlnbOn +W2n(yn - rrl)lxn)+w3nrrbo +m12(rn)1a X - axiyi - rnao(m12 ta xi))
1
Wi + Wa, +W3n + Wan
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(nd x,y; - & x; @ V)t nmymy +my(mym, - mooé X +axy,)

Wy, T wy, T Wy, T wy,

En[bl] =

L M (nmy, - ay-m (m,+ax))
Wy, T Wy, T w,, tw,,

s o o o o
wy, by, +wy, My +my (mpm, - M, @ x;, +a x,y;) tmy(m, - a y, - m (m, +a x;))
i)
Wi + Wa, +W3n + Wan

donde wy,, =nd (x, - X,)? =| Z,gtz,,|, Wy, SN My,  Wa, =My (Mmy +@ x2) Yy w,, =

- my, (my, + 28 ;).

Cuando b, y b, son independientes a priori (m,, =0), las medias a posteriori se

pueden expresar como

S s = =
WlnbOn +W2n (yn - rr‘l)lxn)+w3nrnoo

E [bo]= )
”[ 0] Wi, +W2n +W3n
~ s é-xiyi-rnoé.xi o é-xiyi-rnoé-xi
Wlnb]{n +W2nrnol +W3n (rno1 + o xg ° )_ mll(rnola xiz +m22 é xz ° )
E,[b,]= l l

Wy, T Wy, T w,,

e) Varianzas y Covarianzas de las modas a posteriori.

En notacion matricia se tiene que
Var _Cov, (E,[by],E,[b,]) =s (M +2$2,)*202,(M +29Z,)"*.
Para implementacién computacional se puede utilizar que

vV (E [b ])_S 2 Wlné- xi2 +m22(w2n +2W1n)+m12(mllé- xi2 - 2m22§- xi)
n\=plMol) — y

2
(Wln + Way, + W3, + W4n)

v (E.[b,]) =s 2 Wy, +m11(m115. xiz +2w,,) +my, (nmy, - 2””115. x;)
n nlM1l) — y

2
(Wln + Way, + W3, + W4n)

137



Apéndice 1

Q o 2 o
2@ X (MyMy, -wy, ) - myy(w,, +2wy, +mya x;7 - mpa x;)

2
(Wln + Way, + W3, + W4n)

Cov, (E,[bo].E,[b,]) =5

f) Varianza de estimacion de prediccion, E,[y(x,)] = E,[by + b;x,].
Vn (En[y('x)] :gin (En[bl]) + zxocovn (En[b0]7En[bl]) + Vn (En[bO]) .
Por otro lado, lavarianzade f(x;b) es

xg(n+mll)' 2x(my, +a x;) + (my +a xiz)s 2

Wi, + Wap + W3, + Way

V,(f(x;b)) =
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2. PRIORI NORMAL SOBRE b, Y UNIFORME SOBRE b,.

Consideremos p, (b) tal que by ~N(m, ,s 2 ) y by ~U[lb,,uph,] independientes. La
densidad a priori es

i )

1 1aeb - ITIOO .

pO(bO’ bl) u I[lbl,upbl] (bl) expl, - —90— ;

P28

bo

Ladistribucion conjuntade Y, y b queda como

{18y, - 2,b)&Y, - Z,b) (b~ m,)" 4

h(Y,, b |.X,,Po) K L ] (D1) €XPI -
[ ip ] T 28 SZ SEO q)

a) Conjunta a posteriori.

bo

! A
pn (b) |J I[lbl,upbl] (bl) exp}- W(S EO (b ¢ngznb - 2anznb) +S Z(bg - 2b0n130))y
f b

b) Condicionales a posteriori.

I ®&2(@Qy -bAax s?%s2 0 -
(@ - b.ax) % = §b,1 [by,upby]

| € nsp +s ‘ns i +s’ g
%
::: 0 end resto.
i

Cuando § x?1 0,

* v, A x.
pn(bllbo)~N”b“”””1]§5§0 s 2 ,

p,(by|by) ~Ullby,upb,].

Estas se obtienen desarrollando la parte del exponente de p , (b) que depende de b , es decir,
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) bg(”s EO +s 2)"'Zbo(S go(blé x-ay)-s 2m%)+s go(bfé xiz - 20,8 x,7,)

2o 2
sy,

¢) Marginales a posteriori.

Cuando § x?* 0 setiene que

oy,
b

p (bl) ~N[lb1,upb1]éa4}1”b]{j’ +W2n (é- xiyi - rnooé- xi)/é xi2 7(ns EO +Ss 2)S 29
! 8 wy, t W, wy, +w,, B
y
p,(bo)H

é * s * 3 7 * [}
& Cupbi- Ev, 2 Gl - By 1Jexpg-lg(fzbo)z bg(ns i, +s?)- 2bo(s 5 & v, +s °m, )
é . T S (At - 20 2
RN o LT
con Wln =ns b a ('xi - )_Cn)z :Sg ng:Zn 1 WZn =S Zé. xi2 ’ EIZO =S go (é- xiyi - boé xi)/é. xi2
y Vo =s?/8 x?.

Si & x? =0 entonces

p, (b)) ~U(b,upb,)

y
2 2 2 2a 2 A
Bpayts'm, ss, 0O
pn(b0)~NQ 2 2 2 2
& nsg ts nsp +s° o

d) Modas a posteriori.

S ax?t0, b/ esd puntoen [lb,,upb,] que estd més cercade

b _Sﬁo(né Xy, - Axdy)+s*@xy, - mooéxi)

1n 2 2 —\2_..28 .2
nspa(x-x,)° +sax

Si b, T [Ib,upb,],
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p pme _S Ii(é- xizé. Vi~ é. xiyié. xi)+s Zrnooé. X;
on = ’

2 2 —\2.,.28 .2
nsp a(x;-x,)° +s°ax;

mientras quesi b, 1 [/b,,upb,], b™ esel extremo del intervalo méas proximo a b, ,
y s ésteesib,,
st (@ -Ihax)+s’m,

2 2
nsy +S

pmo _
b On —

pmo

(de formaandlogacuando b ™ =upb,).

S & x? =0, b/ escuaquier punto del intervalo [/b,,upb,] Y

2 8 2
Sp,a y; S,
5 .

ns g +s?

pmo —
b on

Estos estimadores se obtienen maximizando el exponente de la densidad p, (b) con la

restriccion deque b, T (/b,,upb,), 1o que lleva aresolver & sistema

b, (ns EO +s?)+s Eo(blé X -ay)-s 2mﬂo =0

]
% bod x, +b,4 xiz_ axy =0.

e) Varianzas y Covarianzas de las modas a posteriori.

Cuando § x” ! 0,

mo mo 7 1 Zls ol ol
V, (0™ 103" 1 (Iby, upb,)) S (wy,bpy +s %@ X, - M, & x,)) =
Wy, T Wo,
1 =S S 2 o - o 0
5 (éwfn - —— +s *s 24 xZ +2w,s *Cov, (b, & X y;)I=

(Wln +W2n) a (xi - xn) g
2 2 A
S & w 0
( + zéo 1”_ 2 +Sz(w2n+2W1}1);’
Wln W2n) a (xi - xn) 9

Vn (Wlnb(l)gn + WannDO) _ S 2 lené- xl-z

V(05" |bf" T (Iby,upby)) =

2 - 2 — 2
(Wln +W2n) (Wln +W2n) né ('xi - xn)
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7 2 Cov, (bE bEY+w,s 2Cov, (bE & x,,
Cov, (bL™ b2 |61 (1by,uphy)) =% Por:Pu) +1wy,8 “Cov, (o, x7:) _

2

(wy, +wy,)
s? ® - wedx 0
2 o — \2 =
(wy, +w,,)? §n8 (v, - %,)% 5

Segln esto, la matriz de varianzas covarianzas viene dada por

Var _Cov, (bg" 00" |b 2" 1 (1by,uphy)) =

2 ® ® 0 o
> 2 W].Zn(ngZn)-l+(2Wlnw2n+W22n) <] Z:’
(wy, +wy,) go :l/a i O

Conwl,,:nsﬁoé(xi-x) =s?Q x”

S ax*=06 b1 (Iby,upb,),
2 4
S S
v (bfmy=—0 "%

sZn+s?)

f) Varianza de estimacion de prediccion, f,”" (xy;b)=b/"* +b " x

Cuando § x21 0,

2 é .= 2 6 2 4o 20
V (me (x01b)|bpmol (lbl,upbl))— S aw ?— oxO X (WZn °W1n2W2n)x0 l,J,
(W1n+W2) a(xl-x) g ax; 4]
Conwl,,:nsﬁoé(xi-x) . =S axl,y
SZ 4
v, (f’””(xo,b)|b”"’°—lb)——bO V. | bl =1b,).
(s¢ b2 TS ?)?
De forma andloga se obtiene para b 2" =upb, .
S 4x?=0,
2 4
V(S (0 ) = 5 =V, (b4 |8 x7 = 0).
(spn+s?)?
Notar que

V(" (o D) DL T Iy, upby)) =

WV, (0, +xob L) + (w3, + 2wy, wy, IV, (My, + %0 (& x,9, - M, & x,)/& x7)

2
(W, +wy,)
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3. PRIORI NORMAL SOBRE b, Y UNIFORME SOBRE b,.

Consideremos p,(b) tal que b, ~~N(m, ,s §1), b, ~Ullby,upb,] € independientes.

Ladensidad a priori es

I 52
] 18, -m, 0
Po (D) T 1) (Do) €XPI - EQ - -
U2 s, 5

by
Ladistribucion conjuntade Y, y b quedacomo sigue

f 18y, - Zz,b)¢y, - Z,b)  (by-m, ) &
h(Y,,b|X,.,po)H I[zbo,upbo](bo)eXp!'—g — )(E L)) + > -
i 2& S Sb. b

a) Conjunta a posteriori.

by

P !
pn(b)i'l I[lbo,upbo](bO)exp}r-W(s li(b q:Znan - 2Yn@nb)+s 2(bl2 - 2b1rnol))g

b) Condicionales a posteriori.

p,(bg|b,)~ NPl (5 - b.%, s 2/n),

& °’m, -sZ(b,Ax -axy, s?%s2 0 .
M, - S, (o ») %= §b,T (Iby,upbo)

[+

2 2 8 2 ! 2 2 2 =
g S“+spax s“+spax g

|
|
|
|
-I-
: 0 en d resto.
i
|

Estas se pueden obtener de forma sencilla reagrupando el exponente de p , (b) como

bgnsg +bi(s*+sy & x7)+2b(sp (Dod ¥, - & xiy)-s°m,)- 257 bod y,
2% ¢ '
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¢) Marginales a posteriori.

Zls = = 2.9 2 2\ 2 3
p (bo) ~N[]b0,,,,pb0] éalvlnbOn +W2n (yn - rnalxn) , (S bla X +Ss )S 9

g Wy, W, wy, T Wy,
p,(by)H
g @Pbo - E;l 0 89[)0 - E;l dJ 11?(E;1)2 bi(s?+s tzalé x2)- 2b, (s tié X;y; S 2mol)urj
g: —F %EXp'Ee v ) 20 2 Uy,
= N + o Tx 24 s “s 4
e § Ve 5 § Vo, g 178 7n by th
con wy, =ns ;@ (x, - x,)° =SI§1 Z$Z,|, wy, =ns 2, E[;l =y, - bx,y Vﬁl =s?/n.

d) Modas a posteriori.

by" ese punto en [Ib,,upb,] que estd més cercade

- Wlnb(l)gn +W2n (yn - rnolfn)
bOn = .

wy, T Wy,
S bAonT [bg, upb,],

Zls
+
pmo _ Vn by, +w,, My,

b,

Wi, + Way,

mientras quesi b, 1 [Iby,upb,], b{™ ese extremo del intervalo més proximo a b, ,
y S éstees /b,

S Ii(é Xy, - by Q x;) +S 2m01

p.me =
m = 29 2 2
Sp A X +S

(de formaandogacuando bl =upb,).

Las modas a posteriori se obtienen maximizando el exponente de la densidad p , (b)
con larestriccion de que b, 1 (b,,upb,) . Ello llevaaresolver e sistema
i' bOnS|§1+blslié.xi-Slié.yi:o
"fbos b Ax +b(s?+s?8x?)-sk8xy -s’m, =0
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e) Varianzas y Covarianzas de las modas a posteriori.

S b&™1 (lby,upb,) , lamatriz de varianzas covarianzas es

Var _Cov, (bZ™ 0" [bL™ 1 (Ibg,upby)) =

2 & 000
S—2§W12n (ng:Zn )_l + (2W1n Wy, * W2n )?n
(Wln + W2n 0 Oﬂﬂ

Desarrollando se tiene que

mo mo T 1 s — — _
Vn (b(‘)Dn |bé)n I (lb07upb0)) :(—ZVn (Wlnb(l)n +W2n (yn - xnrnol))_

Wln +W2n)
1 s 2?8 x? , 5?2 0
é +W2n_+2W1nW2nC0V (b0n7yn) i=
(Wln+W2) na(x-x) n 7]
s? ae;vz ax! + W, + 2wy, wy, 9
2 1n — 2 ]
(wy, +ws,) é na (x; - x,) n o}
l AIS S 2 an

V,(wy,by,) =

V (b pmo |bpmo 1 (lbo,upbo)) = >V
Wy, Wy, )

(Wln+W2n) a(x -x)

l ~ ~ o -~
Cov, (b&" 0L |01 (Iby,upb,)) = (wfnCovn (be b)Y +w,s %Cov,(§ v, by ))=
(Wln Way,
s? (ie - lené. X; 9
(Wln +W2n)2 gné ('xi - fn)z B

S bl T (Iby,upby),
sas’8x]
(5*+sp A7)’

V,(b3") =

f) Varianza de estimacién de prediccion, f,/" (xy;b)=bg"" +b/" x

= 1\2
len ('xO - xn) =

2 — 2
(Wln +W2n) é('xi- xn) %]

V(£ (50 0) D™ 1 (g upby)) =5 2§+

— 2
n ’WZn_nS y

— 2 8 = \2
con wy, =nsg a (x; - x,)
24228 2
XSS “a X

2 2 272
(s +Sblé'xi)

V(1" (x0:D) | bg,"™ =1bo) =

De forma anéloga se obtienen para b = upb, .
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4. PRIORI UNIFORME SOBRE b, y b, INDEPENDIENTES.

Consideremos en este caso que p,(b) indica que b,~Ul[lby,upb,] Y
b, ~U[lb,,upb,] independientes. La densidad a priori es
pO(b) U I[lbo,upbo](bO) I[Ibl,upbl](bl) .

Ladistribucion conjuntade Y, y b queda como sigue

1
252

R(Y,, 01X, P o) M L ] (Do) inyups] (B1) exp;- ¥, - Z,b)¢Y, - Z,,b)g.

a) Conjunta a posteriori.

1
252

P (B) 1 s, o] (00) Uiy o] (B) exp;- (b®$z,b - 2Y,,<lz,,b)§.

b) Condicionales a posteriori.

I Nl (55 - bix, s 2/n) siby1 [Iby,upb,]
|
P, (bolby)~i
} 0 en d resto.

Cuando § x?1 0,

I Nt ((é X Vi boé xi)/é xiz S Z/é xlz) boT [lboiupbo]
|
p, (b, 1by) ~ |

i
} 0 en d resto.

Mientrassi § x” =0,

VULlb,,upb,] siby1 [Iby,upb,]

i
|'
P, (b |bo)~i
1o end resto.

Estas expresiones se obtiene teniendo en cuenta que el exponentede p, (b) se reescribe como

l o o o o
] p(nbo2 +b28 x2- 2b,(8 x,: - bod x,)- 2004 7).
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P, (Do) K I i, ] (B0)

con E, =
0

¢) Marginales a posteriori.

Cuando § x*t 0,

@@ ('D).ICP) D

g%
E

é X Vi~ boé X;
4 x’

* _a2/82 2
Vo, =S 2/ x] .

Mientrasquesi § x> =0,

n(by)?-2by,4 y, ¥l

P, (Do) K L ] eXp}f -

2 ? ’
g %pb 'E* 9 @b - F d) -lle(E ) b20 2-2b °
(b)p1 (b)9:9 0" %o 7 6o b Uyl = g tax; a Xy,
pn 1 [lbl,upbl] 1 e * T - U .|. 2 < V S >
éé Yo, B § Vo, g 1787

con E, =%, - byx, yVy =s?/n.

d) Modas a posteriori.

S Z8Z, esinvertible:

a) S b& T [1by,upb,] y BET [by,upb,], (027, 02") =B bEY.

b) Si b8 T [by,upb,] y b2 T [Ib,,uph,] entonces b/™ es el extremo del intervalo méas
préximo a 6 y by™ esel punto de [Ib,,upb,] maspréoximoa y, - x, bl" .

Q) Si b8 T [Iby,upby] y b2 T [Ib,,upb,], bl™ es el extremo del intervalo més proximo
a Bé; y b/ ese punto de [lb,,upb,] mésproximoa (3 x,y, - b”""’a X; )/a X

d) S b8 T [Iby,upby] y BET [Iby,upb,], (bE™,b{"™) sera e punto que minimiza

g(by,b))=b®eZ b - 2Y¥ b entrelosdos (b, b/ ) obtenidosenb)y c).
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S Z¢Z, no es invertible y la recta b, +b,x; =y, tiene interseccion con € recinto
[lby,upby]” [Iby,upb;], (b5, bL™) es cuaquier punto de dicha recta que también esté en €
recinto. Si la recta no tiene interseccion con €l recinto, (bg"’,b/") sera el punto esquina del

recinto mas proximo a dicha recta.

Las modas a posteriori se obtendréan maximizando e exponente de la densidad p , (b)

con lasrestricciones de que b, 1 [lb,,upb,] y b, 1 [Ib,,upb,]. Ello llevaaresolver e sistema
i nby+bax -ay =0
ibod x, +b,; @ xiz - x,y, =0.

—,

e) Varianza de estimacién de prediccion, f,/" (xy;b)=bg"" + bl x,.

Cuando Z¢Z, esinvertible,
. . -%¥)2 0
(" (e ) (D27 T (1 upby). b2 T (lby,uphy)) =s ? b Lot T 2
PR Y

2

V(£ (xg:0) |02 T (Iby,upby), b 2™ =1b)) =5
n

2.2
S™Xx

V(1" (503 D) [DE = by, b T (b, upby) =22
a

i

De forma analoga se obtiene cuando b ™ =upb, y b™ =upb, .

En e caso de que Z$Z, seano invertible no se especifica la varianza de prediccion ya que las

modas a posteriori no quedan definidas de forma univoca.

148



Apéndice 1

5. ESTIMADORES MINIMOS CUADRADOS.

A continuacién se presentan a gunos resultados para los estimadores minimos cuadrados

gue son de gran utilidad en €l desarrollo de este apéndice.

bAIS _éxizéyi'é.xjéxiyi BI.g_né.xjyj'é.xjé.yj
Oon — m — .

na (x; - J_Cn)z ’ na (x; - J_Cn)z
Sl R 2 1 s? &3 x> -ax0
Var _Cov, (b, ,by)=s “(Z8Z,) :né o 2§ ézx n z:,
i~ An "~ i (4]

O

- (x; - X o) 2 (v - % )x.
COV,,(bf;,axiyi):congo EIRRY: (CRE AL

o — ’axiyz;_s ° — - =S ’
a('xi-'xn 2 ﬂ a-(xi-xn)2
R &é.yj(nxj'éxi) 9 é(nxj-éxl.)
Cov, (b2,8 y,) = CovgL— A ye=s? Ll — =0,
by, 8 3:) é nd (x; - x,)? Nt nd (x; - x,)?
(4]

Cov, (Bcl)ynvé x,y,)=Cov,(@ yi/n’é- X Vi) - )_chOVn(Bllfl,é x;y;) =S 2J_Cn - X,S ?=0,
Covn(b\(l)sn’é yi):covn(yrﬂé yi):sz ’

~ ~ -¥)2 0
Vv (bls +blsx )=S Za__i_ (xO xn) :
n On 170 n é (X- - X )zg
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RESULTADOS DISTRIBUCIONALES:
MODELO DE REGRESION SIMPLE NORMAL
PARAMETRIZADO EN TERMINOS DE b, yaq.

En & Apéndice | se tratd € modelo de regresion simple normal parametrizado por
Ely, |x,,b]=by +b,x,. En ese caso, laraiz queda expresada como €l cociente g =- b, /b, ,
lo que lleva, en e caso de que la distribucion sobre b, tenga soporte infinito o la de b,
contenga €l cero, a que e soporte de la distribucién de q sea igua a R. A menudo esto no
reflgia la incertidumbre sobre dicho parametro q de forma adecuada y es corriente que a los
cientificos les sea més fécil ofrecer informacion sobre la localizacion de la raiz y sobre la
pendiente de la curva cerca de dicha raiz. Para cubrir esta posibilidad se considera e modelo
parametrizado de la forma E[y, |x,,q,b,;] =7 +b,(x, - q) con diferentes distribuciones a

priori sobre |os pardmetros.

Asumamos que
Yo l%,,05,0 ~N(T +b,(x, - q),5 %)
conlas y, independientes o, en forma matricial,
Y,|X,,b,,q~N(T+b,Z,q,s?,)),
con Z, lamatrizde n” 2 cuyaj-ésmafilaese vector (Lx;), ¥Y¢=(y,,...,y,), af=(-q,1) e
I, la matriz identidad »n~ n, con s conociday T un valor objetivo también conocido. Sin
pérdida de generalidad, supondremos 7 =0, restando €l valor 7 de y,. Como en €l apéndice

anterior a continuacion se presentan las distribuciones a posteriori de los pardmetros, las
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condicionales a posteriori de un parametro respecto al otro y las marginales a posteriori, todo
para cuatro distribuciones a priori formadas a combinar la distribucion normal y la uniforme
sobre g y b,, bgo la suposicion inicial de independencia. También se indicara la moda a
posteriori de los parametros para las dos prioris para las que q ~UJrtl,rtu] . No se han
calculado las modas a posteriori paralos casos en los que q fuese normal, porque no es posible
expresarlas en forma cerrada, ya que para ello es necesario resolver un sistema no lineal de
dificil solucion. En estos casos, para €l calculo de esperanzas, modas y varianzas a posteriori, se
deberan recurrir a métodos de simulacion, tales como son MonteCarlo, Rejection Sampling y
Gibbs. A lo largo del apéndice la notacion empleada sera la que se especifica en la Seccion 1.7

del primer capitulo.

Para la parametrizacion de este apéndice, estimaremos E[y |x,]= f(x,;b) através de
S (xg;0)=b)" (x5 - q/™) donde (@7"’,b/") eslamoda de la distribucion a posteriori
p,@,b;).A pesar deque g/’ no es e mejor estimador para q , ya que prefiere alos valores
de rt/ 6 rtu sobre puntos del interior de [r7/,rtu], tiene la ventgja de que tanto g /"’ como
S (xq;b) y la desviacion estandar de éste Ultimo pueden evaluarse de forma cerrada Esto
hace factible su utilizacion en los g emplos de esta memoria y permite apreciar de una manera
sencilla la generalidad de los disefios propuestos en los distintos capitulos al ilustrar su uso

sobre digtintas versiones de certainty equivalence.
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1. PRIORI UNIFORME EN q Y NORMAL EN b;.

Consideremos que la distribucion a priori sobre los parametros p,(q,b,) es ta que

q ~Ulrt,rtu], by ~N(m, ,S ) yqyb; mdependlentea Ladensidad a priori es

I’r‘l0 O
Po@.by) 1 I, ,,u](q)exp.- ig ',

23N o

donde 7 representa la funcion indicatriz. Ladistribucion conjuntade Y, , q y b, quedacomo

h(Yn,q,bAX,,,po)ul[,ﬂ,,u](q)exp? 1Y, - b.Z,a) ¥, - biZ,)) | (B~ M) 9”
i 8 s S, qg

a) Conjunta a posteriori.

1 1
pn(qvbl)uI[rtl,rtu(q)exp}_-w(b (ququznql-'-s ) 2b (Sb n nq1+s rrl)))y
i

by

b) Condicionales a posteriori.

PNV (5, - 5, Tby,s 2/(ab ) S byt 0

p,@lby)~i
i Ulrtl, rtu] s b, =0
y

I &®&23 -q)+s s2s? 0 -
i NG bl?yl(x a) mo o & 5 5. sql [rtl,rtu]
Il 8 Sbla(xi'CI) +s ? Sbla(xi'CI) ST 4

p,(by]g) ~i
: 0 end resto.
1

Estas se obtienen desarrollando la parte del exponentede p, (q,b,) quedependede q vy b, :

bi(s 58 (i -a)’ +s%)- 2bi(5 5 8 vi(x - ) +s mo)
2%
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¢) Marginales a posteriori.

1 i'l (Ssléyi(xi'q)"'szrnol)ztj
2 o > ZeXpJ._zz 2 2 2 2\ Y
JS2B (- +s? 125506 5A (x-a) +s )]

P, @)K L) @)

germ E, 9 %z- E; Z‘UU

e

F18(E,)? bl x’+5%)- 2by(s§ & xy; +s°m, )

ex
p}Z Vbl s 2

p, (b)) p W %

('IID)

con E, =%, - 3,/0by, Vy =S 2/(nb}) .

La derivada de la densidad margina a posteriori de q igualada a cero resulta €
polinomio de tercer grado
q3(s f)‘ls 2n2)+q2(- 3ns f)‘ls 2a X; - ncte2s Elé v, *+s sl(é yl-)zé xi)
+q(n cte2® +ns Els 2ctel + 25 f)‘ls 2(& x,)? - ctels li a yi)z)
- & x,(cte2® +s EIS 2ctel) + ctelcte2 § y, =0
con ctel=s{ d x?+s? y cte2=si § x,;y; +s°m, , lo que indica que a lo sumo la

distribucién es bimodal.

d) Modas a posteriori.

q,/" esel punto de [rzl,rtu] mas cercano a

g =- Sﬁl(é’l Ay -axyax)+ts? @y, - moléxi) _ wy, g, + Wy, (7, - )
! nsglé(xi_xn)(yi_yn)-'-ns 2m01 Wlnb +W2nm0

— 2 = \2 _ . 2 — 2
con Wi, =ns blé ('xi - xn) _Sbl |ngzn | y Wi, =ns

S qAnT [rtl,rtu],

ns Iié ('xi - xn)(yz - )_/n)+ns Zmol _ Wlnb\ifjt +W2nrnol

bpmo_
m = 2 8 =32 2
nsy a(x; - x,)" +ns Wy, ¥ Wy,
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mientras quesi q, i [r1/,ru], " ese extremo del intervalo més préximoa g, , y S

éste es rtl,

S lié- (x; - ril)y, +s 2mo1
S Elé (x, - rtl)* +s?

pmo —
b =

(de forma andloga cuando q "’ = rtu).

Estas modas a posteriori se obtendran de maximizar e exponente de ladensidad p ,(q,b,) con

larestriccion de que q 1 [r11,7tu] . Ello llevaaresolver € sistema

bl(S Iié. (x; - CI)Z +S 2)' (S Ii(é. XiVi - Clé yi)*s 2m01)=0

I
.I. o [+
1 bi(nq - & x;)+b,8 y, =0.

pmo

e) Varianza de estimacion de prediccion, f,”" (xy;b)=b/™ (x, -

—\2 A
len ('xO - xn) 9

2 —\2 =’
+W2n) é(xi-'xn) %]

V(£ (xo: D) |g ™1 (rtl,rtu)) =s 2§+
no (wy,

— 2 = \2 —c 2 — 2
con Wln_nsblé-(xi-xn) _SbllzrqznlyWZn_nS '

V. (£, (xg; b) g™ =rtl) = (x, - rtl)ZVn(bf,’,'"" g™ =rtl) =
S f)‘ls 24 (x, - rtl)?
(5o &(x, - rt)*+s?)?

(xo - 7)?

De formasimilar se obtiene para q /" =rtu .

pmo

n
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2. PRIORI UNIFORME EN g Y EN b,.

Consideremos que la distribucion a priori sobre los parametros p,(q,b,) es ta que

q ~Ulrtl,rtu] y b, ~U[lb;,upb,] independientes. Ladensidad a priori es
pO (q ’ bl) U I[rtl,rtu] (q) I[lbl,upbl] (bl) .
Ladistribucion conjuntade Y, , q y b, quedacomo sigue

I 1(Y, - b,Z,a)%, - b,Z.0,)0
AT, G053 1, Do) W T @) ) (b 000 - 5 (2 2 A 0T~ DL

a) Conjunta a posteriori.

- .
P @D H L] @) Ly ) (B2) exp;- 7 (biagz,a,- 2blmz,,q1)§.

b) Condicionales a posteriori.

i NUtrd(x -5 /b,,s2/(nb2)) sib, 1 [Ib,,upb,]

|
p,@lby)~i
% 0 end resto
y
i 2 v (x, - 2 0 N
: N[zbl,upbll(a“ao i (x; qz),o S ~= siql [rel,rtu]
i §&(x-09)? & -9)%p
p,(byla)ui
: 0 en € resto.
i

Estas se obtienen desarrollando la parte del exponentede p,(q,b,) quedependedeq y b, :

1

- o 2 (blzé. (x; - CI)Z - 2b, 3 yi(x; - q)).
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¢) Marginales a posteriori.

con E. =

€@y -e0 @ .o jE)
P @ T @F F S R E T ) ) i
A SN SN A I
ayi(x-q) 2/8 2
3 y V. | =s /a(xi'CI)-
! a.(xi'CI)Z !
p,(b)u
aerm E; 2 a%z-E au . . ;
L1 upiy] Vblqz . . %expll 2 (bfaxl.(xl. - X,)- 2bia x (v, - y»)g’
é\/Vbl é Vlo1 & :

con E, =x- y,/b, y ¥y =s?/nb?.

d) Modas a posteriori.

S Z$Z esinvertibley g, =-

a)

b)

é. yz’é. xiz - é. xié. X )i
né. X Vi - é. xié. Vi

se tiene que:

Siq,1 [red,rul y b T [lby,uphy], @™, 04") =@, bs).

S q,1 [rel,re] 'y BET [Iby,upb,], b2™ es e extremo del intervalo [Ib,,upb,] més
préximo a 511‘; y q/" ese punto de [rt/,rtu] mésproximoa x, - yn/ b,

S q, i [rid,rtu] y bET [Ib,upb,], q/™ es e extremo del intervalo [ril,rtu] més
préximo a cfn y b/ e d punto de [ib,uphy]] més proximo a
& y:(x -a/) /& (x - q/m)?.

S gl [ril,r] y bET [b,upb], @7, bf™) es e punto que minimiza

2(@,b)=b7& (x,- q)- 2b, & y,(x, - q) entrelos puntos elegidos como en b) y ¢).

Mientras s Z¢Z  no es invertible y la hipérbola b,(q - x;) =-y, tiene interseccion con €

recinto [rtl,rtu]” [Iby,upb,], @™ ,b2") podra ser cuaquier punto de dicha hipérbola que
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esté dentro del recinto. En caso contrario, (q/",b{"*) sera e punto esquina del recinto mas

préximo a dicha hipérbola.

Estas modas a posteriori se obtienen maximizando el exponente de ladensidad p ,(q,b;) conla

restriccion deque q 1 (rt,rtu) y b, 1 (Ib,,upb,), o quellevaaresolver & sistema

i.blé. (x; - q)z_ é-yi(xi -g)=0
bf(nq - éxi)+blé v, =0.

—_

e) Varianza de estimacién de prediccion, f,7" (xy;b)=bf"’ (xy - q2™

- A -x)? 0
V(" (xg; b) g™ 1 (rtl,rt), 0™ 1 (Iby,upb;)) =S 23 +°(x°—x”)2j,
n a ('xi - fn) ﬂ

2

VF (s D) Q2" T (el i), 027 =) = >
n

2( _ .2
V(£ (xg; 0) 07" = ril, 0" T (lby,uphy)) = S0~ )

& (x, - rtl)?

De forma analoga se obtiene cuando b.™ =upb, y q/"° =rtu.
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3. PRIORI NORMAL EN( Y EN b,.

Consideremos que la distribucion a priori sobre los parametros p,(q,b;) es tal que
q-~N(m,s ) b, ~N(m, ,s; )yq y b, independientes. La densidad apriori es
éasb m0 & o
Po@, by M eXpl 5 =T g U t}/
. g Sq ﬂ l’b

Ladistribucion conjuntade Y, , q y b, quedacomo

h(,,q,b, | X,, ex
(Y,,9,b, | X,.po) M p; 28 S 2 52 .

1

140, - bz, - biz,a) , 0- M) @-m)’
2
q

a) Conjunta a posteriori.

p,@, b))

o] PEE5SIAK2,01+s %5 ) - 20,6 55370+ "5 m, ) + s P’ - 2m)
.

1 22 2 Y
f 2s sy s, b

b) Condicionales a posteriori.

nb b,x, +s? s%? 0
p (qlbl) Né ( 1 n)z rq" 2 Zq 2:
Sq ’nb? +s Sqnby +s“ g5
y
a@zéyl(x- )+Szmo s’ 9
p, (b, |q) ~ NG 3

€ sP8(x-09)°+s® 'sZ&(x-q)°+s?]

Estas se obtienen desarrollando la parte del exponentede p, (q,b,) quedependede q vy b, :

bi(s5scd(x-a)* s %) - 2by(spsqA yi(x -q)+ssqm, ) +sis*(@” - 2m)
2%sis? '
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¢) Marginales a posteriori.

- j1&E))? q°- Gl
P, @)K, e><p_i_§g( q*) . 2211"& Y,
1 Vq Sq¢
*_Séléyz'(xi'q)"'szmol . SZS;
con Eq_ 2 9 2 2 qu_ 2 9 2 2"
Spa(x;-q)° +s Spa(x -q) +s

b Vo i.lg(E;;l)z blz(s 'ié-xiz"'sz)' 2b1(S Iié. x;y; +s me)q:l
P, (0K Vs, expj &2 - 20, f
T 8 by S Sb1

2o 2
SSC|

2 = = 2

* S l’lb bx = +S *

ConEbI: q l(;_nzyn)z rr& be = 5 5 5
Sqnby +s Sqnby +s

1

La derivada de la densidad marginal a posteriori de q iguaada a cero resulta €

polinomio de quinto grado

qu[(nq -ax)(s EIS 2auxl+ aux2?) + auxlaux2 § y,]1+(q - m,) aux1’s 2 =0
con auxl=sj & (x;-q)°+s? y aux2=s} & y,(x,- ) +s *m, , lo que indica que a lo
sumo la distribucién puede ser trimodal.

d) Modas a posteriori.

Las modas a posteriori se obtendrdn maximizando € exponente de la densidad

p,@,b,),loquellevaaresolver € sistema

by 5,8 (5 - )7 +5 %)~ (6 L& (- 0) +s °m, ) =0
T QUi +s?)- (67by(biF, - 5,) s "m, =0

cuya solucion analitica pasa por la resolucién de polinomios de orden superior.
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Una priori de caracteristicas similares a la de esta seccién, es la que considera que
q~N""(m,s2) y by ~N(m,,s? ). Esta pequefia variacion hace que la normalidad de
p,@|b,;) se mantenga pero truncada doblemente, y en €l caso de lamargina p,(q) aparezca
lafuncion indicatriz de q sobre [rz1,rtu] . Para esta nueva priori, la distribucion de p, (b, |q)

permanece igual salvo la restriccion de la indicatriz de g y en la densidad marginal p, (b,)
_ * * Q_ _ * * Q

aparece @ factor F ?rm Ey) / Vo, o-F ?rtl Ey,) / 7o, o donde

\ :sqznbl(bly‘cn-yn)+szr’r11 y s?s?

E Ve =
b b
' sénbf +s?

'osZnbf +s?
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4. PRIORI NORMAL EN g Y UNIFORME EN b,.

Consideremos que la distribucion a priori sobre los parametros, p,(qg,b,), es ta que
q~N(m, ,sqz), b, ~Ul[lb,,upb;] y q y b, independientes. Ladensidad a priori es

"hof‘

Po@.D1) K L ] eXp!
f Sq ﬂp

Ladistribucion conjuntade Y, , q y b, quedacomo sigue

| 16, - b,Z2,0)%Y, - bz, -m)2
H(Y,.0,51 1 X, P o) 1 (b1 06 - o 2208, = 0aZ,00) (@ )"
1 @ S Sq¢

a) Conjunta a posteriori.

| bisZq@$z,q,- 2b;s2Y¥ qg+s ?(@? - 2gm)il
pn(q,bl) M I[lbl,upbl] exp% 1@ 1 128q e 1 my V.
q

b) Condicionales a posteriori.

2 - = + 2 2. 2 0 n
Ngn b;sqg(byx, - y,)+s"m  s7sq T sib, 1 [iby,uphy

i
i nbis 2 +s? "nbfs +Szg

P,@lb;)~i
: 0 end resto
f

y
b a X; - -2b, 3 X, - U
p, (b |q)u|[.b1u,,b1](b1)expi o9 7 nin-9)

Estas se obtienen desarrollando € exponente de p , (d,b,) quedependede g y b, como

_bf(s4a (x -9)*- 2bs, éyi(xi-q)+sz(q2-2qna)_

2. 2
Zssq
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¢) Marginales a posteriori.

Fq:g%tpb E _-F(?bl E % i‘la(E*)z_qz-anagl
p,@Hu - ZUEXp'I'Zé ; PR
4 SA SRR - >4
. s28y.(x -qg)+s? . s’}
con £y =SRAN DS e S S
spa(x-q) +s spa(x,-q)°+s
&E 22 42 _2p. 4 x.p, BB
T exp}; &( bl) bl x 2bla XY, §
con £ =Sq2nb (b,x, - y,)+s? q v s?s?
L sZnbfl +s? : s ’nb? +s ?

d) Modas a posteriori.

Se obtendran maximizando e exponente de la densidad conjunta a posteriori p,(q,b,)

con larestriccion de que b, 1 [Ib,,upb,], 10 que llevaaresolver & sistema

blsqzé. (x; - q)? - qué. yi(x;-q)=0

i
[ _
10 (nbi’s g +s %)~ (s gnby(b;X, - ¥,)+s *m) =0

cuya solucion analitica pasa por la resolucién de polinomios de orden superior.
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