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Resumen - Abstract

Resumen

El principal objetivo de esta memoria es demostrar el Teorema de representa-
cion conforme de Riemann, o teorema de la aplicacion de Riemann, siguien-
do el espiritu de la prueba original propuesta por Riemann. La memoria se
divide en tres capitulos. En el primero estudiamos las funciones holomor-
fas y las funciones armonicas en dominios de C. Damos una descripcion de
los dominios simplemente conexos en términos del indice de curvas cerradas
contenidas en el mismo. El problema de Dirichlet en el disco unidad admi-
te solucion unica y esta puede ser representada por la integral de Poisson.
Finalizamos el capitulo con el principio de Harnack para funciones armo-
nicas positivas. El sequndo capitulo se dedica al problema de Dirichlet en
dominios planos. Para ello estudiaremos el método de Perron. Este método
proporciona, por maximalidad, una funcion armonica asociada de manera
natural al problema de Dirichlet en dominios arbitrarios. La convergencia
al dato de frontera de la solucion de Perron se presenta introduciendo el
concepto de punto frontera reqular. Los dominios requlares son precisamente
aquellos donde es posible resolver el problema de Dirichlet. Los puntos requ-
lares admiten a su vez barreras subarmdnicas, y esto es condicion suficiente
para la convergencia al dato frontera. En el caso particular de dominios pla-
nos simplemente conexos es posible construir una barrera subarmdnica en
todo punto frontera. Para ello se empleardn propiedades de las funciones
holomorfas. En el tercer y ultimo capitulo definimos las aplicaciones con-
formes como aquellas que conservan dngulos en magnitud y sentido. Estas
son precisamente las funciones holomorfas e inyectivas con deriwada no nu-
la. Finalizamos la memoria con las prueba del teorema de la aplicacion de
Riemann y del teorema de Carathéodory. Este tltimo sobre la extension a la
frontera de la aplicacion de Riemann cuando el dominio estd delimitado por
una curva de Jordan.

Palabras clave: Dominio simplemente conexo, funcion holomorfa, indice,
funcion armdnica, integral de Poisson, principio de Harnack, problema de
Dirichlet, funcion subarmonica, método de Perron, aplicacion conforme.
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Resumen - Abstract

Abstract

The main objective of this memoir is to give a proof of Riemann’s confor-
mal representation theorem, as well called the Riemann’s mapping theorem,
following, in spirit, the original proof proposed by Riemann. The memoir is
divided into three chapters. In the first one we study holomorphic and har-
monic functions in domains of C. We give a description of simply connected
domains in terms of the index of closed curves contained inside the domain.
Dirichlet’s problem in the unit disk admits a unique solution which it can
be represented by the Poisson’s integral of the boundary data. We end the
chapter with Harnack’s principle for positive harmonic functions. The se-
cond chapter is devoted to Dirichlet’s problem in arbitrary bounded domains
of the complex plane. We will study Perron’s method. Such method provides,
by maximality, a natural candidate to solution of Dirichlet’s problem, namely
the Perron’s solution. The convergence to the boundary data is presented in
terms of regular points on the boundary of the domain. Regular domains are
precisely those where it is possible to solve Dirichlet’s problem. A suffient
condition for a boundary point to be reqular it can be given by using subhar-
monic barriers. In the particular case of simply connected bounded domains,
the subharmonic barrier is constructed using properties of holomorphic fun-
ctions. In the third and last chapter we will study conformal mappings. They
are those that conserve angles both, in magnitude and in orientation. We
end the memoir with the proof of Riemann’s mapping theorem as well as
with Carathéodory’s theorem. This last one about the extension of the Rie-
mann’s map when the boundary of the domain is a Jordan curve.

Keywords: Simply connected domain, holomorphic function, winding
number, harmonic function, Poisson ’s integral, Harnack s principle, Diri-
chlet’s problem, subarmonic function, Perron’s method, conformal mapping.
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Introduccion

En esta memoria de fin de grado pretendemos demostrar, siguiendo la estrategia
original sugerida por Bernhand Riemann, el teorema de representacion conforme de Rie-
mann.

Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1863. (Fuente, Wikipedia)

La historia del teorema de representacién conforme de Riemann comienza en el ano
1851, ano en el que Riemann tantea una prueba en su tesis. Esta prueba se limitaba
a dominios delimitados por una curva diferenciable a trozos. En esta prueba, Riemann
relaciona la existencia de la aplicacion conforme con el problema de Dirichlet. Para ello
utiliza el principio de Dirichlet.

Principio de Dirichlet. Sea {2 C C un abierto acotado y u : {2 — R la solucion
del problema de Dirichlet

{Au =0 en {2
u(z) =g(z) en 0f2.

con g continua. Entonces u es la funcién que minimiza la energia de Dirichlet,

// (u? + ) dady.
0

Estas ideas revolucionarias fueron bastante complicadas de aceptar en la comunidad
matematica. Con el paso de los anos esta prueba siguié recibiendo numerosas criticas
hasta que en el ano 1870, Weierstrass, formula un contraejemplo donde demostraba que la
existencia de la funciéon minimizante del principio de Dirichlet no era cierta generalmente.

En estos tiempos, los teoremas como este eran considerados de gran dificultad en
el anélisis matematico. Es mas, antes del ano 1912 todos los métodos que presentaban
una aproximacion del teorema de Riemann usaban el problema con valores de frontera
de la ecuacion potencial Au = 0. Sin embargo, en este mismo ano, Carathéodory fue
capaz de disenar un método en el que, dado un abierto simplemente conexo {2, podiamos
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encontrar una sucesion {f,}, que converge sobre compactos a una aplicaciéon conforme
f: 2 — D. En este momento se demostraba el teorema de la aplicaciéon de Riemann con
técnicas relativamente sencillas. Finalmente, Koebe mejora la prueba que habia realizado
Carathéodory eliminando las superficies de Riemann que utilizaba este. En 1922 L. Fejér
y F. Riesz prueban que la aplicacion conforme del teorema de Riemann se podAa obtener
como solucién de un problema que maximiza las derivadas. Esta prueba, més corta, suele
ser la prueba estandar en los cursos de variable compleja, [1], [4], [9]. Otras pruebas del
teorema de Riemann aparecen por ejemplo en, [7], [12], [10], [11].

Por otro lado, la unicidad del isomorfismo conforme del teorema de Riemann fue
demostrado en el ano 1884, por Poincaré, utilizando la existencia como tnica hipoétesis.
Sin embargo, de nuevo en 1912, Carathéodory demostr6 que la unicidad no era méas que
una consecuencia directa del Lema de Schwarz.

En la prueba de Riemann, este no s6lo concluye la existencia de una aplicacion
conforme entre dos abiertos simplemente conexos, sino que también comenta que se puede
extender a un homeomorfismo entre las clausuras de los abiertos. Como veremos en la
memoria, Carathédory desarrolla la teoria que permite demostrar este resultado, en el
conocido como teorema de Carathéodory. Sobre la historia del teorema de la aplicacion
de Riemann, puede consultarse [2], [8], [5], [14].

La memoria la hemos estructurado en tres capitulos. En el primer capitulo introdu-
cimos las funciones armoénicas. Estas comparten propiedades similares con las funciones
holomorfas. Partiendo del concepto de indice de una curva cerrada regular a trozos y
tomando por conocidos algunos resultados basicos del anélisis complejo, estudiaremos las
versiones homologicas del teorema de Cauchy y del principio del argumento. La solucion
del problema de Dirichlet en el disco unidad se prueba que viene representada por la for-
mula integral de Poisson. Acabamos el capitulo con el principio de Harnack que estudia
el comportamiento limite de sucesiones crecientes de funciones armonicas positivas.

En el segundo capitulo nos centramos en el estudio del problema de Dirichlet en
dominios 2 C C arbitrarios. Emplearemos el esquema de Perron para construir, por
maximalidad, una funciéon armoénica asociada al dato f. Previamente, introducimos las
funciones subarmonicas y establecemos algunas de sus propiedades. La funcién que pro-
porciona el método de Perron es el candidato natural a soluciéon del problema de Dirichlet.
Para ver cuando la soluciéon de Perron es efectivamente una genuina solucién del proble-
ma de Dirichlet se introducice el concepto de punto frontera regular y funcién barrera
local. Veremos que en dominios regulares la solucién de Perron es una genuina solucion.
Finalizaremos con el resultado fundamental, y que ratifica la prueba original de Riemann,
que garantiza que en dominios (2 simplemente conexos y acotados de C siempre es posible
resolver el problema de Dirichlet.

En el ultimo capitulo demostramos los teoremas de representacién conforme de Rie-
mann y el teorema de Carathéodory. Primeramente definimos las aplicaciones conformes
de C. Veremos que estas localmente son las funciones holomorfas con derivada no nula.
Imponiendo la condiciéon de inyectividad global se tienen las aplicaciones conformes o biho-
lomrfas. El teorema de representaciéon conforme de Riemann identifica el representante
canoénico en la clase de dominios simplemente conexos propios de C bajo biholomorfismos,
el disco unidad ID. Finalmente veremos que si la frontera del dominio simplemente conexo
y propio {2 es una curva de Jordan, la aplicacién de Riemann extiende a un homeomor-
fismo entre sus clausuras. Las principales referencias que se ha seguido en el desarrollo de
este trabajo han sido [11] [3] y [6].
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Funciones holomorfas y funciones armoénicas

Las funciones armonicas aparecen en la practica como soluciones de la ecuacion de
Laplace
AU = Ugy + Uyy = 0.

Estas a su vez comparten propiedades similares con las funciones holomorfas. En particu-
lar, en dominios planos simplemente conexos una clase puede obtenerse a partir de la otra
y viceversa. En la primera secciéon recordaremos resultados basicos del anélisis complejo
y partiendo del concepto de indice de una curva cerrada regular a trozos estudiaremos las
versiones homlogicas del teorema de Cauchy y del principio del argumento. En la seccién
1.2 estudiaremos propiedades de las funciones armonicas en dominios planos, mientras
que para el caso particular del disco unidad D, en la secciéon 1.3, resolvemos el problema
de Dirichlet. A partir de la féormula integral de Poisson se deduce que toda funcion ho-
lomorfa en D puede obtenerse, salvo constantes, a partir de su parte real o imaginaria.
Finalizamos el capitulo estudiando la clase de funciones armoénicas no negativas probando
la desigualdad de Harnack y el principio de Harnack, resultado que serd empleado en
el desarrollo del capitulo 2. Las referencias que se han seguido en el desarrollo de este
capitulo han sido: |3, Cap. 1, 6, 9 y 10|, [11, Cap. 3,7, 8 y 13], [6] y [13, Cap. 1, 2 y 4].

1.1. Funciones holomorfas. Indice y homologia

Denotaremos por D(a,r) = {z € C: |z —a| < r} el disco abierto de centro z y radio
r > 0. Usaremos la notacién D para discos arbitrarios, D para el disco unidad y D para
la clausura de estos discos, mientras que 0D denotara la frontera topologica.

Compactificando el plano complejo C con el punto {oo} se obtiene la esfera de
Riemann o plano complejo extendido C*. Entendemos una base de entornos de co como
el complemento de discos cerrados centrados en el origen,

{z:|z] >r}U{cc}.

Definicion 1.1.1 Sea 2 C C abierto y consideremos la funcion f : 2 — C. Decimos que
f es derivable en sentido complejo en z € C si el limite

o fw) = 1)

wW—z w—z

= f'(z) (1.1)
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existe. Este limite se denomina derivada de f en z € C. Decimos que f es holomorfa en
(2 cuando es deriable en todo punto de (2. Ademds, denotamos por H({2) al conjunto de
todas las funciones holomorfas en (2.

Observacion 1.1.1 Las funciones holomorfas también se denominadan analiticas. Puede
probarse que la mera existencia del limite 1.1 implica que éstas pueden ser representadas
localmente mediante serie de potencias. En virtud del teorema de Goursat [6, p. 123/, se
puede imponer, sin pérdida de generalidad, que f'(z) sea continua en la definicion 1.1.1.

Un resultado fundamental que verifican las funciones holomorfas es el principio del
modulo maximo o principio del maximo.

Teorema 1.1.2 (principio del mdxzimo) Sea {2 un abierto conexo y sea f holomorfa
en §2. Si existe zg € §2 tal que

f(z0) = sup | f(2)]

z€S

entonces f es constante en (2.

En particular, si f es holomorfa y no constante en (2 entonces | f| no tiene maximos
locales absolutos. El principio del maximo puede ser reformulado en la siguiente forma:
Si f es holomorfa en (2, entonces

sup | f(z)| = limsup [f(z)],

z€Q z—082
donde la convergencia a la frontera de (2 la entendemos en el sentido siguiente. Una
sucesion de puntos {z,} C (2 tiende a 02 si para cada compacto K C (2 podemos
encontrar ng € N tal que z, € K, para todo n > ng. Cuando 2 es no acotado entendemos
2 C C* de tal forma que {oco} € 0f2. Este concepto topologico se extiende de manera
natural a las aplicaciones continuas.

Sea f : {2y — (29 una aplicaciéon continua entre los dominios §2; C C, ¢+ = 1,2..
Diremos que f(z) tiende a {2, cuando z tiende a 02, si para cada compacto Ky C {2
existe un compacto Ky C 2, tal que si z ¢ K entonces f(z) ¢ Ks.

Una aplicaciéon continua f : 21 — (2, se dice propia si f~1(K) C {2, es compacto
cuando K C {25 es compacto.

Proposicion 1.1.3 Si f : 21 — (25 es una aplicacion propia, entonces f(z) tiende a 02,
cuando z tiende a 02;.

Demostracion. En efecto, sea K C (2 compacto y w € (2 \ K. Como f~! es propia, el
compacto f~1(K) satisface la condicién requerida. Basta tomar z € f~(w).

Un dominio particular de C lo constituye el disco unidad ID. Como consecuencia del
principio del maximo se observa que el crecimiento de las funciones holomorfas y acotadas
en D es de tipo lineal.

Teorema 1.1.4 (lema de Schwarz) Sea f : D — D holomorfa tal que f(0) = 0.
Entonces

1f(2)] <z, para todo z € D (1.2)
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1f(0)] < 1. (1.3)

Si se verifica la igualdad en (1.2) para algin z # 0 o la igualdad (1.3) se satisface, entonces
f(2) = cz, donde ¢ es una constante unimodular.

En este trabajo entenderemos por:

Definicion 1.1.5 Una curva v es una aplicacion continua y definida de un intervalo
I CRenC.

En la memoria denominaremos indistintamente por v, cuando esté claro por el con-
texto, tanto a la parametrizacion y(t), t € I, como a la traza v = y(I) C C. Recordamos
las siguientes definiciones:

Definicion 1.1.6 Una curva v : I — C se denomina arco si vy es inyectiva. La curva es
cerrada si y(a) = v(b) y es simple si v restringida a [a,b) es inyectiva.

Definiciéon 1.1.7 Una curva v(t) = x(t) + iy(t), t € I C R, se dice regular a trozos si
Y (t) = 2/(t) + iy (t) existe, es continua excepto en un nimero finito de puntos y ademds
x' ey tienen limites unilaterales en los puntos singulares.

Definicion 1.1.8 La curva v se dice una curva de Jordan o cerrada simple si es
cerrada y simple. Decimos que un dominio 2 C C es un dominio de Jordan si §2 es
acotado y su frontera, 02, es una curva de Jordan.

Recordamos que para curvas regulares a trozos

Definicién 1.1.9 Sivy : [a,b] — C es una curva diferenciable continua a trozos, definimos
la longitud de la curva como

b
() = |yl = / dz] = / ()t

Observacion 1.1.2 En el capitulo 3 estudiaremos el problema del comportamiento frontera
de la aplicacion de Riemann cuando un dominio acotado estd delimitado por una curva
de Jordan. El Teorema de la curva de Jordan establece que toda curva cerrada de
Jordan divide a C en dos componentes conexas siendo una de ellas acotada. Ademds la
frontera de cada una de las componentes es la curva de Jordan dada. Usaremos el teorema
de Jordan (aunque no lo demostramos (ver [11, Cap 12, p. 199])) en la prueba del teorema
de Carathéodory 3.5.1.

Otro resultado fundamental en variable compleja lo constituye el teorema de Cauchy.

Teorema 1.1.10 (Cauchy) Si 2 es un dominio acotado del plano con frontera reqular
a trozos orientada positivamente y f es una funcion holomorfa en un entorno de 2,
entonces:

f(z) dz =0.
Gle;

A partir del teorema de Cauchy, podemos definir la féormula integral de Cauchy.
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Teorema 1.1.11 (formula integral de Cauchy) Si {2 es un dominio acotado del plano
con frontera regular a trozos orientada positivamente y f es una funcion holomorfa en un
entorno de {2 entonces

o) = o [ I

21 Joo W — 2

dw, ze€ (2. (1.4)

Observacion 1.1.3 El caso particular en el que el dominio {2 es un rectingulo con lados
paralelos a los ejes se conoce también como el teorema de Cauchy-Goursat.

Los dominios simplemente conexos en el plano son, intuitivamente, aquellos que no
tienen agujeros o lo que es equivalente a que toda curva cerrada se puede contraer a un
punto mediante una homotopia. Cuando estos dominios los vemos en C*, los conjuntos
simplemente conexos determinan en la esfera de Riemann dos componentes conexas, el
dominio y su complementario.

Definicién 1.1.12 Un dominio 2 C C* se dice simplemente conexo si C*\ (2 es
conezo en C*.

En dominios simplemente conexos se verifica el siguiente teorema, que puede ser con-
siderado como el teorema fundamental del célculo en variable compleja y que caracteriza
ademés a extos. Pruebas del mismo: 3, p. 24], [11, p. 69].

Teorema 1.1.13 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para dominios {2 C C.

i) 2 es simplemente conexo.
it) Cada f € H(§2) tiene primitiva en (2, esto es, existe F' € H({2) tal que F' = f.

iii) | f(z) dz =0, para toda curva cerrada reqular a trozos vy C 2.

v

Consideramos una curva cerrada v : I C R — C que no contiene al origen y sea
© : I — R una determinaciéon continua o rama de la funcién argumento a lo largo de 7.

Al ser v cerrada, si denotamos por I = [a,b] entonces O(a) y O(b) son argumentos del
mismo punto. Por tanto

Ajarg =6(b) — O(a)
es un numero entero miltiplo de 2.

Definicion 1.1.14 Si v es una curva cerrada que no pasa por el origen, entonces el
numero entero

1
n(v,0) = %Ayarg
se conoce como tndice de v respecto al origen.

En el caso de que la curva cerrada v fuera de clase C! a trozos y parametrizada por:
v(t) = R(t)e®Y,  tel

donde R(t), O(t), t € I, son funciones de clase C' a trozos. Entonces

0.0 = 5 [ AU

2mi ~(t)
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En efecto, como

0~ re T
entonces
V() _ R()
! <v(t) ) B

que coincide con la derivada de log R(t) = log |y(t)], pues R(t) = |y(t)]. Asi,

b ./ b / b /
/ ) dt:/ R (7 (t)> dt—l—z’/ R (V—(t)) dt = log o)l +iA,arg =n(v,0)
o (@) o \7() o \7() T
En términos generales, n(-y,0) cuenta el nimero de vueltas alrededor del origen que
realiza una particula moviéndose sobre la curva 7(t¢). Esta cantidad es invariante bajo
reparametrizaciones de la curva v que conservan la orientacion.
El indice de una curva cerrada v respecto de un punto arbitrario z € C, no nulo, se

define como n(y — z,0). En el caso de que v fuera una curva cerrada de clase C* a trozos
parametrizada por [a, b], entonces:

L")
n(7,2) = 2m/ VE) -z 2mi C—z ' (1.5)

Queremos extender el concepto de indice para el caso en que la curva v venga dada
meramente por una parametrizacion continua. Con este objetivo probamos en primer
lugar el siguiente lema.

Lema 1.1.15 Sea 2 C C un dominio y supongamos que 7y : [0, 1] — 2 es continua. Dado
e > 0,0 < e <dist(y,012), podemos encontrar una particion finita 0 = tg < t; < -+ <
ty =1 de [0,1] de manera que

Y([tj—1,t;]) C By = {z: |z = ~(t;)| < e} C 12

Demostracion. Si 0 < € < dist(vy,0(2) entonces, por la continuidad uniforme de ~y, pode-
mos elegir § > 0 de manera que |y(t) — y(s)| < € cuando |t — s| < J. Entonces, cualquier
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particion finita {t;} que verifique

sup |tj,1 — tJ’ <0,
jeN

también verifica lo que queriamos probar.

Con la notacion del lema anterior, consideramos ¢ como la curva poligonal Zjvzl 0j,
donde cada o; es el segmento rectilineo desde v(¢;_1) hasta v(¢;) y denotamos por 7,
el subarco y([tj_1,t;]) de . Luego, 5; = v; — 0, es una curva cerrada contenida en B;.
Ahora, si v es una curva regular a trozos y f es holomorfa en (2, aplicando el teorema de

Cauchy (1.1.10),
[yjf(z) dz = /Uj f(z) dz.

[/f(z) dz:/gf(z) dz. (1.6)

Si la curva vy no es regular a trozos usaremos (1.6) como definiciéon de la integral. Para
que la integral esté bien definida, ha de ser independiente de la curva poligonal, esto es,
de la particion de [0, 1].

y por tanto

Teorema 1.1.16 Sea 2 C C un dominio y supongamos que v : [0,1] — §2 es continua.
Sea o la curva poligonal definida anteriormente. Si f es holomorfa en {2, entonces

/Vf(z) dz:/af(z) dz.

Esta definicion de la integral de linea no depende de la curva poligonal o y coincide con
la integral de linea definida para curvas requlares.

Demostracion. Supongamos que o es la curva poligonal asociada a la particion {t,} dada
por el lema 1.1.15. Sea « la curva poligonal asociada a otra particion finita {s;} de [0, 1]
de manera que {t;} C {s;}. Podemos escribir ahora

a—a:ZBj,

donde cada 3; : [0,1] — {2 es una curva poligonal cerrada contenida en B;. Nuevamente,
por el teorema de Cauchy (1.1.10),

/a F(z) dz = / £(2)dz.
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y concluimos que esta definicion de la integral de linea no depende de la particion, pues
dadas dos particiones cualesquiera que satisfagan las condiciones del teorema basta en-
contrar un refinamiento finito de ambas.

En lo que sigue, entenderemos la integracion sobre curvas dadas por parametrizacio-
nes continuas en el sentido del teorema 1.1.16.

Definiciéon 1.1.17 Un ciclo I' = 2?21 v; es una union finita de curvas cerradas
Y15 eees Yn-

Lema 1.1.18 Si I" es un ciclo y z ¢ I', entonces
1 1

2m Jp (— 2

d¢

es un numero entero.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el ciclo I' es una curva
cerrada parametrizada por una funciéon regular a trozos « : [0, 1] — C . Definimos

@)
h(x) :/0 Ty dt.

/
x
Asi, W (x) = (7)# existe, excepto en un numero finito de puntos z. De esta forma
v(z) — 2

d
%eih(@ (v(x) — 2) = —h (2)e " (y(x) — 2) + e M@/ ()
= —fy/(x)efh(m) + ,Y/(x)e*h(:v)

excepto en un nimero finito de puntos. Ahora, como e (v(x) — 2) es continua, debe
ser constante.
Luego,
e M (y(1) = 2) = O (3(0) = 2) = 4(1) - 2,
pues v es cerrada y h(0) = 0. Como ~(1) — z # 0 concluimos que e~
h(1) = 2kmi, donde k € Z. De esta forma

1 1 1
— d¢ = —h(1) =k
27TiLC—Z ¢ 27m'(>

h1) =1 y por tanto

es constante.

Definicion 1.1.19 Sea I' un ciclo en C. Llamamos indice de I en z ¢ I a

n(F,z):L/ ! d¢.

2m Jp(— 2

El indice n([’, ) verifica las siguientes propiedades:



8 1 Funciones holomorfas y funciones armoénicas

1. n(I', z) es una funcion analitica en z, para z ¢ I" (nétese que el integrando es holomorfo
en z (ver |6, p. 121])). Ademaés, por el lema anterior, es un nimero entero y, por lo
tanto, n(I, z) es constante en cada componente de C\ I

2. n([,z) — 0 cuando z — oo. Asimismo, n(/", z) = 0 en la componente no acotada de
C\ I'. En efecto:

(r)

27T dlst(z r) -0

1

n(/l,z) < —

(>2) 2r Jrl¢ -
al menos cuando [(I") < oo. En el caso contrario, aproximando I" por una poligonal
regular a trozos (lema 1.1.15), se sigue el resultado.

3. n(—1I,z)=—n(l2).

4. (I + Iy, 2) =n(l1, 2) + n(ly, 2)

Definiciéon 1.1.20 Decimos que dos curvas cerradas Iy, I's son homdlogas en una region
2 s
n(ly —1I5,2) =0, paratodo z & 2

Y, en este caso, escribimos [ ~ I5.

Lema 1.1.21 Sea {2 C C un dominio , K C {2 un conjunto compacto y consideremos
f € H({2). Entonces, existe un nimero finito de segmentos i, 7a, ..., Vn contenidos en
2\ K de manera que siy =Y . 7, entonces

1
RRNYF P
271 LW —Z

Demostracion. Sea € = dist(K,C \ {2) y consideremos una malla del plano formada por
cuadrados de diagonal menor que €, y consideremos los cuadrados Ji, ..., J,, de esta malla
que tiene interseccion no vacia con K. Si dJ; es la frontera de J;, orientada positivamen-
te, consideramos v = ). 0J;. Una vez que se realizan todas las cancelaciones posibles,

obtenemos
N
Y= Z Vi
j=1

donde cada v; es un lado de cada J; y v; C 2\ K. Por tanto, para toda funcién continua
¢ en |J; 0J; tenemos

Z/ dw—Z/ dw—/ygp(w)dw.

Supongamos ahora que el punto z € K no pertenece a ninguna 0.J;. Luego, z pertenece a

un dnico cuadrado, J;,, del conjunto J, ..., J,, y aplicando el teorema 1.1.11 a la funcién
w
f y el teorema de Cauchy-Goursat (ver observacion 1.1.3) a la funciéon w — M se
w—z
sigue que

f (
211 w — 2m Z

v
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L[ )y, +2mz w= f(2).

2mi 0, W= %

De esta forma, el lema ha sido probado para todo z que no pertenece a ninguna frontera
0J;. Para los puntos de |, 0J; se verifica por continuidad.

Teorema 1.1.22 (Cauchy homoldgico) Sea 2 un dominio del plano y sea I' ~ 0
respecto a (2 y f € H({2), entonces

[ 1 4=

r

Consecuentemente, si Iy y Iy son ciclos homdlogos respecto de (2 y f € H(§2) entonces
) dz= [ f(z) e
Fl FQ

Demostracion. Supongamos que I' ~ 0 con respecto a {2 y consideremos f € H({2).
Consideremos

K=Iu{z¢TI:n(l,z)#0}
que es el complementario en C del conjunto
{z¢ I' :n(l',z) = 0}.

Este tdltimo conjunto es la unién de algunas componentes conexas de C\ I', entre los
cuales existe una no acotada que contiene a co: ademas, K es compacto y como [’ ~ 0
con respecto a {2 sigue que K C (2. Tomando ahora v como en el lema 1.1.21, tenemos

que: /Ff@ dz:/ir{%m/y% dw} dz = W%)M%} duw

Sin embargo, para w € 7, tenemos que w € {2\ K. Se concluye asi que

1

/ dz = =2min(l,w) =0
rw—=z

Observacion 1.1.4 La homologia es una relacion de equivalencia en las curvas de 2. Una

curva cerrada, v C §2, se dice homdloga a 0 (v ~0) en 2 sin(y,z) =0, para todo z ¢ 2.

Por el teorema de Cauchy 1.1.22, si v~ 0y [ es analitica en (2, entonces

L f(2) dz =

Teorema 1.1.23 (principio del argumento) Sea f una funcidn meromorfa en una
region §2 con ceros {z;}; y polos {py}r contados con sus respectivas multiplicidades. Su-
pongamos que I' es un ciclo tal que I' ~ 0 en 2 y supongamos también que {z;} NI = ()
y{px} NI = 0. Entonces

(0.0 = g [ HE o= () - Sonr). (L7
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Demostracion. La primera igualdad de la ecuacion (1.7) es consecuencia del cambio de
variable w = f(z). Tenemos que tener en cuenta que si I' ~ 0 y I' C {2 entonces
n(I', z) = 0, para todo z lo suficientemente cerca de 0f2. De esta forma, n(I, z;) # 0 para
un ntmero finito de z; y un nimero finito de p; ya que no existen puntos de acumulacion
de {z;} o {pr} en (2. De esta forma, las sumas de la ecuacion (1.7) son finitas. Definimos
ahora

0 =02\ {z :n(l,2) =0} U{py : n(L,ng) = 0}.

Luego, I' ~ {21 en 2. Ahora, si ( es un cero o un polo de f, podemos escribir:
fz) = (=0 (2)

donde g es una funcion holomorfa en un entorno de ¢ y g(¢) # 0. Luego

fi(2) = k(z = Q)" g(2) + (2 = )'g (2)

PE kL g

fz)  2=¢ g(z)
Como ¢g(¢) # 0, ¢’/ g es holomorfa en un entorno de ¢ y consecuentemente f'/f—k(z—()
es holomorfa cerca de (. De esta forma:

f'z) 1 1
i Zz_zj +y (1.8)

% — Pk

-1

es holomorfa en (2;. Ahora, es suficiente con aplicar el teorema de Cauchy después de
integrar la ecuacion (1.8) sobre I, con lo que obtenemos (1.7).

Corolario 1.1.24 Sea {2 un dominio acotado y f una funcion holomorfa en un entorno
de 2. Siw ¢ I' = f(082) y suponemos ademds que 92 ~ 0 en 2 yn(df2,2) = 1 para
todo z € {2 entonces:

n(l,w) = N(w)

donde N(w) denota el nimero de raices de la ecuacion f(z) = w en 2 contadas con
multiplicidades.

Demostracion. Basta aplicar el principio del argumento a g(z) = f(z) — w. En efecto,
n(g(092),0) =Y n(012, z) = N(w)
J

donde los z; son los ceros de g, esto es, N(w) es el ntamero de raices de la ecuacion
f(2) —w = 0 contadas con multiplicidad.

Observacion 1.1.5 Bago las hipdtesis del corolario 1.1.24 es posible probar (ver [3, p.128])
que f(2 puede descibirse a partir de I' y aquellas componentes conexas de C\ I' que
tienen indice no nulo respecto de I.

Finalizamos la seccion caracterizando los dominios simplemente conexos en términos
de homologia de curvas.
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Teorema 1.1.25 Una region 2 C C es stmplemente conexa si, y solo si, todo ciclo en
{2 es homdlogo a 0 en (2. Si £2 no es simplemente conexo, podemos encontrar una curva
poligonal simple cerrada contenida en §2 que no es homologa a 0.

Demostracion. Supongamos que {2 es simplemente conexo y sea I' un ciclo contenido en
(2. El conjunto C*\ {2 es conexo y esta contenido en la componente conexa de C*\ I" que
contiene el punto del infinito y por tanto n(/, z) = 0 para z ¢ (2.

Reciprocamente, supongamos que C*\ 2 = AUB, donde A, B son conjuntos cerrados
y no vacios en C* con AN B = (). Sin pérdida de generalidad, supongamos que oo € B.
Como A es cerrado, podemos encontar un entorno de oo que tiene intersecciéon vacia con
A. Luego A esté acotado y es por tanto compacto. Tomamos zy € A y construimos una
curva poligonal Iy C {2 de manera que n(1p, zp) # 0. Para ello sea

d=dist(A,B) =inf{la —b|:a € A, b e B} > 0.

Si B = {00} tomamos d = 1. Cubrimos el plano con cuadrados de tamanio d/2 de manera
que zy sea el centro de uno de ellos. Consideremos en cada cuadrado la orientacion positiva.
Orientamos la frontera de cada cuadrado S; con la orientacién habitual y tomamos los
cuadrados S; que satisfacen §j NA # (. Sea I el ciclo obtenido a partir de UJ\S; después
de realizar todas las cancelaciones posibles. Entonces I' C {2, pues [} tiene interseccion
vacia tanto con A como con B. Ademéas n(ly, ap) = 1. Ahora, como I es union finita de
curvas poligonales simples y cerradas, al menos una de estas curvas no es homoéloga a 0.

1.2. Funciones armoénicas. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann y
la ecuacién de Laplace

Definicion 1.2.1 Sea 2 € C un abierto y u : 2 — R una funcion de clase C*({2).
Decimos que u es armonica si satisface la ecuacion de Laplace

AU = Uyy + Uy, =0
para todo (x,y) € 12.

Algunos ejemplos de funciones armoénicas definidas en dominios de C vienen dados
por Rf vy Sf para f € H(f2). Para probar esta afirmacion recordamos en primer lugar
las Ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Teorema 1.2.2 Sea f = u + iv una funcion definida en un abierto {2 C C. Entonces f
es holomorfa en un punto zy = xo + iyo € {2 si, y solo si, las funciones u = Rf,v = Sf
son diferenciables en zy y sus deriwadas parciales verifican:

{iez (19)

Uy = —Vg.

Ademads,
I'(20) = uz(20) + 1(20) = vy(20) — tuy(20)

Demostracion. En primer lugar, si f es holomorfa



12 1 Funciones holomorfas y funciones armoénicas

f(l'—f—h,y)—f(l‘,y)

f(2) = lim = fo(2,y) = ue(2, ) +ive(2,y)

h—0 h
k) — 1
_ ]1611% f(x,y + Z?{; f(iﬂ,y) _ gfy(xay) _ vy(x,y) _ ivy(x,y)

Por tanto se verifica (1.9). Reciprocamente, si u y v satisfacen (1.9) entonces, por el
teorema de Taylor aplicado a las funciones reales u y v

flx+hy+Ek)— f(z,y) = huy(z,y) + kuy(z,y) + i(hvg(x,y) + kv, (z,y)) + r(h, k),

donde |r(h, k)| < ¢y/|h|? + |k|?| cuando |h|, |, |k|] — 0. Teniendo en cuenta las ecuaciones
(1.9) sigue

i flx+hy+k)— flz,y)

Por tanto f’(z) existe (ademés es continua), esto es, f es holomorfa.

- um(‘ray> - iuy(x7y>‘

Proposicion 1.2.3 Si la funcion f es holomorfa en §2, entonces u = Rf yv = If son
funciones armonicas en (2.

Demostracion. Como f es holomorfa, verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann (1.9).
Derivando respecto de = e y respectivamente, se obtiene que Uy, = Vyz ¥ Uyy = —Vgy.
Ahora, como v € C?({2) se sigue que v,, = v,,. De esta forma

AU = Ugy + Uyy = Vyy — VUgy = 0.
La demostracion para v es analoga.

Se verifica ademaés el reciproco. Lo enunciamos sin demostraciéon. En la proposicion
1.2.10 veremos que esta propiedad se verifica en general en dominios simplemente conexos.

Proposicion 1.2.4 Dado un abierto 2 C C y u : 2 — R armonica. Entonces u es
localmente la parte real de una funcion holomorfa.

Corolario 1.2.5 Toda funcion armodnica es de clase C.

Teorema 1.2.6 (principio de identidad) Sean f y g funciones armdnicas en un do-
manto 2 C C. St f = g en un abierto no vacio U en {2, entonces [ = g en todo (2.

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que g = 0. Tomemos t = f,—if,.
Siguiendo la proposicion 1.2.3 sabemos que ¢ es holomorfa en 2 y ¢t = 0 en {2, ya que
f = 0 en este dominio. Aplicando el principio de identidad para funciones holomorfas se
sigue que t = 0 en todo (2, con lo que f, =0y f, = 0 en §2. Por lo tanto, f es constante
en {2y como f =0 en {2 esta constante debe ser cero.

La siguiente propiedad, que es consecuencia inmediata de la férmula de Cauchy,
caracteriza las funciones armonicas.

Teorema 1.2.7 (propiedad del valor medio.) Sea u una funcion armonica en el disco
abierto D(z,r). Entonces:
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1
o7

2
u(z2) / u(z +re) do.
0
Demostracion. Tomemos r > 0 de manera que u es armonica en D(z,r). Aplicando la
proposicion (1.2.10) sabemos que existe una funcién holomorfa f en D(z,r) tal que u =
Rf. Por la formula integral de Cauchy (1.4) se sigue que:

1 1 [ ,
f(Qngz %/0 f(z+re?) do.

211 |¢—z|=r C -

f(2)

Es suficiente tomar la parte real de cada parte para llegar al resultado que buscabamos.

Proposicion 1.2.8 Sean (21, {25 C C dos abiertos, sea f una funcion holomorfa en {2
y supongamos que f(£21) C f(£22) y supongamos también que u € H({25). Entonces uo f
es una funcion armonica en {21. Esto es, la composicion de una funcion holomorfa con
una funcion armonica es una funcion armonica.

Demostracion. Vamos a ver que u o f es armonica en D(a,d), para todo a € (2;. Fijamos
a y tomamos b = f(a) y r > 0 de manera que D(b,r) C (2. Ahora, como u es armonica,
sabemos que existe una funciéon holomorfa, g, en D(b,r) tal que Rg(z) = u(z). Como
[ es abierta, sabemos que existe § > 0 tal que f(D(a,d)) C D(b,r). Podemos asegurar
entonces que g o fip(a,s) es holomorfa en D(a,0) y también R(g o fips)) = o fip(as) POT
lo que concluimos que u o f es armoénica.

Definicién 1.2.9 Sea u € H(S2). Si existe v € H({2) de manera que f = u + iv es
holomortfa, se dice que v es una funcion armonica conjugada de u en 2.

Proposicion 1.2.10 Si u es una funcion armdnica en un dominio simplemente conexo
2 entonces uw = Rf para alguna funcion f holomorfa en 2. Ademds, f es unica salvo
constantes.

Demostracion. Supongamos u = Rf para alguna funcién holomorfa f = u + iv. Como u
es una funciéon armonica en (2

=y + iv, = uy — iuy,. (1.10)

De esta forma, si existe f, su derivada f’ estd completamente determinada por u, con lo
que f es tnica salvo constantes. En base a la ecuacion (1.10) definimos g : 2 — C tal
que:

g = Uy — LUy,

Asi, g € CY(£2) y satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann ya que
Upy = —Uyy Y Ugy = Uyg.

Por tanto g es holomorfa en 2. Fijamos ahora zy € {2 y definimos f : {2 — C como
f6) = uz0) + [ glwdu,
20

donde la integral se toma desde cualquier camino en {2 que una zg con z. Ahora, como
(2 es simplemente conexo, aplicando el teorema 1.1.13, la integral es independiente del
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camino escogido. Sigue asi que f es holomorfa en 2y f' = g = u, — iu,. Escribiendo
u = Rf tenemos que

Uy — Wy = f' = uy —iuy,

de manera que (¢ —u), =0y (u— u), = 0. De esta forma, (u — u) es constante en 2y
tomando z = z se concluye que la constante es cero. Queda probado asique u = Rf.

Definicion 1.2.11 Si g es holomorfa en un dominio 2 y si f = €9, entonces g se conoce
como logaritmo de f en {2 y se denota como g(z) = log f(z). La funcion g estd unicamente
determinada por su valor en un punto zg € 2.

Finalizamos probando que en todo dominio simplemente conexos se pueden definir
logaritmos holomorfos de funcién holomorfa y sin ceros en f2.

Corolario 1.2.12 Toda funcion f holomorfa y no nula en un dominio simplemente co-
nezxo {2 € C tiene logaritmo en (2.

Demostracion. Tomamos h = log|f|, que es armoénica en {2 ya que f es holomorfa y no
nula. Ahora, por la proposicion (1.2.10) existe una funcién g holomorfa en {2 de manera
que h = Rg. En otras palabras, fe™9 = 1 en {2. Aplicando ahora el principio del méaximo
1.1.2 para funciones holomorfas se sigue que fe™ es una constante, C'. Es suficiente con
anadir una constante adecuada a ¢ y tomar C' = 1 para poder concluir que f = €Y.

1.3. El problema de Dirichlet en el disco y la integral de Poisson

El problema de Dirichlet consiste en encontrar una funcién armoénica en un dominio
2 prefijando los valores frontera. En el capitulo 2 veremos que tiene soluciéon en dominios
simplemente conexos acotados del plano.

Definicion 1.3.1 Sea 2 C C un dominio y f : 02 — R una funcion continua. El
problema de Dirichlet consiste en encontrar una funcion u(z) arménica en (2 tal que

lim u(¢) = f(C),

252—¢
para todo ¢ € 0.

Como consecuencia del principio del maximo 1.1.2, las soluciones para el problema
de Dirichlet (1.3.1) verifican el siguiente resultado.

Teorema 1.3.2 Sea {2 C C un dominio y f : 02 — R una funcion continua. El problema
de Dirichlet con dato de frontera f tieme a lo sumo una unica solucion.

Demostracion. Es consecuencia directa del principio del maximo para funciones armo-
nicas, pues si u y v son soluciones del problema de Dirichlet, u — v = 0 en 02, luego
u=u.

La existencia de soluciones para el problema de Dirichlet es, en general, un problema
dificil para dominios arbitarios {2 C C. Sin embargo, cuando el dominio es un disco,
podemos resolverlo explicitamente.
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Definicion 1.3.3 Se define el nicleo de Poisson en D a la funcion

11—z
P(z,() =l 2| <1, [¢] =1

Definicion 1.3.4 Dada una funcion continua f : 0D — R, se define la integral de
Poisson en D de f como

P(f)(z) = /8 P (6) dc (1.11)

Teorema 1.3.5 (Schwarz) Para toda funcion continua f : 0D — R, se verifica que
P(f) es armonica en D y ademds

lim P(f)(z) = f(C), [z <1, [¢] =1

z—(

Demostracion. Denotamos ¢ = ¢ con 6 € [0,2n]. La funcién

6i9 P ]
G(z) = = / T2 p(e) at

27 Jop €9 — 2

es holomorfa en . Basta desarrollar el nticleo, resultado en serie geométrica

i0 i0 o0
e’ 4+ z 14+e"z .
. = 4 :1+2§ e "0 n
el —z 1 —ef2

1

e intercambiar el orden entre la suma y la integral. Ahora, la identidad
1—|2|? e + 2
il N
’67’9 _ 2‘2 619 — 2

muestra que P(f)(z) = RG con lo que P(f)(z) es armonica. Notese que si f = 1, luego
G=1lyaque [e ™ dt =0sin#0. De esta forma, para todo z € D

1 1— 2|2

— —di=1 1.12
27 Jop [¢ — 2[? (1.12)

Veamos ahora que

lim P(f)(z) = f(C), [2| < 1,[¢] = 1.

z—(
Para ello, fijamos (y y € > 0 y tomamos J > 0 de manera que |f(¢) — f(()| < e si ¢ = e
y0els={0:10—06 <d}. Ahora, usando (1.12) sigue que

[P(f)(2) = F ()l

L[ o e

o ap |¢ — 2|2
— | ———— df#+ M(z fe®) — f(e")|—
o |, T —2p (2) [0’%]\]5\ () = fle™)]5

<e€

— )
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pues se verifica (1.12) y ademas si

1— |z
M(z)= sup ——7>,
) {0:10-00120 | €7 — 22

se tiene que M(z) — 0 cuando z — €® ya que |e? — 2| esta acotada inferiormente por
§. De esta forma, u(z) — f(e?°) cuando z — €',
Como consecuencias de este teorema:

Corolario 1.3.6 Si u es una funcion armdnica en D y continua en D, entonces u =
P<U|3D).
Demostracion. Sea U(z) = P(upp). Por el teorema de Schwarz se sigue que u — U es

armoénica en D, continua en D y vale 0 en 9. Ahora, por el principio del maximo aplicado
au—Uy U —u obtenemos que u = U.

Corolario 1.3.7 Si u es una funcion armonica en D y continua en D, entonces

f(2) ! /027T 61:0 + Zu(ew) dé

o ef — 2

es la unica funcion holomorfa en D que satisface Rf = u y Sf(0) = 0.

Demostracion. Por la primera parte de la demostracion del teorema de Schwarz 1.1.4, f
es holomorfa. La parte real de f es igual a u, por el corolario 1.3.6. Si g es otra funcion
holomorfa de manera que Rg = u, entonces f — g es imaginario puro, con lo que no puede
ser una aplicacion abierta. Luego, f — g es constante. Finalmente, se tiene que

1) = o / " u(eydt

es real por lo que si g(0) es real, f = g.

Observacion 1.3.1 La funcion

e + 2
e? — 2
se denomina nicleo de Herglotz.
Observacion 1.3.2 El nicleo de Poisson en el disco arbitrario D = {|z —¢| = r}, ¢ €
C, r > 0 viene dado por
1—[(z—c)/r”
Pp = . le—cl<r |C—¢| =T
¢ = (z=¢)/r?
: : , z—c
En efecto, basta aplicar el cambio de variable z = .
r

Teorema 1.3.8 Supongamos que la funcion continua f : 0D — R wverifica la propiedad
de la media

f(0) = /&Du(r() d¢, 0<r<l.

Entonces f es armonica en D.
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Demostracion. Es suficiente ver que f es armoénica en un disco abierto D con D C D.
Definimos ahora g : D — R como:

_Jf—Ppf, enD
7= 0, en 0D.

Sigue entonces que g es continua en D y verifica localmente la propiedad del valor medio
en D. Ademas, D es compacto, con lo que g toma su valor maximo, M, en algin punto
de D. Definimos:

A={z€eD:g(z) < M}

B={ze€D:g(z)= M}

Ahora A es abierto, ya que g es continua. Por otro lado, B también es abierto ya que
si g(w) = M, la propiedad del valor medio obliga a g a ser igual a M en todo en todos
los circulos lo suficientemente pequenos que rodean a w. Ahora, como A y B son abiertos
conexos cuya union es D, sigue que o bien A = D, en cuyo caso ¢ alcanza su maximo en
0D y M =0, 0 bien B= D, con lo que g = M y también M = 0. De esta forma, g < 0
y empleando un razonamiento similar g > 0. Por lo tanto, concluimos que f = Ppf en D
y como Ppf es armoénica se sigue que f también lo es.

Definicion 1.3.9 Decimos que 2 C C es simétrico respecto a R si Z € {2 cuando z € (2.

Si {2 es un dominio simétrico respecto a R y f(z) es una funcién holomorfa en

(2, entonces f(Z) también es holomorfa en (2. Si ademés se tiene que f(z) € R cuando
z € 2NR, por el principio de indentidad

f(z) = f(2).

Teorema 1.3.10 (principio de reflexion de Schwarz) Supongamos que 2 C C es un
dominio simétrico respecto a R. Sean 2t = 2 N{Sz >0} y 2~ =02nNn{Sz <0}. Sila
funcion v es armdnica en 27, continua en 27U (2NR) entonces la funcion definida por

CJu(z), ze 2\ 027
Viz) = {—U(E), ren

es armonica en (2. St ademds v(z) = Sf(z), donde f(z) es holomorfa en 2N {Sz > 0},
entonces la funcion

Jf(z), zen”
9(z) = {%7 o

extiende a una funcion holomorfa en 2.

Demostracion. Se tiene que V' es una funcién continua en (2. Para probar el primer re-
sultado es suficiente con probar que V verifica la propiedad del valor medio para circulos
suficientemente pequenios centrados en {2 N R. Sin embargo, para xo € R N 2,

V(zg +re) = =V(zg +re ™)
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con lo que el valor medio sobre un circulo centrado en xy contenido en (2 es cero, al igual
que el valor de V' en z. De esta forma concluimos que V' es armoénica en (2.

Por otra parte, supongamos que v = Sf, donde f es holomorfa en 27. Si D es un
disco contenido en {2 y centrado en R entonces V' = Sh para alguna funciéon h holomorfa
en D que ademas esta determinada de forma tnica si exigimos que h = f en 27N D. Por
tanto podemos concluir que

h(z) = h(z)
en D y también h = g en D N {2\ R. De esta forma, h proporciona la tnica extension
holomorfa de g a todo D, con lo que g se extiende para ser holomorfa en (2.

Corolario 1.3.11 Si la funcion f en el teorema de reflexion de Schwarz es ademds in-
yectiva en 27 y Sf >0 en 27 entonces la extension g(z) también es inyectiva.

Demostracion. Por definicion se tiene que g es inyectiva en {2~ con Sg < 0 en 27. Por
tanto si g(z1) = g¢(z2), entonces z1,z2 € R. Dado que g es abierta, transforma discos
suficientemente pequefios centrados en z;, j = 1,2, en un entorno de g(z;) = g(22). Si
21 # 29 entonces existen dos puntos (i,(, € 27 | cerca de z1, 23 respectivamente, con
9(¢1) = g((). Esto contradice la hipotesis de que f es inyectiva en 2%,

Definiciéon 1.3.12 Sea I = (0,1). Un arco analitico y abierto contenido en la frontera
de un dominio {2 C C se dice un arco con un unico lado si existe una funcion g
holomorfa e inyectiva en un entorno U de I verificando g(I) =y, gUN{Sz >0} C 2 y
UN\N{Sz2>0} CcC\ 2. SigUU\I)C S entonces v se denomina arco con doble lado.

Corolario 1.3.13 Sea {2 un dominio simplemente conexo y supongamos que v C 02 es
un arco con un solo lado. Sea f una aplicacion conforme de £2 en D. Entonces f extiende
a una funcion holomorfa e inyectiva en un entorno de {2U .

Demostracion. En primer lugar f : {2 — D es un homeomorfismo luego una aplicacién
propia. Usando la proposicion 1.1.3, |f(z)| — 1 cuando z — 0f2.

Si v # OS2 elegimos g y U como en la definicion 1.3.12. Luego, f o g es holomorfa
en I N'Sz. Reduciendo [ si fuera necesario, podemos suponer que [ es simétrico sobre R,
I N 3z es simplemente conexo y fog # 0 en I. Ahora, podemos definir h = ilog f o g,
que es holomorfa en I N ¥z y ademas

I Sh — it —1 = 0.
zEIl—>H(10,1)\9 (2) 2611_{1(1071) og|f(g(2))|

Luego, aplicando el corolario 1.3.11, h extiende de manera inyectiva y holomorfa en I.
Luego f extiende también a una funcién inyectiva y holomorfa en 2 U g(I).

1.4. Funciones armoénicas positivas. Desigualdad y principio de
Harnack

Las funciones armoénicas no negativas no pueden crecer demasiado rapido en el disco
unidad como muestra el siguente resultado, conocido como la desigualdad de Harnack.

Teorema 1.4.1 Supongamos que u es una funcion armonica positiva en D. Entonces
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(152) w0 < u) < (15 wo)

para |z| = 1.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u es una funciéon armo-
nica en D (basta reemplazar u por u(sz), s < 1, y tomar limite cuando s — 1). Como u
satisface la formula integral de Poisson, estimamos primeramente el nicleo de Poisson:

1—r 1—r? 1— |z < I

1+7r (1—1—7")2_|ei9—z|2_(1—7’)2—1—r

Ahora, como u es positiva y verifica la propiedad del valor medio sigue que:
1—r ML=z, . dO 1+r
0) < ——u(e"”)— < 0
(1+T)u()_/0 \ew—z|2u<e)2ﬂ_ 1—r u(0)

(155) w0 < uto) < (155 ) w0

Observacion 1.4.1 Sea D = D(z, R) un disco arbitrario. Mediante una traslacion y dila-
tacion del disco podemos concluir

(ZL - :) u(zo) < u(z +re’?) < (fﬁ - :) ulz0).

y por tanto

para u armonica positiva en D
Como consecuencia de la desigualdad de Harnack se tiene el teorema de Liouville.

Teorema 1.4.2 (Teorema de Liouwville.) Toda funcion armdnica en C acotada (supe-
rior o inferiormente) es constante.

Demostracion. Es suficiente con demostrar que toda funciéon armoénica positiva f en C
es constante. Tomando z € C y definiendo r = |z| y R > r se tiene que, aplicando la
desigualdad de Harnack a f en A(0, R),

R+r
R—r

f(z) < f(0).
Haciendo que R — oo, se sigue que f(z) < f(0). Asi, f alcanza un méaximo en 0y, por el
principio del méximo, f es constante.

Teorema 1.4.3 (desigualdad de Harnack.) Sea 2 C C un dominio y K € §2 un con-
junto relativamente compacto. Entonces existe una constante C' que depende inicamente
de 2 y de K tal que si u es armonica y positiva en §2, entonces

éu(w) <wu(z) < Cu(w), para todo z,w € (2. (1.13)

Demostracion. Si D es un disco, denotamos por 2D al disco con el mismo centro que D y
el doble de radio. Supongamos entonces que D es un disco de manera que 2D C {2 y sea
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 una aplicacion lineal de D sobre 2D. Entonces, por la desigualdad de Harnack aplicada
a u o p, concluimos que (1.13) se cumple para z € D y w como el centro de D, tomando
C' = 3. Por tanto, (1.13) se verifica para to z,w € D, con C' = 9. Cubrimos K por una
coleccion finita de discos B = {D;} con 2D; C (2. Anadimos los discos necesarios para
que UD; sea conexa. Si Dj, Dy, € B;j con D; N Dy, # () entonces (1.13) se sigue verificando,
para C' = 81. Como tenemos un ntimero finito de discos y como su union es conexa, (1.13)
se mantiene en U{D; : D; € B} y, por lo tanto, en K. Ademas, C solo va a depender del
namero de discos en By no en u.

Finalizamos el capitulo con el principio de Harnack. Sucesiones mondtonas crecientes
de funciones armonicas o bien divergen o bien convergen a una funcién armonica.

Teorema 1.4.4 (principio de Harnack) Supongamos {u,} una sucesion creciente de
funciones armonicas en un dominio {2 C C. Entonces se verifica la siguiente alternativa:

i) lm wu,(2) = u(z) eziste y es armonico en §2, o bien
n—oo

Demostracion. Por suposicion, si n > m entonces u, — u,, > 0y, por el principio del
maximo, u, — u,, es estrictamente positiva o identicamente 0. Fijando zy € K, donde K
es un compacto, por el teorema 1.4.3, existe una constante C' de manera que:

2 (0n(20) = t(20)) < 1(2) = () < Cltn(20) = (1)

C
para todo z € K. Asi, {u,(z0)} es de Cauchy si, y solo si, {u,} es uniformemente de
Cauchy en K. Por lo tanto, si la sucesion creciente {u,(z9)} converge, entonces {u,}
converge uniformemente en subconjuntos cerrrados de {2. Del mismo modo, si u,(29) — 00
entonces u,(z) — oo uniformemente en subconjuntos compactos de (2. De esta forma, por
la propiedad del valor medio, u es armoénica.
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El problema de Dirichlet

En este capitulo nos centramos en el estudio del problema de Dirichlet en dominios
2 CC,

Au = {2
{ u =0, z € (2.1)

u(¢) = f(¢), z€d%,

para funciones f continuas en 0f2. Emplearemos el esquema de Perron para construir,
por maximalidad, una funcién armoénica asociada al dato f. Previamente, introducimos
las funciones subarmonicas y establecemos algunas de sus propiedades. La funcién que
proporciona el método de Perron es el candidato natural a solucion de (2.1). Para ver
cuando la soluciéon de Perron es efectivamente una solucién de (2.1) se introduciréa el
concepto de punto regular y funciéon barrera local. Veremos que en dominios regulares
la soluciéon de Perron es una genuina solucion de (2.1). Finalizaremos con el resultado
fundamental, y que emplearemos en el capitulo 3, que garantiza que (2.1) siempre admite
solucion en dominios {2 simplemente conexos y acotados de C. Las referencias que se han
seguido en el desarrollo de este capitulo han sido: |3, Cap. 9|, [11, Cap. 7 y 13|, |6, Cap.
9y 15] y |13, Cap. 2|.

2.1. Funciones subarmonicas

Definicion 2.1.1 Sea u : 2 — [—00,00) una funcion continua. Decimos que u es subar-
mdnica si para todo zg € (2, existe € = €(z9) > 0 tal que u(z) verifica la propiedad del
valor medio

1 2m )

u(zg) < —/ u(zo + re?) do, O<r<e (2.2)

2 Jo
Observacion 2.1.1 La desigualdad (2.2) es conocida también como la desigualdad del valor
medio o subpropiedad del valor medio. En esta memoria nos referiremos a ella, tanto en el
contexto de funciones armonicas como subarmonicas, como la propiedad del valor medio.
Notese que en la definicion 2.1.1 se permite que una funcion subarmonica puede tomar el
valor —oo, pero no +0o. La desigualdad de valor medio se verifica trivialmente para cada
z tal que u(z) = —oo. Ademds si u es continua y u(z) > —oo entonces u estd acotada en
algin entorno U de z y la integral en (2.2) estd bien definida. En otro caso entenderemos
la integral como limite de la integral de la sucesion de truncamientos inferiores

up(2) = max{—n,u(z)}, néeN,
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es decir,

2 2T
/ u(zo + re’?) df = lim (20 + re'?) do.
0

n—oo 0

pudiendo ademds tomar el valor —oo.

Ejemplos 2.1.2 Obviamente toda funcion armonica en 2 es subarmonica. Ademds, si u
es armonica, verifica la propiedad de la media

1 21 ‘
u(z) = —/ u(zo + re?) do,
2m Jo
luego
1 2m . 1 27 '
u(z0)| = o /0 u(zo + re’) de‘ < %/0 lu(zo + re'®)| db.

Por tanto |u| es subarmonica en §2. Podemos concluir ademds que dada f holomorfa en
2, |f| ylog|f| son subarménicas en 2. Como log|f| = Rlog f y log f es una funcion
holomorfa en cada punto donde f # 0 sigue que log|f| es armdnica en 2\{f = 0}.
Esto prueba que log|f| estd en las hipdtesis de la definicion 2.1.1 y concluimos que es
subarmonica en (2.

Proposicion 2.1.2 Si ui(z) y ua(z) son funciones subarmdnicas en el dominio §2, en-
tonces:

i) ui(z) + ua(z) es subarmdnica.
ii) cuy(z) es subarmdnica para toda constante ¢ > 0.
iiijv(z) = max{uy(2),us(2)} es subarmonica.

Demostracion. Tanto i) como _m) son evidentes a partir de la propia definicion 2.1.1.
Veamos iii). Supongamos que D(zg,7) C {2y, sin pérdida de generalidad, u;(z) > us(2).
Entonces

1 2 ] 1 2 )
uj(z9) < %/0 uj(zo +re) df < %/0 v(zo + re'?) do, j=1,2,

1 271' .
y por lo tanto, v(z) < 2—/ v(z + re?) do.
™ Jo

2.2. El principio del maximo.

Tanto la funciones holomorfas como las funciones armoénicas satisfacen el principio
del maximo, un resultado fundamental en ambas clases de funciones. En esta seccion
veremos que las funciones subarmoénicas satisfacen también el principio del maximo y
estudiaremos sus consecuendias.

Teorema 2.2.1 Sea {2 C C un dominio y u una funcion subarmdnica en §2. Si existe
zo € {2 tal que
u(zo) = sup u(z) (2.3)

z€N

entonces u es constante.
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Demostracion. Supongamos que (2.3) se verifica. Definimos el conjunto
A={z€ 2 :u(z) =u(z)}

Por hipotesis, A es no vacio ya que zy € A. Ademés , como u es continua el conjunto A
es cerrado. Veamos que A es abierto. Para ello, tomamos z; € A y consideramos un disco
D(zy,7,,) C 2. Para0 <r <r,,,

u(zy +re) <u(z)

por hipotesis. Por tanto

2m 2m
u(z1) < i/ u(z +re?) df < i/ u(z) db < wu(z).
2 0 2 0

T
Obtemos
1 2 )
u(z) = %/0 u(z +re?) do,
y por tanto
1 2m )
] (u(z1) — u(z +re) do =0.

Como el integrando es positivo, sigue que
u(z) = u(z, +re®), paratodo 0 <r <7, y0<6<2nr.

Luego D(z1,7) C A. En consecuendia, A es abierto y, por conexidad, u constante.

El principio del maximo 2.2.1 obliga a una funciéon subarmoénica no constante en un
dominio {2 a que su valor méximo (si existe) se tome en un punto de 9f2. En particular,
para dominios acotados:

Corolario 2.2.2 Sea {2 C C un dominio acotado no vacio y u subarmdnica no constante
en {2 y continua en §2. Entonces

MAaxX U = MAax u.
0 80

En particular, si u < 0 sobre 02 entonces u < 0 en 0.

Demostracion. Por el teorema de Weierstrass, al ser {2 compacto, u alcanza sus extremos
absolutos en (2, en particular su maximo. Ademaés, el principio del maximo 2.2.1 fuerza a
que necesariamente dicho méximo se tome en 0f2.

Observacion 2.2.1 Si u es subarmdnica no constante en el dominio {2 entonces

limsup u(z) = sup u(z). (2.4)
z—012 2
St el dominio §2 es no acotado, entendemos {2 C C* y el punto oo se entiende como
parte de 0S2. Un ejemplo del comportamiento en dominios no acotados viene dado por
u(z) = RNz, que es armdnica en el semiplano superior 2 = {Rz > 0}, verifica u =0 en el
eje real 02 N C pero no es acotada.
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Una consecuencia del principio del maximo lo constituye el siguiente corolario, que
representa una version débil del principio del méximo y es analogo al que presentan las
funciones convexas de una variable real.

Corolario 2.2.3 Sea u una funcion armonica en el dominio acotado 2 C C, continua

en 2 y sea ademds v una funcion subarmonica en {2 tal que

limsupv(z) < u(¢), paratodo ( € 012,
252—¢

entonces v(z) < u(z) para todo z € 2.

Demostracion. Como v —u es subarmoénica podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que

limsupwv(z) <0, paratodo (€ 012,
252—C

y bastaria probar que v(z) < 0 para todo z € §2. Consideramos la funcién
w(z) = méx{v(z),0}, z € (2
que, por la propiedad 2.1.2, i), es subarmonica y satisface

limsupw(z) =0, paratodo (€ 9f2.
252—C

Como w > 0 concluimos

Qlalznlcw(Z) =0, paratodo (€ 0.

Consideramos la extension

(z) = w(z), ze€
0, z €082

que es por tanto continua en (2. Ademas @ es subarmoénica en 2. Por el teorema de
Weierstrass, @ ha de tener un méaximo en algiin punto zy € 2. Si w(z) > 0, sigue que
29 € £2. Por el principio del maximo 2.2.1, w es constante en {2, lo que contradice que
w = 0 en 02. Luego w(z) = 0 y podemos afirmar que W, = w = 0. De esta forma, v <0
en (2.

El siguiente lema, consecuencia del principio del maximo, proporciona una técnica
sencilla para construir funciones subarmonicas.

Lema 2.2.4 Sea v(z) subarmdnica en el dominio 2 C C y sea D un disco tal que D C §2
y tal que v(z) # —oo sobre OD. Definimos la funcion

2\ D
o(z) = v(2) ze_\
PD(U|@D)(Z) zeD
Entonces 0(z) es subarmonica en (2, y v(z) < v(z) en §2.

Demostracion. En primer lugar observamos que cuando z € D, 9(z) es la integral de
Poisson en D de vjpp. Luego ¥ es armonica en D y continua en D. Por el teorema 2.2.3
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se tiene que v(z) < 0(z), si z € D. Por tanto v(z) < 0(z), para z € 2. Ademas, por

construccion, 0(z) es continua en (2. Si zgp € D, tomando r > 0 suficientemente pequeno,

se tiene
1

0(20) = 7

2m
/ 0(zo +re’?) do

0
ya que © es armoénica en (2. Ahora, si zg € Dy D(z,7) C £2\ D, para cierto r > 0
suficientemente pequenio

1 27 ) 1 27 )
0(z0) = v(z0) < —/ v(zg +re?) db < 2—/ O(zg +re®) db
0 T Jo

27
concluyendo asi que v es subarmonica en (2.

Teorema 2.2.5 Sea 2 C C un dominio y u : {2 — [—00,00) continua en §2. Son equiva-
lentes:

i) u es subarmonica en 2.
it) Para todo disco D C D C {2

u < Pp(uyp) en D.
iti)Para todo disco D C D C §2 y f una funcion armdnica en D que verifica:

limsup(u — f)(2) <0  para ¢ € 0D,
252—(

entonces u < f en D.

Demostracion. Veamos en primer lugar la implicacion i) — #ii): Sean D y f verificando
las hipotesis en 4ii). Como D es compacto, por el principio del maximo 2.2.3 podemos
concluir 7).

Para la implicacion 4i7) — 4i) : Tomamos f = Pp(ujpp) la extensiéon armonica de
u|p. Como

lim sup(u — Pp(u;p))(2) < u(¢) —u(() <0 para ¢ € 0D,

232—¢

sigue que u < Pp(f) = Pp(wp) en D.
Finalmente i) — 7) es consecuencia directa de la definiciéon de funcién subarmonica.

Las funciones holomorfas e inyectivas en un dominio {2 C C, también se denominan
aplicaciones conformes (ver capitulo 3). Analogamente al caso armoénico (proposicion
1.2.8), se tiene de la caracterizacion anterior:

Corolario 2.2.6 Si f : () — (25 es una aplicacion conforme entre los dominios (21 y {25
de C y si u es subarmdnica en {25, entonces f owu es subarmdnica en (2y.

Sabemos que una funcion de una variable real v es convexa si, y solo si, v” > 0,
al menos en el caso de que v sea dos veces diferenciable. Finalizamos la seccién con el
siguiente teorema, donde se prueba que un comportamiento similar al de las funciones
convexas regulares sucede también para las funciones subarmonicas.
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Teorema 2.2.7 Sea 2 un dominio de C yu € C*(£2). Entonces, u es subarmonica en {2
si, y solo si, Au >0 en (2.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que Au > 0 en §2. Usaremos la caracteriza-
cion de la funciones subarmonicas que proporciona el teorema 2.2.5 para demostrar que
u es subarmonica. Para ello, sea D un disco tal que D C {2 y supongamos que f es una
funcion armoénica en {2 de manera que

lim (u— f)(z) <0, para todo ¢ € 9D.

235z2—¢

Tenemos que ver que u < f en D. Tomamos € > 0 y definimos

0e(z) = w(z) — f(z) +¢€lz]?, z€D
) €2 2 € dD.

De esta forma, v, es continua en D con lo que alcanza un méximo en D. Sin embargo, no
tiene un méximo local en D ya que Av, = Au+ 4e > 0, en D. Asi, el méximo se alcanza
en 0D y, por lo tanto,
u— f<supelz|* en D.
oD

El resultado se obtiene tomando ¢ — 0.

Reciprocamente, sea u subarmoénica en 2 y Au(w) < 0 para algin w € (2. Por conti-
nuidad, existe r > 0 de manera que Au < 0 en D(z,7). De esta forma, —u es subarménica
en D(w, p). Luego u es armonica en (2. En particular, Au = 0 en {2, contradiciendo que
Au(w) < 0. Por lo tanto Au > 0 en (2.

2.3. Método de Perron

Definicion 2.3.1 Una familia F de funciones subarmonicas en una region §2 se denomina
una familia de Perron si satisface:

i) Si vy, vy € F entonces méx{vlﬂg} e F.
i) SiveF yD esun discocon D C (2, ysiv>—o0 en dD, entonces P(upp) € F.
i11)Para cada z € (2 existe v € F tal que v(z) > —o0.

Para cada z € (2, el supremo de los valores que toman las funciones de la familia de
Perron en el punto z tiene un caracter especial. En primer lugar:

Definicion 2.3.2 Si F es una familia de Perron en la region {2 C C definimos

ur(z) = supo(z).
veEF
Teorema 2.3.3 Si F es una familia de Perron en la region {2 C C entonces ur es
armdnica en 2 o ur(z) = 0o para todo z € (2.

Demostracion. Fijamos 2y € §2. Por definicion de ur existen funcionesv; € F,j =1,2,...
de manera que

lim v;(20) = ur(20).
j—00
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Tomamos
! . ’
v, = max{vi, va, -+, v;}.

Por i) de la definicién 2.3.2 e induccién matemaética se tiene que

/ / / . / o
vieF, Vi<, y jlirilovj(zo) = ur(z).
Supongamos ahora que D es un disco con zg € D C D C (2. Por 4) y iii) de la definicién
2.3.2 y por continuidad de las funciones subarmonicas podemos suponer que es v} es
continua y también v} > oo en dD. Consideramos ahora las funciones

i PD(v;.laD)(z) ze€D

") = {vé(z) ze€ N\ D

Entonces, por ii) de la definicién 2.3.2, vj € F. Ademés, por el lema 2.2.4,

/ "

<
v; S vy
/

; €S no negativa

La formula integral de Poisson en D de la funcién no negativa v}, — v
con lo que

" 1
U; < Vjyq-
Ahora, tomamos
V = lim v”.
j—o0 J

Por el principio de Harnack 1.4.4, V = 400 en D o V es armoénica en D. Notese que
debido a la eleccién de v; y la maximilidad de uz(2p),

V(z0) = ur(2p).

Tomamos ahora z; € D, w; € F con lim w;(21) = ur(z1). Sea
J—00

/ z /i .
w; = MAX (v}, wy, wa, - -+, wj)

y andlogamente consideramos wj € F definidas por

w' _
J PD(w3|aD)(z) z€D

) - {w;(z) 2e2\D

/ 1 " 3
Como antes, w; Swi <wjiy.y consideramos

W = lim w”.
Jj—o0 J

El principio de Harnack 1.4.4 concluye como antes que W es armoénica en D 6 W = 400

en Dy W(z)=uz(z). Como v;-’ < w} < w}' entonces tenemos que V' < W. Pero también

U]:(Z()) = V(Zo) S W(Z()) S U]:(Z())
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por lo que V(zg) = W (zp). Ahora, si uz(z9) < oo entonces V' — W es armoénica en D y
alcanza su valor maximo, que es igual a 0 en zy. Por el principio del maximo, debe ser
igual a 0 en D. Como z; es arbitrario en D, tenemos dos posibilidades:

ur=o00 en D o) ur =V en D,
y, por lo tanto, es armoénica en D. Ya que zg es un punto arbitrario en {2 el conjunto
{z 1 ur(z) = 400}
es abierto y cerrado en (2. Al ser {2 conexo, ur = 400 en {2 0 ur es armonica en 2.

Observacion 2.3.1 En la demostracion del teorema 2.3.3 unicamente se usan propiedades
locales de la familia F, la propiedad del valor medio y el principio del mdximo en discos
contenidos en la region.

Sea {2 C C* un dominio, f : 02 :— R una funcién continua en 0f2 tal que |f] <
M < oo. Consideramos la familia

F; = {v subarmonica en (2 : limsupv(z) < f({), para todo ¢ € 012}.

z—(

En primer lugar, F; # 0 pues la funcién constante —M € Fy. Por tanto F; es una
familia de Perron. Cabe notar ademés que por el principio del maximo, cada v € F; esta
acotada por M. Como consecuencia del teorema 2.3.3

up(z) = seu]? v(z), z€ 2,
veFy

es armonica en (2.

Observacion 2.3.2 La funcion uy es el candidato natural a solucion del problema de Diri-
chlet. En efecto, supongamos que el problema de Dirichlet 2.1 con f continua en OS2 tiene
solucion u(z). Entonces u(z) = uys(z), puesto que si u(z) es la solucion al problema de
Dirichlet, entonces uw € Fy y por tanto u(z) < ug(z). Por otro lado, cada funcion v € Fy
verifica

limsupov(z) < f(¢) =u((), si (€01

232z—¢
El principio del mdzimo garantiza que v(z) < f(z) y por tanto us(z) < u(z). Luego
up(z) = u(z).

Algunas propiedades de la soluciéon de Perron u; vienen recogidas en el siguiente
lema.

Proposicion 2.3.4 Sea 2 C C* un dominio, f : 02 :— R una funcion continua en 052.
Entonces:

i) Si|f(Q)| < M en 012, entonces |us(z)] < M en (2.

i) Si f1(C) < f2(C) en 012, entonces uy, (2) < uy,(2) en §2.

Wi Juaf(2) = aug(z) para todo oo > 0.

g, (2) + g, () < s pm(2) en 2. -

v) U(pi0)(2) = up(2) +v(2) en 2 cuando v(z) es continua en {2 y armdnica en §2.
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Demostracion. Teniendo en cuenta que las constantes son funciones subarmonicas:

i) Como —M < f(() y como —M € Fy sigue que —M < wuys(z). Por otra parte, si
f(¢) < M, por el principio del méximo sigue que us(z) < M con lo que concluimos
que fus(2)] < M.

ii) diidene que Fp, C Fy, Cy Foy = aFy, si a > 0. El resultado sigue tomando supremos.

iv)Sean uy € Fy, y us € Fp,. Entonces uy + us € Fy 15, pues

msup (u1 + u2)(2) < f1(¢) + f2(¢) = (/i + f2)(¢),  para todo ¢ € 92

z—(

Como en 1), es suficiente con aplicar el principio del maximo para obtener el resultado.
v) Como en 4i) y 4ii) el resultado sigue de Fyi, = Fy + u.

2.4. Funciones barrera

Con el objetivo de resolver el problema de Dirichlet con f continua en 0f2, hemos
de abordar la cuestion de la existencia del

lim u(z) = f(C).

2352—¢

Para ello introducimos en primer lugar la siguiente definicion.

Definicion 2.4.1 Sea 2 € C* un dominio. Un punto frontera (o € 0f2 se denomina
punto frontera regular para {2 si

lim ug(2) = f(Co)

.QSZA){O

para toda funcion continua f en 0f2. En otro caso, (y € 0f2 se denomina irregular. Si
todo punto de 012 es regular, el dominio 2 se denomina regular.

En primer lugar, y para determinar condiciones que satisfagan un punto regular
(o € 012, consideramos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.1 Supongamos (y € 02 es un punto reqular. Consideramos el problema de
Dirichlet
{Au =0, z €2

u(C) = () =1¢ = Cl, z€002

Sea ug(z) la correspondiente solucion de Perron. En primer lugar, como f(z) es subar-
monica, | € Fy entonces

ur(z) > |z — Col, z € 2.
Tomando g(z) = —uys(2), sigue que g(z) es armonica en {2 y verifica
i g(2) = —[(G) =0, (2:5)
limsupg(z) < —F(G) <0, para € €092, ¢ £ Go. (2.6)
252—(o

En conclusion, la funcidn g(z) es armdnica en {2, nula en (o y estrictamente negativa en
puntos de 0f2 distintos de (.
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En general veremos que basta suponer que g sea subarmoénica en (2.5) y en (2.6)
cerca del punto (y € 92 para concluir que este es regular. Definimos en primer lugar:

Definicion 2.4.2 Sea 2 C C* una dominio y (s € 0f2. Una barrera local en (y para §2
es una funcion b(z) que verifica:

i) b estd definida y es subarmdnica en 2N D, para algin disco abierto D, tal que y € D.
i) b(z) < 0, para z € 2N D.
i) lim  b(z) = 0.

252z—(p

Notese que la funciéon b toma su supremo en 2 N D cuando z tiende a (y, aunque
puede alcanzar dicho valor en cualquier otro punto de 9(£2 N D). El siguiente resultado
permite construir barreras globales en (2 a partir de barreras locales definidas en 2N D.

Lema 2.4.3 (Bouligand) Supongamos que (o es un punto reqular de 02 y supongamos
que b es una barrera local en (o definida en 2 N B({y,€). Dado 0 < § < €, existe bs
subarmonica en §2 que satisface las propiedades:

i) bs <0 en (2.
ii) bs = 1 en 2\ B((o,€).
m)gm inf bs(z) > —0.

>z

—Co

Demostracion. Denotamos por B = B((y,r) para cierto r < e. Entonces

oBN2 = G I,
k=1
donde cada Iy es un arco abierto de dB. Elegimos n < oo y subarcos compactos
Ji C I, k=1,....n
de manera que si

K=Jn v L=0Bn2)\K,
k=1

la longitud de L sea menor que 7wor.

Sea w = Pg(xr) la integral de Poisson de la funcion caracteristica de L en el conjunto
B. Luego, w es armoénica en By 0 < w < 1 en B. Ahora bien, como L es abierto en 0B,
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w(z) »>1 cuando z € B—ne€ L.

Por otra parte, al ser b continua y b < 0 en 2 N B((p,€) y ademéas K C 2N B((p,€)
compacto, existe —m < 0 de manera que b < —m en K. Por tanto, si n € K U L se tiene:

mleﬁ_w@)gq. (2.7)

zeEB—n m

%@yzlmxé(%?—w@)ﬂ),zeﬁmB
-1 ze€ 2\ B

Definimos ahora

Por (2.7), bs = —1 en un entorno de K U L en (2. Ademads, como

(24

es subarmonica en BN (2, sigue de (2.7) y 4ii) del lema 2.1.2 que bs es subarmoénica en (2

y bs < 0 en (2. Finalmente,
1 L)y ¢
w(Co) = %/L’dzl =5 <3

liminf bs(z) = —2w({y) > —2d/2 = —0.

252—(p

Una vez hemos extendido la barrera local, estamos en condiciones de probar la si-
guiente condicion suficiente para la existencia de soluciones del problema de Dirichlet.

Teorema 2.4.4 Sea {2 € C un dominio acotado y (o € 0f2. Si existe una barrera local en
Co, entonces oy es un punto reqular de (2.

Demostracion. Sea bs la barrera construida mediante el lema de Bouligand 2.4.3. La idea
de la prueba consiste en usar la barrera bs, que sabemos que es pequena cerca de zy y
negativa lejos de zg, para construir una funciéon armonica que sea aproximadamente f((p)
cerca de (p, pero mas pequena que f lejos de (y. Para ello tomamos € > 0 de manera que

If(2) — f(Co)| <6, parad € BnNof,

donde B = B((p, €).

Definimos
v(2z) = f(Go) =0+ (M + f(¢))bs(2),
que es subarmonica en {2 y para ¢ € 92N B,

limsupv(z) < f(¢) —0 < f(C),

25z—(o

ya que M + f((y) > 0y bs < 0. También, si z € £2\ B entonces
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limsupv(z) = f(¢o) — 0 — (M + f(¢o)) < f(C),

252z—(o
ya que bs = —1 en 2\ B. Asi, v € F;. Por el lema 2.4.3

liminf us(2z) > Uminf v(z) > f(¢o) —d + (M + f(¢o))(—9)

252—(o 252—(o

Como 9 > 0 es arbitrario,
lim inf us(2) > (o).

QSZ‘)CO

Reemplazando f por —f, obtenemos de maner andloga que

liminfu_;(2) > —f(Co)-

z—Co
Finalmente, por la proposicion 2.3.4, iv) (tomando fo = —f),
limsupus(z) < limsup (—u_s(2)) = —lminfu_;(z) < f((o).
232—¢o 32— 232—Co

El objetivo de esta memoria es el teorema de representacion conforme de Riemann:
Un dominio acotado 2 C C es conformente equivalente al disco unidad ID. Veremos en el
capitulo 3 que, sin pérdida de generalidad, {2 se puede suponer acotado. Es por ello que
finalizaremos resolviendo el problema de Dirichlet en dominio {2 acotados. Por el teorema
2.4.4 basta encontrar barreras locales en 9f2.

Lema 2.4.5 Sea 2 C C un dominio acotado simplemente conexo. Entonces existe una
barrera en cada punto de Of2.

Demostracion. Fijamos (5 € 02 y construimos explicitamente una barrera en (,. Para
ello, sea (; € C\ w un punto suficientemente alejado de (2. El disco

— 1
o~ {4
2 =Gl e
es abierto y ademéas 2 C D. Como C* \ w es simplemente conexo, podemos definir el

logaritmo holomorfo
z — Go
z)=1lo
f(z) =log (Z — §1>

en C\ 2. Ademas si z € {2 C D se verifica

z— Qo

Z—CQ1

Rf(z) =log < -1,

esto es, f(z) toma valores en el semiplano {Rw < —1}.

1 11
La funcion g(w) = — transforma dicho semiplano en el disco D (—5, 5) y, por
w

1 11
tanto, la funcion m, que es holomorfa en {2, toma sus valores en D (—5, 5)
z

Finalmente, la funcion
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Rw < —1

)

es armoénica en (2 y ademas

limsup b(z) <0, para ¢ € 012,
25z—C
pues
limsup b(z) =0 si y solo si limsup ®b(z) = 0,
232—¢ 252—(¢

y esto ocurre si, y solo si, ¢ = (p.

Corolario 2.4.6 FEl problema de Dirichlet admite una unica solucion en cualquier domi-
nio acotado y simplemente conexo {2 C C.

Observacion 2.4.2 Un conjunto EE C C es un continuo si E es compacto, conexo y E no
se reduce a un unico punto. Notese que si E es un continuo entonces C*\ E es simplemente
conexo por coneridad de E. Al contrario, sea E un conjunto compacto tal que C*\ E
es simplemente conexo. Si E tiene mds de un punto entonces necesariamente E es un
continuo. En C se puede probar que el problema de Dirichlet en dominios acotados §2 € C
admite solucion siempre y cuando las componentes acotadas de C\ 2 no se reduzcan a
un punto.
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Los teoremas de Riemann y Carathéodory

En este capitulo estudiaremos los teoremas de representacion conforme de Riemann
y el teorema de Carathéodory. Primeramente definimos las aplicaciones conformes de
C. Veremos que estas localmente son las funciones holomorfas con derivada no nula.
Imponiendo la condiciéon de inyectividad global se tienen las aplicaciones conformes o
biholomrfas. El teorema de representacion conforme de Riemann identifica el representante
canonico en la clase de dominios simplemente conexos propios de C bajo biholomorfismos,
el disco unidad ID. Finalmente veremos que si la frontera del dominio simplemente conexo y
propio {2 es una curva de Jordan, la aplicaciéon de Riemann extiende a un homeomorfismo
entre sus clausuras. Las referencias que se han seguido en el desarrollo de este capitulo
han sido: [3, Cap. 1y 2|, [11, Cap. 8 y 12|, [4, Cap. 3] y [6].

3.1. Aplicaciones conformes

Definicion 3.1.1 Una aplicacion R-lineal e invertible T : C — C se denomina conforme
st conserva el tamano y la orientacion de dngulos, es decir, si para algin z,w € C el dngulo
entre z y w es el mismo que el dngulo entre Tz, Tw. Analiticamente, T es tal que

arg Tz — argTw = arg z — argw, z,w e C.
. T(0) o, T
[ /-’—1_‘\ 6
0
Rz Rw
u

Figura 3.1: Aplicaciin R-lineal conforme.

Las aplicaciones R-lineales y conformes son precisamente aquellas que son C-lineales.

Proposicion 3.1.2 Sea T una aplicacion R-lineal e invertible T : C — C. Son equiva-
lentes:
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1. T es conforme.
2. Tz=az, a €C, esto es, T es C-lineal.

Demostracion. Supongamos que T es conforme. Por definicion
arg Tz —argTw = arg z — arg w, para todo z,w € C,

esto es
arg’l'z —arg z = arg T'w — argw, para todo z,w € C.

De esta forma, la funcion arg Tz —arg z es constante con respecto a z evaluando en R/277Z.

Por otra parte como

T
arg Tz — arg z = arg —Z,
z

Tz
todos los puntos —, z # 0 estan en una recta que contiene al origen. Sin embargo,
z
escribiendo
Tz = az+ Pz, para a, f € C

y tomando z # 0,
Tz

z
z z
que describe la ecuacion de la circunferencia de centro « y radio |3|. Por tanto, esta

claro que los puntos de dicha circunferencia estédn en la linea soélo si la circunferencia es
degenerada, esto es, || =0y §=0.

Teorema 3.1.3 Una aplicacion R-lineal e invertible T : C — C es conforme si, y solo si,
T =)0, donde O es una transformacion ortogonal y A > 0.

Demostracion. En primer lugar, una aplicacion R-lineal 7' conserva el tamano de los
angulos si, y solo si, conserva los cosenos de éstos, es decir, se verifica

(Tu, Tv)y  (u,v)

= , para todo u,v € C.
[Tul|Tv]  Jul|v]

Ademas conserva la orientacion si el determinante de la matriz asociada es positivo.
Supongamos primeramente que T'= A O. Una transformacion ortogonal O conserva
tanto el producto escalar como el médulo, luego

(Tu,Tv)  (NOu,0v) (Ou,Ov)  (u,v)

[Tul[To] — X2|Oul|Ov] — [Oul|Ov] — [ullv]

Identificando la transformaciones con sus respectivas matrices, como det(O) = 1, conclui-
mos que A > 0 pues det(7") > 0.

Reciprocamente, supongamos que T conserva el tamano y orientaciéon de angulos.
Denotemos por e; = 1, e5 = 4 la base candnica de C. Definimos la transformacion O en
los elementos de la base por:

TGZ'

Oe; = —-, =1,2.
“ = Te| !
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Al ser Te; y Tes ortogonales y unitarios concluimos que O es una transformaciéon orto-
gonal. Veamos que T' = XA O. Para ello R = O~'T que es invertible y conserva angulos.
Ademas en los elementos de la base

Rei = C;€5, 1= 1, 2,
donde ¢; = |Te;|. Como R conserva angulos

(Ru, Rv)  (u,v)
|Ru||Rv|  |ul|v|

En particular para u = e; + ey y v = es,

(6161 + 6262) + Co€9 1

(A +3) e V2

Entonces, 2¢3 = ¢ + ¢2, con lo que ¢; = ¢, = \. Esto quiere decir que R = \I, por lo que
T = M\O. Las transformaciones conformes corresponden a detO = +1.

Supongamos que f: 2 — C es una aplicacion diferenciable en zy € C. Es bien
conocido del célculo diferencial multidimensional que

f(z) = f(z0) +df (20)(z — 20) + (2 — 29) cuando z — 2.

con |r(z —z29)| < ¢|z— 2| con ¢ > 0 constante cuando z — 2. Ahora, si f es diferenciable
en un punto zy € (2, la diferencial df(zp) puede ser identificada con la matriz jacobiana
de f en z.

Definicion 3.1.4 Sea 2 C C un dominio. Una funcion diferenciable f : 2 — C es
localmente conforme en el punto z € (2 si df(z) es invertible y conserva la orientacion
y tamano de dngulos.

Definicion 3.1.5 El dngulo entre las curvas requlares v, y vo en zg = 71(0) = 72(0) es el
dngulo que determinan sus respectivos vectores tangentes v1(0) y v5(0).

En la definicién anterior entedemos la orientacion del angulo en el sentido estandar.
Asi el dngulo entre las curvas v; y 72 en zp es opuesto al angulo entre las curvas v y 1
en zp.

Observacion 3.1.1 Teniendo en cuenta el significado geométrico de la diferencial df(z),
el hecho de que f sea localmente conforme en z significa que si dos curvas vyi,7ys forman
un dngulo 0 en el punto z entonces las curvas f(v1), f(72) determinan un dngulo 6 en el
punto f(z). La proposicion 3.1.2 implica que f es localmente conforme en z si, y solo s,
es C-diferenciable en z y f'(z) # 0 (en este caso df (z)-w, w € C, que es invertible, puede
identificarse la multiplicacion de nimeros complejo f'(z)w.

Suponiendo que la curva reqular +y tiene vector tangente 7' (0) € C en z = ~(0), sigue
por la regla de la cadena que el vector tangente de la curva f(vy(z)) en f(z) es

(f(N(@)(0) = df (2) - 7'(0) = f'(2) 7/ (0).

Denotando f'(z) = |f'(2)| €287 Z) observamos que, en el vector (f(7)(t))'(0) tangente a
f(v) en f(2), se produce una rotancion de dngulo arg f'(z) y una dilatacion por el factor
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|f'(2)]. Si todos los vectores tangentes rotan de forma similar concluimos, por tanto,
que la ortientacion de los dngulos se conserva. Analiticamente, la invarianza los dngulos
mediante la aplicacion conforme f significa que dadas dos curvas requlares vi,7vs con
vectores tangentes en el punto z = v1(0) = 12(0) se verifica la ecuacion

(f(3)(0), (F(12)(0)) = f(m)'(0) (f(1)(0) = | f(2)[*71(0) 75(0)

representa .

(f(72))'(0) (f (7)) (0)

Y2
0
woy oy s
. 7(a2)
~1(0) fln)

En resumen, se tiene el teorema:

Teorema 3.1.6 Si f es una funcion diferenciable alrededor del punto zy, f es localmente
conforme en zy si, y solo si, tiene derivada compleja en zo y f'(20) # 0. En este caso,
la funcion lineal tangente df(zo) es una rotacion del dngulo arg f'(z9) sequida de una
dilatacion por el factor | f'(zo].

Observacion 3.1.2 La clase de aplicaciones localmente conformes es por tanto la de las
funciones holomorfas con derivada no nula. Por el teorema de la funcion inversa esto
implica que hay inyectividad local pero no global, siendo la funcion e* el cldsico ejemplo
de funcion holomorfa no iyectiva pero con derivada no nula..

Definiciéon 3.1.7 Sea 2 un dominio de C. Una funcion holomorfa e inyectiva f : 2 —
C se denomina una aplicacion conforme de {2 sobre el conjunto abierto f({2). Dos
dominios (21,2, C C se dicen conformamente equivalentes si existe una aplicacion
conforme de (2, sobre §25.

Observacion 3.1.8 Como hay inyectividad global, la funcion inversa es conforme. Tambien
dichas aplicaciones se denominan biholomorfas y en particular cuando 21 = 25 también
se suele hablar de automor fismos.

Ejemplos 3.1.4 Entre los ejemplos fundamentales de aplicaciones conformes estdn los au-
tomorfismos de C* y los automorfismos de D. Los automorfismos de C* estan dados por

az+0b
S(z) = ot d con ad — bz # 0

y se conocen como transformaciones de Mdobius. Entre otras propiedades que verifican las
transformaciones de Mobius cabe mencionar: toda transformacion de Mobius lleva circulos
de C* a circulos de C, entendiendo las rectas en C como circulos en C* que pasan por

{o0}.
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Los automorfismos de D vienen dadas por:

Z—Ww

Pw(z) = )\1 —= Al = 1.
Se verifica
/ . - |w|2
¢w<2) - )‘<1 o wz)g'

Dominios que sean homeomorfos como espacios topolgicos no son necesariamente
biholomorfos como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.5 El disco unidad D y el plano complejo C no son conformamente equiva-
lentes, esto es biholomorfos, aunque son homeomorfos. En efecto, si f : C — D es una
funcion holomorfa (esto es, entera) el teorema de Liouville garantiza que f ha de ser cons-

tante, luego no es inyectiva. Por otro lado, f(z) = es un homeomorfismo desde C

sobre .

1+ 2|

El ejemplo anterior sugiere la pregunta de qué dominios de C son conformemente
equivalentes a ID. Una condicién necesaria que han de satisfacer los supuestos dominios
es:

Proposicion 3.1.8 Sea f una aplicacion conforme de un dominio {2 sobre D. Entonces
{2 es simplemente conexa.

Demostracion. Supongamos que v es una curva cerrada contenida en {2 y sea w € C\ (2.
/

Consideremos ¢ = f~! que es holomorfa en D. La function es holomorfa en D y

—w
por el teorema de Cauchy 1.1.10 y el indice de v respecto del punto w,

n(y,w) = L/ ! dz = ! S'2) dz = 0.

T omi ) z—w | 2mi fop f(2) —w

Ahora, por el teorema 1.1.25, {2 es simplemente conexo.

En la siguiente seccion estudiaremos el teorema de representacion conforme de Rie-
mann y veremos que precisamente son los conjuntos simplemente conexos y propios de C
(en el sentido de que su complementario en C consta de més de un punto).

3.2. El teorema de la aplicaciéon de Riemann

Teorema 3.2.1 Todo dominio {2 C C simplemente conexo, §2 # C, es conformemente
equivalente a un dominio acotado de ID.

Demostracion. Por hipotesis existe zp € C\ {2. Como {2 es un dominio simplemente conexo
podemos definir log(z — zp), analitica en (2. Consideramos la raiz cuadrada

g1(z) =z — 2 = ez lo8(z=%0),

En primer lugar, g; es inyectiva en §2. En efecto, si g;(z) = g1(w) entonces z = g2(2)+2¢ =
g3 (w) + zo = w. Por otra parte y empleando un razonamiento similar, si w € g;(2),
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w # 0, entonces —w ¢ ¢g1({2) pues en caso constrario sea w = g1(z1) y —w = ¢1(22)
para 21, 29 € (2, se sigue que gi(z1) = ¢?(22), luego 21 = 2y y por tanto g(z;) = w = 0
Consideramos ahora la funcién holomorfa

C
SETEETTE

que es inyectiva en {2 y ademés

- C
191(2) + g1(21)]

|92(2)] <00

Tomando C' suficientemente pequeno sigue el resultado.

Proposicion 3.2.2 Supongase que el dominio {2 es conformemente equivalente al disco
unidad D. Entonces para cada zg € {2 existe una unica aplicacion conforme f de {2 sobre
D tal que

flz)=0 'y f'(2)>0.

Demostracion. Sea g la aplicacion conforme de {2 sobre D que proporciona la proposicion
3.2.1 y consideramos el punto z; = g(zp). Entonces el automorfismo de D

z :C—z—g(zl) cl=1
fe) 1—9(2’1)91(2)7 i 7

verifica f(z9) = 0. De esta forma se sigue (3.1.3),

/ o g/(zo)
f (ZO) = 1— |g(ZO|27

Eligiendo apropiadamente el argumento de ¢ obtenemos por tanto que f’(z) > 0. Veamos
ahora que la aplicacion es tnica. Para ello supongamos previamente que k sea una apli-
cacion conforme de (2 sobre D verificando k(zp) = 0y k'(zp) > 0. Definimos la aplicacion
H(z) = k(f~'(2)), z € 2 que también es una aplicacién conforme sobre D y satisface
H(0) = 0. Aplicando el lema de Schwarz, 1.1.4

|H(z)| <[] v H(0)<L
Razonando anilogamente con la funcién inversa H !,

H'()| <z y  (H)(0)<1L

Por tanto |H(z)| = |z| y H'(0) = 1. Podemos concluir por tanto que H(z) = Az, con
|A| =1y ademas

Por tanto H(z) = z, esto es, k = f.

Teorema 3.2.3 Dado un dominio {2 C C simplemente conexo, {2 # C, entonces existe
una aplicacion conforme ¢ de {2 sobre D.
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Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que {2 es acotado y 0 € (2. Con-
sideramos el problema de Dirichlet

(3.1)

Au =0, z e
u(¢) = f(¢), ¢ €0

para f(z) = log|z| que es continua en O0f2. Sea us la solucion de Perron de (3.1). Los

teoremas 2.3.3, 2.4.4 y lema 2.4.5 garantizan que u; es armonica en {2, continua en {2y

lim wus(z) = log|(|. (3.2)

25z2—¢

Por el teorema 1.2.10 existe una funcion analitica g en {2 tal que uy = Rg. Definimos la
funcion
o(z) = ze7 9, z € {2,

que es analitica en £2, (0) =0y (2) # 0 si z # 0. Ademés, como

lp(2)| = |z]eR9) = eloglzlgmus(2) — loglzl—us(2)

podemos garantizar, por (3.2), que ¢ es propia pues
lo(2)] = 1 cuando 232z — I02.

Ademas, por el principio del maximo, |p(2)| < 1 para z € §2. Luego ¢(§2) C D.

Fijamos ahora w tal que |w| < 1y ¢ > 0. Definimos el conjunto K, = ¢~ (|Jw| <
1 —€) C 2 que es compacto, pues ¢ es propia como vimos anteriormente. Por el lema
1.1.15 podemos construir una curva cerrada v C {2 tal que

n(y,z) =1 cuando =z € K..

Sabemos ademas que n(p(7),w) es constante en cada componene conexa de C\ ¢(v),
luego por construccion de ~

p(2)[ > 1 —¢

si |lw| < 1— ¢, podemos concluir que

n(e(7), w) = n(p,0).

Por el principio del argumento 1.1.23, el niimero de ceros de ¢ —w debe ser igual al nimero
de ceros de ¢, que sabemos tiene un tnico cero simple en z = 0. Haciendo tender ahora
€ — 0 concluimos que

p(z) =w

posee una tnica solucion en |w| < 1. Es decir ¢ es biyectiva.

Observacion 3.2.1 La funcionlog |z|—us(z) que aparece en la prueba anterior se denomina
la funcion de Green del disco unidad.

Entre dominios de C, el ser conformemente equivalentes, o biholomorfos, es claramen-
te una relacion de equivalencia. Esto es consecuencia de que dominios propios simplemente
conexos son biholomorfos y el representante cannonico de tales dominios es ID.
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3.3. El teorema de Carathéodory

Todo dominio acotado {2 C C cuya frontera 92 es una curva de Jordan es nesesa-
riamente simplemente conexo ya que, por el teorema de la curva de Jordan, la frontera
divide al plano en dos componentes conexas disjuntas. Por otra parte, sea ¢ : D — (2 la
aplicacion de Riemann. Si suponemos que ¢ extiende a un homeomorfismo ¢ : D — 2,
necesariamente 02 = ¢(0D) es una curva de Jordan. El teorema de Carathoédory prueba
el reciproco

Teorema 3.3.1 Sea ¢ una aplicacion conforme de D sobre una region de Jordan I2.
Entonces o extiende a un homeomeorfismo de D sobre 2. En particular ¢(e?), 0 < 0 < 27,
es una parametrizacion de 052.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que §2 es acotado como apli-
cacion del teorema 3.2.1. Veamos en primer lugar que ¢ puede ser extendida con conti-
nuidad en cada ¢ € JD. Para ello tomamos 0 < § < 1 y definimos el arco circular

v =DnN{z: [z = (=0}

La idea general de la prueba es la siguiente: ¢(s) determina una region Us C (2 cuya
clausura Us C {2 se contrae en un punto cuando § — 0. Demostraremos que el didmetro
de OU;s tiende a 0, con lo cual el didmetro de s también tiende a 0. De aqui se concluiréa
la existencia y continuidad de la extension.

D\QP/’QPQ

El arco, analitico y abierto, ¢(7s) es homeomorfo al intervalo (0,1) y su longitud
viene dada por:

L) = / (=) [dz].

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

v - ( [we |dz|)2 <( / el ) [ 1 /) < o IEC!

de modo que para r < 1,

/or i< //W@,T) (=) dedy = marea(p(DN DG 7)) <00 (33)

pues {2 es acotado.
De esta forma podemos tomar una sucesiéon decreciente 6, — 0 de manera que
L(6,) — 0. Cuando L(,) < oo, la curva ¢(vs,) tiene dos puntos finales «,,, 3,, y ambos



3.3 El teorema de Carathéodory 43

estan en 02 puesto que por la proposicion 1.1.3, ¢ es propia. Ademés,

QO
“ ©(7s,)
(0)
~_f
D 0

Sea v un homeomorfismo de 9D sobre 9f2. Escribimos a,, = ¥((,) v Bn = v(¥n).
Como 7 es uniformemente continua, dado € > 0 existe § > 0 de manera que si |, —1,| < d
entonces |[y(¢,) — v(¢,)| < €. Sin embargo, v~ también es uniformemente continua, es
decir, existe n > 0 tal que si |a,, — ] < 1 entonces |(, — ¥,| < 9.

[)9]

De esta forma, si denotamos por o, el subarco cerrado en {2 con el menor didmetro
y puntos finales «,, y ,, podemos concluir por (3.3) que,

diam(o,) — 0.

Por el teorema de la curva de Jordan, la curva o, U (s, ) divide el plano en dos regiones,
y una de ellas, que denotamos U,,, es acotada.

La componente no acotada V del complementario de 02 es abierta y conexa, luego
arco-conexa, asi que si z € U, NV entonces existe una curva -, desde 2z hasta co contenida
en V. Ahora, como (D)"Y =0y o, C 92, . no se encuentra en o, contradiciendo
que U, es acotada. Luego, U, NV = 0 y, por lo tanto, U, N OV = B . Por el teorema de la
curva de Jordan, aplicado sobre 942, se sigue que U,, C 2. Ahora,

diam(oU,,) = diam(o,, U p(vs,)) — 0,
por lo que podemos concluir que
diam(U,,) — 0. (3.4)

Definimos
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D,=Dn{z:|z—(| <}

Se tiene que p(D,) vy »(D\ D,) son conjuntos conexos que no cortan la curva (v;s,).
Ademas como (D) = (2, se verifica la alternativa:

@(Dn) =U, o SOGD\D_n) =U,.
Para n suficientemente grande,
diam(p(D \ D,,)) > diam(p(D(0,1/2))) > 0

y por (3.4)
diam(U,,) — 0.

Luego ¢(D,,) = U, para n suficientemente grande.
Dado que §, es decreciente y ¢(D,,11) C ¢(D,,), concluimos por el teorema de Cantor
(vease [4, 3.7, p. 19]) que

ﬂ o(Dn)

determina un tnico punto y por tanto ¢ extiende con continuidad a D U {(}.

Denotamos ¢ : D — 2 a la extensiéon de ¢, esto es ¢(z) = ¢(z), z € D. Veamos
que ¢ es continua en D). Consideramos sucesiones z,,w, € D que converge a ( € D
y supongamos que ¢(z,) — ( mientras que ¢(z,) — n con ( # n, (,n € 9. Un
razonamiento anédlogo al empleado anteriormente muestra que para n suficientemente
grande las sucesiones ¢(z,) y o(w,,) estan en U,, cuyo didmetro tiende a cero, lo cual seria
imposible si ¢ # 7. Luego ¢ es continua en D.

Finalmente veamos que la extension ¢ es biyectiva. Para demostrar en primer lugar
que es inyectiva basta comprobar que si ¢((1) = ¢((2) entonces (; = (3. En primer lugar,
como ¢ esté bien definida, p(0D) C 0f2. Basta por tanto comprobar la inyectividad de
¢ en 0D. Supongamos que (; € D, j = 1,2. La curva de Jordan que se obtiene como
conjunto imagen bajo ¢ de los radios que determinan (; y (; (Figura 3.2),

{o(rG) : 0 <r <1 U{p(rp) - 0 <r <1}

delimita una regiéon acotada en {2 que denominamos W.

¢(C1)

C1
D\ S
Cz W
~_r
D

Figura 3.2: Figura

Empleando el razonamiento anterior pero reemplazando ahora las componentes U,,,
D,, y D\ D,, por Wy las dos componentes conexas, S y D\ S que determinan los radios
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anteriores en el disco unidad, esto es las componentes de
D\ ({r¢::0<r<1}U{rgz:0<r<1}),

podemos afirmar que W C 2y o~ }(W) es una de estas dos componentes conexas. Ademés,
como ¢(0D) C 9f2, concluimos:

P(OD NI (W)) C IR NIW = {p((1)}-

De esta forma, ¢ es constante en un arco de 9. Por el principio de reflexion de Schwarz
en arcos analiticos 1.3.13 y el teorema de unicidad se sigue que ¢ — p(¢;) = 0. Esta
contradiccion muestra que ¢ debe ser inyectiva. La sobreyectividad sigue pues ¢(0D) C
082 y por ser inyectiva, ¢(0D) es una curva de Jordan.

Una consecuencia del teorema de Carathéodory es el siguiente:

Corolario 3.3.2 Sea I' C C una curva cerrada de Jordan. Entonces I' puede ser orien-
tada de tal forma que

0, =z pertence a la componente no acotada de C\ I’
n(l,z) =

1, =z pertence a la componente acotada de C\ I"

Demostracion. Sea ¢ la aplicacion conforme de Riemann desde D sobre la componente
acotada {2 de C\ I'. Por el teorema de Carathéodory ¢ extiende a un homeomorfismo de
JD. Esto equivale a que las funciones

Pro(2) = @(rn2)

converjan uniformemente a ¢(z) en 0D cuando 7, — 1.
Fijamos ahora w € {2 y consideramos las curvas

rt)y=¢E" v L.(t)=ere").

De manera similar a la demostracion del lema 1.1.15 cubrimos I" por un ntmero N finito
de discos de la forma

B;={z:|z—I'(tj)| < dist(l w)}, j=1,....,N

de manera que I'([t;_1,t;]) C B; para una particion {t;}, del intervalo [0, 27]. Luego,
para 7, lo suficientemente cercano a 1,

L (-1, ) U L([t-1, 1)) C By

Ahora, anadiendo segmentos rectilineos (B; es un conjunto convexo) entre los puntos
finales de estos arcos, podemos escribir el ciclo

AN
r—r.,=> 5,
j=1

donde cada §; es una curva cerrada contenida en B;. Por tanto, para r, cercano a 1
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1 1 N 1
/ dz—/ dz:Z/ dz =0,
rZ—w r, Z—w =g row

I'~T,,. (3.5)

y por tanto

Como ¢(z) — w tiene un unico cero simple en rD = {¢ : |(| < r} podemos concluir,
por el principio del argumento 1.1.23 y (3.5), que

1 1
1 =n(l,,w) :/ dz :/ dz =n(lw),
Frnz—w I"TZ_w

donde hemos considerado la orientacion habitual en d(rD). Asi, p(e), ¢ € [0,27], es una
parametrizacion de I' que es homeomorfa a 0. Luego

n(l,w)=1 cuando w € (2.

Finalmente n(I",w) = 0 para cada w en la componente no acotada C\ (2.
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HIS MEMOIR concerned with Real and Complex Analysis. It is

divided into three chapters. The first one deals with harmonic
and holomorphic functions. We introduce the index of a closed
curve with respect to a point. The index induces an equivalence
relation in the set of closed curves inside domains. We will extend
the Cauchy’s theorem as well as the argument principle to the ho-
mological setting. Properties of harmonic functions are studied
and the Dirichlet’s problem is solved in the unit disc by means of
Poisson’s integral formula. For nonnegative harmonic functions,
Harnack’s inequality and Harnack’s principle will be proved.

In the second chapter we will consider the Dirichlet's prob-
lem for bounded domains in the plane. We introduce subhar-
monic functions and we give a characterization of subharmonic
functions involving the maximum principle and its harmonic ma-
Jjorant. Motivated by the behaviour of convex functions of one
real variable, Perron’s method is introduced. It allows to obtain
a canonical solution to the Dirichlet’s problem in any bounded do-
main. Boundary behaviour of Perron’s solution is studied at reg-
ular boundary points. Such points admit subharmonic barriers.
From there we obtain the desired boundary behaviour. Simply
connected bounded domains in the plane are shown to be regu-
lar.

Finally, in the last chapter we introduced conformal mappings
from a geometrical point of view. We show that they are precisely
the injective holomorphic mappings with nonzero derivative. The
rest of the chapter is devoted to the proof of Riemann’s mapping
theorem as well as Carathéodory’s theorem on the extension to
the boundary of the Riemann’s map in case of domains bounded
by Jordan curves.

1. Introducction

The first chapter collects fundamental properties of holomorphic
functions. Harmonic functions are introduced and the relationship
between holomorphic and harmonic functions will be studied on
simply connected domains. We define an equivalence relation
in the set of closed curves inside a given domain, the homology
of curves, through the so-called index of a closed curve. Dirich-
let's problem in the unit disc D is shown to have a solution given
by the Poisson’s integral formula. We end the chapter with Har-
nack’s principle which will take a fundamental role in the devel-
opment of the second chapter. In this second chapter, we deal
with the Dirichlet’s problem in general bounded domains. Subhar-
monic functions are defined and the maximum principle is proved.
Perron’s method allows to construct a solution to the Dirichlet’s
problem. The convergence of the solution to the boundary data
depends on the geometry of the boundary of the domain. Regular
points are the ones where the convergence is satisfied. A suffi-
cient condition on a boundary point is given in terms of subhar-
monic functions. We finish the chapter by showing that bounded
simply connected domains are regular.

Finally, in the third chapter, we define the conformal mapping
and conformally equivalent applications to then study Riemann’s
conformal representation theorem. To finish the memoir we study
Carathéodory’s theorem, extending the conformal maps to the
boundary.

2. Outline of the first chapter.

H Armonic functions appear in practice as solutions of Laplace’s

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Septiembre, 2020

equation:
AU = Uy + Uy =0.

These in turn share properties similar to the properties possessed
by holomorphic functions. In particular, in simply connected do-
mains one class can be recovered form the other and viceversa.
Starting from the concept of the index of a closed curve, known re-
sults in the subject of complex variable such as Cauchy’s theorem
and the argument principle will be generalized to the homological
setting.

Dirichlet’s problem in the unit disc D is solved through Pois-
son’s integral formula. We finish the chapter by studying the class
of non-negative harmonic functions. Using Harnack’s inequality,
we prove Harnack’s principle. Such result will be used in the so-
lution of Dirichlet’s problem on general bounded domains.

3. Outline of the second chapter.

N this chapter, we will deal with Dirichlet’s problem in bounded

domains of C. To achieve a solution to the problem we use
Perron’s method about the maximality of a certain family of sub-
harmonic functions associated with the Dirichlet’s. The maximum
principle for subharmonic will pervade through the proof over the
all chapter. Finally we will introduce regular boundary points and
give a sufficient condition, in terms of subharmonic functions, on
the boundary point such that Perron’s solutions will converge to
the boundary data. Such condition on boundary is satisfied by
simply connected bounded domains.

4. Outline of the third chapter.

E finish the memoir with this chapter. In the
first section, we will begin by introducing confor-
mal mappings as the ones that preserves angles and
orientation. Imposing injectivity they are precisely the
functions which are holomorphic with nonzero derivative.

Figure 1: Conformal mapping.

The second section contains the proof of Riemann’s mappig the-
orem:
Any simply connected bounded domain Q c C is confor-
mally equivalent to D.
We finish the memoir with Carathéodory’s theorem on the exten-
sion to the boundary of the Riemann’s map. The proof presented
in the memoir depends heavily on the Jordan curve theorem.
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