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Resumen

El objetivo de este trabajo ha sido introducirnos en el estudio de los Cddigos Correctores
de Errores. Debido a la dimension que abarca este titulo, la memoria se ha centrado en el
andlisis de los Cddigos Ciclicos.

En primer lugar, se estudiaron los codigos en general, su definicion y sus propiedades. A
su vez, fue necesario recordar algunos conceptos claves de la teoria de cuerpos finitos, como
la factorizacion de ™ — 1 en polinomios irreducibles en Fq[x] y el cdlculo de su cuerpo de
descomposicion, asi como los elementos de éste.

A continuacion, se estudiaron los codigos lineales que aparecen cuando un cédigo forma un
subespacio vectorial de Fy, caracterizados por su matriz de control y matriz generadora.
Cuando un cddigo lineal es cerrado por el desplazamiento cocy...cn—1 — Cp—1€p..-Cn—2
se dice que el codigo es ciclico. Dichos codigos forman el eje central de este trabajo. Se
recopilaron varias formas de definirlos, propiedades y ejemplos detallados, asi como los
procesos precisos para codificarlos y decodificarlos, y los procedimientos de deteccion y
correccion de errores.

El siguiente paso fue centrarnos en el andlisis de los codigos BCH, que son un ejemplo de
codigos ciclicos descritos a través de raices n-ésimas de la unidad. Finalmente, llegamos a
un caso particular de cédigo BCH, los codigos Reed-Solomon, cuya longitud esn = q— 1
y su importancia reside en el gran numero de aplicaciones tecnoldgicas que tiene.

La memoria incluyd la descripcion simplificada del proceso de codificacion y decodificacion
de un CD, en el que intervienen dos cddigos Reed-Solomon.

El estudio realizado permitio descubrir la importancia y presencia de los cddigos correctores

en el mundo que nos rodea.

Palabras clave: Cdédigo Lineal, Cédigo Ciclico, Cédigo BCH, Cédigo Reed-Solomon, Crip-
tografia.



Abstract

The aim of this report has been introducing Error-Correcting Codes. Due to the dimension
spanning this title, memory has focused on the analysis of cyclic codes.

First, we have studied codes in general, its definition and its properties. In turn, it was
necessary to recall some key concepts of the finite fields theory, as Factoring ™ — 1 in
irreducible polynomials in F,[z] and calculation of the Splitting Field and its elements.

Right after, we studied linear codes that appear when a code forms a vectorial subspace
of Fy, with parity check matrix and generator matrix. When a linear code is closed by
displacement cgcy...cn—1 —> Cr—1Cp. . . Ch—2 its says that the code is clyclic. These codes
were the core of this work. Several ways to define properties detailed examples, as well as
the precise processes to encode and decode and also methods to detect and correct errors

we collected.

The next step was focusing on the analysis of BCH codes, which are an example of cyclic
codes defined through n-th of unity. We finally got to a particular case of BCH code, Reed-
Solomon codes, whose lenght is n = ¢ — 1 and its importance lies in the large number of
technological applications it has.

The report included a simplified description of the process of coding and decoding of a
CD in which two Reed-Solomon codes are involved. The study allowed to discover the
importance and presence of the error-correcting codes in the world around us.

Keywords: Linear code, Cyclic code, BCH code, Reed-Solomon code, Cryptography.
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Motivacion y objetivos

Indudablemente estamos en el siglo de la informacién, lo cual hace que la transmisién
de datos de manera segura y fiable se convierta en algo esencial y necesario. El problema
estd en que los canales de comunicacién a través de los cuales se transfiere la informa-
cién pueden conducir a errores o interferencias, o puede que sean poco seguros o fiables.
Aqui entra en juego la Teoria de Cédigos, que ha sido y sigue siendo un area muy activa
de las matematicas.

La Teoria de Codigos busca formas eficientes de codificar la informacién para que los
errores mencionados puedan ser detectados e incluso corregidos. En realidad, codificar
mensajes es reescribirlos de forma diferente; ya sea para evitar fallos, recuperar los datos
u ocultar y proteger los mensajes (Criptografia).

Este campo tan interesante y actual ha motivado la elaboracién de este Trabajo de Fin
de Grado. Ademads, el uso multiples ingredientes mateméaticos como el Algebra Lineal, la
Estructuras Algebraicas o la Teoria de Cuerpos finitos permiten ver una aplicacién més
préactica de los conocimientos adquiridos en el Grado.

El objetivo central de esta memoria es dar una introduccién a la Teoria de Cddigos,
concretamente a los Cddigos Correctores de Errores. En primer lugar introduciremos no-
ciones bésicas de los cddigos en general y trataremos un caso particular que son los Cddigos
Lineales. A continuacién, en el segundo capitulo particularizaremos en un tipo de cédigo
lineal compuesto por los Cddigos Ciclicos; aqui se incluyen multiples definiciones, propie-
dades y ejemplos. Para casos concretos seremos capaces de contestar a la pregunta: ; Como
podemos saber si una informacién recibida ha sido distorsionada? Y si es el caso, jcéomo
podriamos recuperar los datos originales?. El tercer capitulo profundiza un ejemplo de
cbdigos ciclicos: los Cddigos BCH que contienen el conjunto de los Cddigos Reed-Solomon,
cuya especial importancia reside en su aplicacién en mucho de los aparatos electronicos
que nos rodean. Por ello, el ultimo capitulo se reserva a los CD’s y cémo aparecen los
cédigos Reed-Solomon en ellos. Finalizamos incluyendo un apéndice donde el lector puede
consultar como Factorizar x™ — 1 en irreducibles sobre un cuerpo finito.



Capitulo 1

Cddigos Correctores de Errores.
Cdédigos Lineales

1.1. Transmision de mensajes y Cdodigos lineales

En la actualidad la transmisiéon de datos es algo muy habitual aunque en numerosas
ocasiones no seamos conscientes de ello. Ocurre que, en general, al enviar un mensaje o
transferir informacién por cualquier procedimiento deseamos que el receptor del mensaje
reciba lo mismo que el emisor envid; y si no es asi, que sea capaz de darse cuenta que hubo
errores en la transmisién e incluso, en ocasiones, corregirlos. En este contexto es donde
desempenan su papel los Cddigos Correctores de Errores que tratan de detectar y corregir
errores en los mensajes transmitidos a través de canales.

Los ingredientes bésicos de un cédigo son un alfabeto A o conjunto finito de simbolos, y
una serie de palabras que no son mas que sucesiones de elementos de A que pueden tener
longitud fija (en cuyo caso hablamos de cddigos de blogue) o variable. Asi, hablamos de
cédigo g-ario si |A| = ¢. Usualmente, trataremos con cédigos binarios, esto es ¢ = 2, y de
longitud fija n.

El siguiente esquema muestra como seria el proceso de transmisién de un mensaje en
el cual se han podido producir errores debido a interferencias o ruidos en el canal, usando
codigos correctores de errores:

canal con

interferencia receptor

4 sl oy —y
‘o | codificador | < decodificador

correceidn de

Crrores
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Dentro de los cddigos correctores de errores estudiaremos los C'ddigos lineales.

Definicion 1.1.1. Un cddigo q-ario se dice que es lineal de longitud fija n si es un
subespacio vectorial de Fy (es decir, siC C Fy ), donde F es un cuerpo finito de q elementos
con q una potencia de un primo p (siendo p la cardcteristica de Fy). Se suelen escribir
como:

C={z=(x1,22,....,00) : z; €Fy}

Notacién 1.1.1. Si el cidigo lineal verifica que dim(C) = k, se dice que C es un [n,k],-
codigo.

En las siguientes secciones, vamos a presentar algunos conceptos esenciales para el
estudio de los cddigos correctores. Para un estudio més detallado ver por ejemplo [7].
1.2. Matriz Generadora

Una matriz G € My, (Fy) es una matriz generadora de un cédigo lineal C si sus filas
forman una base del espacio vectorial C. Se tiene asi que:

k . k
C=F,G={c=aG : acF}

Es decir, que podemos codificar cualquier mensaje a través de la férmula a G. Hay que
tener cuidado, porque al igual que las matrices asociadas a aplicaciones lineales no son
Unicas, las matrices generadoras tampoco lo son.

Cabe destacar que si la matriz G tiene rango k y presenta la forma (I | B), entonces
se dice que la matriz generadora es estindar y que la codificacién es sistemdtica. Basta
hacer transformaciones elementales en las filas o columnas de G para ver que todo cédigo
lineal es equivalente a un cédigo sistematico, es decir que siempre podemos escribir:

aG=a(l;|B)=(alaB)

de forma que el mensaje aparece en las k primeras componentes de la palabra cédigo.

1.3. Matriz de Control

Para definir la matriz de control de un c6digo, veamos antes:

Definicion 1.3.1. Dado un cddigo lineal C, el codigo dual de C viene dado por:
CL:{.%‘EFZ'/LL‘C:O, Ve e C}
Es fécil ver que si G es la matriz generadora de C entonces:
1 _ T _ _ T _
C-={rel, /2G" =0}={zelF; /Gx" =0}

Y como el rango de G es k, entonces dim(Ct) =n — k.
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Decimos que si C es un cédigo lineal, H € M, _p)xn(Fy) es una matriz de control o de
paridad si genera al cédigo dual C*.

Por otro lado, se verifica que C*+ = C, ya que por la propia definicién C C (C+)* y
ademés dim(C*+) =n — (n — k) = k = dim(C). Por este motivo, la matriz generadora de
C es la matriz de control de C*.

Asimismo, se puede dar una definicién del cédigo C a partir de su matriz de control:

C={zeF) : aH =0} ={z€F} : Ha" =0}

Y si H € M(,,_p)xn(Fq) es de rango maximo n — k existe un tinico cédigo que tiene a H
por matriz de control. Ademas se cumple que H es una matriz de control de C si, y sélo
si, H € M_pyxn(Fg), rg(H) =n—ky G- HT = 0.

Como consecuencia de la anterior relaciéon, podemos obtener una matriz de control de
un c6digo a partir de su matriz generadora y viceversa. En particular, si G = (I | B) es
una matriz generadora del cédigo en su forma estdndar, entonces H = (—B” | I,,_1) es la
matriz de control.

1.4. Distancia de Hamming y Peso

Se denomina distancia de Hamming entre dos palabras de igual longitud de un
codigo C, al nimero de coordenadas distintas que poseen; y se denota por dg. Esto es, si
x=(21,.0s®n) y 2= (21,...,2n) € C:

dp(z,z)={ti : i # 2z, 1<i<n}
Anidlogamente, se define la distancia minima de un cédigo como:
d(C) =d(C) = min{dy(z,z) : x,2€C,x # 2z}

Esto nos permite mejorar la notacién 1.1.1, denotando a C como un [n, k, d]4-cédigo.
Por otra parte,si x € C, se llama peso de z, w(x), al nimero de componentes no nulas
de esta palabra, es decir w(z) = dg(x,0) y el peso de un cddigo es:

w(C) = min{w(z) : z €C}
Proposicién 1.4.1. Si C es un cddigo lineal, entonces d(C) = w(C).

Demostracion. Por una parte, como el peso es una distancia, entonces ha de ser mayor
que la distancia minima, o sea que d(C) < w(C).

Por otra parte, como C es un conjunto finito, existen x, y € C tales d(C) = d(x,y).
Ademas, se observa que d(z,y) = d(x —y,0) = w(zr —y), y * —y € C por ser un cédigo
lineal; luego w(C) < d(x,y) = d(C). O

La distancia de un cédigo es importante en la correccién de errores ya que si en una
transmisién se emite una palabra x € C y se recibe y ¢ C, el nimero de errores producidos
es d(z,y) = ey se dice que el error tiene peso e. Asi, para decodificar se usa el criterio del
vecino mds proximo, es decir, se supone siempre que el niimero de errores en la transmisién
es el menor posible y se decodifica por la palabra mas cercana.



Capitulo 2

Cddigos Ciclicos

2.1. Definicién, propiedades y ejemplos de cédigos ciclicos

Comencemos este capitulo dando la definicién de los cédigos ciclicos:

Definicién 2.1.1. Un cédigo [n, k,d] lineal C sobre el cuerpo F, se dice que es ciclico si
para cualquier palabra del cédigo ¢ = (cp, 1, ..., cn—1) se tiene que o(c) = (¢p—1,Coy .., Cn—2)
es también una palabra del cddigo.
En otras palabras, un codigo lineal C es ciclico si es cerrado por el desplazamiento
ciclico:
CoC1...Cp—1 — Cp—1CQ...Cp—2

Como consecuencia, C es un cddigo ciclico si 0"(c) € C parac € Cy r € N (r > 0); pero

esto es lo mismo que decir que C es un cédigo ciclico si:
coC1...Cp—1 € C = ¢p...cp_1¢9...cr—1 €C

Veamos algunos ejemplos sencillos:
Ejemplo 2.1.1. FEl cddigo C = {0} C Fy es un cddigo ciclico con pardmetros [n,0]q-
Ejemplo 2.1.2. FEl cdodigo de repeticion, dado por:

¢ =1{(0,0,...,0),(1,1,..,1), ..., (¢ = 1,¢ = 1,...,g = 1)} CFy

también es un codigo ciclico pero de pardmetros [n,1],.

Ejemplo 2.1.3. FEl cddigo de paridad, es decir:

C={xeFy/> z=0}CF,
=1

cumple también las condiciones de ser cddigo ciclico de pardmetros [n,n—1],, pues aunque
permutemos el orden de los sumandos, la suma sequird dando 0.

Ejemplo 2.1.4. El propio Fy es un cddigo ciclico con pardmetros [n,nlq.
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Ejemplo 2.1.5. Veamos ahora en este ejemplo como el siguiente codigo binario de lon-
gitud 7 también es un codigo ciclico:

(0000000 1111111 )
1101000 0010111
0110100 1001011
0011010 1100101
0001101 1110010
1000110 0111001
0100011 1011100
1010001 0101110

Es inmediato ver que C es lineal. Y como C estd formado por las palabras 0 = 0000000,
1 =1111111 y los desplazamientos ciclicos de la palabra ¢ = 1101000 y de su complemento
¢ = 0010111, se observa que C es ciclico. Sin embargo, los codigos C1 y Co formados por la
primera y la seqgunda columna de la matriz que define a C respectivamente, no son codigos
ciclicos. El motivo principal de este hecho es que ni siquiera son cddigos lineales, ya que
por ejemplo la suma no es interna, tal y como se muestra a continuacion:

1010001 + 0100011 = 1110010

Observacion 2.1.1. No es cierto que si un cddigo lineal C C Fy es cerrado por algin
desplazamiento ciclico o*, con k > 1, entonces C es ciclico. Por ejemplo, sin =4 yk =2,
tenemos c1coc3cy — €3C4C1Co — C1C2C3C4, Y nada asequra que cqcicacy esté en el codigo
st lo estd cicoczeq; comprobdndose que este codigo no es ciclico pese a ser cerrado por el

desplazamiento o2.

A continuacion, vamos a dar una caracterizacion de los cédigos ciclicos. Para ello, en
primer lugar, identificammos cada elemento del c6digo con un polinomio de grado menor
que n por medio del monomorfismo:

Y Fy — Fqlx]

(co,C1yesCn1) — c(x)i=co+crx+ ... +cpq1a !

Por otra parte, si f(z), g(z) € Fylx] el teorema de la divisién euclidea establece que
existen q(z), r(x) € Fylx] tales que:

f(@) = g(x)-q(z) + r(2)

con deg(r(z)) < deg(g(z)) 6 r(x) = 0. Vamos a denotar R(f(z),g(x)) = r(z), de forma
que si c(z) =co+c1x+ ... +c,_1 2" L, entonces:

zce(x)=z(co+crx+ ... +cp 33”_1) =cor 412’4 . Fepqat =
a1 (@™ 1) (enr + 0T+ ot enr 2™ ) = ey (2" — 1)+ 0(c) (2)

Es decir que R(z-c(x),2" — 1) = o(c)(x); y de forma mas general:



Introduccion a la Teoria de Cédigos 7

Proposicién 2.1.1. Sea C un cdédigo ciclico, c(x) € C yr € N, se tiene que:

o (c(x)) = R(z" ¢(x),z™ — 1)

Demostracion. Para probar este resultado, vamos a usar la induccion sobre r € N. El caso
r = 1 estd demostrado en la proposicién anterior. Suponemos que la igualdad es cierta
para 7 — 1 (es decir, 0"~ !(c(z)) = R(z" ! c(x),2™ — 1)) y vamos a demostrarla para r.
Con este fin, vemos que:

2 c(z) =z 2"t = x(p(x) (2™ — 1) + R(z" ' e(x), 2™ — 1)) =
= zp(z)(2" — 1) + 20" (c(z))

para p(z) € Fy[z]. Pero como 0"~ 1(c(x)) € C, entonces:
zo" " He(z)) = qx)(@" = 1) + o (0" H(e(x)) = q(2) (=" — 1) + 0" (c(2))

y deg(o”(c(x))) < n, entonces hemos llegado a que z" ¢(x) = (zp(x) + q(z))(z™ — 1) +
o"(c(x)) lo que significa que R(2"- ¢(z), 2" — 1) = 0" (c(z)). O

Como consecuencia inmediata, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 2.1.2. Un cddigo lineal C C Fylz] es ciclico si y sdlo si para cualquier
c(x) € C y para cualquier r > 0 se cumple que R(x" c¢(x), 2™ — 1) € C.

Este resultado sugiere que el contexto natural en el que se deben estudiar los codigo
ciclicos es el anillo cociente:

Fy[]

Aan = Gn )

cuyos elementos son las clases de equivalencia definidas por la relacién:
f(x) = g(x) (mod 2" — 1) <= R(f(z),2" — 1) = R(g(z),z" — 1)
El anillo A, es una [F -algebra y la composicién:

¢:Fr 5 Fyla] 5 Agn
¢c = clx) — clx)+(2"-=1)

es un isomosrfismo de Fg-espacios vectoriales. En particular, si C C Fy es un cddigo lineal
podemos identificar C = ¢(C) y los cédigos ciclicos van a ser precisamente los ideales de
Ay n como veremos a continuacién. Para ello, previamente probamos el siguiente lema.

Lema 2.1.1. Si I C A, es un subespacio vectorial, entonces I es un ideal si, y sélo s,
para cualquier f(x)+ (z™—1) € I y para cualquier r > 0 se cumple que x" f(z)+ (2" —1) €
1.



8 Raquel Maria Herndndez Falcon

Demostracion. Esta claro que si I es un ideal se cumple la condicion. y, reciprocamente,
como I es un subespacio vectorial entonces es cerrado para la suma y el producto escalar.
Ademss, por la hipétesis, si g(z) + (z" — 1) = (ag + ... + ap—1 2" 1) + (2" — 1) € Ay,
entonces:

(9(2) + (2" = 1))(f(x) + (" = 1)) = g(z) f(2) + (2" - 1) =

=ao(f(z) + (2" = 1) +a(z f(x)+ (2" = 1)+ .. F a1 (" f(z)+ (2" = 1)) €T
]

Todas estas consideraciones nos conducen a la siguiente caraterizacion para los cédigos
ciclicos:

Corolario 2.1.1. Sea C C Fy un cddigo lineal. C es un cddigo ciclico si y sélo si ?(C) es
un ideal del anillo Agy,.

Demostracion. Teniendo en cuenta el lema 2.1.1 y la proposicién 2.1.2, entonces C C Fy es
un cédigo ciclico si, y sélo si, para cualquier ¢(z) € C,r > 0, R(z" ¢(x), 2" —1)+ (2" —1) =
" e(x) + (2" — 1) € ¢(C). O

En adelante, para simplificar la notacién escribiremmos los elementos de A, como
polinomios de grado menor que n, con el producto médulo z™ — 1, es decir, reemplazando
los términos a x™**7 con 0 < j < n por ax’.

Teorema 2.1.1. SiC C A, = (fﬁ[_x]l) es un cddigo ciclico de longitud n, entonces:

1. Ezite un inico polinomio ménico de grado minimo g(x) en C, y este polinomio genera
a C, es decir, C =< g(z) >= {g(x)-a(z) / a(x) € Agn}. Ademds, g(z)|z" — 1.

2. Si deg(g(x)) =r, entonces:
C = {u(@) g(x); deg(u(z)) <n—r}

3. El conjunto {g(z),z- g(z),...,a" "1 g(2)} forma una base de C y, por lo tanto, C
tiene dimension n — 7.

Demostracion. Probemos por separado los distintos apartados del teoremas:
1. a) Vamos a ver, en primer lugar, la existencia del polinomio g(x). Con este fin,

sea S = {deg(g(x))/g(x) € C} CN. Como S # () y S C N, entonces existe un
primer elemento 7 > 0 de forma que:

gz)=a+az+..+a-2" €C, a, #0

Por lo tanto, basta considerar g(z) = a, !+ g1(z) que es ménico y estd en C.
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b) Ahora, veamos la unicidad. Supongamos que C contiene dos polinomios ménicos
g1(x) y g2(x) de grado minimo r. Ocurre que, como g¢1(z) # ga2(x), entonces
g1(z) — g2(x) € C ~ {0}, al ser C un ideal. Asimismo, deg(g1(z) — g2(z)) < r
y esto contradice el cardcter minimal de gi(x) y g2(x); concluyendo asi que
91(x) = ga(x).

¢) Demostremos, por otra parte, que g(z) genera a C, es decir que C =< g(x) >.
Por doble inclusion:

Sea c¢(x) € C. De forma que tenemos c(x) = c¢(z) + I y g(z) = g(z) + I. En
F,[z] podemos afirmar por el algoritmo de la divisién que existe g(x) € Fg[z]
tal que:

c(z) = g(x) q(z) +r(z)
con deg(r(z)) < deg(g(x)) 6 r(z) = 0. Asi pues, r(x) = c¢(z) —g(z)-q(z) € C con
deg(r(z)) < deg(g(x)). Por tanto, r(x) = 0, lo cual implica que ¢(x) €< g(x) >.
Esto significa que C C< g(z) >.
Sabemos que < g(z) >= {a(z) g(z)/a(x) € Agn}. Y al ser C un ideal de
Agn, st g(z) € C, entonces < g(z) >C C.

d) Por tltimo, veamos que g(z) es un divisor de 2™ — 1. Con este fin, usando de
nuevo la divisién euclidea en F[z] esta vez para 2" — 1, tenemos que:

2" — 1 = g(z)- h(z) +r(z), deg(r(z)) < deg(g(x)) 0 (x) =0
De manera que en A, , tendriamos que:
0=g(z) h(z)+r(z) = r(z) = —g(x) h(z) = r(z) € C

Y como deg(r(x)) < deg(g(z)), necesariamente r(z) = 0 para que no haya
contradiccién, por lo que 2 —1 = g(x)- h(z). Y de este modo queda demostrado
que g(x)|z™ — 1.

2. Ya probamos que C =< g(x) >; por consiguiente,

C={g(z) f(x); f(z) € Agn}

Por ello, basta ver que podemos retringirnos a f(z) con deg(f(z)) < n —r. Sabemos
que 2" —1 = h(x)- g(x) para algin polinomio h(z) de grado n—r. Ahora, dividiendo
en Fy[z], tenemos que f(z) = g(z)- h(x) + u(z), con deg(u(x)) < n —r 6 u(x) = 0.
Entonces,

f(@)-g(x) = q(2) h(x)- g(x) + u(2) g(x) = q(z)- («" = 1) + u(z) g(z) =
= f(z)-9(x) = u(z) g(x) en Agn
Esto ya prueba que, efectivamente, C = {u(z)- g(z); deg(u(x)) <n —r}.

3. Por el apartado anterior, queda probado que {g(z),z-g(x),...,2" "1 g(x)} es un
sistema generador de C con n —r elementos y, ademas, es linealmente independiente
(pues los polinomios tienen distintos grados), asi que resulta evidente que se trata
de una base de C y que dim(C) = n — r como bien enuncia el teorema.



10 Raquel Maria Herndndez Falcon

O

Observacion 2.1.2. El cddigo puede tener mds generadores, pero solo uno mdnico de
grado minimo.

Ejemplo 2.1.6. Sean Az 3 = (fgﬂ) yg(z) =x+1 € Falz]. El cddigo C =< g(x) > viene

dado por:

C =<g(x) >={g(x)-u(z)/u(z) = ax + b;a,b € Fy} =
={(z+1)0,(z+ 1)1, (z+1)z,(x+1)(z+ 1)} =
= {0,z 4 1,2% + z,2> + 1} = {000, 011,110,101}

Se observa que dim(C) = 3 —1 = 2 y que C tiene 22 = 4 palabras. Sin embargo, en este
ejemplo podemos comprbar que C estd también generado por el polinomio x>+ 1, dado que:

<z +1>={(z*+1)-0,(z*+1)-1,(2* + 1)z, (2> + 1) (. + 1)} =
={0,22+1, 2% +2, 2%+ 22+ +1} ={0, 22 + L,z + 1,22 + 2} =C

Pero 2 4+ 1 no es un divisor de 2 — 1 en Fa[x]. De hecho, 23 —1 = (2? + x + 1)(z + 1).
Ademds, x2 + 1 no es de grado minimo, puesto que deg(x + 1) < deg(x? +1).

Definicién 2.1.2. El polinomio g(x) descrito en el teorema anterior se conoce como
polinomio generador de C y escribimos C =< g(z) >.

Definicién 2.1.3. Si g(z) es el polinomio generador de un cddigo ciclico C, h(x) € Fy[x]
y g(x)-h(x) = 2™ — 1, entonces h(x) es el polinomio de control de C.

Asi, una condicién necesaria para que g(z) sea el polinomio generador de un cédigo
ciclico de longitud n es que g(x) divida a 2™ — 1. Si a eso anadimos que g(z) sea ménico,
entonces vale la reciproca.

Proposicién 2.1.3. Un polinomio mdnico p(z) € Aqn es el polinomio generador de un
cddigo ciclico de longitud n sobre Fy si y solo si p(x)|z™ — 1.

Demostracion. Como ya hemos hecho con anterioridad, analicemos la doble implicacién:

La implicacién hacia este lado es consecuencia del teorema 2.1.1.

Para el reciproco, si C =< p(x) >, vamos a ver que p(x) es de grado minimo.
Supongamos que p(z)|z™ — 1 y que g(x) es el polinomio generador de C =< p(z) >, con
p(z) # g(x). Como p(x) y g(z) son ménicos, deg(g(z)) < deg(p(z)), pues g(x) es de grado
minimo. Por hipétesis, 2™ — 1 = p(x)- f(x) para algin polinomio f(z) # 0.

Por otra parte, como g(z) € C = g(z) €< p(x) >= Ja(zr) € Agyn tal que g(z) =
a(z)-p(x). De manera que:

9(x)- f(z) = a(z) p(z) f(z) = a(z) (" - 1)

Por lo tanto, deg(g(x)- f(x)) > deg(z™ — 1) = deg(p(z)- f(x)), esto quiere decir que
deg(g(z)) > deg(p(zx)). De este modo, hemos llegado a que deg(g(z)) = deg(p(zx)) y, como
ambos polinomios son ménicos, tienen que ser iguales; es decir, p(z) = g(x). Luego, p(x)
es el polinomio generador de C. O
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Este tultimo teorema, nos lleva a deducir la existencia de una correspondencia biyectiva
entre el conjunto de polinomios ménicos de Fy[x] que dividen a 2™ —1 y los cédigos ciclicos
en Fy. Esto es:

Y. D, — I,
g(z) — <glz)>

donde D,, = { divisores ménicos de z™ — 1 en Fy[z]} e I, = { ideales de A, } = { cédigos
ciclicos en Fy }.

Corolario 2.1.1. Hay tantos cédigos ciclicos de longitud n sobre Fq como divisores moni-
cos del polinomio x™ — 1 en Fq[x].

Esto muestra la importancia que tiene poder factorizar ™ — 1 en irreducibles ménicos
sobre cuerpos finitos (Ver apéndice A); puesto que si sabemos factorizar " — 1 podemos
calcular todos los c6digos ciclicos y si 2™ —1 = mq(x)- ma(x)-...m,(x) es la descomposicién
de 2™ — 1 en irreducibles ménicos sobre Fy[z], entonces cada subconjunto S C {1,2,...,v}
define un cédigo ciclico de longitud n sobre F,, dado por:

Cs =< gs(x) > donde gs(x) = Hmz(x)
i€S
Se considera que gq(x) = 1. Luego, hay 2" cédigos ciclicos g-arios de longitud n. No
obstante, puede suceder que algunos de éstos sean equivalentes entre si.

Observacion 2.1.3. Con el fin de evitar que el polinomio generador de un cddigo ciclico
tenga raices repetidas, vamos a suponer que n y q son coprimos. En este caso, x™ — 1 es
separable en Fylx].

Ejemplo 2.1.7. Vamos a ver a lo largo de este ejemplo, como encontrar todos los codigos
ciclicos binarios de longitud 7 (es decir, en F;) Para ello, como ya hemos visto, tenemos
que calcular los divisores ménicos de x7 — 1 € Fa[z]. Si vamos al ejemplo A.1, se ve que
la factorizacion de 7 — 1 en Fy[x] es:

' —1=(x+ 1)@+ 2+ 1)@ +2° +1) = pi(2) pa()- p3()

siendo p1(x), p2(x) y ps3(x) polinomios irreducibles en Falx]. De esta manera, los divisores
de 7 — 1 son:

n
=
8

p) =@+ )@ +r+1) =2t +23+22 +1

p
p3(z)=(+ D@3 +22+ ) =2t + 22+ +1
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» po(x) p3(z) = (@ +x+ D@+ 22+ ) =25+ 25+t + a3+ 22+ +1

o p1(7) pa(x)-p3(x) = (e + )2+ + 1) (2P +22+1) =27 -1

Y, por lo tanto, tenemos los codigos:

» C; =F5 con pardmetros [7,7]2

» Co =< z+ 1> con pardmetros [7,6]a

» C3 =< 2%+ 2+ 1> con pardmetros [7,4]5

» Cy =< 2%+ 2% 4+ 1> con pardmetros [7,4]

» Cs =< a* + 23 + 2% 4+ 1> con pardmetros [T, 3]s

2 Cg =< 2+ 22+ 2+ 1> con pardmetros |7, 3]z

2 Cr=< a8+ 25+t + 23+ 22 + 2+ 1> con pardmetros [7,1]s

» Cg = {0} con pardmetros [7,0]2

Por ejemplo, escribamos completamente el cddigo:
C=<2’+z+1>={(=°+z+1)u(x)/deg(u(r)) < 4} =

= {(@3 + 2z +1)(a+ bz + ca® + dz3)/a,b,c,d € Fo}

Por lo tanto,

u(z) u(z)- (2% + 2 + 1) Palabra del Cdédigo
0 0 0000000
1 24+l 1101000
T A 0110100
z2 z® + 28 + 22 0011010
z3 28+ 2t + 23 0001101
z+1 4+ 4+ 2?41 1011100
2+ 1 P+l +r+1 1110010
3+ 1 20+t a1 1100101
2?2+ P4t + a4 0101110
3+ AR 0111001
x® + 22 28+ 25 + 2t 4 22 0010111
B+t 2+ 42 0100011
2+ +1 4+ttt +1 1111111
2 +r+1 2 a2+ 1 1010001
22+r+1 2+t +1 1000110
24+’ +r+1 2+ 5+t 41 1001011
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De este modo, podemos observar que este cddigo coincide con el propuesto en el ejemplo
2.1.5, donde ya habiamos visto a mano que se trataba de un cédigo ciclico. La siguiente
proposicién muestra algunas propiedades de este tipo de cédigos.

Proposicién 2.1.4. Sean C; =< gi(x) > y Co =< ga(x) > cddigos ciclicos en Agp,
entonces:

1. C1 - CQ = gg(a:)|gl($)
2. C4 NCy =< m.c.m{g1(x), g2(x)} >

Demostracion. 1. Sea deg(gi(x)) = s < n y deg(g2(x)) = r < n. Se observa que,
como gi(z) € C; C Co, entonces existe h(x) € Ay, con deg(h(x)) < n—r tal que
g1(z) = h(z) g2(x). Esto demuestra que g2(z)|g1(x) en Fy[z].

Reciprocamente, si ga2(x)|gi(z) entonces existe un h(z) € F,[z] tal que gi(z) =
h(z) g2(x). Por lo tanto, si denotamos deg(h(z)) = m tenemos que deg(gi(x)) =
deg(h(z)) + deg(g2(x)) = m +1r = s < n; luego, deg(h(z)) < n—ry g(z) =
h(zx) g2(x), lo que implica que g1 (z) € Ca, es decir, < g1(z) >C Co, y por consiguiente
C1 C Cs.

2. En primer lugar, sabemos que:

gi(z)fz" =1

g2(@)z" —1 } = m.cm(gi(z), g2(w))]a" — 1

Ahora, llamemos m(z) = m.c.m(g1(x), g2(x)), que es ménico y divide a 2™ — 1, y
demostremos en segundo lugar que < m(x) >=< g1(z) > N <K ga2(z) >. Para ello,
sea C = C1 N Ca, es facil ver que C es un cédigo ciclico por lo que serd de la forma
C=<g(z)>»=<gi(zr) >N <K g2(x) >. Ahora bien:

CCh = gq(z)lg(z)

CCC = ga(x)|g(x) } = m(z)|g(x) =<K m(z) >CKL g(x) >

Reciprocamente:
@l |, <ol scenin > ]

m(z)|gz2(z) < go(z) >C< m(z) >
=< g1(2) >N <K g2(z) >=< g(x) >C<K m(x) >
Y siendo ambos generadores de C, necesariamente tienen que ser iguales. Demos-

trando asf que C; N Cy =< m(xz) >.
O

Este resultado viene a decir que ¢ : g(x) —< g(x) > es un anti-isomorfismo de
reticulados que invierte el orden entre los conjuntos (D, |) y (In, C).
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Ejemplo 2.1.8. Completando el ejemplo 2.1.7, veamos los reticulados (D7, |) de divisores
ménicos de 7 — 1 sobre Fy, e (I7,C) de cddigos ciclicos de Az 7:

x’—1 Cs

I TS
TS O]

C3

x+x+1\T/3+x +1 \Cll/

1
2.2. Matriz generadora y Matriz de control de un cdédigo
ciclico

Si C =< g(z) > es un cddigo ciclico y dim(C) = k, entonces ya vimos en el teorema
2.1.1 que una base es:

C = {g(@),a-g(a), s " g(a)}

Por lo tanto, si g = go+g1- ¢+ ... + gr—1- 2"~ 4+ 2", entonces una matriz generadora es:

go 91 92 . Gr—1 1 0 0 .. 0
0 g9 o1 - gr—2 gr—1 1 0 w0

G=|1 0 0 g9 - g3 g2 g1 1 v 0 € Myyn(F)
0 0 0 .. gr—3 gr—2 Jr-—1 1

Se observa que cada fila es un desplazamiento ciclico de la anterior.

Ademids, si go = 0 entonces g(z) = g1-x + ... +gr1-2" '+ 2" = 2 (91 + ... +
gr_1- 2" 2+ 2" 1) = 2. ¢'(x) con deg(¢'(x)) =r—1 < r pero ¢'(z) = 1- ¢'(z) = 2™ ¢'(z) =
2" Log.g/(x) = 2" g(x) € C, asi que esto es absurdo pues ¢/(z) # 0 y tiene grado menor
que g(z). Luego, go # 0.

Observacion 2.2.1. La matriz generadora antes descrita NO es estdndar, lo que hard mds
dificiles las operaciones de codificacion y decodificacion.

A raiz de la observacién anterior y con el fin de poder realizar una codificacién sis-
tematica, vamos a considerar los k polinomios linealmente independientes siguientes:

ri(x) = R(mi,g(m)) =70+ 11T A o+ Tip—k—1 gkl

para todo i = n—k, ...,n—1. Esto implica que z* = g(z)- ¢;(z)+7;(z) y deg(r;) < r = n—k;
y por lo tanto z° — r;(z) € C y deg(x® — ri(z)) = i, o sea que {z" % — r,,_p(),..., 2" "1 —
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rn—1(z)} C C con k elementos. Estas condiciones nos permiten ver que estos polinomios
conforman una base del cédigo C. De este modo, la matriz generadora dada por esta base
es:

—Tp—k0 -  —Tn—kn—k—1 1 0 .. 0 —rp_k(x)
—Tp—k+1,0 - —Tn—k+ln—k-1 0 1 0 —Tn—k41(7T)
G = ) ) ) - = ) Iy,
—Tn—-1,0 —Tn—1n—k—1 0 0 .. 1 —’I”n_l(ﬂf)

Notemos que esta matriz cumple que para todo a = (ag,...,ax_1) € IF]; se tiene que
aG = (ag,...,an—1, ag, ...,ag—1). De forma que el mensaje aparece en las tltimas k posi-
ciones de la palabra codificada y los simbolos de control en las n — k primeras. Por ello,
tomaremos esta matriz como matriz estandar de un cédigo ciclico.

Teorema 2.2.1. Si h(z) = ho+h1x + ... + hp—p 2" es el polinomio de control de un
codigo ciclico C, entonces:

1. C={p(x) € Agn : h(z)-p(z) = 0}

2. La matriz:

hp—r hp—p—1 ... hp O 0 .. 0
0  huv o b he O .. 0

H = : : o : Do € M-k xn(Fy)
0 0 . 0 0 hpr ... hy

es la matriz de control de C.

3. El codigo dual es el codigo ciclico de dimension r cuyo polinomio generador es:

g (@) =hyta" T h(zTh) = hgt (hox™ T+ hy T 4 A By

Demostracion. 1. Sea C =< g(z) >. Entonces, si p(r) € C tenemos que p(z) =
f(z)- g(x) para algtn polinomio f(z) € Ay . De esta manera, ocurre que p(x)- h(z) =
f(@)-g(x)-h(z) = f(z)(=z" —1) = 0.

Reciprocamente, si p(xz) € Ay, tal que p(z)-h(z) = 0, usando el algoritmo de la
divisién en [y [z], se tiene que p(z) = ¢(x)- g(x) +r(x), con deg(r(z)) < r or(x) =0.
Entonces,

p(@)-hz) = q(x)- g(x)- h(z) + r(2)-h(z) = 0 + r(z)- h(z) =0

y deg(r(z)-h(z)) <7+ (n—1r) =n, luego r(x)- h(z) = 0; asi que r(z) = 0y, por lo
tanto, p(z) = q(z)- g(z), es decir que p(x) € C.
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. Por tltimo, si C =< g(z) >, se tiene que h(z)- g(x) = 2™—1, y entonces h(z) =
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2. Si ¢(z) € C, entonces por definicién ¢(x)- h(x) = 0 con deg(c(z)) < n 'y deg(h(z)) =

n—r. Esto implica que deg(c(z)- h(z)) < n+n—r =2n—r. En Fy[z] se tendria que
c(x)-h(x) = (" — 1)-q(z) y deg(q(z)) < n —r, esto es, c(x) - h(z) = (" — 1)(q0 +
QT+ ot 12" ="+ "+ L g 2T+ (0T +
e+ @u_r_1 2" "), Esto conlleva que los coeficientes de z"~", "~ "1 .. 2" ! en
el producto ¢(x)- h(z) son 0, es decir, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

cohpnr+ci-hpr1+...+cnp-hg=0
C1- hn—r + co- hn—’r—l + .+ Cnrt1- hO =0

-1 hp+crhpr1+..+cn1-ho=0

Esto es equivalente a decir que (cgcy...c,—1)- HT = 0, osea que H genera a un cédigo
C’ que es ortogonal a C (C' € Ct). Como ademés se verifica que hy,_, # 0, entonces
rg(H)=n—7rydim(C')=n—ryC =C.

Ahora bien,
h(z)=ho+hiz+ ..+ hp 2" " =
ShlzH=h+hiz 4. Fhy =
=z "hz ) =hoa" T+ h " L, =

1
= " h(z7) = hgt 2" " h(zh) = gt (x)
0

Donde se ve que g*(z) divide a 2™ — 1 (ya que h(z™!)-g(z™1!) = 27" — 1, luego
2" h(z™h)- 2" g(x™) = 1 — 2™). Por lo tanto, g (x) genera un cédigo ciclico.
Sea ahora C' =< g+ (z) >, que tiene como matriz generadora a H y, a su vez, H es

la matriz de control de C, por consiguiente, C' = C+ =< g (x) >, y C* es ciclico.
]

Ejemplo 2.2.1. Volviendo al ejemplo 2.1.7 donde escribimos completamente el cédigo
C =< 22 +x+1>>, veamos ahora quién seria la matriz generadora y la matriz de paridad
de dicho codigo:

1101000
01 10100
“=loo1 101 0 |€Ma)
0001101
Y comox” —1= (2 + 2z +1)(z* + 22 + 2 + 1), entonces la matriz de control es:

1
H=10
0

O = O
_ 0 =

11
11
0 1

= = O

0
0 S M3><7(F2)
1
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2.3. Ceros de Polinomios

En este apartado, vamos a ver una forma alternativa de describir un cédigo ciclico de
longitud n a través de las ceros del polinomio generador, es decir, por medio de ciertas
raices n-ésimas de la unidad.

Definicién 2.3.1. Si f(z) € Fy[z], el cuerpo de descomposicion de f(x) sobre Fy es
el menor cuerpo que contiene a Fy y a todas las raices de f(x). Se denota por SF(f(x))r, .

En particular, si consideramos el polinomio z" — 1 se tiene que:

SF(z" —1)p, = Foonta) = Fy(o)

donde « es cualquier raiz primitiva de ™ — 1y 0,(q) es el orden de ¢ médulo n (es decir,
el menor entero positivo s tal que ¢° = 1(modn)).
Ahora, sea

" —1= Hml(:v)

la factorizaciéon de 2™ — 1 en irreducibles ménicos sobre F, y sea o una raiz de m;(z) en

alguna extensién de cuerpo Fya de Fy (osea, Fpa C Foon), con dlo,(q)). De esta forma,

m;(z) = mq(x) es el polinomio minimo de a sobre F, (polinomio ménico de menor grado

para el cual « es raiz). Asi, si f(z) € Agn, entonces f(a) =0« f(r) e m;i(x) >.
Como generalizacién encontramos el siguiente teorema:

Teorema 2.3.1. Sea g(x) = q1(2)- @2(x)...qe(x) un producto de factores irreducibles de
z" — 1 sobre Fy, y sean {a1...c} las raices de g(x) en SF (2" — 1)p,. Entonces:

C =< g(l’) >= {f($) € Aq,n : f(al) = 0"'f(ar) = 0}

De hecho, basta tomar una raiz de cada factor irreducible de g(z). Esto es, si B; es una
raiz de q; para 1 <i <t <r, entonces:

C=<g(r) >={f(x) € Agn : f(Br) = 0,.... f(B) = O}

Demostracion. Para esta demostracion, sea C =< g(z) > y tomamos los conjuntos:
Sal,...,aT = {f(l') € Aq,n : f(al) =0,.., f(ar) = 0)}
Spr,pe = (@) € A f(B1) = 0,..., f(Br) = 0)}

Se observa que Sq; ... a,
por doble inclusién:

Sea f(x) € C. Légicamente, f(z) = a(x)- g(z); entonces, f(a;) =0, para 1 <i <r.
Esto significa que f(x) € Sq,.....a,, 10 que nos lleva a que C C Sy, ,....q, -

Supongamos ahora que f(x) € Sg, ... ,. Esto implica que f(8;) = 0 y como ademas
qi(z) es irreducible y ménico y ¢;(3;) = 0, entonces g;(z)|f(z) para 1 < ¢ < ¢; y esto
conlleva que:

C 8g,,...8, y vamos a ver que C = Sq; ..o, = Sp,...5,- Lo haremos
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f(z) € ﬂ < gi(z) >=< m.cm{q(x)...q;(z)} >
i=1

A continuacién, como g; es irreducible sobre F, y no tiene raices comunes con g;, se
tiene que:

f@) e<mem{q(@)..a@)} >=< [[a(@) >=<g(z) >
=1

Y de aqui se concluye que Sg,..5, € C; y finalmente C = Sy, ..o, = Sp,..5,-
O

Observacién 2.3.1. Si aj...a, es un conjunto de raices de x™ — 1, entonces el cddigo
C =S4, ..a, tiene como polinomio generador a:

g(x) = m.e.m{mg, (x)..mq, (z)}

Las raices del polinomio generador de un cédigo ciclico C' se denominan ceros de C. Asi,
la descripcion de cddigos ciclicos a través de sus ceros permiten definir de forma sencilla
familias conocidas de cédigos ciclicos, como los cédigos BCH o los cédigos Reed-Solomon.

Veamos ahora un ejemplo de cémo construir una matriz de paridad a partir de los ceros
de un cddigo C.

Falz]

Ejemplo 2.3.1. Consideremos la extension Fys =2 @t D)

Supongamos n = T y que
tenemos el siguiente conjunto de ceros:

Z={1,a,0% o'}

En este caso, tendriamos el cédigo C =< z* + 23 + 22 + x4+ 1>,
Ademds, c(x) = co + ... + cg2® € C si, y s6lo si, c(a?) = 0 para j € {0,1,2,4}, y esto
ocurre si, y solo si, ¢(1) = c¢(a) = 0. Y en forma matricial, se tiene que:

€o
1

11 1 1 1 1 1 2
1 a o2 o2 ot o of € =0
Cyq

C5
Ce

Ahora, como Fys = T3, si consideramos los términos de la matriz anterior en F3 obte-
nemos la matriz:
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€ Mex7(Fa)

l
SO = O O =
O = OO O =
_ o o oo+
SO = = O O =
—_—_0O O O =
_ 0O O
_— o= OO+

donde se observa_que las filas son linealmente independientes, es decir que rg(H) =6y
como ya vimos, Hc!' =0, podemos afirmar que H = H es una matriz de control de este
codigo.

2.4. Codificacién ciclica

Si C =< g(x) > es un c6digo ciclico g-ario de longitud n, y deg(g(z)) = r, es decir, si
C es un [n, k|4-cédigo con k = n — r, para codificar una palabra de F’; se puede utilizar
alguno de los métodos siguientes:

» Método 1: Codificacion no sistematica

Este método consiste en usar la matriz generadora a partir del polinomio generador
y de la base {g(z),z-g(z),...,2¥" - g(z)} que ya habfamos visto. Supongamos que
tenemos la palabra a = (ag, ...,ap—1) € }F’; , entonces la codificacién consiste simple-
mente en el producto (ag,...,ax_1)-G € C C . Esto expresado polinémicamente

seria:

ap-g(x) + ar-z-g(x) + ... + ap_1- 2" L g(z) =

(ag+ar-x+ ... +ap_1- 2" 1) g(z) = a(z) - g(x) € C =< g(z) >

s Método 2: Codificacién sistematica

Recordemos que habiamos encontrado que la matriz:

—Tp—k(T)
—Tn—k+1 $)

—Tn—1 (l’)

proporcionaba una codificacion sistematica donde las n — r iltimas coordenadas son
simbolos de informacién; mientras que las restantes son redundantes.

(a07 sy ak*l)‘ G = (alm ooy An—1, Q05 -y akfl)
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siendo:

ap = —(@0" Tn—k,0 + 01" Tn—k+1,0 + --- + Q1" Tn—1,0)

an—1=—(a0 "n—kn—k-1+ Q1" Tn—ktin—k—1+ -+ Qo1 Tn—1n—k—1)

Expresado en forma polinomial tendriamos:

k-1 k-1 k—1
—[Z @i Tn—k+i0 + ... + kL Z Qi Tn—ktin—k—1] + Z a; 2"V R =
i=0 i=0 i=0
k—1 k-1 k—1
—[Z @i T pyi(2)] + Z a;a" M =" a(z) — [Z a; Tp—p1i()]
i=0 i=0 i=0
k—1

=" % a(x) — 2" Flag+ ... +ap_1- 2" — g(2)- q(x)
De aqui se deduce que:
2" Flag 4+ ... Fap_1- 2 = g(2)- () + (ag- rp_p(z) + . + ap_1- Tp_1(x))
con deg(ag: Tp—k(x) + ... + ag—1-mp—1(x)) <n —k < r. Luego,
ag- Tn—p(2) + oo + ap_1- rn_1(x) = R(z""* a(z), g(x))
Con todo esto, podemos concluir que el segundo método seria:

1. Calcular 2" %. a(x).
2. Dividir 2" *.a(zx) y g(z) con el fin de obtener R(z"~*-a(x), g(z)).
3. Calcular 2" *.a(z) — R(z"*-a(z),g(z)) = c(x) € C.

= Método 3: Codificacién a través de la matriz de paridad

Sea H la matriz de paridad del cédigo. Sabemos que tiene rango n — k = r:

c=(cotn1)€CcH =0
y esto sucede si y sélo si ¢ satisface las ecuaciones de paridad:

co-hy +c1-hg1+...+cr-hg=0
ci-hp+cohp—1+ ...+ ckp1-ho=0

Cr—1-hg +cphj—1+ ...+ Cpr_1-ho =0
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De esta manera, si conocemos las primeras k coordenadas cg...c,_1, podemos calcular
las coordenadas restantes cg...c,—1 despejando del sistema anterior.

Es facil ver que este método de codificacién es sistematico.

Ejemplo 2.4.1. Usemos los tres métodos antes explicados para un [7,3,4]-cddigo ciclico
C generado por g(x) = x* + 22 +x + 1.
Vamos a considerar el mensaje a = (011), es decir, a(z) = x + x2.

1. Haciendo uso del primer método, simplemente tenemos que:

c(x) = a(z) g(z) = (z+2°) (2 + 22 + 2 +1) = 25 + 25 + 2* + 2 = (0100111)

Esto significa que:

a = (011) —s c = (0100111) € C
2. Sigamos ahora los pasos del sequndo método:
a) Calculamos "% a(z) = 2*(x + 22) = 2° 4 25.
b) Dividimos 2° + 2% y 2* + 22 + x4+ 1, de modo que:
P4t =@t 2?42+ 1)@+ +1D) + (22 +1)
Porlo que R(z° + 28, 2* + 22+ +1) =22 + 1
c¢) Tenemos que c(x) = 2% + 2° + 2% + 1. Es decir que:

a = (011) — ¢ = (1010011) € C
y vemos que el mensaje se recupera en las ultimas coordenadas.

3. En este ultimo método, tomamos ¢ = 011cgcqcscg, donde cs, ¢4, c5 y cg deben satis-
facer las ecuaciones:

co-hs+ci-hg+co-hy+c3-hg=0
ci-hg+co-hg+cg-hy+cg-hg=0
co-hg+c3-hog+cq4-hy+c5-hg=0
c3-hg+cq-hog+c5-hi+cg-hg=0
Pero en nuestro caso, co =0 yc1 = co = 1, y ademds, h(z) = m =234+r+1
asi que ho =0 y hg = hy = hs = 1. Luego, el sistema anterior queda reducido a:

14+¢c3=0 c3=1
14+c3+c4=0 N cy =0
1l4+c4+c5=0 cs =1
c3+cs+cg=0 cg =0

Por tanto, finalmente la codificacion en este caso serd:

a = (011) —s ¢ = (0111010) € C

Se observa que cada método aporta una codificacion distinta, pese a ser el mismo codigo.
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2.5. Deteccion y correccion de errores. Decodificaciéon de
codigos ciclicos

Un codigo C detecta s errores si cuando en una palabra se comete un nimero menor
de errores, la palabra resultante no es del cédigo C. Asimismo, se dice que el codigo es
s-detector si detecta s errores pero no s + 1.

Anidlogamente, un cédigo corrige t errores si al decodificar por la minima distancia, se
pueden corregir todos los errores de peso t o menor. En este caso, se dice que el codigo es
t-corrector si corrige t errores pero no t + 1.

Siempre va a ocurrir que si C' C A, ,, es un cdédigo cuya distancia minima es d, entonces
C es (d — 1)-detector y |45 |-corrector. (

Para la decodificacién ciclica, usaremos el conocido como algoritmo del lider o de-
codificacién por sindrome, aunque de una forma mas reducida que la habitual para
codigos lineales.

Supondremos que si ¢(z) € C es el cdédigo enviado y u(x) el polinomio recibido, entonces
e(z) = u(x) — ¢(x) es el polinomio error.

Definicién 2.5.1. Sea a(z) = ag+...+a,_1-2"" ' € Agyn, entonces el sindrome se define

’ s(a(x)) = (ag...an_1)- HT

Si pensamos en el cédigo C =< g(z) >, habjfamos visto que una matriz generadora
estandar es:

~Tn—k()
G _Tn*l?+1(x) I
—rp—1(x)
por lo que una matriz de control es:
H= (I | rp-i(x) .. rpoa(z))

lo que nos lleva a que:

s(a(z)) = (ag..an_1)- HT = (ag+...4ap_p—1- 2" F D+ (an_p rn_p(®)+...4an_1-mn_1())

Y asi:
n—k—1 . n—1 n—1 ' n—1 n—1 .
s(a(x)) —a(x) = Z a; x' + a;-ri(x) — Zai xt = Z a;-ri(x) — Z a; ' =
=0 i=n—k 1=0 i=n—k i=n—k
n—1 4 n—1
Y ailriz) —a') == Y arg(2)-qi(z) = —g(x)- q(x)
i=n—k i=n—k

q(z) + s(a(z)) y deg(s(a(z))) <n—-k—-1<n—-k=r=

Por lo tanto, a(z) = g(z)-
= 0: lo cual significa que:

deg(g(x)) o deg(s(a(x)))
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s(a(x)) = R(a(x), g(z))

En particular, si recibimos un mensaje a(z) € A, estd claro que:
a(z) € C =< g(z) ><= R(a(x),g(x)) =0 <= s(a(z)) =0

También cabe destacar que s(ai(x)) = s(az(x)) < a1(x) y az(z) estdn en la misma
coclase determinada por C en Ay, (esto se ve inmediato al haberse llegado a que s(a(zx)) =
R(a(x), 9()).

En definitiva, supongamos que nos llega el polinomio u(z) = ¢(z) +e(z) tal que el error
tiene peso w(e(x)) < t = L%J Entonces, si podemos determinar e(z), decodificamos
u(z) como c(z) = u(z) — e(x).

Este motivo nos lleva a intentar encontrar e(x). Esta busqueda se basa en que s(u(x)) =
s(e(x)) (ya que la linealidad del sindrome nos permite hacer s(u(z)) = s(a(z) + e(z)) =
s(a(z)) + s(e(x)) = s(e(z))). Asi pues, calculamos s(u(x)) y tomamos el polinomio error
e(z) como el polinomio de menor peso en la coclase de u(z), es decir, con sidrome s(u(x)).
A este polinomio que tomamos se le denomina lider de la coclase.

Ejemplo 2.5.1. En este ejemplo, recurrimos al cédigo C =< x3 + x> + 1> en Falx].
Ocurre que en este codigo d = 3, lo cual quiere decir que C corrige los errores de peso
1. Asi, la tabla de lideres de las coclases y sus sindromes queda recogida a continuacion:

e(z) | sle(x))
0 0
1 1
T T
z2 x?
a3 22 +1
xt 24+r+1
x° r+1
20 2?2+

Ahora, supongamos que recibimos el polinomio u(x) = x° + 1. Hallamos su sindrome:

s(u(r)) = R(u(z),g(z)) = Rz’ + 1L,2° + 2* + 1) =z

ya que 2° +1 = (22 + 2 + 1)(2® + 22 + 1) + 2. Conociendo el sindrome de la palabra
recibida ya sdlo queda ir a la tabla para ver que e(x) = x y , por consiguiente, c(x) =
u(z) —e(r) = 2° +x + 1.

O sea que hemos recibido u = (1000010) con al menos un error (pues u ¢ C) vy,
asumiendo un unico error, lo decodificamos como ¢ = (1100010) € C.

Observacioén 2.5.1. El algoritmo de decodificacion que acabamos de ver se puede mejorar
usando el hecho de que C sea un cddigo ciclico. Para ello, hemos de suponer que tenemos
algin método para decodificar el coeficiente principal de cualquier palabra recibida:
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w(w) = up—1- 2"+ . T+
que podemos suponer que es U,_1. Asi, el proceso consiste en:
1. Decodificar up,_1.
2. Hacer x-u(x) de forma que el nuevo coeficiente principal €s tp—s.
3. Decodificar uy,_o.

4. Repetir este procedimiento hasta decodificar toda la palabra.

Con este método, solo necesitamos las filas de la tabla de lideres y sindromes que con-
tienen lideres de grado n — 1. Apliquémoslo al ejemplo anterior:

Ejemplo 2.5.2. Recordemos que queremos decodificar u(x) = x° + 1. Como sélo hay un
lider de peso 1 y grado 6, nos reducimos a la tabla:

e(z) | s(e(z))

28 | 22+

Ahora, como s(u(z)) = x que no estd en la tabla entonces damos por supuesto que x°

es correcto. Continuamos con z-u(x) = 2%+ x cuyo sindrome es 2% por lo que también la
damos por correcta. En el caso de z* u(z) = (22 +1) tenemos que s(x?- u(x)) = 22+ 1 que
tampoco estd en la tabla; asi que el coeficiente de x* en u(x) es correcto. Proseguimos con
3 u(x) = 2842, cuyo sidrome es s(z3 u(x)) = 22 +x+1, que tampoco estd en la tabla por
lo que el coeficiente de x® si que es correcto. Siguiendo de esta forma, x* u(zx) = z* + 22
y s(zt-u(z)) = = + 1 motivo por el cual el coeficiente de x* estd bien. No sucede lo
mismo si hacemos z°-u(x) = z° + 3, puesto que s(z® + %) = 22 + 1 que s estd en
la tabla; luego el coeficiente que acompana a x es erroneo. Por dltimo, veriamos que
s(@8-u(z)) = s(z% + 2%) = 1, o0 sea que el témino independiente es correcto y no hay
mds errores. Asi, decodificariamos la palabra como c(x) = u(x) —x = 2% + 2 + 1 que es
Justamente lo que decodificdibamos con el otro método.



Capitulo 3

Cddigos BCH y Cdédigos
Reed-Solomon

3.1. Definicién de los codigos BCH, ejemplos y propiedades

Ya hemos visto que un cédigo ciclico puede definirse a través de ceros de polinomios.
En particular, si ;... a;, son raices n-ésimas de la unidad en Fg, entonces el codigo:

C= {p(l’) € Aq,n 3p(a1) = 07 cee 7p(an) = 0}

es un cédigo ciclico cuyo polinomio generador g(z) es el producto de los polinomios mini-
mos de ag...a, en Fy. Esto da idea de que se pueden encontrar algunos cédigos interesan-
tes especificando ciertos conjuntos especiales de raices de la unidad como ceros de g(z).
Asi surgen los Cédigos BCH.

Estos codigos fueron descubiertos por R.C.Bose, D.K.Ray-Chauduri y R.C.Hocquenhem
en 1960, y de ahi su nombre. Su interés y principal caracteristica reside en la facilidad
para codificarlos y decodificarlos.

Teorema 3.1.1. (COTA BCH) Sea w una raiz n-ésima primitiva de la unidad en F .
Sea ademds C un codigo ciclico en Ay cuyo polinomio generador g(x) es el polinomio

monico de menor grado en Fy[z] que tiene a los 6 — 1 nimeros:
Wbt bl

entre sus ceros, donde b > 0 y 6 > 1. Entonces C tiene distancia minima al menos 0. Es
decir:

dC)=w(C)>d+1
Demostracion. [7], Corolario 7.5.4 pdgina 343. O

Este teorema en realidad nos esté diciendo que es posible obtener un cédigo con distan-
cia minima ¢, especificando que su polinomio generador tenga § — 1 ceros con exponentes
consecutivos. Y esto motiva la siguiente definicion:

25



26 Raquel Maria Herndndez Falcon

Definicién 3.1.1. Sea w una raiz n-ésima primitiva de la unidad en Fg.Un Cédigo
BCH con distancia diseniada ¢ es un cdédigo ciclico en Ay, (q-ario y de longitud n)
cuyo polinomio generador g(x) es el polinomio mdnico de menor grado en Fqlx] cuyos
ceros son los 6 — 1 numeros:

WO b2
donde b >0 y d > 1. Luego,
g(x) = m.e.m{my(z), mps1(2),..., mprs—2(x)}
Se denota por By(n,d,w,b).

De esta forma, algunos cédigos BCH usuales son:

= Sib =1, entonces tenemos un Cddigo BCH en sentido estricto o estrecho. Y, en este
caso, se denota simplemente por By(n,d,w).

= Si la longitud n es de la forma n = ¢™ — 1, con n € N, entonces se dice que C es
un Codigo BCH primitivo. En esta ocasién, a es un elemento primitivo de Fym y m
coincide con el orden de g médulo n.

= Si m = 1, entonces obtenemos el conocido Cddigo Reed-Solomon, que se estu-
diard méas detalladamente en la siguiente seccién.

Cabe aclarar que de la definicion de Cédigo BCH se puede ver que:
By(n,6,w,b) = {p(z) € Agp : p(0’) = p™*) =, ... ;= pw7?) =0}

De la propia definicién de los codigos BCH, se observa que si 1 < d2 entonces el
cédigo By(n,d2,w,b) estd contenido en By(n,d1,w,b), y siguiendo el mismo razonamiento
sucesivamente, ocurre que:

By(n,d,w,b) C By(n,d —1,w,b) C...C By(n,1,w,b)

Por otra parte, ya se ha visto que la dimensién de un cdédigo ciclico viene dada por
k = n —deg(g(x)). Y, como también deg(mysi(z)) < 0,(q), entonces podemos afirmar
que:

dim(By(n,d,w,b)) =k =n—deg(g(x)) > n —op(q) (6 — 1)

Observacion 3.1.1. Segun el teorema 3.1.1, para un codigo BCH se cumple que la dis-
tancia d(Bgy(n,d,w,b)) > §; pero, en general, es complicado calcular la distancia minima
de un codigo BCH, por lo que se suele tomar § como sustituto de la distancia real.

Con el fin de hacer un andlisis més a fondo de los cédigos BCH en el sentido estricto
(b= 1), observamos que en el caso binario, se verifican las siguientes equivalencias:

mi(w) = 0 <= [m;(w)]? = 0 <= m;(w?) =0

Pero esto implica a su vez que, para m > 1, los tres polinomios:
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= gi(x) = m.cm{ma (), ma(x), ..., mam(2)}
w go(z) = m.em{my(z), ma(x),...,mam-1(x)}
» g3(x) = m.cm{mi(z), m3(x), ..., mom—1(z)}
son idénticos. En particular, como go(z) = ¢1(z), tenemos que:
Ba(n,2m + 1,w) = Ba(n,2m,w)

De donde se concluye sin problema que basta restringirse al estudio de los codigos BCH
binarios con distancia ¢ impar.

Por otra parte, el hecho de que g3(z) = g1(x) permite mejorar la cota dim(Bz(n, d,w)) >
n — op(2)- (0 — 1) de la siguiente forma:

dim(Ba(n,2m + 1,w)) > n —moy(2)
Ejemplo 3.1.1. En este ejemplo se hallan los cédigos BCH binarios en el sentido estricto

de longitud 7, esto es By(7,0,w). Por ello, sea n = 7, ¢ = 2 y b = 1.Los conjuntos
ciclotomicos maodulo 2 son:

Co = {0}
Ci = {1,2,4}
C3 ={3,5,6}

Y por consiguiente, se tiene que:

» mo(z) =x—1

= m(z) = ma(z ) my(z) = (v — )(ﬂf—w2)($—w4)=
=23 + (wh + W? —i—w) 2?24+ (Wl +w+wd)r+1
=23 +z+1

= my(z) = m5() me(z) = (z w?’)(fff—wﬁ)(w—w6)=
=23 + (w0 + P +w)m2+(w +wrtw)r+1l=
=23 +22+1

Lo cual genera los siguientes codigos en funcion de los valores de la distancia disenada

d:

w Sid=1.
No hay ceros, asi que el cédigo es de la forma Ba(7,1,w) =< 1 >=F7.

» Sid=3.
Los ceros del polinomio generador son w y w?, puesb+35—2=1+3—-2=2; 1y, por
tanto, g(x) = m.c.om{my(x), ma(z)} = mi(z) = 22 + 2 + 1. De esta forma el cédigo
en este caso es Ba(7,3,w) =< 23 + 2+ 1>>.
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= 510 =5.
En esta ocasion, las raices del polinomio generador son w, w
b+d6—2=1+5—2=4; luego,

2, w3 Y w4, puesto que

g(z) = m.e.m{my(x), ma(x), ms(x), mg(z)} = m.cm{mi(z), ms(x)} =
=mem{rd+r+ 1,23+ 22+ 1} =@+ + D@ +22+1) =
=28+t 2322+ 1

Y el cédigo es Bo(7,5,w) =< a0 + a5 + ot + a3 + 22+ + 1>,

= Sid=T.
Esta vez los ceros del polinomio generador son w, w?, w3, w?, w® y Wb, dado que
b+0—-2=147—2=6; asi que,

g(x) = m.c.m{mq(z), ma(x), ms(x), ms(z), ms(x), me(x)} =
= m.com{my(x),m3(z)} =m.cm{zd +x+ 1,23 + 22 + 1} =
=@ +r+D@+22+1) =
=S+ +at+ P+t + L
Lo que conduce al cédigo Bo(7,7,w) =< a8 + 2 + ot + 23 + 22 + 2+ 1>,

Estos casos quedan resumidos en la tabla que sigue estas lineas:

Distancia disenada | Polinomio generador | Dimensién | Distancia
1 1 7 1
3 mi(x) 4 3
) m173(x) 1 7
7 ml’g(.%') 1 7

Teorema 3.1.2. Si §|n, entonces el codigo BCH binario en el sentido estricto Ba(n,d,w)
tiene distancia minima d = 9

Demostracion. Sabemos que:

Sin=3keZ:n=kdi=a"—1=2a" —1=
= (¢")° — 1= (aF = 1)(aOV* 4 .+ 22 + 2k 4 1)

Y como w es una rafz primitiva, entonces w'* # 1 parai =1,2,...,6 — 1. Y esto implica

que w,w?, ...,w’"! no son ceros de =¥ — 1; asi que tienen que ser ceros de:

plx) =20 Dk 4 42k

Ahora bien, p(z) € Ba(n,d,w) y tiene peso ¢. Concluyendo que, como en un cédigo
ciclico la distancia coincide con el peso, entonces d = 4. ]
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Para continuar, pasemos a considerar los cédigos BCH de la forma:

B=DB(2°—1,6,w)

con s € N, § impar y w raiz n-ésima primitiva de la unidad.
Se puede comprobar que la distancia minima dp de este tipo de cdédigos es impar. [7]
(pag 358-360). Y asi, el siguiente teorema cobra sentido:

Teorema 3.1.3. Sea B = B2(2° — 1,2m + 1,w). Entonces,
m+1

2m'8<2(7§>:>d3:5
1=0

Demostracion. Ya hemos dicho que los cédigos BCH verifican que dg > d. Ademas, tam-
bién hemos comentado que es posible comprobar que dg es impar. Supongamos que dg > 9.

dg>d=dg>2m+1=dg>2m+3=2(m+1)+1

Por otra parte, ya hemos visto que:

k=dim(B) >n—m-0,(2) =n—m-s

Ahora, usando la cota de Hamming:

m+41 n
. < m-Ss
AGE
1=

se tiene que:

m—+1 m—+1
s 3 ( " ) <23 ( " ) <o
1 (3

1=0 =0

+1 +1
— gn—ms, mz: n <N mz: n < gms
7 - — ) -
1=

i=0
Pero esto contradice la hipotesis inicial; luego, necesariamente dg = 9.
O

Ejemplo 3.1.2. Probemos esta propiedad en el ejemplo 3.1.1, donde se tenia que n =7,
lo cual implica que s = 3, ya que 7 = 23 — 1. Entonces, se comprueba que:

= Sim=1, esdecir,5:3;entonce523'1:8<<g>+<1>+<;>:
=14+74+21=29
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n Sim =2, estoes,5:5,'ent0n06523'2:26:645(<7>+<7)—|—

0 1
7 7
+( g )+ (g )=1+T+21+35=064

s Sim =3, osea,6:7;ent0n06323'3:29:5127((g>+<I)—i—

+(;>+<g)+<1)—1+7+21+35+35—99

Observando la tabla del ejemplo 3.1.1 corroboramos que para el caso § = 3 efectivamente
la distancia minima coincide con la disenada (dg = 3 = §). En cambio, para los otros
dos casos es evidente que no se puede aplicar el teorema 5.1.3, pues no se cumple la
hipdtesis; asi que mo se sabe si las distancias minima y diseriada coinciden o no. De
hecho, recurriendo de nuevo a la tabla, para 6 =5 no se cumple que dg = §; mientras que
para 6 =7, si. A

3.2. Decodificaciéon y correcciéon de errores en los cédigos
BCH

Ya hemos senalado en el apartado dedicado a los cédigos ciclicos que si la distancia
minima de un cédigo es d, entonces dicho cédigo corrige Ld—glj errores.

Asi, en el ejemplo 3.1.1 el cédigo Ba(7,5,w) corregiria L%J = V%lj = g = 3 errores.

A continuacion vamos a exponer un método directo de correcciéon de errores para un
caso algo particular. Estamos hablando de los cédigos BCH de la forma Bs(2° — 1,5, w),

que también pueden escribirse como:

By(2° — 1,5,w) = {p(x) € Agn : p(w) = p(w’) = 0}

Tomando la distancia minima de este cdédigo como la distancia disenada, es decir,
dg =5 (lo cual se puede comprobar que se cumple para s > 4 [7] (pag. 360)), se tiene que
el codigo corrige L%J = % = 2 errores. Por tanto, se puede suponer que como mucho se
han producido dos errores en la transmisién del mensaje.

Sea c(x) € B la palabra del cédigo que se ha enviado y sea u(z) la palabra que se ha
recibido. De esta manera:

u(z) =c(z) +e(x),  wle(z)) <2

Y asi, hay tres posibilidades:

1. Que no se produzca ningin error, es decir, que e(z) = 0.

2. Que se produzca un tnico error en la coordenada i, esto es, e(z) = .

3. Que se produzcan dos errores, uno en la coordenada ¢ y otro en la coordenada j;
osea que e(x) = x' + 2/, para i # j.
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Siup = u(w) y uz = u(w?), entonces u; = e(w) y uz = e(w?) y las tres posibilidades
anteriores se traducen en:
1. No se comete ningiin error < e(w) = e(w3) = 0 < u; = uz = 0.

2. Si se comete un tnico error, entonces e(x) = x' y por lo tanto uz = e(w?) = (wW3)* =
(w')? = (e(w))® = ui #0.
Y reciprocamente, si ug = u} # 0 veamos que sélo se cometié un error. Si por el
contrario, si e(x) = z° + 27, con i # j entonces:

W W = e(w?) = e(w)? = (W W) = W+ WP W WP WY =
= wh W o =02 W (W W) =02 W W =0, 0 #
3. Si se cometen dos errores, entonces e(z) = z + 27, para i # j. Asi que e(w) =

W'+ w! = uy y, ademds, e(w?) = w3 + w¥ = ug. Poniendo X1 = w'y X3 = w’ nos
queda el siguiente sistema:

X1+ Xo=u
X3+ X3 =ug

Se define el Polinomio Localizador de errores como:

Liz)=1-X12)(1 - Xoz)=1— (X, + Xo)z + X1 Xp2°

De forma que sus raices son X1_1 y XQ_I. Y si nos fijamos:

uz = (X3 + X3) = (X1 + Xo)(X? + X1 Xo + X2) =y (3 4 X1 Xo) =

:>X1X2:%—u%:> L(a:)zl—ula:%—(%?—u%)ac2
uy

Asi que, finalmente, basta calcular las raices de L(z) evaludndolo en los 2° — 1
elementos no nulos de Fos para obtener las coordenadas en las que se han producido
errores.

En conclusién, tenemos el Algoritmo recogido en el siguiente teorema:

Teorema 3.2.1. Sea B = B2(2°—1,5,w), con s > 4 y supongamos que al recibir la palabra
u(zw) se cometieron a lo sumo dos errores. Sea u; = u(w) y uz = u(w?®). Entonces:

1. Siuy =us =0, no hay error.

2. Siug = u‘% #£ 0, hay un error; y si uy = w', entonces el error estd en la coordenada
1.
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3. Siup # 0 yus # u}, hay dos errores. El polinomio localizador de errores seria
Lz)=1—wu-z+ (Z—? —u?)- 22, que tiene dos raices distintas W' y w" I y los
errores se encuentran en las coordenadas i y j.

Ejemplo 3.2.1. Sean = 15 = 2 —1. De forma que, SF(x'® —1)p, = Fy0,(2) = Fos = Fi.

Podemos tomar Fig = %, donde x* + x + 1 es un polinomio primitivo.
Sea w una raiz primitiva; de forma que, w* +w+1=0y Flg =< w >.

Consideremos el cédigo B = Ba(15,5,w). Los ceros de B son w,w? w3, w*. Asi, los

conjuntos ciclotomicos son:
Co = {0}
Cy =11,2,4,8}
C3=1{3,6,9,12}
Cs = {5,10}

Cr = {7,14,13,11}

Y asi, con algunos cdlculos los polinomios que necesitaremos son:

mi(x) = H(x—wi):x4+x+1
1eCy

ms(z) = H (z—w)=a2'+2° +2 +2+1
JeCs
Y esto nos lleva a que B =< my(x)-m3(z) >=< 28+ 2" + 25+ 24 + 1>
Pues bien, supongamos que queremos enviar la palabra c(z) = my(x) = v +z+1 € B.
Si suponemos ademds que en la transmision del mensaje se cometen dos errores en las
coordenadas 4 y 12, tendriamos que e(z) = z* + ' y que la palabra recibida seria u(x) =
22 4 28 + 27 + 254 1. Con el fin de aplicar el teorema 3.2.1, hallamos:

u =uw) =w? +¥+ W+l +1 =0

uz = u(W?) = w3 + W £ W LWl 41 = Wt

Como u; # 0 y ui = (w®)3 = w'® = w3 # uz, esto nos lleva a confirmar que hay dos

errores. Por ello, armando el polinomio localizador de errores recuperariamos la palabra
del codigo:

4
L(z) = 1+wl 2+ (ch +w12> 2t = 1+w6-x—|—(w_2—|-w12),x2
w

Ahora, evaluando L(z) en 1,w,...,w', hallamos sus raices, que son w® y w't. Y como

w3 = w12 y W = W4 os errores estdn en las coordenadas 4 y 12, como ya sablamos

desde el principio.A
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El Caso General

El algoritmo anteriormente expuesto se puede generalizar a todos los cédigos BCH
binarios. Veamoslo brevemente, si u(z) = c(x) + e(x) es la palabra recibida entonces
podemos determinar ficilmente las cantidades:

up = e(w);ug = e(w?) ... us_o = e(w7?)

Si suponemos que los errores han ocurrido en las localizaciones i1, ..., 7; en e(x), entonces:

Asi que, sustituyendo:

l l
Zwiﬂ' = uy; Zw?’ij = us Zw(5_2) i = Us—9
j=1 j=1

A continuacién, definimos los localizadores del error como X; = w', los cuales nos
indican las posiciones de los errores. Asi, el sistema al que habiamos llegado antes, en esta
ocasion quedaria:

l l
ZXj:ul; ZX;’:U:; ZXJ(6_2) = Us—2
=1 i=1

Y el polinomio localizador de errores es:

l
L) = [[1- X, 2)

Cuyas raices son las inversas de los localizadores Xj.
En el caso mas particular que vimos previamente, teniamos [ = 2, por lo que segun lo
que acabamos de ver tendriamos el sistema:

2
L(.Z') = H(l —ij) = (1 —Xlx)(l —XQIIJ) =1- (X1 —|—X2)m—|—X1X2x2
j=1
que concide justamente con el polinomio localizador que ya habiamos definido.

Una vez hallados los coeficientes del polinomio localizador, las soluciones que buscamos

se pueden determinar por intento y error, siempre y cuando el cuerpo en que nos movamos
no sea demasiado grande.

3.3. Cdbdigos Reed-Solomon

Como cabia esperar, los Cédigos Reed-Solomon también deben su nombre a sus inven-
tores I.Reed y G.Solomon (1960). Ademds, como ya adelantamos en la seccién anterior,
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este tipo de cddigos conforman un caso particular de los Cédigos BCH. Su utilidad vio
su esplendor en 1968-1969, cuando fueron usado como algoritmo de decodificacion bajo el
nombre Berlekamp-Massey. Incluso actualmente, los cédigos Reed-Solomon forman parte
de numerosas aplicaciones tecnolégicas. Por ejemplo, son empleados en el almacenamiento
de datos (casete, DVD, cddigos de barra...), en las comunicaciones inaldmbricas (mévi-
les...), en las comunicaciones satélites, en la televisién digital, etc. Su caracteristica més
importante es que permiten fijar a priori la distancia.
En primer lugar, recordemos la definicién:

Definicion 3.3.1. Sea ¢ > 3, un Cddigo Reed-Solomon g-ario es un Cidigo BCH de
longitud n = q — 1. Esto significa que:

RS,(0,w,b) = By(q — 1,0, w,b)
Pues bien, como 0,-1(q) = 1, entonces SF (277! — 1) =F, y:
1=zt 1= H (x — )
aclF~{0}

Y de esta forma apreciamos que si w es un elemento primitivo de F,, entonces el
polinomio minimo de w* es m,;; =z —w" € Fy[z]. Es decir, C; = {i} parai=1,2,...,.n—1
y:

RS, (6,w,b) =< (x — wb)- (z — ). (z — PT072) >

Por otra parte, la dimensién de un c6digo Reed-Solomon es:
k= dim(RSy(d,w,b)) =n —deg(g(x)) =n—(d — 1)
Mientras que la distancia es:
d=6=n—k+1

Lo cual es facil de ver, pues por la cota BCH ocurre que d > § = n — k + 1, pero por la
cota de Singleton, se cumple que d < n — k + 1; luego necesariamente se da la igualdad.

Resumiendo, los codigos Reed-Solomon tienen distancia minima ¢ y son cédigos MDS
(Mazimum Distance Separable), dado que k =n —d + 1.

Ejemplo 3.3.1. Sea g =4 yb=1, de manera quen =4—-1=3 y SF (297! — ), = SF
(2® = D)p, =F4 = {0,1,w,w?} = {0,1,w,w + 1}. Por consiguiente:

RS4(3,w) = RS4(3,w) =< (z —w)(z —w?) >=< 2+ 24+ 1>

Mientras que:

RS4(3,0%) =< (z —wH)(z — ) S=< (z —w?) (2 - 1) >=< 2’ t w2+’ >

Asimismo, se ve claramente que los dos cédigos Reed Solomon expuestos tienen pardme-
tros [n, k,d] = [3,1,3].
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Finalizamos con un teorema que recoge una propiedad interesante de los cédigos Reed-
Solomon:

Teorema 3.3.1. FEl dual de un cddigo Reed-Solomon es también un codigo Reed-Solomon.

Demostracion. Sea C un c6digo ciclico con polinomio generador g(x) y polinomio de control
h(z); vy T = UsCy la unién de los conjuntos ciclotémicos. Notemos que, usando esta
notacion:

Z={a')icT}

Este conjunto T' se conoce como conjunto definidor de C.

Si ahora N = {0,1,...,n — 1}, se tiene que N ~ (—1)T (mod n) es el conjunto definidor
de Ct =< g*(x) >>. Para ver este resultado, recordemos que " — 1 = g(z)- h(x) entonces
las rafces de 2™ — 1 que no sean rafces de g(x) lo seran de h(z), o sea que h(a?) = 0 con
j € N\T (mod n). Asimismo, por el teorema 2.2.1 sabemos que g*(z) = hy* 2" " h(z ™)
por lo que los ceros del cédigo dual son:

Zt={a7/j¢Tt={d" ) —j¢T}={a? /j¢ (-)T}={a’ /j €N~ (-1)T}

Concluyendo que el cojunto definidor de C*+ es N~ (—=1)T (mod n), como ya deciamos.
En el caso concreto de los codigos Reed-Solomon de longitud n y distancia disenada
se tiene que T'= {b,b+1,...,b+ 0 — 2}, es decir que T" es un conjunto de § — 1 elementos
consecutivos de N. Se observa que entonces (—1)T (mod n) es también un conjunto de
9 — 1 elementos consecutivos de N. De esta manera, se tiene que N ~\ (—1)T" (mod n) es
un conjunto de n — ¢ + 1 elementos consecutivos; lo cual demuestra que el dual C*+ de un
cédigo Reed-Solomon C es un cédigo Reed-Solomon.
O

Ejemplo 3.3.1. Tomemos a = 2 que sabemos que es un elemento primitivo en F13. Sea
C un cdédigo Reed-Solomon en el sentido estricto (b = 1), con distancia disenada 6 = 5
en F13 y longitud n = 12. Es decir, un [12,8,5]-cddigo Reed-Solomon. Hallemos su cddigo
dual:

El conjunto definidor de C seria T = {1,2,3,4} y el polinomio generador (z — 2)(x —
22)(x — 23)(x — 2%) = 2* + 923 4 T2® + 22 + 10. Por consiguiente, (—1)T (mod 12) =
{-1,-2,-3,—4} (mod 12) = {11,10,9,8} (mod 12) lo cual implica que el conjunto defi-
nidor de C+ es N~ (—1)T (mod 12) = {0,1,2,...,12} ~ {11, 10,9,8} = {0,1,2,3,4,5,6, 7}.
Esto nos lleva a que el polinomio generador del cédigo dual es g*(z) = 28 + 527 + 1025 +
42° + 112t + 523 + 22 + 122 + 3. Concluyendo que C+ =< 28 + 527 + 1020 + 42° + 112* +
523 + 2% + 120 + 3> es un [12,4,9]-cédigo Reed-Solomon.

Por 1ltimo, podemos observar que un c6digo Reed-Solomon tiene capacidad correctora
t= L%J = L‘sglj, pues ya demostramos que d = 6.




Capitulo 4

Aplicacion: Cdodigos Reed-Solomon
y CD’s

Los cédigos Reed-Solomon tienen sus principales aplicaciones en areas relacionadas con
el almacenamiento de informacién y su posterior reproduccién (CD’s, DVD’s, videojuegos,
...), con la telefonia mévil o con las comunicaciones en general.

Seguro que muchos se han preguntado alguna vez cémo es posible que, a pesar de
que la superficie de un CD esté seriamente danada (manchada, o con huellas dactilares,
por ejemplo), la calidad del sonido siga siendo alta o, dicho de otra forma, que podamos
recuperar la informacion que tiene almacenada.

La clave estd en que gran parte de esta informacién es redundante y esto se consigue
usando codigos potentes que anaden datos para que, si se producen errores en el almace-
namiento o en la transmision, el decodificador los pueda detectar y corregir.

En este capitulo, vamos a dar una idea aproximada y tal vez un tanto simplificada de
lo que se esconde tras un CD.

El sistema de audio digital que conocemos como Compact Disc (CD) fue desarrollado
conjuntamente por las companias N.V. Philips y Sony Corporation en 1979.

Un CD es un disco de aluminio de 120 milimetros de diametro y cubierto con una capa
de plastico. En realidad, se trata de una larguisima espiral de 5 kilometros de longitud
sobre la que se graba una sucesién de depresiones llamadas “valles” o “pits” (de 0,12um
de profundidad) y “llanuras” o “lands”; ambas grabaciones representaran ceros y unos
para el lector laser, que tiene una longitud de onda aproximada de 0,8um y una velocidad
constante de 1,25m/s. El proceso de lectura se basa en que la luz del laser se refleja con
distintas intensidades en los valles y las llanuras.

Como hemos comentado, los datos contenidos en estos valles y llanuras estan sujetos
a errores debidos a particulas en el disco, manchas, huellas dactilares, o burbujas de aire
que en la cubierta plastica. Por lo general, se trata de errores en rafaga, es decir, errores
consecutivos en varias componentes de las palabras codigo, que a menudo se repiten de
forma continuada.

Se muestra a continuacién una imagen esquemaética de lo que serfa el CD:

36
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-

4.1. Codificacion y grabado

En este apartado, vamos a describir como se codifican los datos de audio para grabarlos
en el CD.

El primer paso es convertir las ondas sonoras analdgicas en digitales usando un proceso
de muestreo que asigna una cadena binaria de longitud 16 a cada intervalo de tiempo.

Por otra parte, ya que el sonido se va a reproducir en estéreo, en realidad se toman dos
muestras a la vez, una para el canal izquierdo y otra para el derecho. De esta forma, cada
muestra produce dos vectores de IE‘%(;, uno para cada canal. Si cada uno de estos vectores
se corta a la mitad, se obtiene un elemento del cuerpo Fgs, esto es un byte y asi, cada
muestra produce cuatro bytes de datos.

Para la grabacion de CD las ondas de sonido se convierten normalmente con un ratio de
44,1 kHz , esto es a razén de 44100 pares de muestras por segundo (para audio profesional
puede ser superior, pero un ratio superior a 50, 60 kHz no anade informacién suplementaria
que sea perceptible por el oido humano). De esta forma, por cada segundo de sonido
grabado, se generan 44100- 32 = 1411200 bits, que equivalen a 176400 bytes.

El siguiente paso es codificar esos bytes, y para ello se requiere el uso de dos codigos
Reed-Solomon, C; y Cq, y dos formas de intercalado cruzado (Cross-Interleaved), cuyo
propdsito es romper los errores en rafaga. Esta combinacién se conoce como CIRC' (Cross-
Interleaved Reed-Solomon Code).

A grandes rasgos, el proceso que se sigue consiste en tomar datos, entrelazarlos, codificar
los datos con Cj, entrelazar de nuevo la salida y codificar ahora con Cy. Los pardmetros
de C; son [28,24, 5]; mientras que los de Cy son [28,32,5], esto es, ambos c6digos anaden
4 simbolos de paridad.

Para el primer entrelazado, se agrupan los datos en bloques de 24 bytes, formados por
seis muestras de cuatro bytes cada una.

LiRyLoRoL3R3LyRyLsRsLe¢Rg
LiR1LoRoL3R3 Ly R4 LsRsLeRg

LiRyLoRoL3R3LyRyLsRsLeRg

Donde los L; estan compuestos por dos bytes para el canal izquierdo correspondiente
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a la muestra i-ésima, y los R; constan de dos bytes para el canal derecho de la muestra
i-ésima. Al aplicar el codificador se produce un retardo de dos simbolos entre las muestras
pares e impares, es decir, se agrupan las muestras impares, L1 R;, LsR3 y LsRs5, con los
simbolos pares que estan en dos bloques posteriores.

LiRiLoRoL3RsL4RyLsRs LR

A continuacién, reordenamos las muestras separando las muestras pares y las impares
y a su vez los canales derecho e izquierdo y queda una nueva estructura:

L1L3sLsRiR3RsLoLyLeRoRyRg

La combinacion de entrelazado y retardo busca separar los datos de forma que se pueda
recuperar la informacién, incluso con errores en rafaga que produzcan la pérdida de dos
bloques consecutivos. Ademads, la permutacién de pares e impares ayuda a ocultar errores.

El bloque de 24 bytes es un elemento de F%gG y se codifica usando Ci, que produce
cuatro bytes de redundancia, esto es, dos pares P} y P, cada uno con dos bytes de paridad
que se colocan en el centro del bloque que ya teniamos, para separar aun mas las muestras
pares y las impares:

L1L3LsR1R3Rs Py PyLoLaLeRoRyRg

El siguiente paso es la intercalaciéon cruzada de las palabras del cédigo. En este caso,
cada byte se retrasa en periodos diferentes siguiendo el esquema representado por la matriz:

€1,1 C21 €31 C41 Cs1 Ce1 C71 €81 C91  Cl0,1
0 0 0 0 c12 c29 €32 ca2 C52 €62
0 0 0 0 0 0 0 0 €13 €23

donde la palabra i-ésima del cédigo es ¢; = ¢;1¢;2...¢i 28

Los 28 bytes de cada palabra del cédigo quedan ahora distribuidos en bloques diferentes
y al codificar con Co, se obtienen palabras de 32 bytes. Por 1ltimo, se introduce un nuevo
entrelazando reagrupando los términos pares de una palabra del cédigo con los impares
de la siguiente y la cadena que resulta se divide en segmentos de 32 bytes (donde 16 bytes
son de una palabra de Cy y los 16 restantes de otra, debido al reagrupamiento realizado).
Ademsds, se anade un ultimo byte que contiene control e informacién del CD (tiempo de
duracién, compositor, etc. ).

El dltimo paso en esta fase es la impresién o grabado de los datos en el CD, y para ello
se deben convertir los bits de datos en bits de canal, que son los realmente estan impresos
en el disco y se decodifican cuando se reproduce.

Los valles y llanuras se representan por ceros, mientras que cada paso de entre éstos se
representa con un 1. La grabacion de cada bit en el CD ocupa 0,3um de longitud en cada
pista, asi que la cadena 10000000100 representa un valle de longitud 2,4um , seguido de
una llanura de longitud 0,9um.
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La conversion natural de bytes a bits, es decir, la conversién de cada byte en cadenas
binarias de 8 bits, o elemntos de Fg, no se puede hacer por distintas razones técnicas (como
la separacién maxima y minima que debe haber entre los Os y los 1s de cada cadena) y
la longitud minima para la que podemos encontrar 256 cadenas diferentes que cumplan
estas condiciones es 14. Esta conversién se hard entonces por un método que se conoce
como EFM. Ademads, hay que anadir 3 bits adicionales de fusién (para que al unirlas sigan
cumpliendo las condiciones de separacién). De esta forma, cada bloque de 24 bytes se
transforma en 33 después del proceso de CIRC, y cada uno de éstos produce 17 bits. En
definitiva, cada bloque seis muestras (24 bytes) produce 33-17 bits, a los que se anaden
24 de sincronizacion y 3 de fusion; luego, cada estructura de seis muestras conduce a
588 bits (si 1 seg suponia 176,400 bytes, entonces cada segundo es 176,400 bytes, osea,
176,400/24 = 7350 bloques de 24 bytes que producen 7350- 588 = 4,321,800 bits = 4,321
Mbps).

4.2. Decodificacién y correccion de errores

Cuando se reproduce el disco , el sistema de correccién de errores elimina los bits de
sincronizacién, los de paridad y de fusién y usa un proceso llamado demodulacion para
recuperar cadenas de 32 bytes a partir de los datos proporcionados por el EFM (Eight-to-
Fourteen Modulation). Una vez se ha realizado, se deben desahacer los intercalados y usar
un decoficador Reed-Solomon Cy. El decodificador analiza los datos y comprueba si los
simbolos de paridad son correctos o si se ha producido algin error y, en este caso, usa el
sindrome para localizar el error. Las palabras incorrectas se marcan como recuperables (si
se pueden corregir), irrecuprable o posiblenmente corregibles. Ahora bien, como Cs es un
[32, 28, 5]-cédigo Reed-Solomon en Fas6, entonces sabemos que puede corregir dos errores,
y detectar 4 errores.

Sin embargo, sélo se utiliza para corregir un tnico error debido a que, en esta situacion,
la probabilidad de que detecte cuatro o mas errores es mucho mayor que cuando se usa
con toda su capacidad correctora.

Para ver esto, si asumimos que todas las palabras del cédigo son igualmente parecidas,
observamos que la esfera de radio 1 centrada en alguna palabra del cédigo ¢; no contiene
a ningun vector que difiera de otra palabra del cédigo ¢o en como mucho tres posiciones,
ya que ¢ y ¢o tienen como minimo distancia 5 uno del otro, y la probabilidad de que Co
se equivoque al detectar cuatro o mas errores es igual a la relacién entre el niimero total
de vectores dentro de la esfera de radio 1 centrada en las palabras del cédigo y el ntimero
total de vectores en Fizg:

25628[1 + 32(256 — 1)
25652

En cambio, si Cy fuera utilizado con toda su capacidad correctora, esta realcion es :

~1,9-107°

25628[1 4 32(256 — 1) + (%) (256 — 1)2]

~7,5-1073
57652 7,5-10
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Si el decodificador para C, determina que en una cadena de 32 bytes no hay errores,
extrae los mensajes de 28 bytes de datos y pasa a la siguiente fase. Si Co detecta un tinico
error, lo corrige y de nuevo transmite el mensaje de 28 bytes. Por tltimo, si detecta mas de
dos errores, entonces transmite una cadena de 28 bytes con todas las componentes marca-
das. Estas cadenas de 28 bytes son las columnas de la matriz expuesta anteriormente y sus
diagonales con pendiente —1/4 se pasan como vectores de 28 bytes por el decodificador
para Cj.

C1 puede corregir tanto errores en rafaga como errores de bits que Co no pudo corregir
y cuando no puede completar la correccién (por ejemplo, si hay mdas de cuatro bytes
marcados como erréneos por estructura) se marcan los 24 bytes como incorrectos y pasan
al proceso de interpolacién y/o sileciamiento. La etapa final exige un nuevo desentrelazado
y retardo de los simbolos de las palabras pares para compensar los que se hicieron en el
proceso de codificacién.

En la deteccién y correcciéon de errores hay que guardar equilibrio entre el exceso de
redundancia, la complejidad y coste de los codificadores y decodificadores, y su capacidad
correctora. Para compensar esto, se someten los datos a distintos tratamientos que intenten
ocultar los errores detectados que no se han podido no corregir y disminuir el niemro de
errores que no se detectan (y que, por lo tanto, no podriamos ocultar).

Para la ocultacion de errores se usa la interpolacién que consiste en usar datos correctos
para reemplazar los que contienen error. Por ejemplo, se puede repetir el valor de la tltima
muestra correcta antes de producirse el error, o asociar al valor perdido la media aritmética
realizada sobre las muestras anterior y posterior a la errénea, o usar una combinacién de
ambas interpolaciones.

El silenciamiento (muting) es el proceso reemplazar por un dato de valor cero las
muestras irrecuperables o que no se pudieron corregir y trata de evitar que se produzcan
chasquidos, que son mucho més perceptibles que los silencios (no se perciben si no superan
el margen de 1 a 4 ms, y los algoritmos que los producen pueden graduar el silenciamiento
y la recuperacién de la sefial de salida de audio).

Para finalizar, hay que senalar que generlamente el CIRC permite la correccion de
hasta 3874 bits consecutivos, que corresponde a un defecto en la pista de 2,5 mm. de
longitud. Asimismo, la integridad de los datos contenidos en un CD se evalia usando
varios indicadores que miden el nimero de errores (tales como el BLER (BLock Error
Rate) = numéro de bloques por segundo en los que hay al menos un erréneo, o el CER
= numero de errores en rafaga) y que se tienen en cuenta en los distintos controles de
calidad.



Capitulo 5

Conclusiones

Tras la lectura y analisis de varios libros, articulos y notas sobre la Teoria de Cddigos,
no cabe duda de su inmensidad y de la presencia en este campo de las matematicas, en
especial del Algebra. Asimismo, y aunque no siempre nos percatemos de ello, los codigos
correctores forman parte de la vida cotidiana. Por ejemplo, cuando vamos al supermercado
y la dependienta pasa el articulo por el lector, o cuando trabajamos con el ordenador, o
escuchamos miusica de un CD o vemos una pelicula grabada en un DVD. Incluso, tras la
magia podemos encontrar cédigos correctores de errores ([1]).

Cualquier dispositivo de almacenamiento o canal de transmisién introduce errores en
los datos. Debido a la naturaleza variada de los errores, se deben contrastar varias técnicas
para proteger el mensaje (como son la adicién de paridad, la redundancia, la intercalacién
o el entrelazado).

Por otra parte, existen muchos tipos de sistemas de codificacién y decodificacién de
errores. Por ello, para la eleccién de uno de ellos conviene tener en cuenta aspectos como
las posibilidades de correccién que ofrecen, el exceso de bits redundantes, los fallos en
las detecciones, la longitud del cédigo o el coste. Aunque un sistema ideal de deteccién y
correccion de errores es tedricamente posible, es impracticable debido a la necesidad de
transmitir gran cantidad de redundancia.

Segun la bibliografia consultada, la variada naturaleza de los errores que se producen
al transmitir la informacién hace necesario utlizar a menudo la combinaciéon de varios
codigos, asi como técnicas que faciliten la correccién de errores.

La caracteristica mas importante y destacable de los cédigos correctores de errores es
la robustez que aportan a la transmision y al almacenamiento de informacion.



Apéndice A

Factorizacion de " — 1 sobre un
cuerpo finito [,

Veamos aqui de forma resumida y no muy detallada como factorizar 2™ —1 sobre cuerpos
finitos. Para mas informacién se puede consultar [3] (pag. 112). Comencemos para ello con
la siguiente definicion:

Definicion A.1. Sea n y q enteros positivos relativamente primos, y sea s un entero con
0 < s < n. El conjunto g-ciclotomico de s modulo n viene dado por:

Cs={s,5q,...,5¢" '} (modn)

1

donde k es el menor entero positivo tal que s "' = s (modn).

De esta descripcion, se sigue que los conjuntos ciclotémicos moédulo n particionan el
conjunto de los enteros {0, 1,...,n — 1}. Normalmente denotamos un conjunto ciclotémico
en esta particién eligiendo s de forma que sea el menor entero incluido en él.

Ahora, a través del siguiente teorema, vamos a ver que existe una relaciéon entre conjun-
tos ciclotémicos médulo n y el conjunto polinomios minimos en F, de las raices n-ésimas
de la unidad.

Teorema A.1. Sea Fy: una extension del cuerpo Fy, y sea a un elemento de Fy . Sea
ademds n el menor entero tal que o™ =1 (es decir, a es una raiz n-ésima primitiva de la
unidad en Fg). entonces:

1. Para cada entero s, con 0 < s <n, el polinomio minimo de o® en F, es:

Mys(x) = H (z — o)
1€Cs

donde Cy es el conjunto q-ciclotémico de s modulo n.

2. En particular, los conjugados de o son los elementos o', coni € C1 = {1,q, ..., qk_l}
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" —1= HMas(w)

43

donde s recorre un conjunto de representates de los conjuntos q-ciclotomicos de s

maodulo n.

Veamos un ejemplo sencillo:

Ejemplo A.l1. Supongamos que queremos factorizar en irreducibles el polinomio x7 — 1
en Fa[x]. Vamos a considerar la extension Fos = Fg (es decirn =17, q=2 yt = 3), siendo
entonces a una raiz primitiva séptima de la unidad en dicha extension de cuerpo.

Pues bien, como n = 7, entonces s € [0,7) y, por lo tanto, los conjuntos ciclotomicos
serdn:

Co = {0}

Cy ={1,1-2,1- 22} = {1,2,4}(mod 7)
Cy=1{2,2-2,2-22} = {2,4,1}(mod 7)
Cs = {3,3-2,3-22} = {3,6,5}(mod 7)
Cy=1{4,4-2,4-2%} = {4,1,2}(mod 7)
Cs = {5,5-2,5-22} = {5,3,6}(mod 7)

Cs = {6,6-2,6-2%2} = {6,5,3} (mod 7)

De modo que, en definitiva:

Co = {0}
C,=0y=04=1{1,2,4}

C3=C5=Cs ={3,6,5}

Y esto nos lleva a los polinomios minimos:

My =[licc,(z —a') =2 +1
Mo (z) = My2(2) = Maa(2) = [iee, (@ — ') = (z — a)(z — a®)(z — a') =
=23+ (@@ +a+at)a?+ (ad+al+ad)a+1

M3 (@) = Mo () = Mos (2) = [1iec,(z — ') = (2 — a®)(z — o) (z — af) =
=22+ +ad+ad) 2+ (a+a?+at)r+1
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Ahora bien, como no tenemos el valor de o, para conocer quiénes son exactamente los
polinomios anteriores tenemos en cuenta que en Falz]:

2T —l=(r+ )+ 2+t + 22+ 2 o+ 1)
Por lo que nuestro o debe cumplir que:
(a+a?+a)+ (P +a®+a%) =1
Lo cual nos abre camino a dos posibilidades:

1. a+a?+a* =0 (es decir, &> +a+1 =0 y Fys = xﬁ;[ﬂl), en cuyo caso:

» My(z) =2 +2+1
s Mys(z)=a23+2%2+1

2.8+ a®+a% =0 (estoes, a® +a? +1 =0 y Fys = ngx@ﬂ). Si ésta fuera la

situacion, ocurriria que:

= My(x) =2 +22+1
s Mys(z)=a3+z+1

En cualquier caso la factorizacion en irreducibles de 7 — 1 en Folx]:

2’ —1=(z+ 1)@ +z+1)(23+22+1)
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3 ' LINEAR CODES
L4

N,
- code is a vectorial subspace of Fg. It can be written

/‘genI or matrix. They satisfy that d(c) = w(c).

CYCLIC CODES
V\?e say that a linear code is a cyclic code when:

COICT- G ME @ C .. Crl . Cp . Crq EC

An example could be:

( )
0000000 1111111
1101000 0010111
0110100 1001011
0011010 1100101
0001101 1110010
1000110 0111001
0100011 1011100
1010001 0101110
J

\

There are different ways to define this type of codes. In fact,
we can use polynomials and zeros of polynomials. And there

e t f
|gmal data?
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n: j?éw could
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i &se relatlon between codes, ideals and divisors of x" -1

~ aswecan see behind.

4

~-Encodi‘ng and decoding are processes very important when

we use codes. The key is that we have a message that would
like to send then we rewrite the word and convert it in a
codeword that is what we will send. There is not an only way
to encode and decode. In each case we will have to contrast
and choose best option.

BCH CODES

They are defined as:

By, 8,w,b) = (p(x) € 2 pwh) = ... = p(wb+5-2) = 0}

xn-1
if w is an n-th root of unity.

For example:

& Generator
Desing distance Polynomial Dimension| Distance

1 1 74 1
XCx+1

3 4 3
5 XX X+ 1 7
7 1 7

X +x 3 x+1

REED-SOLOMON CODES

They appear from BCH codes making n = g-1, and they have
the form:

R8,(8,w,b,) = B4(q — 1,8, w,b)

This Kind of codes verify interesting properties and their
applications are indubitable in everyday life. As we can see in
the example that follows this lines.

APPLICATIONS CD

Actually, behind the usual CD’S there are two Reed-Solomon
Codes which influence in encoding, and decoding, specially
these codes are important because they allows detect, correct
or even hide error that could exist because of stains and
scratches on the cover of the CD.
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