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Resumen - Abstract

Resumen

En la tradicion diddctica, los nimeros complejos han tenido un
enfoque frio, descontextualizado y puramente formal que contrasta
con su desarrollo historico-epistemoldgico. Su presencia en el
curriculo de Bachillerato es anecddtica, carente de aplicaciones y de
referencias en el curriculo de asignaturas posteriores y afines. Todo
esto provoca que los estudiantes se queden con una vision superficial
de los niimeros complejos y no los valoren como uno de los mayores
descubrimientos matemdticos de la Historia.

En este trabajo se pretende hacer una aprorimacion amplia a los
numeros complejos, introduciéndolos como una ampliacion de algo
conocido (los puntos en el plano cartesiano), mostrando la trayecto-
ria historica de los conceptos fundamentales en esta materia y utili-
zando software de Geometria Dindmica para desarrollar la teoria por
medio de applets. Con esto buscamos que los estudiantes construyan
los conceptos a través de la manipulacion y valoren las implicaciones
de los numeros complejos en la propia matemdtica.

Palabras clave: numero complejo, historia, geometria dindmica,
modos de pensamientos, aplicaciones.
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Resumen - Abstract

Abstract

In the didactic tradition, complex numbers approaches have been out
of context and their development purely formal. These approaches
contrast with the real, historic and epistemologic development of the
concept of complex number. Their presence in study programmes
are anecdotic, without applications nor references in subsequent
programmes. All this causes students to adquire a perfunctory vision
of complex numbers and disown them as one of the most relevant
discoveries in mathematics.

In this dissertation we aim to make a widespread approach to com-
plex numbers, introducing them as an extension of something known
(the cartesian coordinate system), showing the historical trajectory of
their fundamental concepts in this matter and using Dynamic Geo-
metric software in order to develop theory through applets. The main
objective is for students to build concepts handling mechanisms and
valuing the implications of complex numbers in mathematics itself.

Keywords: complex number, history, dynamic geometry, ways of
thinking, applications.
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Introduccién

Los Nimeros Complejos conforman uno de los grandes temas de la Ma-
tematica moderna. Desde su formalizacién hasta la actualidad, han constituido
una herramienta importante, tanto en la investigaciéon matematica como en
el ambito de las aplicaciones en otras ciencias.

En lo referente a su ensenanza, en Espana se han estudiado tradicionalmente en
Bachillerato, aunque en los ultimos planes de estudio, las recurrentes reformas
educativas los han suprimido ocasionalmente del temario.

Actualmente, los Nimeros Complejos se imparten en la asignatura de modali-
dad Matematicas I de 12 de Bachillerato de Ciencias de la LOMCE. Pertenecen
al Bloque de Aprendizaje II: Nimeros y Algebra. Concretamente, se de-
sarrollan en el Criterio de Evaluacién nimero 3, explicitamente en el contenido
namero 4.

Los Estandares de Aprendizaje Evaluables correspondientes a la redaccion de
dicho criterio y en relacién con en el tema de Numeros Complejos son los si-
guientes:

= 41. Reconoce los distintos tipos de nimeros (reales y complejos) y los utiliza
para representar e interpretar adecuadamente informacién cuantitativa.

= 47. Valora los nimeros complejos como ampliacién del concepto de nimeros
reales y los utiliza para obtener la soluciéon de ecuaciones de segundo grado
con coeficientes reales sin solucién real.

= 48. Opera con numeros complejos, los representa graficamente y utiliza la
férmula de Moivre en el caso de las potencias.
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Criterio de evaluacion

3. ldentificar y utilizar los nimeros reales sus operaciones v propiedades, asi como representarlos en la recta para
recoger, interpretar, transformar e inter: biar infor: idn ¢ itativa v resolver problemas de Ia vida cotidiana,
eligiendo la forma de eilculo mis apropiada en cada caso. asimi valorar eriti te las sol s obtenidas,
analizar su adecuacidn al contexto y expresarlas segin la precision exigida (aproximacion, redondeo, notacién
cientifica...) determinando el error cometido cuando sea necesario; ademas, conocer y utilizar los mimeros
complejos y sus operaciones para resolver ecuaciones de segundo grado, el valor absoluto para calenlar distancias v
el niimero e v los logaritmos decimales y neperianos para resolver problemas extraidos de contextos reales.

Este criterio trata de comprobar si ¢l alumnado representa en la recta los nimeros reales y realiza operaciones entre cllos,
con la posible mtervencion de la notacion cientifica, los logaritmos decimales o nepenanos, ¢l valor abseluto...; que le
permitan tratar informacién cuantitativa de distintas fuentes (prensa escnta, Internet...), y resolver problemas reales,
cligiendo la forma de cilculo mas adecuada en cada momento (mental, escrita, mediante medios tecnologicos...). También
se trata de comprobar si el alumnado expresa los resultados obtenidos mediante la precision necesania, calculando y
minimizando el error cometido y utiliza los nimeros complejos y sus operaciones asi como el nimero ¢, y los logantmos
decimales y nepenanos y sus propiedades, como herramientas para resolver problemas sacados de contextos reales.

VV 0D LN SVIINALIING)

A SOMAWON [ APVZIONIHAV A0 A000Y

Esti es de aprendizaje evaluabl C

)

relacionados 1. Significado y utilizacion de los nimeros reales para la comprension de la

41,42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50. realidad. Valor absoluto.

2. Uso de desigualdades. Calculo de distancias en la recta real y representacion
de intervalos y entornos.

3. Realizacion de aproximaciones y calculo de errores. Uso de la notacion
cientifica.

4. Significado de los nameros complejos como ampliacion de los reales y
representacion en forma bindmica, polar y grafica. Operaciones elementales
entre nimeros complejos y aplicacion de la formula de Moivre.

5. Sucesiones numericas: calculo del término general, estudio de la monotonia y
la acotacion. El nimero e.

6. Uso de logaritmos decimales y neperianos.

Figura 0.1: Extracto del curriculo de Mateméticas I de Canarias.

Pasamos a describir el contenido de los capitulos que componen la memoria.

En el primer capitulo plantearemos el Problema de Innovacién, delimitare-
mos las causas que nos han llevado a realizar el presente trabajo de Innovacién
y fundamentaremos tedricamente nuestras propuestas, citando algunos autores
relevantes que hayan tratado el tema con anterioridad. Determinaremos los mo-
tivos por los que proponemos un aprendizaje a través de la Historia y de la
Geometria Dinamica.

Ademis, estableceremos un enfoque de aprendizaje concreto al que haremos
referencia durante la memoria: la teoria de los modos de pensamiento de Sier-
pinska.

Anna Sierpinska es profesora en la Universidad de Concordia y experta en Epis-
temologia Matematica. Su teoria de los modos de pensamiento aporta una pers-
pectiva pedagogica de la manera en que los estudiantes se aproximan a los con-
ceptos matemaéticos. Dicha teoria nos permitira etiquetar los razonamientos que
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los estudiantes puedan seguir para llevar a cabo nuestra propuesta.

Posteriormente, presentaremos las preguntas que disenamos para llevar a cabo
una encuesta dirigida al profesorado de Secundaria y a estudiantes que hubie-
ran estudiado los Niimeros Complejos con nuestra propuesta. Agruparemos las
preguntas segin su naturaleza y extraeremos algunas conclusiones de las res-
puestas. Dichas respuestas nos serviran para fijarnos pautas a la hora del diseno
de la Propuesta de Innovacién: incidir en asuntos concretos, motivar conceptos,
ordenar secuencias de aprendizaje, etc.

En el segundo capitulo, estableceremos los objetivos didacticos que persegui-
mos con este trabajo.

En el tercer capitulo, presentamos una propuesta de Intervencién donde ofre-
cemos una mirada histérica tratando los nimeros complejos desde una pers-
pectiva cronolégica.

Comenzaremos con una seccién sobre dificultades didacticas en conjuntos
numeéricos previos al conjunto de los niimeros complejos. Con esto, trataremos
de buscar analogias en N, Z, Q y R con los que ayudarnos para deducir la
nocion de unidad imaginaria y de ntimero complejo.

Posteriormente, en la Seccion Duelos y cubicas: Tartaglia y Cardano, veremos
el origen histérico de los numeros complejos, que no es otro que la resolucién
de cubicas en el contexto del siglo XVI, donde los matemaéticos, como cualquier
colectivo de la época, no se movian exclusivamente por intereses puramente
académicos, sino por motivos tan comunes y banales como dinero, prestigio o
envidia. Analizaremos los problemas matemaéticos a los que se enfrentaban y el
intrincado desarrollo de los acontecimientos que tuvo como consecuencia la re-
solucién de cibicas generales.

En la Seccién Imaginando lo Imposible: Descartes y Euler, recorreremos la tra-
yectoria que tuvo la idea intuitiva de niimero complejo, desde sus primeras
concepciones hasta su manejo en férmulas y ecuaciones. Destacaremos algunas
ideas sobre la aceptacién de v/—1 como un verdadero nimero, asi como ideas
sobre su representacién y localizacién.

En la Seccién La formalizacion: Gauss y Cauchy, destacaremos las aportaciones
de estos dos matematicos al avance en el estudio y la comprensién de los niimeros
complejos. Determinaremos la entrada definitiva de los niimeros complejos a las
matematicas, su posterior desarrollo via la Teoria de Funciones de Variable
Compleja, asi como algunos ejemplos y aplicaciones.

Terminaremos el capitulo con algunas pautas para utilizar la Historia como he-
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rramienta didactica en el aula.

En el cuarto capitulo presentamos una propuesta de Intervencion sobre el uso
de programa GeoGebra con los niimeros complejos, donde desarollamos porme-
norizadamente la secuencia de aprendizaje objeto de esta memoria.

En la Seccidon Primeros pasos adjuntamos un enlace para acceder al Libro de
GeoGebra que utilizaremos para abordar la ensenianza y el aprendizaje de los
numeros complejos. Tratamos el problema de resolver ecuaciones y la aparicion
de radicales de indice par y radicando negativo. Ademds, comenzamos a repre-
sentar nimeros complejos partiendo de la idea de puntos en el plano.

Posteriormente, en la secciones El espejo en el eje OX y Salvando las Distan-
cias, se trabajan los conceptos de complejo conjugado y médulo a partir de la
intuicién y la manipulacién mediante una serie de cuestiones que los estudiantes
deberan realizar con ayuda del GeoGebra.

La Seccién ;Cémo se comportan? es la mas extensa y abarca las operaciones que
se pueden hacer con nimeros complejos con la forma binémica. El planteamien-
to es el siguiente: los estudiantes experimentan con el GeoGebra y tratan de
lanzar hipdtesis sobre la operacion, su definicién y propiedades para finalmente
formalizar las intuiciones despertadas en los estudiantes con una férmula. De
este modo invertimos la secuencia tradicional y fomentamos la curiosidad del
alumnado.

En la Seccién de Representaciones trabajaremos la forma polar de un ntmero
complejo, que servird para motivar la forma trigonométrica del mismo y que a
su vez facilitara la comprension de la formula de Moivre. Se seguird la misma
metodologia que para la seccién anterior.

Para concluir el capitulo, en la Seccién Aplicaciones se mostraran 5 temas en
los que los nimeros complejos juegan un papel relevante.

El quinto capitulo daremos una propuesta de Temporalizacién y algunas acti-
vidades evaluables, asi como una propuesta de seguimiento de las mismas.

La memoria concluird con el sexto capitulo, en el que discutiremos las con-
clusiones finales extraidas a lo largo del periodo de realizacién de este trabajo.
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Planteamiento del Problema de Innovacién

En los Estandares de Aprendizaje Evaluables expuestos en la Introduccion, cree-
mos que hay ciertos desenfoques y deficiencias que condicionan la ensenanza y
por lo tanto, el aprendizaje de los nimeros complejos.

= Kl estandar 41 nos parece desenfocado. Creemos que es mas acertado cen-
trarse en la informacién cualitativa. Los ntimeros complejos supusieron un
cambio de paradigma en las Matematicas y esto debe quedar claro a los es-
tudiantes mediante una perspectiva epistemolégica.

s El estandar 47 nos parece deficiente. Consideramos que la resolucién de
ecuaciones no debe ser el fin tltimo de la ensenanza y aprendizaje de nimeros
complejos, sino una herramienta para extraer informacién cualitativa sobre
ceros de polinomios.

= Kl estdndar 48 nos parece deficiente. Operar con nimeros complejos y re-
presentarlos graficamente debe servir para extraer conclusiones algo mas pro-
fundas, asi como para comprender los cambios de representacion de nimeros
complejos.

Ademsds, consideramos que el tema de Niimeros Complejos no se aborda desde la
perspectiva adecuada. Se presenta a los estudiantes en pocas semanas, lo que
fomenta que su desarrollo sea esencialmente algebraico, que las ideas no se moti-
ven con la suficiente claridad y que su evaluacién se limite a aspectos puramente
procedimentales. Al finalizar el tema, no vuelve a hacerse referencia a €l hasta
el primer curso de algunos grados como Fisica, Matematicas e Ingenierias. Esto
provoca que el contenido sea facilmente olvidado por los estudiantes, que no
reutilizan sus conocimientos en este tema ni encuentran aplicaciones en las que
apreciar la importancia y la belleza de estos ntimeros.

Analizando los conocimientos previos de los que deben partir los estudiantes
a la hora de abordar este tema, observamos que durante la etapa de Educa-
cién Secundaria Obligatoria, los estudiantes se enfrentan repetidas veces a las
ecuaciones cuadraticas

ar® +br+c=0, a#0. (1.1)
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Resolviendo dicha ecuacién, se llega a la férmula que despeja la z,

. —b+Vb% — 4dac
B 2a '

Luego se estudia el signo del discriminante A = b — 4ac.

= Si A=0b%—4ac> 0, entonces (1.1) tiene 2 soluciones reales.
» Si A=0b%—4dac =0, entonces (1.1) tiene 1 solucién real doble.
» Si A=0b%—4ac <0, entonces (1.1) no tiene solucién real.

En este punto, el alumnado se queda con la idea de que buscar raices de indice
par de numeros negativos es absurdo. De hecho, es frecuente que se utilice la
férmula para la ecuacién de segundo grado precisamente para cegar la curiosi-
dad de los estudiantes, en lugar de utilizarla como una via para que descubran
el conjunto de los niimeros complejos de manera guiada.

Bajo nuestro punto de vista, los nimeros complejos son algo que los estudiantes
ya manejaban implicitamente al trabajar con puntos en el plano cartesiano. La
teoria de niimeros complejos es por tanto, una ampliacién de conocimiento
que se sustenta en la superacién de la comprensién de la unidad imaginaria. Tras
discutir y aceptar ¢ como un ntimero, surge una nueva perspectiva con la que
descubrir otras realidades en matematicas.

Al llegar a Matemdticas I de 12 de Bachillerato, los estudiantes pueden desa-
rrollar un conflicto cognitivo a la hora de ampliar el conjunto de los niimeros
reales, ya que, si el docente no motiva el tema, pueden verse manejando expre-
siones que el curso anterior se adjetivaban de absurdas, incongruentes o impen-
sables.

Esta concepcion de los nimeros complejos fue determinante a lo largo de la His-
toria. Los matematicos tuvieron que lidiar con la raiz cuadrada de un ntmero
negativo, buscarle sentido, propiedades y formalidad. Sin embargo, la ensenanza
suele limitarse a la exposicién directa de propiedades que costé mucho tiempo
llegar a comprender.

Expuestos estos motivos, creemos que hay un margen de mejora razonable pa-
ra ensenar nimeros complejos desde una perspectiva innovadora, aprovechando
la dilatada trayectoria historica del concepto de niimero complejo y las Tecno-
logias de la Informacién y Comunicacién (TIC). Estas tdltimas estdn presentes
en el curriculo de Matematicas como competencia transversal, por lo que su
aplicacién a este tema entra dentro de lo previsto en la legislacién vigente como
elemento dinamizador del aprendizaje.
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Nuestra propuesta tendra base en dos tipos de aproximacién a los niimeros
complejos:

= Una aproximacion epistemolégica hacia los nimeros complejos que reco-
rra las dificultades historicas que hubo a la hora de comprenderlos.

=  Una aproximacién geométrica y dinamica, centrada en la manipulacién
de objetos mateméticos por medio de las TIC, que fomenten el interés de los
estudiantes, asi como una mayor comprension de los conceptos y un recuerdo
mas nitido de ellos en cursos posteriores.

Para exponer la propuesta didactica objeto de esta memoria, nos fundamenta-
remos en investigaciones previas.

En cuanto a la metodologia que planteamos para llevar a cabo nuestra propuesta,
se usaran los siguientes modelos de ensenanza:

=  Expositivo: El docente proporcionard informacién de manera clara y orde-
nada, para poder explicar de la manera més sencilla posible los conceptos
mas complicados.

=  Inductivo basico: A partir de ejemplos concretos, el alumnado y el docente
trabajardn de manera conjunta para generalizar los resultados y formular
reglas y principios.

1.1. Antecedentes

El estudio de la ensenanza y aprendizaje de los niimeros complejos, ya sea
a nivel de la educacién en Bachillerato como en los primeros cursos de Univer-
sidad en distintos grados, ha sido el tema de investigacion de diversos autores.
A continuacién citaremos algunos trabajos realizados por diferentes grupos de
investigacion.

En 2001, Bagni publica el estudio [2] sobre una prueba con 73 alumnos con
edades entre los 16 y 18 anos de edad. A los diferentes grupos se le propone la
resolucién de ecuaciones de segundo grado y algunas de grado tres.

Se plantean dos problemas: uno en el que se da la resolucién de una ecuacién de
grado tres sin término en 22 y otro sobre la resolucién de 2 = —1. Los estudian-
tes aceptaban en mayor medida la resolucién de la cibica, con un 30 %, que
la resolucién de la ecuacién cuadrada con un 13 %. Parece sorprendente que los
estudiantes asimilen mejor el ejemplo de la cibica que el de la ecuacion cuadrati-
caz?+1=0.
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En 2006, Merino hace un recorrido histérico por los principales matematicos
que desarrollaron los ntimeros complejos. En el articulo [15], el autor destaca las
ideas més relevantes de cada matematico, elaborando una linea temporal que
resume la trayectoria de los niimeros complejos desde las cubicas estudiadas por
Al-Khawarizmi en el siglo IX hasta la Teoria de Funciones de Variable Compleja
iniciada por Cauchy a mediados del siglo XIX.

En 2007, Pardo y Gémez estudian en [17] la relacién entre el desarrollo histérico
y las dificultades en el aprendizaje de los niimeros complejos.

Los autores comentan lo siguiente,

“El estudio ha tratado de buscar en el desarrollo historico de los nimeros
complejos algunas de las dificultades e inconsistencias conceptuales y algoritmi-
cas que han tenido que sortear los matemdticos y que la ensenianza actual no estd
teniendo en cuenta. Una revision histdrica preliminar, permitid identificar cua-
tro grandes etapas caracterizadas por los cambios observados en las concepciones
epistemoldgicas de los nimeros complejos: algebraica, analitica, geométrica y for-
mal.”

El trabajo se basa en un estudio con una muestra de 19 estudiantes del primer
curso de la Licenciatura de Matematicas de la Universidad de Valencia. Pardo
y Gomez concluyen,

“El andlisis confirma que la ensenanza y aprendizaje de los numeros com-
plejos no estd teniendo en cuenta las dificultades identificadas que han estado
presentes a lo largo de la historia y que los estudiantes las reproducen y, en al-
gqunos casos, agravadas.”

En 2012, Canal-Martinez en [4] hace una aproximacién a los nimeros complejos
a partir de la historia de las mateméticas, uso de las TIC (en particular, Geo-
Gebra) y aplicaciones tales como fasores y fractales.

También en 2012, Cortas y Edvard investigan la diversidad de concepciones so-
bre nimeros complejos y sus representaciones que manifiesta una muestra de
estudiantes suecos. En el articulo [16], los autores indagan a través de una en-
cuesta en las ideas intuitivas y formales que tienen los estudiantes y clasifican las
respuestas en diversas categorias para identificar las principales dificultades que
se presentan al abordar los ntimeros complejos. El estudio hace hincapié en el
hecho de que muchos estudiantes tratan los conceptos de ntimero real y nimero
complejo como conceptos excluyentes y trata de esclarecer en qué medida ocurre
esto. Una de las conclusiones del estudio es que la falta de visualizaciéon puede
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desembocar en graves problemas de entendimiento de este materia.

Sobre representacién de ntimeros complejos, en 2013 Hui y Lam estudian en [10]
una aproximacién a los nimeros complejos a través de métodos geométricos.
En este estudio se analiza la conveniencia de explicar los niimeros complejos con
vectores, compara la realizacién geométrica de la suma y el producto del caso
real con la del caso complejo y propone material elaborado con los siguientes
objetivos:

= Provocar aprendizaje a partir de conocimientos previos.
Los autores senalan que el uso de métodos geométricos para extender
el concepto de recta real al de plano complejo provoca que los estudiantes
modifiquen sus esquemas mentales en el sentido de Piaget, es decir: in-
corporan nueva informaciéon a sus conocimientos previos y esto lleva a
una acomodacion de los conceptos.

= Provocar aprendizaje conceptual y fomentar el conocimiento es-
tructural.
Discutir las operaciones entre niimeros complejos alternando niimeros, simbo-
los y geometria conecta dichos modos de representacion, permitiendo a los
estudiantes elaborar un conocimiento mas profundo sobre los niimeros com-
plejos.

= Dar herramientas tutiles para que los estudiantes sean resolutivos.
Senalan también los autores que el hecho de plantear la ensenanza de niimeros
complejos en forma de tutoriales en los que los estudiantes puedan inter-
actuar entre ellos (zona de desarollo préximo) y tener el feedback del
docente, puede mejorar la concentraciéon de los estudiantes y repercutir
positivamente en el proceso de aprendizaje.

También en 2013, Soon y Tin integran la Historia y las representaciones visuales
en [22] en un estudio en el que organizan la ensenanza de la representacién de
los niimeros complejos en el diagrama de Argand; exponen dificultades, errores
y conceptos erréneos en el aprendizaje de los nimeros complejos.

Los autores presentan diferentes acercamientos a la ensenanza de los nimeros
complejos (tradicional, con vectores, TIC, storytelling, fractales, aprendizaje por
descubrimiento guiado y comparando la geometria de la recta real y el diagrama
Argand). Concretamente, en el articulo se analizan los acercamientos con vecto-
res, con TIC, con fractales y mediante descubrimiento guiado. Ademas, sugieren
la utilizacion de la Historia para provocar la curiosidad en los estudiantes.



6 1 Planteamiento del Problema de Innovacion

En 2014, Gotoman da una propuesta de intervencion didéctica en la que trata
aspectos histéricos de los numeros complejos, propone actividades para traba-
jar las representaciones geométricas y muestra algunas aplicaciones de los
ntmeros complejos. En las conclusiones de [8], la autora desaconseja el método
tradicional para ensenar los niimeros complejos, puesto que dicho método no
promueve que los estudiantes obtengan un conocimiento profundo ni los motiva
a aprender. Gotoman apunta que los métodos de ensenanza geométricos dan
mejores resultados, siempre y cuando no se limiten a representar puntos en el
plano de Argand, sino que se utilicen para explicar conceptos més avanzados
como operaciones o aplicaciones de los nimeros complejos. Ademds, recomienda
a los profesores conocer su origen histérico y proponer ejercicios basados en
problemas clésicos.

La autora destaca también, ciertos puntos conflictivos a la hora de ensenar y
aprender los nimeros complejos. El primero es la propia existencia de ¢ y su
propiedad definitoria > = —1. Le sigue la desafortunada eleccién de los
adjetivos “imaginario” o “complejo”, que pueden causar escepticismo o incre-
dulidad en los estudiantes.

Indica Gotoman que la mezcla de ideas algebraicas y geométricas puede pro-
vocar que los estudiantes se desubiquen. Por ultimo, Gotoman senala el des-
conocimiento generalizado de la Historia y del origen y las aplicaciones de
los nimeros complejos. Concluye que es deber del docente eliminar el posible
escepticismo que los estudiantes puedan haber desarrollado hacia esta materia.

En 2015, Torcuato da una propuesta diddctica [24] para introducir los nimeros
complejos utilizando una situacién real. Concretamente, se trata el problema
de extincion del biho manchado a partir de actividades con el software de NetLo-
go (GeoGebra y Logo). Dicha experiencia fue llevada a cabo por 10 alumnos de
Bachillerato.

Un problema que se detect6 en dicha aproximacién a los nimeros complejos fue
la necesidad de conocer sobre la marcha conceptos ajenos al curriculo corres-
pondiente. Para introducir los niimeros complejos como los autovalores de una
matriz se requerian conceptos nuevos, tales como diagonalizacién o dindmica de
poblaciones. Estas nociones requieren un alto grado de comprensién, por
lo que podrian desviar la atencién del objetivo principal: provocar el apren-
dizaje de nimeros complejos. Ademads, tener que familiarizarse con el software
de NetLogo requiere tiempo y consume la atencién de los estudiantes.

En el mismo ano, Maumary y Maumary presentan en [13] un estudio para impar-
tir los nameros complejos a estudiantes de ingenieria utilizando las aplicaciones.
La idea era captar el interés del alumnado a través de dichas aplicaciones. Con-
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cretamente, se estudié la impedancia de un circuito eléctrico. La intervencién
no tuvo éxito dado que los estudiantes carecian de ciertas nociones previas de
electricidad. Ademads, los encuestados no recordaron las aplicaciones.

Las autoras concluyen lo siguiente,

“Teniendo en cuenta lo analizado y los resultados de la encuesta nos pre-
guntamos ahora, si el surgimiento de errores en las operaciones, el no poder
incorporar la definicion del nimero complejo e interpretarlo como una adicion
de dos objetos disociados y no pensarlo como un solo objeto matemdtico es con-
secuencia de no trabajar en paralelo todas las operaciones con su representacion
grdfica (las tinicas que se ven son las de la suma y la resta).”

Nuestra intencién es plantear una propuesta de intervencién que integre diversas
cuestiones analizadas en este apartado.

1.2. La Historia como herramienta didactica

En esta seccion trataremos la importancia de ensenar matematicas hacien-
do uso de la Historia. Para ello hablaremos primero de la dimensién histérica
de la Matematica, que muestra los beneficios de motivar los conceptos en ma-
tematicas por medio de acontecimientos histéricos, anécdotas o la concepcién de
un objeto matematico a lo largo del tiempo. Posteriormente estableceremos tres
categorias de implementacion: variantes con las que se puede aplicar la dimensién
histérica en una clase de matematicas.

1.2.1. La dimensién histérica de la Matematica

i Por qué es importante conocer la dimensién histérica de los conceptos
matematicos? Martinez y Chavarria abordan esta cuestién en [12]. Las autoras
indican que el conocimiento de la historia de la matematica ha permitido cues-
tionar las relaciones existentes entre la Matematica y la Ensenanza, asi como
concretar aquellos elementos que dinamizan la contruccion de los conceptos.
Barbin aporta en [3] dos razones fundamentales para incluir la dimensién histéri-
ca en la ensenanza de las Matematicas:

= La Historia explica la perspectiva humana de la Matematica y muestra su
verdera naturaleza, condicionada por las personas que se dedicaban a ella.
=  Permite una mayor comprensién de conceptos y teorias.

El autor indica que la Historia, como fuente de reflexién, condiciona la per-
cepcién que el docente tiene sobre la Matematica, permitiéndole una mayor
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solvencia a la hora de ensenar. El tiempo de dedicaciéon que requiere a un te-
ma concreto puede verse influido por aspectos histéricos como por ejemplo, la
dificultad que tuvieron los matematicos de la época para llegar a un concepto.
Las secuencias, el orden de exposicion o las distintas perspectivas de ensenianza
de las matematicas pueden resultar mas o menos pertinentes en funciéon de la
dimensién historica de los conceptos.

Ademas, la riqueza histérica probablemente anticipe respuestas que los estudian-
tes propongan, permitiendo al docente conectar su ensenanza con experiencias
del pasado, generar variedad de respuestas y usar el desarrollo histérico como
hilo conductor para promover un aprendizaje significativo.

Desde la perspectiva competencial, Guacaneme sefiala en [9] que al indicar los
avances en matematicas realizados por diversas culturas, se promueven valores
como la tolerancia y la diversidad, visibilizando la labor cientifica de sociedades
y culturas distintas de la propia.

Martinez y Chavarria en [12] concluyen lo siguiente:

“Las posibilidades en cuanto al uso de historia son variadas y aportan no sélo a
la ensenanza de la matemdtica, sino que permite estimular en nuestros estudian-
tes la curiosidad, creatividad, interés, deseo por aprender. Ademds, potencia un
cambio en la percepcion del estudiante hacia la materia y del docente hacia su
forma de ensenanza.”

1.2.2. Categorias de implementacion

A la luz de las ventajas que podria traer la Historia a la ensenanza de las
Matematicas, diversos organismos internacionales como el National Council of
Teachers of Mathematics han propuesto tres categorias de implementacién de la
historia como herramienta diddctica: cronoldgica, 16gica y pedagdgica (consultar

[12]).

La categoria de implementacién cronoldgica consiste en recorrer la trayectoria
histérica sobre un concepto, senalando sus diversas concepciones, las distintas
estrategias que fueron propuestas para resolver problemas relacionados con di-
cho concepto, aportaciones concretas de matematicos relevantes de la época, etc.

La categoria de implementacion légica trata sobre el analisis histérico del de-
sarrollo de la intuicién matematica, la pertinencia de las soluciones a distintos
problemas histoéricos, los mecanismos mentales que entran en juego en una de-
mostracion, etc.
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La categoria de implementacién pedagdgica que pone en valor la historia de
la Matematica como una fuente de recursos para el profesorado, con anécdotas,
circunstancias y situaciones que contextualizaban los avances en Matematicas y
les dan valor humano.

1.2.3. ;Coémo utilizar la Historia?

Los hechos historicos pueden aportar al alumnado una perspectiva mas
humana de las matemdticas, pero tal y como indica Canal-Martinez en [4], la
Historia no debe reducirse a simples historias para distraer al alumnado. Asi,
Guzmén [6] habla de objetivos didécticos alcanzables por medio de la Historia
como herramienta. A continuacién nombraremos dichos objetivos y trataremos
de contextualizarlos en los hechos a los que aludimos en esta memoria.

=  Hacer patente la forma peculiar de aparecer las ideas en matemati-
cas.
Es importante tener en cuenta que hay conceptos que tenemos asimilados
hoy en dia, tales como encontrar raices de ecuaciones y que sin embargo,
eran temas poco explorados y sobre los que habia un gran desconocimiento.
Resolver ecuaciones con coeficientes en un determinado conjunto numérico
para encontrar nuevos tipos de nimeros era algo inconcebible en la época. El
paso que di6 Descartes de definir una cantidad desconocida como i = /—1 fue
una idea sorprendentemente sencilla pero eficaz, que facilité la construccion
del plano complejo y evidencié que no es necesario que un ntimero represente
algo fisico o real para poder desarrollar una teoria consistente.

= Enmarcar temporalmente y espacialmente las grandes ideas y pro-
blemas, junto a su motivacién y precedentes.
Guzmaén indica en 2007 que,

“La vision historica transforma meros hechos y detrezas sin alma en porcio-
nes de conocimiento buscadas ansiosamente -en muchas ocasiones con ge-
nuina pasion-, por hombres de carne y hueso que se alegraron inmensamente
cuando dieron con ellas por primera vez.”

Tal y como comentdbamos en la Seccién 3.2 las ideas en matemadticas no
vienen exclusivamente de la disciplina académica, sino que muchas veces sur-
gen de dispustas, duelos o venganzas entre matematicos que viven en unas
circunstancias concretas (riqueza, pobreza, prestigio, etc) que les animan a
actuar.

= Senalar los problemas abiertos de cada época, su evoluciéon y la
situacién en la que se encuentran actualmente.
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La Matematica que conocemos actualmente ha sido el resultado de siglos de
Historia. En cada época los mateméticos tenfan unos determinados intereses
y partian de un conocimiento mucho menos extenso del que tenemos ahora.
Muchos problemas se han ido solucionando mientras que otros siguen abier-
tos actualmente. Un ejemplo de esto es el problema actualmente abierto de
la trascendencia de 7 + e. Decfa también Guzmén en [6],

“Quien sepa que ni Euler ni Gauss llegaron a dar ese rigor a los numeros
complejos y que, a pesar de ello, pudieron hacer cosas maravillosas relacio-
nados con ellos, se prequntard muy seriamente acerca de la conveniencia de
tratar de introducir los complejos en la estructura cristalizada, antinatural y
dificil de tragar, que sélo después de varios siglos de trabajo llegaron a tener.”

= Apuntar las conexiones histéricas de la matematica con otras cien-
cias, en cuya interaccién han surgido tradicionalmente gran canti-
dad de ideas importantes.
El descubrimiento y la formalizaciéon de los nimeros complejos han tenido
implicaciones en otras ciencias. En Fisica han permitido modelizar desde
vibraciones mecdanicas hasta circuitos eléctricos. Ademas son fundamenta-
les a la hora de entender el principio de incertidumbre de Heisenberg de la
Mecanica Cuantica y para su posterior desarrollo teérico.

1.3. Representaciones visuales como herramienta
didactica

La interaccién, manipulacion y visualizacién de conceptos matematicos co-
mo pasos previos para llegar a la representacién visual, suponen una gran ayuda
a la hora de comprender la Matematica. El pensamiento puramente abstracto y
algebraico no es igual de accesible para todo el alumnado, por lo que algtin sector
del mismo puede verse en dificultades graves al no ser capaz de concretizar las
ideas expuestas en una clase en algo fisico o en un dibujo. En lo referente a los
nimeros complejos, la evidente dificultad que presentan a nivel didactico a veces
se agrava con el desarollo puramente tedrico del tema, en el que el alumnado
percibe estos nimeros como un invento de los matematicos que solo tiene sentido
en el nivel abstracto y no en el aplicado.

En los primeros cursos de la ESO, los temas relativos a la rama de la Geometria
tienen una mayor aceptaciéon por parte del alumnado, ya que todo lo que se
explica tiene una representacién visual asociada y es posible relacionar la escri-
tura matemadtica con medidas, proporciones o transformaciones. Sin embargo,
en cursos académicos superiores los temas se desarrollan cada vez con un mayor
nivel de abstraccién dejando al alumnado desprovisto de soportes visuales a los
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que recurrir en caso de perderse con la escritura matematica.

Para hablar de comprensién de conceptos matematicos mediante representacio-
nes geométricas introducimos a continuacién la teoria de los modos de pensa-
miento de Sierpinska.

1.3.1. Modos de pensamiento

Los modos de pensamiento de Sierpinska [20] nos informan, segiin Ran-
dolph y Parraguez en [19], de cémo se conforma la mente durante los procesos
de aprendizaje matematico.

Esta teoria se sustenta en dos pilares fundamentales, el pensamiento préactico
y el pensamiento tedrico. El objetivo es que estos dos pilares se complemen-
ten (en lugar de ser polos opuestos) y que los estudiantes sepan desenvolverse
en ambos aspectos para llegar a la maxima comprensién posible de un concep-
to matemadtico. Sierpinska, Nnadozie y Oktac establecen en [21] que lo préctico
(geométrico) se refiere a una accién inmediata y lo tedrico (analitico) se refiere
a conexiones conceptuales.

La superacién del dilema tedrico-préactico pasa por las tres categorias establecidas
por Sierpinska en el afio 2000 [20],

= el modo Sintético-Geométrico (SG),
» ¢l modo Analitico-Aritmético (AA),
= el modo Analitico-Estructural (AE).

Segun Randolph y Parraguez en [19], estos modos de pensamiento son formas
de ver y entender los objetos matemaéticos en funcién de las relaciones y objetos
que el estudiante evoque cuando esté inmerso en un razonamiento matematico.

El modo de pensamiento SG formaria parte del pensamiento practico y con-
siste en la aproximacién geométrica e intuitiva por parte del estudiante,
que se vale de la visualizacién mental para llegar a una solucién inmediata del
problema. El modo de pensamiento AA va un paso més alla, haciendo uso de
representaciones numeéricas o simbdlicas para dejar patente que se conoce
el comportamiento del objeto matemético. Por ultimo, el modo de pensamiento
AE consiste en la reflexién sobre las propiedades del objeto matematico que son
consecuencia de los axiomas de partida. En este 1ltimo nivel, las aproximaciones
mentales del modo SG pasan a un segundo plano, cobrando mayor importancia
la construccién formal y abstracta del objeto.

Estos modos de pensamiento no sélo son formas de pensar, sino que constituyen
herramientas que los alumnos usan de manera heuristica, tal y como indica
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Parraguez en [18]. El paso de un modo a otro resulta fundamental a la hora de
describir un concepto matematico en su totalidad.

1.3.2. Modos de pensamiento y nimeros complejos

La teoria de los modos de pensamiento es aplicable a cualquier ambito de
las matematicas. Nos centramos ahora en el caso particular de su aplicacion al
aprendizaje de los niimeros complejos.

En el proceso de aprendizaje de numeros complejos, el modo SG constaria de
la representacion geométrica del plano de Argand, de la representacién de un
numero complejo z, de su conjugado Z y de las transformaciones geométricas
que se ponen de manifiesto al operar con complejos.

Sintético-Geométrico (5G)

Analitico-Aritmético (AA) Analitico-Estructural (AE)

o (C+,)

Figura 1.1: Modos de pensamiento.

El modo AA apareceria cuando el alumando tratase de “capturar” la intuicién y
la geometria mediante nimeros o simbolos, por ejemplo, representando nimeros
complejos concretos en el plano de Argand o bien operandolos, obteniendo su
moédulo, etc.

Por tltimo, el modo AE podria ponerse de manifiesto si el alumando comienza
a reflexionar sobre propiedades generales que se cumplen en el sistema de los
numeros complejos tales como la conmutatividad, la estructura de cuerpo, el
concepto de orden, etc (ver Figura 1.1).
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La iniciacién a los ntimeros complejos suele comenzar por la descripcion numéri-
ca del conjunto C, sin embargo, esto forma parte del modo AA. En esta memoria
propondremos un giro en los modos de aprendizaje, para que el alumnado se in-
troduzca en ellos de una manera practica mediante aproximaciones geométricas.

La visualizacién de los conceptos matematicos son una gran herramienta didacti-
ca, sin embargo, los dibujos a mano alzada que pueda realizar el profesor en la
pizarra a veces no son del todo claros debido a que dichos dibujos son estaticos
y no todo el alumnado es capaz de detectar en ellos conceptos como dimensién,
homotecias, abatimientos, etc.

Camacho y Santos en [25] estudian la relacién entre el uso de software de Geo-
metria Dindmica y el desarollo del sentido geométrico. Consideramos que es vital
el uso de las TIC para que el alumnado observe la robustez de los resultados
mediante la manipulacién de pardmetros o la construccién de los mecanismos
que le posibiliten intuir propiedades que le permitan dar el salto al modo AA.

Figura 1.2: Logo de GeoGebra.

Para mostrar los contenidos de manera dindmica, optamos por GeoGebra (Fi-
gura 1.2). Se trata de un software interactivo libre utilizado en colegios y uni-
versidades. Es un procesador geométrico y algebraico que retine elementos de
Geometria, Algebra, Célculo y Estadistica que permite el trazado dindmico de
construcciones geométricas, la representacion de funciones y el tratamiento de
funciones.

1.4. Actualidad en las aulas

Para obtener datos concretos sobre las dificultades en la ensefianza y el
aprendizaje de los nimeros complejos en Bachillerato, hemos elaborado dos en-
cuestas. Una de ellas dirigida a profesores de Secundaria que hayan impartido
numeros complejos. En el siguiente enlace se encuentra dicha encuesta:
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Enlace:
https://docs.google.com/forms/d/1eYcICvv7oQIrvpeOPS1K2vdZGkxwRLOVq
Hsvruk4xow/edit?usp=sharing.

Otra encuesta, dividida en dos partes, fue enviada a algunos estudiantes de pri-
mer curso de la Universidad de La Laguna de los grados en Matematicas, Fisica
e Ingenieria Informatica. En los siguientes enlaces se encuestran dichas encuestas.

Enlace 1:
https://docs.google.com/forms/d/11iv0a0ZWE37PZkLT5ACd JnmOuP Jq055BE
p2TMr2ji9A/edit?usp=sharing,

Enlace 2:
https://docs.google.com/forms/d/1fLnNppXEuoXrSzFmyXGozWI41MKMMbPru
9iAkNfejMw/edit?usp=sharing.

La idea inicial era pasar esta encuesta a un numero significativo de alumnos y
profesores para extraer conclusiones.

Disponiamos de una conformidad para impartir el tema de Numeros Complejos
en el centro de practicas IES La Laboral de La Laguna. Con lo que nuestra
intencién era impartir los niimeros complejos en una clase de 1° de Bachillera-
to, asi como realizar las encuestas después de la evaluacién. Ademds existia la
posibilidad de pasar dicha encuesta a otra clase donde ya se habian impartido
los niimeros complejos y por tanto poder valorar la diferencia de resultados
segun la forma de ensenanza.

Por otra parte un objetivo importante en el estudio es la experiencia de los
profesores de Secundaria que hubiesen impartido dicho tema. Por lo que una vez
perfeccionada la encuesta de control se pensaba pasar a un colectivo muy amplio
de profesores, concretamente a los docentes miembros de la Sociedad Canaria
“Isaac Newton” de Profesores de Matematicas. Sin embargo, las circunstancias
vividas en el confinamiento y el exceso de trabajo al que muchos profesores se
vieron sometidos en dicho periodo, impuso grandes e importantes condicionantes
que no pudimos sobrellevar y que provocd que no tuviésemos éxito en algunas
partes y lo que es mas importante, obtener conclusiones y por tanto presentar
mejoras.

Debido a la crisis del COVID-19, tnicamente hemos podido realizar satisfac-
toriamente una encuesta a un grupo de control. Con esto, la encuesta no es
significativa. No obstante, incluimos en este apartado la encuesta y comentare-
mos algunas conclusiones extraidas de ella.

La encuesta tiene un doble objetivo:
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s Generar ideas para tratarlas en la Propuesta de Intervencién.

s Tener la encuesta preparada para una posible implementacién con los es-
tudiantes de Bachillerato y posiblemente con una muestra mas amplia de
alumnos de primer curso de diferentes grados de la Universidad de La Lagu-
na.

1.4.1. ;Qué dice el Alumnado?

Para esta encuesta, disenamos unas preguntas iniciales sobre aprendizaje
de ntmeros complejos atendiendo a criterios conceptuales frente a los proce-
dimentales. Es decir, nos interesa recabar informacién sobre ideas generales y
concepciones de los niimeros complejos que tengan los estudiantes.

La encuesta fue enviada en el mes de marzo de 2020 a un grupo de control de
profesores de Secundaria y a un experto en Didactica de la Matematica. Soli-
citamos a dicho grupo que revisaran las preguntas y propusieran matizaciones,
correcciones y nuevas preguntas. Las respuestas del grupo de control nos permi-
tieron mejorar cualitativamente la calidad de las preguntas de la encuesta.

Con las preguntas ya disenadas, separamos la encuesta en dos partes: una con
preguntas de contenido didactico y otra de contenido matematico. El dia
1 de abril enviamos ambas encuestas al alumnado voluntario de primer curso
de Fisica, Matematicas e Ingenieria Informética. Obtuvimos 8 respuestas en la
primera parte y 6 en la segunda.

Parte didactica

En las preguntas disenadas bajo el criterio conceptual, hemos clasificado
las respuestas en dos categorias excluyentes; la categoria de las respuestas con
representaciones geométricas y la categoria de las respuestas sin representacio-
nes geométricas. Las preguntas 1, 2 y 3 estan disenadas para que los estudiantes
aporten la visién que tienen sobre los niimeros complejos. Para extraer esta in-
formacion los ponemos en la situacién de contar lo que saben a un companero.

De este grupo de preguntas destacamos que, a pesar de haber indicado que se
pueden realizar anotaciones en un folio aparte, veinte de las veinticuatro res-
puestas fueron desarrolladas totalmente con un texto, dos fueron acompanadas
de anotaciones de tipo simbdlico y tnicamente en dos respuestas se opté por
representar los ejes cartesianos y representar los nimeros complejos en el plano.

En las preguntas 5 y 6 pedimos expresamente una representacién grafica.
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En este caso, cinco de dieciséis respuestas tuvieron representaciones graficas.
Sorprende que tantas otras respuestas sigan siendo mediante el uso exclusivo del
texto.

Parte matematica

En este apartado clasificamos las categorias de respuesta correcta y res-
puesta incorrecta.

Las preguntas 1, 3 y 7 tienen que ver con los nimeros complejos como solucién
de ecuaciones con coeficientes reales.

De este grupo de preguntas, la 1 y la 3 fueron contestadas correctamente por
todos los encuestados. Sin embargo, es llamativo que la pregunta 7 tuvo variabi-
lidad de respuestas a pesar de que la muestra de estudiantes tienen un nivel por
encima de la media. Esto nos hace pensar que los estudiantes no tienen del todo
claro que los ntimeros reales son un caso particular de los nimeros complejos o
que no consideran las soluciones complejas como verdaderas soluciones.

Las preguntas 4 y 5 estan relacionadas con aspectos conceptuales tales como el
médulo o la parte imaginaria.

Ninguno de los estudiantes tuvo problemas en identificar el médulo (un concepto
con un claro referente visual) como un nimero real. Sin embargo, no identifica-
ron bien la parte imaginaria (la cual tiene una visualizacién menos llamativa).
Parece ser que la palabra imaginario induce a error. Por una parte, se define la
parte imaginaria como un numero real y por otra, cuando pedimos un imaginario
puro, es de la forma bi. Dicha notacién crea bastante confusién.

La pregunta 8 tenia el objetivo de encontrar fallos de concepto a la hora de iden-
tificar los nimeros reales como un caso particular de los nimeros complejos. Se
propuso una serie de nimeros que los estudiantes deben clasificar con etiquetas
no excluyentes.

Nos llama la atenciéon que conforme los estudiantes avanzan en esta pregunta,
indican con menos frecuencia la casilla de es complejo. Aunque la muestra de
estudiantes tenga un nivel alto, si tuvieran claro el concepto de niimero complejo
marcarian dicha casilla en todos los numeros complejos que aparecen.

Las preguntas 2 y 11 buscan obtener informacién sobre el modo de pensamiento
AE. Son cuestiones que normalmente no se tratan en el tema de niimeros com-
plejos en Bachillerato, incluso en algunos Grados en la Universidad, quizas por
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involucrar un razonamiento méas profundo.

En la pregunta 2, uno de los encuestados realizé una demostracion. El resto de
encuestados asumié la conmutatividad del producto o simplemente no entendid
la pregunta. En la pregunta 11, las respuestas se dividieron entre los que senala-
ron que la tercera igualdad es falsa y los que indicaron que no se estaba teniendo
en cuenta la raiz cuadrada negativa.

1.4.2. ;Qué dice el Profesorado?

Para la encuesta al Profesorado, disenamos unas preguntas iniciales so-
bre ensenanza de nimeros complejos atendiendo a dos criterios: el criterio
didéactico y el criterio epistemolégico. La encuesta fue enviada al mismo gru-
po de profesores de control que la encuesta anterior. Solicitamos a dicho grupo
que contestase a las preguntas y que propusiese matizaciones de manera critica,
correcciones e incluso nuevas preguntas. El objetivo era tener unas encuestas lo
mas cercanas a lo que el profesorado con experiencia en dicho tema nos pudiese
orientar y ayudar. Recibimos 8 respuestas del grupo de control. Dichas respues-
tas nos permitieron mejorar cualitativamente la calidad de las preguntas de
la encuestas.

El dia 1 de abril enviamos la encuesta a los miembros de la Sociedad “Isaac
Newton” de Profesores de Matemadticas. Debido a la situacién de emergencia
sanitaria, el Profesorado de Secundaria se vio desbordado y solo dos profesores
contestaron la encuesta. No obstante, teniendo en cuenta que los encuestados de
control son profesores con un buen niimero de alumnos y que no hemos podido
obtener nada mas por la situacién vivida con el COVID-19, decidimos hacer un
breve estudio con los pocos datos de los que disponemos.

Bajo el criterio didactico, nos interesamos por aspectos como el numero de
horas dedicado a dar el tema de Numeros Complejos o por los materiales usa-
dos por los docentes. En este sentido se agrupan las preguntas 1, 2, 3,4, 5 y
6. La media de horas dedicadas por los encuestados es de 9.6 horas. Podriamos
dividir a los encuestados entre los que le dedican menos de dos semanas y los
que le dedican més de dos semanas. No obstante, algunos encuestados del grupo
de menos de dos semanas senalan que para un correcto desarrollo del tema se
requiere mas tiempo.

A la hora de elegir herramientas, todos optan por el método tradicional, aunque
no todos usan vectores. Tres de los docentes indican que usan la Historia para
motivar el origen de los nimeros complejos. Cuatro de ellos indican que utilizan
el GeoGebra y videos ilustrativos para mejorar la atenciéon del alumnado. Los
encuestados tienden a apoyarse en un libro de texto y a complementarlo
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con recursos web y/o apuntes del departamento. Esto coincide con el 4nimo de
esta memoria: una guia para el Profesorado que involucre recursos digitales.

Bajo el criterio epistemolégico agrupamos las preguntas 8 y 9, que tienen que
ver con la percepcion del profesorado sobre la ensenanza y el aprendizaje de los
nameros complejos.

Respecto a estas dos preguntas, resulta llamativo que los encuestados no ma-
nifiestan tener especiales dificultades para ensenarlo, pero entre todos senalan
diversas dificultades en el aprendizaje por parte de los estudiantes. Dos de los
encuestados indican que el poco dominio del dlgebra condiciona a los estudiantes
y otros dos senalan la dificultad del alumnado para manipular nimeros comple-
jos expresados en su forma polar. Un profesor manifesté que a los estudiantes
les cuesta generalizar y asimilar la estructura de cuerpo. Estos aspectos estan
relacionados con el modo de pensamiento AE de Sierpinska y no se suelen tra-
bajar en Bachillerato ni, incluso, en algunos Grados en la Universidad.

Las preguntas 7, 12, 13, 14 y 15 pertenecen a un grupo sobre técnicas o estrate-
gias concretas para ensenar el tema de Numeros complejos.

Respecto a la primera pregunta, sorprende la respuesta de uno de los docentes,
que indica tajantemente que no es posible plantear este tipo de dindmicas dada
la amplitud del curriculo de 1° de Bachillerato. En la segunda pregunta, dos
docentes declaran que no y tres que si. Respecto a las tres ultimas preguntas, so-
lamente hay respuestas afirmativas en la tltima, donde algunos docentes senalan
que lo hacen sin contextualizar.

Por ultimo, agrupamos las preguntas 16, 17, 19 y 11 sobre impresiones y consi-
deraciones de los docentes sobre los niimeros complejos.

Respecto a las dos primeras preguntas, 3 docentes contestan que si y 3 que no
en cada una de ellas. Esto nos hace pensar que no hay unanimidad en estas
cuestiones. En la tercera pregunta 4 docentes contestan que no y 2 que si.

Por ultimo, en la pregunta 20 todos los docentes aportan las herramientas que
consideran utiles. Nombran los siguientes recursos: Motivacién histérica, GeoGe-
bra, manejo de representaciones visuales y manipulacién algebraica. Uno de los
encuestados indica que la clave no estd tanto en los medios concretos, sino que
estriba en la forma de transmitir los conocimientos: Crear la necesidad de defi-
nir los nimeros, definirlos, darles estructura y aplicarlos. Ademas, un docente
senala que para que un concepto sea verdaderamente aprendido, es necesario
reutilizarlo y aplicarlo a situaciones de la vida cotidiana. Esto nos parece
fundamental.
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Objetivos

El objetivo fundamental de esta memoria es realizar una propuesta educa-

tiva para la ensenanza de los niimeros complejos que muestre estos contenidos de
una manera mas profunda, partiendo del conocimiento previo del que disponen
los estudiantes (coordenadas cartesianas) y llegando por si mismos a los concep-
tos de manera guiada y motivados por el desarrollo histérico-epistemolégico de
los ntimeros complejos.

Para ello, hemos establecido que la propuesta contemple los siguientes aspectos:

La dimensidén histdérica de los niimeros complejos: su origen, primeras con-
cepciones, evolucion, discusion y formalizacion. Asi como el recorrido por los
principales autores que han contribuido a su desarrollo.

La historia de los nimeros complejos muestra el gran desafio que supuso
comprenderlos. Sin embargo, es frecuente que la ensenanza de los nimeros
complejos se lleve a cabo sin poner en valor la trayectoria historica de los
mismos, las primeras concepciones que se tuvo de ellos, e incluso el poco
futuro que les auguraban algunos matematicos célebres.

En esta memoria pretendemos contextualizar historicamente el tema de los
nimeros complejos, poniendo de relieve su dificultad epistemolégica, proble-
mas resueltos con ideas que fueron precursoras de los complejos y anécdotas
histéricas notables. De esta manera buscamos humanizar la visién de las Ma-
tematicas y mejorar la disposicién de los estudiantes a aprenderlas.

La informacién histérica queda en manos del docente para aproximarse a
los conceptos desde una perspectiva humana, no necesariamente en el or-
den o en la profundidad tratados en esta memoria. Aunque el desarrollo de
la dimension histérica sea cronolégico, la categoria de implementaciéon que
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proponemos es sobre todo légica, es decir, nos valdremos de la historia para
destacar los procesos de razonamiento que llevaba a cabo la comunidad ma-
tematica de la época con el conocimiento del que disponia.

Las dificultades didacticas y epistemoldgicas que se presentan a la hora
de ensenar y aprender los niimeros complejos.

En este trabajo mostraremos un resumen del desarrollo historico-epistemoldgi-
co de los conjuntos nimericos previos al conjunto de los nimeros complejos.
Con esto buscamos que el profesorado posea herramientas con las que hacer
comparativas y contrastar los conceptos relativos a los ntimeros complejos
con sus conceptos analogos en los conjuntos previos.

Las representaciones visuales mediante el uso de sofware de Geometria
Dinamica y los cambios de representaciones.

Damos una propuesta de exposicion de contenidos cercana a la intuicion del
alumnado por medio de numerosas representaciones graficas trazadas con
software de Geometria Dindmica que precedan a la definicién de conceptos
y propiedades. De esta manera, los estudiantes partiran de algo conocido
(la intuicién geométrica), para darle sentido a las propiedades de los niime-
ros complejos, plantear hipétesis y contrastarlas con las definiciones forma-
les. Para conseguir esto, las cuestiones se plantean desde una metodologia
constructivista [11] en forma de desafios, de manera que el alumnado tenga
momentos de reflexiéon en los que pueda proponer soluciones a los desafios,
transitando entre los modos de pensamiento de Sierpinska [20].

El autoaprendizaje guiado por medio de cuestiones que motiven la defi-
nicién de conceptos e incentiven la curiosidad del alumnado.

En este trabajo hemos tratado Historia y Geometria Dindmica por separado,
aunque queda bajo el criterio del docente combinarlas del modo que mejor le
convenga. Nosotros daremos una propuesta de imparticién de contenidos en el
Capitulo 4.
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Propuesta de Intervencion I: Una mirada
historica de los niimeros complejos

3.1. Dificultades didacticas en conjuntos numeéricos

A lo largo de la Historia, el uso de los niimeros ha precedido siempre a su
formalizacion.
Los niimeros naturales son los primeros
que surgen en la mente humana dada la nece-
) oo o ot ~ sidad de medida y de conteo. Estos nimeros
- - son aprendidos desde etapas muy tempranas
sin hacernos conscientes de sus propiedades
axiomadticas, por lo que no presentan una gran
dificultad en la vida académica del alumno
medio (ver Figura 3.1).
Los ntimeros naturales se han usado a lo largo
de la historia de la Humanidad sin necesidad
de su formalizacién. En [23] se resalta la na-
Figura 3.1: Enumeracién y con- turaleza discreta, creciente e infinita del
teo. conjunto de los nimeros naturales; propieda-
des que el alumnado conoce de cierta forma
pero sobre las que no suele reflexionar.

N

1 2 3 4 5 6

Estos niimeros estdn separados unos de otros. Ademds, sumando 1 infinitas veces
se pueden recorrer todos ellos. Esto no ocurrird con otros conjuntos numeéricos.

Observacion 3.1. El concepto de niimero natural estd tan asimilado que es muy
probable que el alumnado no pueda detectar y verbalizar sus propiedades. Es
conveniente que el docente aproveche esto para generar conflicto cognitivo en el
alumnado, a fin de que este proponga propiedades y dilucide la naturaleza de
estos nimeros.

Los niimeros enteros fueron todo un desafio para los matematicos. A pesar
de ser ampliamente usados para representar deudas (tanto cotidianas como mer-
cantiles), no eran aceptados por la comunidad matemédtica. La formalizacién
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matematica fue ardua. Era preciso definir una suma y un producto. Las leyes de
los signos que usamos actualmente fueron demostrandose poco a poco.

En particular, la ley: menos por menos es mds, fue especialmente complicada de
probar.

La formalizacién del conjunto de los niimeros enteros fue posterior incluso a la
de los irracionales positivos. Histéricamente, tras los nimeros naturales surgio la
necesidad de comparar magnitudes y representar medidas en relacién con otras.

La necesidad humana de dividir la tierra vy
repartir equitativamente los recursos dié lugar

A al concepto de proporcién. Las medidas im-
5 portaban en funcion de su reparto, del gra-
\ . A do en el que una era mas grande que otra.

De modo que pronto surgié la necesidad de
B B B B

comparar medidas. Dichas medidas se asociaron

a numeros originando los numeros raciona-
Figura 3.2: Medidas les.
conmensurables.

Encontrar relaciones de proporcionalidad (ver 3.2) pa-

recia responder a leyes naturales, de modo que se re-
lacioné con la perfeccion. Esto motivé diversas corrientes artisticas e incluso
una manera de concebir el mundo, por lo que los racionales tuvieron una rapida
y amplia aceptacién por parte de la comunidad matematica.

Los numeros racionales se ubican en una recta gracias a los naturales que los

conforman.

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Observacion 3.2. En azul los naturales, en rojo los racionales no naturales.

Los ntimeros racionales surgen de manera natural en la resolucién de ecuaciones
con coeficientes enteros.

1
293—|—1:O:>2:z::—1:>x:_57

3+£v/9-8 1
2x2—3x—|—1=0:>a:=4=>$€{2,1}-

Esto nos dice que las ecuaciones se pueden utilizar para encontrar nuevos ntme-
. 1 . ,
ros, en este caso, encontramos los racionales 33 El conjunto de los niimeros

racionales engloba los nimeros enteros, a los que tienen un numero finito de
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decimales y a los que tienen un nimero infinito de decimales pero con un patrén
concreto de repeticion llamado periodo. En este conjunto, la suma y el producto
de dos racionales vuelve a ser un racional. Esto agradaba mucho a los matemati-
cos de la época y a su concepcién racional de las matematicas.

Los matematicos conjeturaron que la naturaleza era racional, y con esta menta-
lidad pretendian modelizar el mundo. Pronto se encontraron con un obstaculo:
la diagonal del cuadrado.

Esta diagonal (ver Figura 3.3a) no se puede medir en funcién de los lados del
cuadrado, de hecho, suponiendo que cada lado mida 1, el Teorema de Pitagoras
indica que la diagonal debe medir “un nimero cuyo cuadrado resulte 2”,
lo cual fue visto por los mateméticos como una longitud imposible, impensable
o irracional. Sin embargo, se le puso el nombre de raiz de dos y se denot6 por
V/2 para poder trabajar con ella.

192 e .
2 va
B
TJT 1 2 TJT < ;
(a) Diagonal del cua- (b) Abatimiento
drado. de la diagonal del
cuadrado.

Con el abatimiento del segmento AC' (ver Figura 3.3b) es posible ubicar v/2 en
la recta. La posicion del punto F no coincide con la de ningtin niimero racional;
es pues, un numero irracional. Luego no puede expresarse como una fracciéon de
dos enteros.

Los matematicos de siglo XVII, en su empeno por dar un sentido “racional”’ a
los numeros irracionales descubrieron que, del mismo modo que todo nimero
racional puede escribirse de la siguiente manera,

49 1
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Observacién 3.3. Al ser 3'245 un ntdmero racional, el proceso de fraccionamiento
acaba.

Los irracionales podian ser expresados como una fraccién infinita o continua.
Por ejemplo,

1
1
24—

2+

Observacion 3.4. En este caso obtenemos un desarrollo infinito.

De este modo se consiguié dar un sentido “racional” a este tipo de longitudes,
dado que aparece un patréon de repeticién de fraccién infinita en su desarrollo.
Sin embargo, estos niimeros no son racionales.

En Secundaria es usual definir los niimeros racionales como “aquellos niimeros
con un numero finito de decimales o bien una infinidad de decimales que se
repiten”. Esta definicién motiva el uso de los nimeros con finitos decimales para
encontrar una sucesion cuyo limite no sea racional.

En la sucesién

1\"
{ <1 - > } = {2, 27, 271, 2718, 27182, .},
n neN

todos los elementos son racionales, ya que sus expresiones decimales tienen un
numero finito de cifras. Sin embargo, el limite de la sucesién tiene un nimero
infinito de cifras que no se repiten a partir de ningin n y, por tanto, no es
racional. Se define el nimero de Euler como el limite de la sucesion,

1 n
lim <1 + ) =e.
n—o00 n

Los niimeros v/2 y e son ambos irracionales, sin embargo, v/2 es solucién de la
ecuacién polinémica con coeficientes enteros z? — 2 = 0 mientras que e no es
soluciéon de ninguna ecuacién polinémica con coeficientes racionales.
Se dice pues que v/2 es algebraico, mientras que e es trascendente.

La trascendencia de e fue probada por Hermite, mientras que la trascendencia
de 7 es consecuencia del Teorema de Lindemann-Weierstrass. Actualmente, se
desconoce si m + e es trascendente o algebraico.

Observacion 3.5. La existencia de problemas abiertos en matematicas puede ser
un recurso didactico util para que el alumnado no perciba las matematicas como
algo cerrado, completo y totalmente conocido.
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La unién de los racionales con los irracionales dio lugar a los niimeros reales.
Asi, se completo la cadena conjuntos numéricos de la Figura 3.4.

Figura 3.4: Relacién entre conjuntos numeéricos.

Hemos visto que tanto el concepto de nimero irracional como el de niimero ne-
gativo fueron vistos con recelo, puesto que no se podian comprender bien. Con la
construccién del conjunto de los niimeros reales parecia que todo estaba solucio-
nado. Sin embargo, del mismo modo que la resolucién de ecuaciones polinémicas
con coeficientes enteros daba como resultado un nimero no entero, al resolver
las ecuaciones con coeficientes reales surge un nuevo tipo de nimero,

P24+1=0=>22=-1=z=+v—-1.

3.2. Duelos y cibicas: Tartaglia y Cardano

La buisqueda de raices de polinomios ha sido uno de los mayores desafios
de la Historia de las Matematicas. Dada una ecuacién polinémica, las solucio-
nes que involucraban raices pares de nimeros negativos no eran aceptadas por
la comunidad matemaética o bien, se asociaban a sucesos inverosimiles. Aunque
los niimeros complejos aparecen rapidamente a la hora de resolver ecuaciones
cuadréticas como x? + 1 = 0, su origen histérico es otro. Tal y como indica
Rivero-Mendoza en [14]:

“E's completamente incorrecto decir que la aparicion de los nimeros com-
plejos se debid a la imposibilidad de resolver todas las ecuaciones cuadrdticas,
pues los matemdticos de entonces simplemente no se interesaban en ello. La mo-
tivacion real de entenderlos, viene de las ecuaciones ciubicas.”

En el siglo X VT, el algebrista italiano Scipcione del Ferro, en su empeno de hallar
la raiz real de una ecuacién ciibica, comienza a experimentar con el “germen”de
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lo que posteriormente se consolidaria como niimero complejo.

Sea la ecuacién ® — 152 — 4 = 0 (ver Figura 3.5).
Es facil comprobar que z = 4 es solucién de 23 — 15z — 4 = 0,

43 -15-4—4=64—60—4=0.

25
f

Figura 3.5: Grafica de la funcién f(x) = 2® — 15z — 4.

Conociendo esta solucién, Del Ferro planteé el cambio de variable, z = u + v.
Sustituyendo,

23 =152 —4=(u+v)> = 15(u+v) —4=u>+ 0>+ (u+v)(Buv — 15) =4 = 0.

5
Suponiendo que 3uv — 15 = 0, y por tanto v = —, reescribimos
U

3
5
m3—15x—4:u3+v3—4:u3+() —4=0.
U

Multiplicando por u3,
u® —4u® + 125 =0

Despejando u3,

u3:4:|:\/126—500:41\/2—484:2:&@'

Hallamos v3,

v =4—ud=4—(2+£+V—121) =2 F V—12I.
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Luego, si elegimos u® = 2 + /—121,

wtv= /24 VT2 + {2 voI21

En este punto, Del Ferro intuyé con acierto que las raices v/—121 se cancelarian
resultando la solucién real ya conocida x = 4. Para ver esto, plante6 lo siguiente,

4=u4v= i’/Q—i— 11v -1+ {0'/2— 11vV—-1=a+bv—-14+a—bvV—-1=2a=a =2,

y como

(a+bv—1)° =2+ 11V/—1.

Desarollando el cubo y sustituyendo a = 2, obtenemos b = 1 y concluimos

Por tanto,

Niccolo Fontana Tarta-
glia (1501-1557).

a+bv/—-1=2++v—1.

4=24+vV-14+2-+v-1.

La suposicion de del Ferro de escribir z = u +
v era puramente formal. En aquel momento la
teoria de ntmeros complejos no estaba desarro-
llada y las raices que aparecen en sus razona-
mientos, tales como /—121, pueden tener radican-
do negativo. Sin embargo, habia conseguido escri-
bir la solucion z = 4 como suma de dos ob-
jetos matematicos desconocidos hasta el momen-
to.

Del Ferro estuvo a punto de llevarse su método para
resolver cubicas a la tumba. Sin embargo, poco antes
de morir le conté su secreto a su discipulo, Antonio
Maria del Fiore, quien, posteriormente, fue alardean-
do de saber resolver ecuaciones ciibicas por el norte de
Italia. Lleg6 a oidos de del Fiore que un tal Niccolo

Tartaglia estaba trabajando con cierto éxito en la resolucién de la ecuacién
cubica general y decidié retarlo a un duelo. En la Bolonia de la época eran muy
frecuentes los debates publicos entre matematicos, que influfan en el prestigio y
en la ocupacién de plazas en la Universidad.

La comunidad matemadtica estaba expectante ante tal duelo, que consistia en
que cada contrincante debia proponer una lista de 30 problemas a resolver por
el adversario en un plazo de 50 dias. Del Fiore, que como matematico era me-
diocre, solamente era capaz de resolver problemas con las ecuaciones ctibicas
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estudiadas por del Ferro y la lista de problemas que propuso estaba plagada en
su totalidad de cuestiones sobre cibicas.Tartaglia resolvié todos los problemas
planteados por del Fiore, ya que él habia descubierto por su cuenta un método
para resolver las ctbicas de del Ferro tan solo 8 dias antes del duelo. Fiore no
supo responder a ninguna de las cuestiones planteadas por Tartaglia.

Fiore no fue rival para Tartaglia, pero una década después, este tuvo un encon-
tronazo con el médico y también matematico Gerolamo Cardano. Cardano,
que vivia en Venecia, envia a un emisario para contactar con Tartaglia, con el
objetivo de que le contase todos sus secretos sobre cuibicas. Tartaglia se muestra
rehacio pero finalmente cede ante el poder y las riquezas de Cardano. La tnica
condicion que puso Tartaglia a Cardano fue mantener el secreto de sus resulta-
dos, prohibiéndole hacerlo piblico mediante un juramento.

Cardano accede y obtiene los resultados de Tartaglia, con los que avanza en sus
investigaciones sobre cuibicas, obteniendo importantes resultados tal como la re-
solucion de la cubica general.

Sea una ecuacién ctbica ax® 4+ bz? + cx +d = 0, con a # 0. Cardano consigue
reducir la ecuacién cubica general a una ecuacién de la forma

23+ pr+q=0.

Demostracion. Partiendo de az® + bz? + cx + d = 0, a # 0. Dividiendo ambos
términos entre a tenemos

b d
x3+fx2+5x+f:0.
a a a
. . . b
Realizando el cambio de variable z = z — 3a’

b\> b b\ e b\ d
Z3+<Cl)2)z+(2b3bc+d>()
a 3a2 33a3 3a2 a ’

Se concluye que toda ecuacién cibica se puede reducir a una ecuacién cibica de
la forma

B 4pz+qg=0, (3.1)
donde
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O

Por tanto, el estudio de una ecuacién cubica queda reducido al estudio de una
ecuacién de la forma

3+ pr+q=0.

Esta ecuacion es una cibica donde el término cuadrético esta ausente. La forma
de la traza solo depende de p, puesto que ¢ es una traslacion. En la Figura 3.6
se muestran cuatro situaciones en funcién de los valores que tomen p y q.

(c)p>0, ¢g=0. (d)p<0,g>0.

Figura 3.6: f(x) = 23 + px + q.

En este punto, del Ferro supone que la solucién puede escribirse como suma de
dos términos x = u + v.

@+ pr+q=(u+0)’ +plu+v) +q=1+0>+ (3uv + p)(u+v) +q.

Suponiendo que 3uv + p = 0, y por tanto uv = —g.
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3
x3+px+q:u3+v3+q:u37%Jrq:(),

35u
y multiplicando por 2,

3

p
u® + qud — 33 = 0.
Resolviendo,
4 3
W= 33
5 .
Ademas,
4p3 4p3
- - —qi\/q2+3—3_—q:|:\/q2+?
voamn = 2 - 2
Luego,
4p3 4p3
MU= q2+373 s—q:!:\/q2+373
r=u+v= + .

2 2

De este modo, del Ferro llega a la solucién escribien-
do x como suma de dos cantidades que, en funcién
de los coeficientes p y ¢, pueden ser o no numeros
reales.

Cardano y su discipulo Ludovico Ferrari, consiguen
resolver la ecuacion cudrtica general reduciéndola a
una cubica. Cardano y Ferrari ansiaban poder publi-
car todos los resultados de sus investigaciones, pero
Cardano estaba atado al juramento que le habia he-
cho a Tartaglia.

Fiore, que buscaba venganza por su derrota ante Tar-
taglia y sabe de la voluntad de Cardano de publicar
los nuevos resultados, menciona que del Ferro descu-
brié antes que Tartaglia el método para resolver cier-
tos tipos de cubicas y que estaba todo anotado en un
documento del difunto. Dicho documento se hizo publico y Cardano no se vi
atado por el juramento que le hizo a Tartaglia.

Gerolamo Cardano
(1501-1576).

Tras esto, en 1545 Cardano publica “Ars Magna” (El gran arte del Algebm),
texto precursor del algebra moderna que impulsa la carrera del matematico. En
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él, Cardano reconoce la autoria de las ideas de Tartaglia, sin embargo, este no
se lo toma nada bien y comienza una campana de desprestigio y una cadena
de desafios ptublicos contra Cardano. Sin embargo, Ferrari respondié a un duelo
publico en nombre de su maestro, saliendo victorioso. Esto acaba con la carrera
de Tartaglia, quien muere en 1557 en Venecia sin apice alguno de prestigio ni
dinero (ver [7]).

La Historia ha tratado mal a Cardano, al que se le acusa de plagio, esto no
es exacto puesto que en “Ars Magna”, numerosos resultados eran del propio
Cardano y de su discipulo Ferrari, entre ellos destaca la posibilidad de que las
soluciones de las ecuaciones pudieran ser negativas, irracionales o raices de
indice par y radicando negativo.

3.3. Imaginando lo imposible: Descartes y Euler

Vista la inconsistencia de la resoluciéon de la ecuacién cibica por parte
de del Ferro, era necesario dar sentido a las raices de radicando negativo que,
hasta entonces, se veian con escepticismo. El problema se reducia a encontrar un
nimero que multiplicado por si mismo diera negativo o, mas simple, un nimero
que multiplicado por si mismo diera —1.

René Descartes Leonard Euler
(1596-1650). (1707-1783).

1

! Imé4genes extraidas de

=  http://creatividades.rba.es/pdfs/mx/Grandes-Pensadores-MX.pdf
= Calinger, Ronald (1996). «Leonhard Euler: The First St. Petersburg Years (1727-
1741)». Historia Mathematica 23 (2): 154-155.


http://creatividades.rba.es/pdfs/mx/Grandes-Pensadores-MX.pdf
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El célebre matematico francés René Descartes es el primero en utilizar el
término imaginario para referirse a aquellas soluciones de ecuaciones polinémicas
que involucran raices de indice par y exponente negativo. Ademaés intuye que
todo polinomio debe tener tantas soluciones como indique su grado, aunque
algunas sean imaginarias. En el mismo siglo, Gottfried Von Leibniz (1646-1716)
trabajo con igualdades como

4= §/2+11ﬁ+ i/%nﬁ.

Esto suscita un gran asombro en Christian Huygens (1629-1695), con quien man-
tenia habitual correspondencia. Este le responde a Leibniz en una carta.

“Lo que me escribes sobre cantidades imaginarias que, no obstante, cuan-
do son sumadas da una cantidad real, me es sorprendente y totalmente nuevo.
Uno nunca creeria que esto es cierto y debe haber algo escondido en ello que es
incomprensible para mi.”[5]

Observacion 3.6. El asombro que muestra Huygens podria utilizarse con fines
did4cticos. Como se indica en [26], el alumnado podria llegar a empatizar
con la labor cientifica de personajes histéricos a los que la Historia y la cultura
popular da apariencia de genios, pero nunca resalta las dificultades que tuvieron
para desarrollar sus trabajos, asi como sus frustraciones o los grandes logros
que marcaron sus carreras.

El primero en aceptar plenamente /—1 como un niimero fue el ingeniero ita-
liano Rafael Bombelli (1526-1572) quien, tal y como indica Rivero-Mendoza
n [14], desarrolla también el dlgebra necesaria para manipular expresiones del

e
tipo a + bv/—1.

En 1673 el matemético inglés John Wallis (1616-1703) da una interpretacién
geométrica de los nimeros complejos razonando de la siguiente manera:
Sea la ecuacién cuadratica

2+ 20x+c* =0,
su solucién es

z=—-b+ b2 —c2.

Noétese que b seria la hipotenusa de un tridngulo rectangulo, mientras que c seria
uno de los catetos. Como b podria completar el tridngulo de dos formas (ver
3.8a), fijamos S7 y S2 como los dos posibles extremos del segmento de longitud
b (izquierdo y derecho respectivamente).

= Sib? > 2, las soluciones son reales y se pueden representar con un tridngulo
con base en la recta real (ver Figura 3.8a).
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Sy

@ ® W

S x—b Sa r—b
(a) Caso b > ¢*. (b) Caso b* < ¢?.

Figura 3.8: Interpretacién geométrica de Bombelli.

s Sib? < 2, las soluciones no son reales puesto que siguen en el extremo del
segmento de longitud b, que en este caso es méas corto (ver Figura 3.8b).

Con esto, quedo6 claro que las soluciones estaban fuera de la recta real. Esta idea
fue fundamental para poder definir nimeros en el plano.

La aparicién de estos nuevos nimeros suscitaba muchas preguntas: ;Seria posi-
ble hallar el logaritmo de un nimero negativo?; Tendrian relacién estos nimeros
con las funciones trigonométricas? Leonard Euler fue el primero en utilizar la
notacién i = v/—1 y descubrié la identidad e = cos(x) +isen(z) y el caso par-
ticular €™ 4+ 1 = 0 que tuvo como consecuencia la resolucién de dichos enigmas.

En 1707, el matemético francés Abraham de Moivre,
amigo de Newton y Leibniz, introdujo la férmula que
lleva su nombre

e = cos(nz) + i sen(nz)
que integra la Geometria con el Célculo y per-
mite el desarrollo de la aritmética de los nime-
ros complejos, tal y como indica Aznar en

[].

De Moivre aporté importantes resultados en Teoria de
la Probabilidad y en Geometria Analitica. A pesar de
Abraham De  Moivre gy brillantez y de haber sido nombrado miembro de
(1667-1754). la Academia de las Ciencias de Paris, nunca obtuvo
plaza en ninguna universidad.

Cuenta la leyenda que De Moivre predijo la fecha de su propia muerte
mediante calculos estadisticos y analizando su patrén de sueno, acertando para
la perplejidad de sus amigos.
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3.4. La formalizacién: Gauss y Cauchy

Carl Fr,iedrich Gauss dio la primera prueba correcta del Teorema Fun-
damental del Algebra en su tesis doctoral.

“Todo polinomio con coeficientes complejos de grado n > 0 tiene, al menos, una
g ”
raiz.

0 equivalentemente

“Todo polinomio con coeficientes complejos de grado n > 0 tiene eractamente n
raices complejas contando sus multiplicidades.”

Con este resultado, Gauss descubre que las raices de un polinomio pueden “repe-
tirse” o incluso ser complejas. Aun asi, quedaban muchas dudas por solventar y
Gauss traté de establecer reglas que se verificasen tales como la conmutatividad
entre ¢ y un real o el producto de raices de radicandos negativos.

Carl Friedrich Gauss Augustin Louis Cauchy
(1777-1855). (1789-1857).

Habia costado mucho esfuerzo demostrar que, en el conjunto de los nimeros
enteros, el producto de dos niimeros negativos es siempre positivo. Por lo tanto,
pensar en “la raiz cuadrada de menos uno” era todo un desafio que contaba
con el rechazo frontal de la comunidad matemaética. Sin embargo, el matemético
francés Jean-Robert Argand (1768-1822), ubicé por primera vez la raiz cuadrada
de menos uno razonando de la siguiente manera.

Situando los enteros en la recta real y centrandonos en el punto x = 1. La mul-
tiplicacién de = 1 por —1 equivale a un giro de 180° (ver Figura 3.10a) con
respecto al origen. Mas atln, si volvemos a realizar una multiplicacién por —1,
otro giro de 180° llevara el —1 nuevamente al 1 tal y como se ve en la Figura
3.10b.
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Entonces, ;jdonde se encontraria un nimero que multiplicado por si mismo re-
sulte —17 Argand llegd a la conclusiéon de que v/—1 se encontraba en el punto
D de la Figura 3.10c, ya que, otro giro de 90° llevaria D al —1.

(a) Multiplicacién (b) Multiplicacién (¢) Multiplicacién
de 1 por —1. de —1 por —1. de 1 por /—1.

Figura 3.10: Diagrama de Argand para la localizacién de i.

Con esto quedaba por fin localizada la raiz de menos uno y con ella, todo el
plano complejo. La formalizacién de los ntimeros complejos viene de la mano
de William Rowan Hamilton (1805-1865), quien demuestra la correspondencia
biunivoca de los complejos con el plano real.

Con los niimeros complejos bien definidos, Gauss publica un trabajo donde ex-
plica exhaustivamente sus propiedades. De este modo los nimeros complejos
dejaron de ser algo imposible o impensable para ser aceptados por la comunidad
matematica de la mano de Gauss. Por razones histéricas siguen conservando el
nombre de imaginarios. A este respecto apuntaba Gauss:

“Que este tema [los nimeros complejos| haya estado rodeado hasta ahora
de una misteriosa oscuridad debe ser atribuido en gran medida a una notacion
mal adaptada. Si por ejemplo, +1 y —1 y la raiz cuadrada de —1 hubieran sido
llamadas unidades directa, inversa y lateral, en vez de positiva, negativa e ima-
ginaria (o imposible), tal oscuridad podria haber desaparecido.”

En la actualidad, los nimeros complejos con coordenadas enteras se conocen
como los enteros de Gauss:
Z[i| ={a+bi|a,beZ}.
En este punto, queda bien definido el conjunto de los nimeros complejos,
C={a+bi|abeR}

Augustin Louis Cauchy desarrolla enormemente los niimeros complejos al
introducir las funciones de variable compleja siendo uno de los fundadores de la



36 3 Propuesta de Intervencion I: Una mirada histérica de los niimeros complejos

teoria moderna de Variable Compleja junto a Carl Friedrich Gauss, Bernhard
Riemann (1826-1866) y Karl Weierstrass (1815-1897).

¥ I@
a S
(a) Funcién real. (b) Funcién compleja.

Figura 3.11: Comparaciéon de una funcién de variable real y una funcién de
variable compleja.

A diferencia de las funciones reales como en la Figura 3.11a, que transforman
el eje OX; las funciones complejas transforman el plano complejo como en la
Figura 3.11b, pudiendo trazar formas infinitas y autosimilares (ver Figura 3.12).
Estas funciones tienen propiedades asombrosas. Por ejemplo, si son diferencia-
bles son siempre infinitamente diferenciables.

(a) Conjunto de Mandel- (b) Tridngulo de Sier-
brot. pinsky.

Figura 3.12: Ejemplos de fractales.

Los numeros complejos aportaron un conjunto numérico algebraicamente cerra-
do que solventé muchas dudas en el Algebra. También impulsé la Geometria
Fractal (ver Figura 3.12) y aporté una base matemadtica sélida con la que des-
cribir fenémenos fisicos como la electricidad.

Por ultimo, los nimeros complejos forman parte esencial de la investigacion
cientifica actual, aportando la base matematica de la Mecanica Cuéantica.
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! I
Scipcione del Niccolo Cardano y Ferrari resuelven las Cardano
Ferro resuelve Tartaglia ecuaciones, publica
** + px+q=0. vence a ax®* 4+ bx’4ex+d= 0, “Ars Magna™,
Fiore enun ax*+ b +exi+drte=0. provocando el
duelo enfado de
plblico. Tartaglia.
1637 1707 1777
| | |
' | [
Ren‘e Dfsfm?h :la:tl;:ﬁncos Abraham De Moivre Leonard Euler
EE;I;Z;;?I;? se lanzan a &™Inx = cos(nx) + V—1sen(nx). utiliza por
su obra comprender prunera vez la
“La Géométric™. los nimeros notacion
ginarios. i=v-1

1825

Algebra.

Carl Friedrich Gauss

* Formaliza los mimeros
complejos.

* Teorema Fundamental del

Compleja.

Augustin Louis Cauchy
desarrolla la Teoria de
Funciones de Variable

Figura 3.13: Eje cronolégico con los acontecimientos histéricos.
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Propuesta de Intervencién 1I: Conociendo a los
complejos

El material que se desarolla en este capitulo conforma un libro de Geogebra
disponible en el enlace https://www.geogebra.org/m/vkhn8pyb.
La presente propuesta didactica consiste en dar un fuerte soporte visual a los
nimeros complejos. Pero antes de comenzar con su definicién y propiedades, el
alumnado debe llegar a la necesidad de definirlos. Para ello es posible recurrir
a la Historia para hacer ver al alumnado que los niimeros que ya manejan con
soltura (enteros, racionales,...) no siempre han estado perfectamente conocidos
y formalizados.

4.1. ;Doénde se esconden?

La necesidad didactica de definir el conjunto de los niimeros complejos no tiene
por qué coincidir con la histérica; al igual que los enteros y los racionales, los
nimeros complejos surgen de la necesidad de resolver ecuaciones con coeficientes
en un conjunto numérico ya conocido. Basta con usar la ecuacién z? +1 = 0
o cualquier ecuacién de segundo grado con discriminante negativo que, hasta el
momento, el estudiante ha concluido con la frase: no existe solucion real.

Comenzamos por la resolucién de una ecuacién de primer grado con coeficientes
enteros:

5
2:E+5=0:>2x=—5:>x:—§. (4.1)

Notamos que esta ecuacién tiene coeficientes enteros, sin embargo, su solucién
no es entera. Luego, podemos usar la resolucién de ecuaciones para “detec-
tar’nuevos nimeros.


https://www.geogebra.org/m/vkhn8pyb
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El conocimiento previo del que partirdn los estudiantes serédn las ecuacio-
nes de segundo grado y las coordenadas cartesianas. Asi, consideramos la
ecuaciéon

24+v22-4-5 2+.,/-16
2 - 2 ’

En este punto, el alumno terminaba el ejercicio indicando que no existe solucién
real, pero la expresion que resulta se puede manipular para que tenga, al menos,
una parte comprensible por el alumno

V=16  2+4./16- (-1
2j:2 6 _ 26( ) 140y

2?2 —20+5=0=x=

La expresién v/—1 es desconocida hasta ahora, pero se puede manipular con las
reglas del Algebra que los estudiantes ya usan.
Por lo que se tienen dos soluciones,

z1 =142 =1
Ta=1-2y/—1.

Observacion 4.1. Es importante destacar al alumnado que estas soluciones tienen

5
el mismo sentido que tenia z = —g en la ecuacién (4.1).

El primer reto para los estudiantes serda ubicar estas dos expresiones viendo
Unicamente la recta real.

Ayudandose de la parte real que ya conocen y de la nocién de coordenadas
cartesianas, deben ubicar 1 + 24/—1 en el punto (1,2). Para ello, deben hacer
uso del modo de pensamiento AA para encontrar la siguiente equivalencia,

14+2v-1=(1,2).

De este modo se debe llegar a la situacién de la Figura 4.1.
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2 1+2v=1=(1,2)

Figura 4.1: Identificacién de un nimero complejo como un punto en el plano.

Del mismo modo se ubica 1 — 24/—1. Estas cantidades, como indicaba Huygens
en la Seccién 3.3, no son reales, sin embargo, al sumarse se obtiene un nimero
real (ver Figura 4.2).

Se debe destacar que la expresién 1 + 24/—1 es un ntimero al igual que 1, — o

=] w

7y que por comodidad, en adelante llamaremos i a +/—1. En consecuencia,
14+2v—1=1+ 2.

2 1+2v=1=(1,2) P 1+2v/-1=(1,2)
1 1
1=1+0V-1=(1.0)
-1 0 1 2 3 -1 0 —? 2 3
-1 -1
2 o —__ i -2 0 /T — 5
1—2V—1=(1,-2) 1-2/=1=(1,-2)

Figura 4.2: La suma de las soluciones es real.

Llega el momento de la definicién. Un nimero complejo no es un concepto total-
mente nuevo para los estudiantes, que ya han trabajado con puntos en el plano e
incluso los han operado. Con la ubicacién de 1+ 2+v/—1 en el plano, debe quedar
claro que un numero complejo es, simplemente, un punto en el plano, con unas
determinadas coordenadas.



42 4 Propuesta de Intervencién II: Conociendo a los complejos

Lo que cambia con respecto a los puntos en el plano cartesiano es la notacion.
Este cambio viene motivado por simple comodidad a la hora de manipular dichos
puntos o ntimeros complejos.

Observacion 4.2. El adjetivo complejo se debe a razones historicas. Es cru-
cial que los estudiantes comprendan esto para evitar reticencias a la hora de
estudiarlos.

Con esto, el esquema (1.1) del Capitulo 1 queda de la siguiente manera:

ar’ +br+c=0, a#0, (4.2)
—b+ Vb2 — 4dac
T= (4.3)

Estudiando el signo del discriminante A = b? — 4ac:

» Si A=0b%—4ac >0, entonces (4.2) tiene 2 soluciones reales (y por lo tanto,

complejas),
—b+ Vb? — dac
r=—
2a

» Si A =b?—4dac = 0, entonces (4.2) tiene 1 solucién real (y por lo tanto,
compleja) doble,
b
2a’
s Si A=0b?—4ac <0, entonces (4.2) tiene 2 soluciones complejas (no reales),

. —b+vdac —b% i
B 2a '

4.2. Navegando por sitios conocidos

Tal y como vimos en la Seccién 3.1, siempre existe un periodo de tiempo
entre el uso de los nimeros y su formalizacion.

2
Del mismo modo que los enteros —2, 0 o 23 pertenecen a Z y los racionales 3’

9 . . .
- o) 3 pertenecen a Q; existe un conjunto C que contiene a todos los niimeros
complejos.

1+ 24,1 — 2i pertenecen a C = {a + bi | a,b € R}
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Este conjunto funciona igual que el plano cartesiano, por lo que siempre podemos
pensar en coordenadas cartesianas.

(a,b) ¢ a + bi donde i = /—1 y por tanto i* = —1.

Esta nueva forma de ver un punto en el plano nos permitira definir la ope-
racién producto méas adelante.

Re(a +bf) =a
Im{a+bi)=b

a4+ bi
bi

L GEEEEEEEET PR

-1

Figura 4.3: Partes real e imaginaria de un nimero complejo.

Sea a + bi € C, se definen (ver Figura 4.3)

» La parte real de z como Re(a + bi) = a.
» La parte imaginaria de z como Im(a + bi) = b.

Observacion 4.3. Un fallo de concepto muy comun entre los estudiantes es creer
que la parte imaginaria de un numero complejo a + bi es bi. Es importante
hacer hincapié en que esto no es correcto, tanto la parte real como la parte
imaginaria son nameros reales.

Es importante que los estudiantes vean los nimeros complejos como extensién
de los reales, es decir, que vean los niimeros reales como caso particular de los
nimeros complejos. Para ello, pueden ayudarse del GeoGebra y el modo de pen-
samiento SG para detectar que cualquier ntiimero real r se puede escribir como

2 2
r+0¢ encontrando casos particulares como 1 = 1402, 3= f§+0i, om = mw+0i.

Una vez superado este hecho, se procedera a la definicién de nimero real e ima-
ginario puro.

Se dird que a + bi es
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» real si Im(a + bi) =0,
» imaginario puro si Re(a + bi) = 0.

Cuestion: Indica cudles de los siguientes ntimeros son complejos.

3et,
1+ 44,
51,
-3,

© XN WD

Con esta cuestién debe quedar claro a los estudiantes que todos los niimeros
que conocen son complejos, es decir, que real y complejo no son conceptos
excluyentes.

4.3. Salvando las distancias

En el plano complejo, cada niimero estd a cierta distancia del origen 0+ 0.
Para calcular dicha distancia razonaremos como Pitagoras. Del mismo modo que
se calcula el médulo de un vector (a,b) en el plano cartesiano,

(@, 0)[| = Va* + b2.

Dado que los nimeros complejos son puntos en el plano con otra notacion, se
propone a los estudiantes la siguiente cuestién.

¢ Cdomo podriamos redefinir el mddulo para aplicarlo a los nimeros complejos?

1. |la + bil]| = /a2 + (bi)?,
2. |la + bi|| = Va? + b2,
3. |la+ bil| = v/(a + bi)2.

Esta cuestion tiene como objetivo que los estudiantes distingan la parte imagi-
naria de un nimero complejo de bi mediante la identificacién del plano complejo
con el plano cartesiano. Es importante que los estudiantes lleguen por si mismos
a que las respuestas 1 y 3 son incorrectas.

Cuesiones:
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-

Figura 4.4: Relacién pitagorica entre el médulo de un nimero complejo y sus
partes reales e imaginarias.

1. Calcula el médulo de los siguientes niimeros complejos:
a) 1+1,
b) V2+ V21,
c) Q + ﬁi,
2 V2
V6+v2  V6—V2
d) ——+——4
2. Sea z € R. Hallar = para que el médulo de 3 + xi sea v/13.
3. Dado un nimero complejo a + bi de médulo 1. ;Qué relacién existe entre su
parte real y su parte imaginaria?

4.4. El espejo en el eje OX

En esta seccion trataremos de presentar el conjugado de un niimero com-
plejo. Para ello, nos basaremos en el conocimiento previo que los estudiantes
tienen sobre simetrias.

. Cudndo dos puntos A(x1,y1) y B(x2,y2) son simétricos respecto al eje de abs-
cisas?

Esta pregunta debe ser lanzada a los estudiantes para que, partiendo de la no-
cioén intuitiva que ya tienen sobre simetrias, determinen si, por ejemplo, los pares
de puntos de la Figura 4.5, son simétricos respecto al eje OX o no (modo de
pensamiento SG). Posteriormente, deben llegar a la relacién formal entre pares
de puntos simétricos (modo de pensamiento AA).
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-t

-2 °

3

(a) Puntos A(2,2) y (b) Puntos A(2,2) y (c) funtos A(2,2)y
B(2,-1). B(4,1). B(2,-2).

Figura 4.5: Ejemplos para mostrar a los estudiantes.

Dos puntos A(z1,y1) y B(x2,y2) en el plano se dirdn simétricos respecto al eje
OX si sus abscisas coinciden y sus ordenadas son opuestas, es decir, 1 = =2 €

Y1 = —Y2.
Una vez los estudiantes adquieran destreza con esta nocién pasando del modo de
pensamiento SG al AA, se identifica el plano cartesiano con el plano complejo.

(z,y) <> =+ yi

De esta manera, motivamos la definicién de conjugado de un niimero complejo.

2, Z1

1 3 . S

3 o
> 2
o 1

1
A B
4 NG

;

(a) Trazado del (b) Trazado del (c) Trazado de los
punto. simétrico con vectores.
respecto al eje OX.

Figura 4.6: Conjugado de un ntimero complejo con GeoGebra.

Con esto, los estudiantes deben llegar a que el conjugado de un niimero complejo
a + bi es su simétrico con respecto al eje OX a — bi (ver Figura 4.6).

Sea a + bi un ntimero complejo, se define el conjugado de a + bi como a — bi y
escribimos

at+bi=a—b
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Gracias al software de geometria dindmica, los alumnos podrén observar y con-
trolar un nimero complejo mévil, representar diversos nimeros complejos y des-
cubrir sus propiedades. Ver Figura 4.3.

Se plantean tres cuestiones con las que el alumnado debera tratar. El objetivo
es que los alumnos entiendan el plano complejo como una extensién del eje real
y que represente algunos nimeros complejos valiéndose de sus conocimientos
previos sobre coordenadas cartesianas.

Cuestiones

1. Da el conjugado de los siguientes nimeros complejos
a) 1+ 3i,

—1 — i,

1+ 1,

i— 1,

C

—3+7
1+ 9,

b)
)
)
) —
)
)
) i+ 4.

d
€
f
g
h

2. ;Qué relacion guarda el complejo z con su conjugado?
En esta cuestion el alumnado debe descubrir que un nimero complejo y su
conjugado tienen el mismo médulo y dngulos opuestos respecto al semieje
real positivo.

3. (Puede coincidir z con su conjugado?;Y con su opuesto?;Cuando?
En esta cuestion el alumnado debe ver el conjugado como un concepto que
surge al explorar el plano complejo fuera del eje real y que, dentro de este,
nimero y conjugado coincide. Ademas, se pretende que los estudiantes noten
que el concepto de conjugado solo se distingue en el caso de los complejos
no reales, ya que en el caso de los reales los niimeros coinciden con sus con-
jugados.

4. ;Pueden coincidir opuesto y conjugado?;Cuando?
Con esta cuestién se espera que los estudiantes noten que esto solo ocurre
cuando z es imaginario puro.

1 2
5. Sean z1 =7—1, 20 =3+3iy 23 = 3 + §Z Calcula sus médulos y los modulos
de sus conjugados. ;Qué ocurre?

En esta pregunta se pretende que los estudiantes vean que un niimero y
complejo y su conjugado tienen el mismo mddulo.
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4.5. Jugamos con los nimeros complejos

En esta secciéon el alumnado manipulard las distintas operaciones con
nimeros complejos, constatard que efectivamente son extensiones de las ope-
raciones de niimeros reales y realizardn cuestiones de indagacién.

En primer lugar, es necesario determinar cudndo dos niimeros complejos son
iguales, por lo que se plantea como cuestién al alumnado:

s Cudndo dos numeros complejos son iguales?

Los estudiantes pueden recurrir a conjuntos numéricos anteriores como los racio-
nales, donde determinar la igualdad de los nimeros es incluso mas complicado
que en el conjunto de los nimeros complejos. Esto puede servir como alicien-
te para quitar las posibles malas expectativas del alumnado hacia los niimeros
complejos.

Ejercicio:

Determinar € R y/o y € R para que se den las siguientes igualdades.
1. 3+i=x+1,

2. —T—i=uxi—T1,

3. 24+ 2% =249,

4. i+ xi® =5+,

5. 3y+§i:2+i,

6. 24 11i = x + y1,

7. 3x + 8yt =1+1,

8. xm + mi = dy1.

Es importante indicar que no tiene que despejar como si se tratara de ecuacio-
nes de primer grado, sino que traten de manejar el concepto de igualdad entre
nimeros.

Una vez lleguen a la solucién, se formaliza haciendo uso del modo AA. Sean dos
nimeros complejos z = a + bi y w = ¢ + di, dichos nimeros son iguales si sus
partes reales coinciden y sus partes imaginarias coinciden, es decir,

z=w <= a=c, b=d.

4.5.1. Suma y resta

La siguiente construccién de Manuel Sada representa la suma de dos nimeros
complejos como vectores. El alumnado podré ver cémo se verifica la regla de pa-
ralelogramo aunque varien los sumandos. Ademas es posible activar la animacién
que construye el paralelogramo (ver Figura 4.7).

Tras una primera toma de contacto con la construccién, se plantea una serie de
cuestiones al alumnado para que practiquen e indaguen con la suma de niimeros
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J F Bin0mica  s——) Mueve los puntos

( F. Polar J Vector(es) u Cambiar

z,|.+zz=(6 + 5i)

2,~(1'+ 3i)

\2,=(5 + 2i)

Figura 4.7: Suma de nimeros complejos con GeoGebra.

complejos.

Cuestiones

1. Realiza y visualiza las siguientes sumas de nimeros complejos:
a) (5+3i)+ (6+ 41)
(—=3+14)+ (1 —3i)

0 (331 (3 7)

b)

)

d) (0.5 —4i) + (~1.5 — 4)
e) (7—44) + (7+4i)
) (2—=110) + (=2 + 114)

2. ;Qué ocurre al sumar dos reales?; Siempre resulta real?; Puede resultar ima-
ginario?

3. ;Qué ocurre al sumar dos imaginarios puros?;Siempre resulta imaginario
puro?;Puede resultar real?
Las cuestiones 2 y 3 estdn disenadas para que el alumnado observe que, en
particular, la suma de reales es de nuevo un real (ver Figura 4.8a), y esto se
da también en la recta imaginaria (ver Figura 4.8b).

4. ;Qué ocurre al sumar real e imaginario puro?

5. ;Qué ocurre al sumar dos complejos que no sean reales ni imaginarios puros?
Explica el proceso.
En esta cuestion se pretende que el alumno observe cémo es la geometria de
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(/] F Binmica  —— @ oolEoEIED
[ Jrroar [« vectores) [N Cambiar
4
3
2
+
2,%(3+0i)
i) 0 1 3 1 5 5 3
z,5(1+0i) 2,+42,=(4 + 0i)
~ T | Pz

(a) Suma en R.

(/] F Bindmica i@ OO
: F Polar ‘/ Vector(es) u Cambiar
4
34 2420 +30)
2 z,=(0+2)
B Z,50
=2 -1 0 1 2 3 4 5 L] 7 8
-
(b) Suma en Ri.

Figura 4.8: Suma de dos reales y suma de dos imaginarios puros.

la suma de numeros complejos. En primer lugar con una situacién sencilla:
suma de un real y un imaginario puro, donde la suma se realiza trazando un
rectangulo; y en segundo lugar el caso més general: suma de dos complejos
no reales ni imaginarios puros, donde veran que deben usar la ley del para-

lelogramo para situar la suma.

2,=(0 + 4i)

(V) ¥ Binémica @
[ ¥ Polar vectores) ([

Mueve los puntos

2,+2,~(3 + 4)

2,=(3 + 0i)
1 5 5 7

(a) Suma de dos complejos en ejes

distintos.

5

4

2,=(2+30),

(V] F Bindmica @ Mueve los puntos
[ F Polar Vectortes) [l

2,42,=(2 + 2i)

2,~(4 1)

(b) Suma de dos complejos no si-
tuados en ejes.

Figura 4.9: Ley del Paralelogramo.

6. ;Existen dos complejos no reales ni imaginarios puros cuya suma resulta un
nimero real?;Qué ocurre con un nimero y su conjugado?

7. {Existen dos complejos no reales ni imaginarios puros cuya suma resulta un
ndmero imaginario puro?
Con esta ultima cuestién se busca que el alumnado observe que la suma
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de dos complejos no reales ni imaginarios puros puede ser real o imaginario
puro. También deben observar que el caso particular del conjugado no es el
unico para el que se verifica esto.

[7 F BINOMICE o) Mueve los puntos FBINOMICE e Mueve los puntos
[ rpoar (] vecores) [ [(Jrroar (V) vecores) [

5
5

3 2,+2,=(0 + 3i)

2,=(3 + 2i) N 2,=(3 + 2i)

1 2,53 +i)

2,+2,=(4 + 0i)

3 2 4 o 1 2 3 1 5 5 7

-1
-1

N 2;=(1- 2i)

(b) Suma de dos complejos no ima-
(a) Suma de dos complejos no ginarios puros que resulta imagina-
reales que resulta real. rio puro.

8. ¢La suma de niimeros complejos es conmutativa?
En esta cuestién los alumnos comprobaran que cambiando z; por 2z, siempre
se verifica que z1 + zo = 23 + z1. La prueba es

z1+ze=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i=(c+a)+ (d+b)i
=(c+di)+ (a+bi) = 23+ 2.
Una vez el alumnado haya explorado las cuestiones, el profesor senala que lo

aprendido debe ser formalizado. Para ello se valdra de lo que los alumnos ya
intuyan y puedan escribir hasta llegar a la definicién deseada.

Sean los nimeros complejos z =a+bi € Cy w = c+ di € C. Se define la suma

z+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (bi +di) = (a+c)+ (b+ d)i.
Noétese que

» Re(z+w)=a+c,
v Im(z4+w)=0+d.

Para la resta de nimeros complejos se proponen las mismas cuestiones que para
la suma pero con restas. El alumnado debe observar que la operacion resta es
sumar el opuesto que siempre estard visible en la construccion de la Figura 4.11.
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\/ F. Binbmica ® Mueve los puntos

: F. Polar J Vector(es) u Cambiar

0

s 2,=(1+ 3i)

2,=(5 + 2i)

5 5 s 5 & 7 & &
2,-2,=(4-1)

Figura 4.11: Resta de nimeros complejos con GeoGebra.

4.5.2. Una nueva operacion entre puntos

Antes de definir y trabajar con el producto de nimeros complejos, es

necesario ver que, dado un numero real b y la unidad imaginaria ¢, se cumple
que bi = tb y, por lo tanto a 4+ bi = a + ib.
Es importante que los estudiantes no asuman que bi = ib desde el principio. La
propiedad conmutativa que conocen hasta el momento funciona en los niimeros
reales. Al explorar un nuevo conjunto numeérico, es necesario verificar que se
cumplen las propiedades usuales. Sea b € R e i = \/—1 la unidad imaginaria.
Entonces

bi = —i%bi = —i(ib)i = —ii(ib) = —i%ib = ib.
Ejemplos:

. 20 =12,
. 34 7i=3+iT.

La identificacién de los nimeros complejos con pares en el plano permite una
visualizacién rapida para la suma y resta. Sin embargo, no hay definida una ope-
racién producto entre puntos del plano. Esta es la novedad que traen consigo los
nimeros complejos: una segunda operacion con la que trabajar con los puntos
en el plano. Al igual que para la suma, tras una primera toma de contacto con
la construccién de la Figura 4.12, se plantea una serie de cuestiones para que los
alumnos investiguen el comportamiento de los nimeros complejos cuando son
multiplicados.
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(/] F.Binomica. @

Mueve los puntos

[(Jrroar (V] vectores) [l Cambiar (] mrianguios
-
“2l=(-1+7i) ~
.
.
2,=(1 + 30)
2,=(2+1)
S ke w0 & % 4 = e PR 3 D
=
o

Figura 4.12: Multiplicacién de ntimeros complejos con GeoGebra.

Cuestiones

1. Visualiza los siguientes productos de ntimeros complejos:

a) (—2—2i)- (1 + 3)

b) (2 +3i) - (3 — 60)
¢) 5-(—2+1)
d) (3+8i)-i
e) (=1 —2i)- (—1+ 2i).

2. Investiga y explica qué ocurre cuando
a) se multiplica un complejo cualquiera por el niimero 4.

(V) F Binomica e Mueve los puntos
[(Jrpoar (V] vectories) ([ Cambiar () Trianguios
o
s
N
Lm0+ 3
2
g
2,53+ 0)
32 4o T I [ ER]

(a) Multiplicacién de un ntmero

real por i.

53

(b) Multiplicacién de un
no real por i.

Figura 4.13: Multiplicacién de un nimero complejo por .

(V) F Binémica e Mueve los puntos
Orror  Dvesores 60 (] ronaues
ol
5]
A
3
21251 +20)
2,52+ 1)
T2 4 o [ I T T T R A )
,
numero
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Multiplicar un nimero complejo z cualquiera por ¢ equivale a aplicar un
giro de 90° a z. Esto se ve claramente cuando z es real (ver Figura 4.13a)
y es sencillo verlo de manera general (ver Figura 4.13b).

Cambiar 7 por ki con k un numero real sélo incrementa el médulo del

producto k veces.

b) se multiplica un complejo cualquiera por un niimero real (con parte ima-

ginaria nula).

(V) F Binémica @ Mueve los puntos

(rroer ) vecores [ (1] mwanguios

2,2,7(6 +3)

3% 4 o T2

(a) Multiplicacién de un ntimero
complejo por un real.

v) Mueve los puntos
(Jrroar () vecors) [ () Tianguios

(b) Multiplicacién de un nimero
complejo por 1.

Multiplicar un niimero complejo cualquiera z por un niimero real k equi-
vale a aumentar el médulo de z k veces (ver Figura 4.14a). En caso de
que el ntmero real sea 1, el ndmero complejo se queda invariante (ver

Figura 4.14b).

¢) se multiplica un complejo cualquiera por su conjugado.
El resultado de hacer esto es siempre un nimero real positivo, incluso
cuando z se encuentre en el tercer o en el cuarto cuadrante, de hecho
coincide con la distancia del punto z al origen (ver Figura 4.15).

Una vez tratadas todas las cuestiones se define el producto de complejos y veri-
ficamos que efectivamente se cumplen las propiedades que hemos visto.
Sean dos nimeros complejos z = a+bi y w = ¢+ di. Se define el producto como

zw = (a+bi)-(c+di) = ac+adi+bict+bidi = act+adi+bei+bdi*> = (ac—bd)+(ad+be)i.

Noétese que

» Re(z-w)=ac—bd,
v Im(z-w)=ad+ be
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(/) F Binomica @ Mueve los puntos

(V) F.Bin6mica @ Mueve los puntos
(Jrpoiar () veciores) [ () Triénguios [(Jrroar (] vectores) (I (] Trianguios
N 3
) Leti=(0+20)
. 22420
1
!
22,54+ 0)
2,°2,=(8 + 0i) -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B T S TR B S S S S R T T
- -
2,=(2-20) 2477020
= y
(a) Caso a >0, b> 0. (b) Caso a =0, b > 0.

(V) F Binémica @ Mueve los puntos.

(") ¥ polar vectortes) [l [] rianguios F.Bindmica  ——————————@  Mueve los puntos
[(Jrroar [ vectories) [ (] manguios

"

22,75+ 00)
T

[ T T 78 9 1w
=63 +01)
b R E——

2,2,=(9 +0i)

T2 3 4 5 5 7 & 8§ w

(c) Casoa <0, b>0. (d) Caso a <0, b=0.

Figura 4.15: Productos de nimeros complejos por su conjugado.

4.5.3. Cociente

Los numeros complejos se pueden dividir, siempre y cuando el divisor
no sea nulo y el resultado siempre resulta otro nimero complejo. Se plantea
como un desafio definir la divisién de nimeros complejos. Los estudiantes deben
percatarse del uso de la tiltima propiedad vista en el apartado anterior z-z = |2|?
para evitar la unidad imaginaria ¢ en el denominador. Deben llegar a lo siguiente:

z  a+bi a—l—bic—di_(ac+bd)+(bc—ad)i_(ac+bd> (bc—ad)

w  ctdi ctdic—di 2+ d? 2+ d? c? +d?
Tras esto, los estudiantes tendran que implementarlo en GeoGebra de manera
guiada.

Implementacion

1. Se abre una hoja de GeoGebra.

2. Se determina el origen y se le llama O.

3. Se declaran los deslizadores a, b, ¢, y d que oscilen entre los valores —15 y
15.

Ed

.
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4. Se invocan dos puntos llamados z y w. Se reconfiguran para que sus coorde-
nadas sean (a,b) y (¢, d) respectivamente.

5. Se invoca un tercer punto llamado — y se reconfigura con las coordenadas
w

bd bc— ad
calculadas en el apartado anterior: <Z§:::d2, cg—i—zp)

Cuestiones

10 7

1. Explora el caso real. Realiza las siguientes divisiones: R

-3 ;

—.;Qué

-3
ocurre?

2. Realiza las siguientes divisiones.

i
a) 5
(3
b) —.
)4'
i
c) =
i
d) -
)i2+'
—2+1
e) T
—241
5=
—241
9 o
B 72+Z..
-2+
N —2+1
i) T
N —O+ 3
9
-5+ 3¢
B
-5+ 3¢
1) —

3. ;Qué ocurre al dividir un numero entre un nimero real mayor que 17;Y
menor que 1?7;Y entre 17
Con esta cuestién los estudiantes deber ver que esto se traduce en una ho-
motecia inversa a la del producto (ver Figura 4.16).

4. ;Qué ocurre al dividir un nimero entre —17

5. ;Qué ocurre al dividir un ntimero entre i7;Y entre un multiplo de 7
Con estas preguntas se busca que el alumnado descubra que dividir es tan-
to como girar en sentido contrario al producto y que cuando mayor sea el



4.5 Jugamos con los niimeros complejos 57

w

0 1 2 u.‘,v 4 PE— " B B 3 5

-
-

(a) Caso w > 1. (b) Caso w < 1. (c) Caso w = 1.

Figura 4.16: Homotecia inversa a la del producto.

modulo del divisor, menor serd el médulo del resultado (ver Figura 4.17).

2 z P
20
t. /
4
P B
s Y
" ]
g 0 3

= w N

-

(a) Cociente ? (b) Cociente 2% (c) Cociente —LZZ

Figura 4.17: Cociente entre multiplos de 1.

6. ;Qué ocurre al dividir un niimero entre si mismo? (ver Figura 4.18b)

7. {Qué ocurre al dividir un nimero entre su opuesto? (ver Figura 4.18¢)
Con estas dos preguntas se pretende que los estudiantes noten que la di-
visién de nimeros complejos sigue conservando sus propiedades esenciales:
la divisién entre s{ mismo es el entero 1 y entre su opuesto resulta —1 (ver
Figura 4.18).

Ademas, todo nimero complejo no nulo tiene inverso, es decir, dado un ntmero
complejo z # 0 4+ 0i, siempre existe otro ntimero complejo z~! € C tal que
z 271 =1.

No es posible visualizar este hecho, vedmoslo analiticamente.

Sea z = a + bi # 0+ 0i.

1 a

—b
= + 1, se verifica que
a2 +0v2  a?2+0b2 v d

Tomando el niimero complejo z~
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£ _ Z_ F o
(a) - == (b) - = 1. (c) — 1.
Figura 4.18: Extension del cociente de niimeros reales.
2 p2
-1 _ . a b . _a +b . .
z-z = (a+bi)- <a2+b2 +a2+b2z> =i =1+ 0i.
Es posible que algiin estudiante apunte que
1 1 1 a—bi a—bi a —b

zT T =—= = =

z a—i—bi:a—i—bi.a—bi_a?—&—b?_

EIR iR

Este hecho, aunque sea 1til, no es un buen razonamiento, puesto que a priori el
inverso de un elemento no se obtiene dividiendo 1 entre dicho elemento.

Cuestiones
1. Calcula
)1+2i
a
3T3z’"
—1—3
b -
)—4—1—2"
) VI
g 2
Z .
2. Seazx € R, z = %, hallar = para que |z| = /5.
Solucion
! I L R PR 4GS Y [ R I
1—i 1—i 1+ 2 4 4
—1)2 1)2 222 4+ 2
Gl N ) i S L e T Y

4 4 4
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4.6. Representaciones

En la encuesta realizada al alumnado se realiz6 la siguiente pregunta.

7. ¢(Hay algin concepto relacionado con los nimeros complejos que te
parezca especialmente complicado? ;Cudal? Explica tu respuesta.

A lo que un alumno contesté:

“La relacion entre los numeros complejos y la trigonometria. Al dar la
Formula de Moivre de forma prdcticamente anecddtica, no hay una relacion cla-
ra entre ambos elementos.”

Otro de ellos afirmé:

“Creo que facilitaria mucho a la hora de entender las formas de expresar
un numero complejo el manejo de otros tipos de coordenadas como las polares,
que normalmente se empieza a ver mas a fondo posteriormente a los complejos.”

En esta seccién trataremos de establecer las principales representaciones de
nimeros complejos y plantear cuestiones que favorezcan que los estudiantes pa-
sen de una representacién a otra y, con ello, de un modo de pensamiento a otro.

Para desarrollar con éxito esta parte, es necesario que los estudiantes tengan no-
ciones recientes de trigonometria. Proponemos un pequeno recordatorio de las
razones fundamentales y sus relaciones maés relevantes.

Se dice que un triangulo es rectangulo si tiene un dngulo de 90°. Los matemati-
cos se dieron cuenta de que, al aumentar un triangulo rectangulo por medio de
tridngulos semejantes, se producia un cambio en las dimensiones del triangulo,
pero no las relaciones entre ellas. En particular, notaron que la relaciéon entre
cada cateto con la hipotenusa permanecia invariante ante homotecias. En defi-
nitiva, dichas relaciones dependian unicamente de uno de los dngulos no rectos
del tridngulo.

Fijado un tridngulo rectdngulo como en la Figura 4.19a, entonces la relacién
3

entre el cateto opuesto y la hipotenusa es de —. Si aumentamos las dimensiones

de los catetos proporcionalmente, los tridngulos resultantes seran semejantes

(ver Figura 4.19b). Con esto, la relacién entre catetos opuestos a 6 con respecto
a las hipotenusas es invariante, es decir,

CcO 3 6 12

hip 5 10 20
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z Hipotenusa

Catdto opuesto N Hipotenusa

f

: - I

e 1Catet§ cont\g3uo ? b -2 0 2 4 6 10
1 Cateto contiguo

1 :

: -2
H

(a) Tridngulo rectdngulo de base 4 (b) Tridngulos semejantes.

y altura 3.

Dado que la relacién se repetia en todos los tridngulos semejantes, se definio el
seno de un angulo 6 como la relacién entre el cateto opuesto de 6 y la hipotenusa,
y se escribe

CO
sen(f) = —.
hip
Del mismo modo, observamos que la relacién entre el cateto contiguo y la hipo-
tenusa es también invariante al aumentar proporcionalmente las dimensiones.
cC 4 8 16

hip 5 10 20 7

A este invariante se le llamé coseno del angulo 6, y se escribe

CC
cos(f) = —.

hip
Dado que fijado un dngulo 6, las razones sen(f) y cos(f) son constantes, su
cociente también es constante y se le llamé tangente de 6,

CO
_sen(d)  hip CO  |AB]
tan(9) = cos(§)  CC — CC  hip "’
hip

donde |AB]| es la longitud del segmento AB (ver Figura 4.20).

Con estas tres razones fundamentales podemos estudiar los niimeros complejos
con unas nuevas coordenadas.
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Hipotenusa

Cateto
opuesto

-2 0 2 6 0 12

4
Cateto contiguo

Figura 4.20: Construccién de la tangente.

4.6.1. La forma polar

Un mismo nimero complejo puede ser representado de multiples formas,
la que hemos visto hasta ahora (bindmica y cartesiana) es andloga a la repre-
sentacion de puntos con coordenadas cartesianas donde los parametros a y b
determinan el nimero complejo z = a + bi.

z=a+b

I s

LT 1 2 g 3 / 6 7
=l

Figura 4.21: Médulo y argumento de un nimero complejo z.

Sin embargo, z viene determinado de manera tnica también por su médulo y
el angulo que forma con el semieje real positivo OX. Un buen ejercicio para
introducir esto es proponer al alumnado que determine un niimero complejo z
sin utilizar las coordenadas cartesianas.
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Figura 4.22: Funcién arcotangente.

Dicho ejercicio se puede plantear como la resolucién de un caso particular senci-
llo, por ejemplo, obtener geométricamente el médulo y el argumento de z = 1+
y tratar de caracterizar z mediante tales pardametros.

Una vez el alumnado vea que es posible ver un nimero complejo usando su
médulo y el dngulo, se plantea como un reto descubrir la relacion entre las
coordenadas cartesianas (a,b) y la forma polar de un niimero complejo (r, ).

Los estudiantes deben percartarse de que pueden aplicar el Teorema de Pitdgo-
C
ras para hallar el médulo y la definicién de tan(f) = CC para relacionar las

coordenadas de la forma binémica con el dngulo (ver Figura 4.26). Con esto, el
alumnado tendria que pasar del modo SG al modo de pensamiento AA.

b
Se debe llegar a que tan(f) = —.
a

4.6.2. Despejar la tangente

Para despejar 6 es necesario utilizar la funcién arcotangente (ver Figura
4.22). Dada la relacién del dngulo con la tangente en funcién de su cuadrante,
el angulo 0 se despeja de la siguiente manera,

b
arctan () si a>0, b>0 (Primer cuadrante),
a

b
arg(z) = 6 = < arctan (a) +7 sia<0,beR (Segundo y tercer cuadrante),

b
arctan () + 27 si a>0, b<0 (Cuarto cuadrante).
a
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a0, anie) “arb

b> 0. (b) Caso a <0, b > 0.

| tan(0)

a+ bi,

tan(6)

(c) Casoa <0, b<0. (d) Caso a >0, b<0.

Figura 4.23: Expresion de los dngulos segin el cuadrante.

Calcular el argumento suele ser una cuestion dificil para los estudiantes. Propo-
nemos visualizar con el GeoGebra para que el alumnado ubique el arcotangente
de 0 y note que hay que sumar las cantidades 7 y 27 segin el cuadrante (ver
Figura 4.23) en el que se ubique el nimero complejo.

Una vez encontrado el angulo, se le bautiza como argumento de z y se debe
concluir lo siguiente,

z=a+bi = |2]arg(s)-

A esta ultima expresion se la llama forma polar de un nimero complejo z.

Cuestiones:

1. Convertir los siguientes niimeros complejos en su forma binémica a su forma
polar.
a) i,
b) 2i,
c) 3i,
d)

_i7
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;, Qué relacion ves entre los nimeros complejos que tienen el mismo argu-
mento?

Con esta cuestion se pretende que el alumnado observe que los numeros
complejos que tienen el mismo argumento estan en la misma semirrecta que
pasa por el origen, es decir, uno es homotecia del otro.

(Qué relacién hay entre los médulos de z1, zo y 21 - 227, Y entre sus argu-
mentos?

El alumnado debe encontrar, al menos, la relacién que se da entre los dngulos
de los ntimeros complejos que se estan multiplicando. La relacién entre los
médulos la pueden hallar probando ntimeros enteros sencillos como médulo
de los vectores.

. Visualiza y comprueba el resultado de los siguientes productos de niimeros

complejos:

a) 5300 - 11500
) 3150 - 2750

) 8150 - Lgge

) 500 M 2450

) 4ggo por su conjugado.
) 31500 por su opuesto.

. Sabrias ahora explicar el motivo de lo que ocurre cuando

a) se multiplica un complejo cualquiera por el niimero i.

b) se multiplica un complejo cualquiera por un nimero real (con parte ima-
ginaria nula).

¢) se multiplica un complejo cualquiera por su conjugado.

Con estas cuestiones se espera que el alumnado llegue a las siguientes conclusio-

nes.

Sea un ndmero complejo z € C.
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Multiplicar z por la unidad imaginaria ¢ equivale a incrementar 90° el argu-
mento de z (ver Figura 4.24).

() £ Bindmica @ Mueve los puntos
vectores)  (IEl () mrianguios
2
.
1IW‘
) E 0 e 2 3 0 B

(a) Multiplicacién de 1 por .

("] ¥ Bin6mica

—
() vectores) (I

Mueve los puntos

(] Tridngulos

(b) Multiplicacién de un nimero

real por

1.

Figura 4.24: Multiplicaciéon de un nimero complejo por i en forma polar.

Multiplicar z por un nimero real a equivale a incrementar el médulo de z.
(Homotecia)

Una vez el alumnado observe el comportamiento de la forma polar y note su
conveniencia para multiplicar nimeros complejos el alumnado debera plantear
férmulas candidatas hasta que alguien dé con el resultado.

Sean dos nimeros complejos en forma polar |z|q, |w|g. El producto de ambos se
realiza multplicando sus médulos y sumando sus argumentos, es decir,

: F. Binémica

e
[+ ]

:./ Vector(es)

Mueve los puntos

J Trigngulos

(a) Multiplicacién de 1 por .

[ ¥ Binmica

—
() vectortes) [

Mueve los puntos

() Trianguios

a5°

(b) Multiplicacién de un nimero
real por i.

Figura 4.25: Relacién entre los factores y el producto.
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|2l - [wls = (|2] - [w])atsp-

Llegados a este punto, seria interesante que el alumnado reflexionase sobre la
potenciaciéon de niimeros complejos con el objetivo de que la vean como un caso
particular de producto (al igual que ocurre con el producto en conjuntos numéri-
cos ya conocidos). Para ver esto se puede recurrir a la visualiacién geométrica.
En caso de que el alumnado haya adquirido destreza usando el modo de pensa-
miento AE se puede ver rdpidamente que si |z|o = |w]|g, entonces

[2la - Twls = l2la - [2la = (2] - [2Data = |2]30-

4.6.3. La forma trigonométrica. Férmula de De Moivre y potencias

Hemos visto que, al salir de la recta real, los conceptos estan muy rela-
cionados con la geometria del plano. En particular la Trigonometria juega un
papel importante a la hora de estudiar los niimeros complejos. De hecho, las
razones trigonométricas aportan una nueva forma de representacién de nimeros
complejos.

En la seccién anterior se proponia que el alumnado obtuviese las siguientes re-
laciones

2] = Va2 + b2

arg(z) =0,

b
donde tan(f) = —.
a

Si de estas ecuaciones despejamos a y b en funcién de |z| y de arg(z) (modo de
pensamiento AA) se obtiene

a = |z| cos(6)
b = |z|sen(6).

donde 6 = arg(z).

También puede obtenerse usando el modo de pensamiento SG con las definiciones
de seno y coseno de un dngulo (ver Figura 4.26).

Si sustituimos en la forma binémica de z obtenemos

z=a+bi =|z|cos(0) + |z sen(0)i = |z|(cos(f) + isen(H)).
Asi, tenemos la expresion trigonométrica de un nimero complejo

z = |z|(cos() + isen(h)).
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z=a+bi

I et

hiHe 1 23 } 5 7
it

Figura 4.26: Deduccion de a y b.

Esta representacién puede servir como un puente entre el modo de pensamiento
SG y el modo de pensamiento AA, ya que combina la visualizacién geométrica
con representaciones simbdlicas que tienen que ver con los angulos.

., Cuéndo son iguales dos niimeros en su forma trigonométrica?

Esta pregunta puede ser planteada por el docente para la reflexién por parte del
alumnado. Por analogia con la forma polar, esto ocurre cuando sus médulos son
iguales y sus argumentos se diferencian en multiplos de 27, es decir,

|z|(cos(a)+isen(a)) = |w|(cos(B)+isen(B)) <= |z| = |w|, a = f+2km, k € Z.

La forma trigonométrica es una representacion que involucra al seno y al coseno
del argumento. Es conveniente su uso para multiplicar complejos dado que es
analoga a la forma polar: los médulos se multiplican y los argumentos se suman
(modo de pensamiento SG).

|z|(cos(a) +isen(a)) - |w|(cos(B) +isen(B)) = |z| - |w|(cos(a+ B) +isen(a+ 3)).
Consecuencia de esto es la Férmula de Moivre para calcular potencias de niimeros
complejos.
Sea z = |z|(cos(#) + isen(f)) y n € N. Entonces

2™ = |z|"(cos(0) + isen(0))"” = |z|" (cos(nb) + isen(nd)).

Cuestiones

1. ;Son ciertas las siguientes igualdades?
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a) cos (g) + isen (g) = cos (5277) + isen (5;),
b) cos (927T> + isen (g) = cos <527T) + isen (g),
¢) 3cos (g) + 3isen (g) = Cos <527r) + isen (g)

2. Calcula las siguientes potencias

a) (cos (112) +isen (%))20,

b) (;ﬁ + ?z) ,
¢) (1 —+/3i)°.

3. Utilizar la Férmula de Moivre para deducir las férmulas para las razones
trigonométricas del angulo doble: sen(2a) y cos(2«).
Esta cuestion puede resolverse en caso de que los estudiantes no puedan ha-
cerlo. En tal caso, servird de motivacién para la siguiente.

Solucion
Segin la Férmula de Moivre:

2

(cos(a) + isen(a))” = cos(2cr) + isen(2a).

Por otro lado, utilizando el Binomio de Newton,
(cos(a) +isen(a))? = cos?(a) + 2 cos(a) sen(a)i + i sen’(a).
Igualando ambas expresiones y agrupando partes reales e imaginarias,
cos(2a) + isen(2a) = (cos?(a) — sen’(a)) + 2 cos(a) sen(a)i.

En este punto, los estudiantes deben notar que pueden hacer uso de la igual-
dad de niimeros complejos en forma binémica. Puede ser una pista en
caso de que los estudiantes no sepan avanzar.

cos(2a) = cos?(a) — sen?(a),

sen(2a) = 2 cos(a) sen(a).

O

4. Utilizar la Férmula de Moivre para deducir sen(3a) y cos(3«).
Con este tipo de ejercicios se muestra a los estudiantes que los niimeros com-
plejos aportan también resultados en otras ramas de la Matemadtica. Estas
cuestiones se pueden reutilizar en temas o cursos posteriores para que los
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estudiantes tengan que volver a emplear los complejos y fomentar asi que el
tema no se olvide.

5. Escribir en forma trigonométrica el siguiente niimero:

_V6+V2 V62,
z = 1 + 1 1,

y calcular 23, expresidndolo en forma binémica.

4.7. Radicacion de ntimeros complejos

La idea del calculo de raices enésimas puede extenderse al conjunto de los
nimeros complejos, donde un radical de indice n tiene siempre n raices distintas.
Se plantea como un desafio llegar a la férmula de las raices enésimas de un
nimero complejo. Se muestran dos manera de presentar este concepto.

» Usando la férmula de Moivre (modo de pensamiento AA).
»  Manipulando las raices complejas con el GeoGebra (modo de pensamiento

SG).

Sean z = |z|(cos(0) +isen(f)) y n € N, usando la férmula de Moivre y teniendo
en cuenta que el seno y el coseno son funciones 2m-periédicas:

7= 2l/n = {|Z|1/n (COS (“2’”) +isen (“2’”)) ’ O<k<n— 1},
n n
(4.4)

Manipulando las raices complejas con las siguientes cuestiones se puede razonar
geométricamente.

Cuestiones

1. Obtén las raices cuadradas de 1. {Qué ocurre? (ver Figura 4.27a)

2. Obtén las raices cuadradas de i. {Qué ocurre? (ver Figura 4.27b)
Con estas cuestiones se pretende que los estudiantes partan de lo que ya
conocen (raices cuadradas reales) y extiendan dicho concepto a cualquier
ntimero complejo, comenzando por 1, continuando con ¢ y acabando con di-
versos numeros complejos. Ademas, si zg es una de las raices complejas de
z, entonces girar zp un dngulo de 180°, es decir, |zg|(cos(m) + isen(w)) es la
otra raiz cuadrada de z.
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c 02 2 , by )
(] vectores s (] vecores
- ) comortin (] corsersn
:‘/: .. . () poigon
P=0+i
e
ovu P=1+0i 1 1 2 3 4 5
(a) Raices cuadradas de 1. (b) Raices cuadradas de i.

Figura 4.27: Mecanismo de David Andino para la radicacién de nimeros com-
plejos.

3. ;Qué tienen en comun las raices cuadradas de 1 con las de i?
En esta cuestion los estudiantes deben notar que las raices de ambos niime-
ros tienen el mismo médulo.

4. Obtén las raices cubicas de 1. jQué ocurre? (ver Figura 4.28a) Comprueba
que las raices cuibicas determinan los vértices de un un triangulo equildtero
en el plano de Argand.

Con esta pregunta trabajamos el modo de pensamiento SG.

5. Obtén las raices cibicas de i. (Qué ocurre? (ver Figura 4.28b) Verifica que
efectivamente son raices.
En esta cuestion los estudiantes deben descubir las dos raices ctbicas de
1 que desconocian hasta el momento y calcular las tres raices cubicas de
la unidad imaginaria. Ademads, si zg es una de las raices complejas de z,
entonces girar zyp un angulo de 130°, es decir,

77 77
— 427 — 427

z1 = |20| | cos QT +isen [ 2 3 ,
g+47r E+47T

29 = |20] | cos S + isen S ,

son las otras raices cubicas de z.
6. ;Qué geometria representan las n raices enésimas de cualquier niimero com-
plejo?
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c n=s (& : = =
- —
— . !( Vectores
: (o] vocers (] coortmes
- Coordenadas ,J\ Poligond
. (] Poigono ¢ =
:
de=o
: =7
€U Ny
Z
(a) Raices cibicas de 1. (b) Raices ctibicas de 1.

Figura 4.28: Radicacién de ntimeros complejos.

En esta tltima cuestion los estudiantes deben notar que el indice n del ra-
dical determina el nimero de vértices del poligono regular que determinan
las raices.

7. Calcula

0) VIT7,
\% 67
2\/51,

+ V2,

(3 %),

Sabiendo que el indice de la raiz indica el nimero de partes iguales en las que
tenemos que dividir el dngulo, que siempre se forma un poligono regular y que el
seno y el coseno son funciones 27-periédicas, se tiene también la ecuacién (4.4).

=
—_

)

&l\?
S

) v
)
d)
) {

e

4.8. Aplicaciones

En esta secciéon propondremos algunas aplicaciones de los niimeros comple-
jos. Seran féciles de resolver mediante el modo de pensamiento A A, pero servirdn
como introducciéon a cuestiones relacionadas con el modo de pensamiento AE.

4.8.1. Raices cubicas conjugadas

“Si dos numeros complejos son conjugados, las raices cubicas de uno serdn
conjugadas del otro (y viceversa)”.
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Supongamos que u® y v* son complejos conjugados,
u® =a+bi, v* =a—bi (4.5)

es decir,

uw€ Quo=la+bilg, ur=]a+bilgor, us=]a+bilg
3

3 3

por otro lado,

ve v = a+bil_g, vi=]a+bi| g op, v2=Vlatbil_g 4y
3 BE 3

Veamos que cada raiz ug, ui, us es conjugada de alguna raiz vy, vy, vs.
Es claro que 49 = vg. Por otra parte,

0+ 27 —9—27r+2 —0+4r a ;
— = e — =
3 3 3 tT
y por tltimo,
—0+47T—_0_47T+27T—_0+27T:>12 .
3 3 B 2o

Concluimos asi que las soluciones u y v de (4.5) son complejos conjugados.

‘¢ w=a+bi

Uy ug

(5 )

Figura 4.29: Dos complejos conjugados y sus raices cibicas.
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4.8.2. Recintos imposibles: El Problema de Cardano

El Problema de Cardano dice lo siguiente:
“Encontrar dos numeros de tal forma que su suma sea 10 y su producto 40.”

Un enunciado equivalente para estudiantes que piensen de una manera mé&s
geométrica (ver Figura 4.30) serfa:

“Determinar las dimensiones de un cuadrildtero tal que su perimetro sea de 20
unidades y su drea de 40 unidades cuadradas.”

Figura 4.30: Planteamiento geométrico del Problema de Cardano.

Solucion
Planteamos las ecuaciones que determinan las dimensiones del cuadrilatero,

2(z +y) = 20,
(4.6)
zy = 40.

Despejando y de la primera ecuacion y sustituyendo en la segunda, obtenemos
la ecuacién cuadratica,
z® — 10z + 40 = 0.

Resolviendo,

10 £v102 —4-1-40
T = 5.1 =5++v-15.

Tomando z = 5++/—15, se tiene que y = 10—z = 10— (5++/—15) = 5—+/—15.
Comprobamos que efectivamente el par (z,y) = (5 +v/—15,5 — v/—15) es solu-

cién.
20@+y) =2+vV-15+5—+/-15) =2-10 = 20,

zy = (5+v/—15) - (5 — v/=15) = 52 + 15 = 40.
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Es decir, las “medidas” del cuadrilatero son complejos no reales, por lo que no
existe un rectdngulo como el de la Figura 4.30 satisfaciendo (4.6).

4.8.3. Siempre existe soluciéon

El hecho de poder extraer todas las raices de un radical permite resolver
ecuaciones de segundo y tercer grado donde los coeficientes son nimeros com-
plejos.

En particular, cuando los coeficientes son reales, las soluciones complejas no
reales aparecen por pares, es decir, si un nimero complejo no real z es solucién
de una ecuacién, entonces su conjugado z también es solucién de dicha ecuacién.
Este hecho puede utilizarse para consolidar el conocimiento que los estudiantes
tengan sobre la resolucién de ecuaciones y el estudio de funciones polinémicas.

Cuestiones

1. Sean z € R y z € C. Resuelve las siguientes ecuaciones. Especifica si las
soluciones son reales y/o complejas y resuelve si es posible.
a) > +1=0,
b) 22 —2r+5=0,
¢) 22— (3+1i)z+4=0,
d) 22425 —2(z — 5i) = 0,
e) 22+2z2+5=0.

2. Factoriza los polinomios de la cuestién anterior.
Estas dos cuestiones tratan de que los estudiantes comiencen a resolver ecua-
ciones algebraicas de todo tipo y que analicen sus soluciones.

3. Sabiendo que z = —1 es solucién de la ecuacién x> — 322 4+ 9z + 13 = 0,
calcula sus otras soluciones. ;Qué puedes decir de ellas?

4. Sabiendo que una ecuacién de tercer grado con coeficientes reales tiene dos
raices reales. ;Qué se puede decir de la tercera solucién?

5. Sabiendo que una ecuacién de tercer grado con coeficientes reales tiene dos
raices complejas no reales. ;Qué se puede decir de la tercera solucién?

6. Si zg es una solucién compleja no real de un polinomio de tercer grado con
coeficientes reales, ;qué se puede decir del resto de raices?

7. Da un polinomio de grado 3 con coeficientes reales tal que z = —1 — i sea
cero de dicho polinomio y tenga coeficiente principal 3.
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8. Da un polinomio con un cero real y dos complejos que no sean complejos
conjugados. ;Qué ocurre?

El objetivo fundamental de estas preguntas es que los estudiantes noten que al
solucionar ecuaciones polinémicas con coeficientes reales de cualquier grado, las
soluciones no reales aparecen por pares, por lo que es posible obtener informacién
de las ecuaciones de tercer grado con coeficientes reales conocida una solucién.
Ademas, es posible construir polinomios con coeficientes reales combinando ade-
cuadamente los binomios que los componen.

4.8.4. Movimientos en el plano

Una vez vistas las propiedades de las operaciones con nimeros complejos
(traslacién, giro y homotecia), veremos una aplicacién directa moviendo objetos
en el plano.

A

-6 5 4 2 10 1 2 3 4

L4 B 2 4

(a) Pelota y deslizador t. (b) Martillo y deslizador t¢.

Figura 4.31: Movimientos en el plano con las applets de GeoGebra.

En la primera applet: Rebote, se muestra a los estudiantes una circunferencia y
se les pide que reconfiguren su centro sumandole i - ¢, siendo ¢ un deslizador de-
finido entre 0 y 1 (ver Figura 4.31a). Con esto, la “pelota” oscila en el rango [0, 7].

En la segunda applet: Martillo, se muestra la construccién de un martillo que
depende de un punto (ntimero complejo) z. Se pide a los estudiantes que re-
configuren z multiplicdndolo por i¢, de manera que cuando ¢t =0, =" =1y
cuando t = 1, i* = i' =i (ver Figura 4.31b). Asi, se consigue una transformacién
continua (en este caso, un giro) que simula un martillazo.
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En la tercera applet: Homotecia, se muestra la construcciéon de una figura
geométrica que depende de un punto (ndmero complejo) z. Se pide a los es-
tudiantes que reconfiguren z multiplicindolo por ¢, parametro que varia entre 0
y 10. De este modo la figura aumenta o disminuye dependiendo de si t € (0,1)
osit>1) (Ver Figura 4.32).

5 ('v I s ‘519 e
4 " Z 4
o | .
O L L O O,
(a) Caso t = 1. (b) Caso t > 1. (c) Caso t € (0,1).

Figura 4.32: Homotecias dependientes del parametro t.

De este modo, los estudiantes relacionaran los nimeros complejos con la dinami-
ca.

4.8.5. Los conjuntos de Mandelbrot y de Julia

Para cerrar el Libro, introduciremos el concepto de fractal mediante dos
applets en las que se definird el conjunto de Mandelbrot como una regién en el
plano complejo en la que se cumple cierta propiedad.

Vamos a crear un fractal utilizando la funcién F.(z) = 22 + ¢ con ¢ € C (se
podrian utilizar otras funciones).
Esta funcién puede iterarse tantas veces como queramos.

Fo(2) = 2, Se aplica cero veces.
Fl(z) =2+, Se aplica una vez.
F2(2) = (2 +¢)® +o Se aplica dos veces.
F3(2)=((z*+¢c)* + ) +¢, Se aplica tres veces.

F(z). Se aplica n veces.
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Orbitamos el cero

Veamos qué ocurre con F'(z) cuando z = 0+ 0 y en sus proximidades.

Elegimos z = 0 4 04, ¢ un nimero complejo libre en el plano de Argand. Defini-
mos los primeros términos de la sucesién {F*(0)}22, y conectamos mediante la
herramienta Segmento los complejos z1, 22, 23, 24.

Estos primeros términos no son la sucesion entera, pero nos permitiran intuir el
comportamiento de la misma orbitando el cero.

Manipulando ¢ y orbitando alrededor de z = 0 + 07 observamos qué ocurre con
la sucesion. ;Cudndo esta acotada?

23
(a) Orbita acotada. (b) Orbita no acotada.

Figura 4.33: Orbitando el origen con los primeros términos de una sucesion.

Es sencillo notar que cuando |¢| > 1, la sucesién F2'(0) se dispara, tal y como
se ve en la Figura 4.33b. Si investigasemos rigurosamente dénde se encuentra la
frontera a partir de la cual la érbita se dispara, encontrariamos el Conjunto de
Mandelbrot.

De este modo, se define el conjunto de Mandelbrot como

M ={ceC|{F0)}5, estd acotada},



78 4 Propuesta de Intervencién II: Conociendo a los complejos

que coincide con la regién del plano complejo de la Figura 4.34, en la que pode-
mos apreciar la orbita completa.

(a) La orbita estd acotada si ¢ (b) La 6rbita se dispara si ¢ estd

estd dentro del conjunto de Man- fuera del conjunto de Mandelbrot
delbrot.

Figura 4.34: Comportamiento de la érbita {F(0)}22,.

Conjuntos de Julia

Por cada ¢ € M podemos definir un conjunto J., también fractal. Estos conjuntos
se llamaran conjuntos de Julia.

Je={z€ C|{F(2)}o>, estd acotada}.

Las propiedades de cada J. dependen de la drbita del conjunto de Mandelbrot.

Por ejemplo, para calcular el conjunto de Julia de parametro ¢ = 0+ 07, tenemos

que ver para qué valores de z € C estd acotada la sucesion Fy o;(z) = 22"

Jovoi = {2 € C | {F0:(2) )02 estd acotada} = {z € C | {z2"}72 estd acotada}.
En este caso, Jot0; es la circunferencia compleja de radio 1.

Para visualizar otros conjuntos de Julia, podemos utilizar la dltima applet del
Libro de GeoGebra.

Una propiedad interesante que se puede observar es que el conjunto de Julia
es conexo (de una pieza, no separado en varias partes) cuando ¢ pertenece al
conjunto de Mandelbrot.
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Plan de Seguimiento y Evaluacién

5.1. Temporalizacién

Como adelantamos en la Capitulo 2, daremos una propuesta de tempora-
lizacién. Dado que nos interesa que los estudiantes aprendan el tema de manera
guiada, no nos interesa que las cuestiones queden pendientes, sino que las re-
suelvan en la clase con la ayuda del docente. Por esto, en los temas en que las

cuestiones

puedan abarcar un tiempo extenso, se proponen dos horas; mientras

que en el resto se propone solo una.

En cada apartado se describe el contenido tedrico, la motivacién histérica cuando
proceda y el contenido a trabajar con GeoGebra. También se establece una hora
final de reflexién sobre lo aprendido y recapitulacién de los contenidos de manera
que los estudiantes noten la importancia del tema y se vean capaces de seguir
utilizando los nimeros complejos.

Horas (20)

Contenidos

Teoria: Introduccién. El problema de las raices de radicando negativo.
Cuddricas de discriminante negativo. Uso de ecuaciones para “detectar”
nuevos tipos de nimeros.

Motivacién histérica: La cibica de Del Ferro. Tartaglia y Cardano.

Teoria: Introduccién de los nimeros complejos como ampliaciéon de los
puntos en el plano cartesiano. Forma bindémica, conjugado y médulo. Plan-
teamiento de incégnitas sobre los nimeros complejos: jSe podrdn ope-
rar?;Se podran ordenar?;Conmutaran?

GeoGebra: ;Quiénes son los nimeros complejos? Navegando por sitios
conocidos. El espejo en el eje OX. Salvando las Distancias.

Teoria: Planteamiento del desafio: ;Cuando dos niimeros complejos son
iguales? Comparacién con la igualdad de nimeros racionales. Resolucién
del ejercicio de la Seccién 4.5. Suma de nimeros complejos con GeoGebra
y resolucién las cuestiones de la Subseccién 4.5.1.

GeoGebra: Jugamos con los nimeros complejos. Suma de nimeros com-
plejos.
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Teoria: Opuesto de un ntimero complejo. El opuesto de un complejo como
extension del opuesto de un real. Resta y resolucién de las cuestiones de la
1 Subseccién 4.5.1 relativas a la resta.
GeoGebra: Jugamos con los nimeros complejos. Resta de nimeros com-
plejos.
Teoria: Producto de un ntmero real por la unidad imaginaria. Producto
de numeros complejos con GeoGebra y resolucién de las cuestiones de la
2 Subseccion 4.5.2.
GeoGebra: Jugamos con los nimeros complejos. Multiplicamos niimeros
complejos
Teoria: Cociente e inverso. Resolucién de las cuestiones de la Subseccién
9 4.5.3.
GeoGebra: Jugamos con niimeros complejos. Dividimos ntimeros comple-
jos.
Teoria: Forma polar. Médulo y argumento. La funcién arcotangente. Ope-
9 raciones y resolucién de las cuestiones de la Subseccién 4.6.1.
GeoGebra: La forma polar. Despejar la tangente. Una forma més sencilla
de operar.
Teoria: Forma trigonométrica y Férmula de Moivre. Operaciones, poten-
2 cias y resolucién de las cuestiones de la Subseccién 4.6.3.
GeoGebra: Representaciones. La forma trigonométrica.
Teoria: Radicacién de niimeros complejos. Operaciones y resolucién de las
9 cuestiones de la Subseccién 4.6.3.
GeoGebra: Manejo del mecanismo de David Andino para visualizar las
raices de un nimero complejo. Radicacién de ntimeros complejos.
Teoria:
1 GeoGebra: Aplicaciones: Raices cubicas conjugadas. El Problema de Car-
dano. Movimientos en el plano.
Motivacion histérica: Tartaglia y Cardano.
Teoria:
1 GeoGebra: Aplicaciones: Siempre existe solucioén. Los conjutnos de Man-
delbrot y Julia.
Motivacién histérica: La formalizaciéon: Gauss y Cauchy 3.4.
1 Examen
Conclusiones: Kahoot! Atender a los posibles fallos que hayan cometido
1 los estudiantes. Mapa conceptual. Recapitulacion de los resultados conoci-

dos, balance de lo aprendido y comparacién con los conocimientos previos.
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5.2. Propuesta de Evaluacion

Como Propuesta de Evaluacién planteamos que los estudiantes entreguen
las cuestiones respondidas en las applets de Geo(Gebra. Esto tendra un peso
en la nota final calculada a partir de la Rubrica de Evaluacién incluida en el
Anexo I. Recomendamos que el trabajo en GeoGebra tenga un valor del 40 % de
la calificacién final.

En la penitltima sesién, planteamos un examen tradicional teérico (adjunta-
mos una propuesta de examen en el Anexo II) que supondré otro 40 % de la nota
final. De este modo, con el correcto desarrollo tedrico-practico de la propuesta
por parte de los estudiantes, podrian alcanzar la calificacién 8 (Notable).

En la dltima sesion, planteamos la realizacién de un Kahoot! para comprobar
que los estudiantes han comprendido los aspectos més generales sobre Niumeros
Complejos. Sugerimos que esto cuente un 10 % de la nota final. Aportamos una
propuesta de Kahoot en el siguiente enlace: https://create.kahoot.it/sha
re/numeros-complejos/1£8702f7-c4c0-45ea-a9dc-6de29c672439

También en la ultima sesién, se propone realizar el mapa conceptual in si-
tu, que refleje la idea general que tiene cada estudiante del tema y que
tendrd un valor del 10% de la calificacién final. Aportamos una propuesta
de mapa conceptual en el siguiente enlace: https://cmapscloud.ihmc.us:
443/rid=1W1JMPTXC-D2YGMG-380J51.

Es importante que dicho examen sea corregido en un maximo de dos dias para
poder llevar a cabo la tltima sesion.

Proponemos, por tanto, la siguiente formula para calcular la calificacion.

Calificacion = GG - 0.4+ EX - 04+ KH - 0.1 + MC - 0.1,
donde

= GG = Nota de GeoGebra

=  EX = Nota del Examen

= KH = Nota del Kahoot!

= MC = Nota del Mapa Conceptual

Acaba nuestra propuesta con un pequeno balance de lo aprendido en las 20 sesio-
nes de Secuencia, conceptos antes desonocidos y ahora conocidos, perspectivas
futuras sobre este contenido, curiosidades, etc.


https://create.kahoot.it/share/numeros-complejos/1f8702f7-c4c0-45ea-a9dc-6de29c672439
https://create.kahoot.it/share/numeros-complejos/1f8702f7-c4c0-45ea-a9dc-6de29c672439
https://cmapscloud.ihmc.us:443/rid=1W1JMPTXC-D2YGMG-380J51
https://cmapscloud.ihmc.us:443/rid=1W1JMPTXC-D2YGMG-380J51
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A aquellos alumnos que obtengan una calificacion menor que 5 se les dara la
oportunidad de aprobar mediante las medidas de Atencién a la Diversidad.

5.3. Atencién a la Diversidad

En relacién a las medidas de Atencion a la Diversidad, consideramos que
es necesario atender tanto a los estudiantes que muestren especiales dificultades
para entender los conceptos, como a aquellos que manifiesten mayor capacidad,
asi como curiosidad por aprender maés.

Para el alumnado con dificultad que suspenda, proponemos la realizacién de
una sesion mas en la que se atienda a las dificultades especificas, se refuercen
los conceptos fundamentales mediante la visualizacién geométrica y se proponga
otro examen de dificultad similar que permita alcanzar calificacién de Aprobado.

Para los estudiantes que manifiesten mayor capacidad y curiosidad planteamos
un posible trabajo sobre fractales en el que, por grupos o individualmente, los
alumnos tuvieran que elaborar una breve memoria en la que se explicaran las
ideas mas basicas sobre Geometria Fractal y su relacién con los nimeros com-
plejos. Para ello contarian con la guia del docente y con Bibliografia que este
pueda recomendarles.

Se propone la visualizacién de los siguientes tres videos, ordenados de menor a
mayor dificultad, como iniciacion.

1. https://www.youtube.com/watch?v=q2iCNjYpo_Y
2. https://www.youtube.com/watch?v=Wea_1L-C9Xo
3. https://wuw.youtube.com/watch?v=yzSSB1KERNI

Los estudiantes tendrian que pasar por los aspectos més importantes de los
fractales.

1. Perimetros y &reas.

2. Caracteristicas. Autosimilaridad.
3. Construccion de ejemplos.

4. Fractales en el arte y la naturaleza.

El resto de conceptos quedan bajo el criterio de los alumnos participantes.

El trabajo debe exponerse en una presentacién en la que los participantes de-
beran defender su trabajo mostrando los aspectos mas relevantes. Con esto se
trabajan las competencias en Comunicacién Lingiiistica, Competencia Digital,
Aprender a Aprender y, en caso de que se trabaje en grupo, Competencias So-
ciales y Civicas y Sentido de la Iniciativa y Espiritu Emprendedor.


https://www.youtube.com/watch?v=q2iCNjYpo_Y
https://www.youtube.com/watch?v=Wea_1L-C9Xo
https://www.youtube.com/watch?v=yzSSBlKERNI
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Discusién y Conclusiones

Comenzaremos por comentar algunas conclusiones extraidas de las encues-
tas que enviamos al Alumnado de primer curso de Fisica y de Mateméticas y al
grupo de control de Profesores de Secundaria.

Las preguntas iniciales que planteamos para la encuesta no tenfan la visién del
profesorado de Secundaria que suele ser el encargado de presentar y desarrollar
el tema de Numeros Complejos por primera vez a los estudiantes. Las aportacio-
nes del Profesorado nos permitieron perfilar preguntas que resultaban ambiguas
en un primer momento, concretar cuestiones demasiado amplias, especificar de-
talles que en un primer momento pasamos por alto, etc.

Los estudiantes que contestaron nos permitieron extraer algunas conclusiones. A
pesar de ser estudiantes con una nota muy alta en la asignatura de Fundamentos
Matematicos, presentaban errores conceptuales comunes en Niumeros Complejos
y pocas veces se apoyaban en representaciones visuales cuando no se les
exigia explicitamente.

También hemos observado que eran habiles en cuestiones operacionales que
tenian més que ver con el modo de pensamiento AA de Sierpinska que con el
AE. Cuando preguntdbamos cuestiones en el que se hacia necesario el modo de
pensamiento AE, ciertos estudiantes contestaron que no entendian la pregunta
o forzaban conceptos ya conocidos para contestar algo.

El tema de Numeros Complejos se presta para explorar este modo de pensa-
miento con cuestiones que el alumnado se pueda plantear al finalizar el tema.

= ;Hay algin conjunto numérico mas grande que C?
s ;Es el producto siempre conmutativo?
= ;Se pueden ordenar los numeros complejos?
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= ;Existen funciones de variable compleja?

Planteando estas preguntas se podria tratar de ampliar las perspectivas futuras
a los estudiantes, que estdn acostumbrados a mecanizar problemas y ejercicios
para ejecutarlos en el examen y rara vez reflexionan sobre conceptos que ya tie-
nen asimilados.

En ciertas preguntas de la encuesta relacionadas con conceptos algo elevados co-
mo orden o conmutatividad, muchos estudiantes contestaban incongruencias o
directamente decian no entender la pregunta. Este hecho nos hace pensar que las
cuestiones relativas al modo de pensamiento AE no se trabajan practicamente
nada.

Los estudiantes asumen, en conjuntos numéricos que desconocen, las propieda-
des de conjuntos que ya conocen.

Un razonamiento ilustrativo seria el siguiente:

Los naturales conmutan. = Los enteros conmutan. = Los racionales conmutan.
= Los reales conmutan. = Los complejos conmutan.

Aunque esta tendencia sea algo natural, consideramos que es deber del docente
advertir a los alumnos de que este razonamiento no es correcto. Sin embargo,
si que puede utilizarse para fomentar la intuicién de los estudiantes. La secuencia
ideal seria preguntar a los estudiantes si creen que los nimeros complejos con-
mutaran o no, de esta manera queda claro que no lo asumimos desde el principio,
sino que llegamos a ello.

La Historia, bien utilizada, puede favorecer el aprendizaje por parte de los estu-
diantes. Sin embargo, no es conveniente desarrollar lo cronoldgico en forma de
contenido tradicional de manera que los estudiantes lo perciban como temario
tradicional. La Historia debe ser un elemento dinamizador, que permita al
alumnado encontrar una via cercana con la que aproximarse al conocimiento. Es
conveniente seleccionar aspectos que puedan llamar la atencién de los estudian-
tes. Por ejemplo, situaciones con las que puedan empatizar y descubrir que los
matematicos célebres se veian envueltos en contextos rutinarios o incluso con-
flictivos.

La Geometria Dindmica es también un elemento dinamizador del aprendizaje.
Muchos de los conceptos explicados en matematicas suelen tener una traduc-
cién geométrica que enlaza rapidamente con la intuiciéon de los estudiantes. El
movimiento y las transformaciones dindmicas que ofrecen los softwares como
GeoGebra aportan una gran conexién entre lo intuitivo y lo simbdlico. Ademas,
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la posibilidad de manipular los elementos matemadticos y encontrar mecanismos
atractivos para los estudiantes favorece la atencion y curiosidad del alumnado.

En lo referente a la didactica de los nimeros complejos, consideramos que es
fundamental que el docente trate de eliminar, desde el inicio, los posibles prejui-
cios que puedan suscitar los adjetivos imaginario o complejo. Para ello, creemos
que es importante plantear siempre los nimeros complejo como una reformu-
lacion de los puntos en plano cartesiano. De este modo, los estudiantes tienen
siempre un recurso al que acudir cuando se sientan perdidos. Ademds, conviene
comparar el adjetivo imaginario con irracional para hacer hincapié en que, el
hecho de que se llamen de una determinada manera, no implica que que su
nombre determine su naturaleza.

Respecto a la situacién de los nimeros complejos en el temario de Bachillerato,
creemos conveniente impartirlos tras haber dado los contenidos de Algebra y de
Geometria. De este modo los estudiantes poseerdn las herramientas necesarias
para abordar los niimeros complejos y solamente serd necesario saber cémo con-
jugar dichas ramas correctamente.

Presentamos ademads una propuesta de mejora para los Estandares de Aprendi-
zaje Evaluables:

= 41. Reconoce los distintos tipos de ntmeros (reales y complejos). Compren-
de la necesidad de utilizar dos nimeros reales para determinar un nimero
complejo y lo reconoce como verdadero ntimero, valorando su desarrollo epis-
temolégico.

= 47. Valora los nimeros complejos como ampliacién de los niimeros reales y
como reformulacién de los puntos en el plano cartesiano. Los utiliza para
obtener soluciones de ecuaciones de segundo grado. Extrae informacién de
ceros de polinomios de tercer grado a partir de otros ceros.

= 48. Opera con numeros complejos, los representa graficamente. Conoce la
equivalencia entre las distintas formas de un nimero complejo. Conoce la
férmula de De Moivre, sus implicaciones geométricas y la utiliza para calcular
potencias y raices.

Ademaés, proponemos un estandar nuevo:

Conoce algunas aplicaciones de los niumeros complejos en el mundo real y en la
propia matemdtica.

Para finalizar, hemos comprobado que desarrollar adecuadamente contenidos en
Mateméticas (y, probablemente, en cualquier drea) requiere un trabajo exhaus-
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tivo para poder enfocarlos desde distintas perspectivas. Seguramente, con los
curriculos actuales, sea muy complicado dar todos los contenidos de una ma-
teria al nivel de detalle que seguimos en esta propuesta. Por esto, creemos que
serfa conveniente repensar la manera en que las leyes enfocan la ensenanza,
aliviando los curriculos de la elevada carga que tienen hoy en dia y primando
lo conceptual frente a lo procedimental (que sin duda, también es importante),
sin perjuicio de las medidas de Atencién a la Diversidad que puedan adoptarse
para salvar desigualdades.
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Anexo I: Rubrica de Evaluacion
Contenido Deficiente Insuficiente Bien Excelente
No realiza correc-|Realiza  correc-|Realiza correcta-|Realiza correcta-
tamente los ejer-{tamente algunos|mente la mayoria|mente todos los
Operaciones cicios y no extrae|ejercicios pero no|de los ejercicios|ejercicios y extrae

ninguna idea ge-
neral.

extrae  ninguna

idea general.

y extrae alguna
idea general.

varias ideas gene-
rales.

. . . Calcula correcta-|Calcula  correc-
No calcula bien ni|Calcula bien el , ,
, . , mente moédulo y|tamente mddulo
el médulo ni eljmédulo pero no
Forma polar argumentos en el|y argumentos
argumento de un|comprende el ar-| ¢ .
, . primer y el cuar-|en cualquier
nimero complejo.|gumento.
to cuadrante. cuadrante.
Escribe el nime-
No comprende . , . ,
. ., Escribe el niimero |Escribe el nimero|ro, opera correc-
Forma  trigo-|ningin aspec-
oy pero no opera co-|y opera correcta-|tamente y com-
nométrica to de la forma .
. L. rrectamente mente. prende la igual-
trigonometrica.
dad.
Aplica correcta-|Aplica correcta-
No comprende Avli 11 mente la férmula|mente la férmu-
) ., ica ma a . .
Férmula de De|ningiin  aspecto fép la de De de De Moivre pa-|la de De Moi-
. . rmu
Moivre de la férmula de Moi ra calcular poten-|{vre para operar
. oivre . .
De Moivre. cias o raices com-|y demostrar otras
plejas. férmulas.
Plantea y resuel-
ve correctamente|Plantea, resule-
No comprende|Plantea el Proble- :
. el Problema de|ve e interpreta
El Problema de|ni resuelve ellma de Cardano
Cardano pero no|correctamente
Cardano Problema de|pero no resuleve|,
interpreta el re-lel Problema de
Cardano. correctamente.
sultado correcta-|Cardano.
mente.
No resuelve co- Resuelve co-
Resuelve las
rrectamente  las . . rrectamente las
. Resuelve ecuacio-|ecuaciones y .
Teorema Fun-|ecuaciones y . ecuaciones y
. nes sin compren-|comprende algu-
damental del|no entiende las . ., comprende todas
< . der las relaciones|na relacién entre .
Algebra relaciones entre las relaciones

los ceros de una
ecuacion.

entre los ceros.

los ceros de una
ecuacion.

entre los ceros de
una ecuacién.




IES... Colegio... Departamento de Matematicas

Matematicas I Nombre:
Niumeros Complejos

Curso:

Fecha:
Tiempo: 1 hora

Expén tus afirmaciones razonadamente, de manera ordenada, clara y presentable.
1. (1 punto) Determina z para que la siguiente igualdad de nimeros complejos
T+ 22i =z + (=1 — 2?)i
se verifique.
Observacion: La incégnita z es un nimero real.
2. (1 punto) ;Qué figura determinan los ntimeros complejos de médulo 57
3. (1 punto) Sean los niimeros complejos z = 1 —i y w = v/2 + /3i. Calcula y expresa en forma binémica
1. Su suma.
2. Sus conjugados.
3. El conjugado de su suma.
4. La suma de sus conjugados.
{Qué ocurre?
4. (1 punto) Elige un niimero complejo distinto de cero y dibdjalo en el plano de Argand.

1. Multiplicalo por ¢ y dibuja el resultado. ;Qué ha ocurrido?

2. Repite el proceso hasta que obtengas el nimero complejo de partida. ;Qué ocurre?

5. (1 punto) Halla la forma binémica de -,
1+ mi

6. (1 punto) Sean los niimeros complejos z = —vV/3 +iy w = —2 — 2.
6
Calcula 2—4 y expresa el resultado en forma bindmica.
w

7. (2 puntos) Utiliza la Férmula de De Moivre para

1. calcular la décima potencia de 1 + 3i en forma bindmica.

2. calcular las raices quintas de 1 + 3i.
8. (2 puntos) Sabiendo que toda ecuacién polinémica de grado n tiene n soluciones complejas.

1. Comprueba que z = 2i es solucién de la ecuacién 2® — 2 44z —4 = 0. ;Son reales sus otras raices?
Justifica tu respuesta.

2. Da un polinomio de tercer grado con coeficientes reales tal que x = /2 — i sea solucién y tenga
coeficiente principal 7.
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