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Resumen - Abstract

Resumen

En esta memoria analizamos los dos teoremas de interpolaciéon cldsicos: el Teorema de
Riesz-Thorin y el Teorema de Marcinkiewicz. En el estudio de estos resultados son fun-
damentales los espacios de Lebesgue en espacios de medidas, tanto los cldsicos como los
espacios de Lebesgue de tipo débil. Desarrollamos los principales aspectos de la teoria en
torno a las clases de Lebesgue. Entre ellos, probamos las desigualdades de Holder y de Min-
kowski y establecemos que los espacios de Lebesgue son completos. Asimismo estudiamos
diferentes relaciones entre los espacios de Lebesgue y algunos resultados de aproximacion.
La convolucion en los espacios de Lebesgue es otro de los temas que abordamos resaltando
la importancia de los niicleos de sumabilidad. Por tiltimo demostramos los teoremas de
interpolacion mencionados y mostramos su utilidad en la acotacién del operador maximal
de Hardy-Littlewood.

Palabras clave: Interpolacion - Espacios de Lebesgue — Desigualdad de Holder — Desigual-

dad de Minkowski — Funcion de distribucion — Operadores de tipo fuerte — Operadores de
tipo débil — Funcién maximal de Hardy-Littlewood.

Abstract

In this work we analyze the two classical interpolation theorems: The Riesz-Thorin Theorem
and the Marcinkiewicz Theorem. In the analysis of these two results the Lebesgue spaces
on measure spaces are essential, both the classical and the weak type ones. We develop the
main aspects in the theory of the Lebesgue classes. Among them, we prove the Holder and
the Minkowski inequalities and establish that the Lebesgue spaces are complete. In addition
we study different relations between Lebesgue spaces and give some approximation results.
The convolution on the Lebesgue spaces is another of the issues we address, highlighting the
importance of the summability kernels. Finally we prove the aforementioned interpolation
theorems and show their utility in the boundedness of the Hardy-Littlewood maximal
operator.

Keywords: I[nterpolation — Lebesgue spaces — Holder inequality — Minkowski inequality
— Distribution function — Strong type operators — Weak tpe operators — Hardy-Littlewood
maximal function.
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Introduccion

La teoria de interpolacién de operadores en espacios de Lebesgue es un tema de gran importancia
en andlisis y, en concreto, encuentra numerosas aplicaciones en el andlisis funcional y armoénico. El
primer resultado de interpolacién de operadores aparece en el afio 1911 con un resultado de Schur que
afirma que si T es un operador lineal y continuo en los espacios de Lebesgue discretos ¢! y £*°, entonces
también es acotado de ¢” en si mismo, para todo p = 1. Un par de afios mds tarde Young establece
un resultado del mismo tipo para operadores definidos a partir de un nticleo £ y en el contexto de
los espacios de Lebesgue continuos. El desarrollo de la teoria de la medida e integracién en diferentes
espacios y los problemas desarrollados en este campo han puesto de manifiesto la importancia que tiene
el desarrollo de la interpolaciéon de operadores. Durante la primera mitad del siglo XX, matemaéticos de
la talla de Riesz, Thorin y Marcinkiewicz extendieron los resultados anteriores a operadores lineales y
sublineales entre espacios de Lebesgue generales, y a partir de sus trabajos, la teoria de interpolacién ha
conseguido una importante evolucién.

El objetivo principal en esta memoria es analizar los dos teoremas de interpolacidn clasicos: el
Teorema de interpolacién de Riesz-Thorin y el de Marcinkiewicz. En ellos estén involucrados los espacios
de Lebesgue clésicos, asi como los espacios de Lebesgue de tipo débil, a los que dedicamos también parte
de nuestro estudio.

Hemos dividido el trabajo en tres capitulos. El primero de ellos lo dedicamos a hacer un repaso
de los principales aspectos de la teoria de la medida necesarios para desarrollar el resto de la memoria.
Senialamos que en el tercer curso del actual Grado de Matemadticas existe una asignatura obligatoria de
seis créditos, Medida e Integracién, que se dedica al desarrollo de la teoria de la medida y la integracion
abstracta. Es por ello que en este primer capitulo solo presentamos los resultados e indicamos los textos
donde pueden encontrarse desarrollados. Después de introducir el concepto de espacios de mediday
presentar sus propiedades bdsicas, describimos la técnica habitual para construir una medida a partir de
una medida exterior, como asisucede en el caso de la medida de Lebesgue, y que se sintetiza en el Teorema
de Carathéodory. Pasamos a continuacién a dar la nocién de funcién medible, mostrando, en particular,
los resultados de aproximacién por funciones simples tan ttiles a la hora de obtener conclusiones sobre
funciones medibles generales. Por tltimo, introducimos el concepto de integracién abstracta y recogemos
los principales teoremas de convergencia: el Teorema de la convergencia monétona, el Lema de Fatou y
el Teorema de la convergencia dominada, que resaltan, en el caso de R”, las ventajas de la integracién de
Lebesgue frente a la de Riemann.

Es en el segundo capitulo donde desarrollamos la teoria fundamental en torno a los espacios de
Lebesgue. En primer lugar tratamos los espacios de Lebesgue clasicos sobre un espacio de medida general,
la clase que denotamos por LP (X, ), 0 < p < oo. Probamos en primer lugar dos de las desigualdades mds
conocidas, la desigualdad de Holder y la desigualdad de Minkowski. Esta tiltima nos permite demostrar
que el espacio LP (X, ) es un espacio de Banach cuando p = 1. En el caso de que 0 < p < 1 establecemos
que es un espacio métrico completo. Ademads presentamos diversas e importantes relaciones entre
diferentes espacios de Lebesgue, asi como algunos resultados de aproximacién en esta clase de funciones.

En el siguiente apartado definimos y analizamos los principales aspectos de los espacios de
Lebesgue de tipo débil, una clase mas amplia que permite obtener conclusiones a partir de condiciones
menos restrictivas. Para ello introducimos primero la conocida funcién de distribucién y mostramos
sus principales propiedades. Asimismo, al igual que con los espacios de Lebesgue clasicos, analizamos
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algunas relaciones ttiles entre este tipo de espacios de Lebesgue y presentamos una desigualdad de tipo
Holder generalizada en este contexto.

La tdltima seccién del capitulo se dedica al estudio de la convolucién para las funciones en los espa-
cios de Lebesgue introducidos, una operacién que permite “regularizar” en cierto sentido las funciones
implicadas. Principalmente examinamos bajo qué condiciones la convolucién de dos funciones en deter-
minados espacios de Lebesgue nos devuelve una funcién que también pertenece a una clase de Lebesgue.
Otra cuestién que tratamos en este apartado es la de los nticleos de sumabilidad o aproximaciones de
la identidad, funciones que, en cierto sentido, hacen el papel de elemento unidad para la operacién de
convolucién. Estos niicleos son esenciales en la obtencién de resultados de aproximacién en espacios de
Lebesgue.

El capitulo tres lo dedicamos al desarrollo de los dos teoremas de interpolacién bésicos en el
contexto de los espacios de Lebesgue considerados: el de Riesz-Thorin, que utiliza el método de variable
compleja, y el de Marcinkiewicz, que usa el método real. Exponemos con detalle la demostracién de
ambos teoremas y vemos c6mo las condiciones en cada uno hacen de ellos resultados independientes.
Como muestra de la utilidad de los teoremas de interpolacién mostramos la acotacién para el conocido
operador maximal de Hardy-Littlewood, al que dedicamos la tiltima seccién del capitulo.

Para el desarrollo de este trabajo nos hemos apoyado en las referencias indicadas en la bibliografia,
considerando, ademés de las secciones propias de cada tema, algunos de los ejercicios propuestos en
ellas. En concreto, nos hemos guiado principalmente por los textos de Folland [3], de Grafakos [4] y
de Stein y Shakarchi [11] para el estudio de los espacios de Lebesgue y los teoremas de interpolacién,
completdndolo con las referencias [5] y [9]. Para las cuestiones relacionadas con la teoria de la medida, las
obras de Cohn [1] y de Stein y Shakarchi [12] han sido las que hemos consultado. Por dltimo, sefialamos
que el libro de Duoandikoetxea [2] ha sido también un texto al que hemos acudido para el anélisis de la
funcién maximal de Hardy-Littlewood.
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Elementos basicos de teoria de la medida

Uno de los conceptos matematicos que presenta una larga historia es el de medida, una nocién
que surge de la necesidad de calcular longitudes, dreas y volimenes. El cdlculo integral aparece como
una herramienta ttil para tal fin cuando las regiones estdn acotadas por curvas o superficies que son, en
cierto sentido, regulares, pero no resulta adecuado cuando tratamos conjuntos més complejos. A partir
de la segunda mitad del siglo XIX, importantes matemdticos como Cantor, Peano o Borel desarrollan una
nueva teoria que generaliza el concepto de medida y permite abordar algunas cuestiones en diferentes
areas, por ejemplo, en probabilidad o en problemas fisicos que involucran distribuciones de masas.

Una de las aportaciones fundamentales de esta teoria es la de ser la base del trabajo desarrollado
por Lebesgue, a partir de su tesis en 1902, sobre una nueva nocién de integracién. Ademds de extender el
concepto de integral a una clase muy amplia de funciones, esta teoria de integracién abstracta permitié
resolver algunos problemas que presentaba la integral de Riemann, como el paso al limite de la integral o
la validez del teorema fundamental del célculo.

En este primer capitulo nuestro objetivo es presentar los principales elementos de la teoria de la
medida abstracta que constituyen la base para definir los espacios de Lebesgue y analizar sus propiedades.

1.1. Espacios de medida

Comenzamos definiendo las familias de conjuntos que actuardn como conjunto dominio de una
medida. Sean Q un conjunto arbitrario no vacio y </ una coleccién de subconjuntos de Q. Decimos que
&/ es una o-dlgebra cuando se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) Qe

(ii) Para todo conjunto A € o, se tiene que Q\ A€ of.

(iii) Si {Ak}Z":1 es una colecciéon numerable de conjuntos en </, entonces se tiene que Ui": 1Ak € .

Al par (Q, &) se le denomina espacio medibley alos conjuntos de <, conjuntos medibles.

Es claro que la clase £22(Q) constituida por todos los subconjuntos de Q y & = {Q, @} son ¢ -algebras en Q
(la mayor y la menor o-algebra en Q, respectivamente). Si Q2 es un conjunto no numerable, la coleccién

gf:{AcQ:A(’)Q\Aes numerable} (1.1)

es también un ejemplo de o-4lgebra.

Asimismo es facil ver que la interseccién de cualquier familia de o-élgebras en Q2 es de nuevo una
o-élgebra. De aqui se sigue que si € < 2(Q), entonces existe la o-dlgebra mas pequefia que contiene
a ¥, concretamente, la interseccién de todas las o-algebras que contienen a € (nétese que al menos
existe una que lo cumple, a saber, 22(Q2)). Esta minima o-4algebra, claramente tinica, se conoce como la
o-élgebra generada por € y se denota por 0 (6).

Esta tltima propiedad permite definir una familia importante de o-4lgebras. Supongamos que Q
es un espacio topolégico. Se llama o -dlgebra de Borel en Q a la generada por los conjuntos abiertos de Q
(equivalentemente, por la familia de los conjuntos cerrados en Q). Se denota por %(Q) y a sus elementos
se les denomina conjuntos de Borel. Es claro que 28((2) contiene a los abiertos y cerrados, asi como a
los conjuntos Gs (intersecciones numerables de abiertos) y Fy (unién numerable de cerrados). En el
caso de Q = R” con la topologia usual se prueba que %(R") puede generarse a partir de la colecciéon
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de todos los rectangulos en R" de la forma [ay, by) x --- % [an, by), con a; < b;, i = 1,...,n. En el caso

unidimensional cuand_o considezamos la recta real extendida Q = R = [—o0, +00] definimos los conjuntos
de Borel mediante B(R) = {AcR: AnR € AB(R)}.

Introducimos ahora el concepto de medida abstracta. Sea (Q, «/) un espacio medible. Una medida
en Q) es una funcién p : o«f — [0,00] que verifica:

(i) u(@) =0;

(ii) es numerablemente aditiva, esto es, si {A}7 | es una coleccién de conjuntos disjuntos en </,
entonces y(Ule Ap) = 2‘;1 W(Ag).

Alaterna (Q, </, u) se le denomina espacio de medida. Cuando p(Q) < oo decimos que y es finita
y, en particular, cuando p(Q) = 1 la llamamos medida de probabilidad. Por otro lado, si u(Q) = co pero
podemos escribir Q = U7 | Ex, con Ey € /'y u(Ey) < oo, entonces diremos que u es 0 - finita.

Algunos ejemplos de espacios de medida son los siguientes. Consideramos Q2 un conjunto no vacio
y &/ una o-dlgebra en Q. La funcién p definida como p(A) = m, cuando A es un conjunto finito de m
elementos y 11(A) = 0o, en otro caso, es una medida que se conoce como medida cardinal o de conteo. Por
otro lado, dado x € Q, la medida de Dirac 6  se define como sigue: paracada Ae o/, 5,(A) =1,six€ A,y
0x(A) =0, cuando x ¢ A. También puede verse facilmente que si Q es no numerable, <7 es la o-dlgebra
dada por (1.1) y p es la funcién definida por p1(A) =0, si A es numerabley p(A) =1, si Q\ A es numerable,
entonces (Q, o/, 1) es un espacio de medida. Cuando Q es un espacio topolégico, se dice que p es una
medida de Borel cuando esta definida en la o-4lgebra de Borel 28(Q).

En el siguiente resultado recogemos las propiedades bésicas de las medidas.

Proposicién 1.1. (/3, Theorem 1.8]) Sea (), &/, 1) un espacio de medida. Se verifican las siguientes propie-
dades:

(a) (Monotonia) Si A,B € «f y Ac B, entonces (A) < u(B).

(b) (Subaditividad) Si {Ak}j’f:1 c of, entonces [J(Uzozl Ap) < 20:1 H(AL).

(¢) (Continuidad por debajo) Sea {Ak}%o:l c o/ una sucesion no decreciente, estoes, A} S Ay <---. Si

A= Ule Ay entonces

©(A) = lim u(Ag).
k—o0

(d) (Continuidad por arriba) Sea {Ak}z‘i1 c o/ una sucesion no creciente, estoes, Ay 2 Ay 2---. Si
A=, A ¥ 4(A;) < oo entonces

(A = lim p(Ap).
k—o0

Observamos que la condicién p(A;) < oo en la propiedad (d) puede sustituirse por p(Ag) < oo
para algin k € N, pues los primeros k — 1 términos pueden eliminarse sin que afecte a la interseccién.
Ademas esta condicién resulta necesaria pues puede ocurrir que p(Ag) = oo, k € N, y sin embargo
p(N5Z, Ak) < oo. Por ejemplo, cuando consideramos la medida cardinal en el espacio medible (N, Z(N) y
tomamos Ay = {m € N: m = k}; entonces ﬂle A =@.

En un espacio de medida (Q, </, ), decimos que una propiedad se verifica en p-casi todo punto
de Q (u- c.t.p. Q) cuando el conjunto de puntos de Q donde no se cumple la propiedad tiene medida
nula, es decir, cuando existe N € & tal que u(N) = 0y contiene a todos los puntos que no verifican la
propiedad. Si el conjunto Q y la medida pu estan claras en el contexto, se utiliza simplemente la notacién
c.t.p. para la expresion en casi todo punto.

Observamos que si (A) =0y E € A, entonces por la propiedad de monotonia, y(E) = 0 siempre
que E € /. Pero en general, E no tiene por qué ser un conjunto medible. Cuando en un espacio de
medida la o-dlgebra contiene todos los subconjuntos de los conjuntos de medida nula se dice que el
espacio de medida es completo. A partir de un espacio de medida es posible extender el dominio de la
medida para conseguir un espacio de medida completo como se indica en el siguiente resultado.

Teorema 1.2. (/3, Theorem 1.9]) Sea (), &/, 1) un espacio de medida. Consideramos N ={N € of : u(N) =
0} yof ={AUE:Ae o yEC N, paraalgiin N € N}. Entonces, o es una o-dlgebra que contiene a < .
Ademds existe una tinica medida i definida en o que extiende a i y tal que (Q, </, Ti) es un espacio de
medida completo.
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Llamamos complecion de p a la medida fi y complecion de <f respecto a j ala o-édlgebra of. La
medida p viene dada por i(AUE) = p(A), donde A€ of y E € & . Puede verse que es una buena definicién
pues si Aj UE; = Ao UE, donde A, A; € of v Ej, E2 € A, entonces A; < Ay U E, y, por tanto, p(A;) <
1(A2) + u(Es) = u(A). Y de igual forma, p(Az) < u(Ap).

1.2. Medidas exteriores

En esta seccién vamos a describir una de las técnicas usuales para construir medidas, entre ellas,
la medida de Lebesgue en R”. Para motivar el procedimiento, supongamos que queremos calcular el drea
de una regién acotada A del plano. Podemos pensar en dibujar una malla de rectdngulos que rellene el
plano y aproximar el 4rea de nuestra regién por debajo usando la suma de las 4reas de los rectdngulos que
estdn contenidos en A, y por arriba mediante la suma de las areas de aquellos que tengan interseccién
con A. Haciendo la malla cada vez mds y mds “fina” obtendremos el 4rea “interior” y “exterior” de A,
respectivamente. Y si el valor es comun, tomaremos este como el drea de nuestra region. La idea clave
para extender este procedimiento es que partiendo del drea exterior de A, podemos ver su rea interior
como el drea de un rectdngulo R que contenga a A menos el drea exterior de R\ A.

La generalizacién abstracta del concepto de 4rea exterior es la medida exterior. Sea Q2 un conjunto
no vacio. Una medida exterior en Q es una funcién u* : 22(Q) — [0, 00] que satisface:

) p* (@) =0;

(ii) Si A< B< Q, entonces u*(A) < u*(B);

(iii) Para cualquier coleccién numerable ~{Ak};°=1 c P (Q) se tiene que p* (UZ":1 Ap) < Zle w(Ag).

De esta manera, una medida exterior en Q es una funcién monétona y numerablemente subditiva
definida de 22(Q) en [0, 00] y cuyo valor en @ es 0. Observamos que una medida puede no ser una medida
exterior; de hecho, una medida es una medida exterior siy solo si su dominio es la -dlgebra 22(Q). Por
otro lado, una medida exterior no es, en general, una medida pues no verifica la aditividad numerable.

Se puede generar una medida exterior a partir de una familia & de subconjuntos de Q sobre los
que se tenga definida una cierta nocién de medida como se recoge a continuacion.

Proposicién 1.3. Sea Q) un conjunto no vacio. Consideramos & c 2(Q) y p : & — [0,00] una funcion tal
que ®,Q €& yp(®) = 0. Definimos la funcion u, mediante

o0 o0
1A (A) =inf{ Y p(Ep):Exe&yAc | Ek}, AcQ.
k=1 k=1

Entonces, ,u; es una medida exterior.

La conocida medida exterior de Lebesgue en R” se construye de esta manera. Consideramos la
clase & constituida por los rectingulos R en R” de la forma I} x I x --- x I;, donde [}, i = 1,..., 1, son
intervalos abiertos y acotados en R. El volumen de R es el producto de las longitudes de los intervalos I; y
lo denotamos por vol(R). La medida exterior de Lebesgue m* se define entonces por

o0
m*(A)= inf ) vol(R;), AcR", (1.2)
{RKIR2 €64 2

donde &4 esta constituido por colecciones {Ry}37, de rectangulos en & que recubren a A. Se puede
probar que, en particular, la medida exterior de Lebesgue de un rectangulo coincide con su volumen
([1, Proposition 1.3.2]), y esto hace que podamos ver la medida exterior como una generalizacién del
concepto intuitivo de “medida” en R".

Como ya fue comentado, una medida exterior no es, en general, numerablemente aditiva y, por
tanto, no es una medida. Sin embargo, a partir de una medida exterior u* podemos obtener una o-algebra
«/* de manera que la restriccién p° . si es una medida. Veamos c6mo.

Sea pu* una medida exterior en Q. Decimos que E < Q es u* -medible si

P (A) = p* (ANE) +p* (AN (Q\E), AcQ,

esto es, E es u*-medible si divide a cada subconjunto de Q en dos partes de manera que la suma del
tamano de estas divisiones, medido respecto a u*, coincide con el tamafio del subconjunto.
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Observamos que de la subaditividad se tiene la desigualdad p* (A) < u* (AN E) + u*(An (Q\ E)),
para cualesquiera A, E c Q, y que la desigualdad inversa es trivial cuando pu* (A) = co. Por lo tanto, E es
u©*-medible si, y solo si,

A= (ANE) +u* (AN (Q\E), AcQ, u*(A) <oo.

Es claro que los conjuntos Q y ¢ son conjuntos p*-medibles para cualquier medida exterior.
El resultado del siguiente teorema ([3, Theorem 1.11, p. 29]) es la clave para la construccién de
muchas medidas.

Teorema 1.4 (Teorema de Carathéodory). Sean Q un conjuntoy u* una medida exterior en Q. Denota-
mos por /™ la coleccion de los conjuntos u* -medibles de Q). Se tiene que o/ * es una o -dlgebra y que la
restriccion de u* a </ * es una medida completa.

La medida de Lebesgue en R” se define haciendo uso de este teorema, a partir de la medida exterior
dada por (1.2). En este caso, a los elementos de la o-adlgebra £ (R") de los conjuntos m*-medibles se les
llama conjuntos medibles Lebesgue, y la medida de Lebesgue m viene dada por m = mﬁz(m{")'

Se tiene que los conjuntos de Borel son conjuntos medibles Lebesgue ([1, Proposition 1.3.6]), esto
es, B(R") c Z(R"). Este contenido es estricto; existen conjuntos medibles Lebesgue que no son de Borel
([1, p. 55]). También es posible encontrar conjuntos que no son medibles Lebesgue (ver, por ejemplo,
[1, Theorem 1.4.7]). Dentro de las propiedades més importantes de la medida de Lebesgue tenemos su
invarianza por traslaciones y su comportamiento frente a las dilataciones: si A es un conjunto medible
Lebesgue, entonces para cada x € R" y a € R, los conjuntos x+ Ay @ A son medibles Lebesgue y se verifica
que m(A+ x) = m(A) y m(aA) = |a|m(A). Ademas es la tinica medida que podemos definir sobre Z(R")
que asigna a cada rectangulo R de R” su volumen ([1, Proposition 1.4.3]).

1.3. Funciones medibles. Integracion de funciones medibles.

Establecidos los principios basicos de los espacios de medidas, dedicamos esta seccién a la teoria
de la integracion abstracta que incluye particularmente la integral de Lebesgue en R”.

Sea (Q, &) un espacio medible y D < Q. Decimos que f : D — [—00, +00] es «f -medible (0 medible
cuando por el contexto esté clara la o-dlgebra con la que se estd trabajando) si se tiene que

{xeD:f(x)<r}ed, estoes, fl([~o0,7]) es of —medible, re€R.

Se puede probar facilmente que esta condicién es equivalente a las andlogas que se obtienen al sustituir
los conjuntos [—-oo, r] por los intervalos de la forma [r, +o0], [-00,T) 0 (1, +o0] (ver [1, Proposition 2.1.1]).

Si la funcién f toma valores complejos, entonces se tiene que f es medible siy solo si, Ref yImf
son medibles ([3, Corollary 2.5]). Cuando Q = R" diremos que una funcién es Borel medible o Lebesgue
medible, cuando sea medible respecto a la o-algebra de Borel o a los conjuntos medibles Lebesgue,
respectivamente.

Es facil ver que dado un conjunto A < Q, la funcién caracteristica Z 4 es medible siy solosi A€ .
Tomando combinaciones lineales finitas de funciones caracteristicas de conjuntos medibles se obtienen
las conocidas como funciones simples, funciones medibles que toman un ntimero finito de valores y
que son los bloques sobre los que se construye la teoria de integracién. Observamos también que si Q
es un espacio topolégico y «f es la og-algebra de Borel asociada, entonces cualquier funcién f: D — C
continua es medible. En el caso particular de R” se tiene que si f es continua entonces es medible Borel
y, por tanto, medible Lebesgue.

Se pueden obtener funciones medibles a partir de otras dadas como recogemos en el siguiente
resultado ([1, Proposition 2.1.3, 2.1.4 and 2.1.6]).

Proposicién 1.5. Sean (Q0, o) un espacio medible y D c Q. Se tiene que:
Si f,g: D — [—o00,+00] son dos funciones medibles y a € R, entonces

@A) f+g af, fg, max{f, g}l ymin{f, g} son funciones medibles.
Si{fi: D — [~o00,+00]}7, es una sucesion de funciones medibles entonces,

(ii) supy, fi, inf. fi son funciones medibles y, por tanto, también lo son las funcioneslimsupy, fi. y
liminfy f.

(iii) Si f(x) = limy_ o, fi. (%) existe para cada x € Dy < D, entonces se tiene que la funcién f : Dy —
[—o0, +o0] es medible.
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Observacién 1.6. Ya que las funciones f, g de la proposicién anterior toman valores en [—oo, +0o] debe-
mos tener cuidado con las expresiones indeterminadas co —oco 0 0-co que pueden aparecer al tratar
f+8 v fg. Por convenio siempre definimos 0-co = 0. Y en el caso de que existan x € D tales que
f(x) = —g(x) = £oo, entonces, fijamos a € [-oo, +00] y definimos h(x) = a, cuando f(x) = —g(x) = +oo,y
h(x) = f(x) + g(x), en otro caso. Se tiene entonces que h es medible y en este sentido decimos que f + g
es medible. O

En general, en el contexto de las funciones medibles, el hecho de que las propiedades se verifiquen
en casi todo punto no marca diferencias a la hora de obtener los resultados que se tendrian si esas
propiedades se cumplen para todos los puntos. A este respecto se recoge la siguiente proposicion.

Proposicién 1.7. ([1, Proposition 2.2.1 and Corollary 2.2.2]) Sea (Q, </, ) un espacio de medida completo' .
(@) Si f:Q — [—o0,+00] es medibley f = g en c.t.p., entonces g es medible.
(b) Sea {fk Q) — [~oo, +oo]}<,)C°:l una sucesion de funciones medibles tales que existe

lim fi(x)=f(x), parac.t.xeQ.
k—o0

Entonces f es medible.

Como ya mencionamos, las funciones simples constituyen la base para introducir la integral de
una funcién medible como veremos luego. La clave estd en el hecho de que una funcién medible puede
ser aproximada de manera adecuada por funciones simples.

Para cada k € N consideramos la funcién escalonada s : [0,00] — [0, 00] definida por

22k _1 .
sk(r) =) & X (N +2723 (), rel0,00],
(=1
donde Iy, = [%, zik) y I = [2%,00]. En la Figura 1.1 esta representada la funcién s;. Observamos que

{sk}i":l es una sucesion creciente y para todo k€N, sg(r) <r, r € [0,00),y r — ZL, <si(r), re [0,2’“]. Se
sigue entonces que si(r) — r, cuando k — oo.

s1(r) -
2+ -—
3t R
1+ —
1
2T
11 3 2 r
2 2

Figura 1.1: Funcién s;

Si f es una funcion medible no negativa en un espacio medible, entonces la familia {f = si o f172,;
es una sucesion de funciones simples que converge a f en los términos que se indican a continuacién
(ver [3, Theorem 2.10]).

Proposicion 1.8. Sean (Q0, «/) un espacio medible y f : Q@ — [0,00] una funcion no negativa. Entonces
existe una sucesion de funciones simples {7 | tal que 0 < Py < pp < -+ < f y pr(x) — f(x), x € Q.
Ademyds la convergencia es uniforme en cualquier conjunto donde f es acotada.

Observacion 1.9. Cuando f es una funcién compleja podemos asegurar que existe una sucesion {¢x}2,
de funciones simples tales que 0 < || < 2| < --- < | f| de manera que ¢y — f, cuando k — oo, puntual-
mente, y uniformemente en cualquier conjunto donde f sea acotada.

1 La propiedad en [3, Proposition 2.12] nos dice que la condicién de completitud para la medida no es tan relevante,
pues siempre se puede trabajar con la complecion del espacio.



6 1 Elementos basicos de teoria de la medida

Terminamos esta seccién presentando los principales aspectos relativos a las integracién de funciones
medibles.

Sea (Q, «/, p) un espacio de medida. Para construir el concepto de integral seguiremos varias etapas.
Comenzamos dando la nocién de integral para una funcién simple no negativa. Sea ¢ = Y7 | axZa,,
donde {«a k}km:1 c(0,00) y {Ak}ZLI son conjuntos medibles disjuntos. Entonces definimos la integral de ¢
respecto a ¢ mediante

m
[ 9dn=3. axutap.
Q k=1

Noétese que el valor de esta suma es un nimero real no negativo o bien +oco. Se tiene ademads que el
valor de la integral no depende de la representacion elegida para f. En efecto, supongamos que también
podemos escribir f = 2?21 BeZp,, donde {ﬁ[}f;:l c (0,00) ¥ {B[}Zzl son conjuntos medibles y disjuntos.
Entonces, ya que aj = 8, cuando Ay N By # @, usando la aditividad de la medida p se sigue que

m m n m n n
Y ari(A) =) Y aru(AeNB) =) Y Bru(AxnBp) =) Beu(By).
k=1 k=10=1 k=10=1 =1

Es fécil ver que [, (a¢p+ By)du = a [ pdu+p [wdy, a,p =0, ¢, v funciones simples. Ademds si ¢ <,
se tiene que [ pdu < [wdp.

Extendemos ahora esta definicién a las funciones medibles no negativas. Sea f : Q — [0,00] una
funcién medible. Se define

ffd,u:sup{f (/)du:(/)esunafunciénsimpleyOS(psf}.
Q Q

Usando la monotonia de la integral de las funciones simples se sigue que esta nueva definicién coincide
con la anterior cuando f es una funcidn simple, pues, en ese caso, la propia funcién f se incluye en el
conjunto que se toma para calcular el supremo. De la definicién también se deduce la monotonia y la
linealidad (con los valores de las constantes en [0,00)) para esta nueva integral.

Consideramos ahora una funcién medible f con valores en [—oo,+o0] ¥ la descomponemos
en sus partes positiva y negativa, fi y f- como es usual, esto es, f = f; — f-, donde f; = max{f,0} y
f- =max{-f,0} son funciones medibles no negativas. Decimos que f es u-integrable, o simplemente
integrable, cuando las integrales [, fiduy [, f-dp son finitas y, en ese caso, se define la integral [, fdu

por
[ rau= fean- [ ran

Cuando tratamos con funciones f complejas, el concepto de integrabilidad se define a partir de la
integrabilidad de sus partes real e imaginaria, o equivalentemente, de la integrabilidad de la funcién | f] y
en este caso, [ fdu = [oRefdu+i [Imgdp.

Por ultimo, si A € Q es un conjunto medible podemos hablar de la integrabilidad en A de una
funcién medible (real o compleja). Diremos que f es integrable en A cuando la funcién medible f%4 es
integrable en Q y se define [, fdu = [o fZ adu. Seiialamos que en el caso de que se sobrentienda cuél es
el espacio sobre el que se esté definiendo la integral podemos escribir simplemente [ fdp.

Es sencillo ver que el espacio de las funciones reales (complejas) es un espacio vectorial real
(complejo) y que la integral es un funcional lineal sobre este espacio. Otras propiedades bésicas de la
integral se recogen a continuacién.

Proposicién 1.10. Sean (QQ, o/, 1) un espacio de mediday f, g : Q — [—o0, +00].
(i) Si f = 0 entonces [, fdu =0 si, y solo si, f =0 en p-casi todo punto.
(ii) Si f es una funcién integrable entonces | f (x)| < oo en casi todo x € Q.
(iii) [o fdp < [ gdp, cuando f < g.
(iv) f es integrable si, y solo si, | f| es integrable y ademds | fQ fdul = fQ | fldu.

Terminamos el capitulo presentando tres de los grandes resultados de convergencia en la teoria de
integracion que son extremadamente ttiles y que dan cuenta de las grandes ventajas de la integral de
Lebesgue frente a la integral de Riemann.
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Teorema 1.11 (Teorema de la convergencia monétona). Sean (Q, </, 1) un espacio de medida y f una
funcion medible no negativa. Supongamos que {fi}7. | es una sucesion de funciones medibles verificando:
@0 fiv)s fox)<---,ct.xeQ,
D) f(x) = klim fi(x), c.t. x € Q.
—00

Entonces se tiene quef fdp= lim f frdp.
Q k—ocoJQ

Una consecuencia inmediata de este teorema es el hecho de que si { fk}i":1 es una sucesion de funciones
medibles no negativas entonces

Qg&w=g£&w.

El siguiente resultado se usa a menudo para probar que una funcién es integrable o para dar una
cota superior del valor de una integral.

Teorema 1.12 (Lema de Fatou). Sean (Q, <7, 1) un espacio de medida y { fk}i":1 una sucesion de funciones
medibles no negativas definidas en ). Se tiene que

f liminf frdp sliminff frdp.
Q k k Q
Y terminamos enunciando otro de los grandes teoremas de convergencia.

Teorema 1.13 (Teorema de la convergencia dominada). Sean (2, o/, 1) un espacio de mediday f : Q —
[—o0, +00]. Supongamos que {fk};’f:1 es una sucesion de funciones medibles con valores en [—oo, +o0] y g
una funcion integrable no negativa tales que

@) f(x) =limj_ fr(x), c.1. xEQ,

@) fr(x)|<=gx),ct.xeQ, keN.
Entonces f y fx, k €N, son funciones integrables y se tiene que

ffdu: limffkdu.
Q k—ooJQ
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Espacios de Lebesgue

Los espacios de funciones juegan un papel muy importante dentro del anélisis matematico v,
entre ellos, los espacios de Lebesgue constituyen una clase fundamental en el &mbito del anélisis fun-
cional. Ademads de poseer interesantes propiedades en si mismos, son la base de muchos conceptos en
matematicas.

Ya en el primer capitulo aparecieron los elementos fundamentales del espacio de Lebesgue L', a
saber, las funciones integrables. Ahora generalizamos este concepto a otros valores de p y tratamos con
funciones que tienen potencia p-integrable. Asimismo, consideramos la versién débil de estos espacios,
clases més amplias que permiten obtener los resultados a partir de condiciones menos restrictivas.

Nuestro objetivo en este capitulo es analizar la estructura de los espacios de Lebesgue y sus
principales caracteristicas, lo que servird para abordar el estudio de la acotacién de operadores y la
interpolacién que se trata en el capitulo 3.

2.1. Espacios L” (X, )

Aunque en muchas ocasiones trabajaremos en el contexto del espacio euclideo R” vamos a definir
los espacios de Lebesgue para espacios de medida arbitrarios. A lo largo del capitulo usaremos la notacién
(X, 1) para expresar un espacio de medida (Q, </, ) arbitrario.

Sea (X, ) un espacio de medida y 0 < p < oo. Denotamos por L? (X, u) la clase constituida por las
funciones complejas medibles en X tales que

1/p
”f”L”(X,uJ::(f |f|”du) <oo, cuando0< p<oo,
X

£ ll oo (x,p := esssup e x| f (2] :inf{a >0:u({xeX:If(x)|>a}) :O}.

En el caso de que p = oo, entendemos por convenio que inf@ = co.

Para simplificar la notacién escribiremos L”(X) y || - | p cuando la medida y el espacio involucrados
estén claros en el texto.

Notamos en primer lugar que L (X, u) es un espacio vectorial sobre C. Es claro para p = ooy
cuando 0 < p < oo, se deduce facilmente pues si f,g € LP(X,u) y a, B € C, podemos escribir

laf () +Bg)|” = (laf0)]+16gx))" < (2max{laf(x)l,18gx)})"
=2”(|al’|f(0)I” +1BIPIgx)IP), xeX.

La definicién precisa de los espacios de Lebesgue requiere tener en cuenta la siguiente observacion:
el hecho de que || fll, = 0 no implica, en general, que f = 0., por tanto, || - [, no es, en general, una
norma para LP (X, u) aunque la notacién asi lo sugiera. Con el fin de resolver esta cuestion se establece la
siguiente relacion de equivalencia entre las funciones de LP (X): sean fy g€ L (X, p),

se dice que f ~ g cuando f = g en u— casi todo punto.
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El espacio de Lebesgue se define entonces como el espacio cociente L” (X, u)/ ~, constituido por las clases
de equivalencia [f], f € LP (X, u). Una vez aclarado este punto, seguiremos denotando por L? (X, u), como
es habitual, al espacio de las clases de equivalencia y si escribimos f para un elemento en L” (X, y)
podemos referirnos tanto a la funcién como a su clase de equivalencia lo cual quedara claro por el
contexto.

Uno de los ejemplos mads caracteristicos se obtiene cuando consideramos X = R" con la medida
de Lebesgue. También son conocidos los espacios de Lebesgue discretos, ¢ (Z) (o simplemente ¢7),
0 < p <00, y que se definen tomando como X = Z y como medida y, la medida del cardinal. En este caso,
las funciones medibles son sucesiones de ntimeros complejos, f = {d}pez, ¥

1/p
(Zlanlp) ’ 0<p<00y
Ifllp,=3 \neZ
sup|anl, p =oo.
nez

Como ya vimos, LP (X, 1), 0 < p < oo, es un espacio vectorial sobre C. Nos preguntamos ahora si
podemos ademas darle estructura de espacio vectorial normado.

Recordamos que dado un espacio vectorial V sobre el cuerpo K, siendo K =R 6 C, una norma en V
es una aplicacién || - || : V — [0,00] que verifica las siguientes propiedades:

(@ llvll=0si, ysolosi, v=0;

(i) lavll = lalllvl, a €K, ve V;

(i) lu+ vl <llull+lvl, u,veV.

Cuando en lugar de (iii) se cumple

(iii)’ existe C > 1 de manera que |u+ v| < C(|ull +|v]), u,ve V,
entonces se dice que | - || es una cuasinorma.

En el caso particular de los espacios vectoriales LP (X, u), 0 < p < oo, es claro que | - || p verifica las
condiciones (i) y (ii). (N6tese que para (i) es importante haber considerado las clases de equivalencia). La
cuestién entonces radica en comprobar si se satisface la desigualdad triangular (propiedad (iii)). Veremos
que la respuesta es afirmativa solo cuando 1 < p < oco. Esta es una de las razones por las que el rango de p
que tiene interés en la mayoria de aplicaciones sea el intervalo [1,c0].

Antes de probar que LP(X,u), 1 < p < oo, es un espacio vectorial normado, veamos por qué la
desigualdad triangular para | - ||, falla cuando 0 < p < 1.

Sea 0 < p < 1. No es dificil ver que

(a+b)P <a? +b”, ab=0, 2.1

siendo la desigualdad estricta, cuando a, b > 0. Basta considerar a, b > 0 y la funcién positiva ¢(t) =
tPl—(a+ P71, r>0. Integrando esta funcién de 0 a b se deduce la desigualdad.

Consideramos (X, ¢t) un espacio de medida y E y F dos conjuntos disjuntos de medida positiva.
Tomando a = u(E)"P y b = u(F)"'? en (2.1), y teniendo en cuenta que E y F son disjuntos podemos
escribir

1ZElp +12Flp = a+ b < (aP + bP)VP = | g + Xl

y, por tanto, no se cumple la propiedad (iii).

Lasituacion es diferente cuando 1 < p < oo. Para estos valores | -|| , verifica la desigualdad triangular,
0 como es més conocida en este contexto, la desigualdad de Minkowski. Su demostracién se basa en otra
de las desigualdades relevantes de la teoria, la desigualdad de Hoélder.

Introducimos primero la nocién de exponentes conjugados. Sean 1 < p, g < co. Decimos que py ¢
son exponentes conjugados cuando se verifica la relacion

1 1
—+—=1, (2.2)
p q

donde por convenio 1/oo0 = 0. En muchas ocasiones, dado 1 < p < oo usaremos la notacién p’ para su
exponente conjugado; de esta manera queda clara su relacién con p. Nétese que p = p’ =2y que el
conjugado de p =1 (resp., p = 00) es p’ = co (resp., p’ = 1). Observamos también que la relacion (2.2)
implica que p + g = pq. El siguiente lema es clave en la demostracioén de la desigualdad de Holder que
veremos luego.

Lema 2.1 (Desigualdad de Young). Sean 1 < p, g < oo exponentes conjugados. Se tiene que
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xP oy
xys—+—, x,y=0.
p q

La igualdad se tiene si, y solo si, xP = y9.

Demostracién. Cuando x =0 6 y =0 la desigualdad es trivial, asi que podemos suponer x, y > 0. Ademas,
tomando t = x”/y7 = xP/y9-VP la desigualdad que queremos probar es equivalente a
1

¢
MP<=+= t>o0.
P q

Usando célculo elemental puede verse que la funcién ¢(t) = % + 617 — 1P, t >0, tiene un minimo en ¢ = 1
donde la funcién vale 0, y ¢p(¢) > 0, ¢ # 1. Observamos que esta circunstancia nos dice ademads que la
igualdad se obtiene si, y solo si, t = 1, esto es, cuando x” = y9. Concluimos asi la prueba. m]

Observacién 2.2. Una prueba gréafica de este resultado es la siguiente. La curva que esté representada se
corresponde con la gréfica de la funcién ¢ = sP~! o, equivalentemente (ya que son exponentes conjuga-
dos), s = t77!. Entonces fijados x, y > 0, el drea en azul es x”/p y el 4rea en rojo, y7/q. Es claro que la
suma de estas dreas es mayor que el drea del rectdngulo de lados x e y. O

X N

Figura 2.1: Prueba gréfica del Lema 2.1

Proposicién 2.3 (Desigualdad de Holder'). Sea 1 < p < co. Para cada f € LP(X,u) y g € L’ (X, 1) se tiene
que fge LN(X,u) y
Ifglh <Uflpligly. (2.3)

La igualdad se cumple si, y solo si, al f (x)|P = b| g(x)l”’, c¢.t. x € X, para ciertas constantes a,b con ab # 0.

Demostracién. Supongamos primero p = 1y p’ = co. Si f € L'(X,u) y g € L®(X,u) se tiene que
[f(x)gx)| = lgllol f(X)], c.t. x € X, y entonces, fg € LI(X,M) y

Ifglh = fX FgIdu = gl fX £k = Iglleol f1.

Cuando p = oo la desigualdad se sigue de la misma forma, intercambiando el papel de fy g.

Ahora asumimos que 1 < p <oco.Sean fe LP(X,u)y g€ L’ (X, ). Ya que la desigualdad es trivial
sillfll,=06 gl =0, podemos suponer que estos valores son no nulos. Entonces, si || f |, = lgly =1,
haciendo uso del Lema 2.1 se sigue que

If1P  1g”
lf(X)gx)| = —+
fxg » p,

, xeX, (2.4)

y entonces,

p!

nFne gl
gl <202 2ol
p P p p

1 E] caso particular p = 2 se reduce a la conocida desigualdad de Cauchy-Schwarz.
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Podemos aplicar esta estimacién a las funciones ﬁ y ”g% para deducir la desigualdad de Hélder en el
p

caso general.

Por ultimo, observamos que la igualdad (2.3) se tiene cuando se cumple la igualdad c.t. x € X
en (2.4). Teniendo en cuenta de nuevo el Lema 2.1 esto ocurre si, y solo si, |f|P = Iglp/ c.t.p. de X. De
la homogeneidad de la norma se concluye entonces que la igualdad en (2.3) se satisface si, y solo si,
alf(x)lp=b|g(x)|””,c.t.x€X, a,beC, ab#0. |

Observacién 2.4. Otra forma de presentar la desigualdad de Holder es la siguiente. Sean 0 < p, p;, p2 < co
tales que ’17 =Ly i y fr € LPk(X, ), k = 1,2. Entonces fi f» € LP(X, 1) y

Bz
Ififellp = fllp 21,

Basta aplicar (2.3) a los exponentes conjugados p1/py p2/p y a las funciones flp y fzp . Nétese que de
larelacion entre p, p; y p2 se deduce que p;/p =1y p»/p = 1. Usando induccién podemos generalizar
facilmente esta propiedad.

Supongamos 0 < p, p1, ..., pm <00, siendo m= 2,y {fk}k’":1 tales que fi € LPx(X, ), k=1,...,m. Si
L_L1,...4+L entonces fi- fn€ LP(X, 1) y

p o m px’
”flfm”]aS ”fl”pl"fm”pm
0

Observacién 2.5. Cuando 0 < p < 1 se puede hablar de una desigualdad inversa a (2.3) en cierto sentido.
Sea 0 < p < 1. Denotamos por p el valor conjugado de p en el sentido dado anteriormente, esto es, el que
cumple % + % =1.Noétesequealser0< p <1, p=p/(p—1) es un valor negativo. Para r < 0, escribimos
L" (X, p) para representar el espacio de las funciones g definidas en (X, ) tales que g >0 enc.t.p.y

lgly = —— <oo
&= e T,

Entonces, se tiene que si f € LP(X, ),y g€ LP(X, 1), entonces

1fgh=1flplgls. (2.5)

Para probar esta desigualdad aplicamos (2.3) con exponentes r =1/p > 1, ' = 1/(1 — p) para obtener

1-

“f”5=fxlf|”g”g‘”dus(fxlflgdu)p(fxg"ﬁ'du) p=||fg||fllg‘1|||’%|,

de donde se sigue que || fgll; = ||f||p||g||g. O
Proposicién 2.6 (Desigualdad de Minkowski). Sea 1 < p < co. Si f, g € LP (X, ) entonces
If+glp=lflp+lglp.
Demostracién. Sean p =00y f,g € L™ (X, u). Se tiene que
)+ g =1fOI+18I=floo+I8lloey ct.x€X,
y, portanto, f+ g€ L2 (X, ) VI f + &lloo <  fllco + | glloo- Es claro también que | f+ gl < I fll1 +1Igl1,
f.ge Ll (X, ).

Fijamos ahora 1 < p<ooy f,g € LP(X, ). Sabemos que f+ g€ LP(X,u). Yaque p—1=p/p/,
usando la desigualdad de Holder, podemos escribir

||f+g||,’3=fX|f+g|”dust|f+g|"‘1(|f|+|g|)dp

= [ 178 fids [ 17+ gldu= |+ g1 A+ gl

De esta estimacion, cuando || f + g, # 0, se sigue la desigualdad de Minkowski. Cuando || f + gll, =01a
desigualdad es obvia, por lo que se termina asi la prueba. O
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Ya vimos que, cuando 0 < p < 1, la desigualdad de Minkowski no se verifica, pero en este caso
tenemos la siguiente variante.

Proposicién 2.7. Sean0< p <1y f,ge LP(X, ). Se tiene que

|7 +&ly = 1715+ gl
Demostracion. Basta tener en cuenta (2.1) con a =|f(x)| y b=1g(x)|, x € X, e integrar respectoa x. 0O

De este resultado se deduce que || - || , es una cuasinorma cuando 0 < p < 1. De hecho, si f,g € LP (X, ) y
f,g =02, podemos ver que

25VP(IfI, + gl < If+ gl <2V flL, + Diglp).

Para ello basta hacer un analisis de la funcién ¢, (1) = %, t =0, donde r > 0. Es facil comprobar que,
cuando r € (0,1), ¢ tiene un minimo en ¢ =0 y un maximo en £ =1, porlo que 1 < ¢, (1) <2!"", >0, lo
que conduceaque (1+#)" <1+t <2'""(1+ )", t=0.Y de aqui se sigue que, cuando r € (0, 1),

(a+b) <a"+b <2 (a+b)", ab=0. (2.6)

Sir > 1, entonces ocurre lo contrario: el maximo se alcanza en ¢ = 0y el minimo en ¢ =1 por lo que en
este caso se verifica
a’+b <(a+b)"<2"' (@ +b"), ab=0. 2.7)

Entonces, dados 0 < p <1y f,g e LP(X, u), haciendo uso de (2.6) para r = p (6 Proposicién 2.7) y (2.7)
para r = 1/p, podemos escribir

If+gly<(IF15+1gIh)"? <2YP7X( £l + gl ),

y, andlogamente,
If+gllp =2 YP(1F1D +1glh) P = 2P Al £1L, + gl ).

Observacién 2.8. Usando la estimacion (2.5) de la Observacién 2.5 y procediendo como en la prueba
de la desigualdad de Minkowski (Proposition 2.6) se puede ver que cuando 0 < p < 1 se tiene que

If+glp=lflp+Igly para f,geLP(X,p), f,g=0. O

De los resultados vistos se obtiene que LP (X, ) es un espacio vectorial normado cuando 1 < p <ocoy
cuasinormado para0 < p < 1.

Analizamos ahora la completitud de estos espacios, una propiedad importante a la hora de tratar
problemas que involucran el paso al limite. Recordamos que un espacio métrico (X, d) es completo
cuando toda sucesién de Cauchy respecto a la métrica es convergente y decimos que es un espacio
Banach cuando es completo con la distancia generada por una norma.

Sabemos que lanorma | - ||, 1 < p < oo, define la métrica en LP(X,u) dadapord(f,g)=Ilf— glip,
f,g€ LP(X,w).Yaunque | - || p NO es una norma para 0 < p < 1, en virtud de la Proposicién 2.7 se tiene
quep(f,g)=If- gllz define una métrica en LP (X, p).

Teorema 2.9. Sea 0 < p < oco. Se tiene que

(i) El espacio (LP (X, ), || - | p) es un espacio de Banach cuando 1 < p < oo;

(ii) Cuando 0 < p < 1, LP(X, ) con la métrica p(f,g) = | f — gll’, f,g € LP(X, ), es un espacio
métrico completo.

Demostracion. (i) Suponemos que 1 < p < oco. Ya hemos visto que en este caso | - ||, es una norma para
LP (X, u). Para establecer la completitud consideramos {fi}reny una sucesion de Cauchy en LP (X, u).
Entonces, para cada m € N existe k,, € N tal que

1
IIfk—fkmllpSZ—m, k= kp. (2.8)

2 La condicién de no negatividad para las funciones solo es necesaria para la primera de las desigualdades.



14 2 Espacios de Lebesgue

Podemos elegir la sucesion {k;;} men tal que ky, < k41, m €N, y entonces se tiene

1
||fkm+1 —fkm ||p = 2_’"’ meN. (2.9)

Definimos ahora la funcién g mediante

8X) =i, 1+ X sy () = fi,, (), x€X.
m=1

Esta serie converge en casi todo punto y define una funcién en L (X, ). En efecto, sea {gn} nen 12 sucesion
de sumas parciales, esto es,

N
gN(X) =1 fi, 1+ D | fiopr ) = fie,, ()], x€X.
m=1

De la desigualdad de Minkowski y de (2.9) se sigue que

N N
1
Ignllp <l fie, I p + Zl I femir = Fiemllp < 1 fie Ip + le—m, NeN.
m= m=

Luego, en virtud del Teorema de convergencia monétona (Teorema 1.11) se sigue que
<1
”g”p = ”fkl ”p+ Z Z_m <o00.
m=1

Entonces, g € L” (X, ) y, por tanto, g(x) < oo, c.t. x € X, (ver Proposicion 1.10 (ii)).
Se sigue que la funcién f dada por

FO = fi, )+ Y. oy X = fie, (0), x€X,
m=1

estd definida por una serie que converge en casi todo puntoy f € LP (X, u).
Veamos que f es la funcién limite que buscamos. Observamos que, por construccion, la serie que
define a f es una serie telescpica y por tanto se tiene que

f(x)=r}l£rréofkm(x), ct.xe X.

Hemos encontrado asi una subsucesion que converge a f en casi todo punto. Veamos que se tiene ademas
la convergencia de la sucesion {fi} ey €n la norma || - | p-

Sea € > 0. Elegimos myg € N tal que 27" < ¢ y consideramos el valor k;;, € N que satisface (2.8) con
m = my. Entonces, teniendo en cuenta (2.9) podemos escribir

1= £y i~ Fig Up + Uy = Flp < U= Finglp+ 3 | Fims = Fio

m=my 14
1 X 1 3
s—+ Y —=——<3¢, k=kp,

= 2m0 M=o zm zmo

(ii) Para establecer la completitud del espacio cuando 0 < p < 1 razonamos andlogamente sus-
tituyendo la norma | - ||, por la métrica p y usando la Proposicion 2.7 en lugar de la desigualdad de
Minkowski. o

El caso p = 2 es de especial interés pues L?(X, u) resulta ser un espacio de Hilbert. Los espacios de
Hilbert son, dentro de los espacios de Banach, los mds importantes. Poseen una estructura que hacen de
ellos la generalizacién natural de los espacios euclideos. Recordamos su definicién.

Sea H un espacio vectorial complejo. Un producto interior o escalar en H es una aplicacion
(-,-y: Hx H— C que verifica:

@) (x,x)=0,x€ H.

(ii) (x, x) = 0si, y solo si, x = 0;

(i) (ax+ by, z) = al{x,z) + b{y,2), x,y,z€ H, a,be C;
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(iii) {x, y) ={(y,x), x,y € H.
Es facil comprobar que un producto interior genera una norma || - | en H mediante || x| = v/{x, x), x € H.
Cuando el espacio H es completo con respecto a esta norma se dice que H es un espacio de Hilbert.

En L2(X, 1) podemos definir un producto interior asociado a lanorma || - || de la siguiente forma

<frg>=fo§du, frge A (X, .

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz la integral siempre existe y se puede probar ficilmente que esta
aplicacion satisface las propiedades de producto escalar. Ademas, || fll2 = /{f,f), f € L2(X, . Ya que,
seglin el Teorema 2.9, el espacio 2 (X, 1) es completo con respecto a || - ||z, se deduce que (L3(X, W,
es un espacio de Hilbert.

Analizamos en lo que sigue la relacién entre los diferentes espacios de Lebesgue. En general,
LP(X, ) € L9(X, u) cuando p # q. Veamos un ejemplo que lo confirma.
Consideramos el espacio R” con la medida de Lebesgue. Sean @ € Ry fp, f1 las funciones definidas
por
Jo() = X" o<z« () Yy ilx) = X7 Xzizy (1), x€R™

Entonces, dado 0 < p < oo se tiene que fy € LP(R") si, ysolosi,ap < ny fi € LP(R") si, ysolo si, n < ap.
En efecto, basta observar que

1
||f0||§=f |x|*“l”dx:vnf rfap+n—1dr’
{0<|z|<1} 0

(e o]
= [ rrax=v, [T vt
1z1=1) .

donde v,, es la medida de superficie de la bola unidad en R". Asi, si0< p<gq,y g <a< %, entonces,
foe LP®\LIRM y fi € LIR™) \ LP (R™).

En este ejemplo el espacio considerado tiene medida infinita. Veamos que cuando el espacio X
tiene medida finita podemos asegurar la inclusién entre ciertos espacios de Lebesgue.

Proposicién 2.10. Sea (X, u) un espacio de medida tal que (1(X) < 0o. Si0 < p < q < oo entonces L9(X, u) ©
LP(X,uw),y
Il < I flguetP=ta, e L9(X, w.

Demostracién. Si p = q es obvio. Suponemos entonces 0 < p < g < co. Cuando g = oo se sigue facilmente
pues

1= [ 1ran= il [ du=isikuco.

Si g < oo, aplicando la desigualdad de Holder con exponente r = g/ p (nétese que r > 1) se tiene que
r'=qlq-py

plq (g-p)q Ly
||f||5=L|f|”'1dﬂ5(L|f|“) de”) = I £GP,

de donde se deduce el resultado de la proposicién. O

Observamos que cuando X es un espacio de medida finita entonces el espacio L™ (X, ) esta
contenido en cualquier L”(X, ), 0 < p < oo, y su norma controla el valor de | - || p- Podemos afinar un
poco mas esta relacion y ver al espacio L*°(X, u) como caso limite de los espacios L” (X, ¢) cuando p — oo
en el sentido siguiente.

Proposicién 2.11. Para cada f € L™ (X, ) con soporte en un conjunto de medida finita® se tiene que
felP(X,u),0<p<oo,y

lim [[fllp =1l flloo-

p—o0

3 Nétese que si (X, 1) es un espacio de medida finita este resultado se tiene para todas las funciones en L®(X, ).
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Demostracion. Sea f € L*°(X,u) y E € X un conjunto medible con y(E) <ocotal que f(x) =0, xe X\ E.
Si u(E) = 0 entonces | fllo = I fllp =0, 0 < p < 0o, y no habria nada que probar. Supongamos
entonces p(E) > 0. Como antes, se obtiene que

1/p
||f||p=(fE|f(x)|f’du) < I flopt(B)''?, 0<p<oo.

Y dado que p(E)!/P — 1, cuando p — oo, se sigue que

limsup [l fllp < Il flloo- (2.10)
p—oo

Por otro lado, dado 0 < € < | fll, de la definicién de | f |l Se tiene que existe 6 > 0 de manera que

p{xe X 1f)I= |l fllo—€}) = 6.

Entonces,

1/p 1/p
||fllp=(fxlf(x)l”du) = If(X)Ipdu)

(f{xeX:If(x)IzllfIIoo—s}
1/
> (Ifloo =) (1({x e X:1f 1= I floo=e})) = (Ifloo -8,

Y se obtiene asi que liminf,,ﬁoo Iflp =l flleo — €. La arbitrariedad de € y (2.10) permiten concluir que
existe el limite limy, . | fll, y que esigual a || f [l co. m]

Existe un caso especial donde se verifica la inclusién inversa a la recogida en la Proposicién 2.10.

Proposicién 2.12. Consideramos el conjunto X = Z dotado con la medida del cardinal y0 < p < g < oo.
Entonces, (P(Z) 9D y I fllg < fllp, felP(2).

Demostracion. De nuevo, cuando p = g no hay nada que probar, asi que suponemos entonces que p < q.
Sea f = {f(m)}mez una sucesioén en ¢ (2Z).
Claramente cuando g = oo se sigue que || flloo < | /1l  pues

If15% = sup [fm)IP < Y [fm)IP = [ fII}.

meZ meZ

Asumimos ahora g < co. Podemos escribir

IF1E =Y 1= Y 1femTPIFmIP < ISP Y 1P =11 P11,

meZ meZ meZ

y aplicando el caso anterior (g = 0o) se concluye que [ fll; < I f | . ]

Presentamos otros dos resultados que recogen algunas relaciones interesantes entre los espacios
de Lebesgue.

Proposicién 2.13. Sean0 < p < g <r < oo. Setiene que L9(X, u) c LP (X, w)+L" (X, W), esto es, toda funcion
f € LY(X, u) puede descomponerse como suma de una funcion en LP (X, p) y una funcién en L (X, ).

Demostracién. Sea f € L9(X, ) y consideramos el conjunto A ={x € X :|f(x)| > 1}. Tomando g = fZ 4y
h = f%x\4 es obvio que f = g+ h. Por otro lado, como p < g y|f(x)| > 1 cuando x € A, se tiene que

IgIP =1fIPZa(x) < |f0)TZax), x€X,

y, entonces, [ gll, < || fll4 y se sigue que g € L” (X, ).
De forma andloga, sir <oo,alserg<ryl|f(x)|<1,xe X\ A,

[h)|" = 1f (" Zxax) < If0)9Zxax), xeX,

y se obtiene que i € L" (X, ). Observamos que para r = oo es claro que h € L®(X, u) pues | hllo<1. O
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Proposicién 2.14. Sean 0 < p < g < r < oo. Se verifica que LP (X,u) n L™ (X, u) < L9(X, u). Ademds,
Iflg < IFIBIAIT,  felP(X,mnL (X, w),
siendo A € (0,1) mlqueé = % + %, estoesA=1/qg—-1/r)/(1/p—-1/r).
Demostracién. Cuando r = oo, se tiene que A = p/ gy ya que
FQIT = 1f@ITPIFIP < IfILPIfF 1P, xeX,

. 1-p/ / -
se sigue que || fllg < I flloe” IF15 T = IS I
Por otro lado, supongamos que r < co. Teniendo en cuenta la relacién entre p, g, r y A se tiene que

A —
— _q + w
p r
Entonces s = p/(Aq) y tiene como exponente conjugado a s' = r/((1—1)q). Aplicando la desigualdad de
Holder con exponentes sy s’ se llega a que

1/s 1/s'
G- IfIMIfIU‘M"duS|I|f|“’||s||Ifl(l‘”"llsf=( /. Iflmdu) ( /. |f|(1—”qsdﬂ)

:UXIflpdu)ﬂq/pUX|f|rdu)(l—A)q/r:“f”’qu“f"(rl—A)q_

Se concluye entonces que | fll4 < ||f||’,}J il }"1. |

1

De especial interés son los resultados de aproximacién que permiten establecer las propiedades
para las funciones en LP (X, ) verificando que se cumplen para una clase densa de funciones mas
sencillas o con mejores caracteristicas.

Proposicién 2.15. Sea 1 < p < oo. La clase de las de las funciones simples en LP (X, ) es densa en LP (X, p).

Observacién 2.16. Antes de probar este resultado queremos indicar que el espacio de las funciones
simples no es necesariamente un subconjunto de L” (X, u) cuando 1 < p < co. Por ejemplo, si u(X) =
00, la funcién simple ¢ = Zx no pertenece a L” (X, ¢) para ningln 1 < p < co. Es por esta razén que
consideramos la clase de las funciones simples que pertenecen a L” (X, i), esto es, el espacio constituido
por las funciones simples ¢ tales que p({x € X : ¢ # 0}) < co. N6tese que, sin embargo, cuando p = oo,
cualquier funcién simple pertenece a L*°(X, ). O

Demostracién. Asumamos primero 1 < p <oo. Sea f una funcién en L” (X, y) que podemos considerar
real. (Si es compleja podemos obtener el resultado separando en sus partes real e imaginaria).

Sean f y f- las partes positiva y negativa de f, respectivamente. En virtud de la Proposicién 1.8,
podemos tomar dos sucesiones no decrecientes {py}ren ¥ {W k) ken de funciones simples no negativas
tales que

lim @r(x)=fi(x) vy limuyrx)=f-(x), xeX.
k—o0 k—o0

Definimos la sucesion de funciones simples {¢}ren, donde ¢y = @ — Wk, k € N. Se tiene que |¢g| <
lorl +1yil < fr+ f- =1fl, keN, porlo que {py}ren < LP (X, ).
Ademas,
Iclir{:o¢k(x) =fi-f)=fx), xeX,

y
px— fIP <2P|fIP, keN.

Estamos entonces en las condiciones del Teorema de la convergencia dominada y se concluye que
lim [[pg— fll,=0.
k—o0

Consideramos ahora p =ooy f € L*(X, u) que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer no
nula. Fijamos ¢ > 0, y tomamos una particiéon {aj};.”zo del intervalo acotado [—|| f llco, Il f loo], de tal forma
que ag=—|flloo<ar < <am=\|fleoyaji1—aj<e Notese que m € N depende de &.

Sean A; = f‘l([aj, aji1)), j =0,...,m, y definimos ¢, = Z}“:l aj%Aj. Entonces, ¢, es una funcién
simple que verifica || f — ¢ [loo < €. Basta observar que si x € A; para j = 1,..., m, entonces f(x) € [aj,aj1)

ylf(x)-ajl<aj—aj<e. O
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Cuando X = R"y u eslamedida de Lebesgue podemos aproximar las funciones en L” (R") mediante

funciones continuas?.

Proposicién 2.17. El espacio C.(R") de las funciones continuas y de soporte compacto es denso en LP (R™),
cuandol < p < co.

Demostracién. Sean1 < p <ooy f € LP(R™). Fijamos € > 0. Por la Proposicion 2.15 existe una funcién
simple ¢ con soporte de medida finita de manera que || f — ¢ll, <e.

Ya que el soporte de ¢ tiene medida finita, por el Teorema de Lusin (ver [9, Theorem 2.24]) podemos
encontrar una funciéon g € C.(R") tal que ¢(x) = g(x), para todo x € R"” \ E, siendo E un conjunto en R”
de medida menor que € y ademas, |g| < [|¢llo. Entonces,

1/p
If—gly<lf-¢l,+lp-gl,<e+ (fEkp(x) —g)IPdx|  <e+2lPllooe’?,

lo que permite concluir la prueba. O

Observacion 2.18. En el caso p = oo la situacion es diferente pues el espacio C.(R") con lanorma || - [|c no
es denso en L°(R™). Lo que podemos asegurar en este caso es que la L°°-complecion de C.(R") es la clase
de las funciones continuas que se anulan en el infinito, esto es, que convergen a 0 cuando |x| = co. O

Terminamos esta seccién presentando una propiedad de dualidad muy ttil que nos da la expresion
de la norma p de una funcién en LP (X, u) en términos de los elementos de )4 (X, ).

Si 1 < p < oo entonces la desigualdad de Holder muestra que para cada g € LV (X, 1) podemos
definir un funcional lineal acotado T en LP(X, p) mediante

&m=ﬁj@m FeLP(X,p,

y ademds, la norma del operador T estd acotada por [ g/l p'- Entonces, si asociamos a cadage LY (X, el
operador Ty podemos escribir que L’ (X, W < (LP(X,w)*, donde (LP (X, u))* representa el espacio dual
de LP (X, w), esto es, el conjunto constituido por las aplicaciones T : L” (X, u) — C lineales y continuas.

Aunque no es nuestro propdsito en este trabajo profundizar en los espacios duales de L (X, y),
comentamos que un hecho fundamental es que, cuando 1 < p < oo, cualquier funcional lineal y continuo
en LP (X, p) es de la forma T, para alguna funcién g € )4 (X, p), esto es, LY (X, @) = (LP(X,u)* (ver, por
ejemplo, [5, Theorem 6.9]). El resultado no es cierto para p = oo, pues el dual de L (X, ) contiene a
L'(X, 1), pero es, en general, un conjunto mayor (ver [11, p. 23]).

Proposicién 2.19. Sea 1 < p < co. Para cada f € LP (X, p) se verifica

[ redul.

Ademds, si la medida 1 es o -finita entonces la propiedad también se cumple para p = co.

"f”p = sup
lgl,r=1

Demostracion. Si f =0 el resultado es trivial, asi que suponemos que f # 0y, por tanto, || |, # 0. Como
ya mencionamos, la desigualdad de Holder nos dice que, paratodo 1 < p < oo,

[ redul.

Veamos entonces la desigualdad inversa, es decir, que se alcanza el supremo sobre las funciones g €
/ . . . -
LP (X,p) con || gl p < 1. Distinguimos segtn los valores de p.

Ifllp= sup
lglr=<1

» Sip=1,entonces p' = oo. Consideramos la funcién g = f/|f|. Es claro entonces que g € L (X, wy
lglly =1. Ademés, puesto que |f|2 = ff podemos escribir

£l =/X|f|du= fxfgdu.

4 El resultado se tiene en el marco general de los espacios de Hausdorff localmente compactos ([9, Theorem 3.14])



2.2 Espacios LP (X, u)-débiles 19

= Sil< p<ooconsideramos la funcién

gL =11, PIf P2 f(x), xeX.

Entonces,
’ 1— / T _
1810 = L™ [ £ a1 =,

y, como antes, se sigue que

Uxfgd#‘ = ”f”i_"fxlf(x)l”dm 1Fl

= Por tltimo, cuando p = oo procedemos de la siguiente forma. En este caso, como veremos, es impor-
tante que la medida sea o-finita, esto es, X = Ugen Ek, siendo {Ex}xen una coleccién de conjuntos
medibles de medida finita.
Seane>0y A= {x eX:fNzflloo— e}. Es claro, de la definicién de || f o, que p(A) > 0. Por otro
lado, A = Uren(AN Eg) y entonces, podemos encontrar B = AN Ej, para algin k € N, de forma que
0< u(B) <oo.
Consideramos g = ﬁ%%]g. Se tiene que g € LI(X,u) vigl = ﬁ fB dp=1.Ademds, yaque Bc A,

_ 1 I flloo—€
d =—f d _—fd = flloo — €.
fog % 1B Blfl p= WB) s u=1flloo—¢

La arbitrariedad de € permite terminar la prueba. O

2.2. Espacios L? (X, u)-débiles

En esta seccién introducimos una variante de los espacios de Lebesgue ya estudiados que son mas
generales y que aparecen con bastante frecuencia en el contexto del andlisis matemaético. Son de especial
importancia en el estudio de la acotacién de operadores y, como veremos, intervienen en la teoria de
interpolacién para obtener resultados que parten de condiciones mds débiles.

Comenzamos definiendo la funcién de distribucién. Sea f una funcién compleja medible definida
en el espacio de medida (X, ). La funcién distribucién de f esla aplicaciéon d r:(0,00) — [0,00] dada por

ds(a) :,u({xEX: |f(x)| > a}), a>0.

Observamos que dy proporciona informacién sobre la medida del conjunto imagen de f y no del

comportamiento de f cerca de un punto dado. Por lo que si pensamos, por ejemplo, en una funcién

definida en R” y en una traslacién de ella, las funciones de distribucién de ambas coinciden.
Recogemos, en primer lugar, algunas propiedades bésicas de la funcién distribucién.

Proposicién 2.20. Sean f, g y {fn} nen funciones medibles en (X, ). Se verifican las siguientes propiedades:
(i) dy es una funcion decreciente y continua a la derecha;
@) Si|f| < |g| en c.t.p. entonces df <dg;
(@) Si | ful 1 1f| en c.t.p., cuando n — oo, entonces dfn(a) — df(a), a>0;
(iv) Para cada a € C\ {0}, duf(a) = df(a/lal), a>0;
W dpigla+P) <dp(a)+dg(B), a,f>0;
Wi dsg(af) <dys(a) +dg(B), a,>0.

Demostracion. Estas propiedades son sencillas de probar. Denotemos por Ef¢(a), a > 0, el conjunto
Er(@)={xeX:|f(x)]|>a}.

Es claro que Ef(a) 2 Ef(ﬁ), cuando a < 3, y que Ef(a) =Uken Ef(a + 1/k), @ > 0, por lo que se
deduce que d res decreciente y que, en virtud de la Proposicién 1.1 (c),

1 1
de(a) = M(ICL'JNEf(a+ %)) = kH—I»Eodf(a-'- %), a>0,
€
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esto es, que es continua a la derecha.

También es obvio que si | f| < |g| en c.t.p. entonces Ef(a)\Ac Eg(a)\ A, a >0, para cierto Ac X
de medida nula. Y, por tanto, df(a) <dg(a), a>0.

La propiedad (iii) se sigue del hecho de que E¢(a) = Uken Ef, (@) y de que, por (i), 1a coleccién de
conjuntos {Er, (a)}ken €s creciente.

Por otro lado, Eqr(a)=Er(allal), ae C\{0}, a>0, lo que implica (iv). Y para establecer (v) y (vi)
basta tener en cuenta que si &, >0y |[f(x) + g(x)| > a+ B 6 | f(x)g(x)| > af, entonces se tiene que
| f(x)| > a o bien |g(x)| > B. Y esto nos dice que Efigla+ By Efg(aﬁ) estan contenidos en Ef(a) UEg(B),
a,f>0. O

Un aspecto importante de la funcion de distribucion es que permite dar una expresién para || - ||,
en términos de ella como vemos a continuacion.

Proposicién 2.21. Sean0 < p <oco y f € LP (X, ). Se verifica

15 =p [~ @ ldst@da.

Demostracién. Usando el Teorema de Fubini ([9, Theorem 8.8]) podemos escribir

oo I [f 0l
pfo ap_ldf(a)da:pfo ap_lL%Ef(a)dpda:[XL paP ldadu(x)
=fX|f(x)|”du(x)= 1715,

O

Introducimos ahora los espacios de Lebesgue de tipo débil. Sean (X, u) un espacio de medida
y 0 < p < co. Denotamos por LP*°(X, ) al espacio constituido por las funciones complejas medibles
definidas en (X, p) tales que

1fllpoo = supadf(oc)”p < 00.
a>0

Al igual que con los espacios de Lebesgue usuales, de nuevo consideramos que dos funciones en
LP*°(X, 1) son iguales si lo son en casi todo punto. También indicamos que tomamos, por definicion,
L%°(X, 1) = L®(X, ).

El espacio (LP*° (X, w), || - | p,00) €8 un espacio cuasinormado para todo 0 < p < co. En efecto, sean
0O<p<ooyf,geLP™X, .

Es claro que || f1l p,c0 = 0 si, y solo si, df(a) =0, a >0, estoes, f =0 en casi todo punto. Por otro lado,
de (iv) en la Proposicién 2.20 se sigue que

a \l/p

lafllpeo=supady(=)"" =lalsuppds(H)''” = all fllpeo, €T\ {0}
a>0 lal >0

De la misma forma, usando la Proposicién 2.20 (v) se obtiene

If + gl poo < 222%% (df(%) +dg(%))1/p'

y teniendo en cuenta (2.6) y (2.7) se sigue que

ILf + &ll .o < Max{2, 2" PY (1l £ll poo + 1181l p,c0)-

Con respecto a la completitud de estos espacios se cumple que LP*°(X, u) son espacios completos
con respecto a la cuasinorma || - || 5,0, 10 que puede verse como caso particular del correspondiente
resultado en el contexto mds general de los espacios de Lorentz que se recoge en [4, Theorem 1.4.11].
Puesto que estos espacios quedan fuera de los objetivos de la memoria, nos hemos limitado a indicar que
se cumple la propiedad.

La siguiente pregunta natural que surge es qué relacion tienen estos nuevos espacios de Lebesgue
con los estudiados en la seccién anterior. El primer resultado en este sentido es una consecuencia de la
desigualdad de Chebyshev.
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Proposicién 2.22. Sea 0 < p < co. Se tiene que LP (X, u) < LP*°(X, 1) y

Iflpoo<Ufllp, feLP(X . (2.11)

Demostracién. Sea f € LP (X, ). Podemos escribir

alds(a) = a”/

dpsf IfIPdu<Ifly, a>0.
{xeX:|f(x)[>a} xeX:| f(x)|>a}

Luego, [l fllpoo = I flIp- |

Observacion 2.23. El contenido entre los espacios indicado en la proposicién anterior es, en general,
estricto. Basta considerar, por ejemplo, X = R” con la medida de Lebesgue, 0 < p < oo y la funcién
f(x) = |x|7™P, x € R™. Se tiene que la integral

(e 9]
f |f(x)|pdx=cnf Fn=1p)-1 4,
R7 o

es divergente para cualquier p pues o tiene problemas en el origen o bien en el infinito.
Sin embargo, usando de nuevo coordenadas esféricas en R”, podemos escribir, para cada a > 0,

—-pln
* n-1 Vn
dx=wn_1 " tdr=—
0

df(a)zu({xeanlxl_”/p>a})=[ ot

{xeR™:|x|<a~PI1}
lo que nos dice que IIfIIZ,oo =v,. Aqui v, representa el volumen de la bola unidad en R" y w;_; = nv, =
272 |T(n/2) el 4rea de la esfera S" 1 = {x e R" : |x| = 1}. |

Podemos hacer un breve andlisis de por qué no funciona, en general, la desigualdad inversa
en (2.11). Supongamos que f € LP°°(X, u). Si tenemos en cuenta la Proposicién 2.21 y que dy(a) <
(1 fll poo/ @)P, @ >0,y escribimos

p ® p-1 p *da
||f||,,:pf0 o’ df(a)das;anfnpmfo “,

se llega a una integral que es divergente, tanto en 0 como en co. Pero podriamos decir que “por poco",

pues seria convergente en el origen si en el integrando el exponente de a fuera un poco menor y, en

el infinito, si fuera ligeramente mayor. Por tanto, parece que si existen condiciones que mejoren las

estimaciones de la funcién distribucién en el origen y en el infinito podriamos obtener que f € LP (X, y).
En este sentido presentamos los enunciados siguientes.

Proposicién 2.24. Sean0< g <ooy f € LT°(X, ).
(i) Supongamos que pu({x € X : f(x) # 0}) < oo. Entonces f € LP (X, ), para todo
O<p<gqg.
(ii) Si f es, ademds, una funcién en L°(X, ), entonces, f € LP (X, ), cuando p > q.

Demostracién. (i) Denotamos por E = {x € X : f(x) # 0} y fijamos 0 < p < g. Observamos que

£ oo

ad

de(a) < y df(@)=u(E), a>0.

Luego, haciendo uso de la Proposicién 2.21,

1 oo 1 00
“f”fv’:l?(fo +f1 )“”_ldf(a)dasp(u(E)fo a’”‘ldoc+||f||3,oof1 a’“"lda)

= w(E) +

£l g,00 <00

(ii) Si suponemos que f € L*°(X, p) entonces df(oc) =0, paratodo a > || f ll. Por tanto, cuando g > p,

1floo 1f oo B
115 = pfo Py (a)da < qufni’,,oofo a’~ 1\ da = %Ilfllzmllfllfo I < oo,
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Mostramos a continuacién dos resultados que completan los recogidos en la Proposiciones 2.13 y
2.14.

Proposicién 2.25. Sean 0 < p < q < r < oo. Entonces, L9° (X, u) < LP (X, 1) + L™ (X, ).

Demostracién. Consideramos f € L9 (X, ). Fijamos s > 0 y definimos las funciones f; y f* como

fs= fg{{xelef(x)lx} y fs = fg{{xeX:\f(x)ls}-
Veamos primero que son funciones que pertenecen al espacio L7 (X, u). Afirmamos que

de(s), O<a<s, de(@)—dys(s), 0<a<s,

v dss@) = { 2.12)

0, a=s.

df,(a) ={
df(a), a>s,

En efecto, para cada a > 0 se tiene que

Ifs) =1f O Xxex:if>5(0) >a  si,ysolosi, [f(X)>aylf(x)]>s,

[FP 0] =1 f () X xex|fi=st (X) > si,ysolosi, a<|f(x)|<s.
Entonces, Ef, (@) = Ef(s), cuando0<a<s,y Ef,(@) = Ef(a), sia > s. Por otro lado, Eps(a) = Er(a)\Ef(s),
si0<a<s,yEps(a) =@, cuando a = s. De aqui se sigue sin dificultad que se cumple (2.12). Por tanto,

I fsll g0 = supadfs(a)l/”’ < sup a'df(s)””’ +supadf(a)1/”’ = sdf(s)l/”’ + 1 fll 00 <00,
a>0 O<ass a>s

y andlogamente,

1£ g0 = sSup aldp(@) - dy()"7 < cq(sdp(5)"T+ 1 fllg00) < 00,
0

<a<s

donde ¢, = max{1,21/9-1} (ver (2.6) y (2.7)). Queda probado asi que f;y e L9°(X, ).
Ahora observamos que

)

£ 0o
q

,u({xc—:X: | fs (0] #0}) s;z({xex: |f(x)] > s}) =d(s) < S

v I f¥lleo < s. Por tanto, f;y f* verifican las condiciones de la Proposicién 2.24 (i) y (ii), respectivamente.
Se deduce entonces que f; € LP(X, 1) y f* € L™ (X, p). Y es claro que f = fs+ f*, por lo que se termina la
prueba. O

Proposicién 2.26. Sean0< p < g < r < oo. Se tiene que LP*° (X, u) N L"° (X, u) < L9 (X, ). Ademds, para
cada f € L9(X, ),

1/ lg < Cogur L FUGRET I IRRS,
donde

q qg M9 1/g-1/r 1/p-1/q

Cp,q,r = +— ) ap q,r =T p.q,r =T

q-p r—q 1/p-1/q 1/p-1/r
cuandor <00,y Cp g0 =1, Ap,g00 = P! G, Bp,go0o =1-p/q.

Demostracién. Sea f € LP*° (X, u) n L"°(X, ).
Consideramos primero r < oco. Por definicién de la cuasinorma débil se tiene que

P r
1 lpoo N1
Z' et a>o.

)
o a”

df(a)Smin{

Entonces, para un cierto B > 0 que serd fijado més tarde podemos escribir, usando la Proposicién 2.21,

0 IFID o ILFIE
< "o i e Ve
0

a a’”
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B [e3)
-p-1 -r-1
<A [T dat gl [ @t da
0 B

q q

= =BT Iflpeot ——BT"IfI;

1,007
Ahora elegimos B para que B‘7"7||f||5Yoo =B fll} 00 €StO €S,

1/(r=p)

(nfu;,oo) P

B= 5 .
£ 11 00

Se consigue asi
11 (—" a4 )B"_’”Ilfllp PR e T e
< + =
q_ p r— q P,OO p,q,r p,oo r
O

Finalizamos el estudio de los espacios de Lebesgue de tipo débil presentando una desigualdad de
Holder en este contexto y que completa el resultado visto en la Observacion 2.4.

Proposicién 2.27. Sean {pk}ZLI < (0,00) y{fk};c”:1 funciones tales que fi € LP**° (X, ), k =1, ..., m. Consi-

deramos 0 < p < oo tal que

1 1 1
it ..., 2.13)
P pm Pm

Entonces se tiene que fi - -+ [, es una funcién en LP>®° (X, 1) y

_ 1/ 1/
Ifi- fnll poo < 27201 P D 1 il prioo = 1 finll pysco-

Demostracion. Podemos suponer, por la homogeneidad de la cuasinorma || - | pc0, que Il fllp;00 = 1,
k=1,..., m. Luego nuestro objetivo es establecer

1fi+ Finll oo = p~PplPr L phPm, (2.14)

En virtud de la Proposicién 2.20 (vi), y de que fi € LP#*°(X, u), k = 1,..., m, para cada a > 0 podemos
escribir

1 1
df..p, (@) <dg (@) +---+df, (am) < B +M+W’
1 m

para cualesquiera ay >0, k = 1,...,m, verificando a = a; :-- @;,. Luego, una manera de probar (2.14)
consiste en minimizar la funcién F(xy,..., X;) = xfl +eet xﬁ{", bajo la condicién x; - -+ x;;, = 1/a. Usando
los multiplicadores de Lagrange se puede ver que los puntos criticos (xy, ..., X»;) verifican

i1yt == ppxn = A (2.15)

El valor de F en estos puntos viene dado por

A A A 1
F(X1ye Xp) = — 44— = — = — APIPL... APIPm
p1 Pm P P

donde hemos usado ademas la hip6tesis (2.13). Luego, de (2.15) se deduce que

pipr PIpm

FOX1, o Xm) = %pf/m PP ()P = %
Entonces podemos concluir que
11”/1”1 ...pfn/l’m
df..5, (@) < par , a>0,

y (2.14) queda asi probado. O
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2.3. Laconvolucién en espacios de Lebesgue.

Estudiamos en esta seccion propiedades de los espacios de Lebesgue en R” que involucran a la
operaciéon de convolucién, una operacién que tiene un papel relevante en muchas ramas del andlisis,
en particular, en el contexto del anélisis de Fourier. Consideramos a lo largo de este apartado el espacio
X =R" con la medida m de Lebesgue.

Dadas dos funciones f, g medibles en R” se define la convolucioén f * g de f y g mediante

g =fwf(x—y)g(y)dm(y), xeR",

siempre y cuando la integral exista.
Veamos que si f, g € L' (R") entonces la integral es finita en casi todo punto.

Proposicién 2.28. Sean f, g € L' (R). Entonces f x ge L'\R™ y I f * gl < I fl1llgll:.

Demostracién. De la definicién de la convolucién se sigue que

fRnIf*g(x)ldm(x)SIWfWIf(x—y)llg(y)ldm(y)dm(x),

y aplicando el Teorema de Fubini-Tonelli ([5, Theorem 5.7]) y la invarianza por traslaciones de la medida
de Lebesgue se obtiene que

If*glh =fRnIf*g(x)ldm(X)SfRnIf(X)Idm(X)fRnIg(y)ldm(y)= I 1lgl,

esto es, f € L' (R™) y, por tanto, f * g(x) existe en c.t.x € R". |

La operacién de convolucidn tiene la cualidad de “regularizar” a las funciones involucradas, en
el sentido de que la funcién f * g es més regular que f y g. Ilustramos esta propiedad con un sencillo
ejemplo. Consideramos en R la funciéon f = &|_; ;. Veamos que f * f(x) = (2 - |x|)Z[-2,2(x), x € R.

Teniendo en cuenta que x — y € [-1,1] si, ysolo si, y € [x — 1, x + 1], obtenemos

f*fx Zjl;ge%[—l,l] X=X, (Mdm(y) :‘[I‘Q%[x—l,awl]m[—l,l] dm(y),

estoes, f* f(x)=m([x—1,x+11n[-1,1]), xeR.

Ahora observamos que si | x| = 2, entonces [x—1,x+ 11N [-1,1] = @, por lo que f * f(x) =0, |x| = 2.
Por otra parte, [x—1,x+1]n[-1,1]=[x—-1,1],cuando 0 < x <2,y [x—1,x+1In[-1,1] = [-1,x+ 1], si
—2<x<0.Portanto, [ * f(x) =2—|x], |x| 2.

Repitiendo el argumento podemos escribir

fxf*fx =fR(Z—Iyl)%[_z,z](y)%[_l,u(x—y)dm(y)
:fR(z_|J’|)<%[—2,2]n[x—1,x+1](Y)dm(J/), xeR™

Cuando |x]| =23, [-2,2]Nn[x—1,x+1] = @, yentonces f * f* f(x) =0.Si|x| <1, setiene [x—1,x+1] € [-2,2]
y, por tanto,

x+1
f*f*f(x)=f 1 @-lyhdm(y)=3-x% |x|<1.
-

Por dltimo, cuando 1 < |x| < 3, se verificaque [-2,2]Nn[x—-1,x+1]=[x—-1,2],sil<x<3,y[-2,2]n[x—
1,x+1] =[-2,x+1],si =3 < x < —1. Es fécil ver entonces que f * f * f(x) = (3— Ix])2/2,1 < |x| <3. Se
obtiene asi que

3-x%, |xl=1,

_ 2
ff=fx)= % 1<|x|<3,
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En la Figura 2.2 se puede apreciar como la convolucién mejora la regularidad de la funcioén f.

f fxf fofsf

Figura 2.2: Regularidad

La convolucién en L! (R") satisface las siguientes propiedades basicas.

Proposicién 2.29. Sean f,g, h € L} (R"). Se tiene:
() f * g = g * [ (conmutatividad);
@) f (g * h) = (f * g) * h (asociatividad);
(iii) f * (g + h) = f = h+ g = h (propiedad distributiva).

Demostracién. Es facil probar estas propiedades. Basta hacer uso de la linealidad de la integral, la
invarianza por traslaciones de la medida de Lebesgue y el teorema de Fubini-Tonelli para intercambiar el
orden de integracion. O

Observacién 2.30. El espacio L'(R") con la operacién de convolucién tiene estructura de dlgebra de
Banach® conmutativa, pues es un espacio de Banach con lanorma || - ||;, y se cumplen las propiedades
descritas en la Proposiciones 2.28 y 2.29 para la convolucién. O

El resultado dado en la Proposicién 2.28 puede generalizarse de manera sencilla como indicamos
a continuacion.

Proposicién 2.31. Sea 1 < p < co. Para cada f € L (R") y g € L'(R") se tiene que f * g€ LP (R") y

If*glp<lghillfly. (2.16)

Demostracion. Elcaso p =1 es el que se recoge en la Proposicion 2.28 y cuando p = oo se sigue facilmente
puessi fe L°(R") yge LY(R™) se tiene

If *g(x)] wa If(x=y»)gMldm(y) < IIfIIOOfW lgldm) =l flooligl, ctxeR™

Supongamos entonces que 1 < p < oo, f € LP(R") y g € L' (R"). Aplicando la desigualdad de Holder con
exponente p se obtiene

|f * g(x)] wa |f(x=yligIMPIgIV'P dm(y)
1p 1/p'
5(Lnlf(x—y)lplg(y)ldm(y)) (fwlg(y)ldm(y)) . ctxeR”
y, por tanto, en virtud del Teorema de Fubini,
plp
£ gip= [ [ e piigmldmy) (fw|g(y)|dm(y)) dm()

= ||g||f”"fw Ig(y)lfw Fl=y)Pdmedm() = 1g1?” IghIF1} = 18171 £,

completando de esta forma la prueba. O

5 En [10, Capitulos 10 y 11] podemos encontrar un exhaustivo analisis de las dlgebras de Banach.
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La desigualdad en (2.16) es un caso especial de otra ain més general, conocida como desigualdad
de Young (para la convolucién).

Proposicion 2.32. Sean1 < p, q,r < oo tales que
1 1 1
—+1l=—+-. (2.17)
q p T

Sife LP(R") ygeL'(R"), entonces fx g€ LIR) ylfxgllg < fllplgll.

Demostracién. Primero observamos que si r = oo, entonces de la relacién (2.17) se tieneque p=1y
g = ooy este caso ya estd incluido en (2.16). Ocurre lo mismo cuando p = oo, pues, en ese caso, 1 = 1
y g = oco. Cuando g = oo, entonces p y r son exponentes conjugados y la propiedad se sigue de la
desigualdad de Holder.
Asumimos entonces 1 < p, q,r <oo.Sean f € LP(R") y g € L' (R"). Usando de nuevo (2.17) obtenemos
11 1 1 1 1 1 1 1
5+7—;, ;4‘?—; y ;+?+7—1.

Y asi, podemos escribir

72801 = [ 1£G= " (1= P gl ) ig Y dmy), xeR”,

Ahora aplicamos la desigualdad de Holder generalizada (ver Observacién 2.4) con exponentes r’, gy p’ a
las funciones fi(y) = |[f(x = IP'", () = fx=IP' g™y f5=1gI"'P, y e R", yllegamos a que

, 1/q ,
IF gl =Ifiy" (fR |f(x—y)|”|g(y)|’dm(y)) gl

Luego, tomando norma L7 y usando el Teorema de Fubini obtenemos

! 1 l/q
If+glg<IF15 " Igly'” (fRnfRnIf(x—y)IpIg(y)Irdm(y)dm(x))

Ir' rip' / rl
=170, gl P sy gl T =g, lgl

El resultado de esta tltima proposicion tiene una version para espacios L” de tipo débil.

Proposicién 2.33. Consideramos1 < p<ooyl < q,r < oo tales que

1 1 1
—+l=—+-.
q p T

Existe Cp,r >0 tal quesi f € LP (X, ) y g € L"°(X, u) entonces f x g € LY (X, u) y

I1f * gllgoo < Cp,q,rll fllplglrco-

Demostracion. Sean f € LP (X, u) y g € L"*°(X, u). Nuestro objetivo es probar que existe Cy, 4, > 0 tal que

dpeg@) < Cp o IfIRIGN 0 a>0. (2.18)

Fijamos a > 0y al igual que hicimos en la demostracion de la Proposicién 2.25 descomponemos la
funcién g = g° + g, donde g° = g¥ xex:ixi<s} V &s = 8 (xe x:1xl>s}- AQui § > 0 es una constante que puede
depender de a y que serd elegida més tarde.

Ya que df.g(a) < dfags(@/2) + df.g, (@/2) (Proposicion 2.20 (v), serd suficiente estimar dy. gs (a/2)
V dag, (@l2).

Veamos en primer lugar que eligiendo s adecuadamente se tiene que df.gs(a/2) = 0.

Para ello, comenzamos viendo que g° € L¥(R") cuando u > r. Teniendo en cuenta la Proposicién

2.21y(2.12) podemos escribir, para cada u € (r,00),
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(e e] S
gl = uj(; U”_ldgs(a)da = ufo J”_l(dg(a) —dg(s)do

S S
< u”g”;‘”fo U“ilfrda—udg(s)j(; o do

u _
el [ (2.19)

u
u—r r u
=——s5" 'lgl;o—5"d
U—r g 1,00 8

Yaque 1/r =1/g+1/p’, porla desigualdad de Hélder (ver Observacion 2.4) se sigue que | f * g%(x)| <
||f||p||g3||p/. Luego, si p =1, se tiene que

If*g @I<lflhlg'leo<slfll1, ctxeR"

y eligiendo s = a/ (2| fl;) llegamos a que | f * g°(x)| < a/2, c.t. x € R", por lo que df*gs(a/Z) =0
Cuando 1 < p < oo, tomamos u = p’ en (2.19) (nétese que p’ € (r,00)) y obtenemos que

/

g W= (p,”_

1/p'
=7/
r) P f IIgIIr,oo, ctxeR™

Elegimos ahora s de manera que el término de la derecha sea igual a a/2, esto es,

a

L O
s=((3) U g

)1/(p’—r)

a\q/r(ryql/rph —al I
=) ) sl (2.20)

y, como antes, se deduce que df*gs (al2)=0
Analizamos ahora el término dy.g (a/2), para el valor s que hemos escogido. Procediendo como
en (2.19) conseguimos la siguiente estimacién paral < u<r,

o0 S (e e]
lgsl= ufo U”fldgs(o)daz udg(s)fo o do+ ufs quldg(a)da

o
—1- _ u _
Ssudg(8)+u||g”;oof o4 Tdo < s% r”g";,oo"_ usu r”g”;'oo
B —

r u-r r
= s . 2.21
5" lgl o (2.21)

En virtud de (2.16) y tomando u = 1 se sigue que

I1f*gslly <Nflpllgs STNFIpIEN o ='s I FIpIEN] o0

y, usando (2.11), obtenemos entonces que

a 2 Poor2r p
df*gx(g)s(anf*gsup) s(;sl ’||f||p||g||;m) :

Sustituimos ahora el valor de s que habiamos elegido segtin p. De esta forma se consiguen las
siguientes estimaciones. Cuando p =1, s= a/(2| f 1), y, entonces,

drg(5)=7(5) 11118 00 =7 (5) A1 18N e

donde se ha tenido en cuenta que, en este caso, r = .
Por otro lado, cuando 1 < p < oo, s toma el valor dado en (2.20), y escribiendo (1—r)p = -rp/r', de
larelacion entre p, g y r se tiene que

3 a\-pq/r' (ry-pql/(p'r’ / 1(p'r")
e r)p:(g) (_) ||f||’”7 r' ”g”pqr p'r

-5)E)" I Igl e

Por tanto,

o (p-a)lp" _
dreg(3) =270P () a g
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=Cp o ra fIP g .

Noétese que

1
rp )+ﬂ:r+qr

(g-pr
Ty :rp(l_ﬁ r P

Recopilando todas las estimaciones vistas se deduce que

a
dpeg(@) = dpag,(5) = Cla N FIDIE o
donde la constante Cp, 4, es independiente de «. La arbitrariedad de a > 0 permite concluir (2.18). O

Observacién 2.34. cuando p =1y g =r = oo, el resultado de esta proposicion es cierto (ver la Proposicién
2.32). Sin embargo, como ilustran los siguientes ejemplos, en general, no se cumple para los valores
extremosde p,qyr.

En primer lugar consideramos f = Z0,1]y g(x) = I_ch\’ x € R. Claramente f € LP(R), 1< p<ocoy
g€ L' ([R) pues )

2
dg(a)zm({xeﬂ%:m>a )z;, a>0.

Pero f * g ¢ L°(R) ya que

L |
f*g(x)=f0 mdy=oo, x€[0,1].

De la misma forma, sean 1 < p < oo, r = p/, f(x) = le‘”pln’l(le).%R\(_z,z) (x), xeRyglx =
|x|I7V7, x e R\ {0}
Se tiene que

©  dx _
||f||5=2f2 ——— =27,

xIn? (x) -

dg(a) = m({xe R:lx| V"> a}) = m({xe R:|x| < %}) = i, a>0.

ar

Por tanto, f € LP(R) y g € L"*°(R). Sin embargo, para |x| <1, y”ply— xI””’ Iny<(y+1DIn(y+1), y>0.
Luego,

0 dy - foo dy
2

f*gmzzf G+DInGp+D

=2
5 y1/p|x_y|1/p’ log(y)
y[*gZ L7 R). m|

y

Para terminar la secciéon introducimos y analizamos la utilidad de las conocidas como aproxima-
ciones de la identidad o nticleos de sumabilidad. Como vimos en la Observacién 2.30, el espacio L' (R")
con la operacién de convolucién es un dlgebra de Banach conmutativa. Sin embargo, no tiene elemento
unidad, es decir, no existe una funcién u € L' (R"*) de manera que f * u=u* f = f, paratoda f € L' (R")S.
Sin embargo, si podemos encontrar una sucesion {u,}ren €n LY(R™) tal que, paracada f € LY (R™) se tiene
que u, * f converge a f en L' (R™), esto es, ||u, * f — fll} — 0, cuando r — oo.

Decimos que la familia {£7};>¢ € LY(R™) es una aproximacion de la identidad o un niicleo de
sumabilidad cuando se cumplen las siguientes condiciones:

(Sl)f Hi(x)dm(x) =1;
Rn

(S2) Existe Cy > 0 tal que ||.£; |, < Cy, para todo ¢ > 0;

(S3) Paracada 6 >0,
lim | A3 (x)|dm(x) =0.

1—0* Jix|>6
Una forma sencilla de generar ntcleos de sumabilidad es la siguiente.
6 Este hecho puede verse usando la transformacién integral de Fourier ([5, Problem 8.4]). Ademds se sabe que el

Unico elemento que actiia como unidad para la convolucién no es una funcién sino una distribucion, la delta de
Dirac.
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Proposicién 2.35. Sea % € L' (R") tal que Jgn & dm = 1. Para cada t > 0 denotamos por X; a la funcion
1 X n
J([(x)—ﬁjf(;), xeR™.

Entonces, { %} >0 es una aproximacion de la identidad.

Demostracién. Dado t > 0, haciendo el cambio de variables y = x/t se obtiene facilmente que
.[Rn K (x)dm(x) :_[Rn“]’/(x)dm(x) =1 y £l =I1X£l=:Co.

Por otro lado, ya que £ es una funcién integrable, para cada 6 > 0 se sigue que

Iim | A3 (x)|dm(x) = lim | & (x)|dm(x) =0.
—=0% J|x|>6 —0%J|x|>6/tn
Se cumplen asi las propiedades (S1), (52) y (S3). O

Veamos algunos ejemplos importantes de aproximaciones de la identidad que se aplican especial-
mente en la teoria de distribuciones y en el andlisis de Fourier.
Mencionamos en primer lugar el niicleo de Poisson en R”. Se considera la funcién

Cn

__tn n
- (1+|x|2)(n+1)/2’ xERT,

P(x)

donde ¢, = 7~ V2T ((n +1)/2). Veamos que
f Px)ydm(x) =1.

R?’l

Usando el cambio a coordenadas esféricas en R” obtenemos

o0 rn—l
j;@ P(x)dm(x) = Cnl/l/n_lkf0 mdn

donde w,,_; = 271™2/T(n/2) es el area de la esfera n-dimensional. Haciendo el cambio de variables
t=r2/(1+r?), obtenemos

cnwp-1 (! /2-1 —_1/2 chWp-—1 (n 1

P(x)d =—— | " 1- dr=2"""pg[=, =
fRn ()dm(x) = == fo a-0 , (2 2)
T(n/2)r(1/2) T(1/2)

"TT(+1/2)  Vx L

=cpw

Aqui B(p, 9), p,q > 0, representa la funcién Beta de Euler (ver [5, Appendix B.1]). La funcién positiva P
verifica entonces las condiciones de la Proposicion 2.35, y, por tanto, la familia {P;};-¢ es un ntcleo de
sumabilidad, siendo para cada ¢ > 0,

P = p(X) eyt xemr
0= (;)‘C”(t2+|x|2)(n+1)/z’ TER™.

Otro de los nticleos de sumabilidad relevantes es el niicleo del calor {W;} -0 que se define de forma
andloga a partir de la funcién

1 2
= lxf/4 n
Wi(x) = (2ﬁ)ne , xeR",
esto es, paracada ¢ > 0,
1 2
Wi(x) = ———e X740 e R™,
! Q@Vann

También ahora resulta facil ver que W satisface las condiciones de la Proposicién 2.35 pues es una funcién
positiva'y
L U r(1/2)
W(x)dm(x) = —f e Xiltdyx = =1.
[;Qn lzl_ll 2\/7_’: o 1 g \/7—_[
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Por ultimo consideramos una aproximacion de la identidad que resulta muy 1til en la practica pues
estd constituida por funciones en la clase C2°(R"), esto es, funciones de clase C* con soporte compacto.
Como en los casos anteriores se genera a partir de una funcién £ no negativa y de integral 1. Sea

-1/(1—1x%)
e , |x] =1,
H(xX)=ay
0, en otro caso,

siendo @, > 0 una constante que se elegird adecuadamente.
Es claro que £ tiene soporte compacto y podemos descomponerla como £ = a,go f, donde f esla
funcién de clase C*°, f(x) =1—|x[?, x e R", y g(u) = e V/*X{900) (), u € R. Luego, basta probar que g es
una funcién en C*°(R) para establecer que £ € C°(R").

Observamos en primer lugar que para cada k € N,

d* 1
Wg(u) =Pk(;)g(u), u>0, (2.22)

para cierto polinomio Py. Es claro para k = 0,1, con Py(z) = 1 y P1(z) = z%, z € R. Supongamos que para
cierto k se cumple (2.22). Entonces,

dk+1

mg(u) = —%Pk(i)g(u) + Pk(%)Pl(%)g(u) = Pkﬂ(%)g(u), u>0,

siendo Py (2) = zZP;C(z) + Pi(2)P1(2), z € R, un polinomio de grado k + 1. Asi, (2.22) queda establecido.
Teniendo en cuenta ahora que, paratodo a > 0, sup,., 2%e~ % < oo, se tiene que si P es un polinomio
de grado my a > m, entonces

‘P(%)g(u)’ < Cu“(i)mme_“” <Cu® wuec(0,1),

de donde se deduce que lim,,_.¢+ P(1/u)g(u) = 0. Es obvio que también el limite cuando u — 0~ es 0. Por
tanto, para ke N, dd—:kg(u) — 0, cuando u — 0.

k . .2
Queda por establecer entonces que ﬁ g(0) =0, k €N, lo que hacemos de nuevo usando induccién.

Para k = 0 es cierto, asi que supongamos que para algin k e N, dd—:k g(0) = 0. Escribimos
k k
a" (0) =1i #g(t)—#g(o) =i 1 df (u) e R\ {0}
a8 =5y u Tubuduk st ’

Es evidente que el lim,,_.o- %dd—:kg(u) =0.Yde (2.22), usando el razonamiento anterior para el polinomio
P(z) = zPy(2), z € R, se deduce que
k

iim L% o= lim Lp (1) (w)=0
u—»0+udukg R B LA e

Ya que go f = 0 es una funcién no nula en C3°(R"), se tiene que es integrable y [, (g0 f)dm > 0.

-1
Luego, tomando a,, = (fRn (gOf)dm) se consigue que [pn £ dm = 1.

En virtud de la Proposicién 2.35, la familia { #}} ;~¢ es un nticleo de sumabilidad”.
La importancia de las aproximaciones de la identidad en los espacios LP radica en el resultado de
aproximacion siguiente.

Teorema 2.36. Sea { %} ~0 una aproximacion de la identidad.
(i) Si1 < p < oo, entonces, para cada f € LP (R™),

I(f &) - fll, —0, cuandot—0".

(ii) Sea f € Cy(R™), esto es, una funcion continua en R" tal que |f(x)| — 0, cuando |x| — oo.
Entonces
I(f *Z7) = flloo— 0, cuandot—0".

7 La funcién %7, t > 0, es conocida como “mollifier” 6 funcién “bump’.
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Demostracion. (i) Sean 1 < p <ooy f € LP(R"). Teniendo en cuenta que [z, £;dm =1y aplicando la
desigualdad de Hélder y la propiedad (S2) podemos escribir

|f* £ (x) = f(x)] = U{R (flx=py) - f(x))lt(y)dm(y)‘

1/p ,
< (fR |f(x—y)—f(x)|”|xt(y)|dm(y)) Il 0y"”

’ 1/p
Scélp (fw |f(X—J’)—f(x)lpllfr(y)ldm(y)) , xeR™ r>0.

Entonces, si para cada y € R", denotamos por 7, f la funcién dada por 7, f (x) = f(x - y), x € R", se sigue
que

I(f D) = fl, < c(’f””'fwfw |f(x=y) = FQIP LA () dm(y)dm(x)
:Cg/p,fwfw|f(X—J/)—f(x)lpdm(x)llt(y)ldm(y)
= Cé'/”’fm Ity f = flpl & (ldm(y), t>0.

Afirmamos que dado € > 0, podemos encontrar > 0 de manera que

Ity f-flp<e, lyl<é. (2.23)

En efecto, sea € > 0. Como f € LP(R™), la Proposicién 2.17 asegura que existe una funcién g € C°(R") tal
que || f - gllp < €/3. Nétese que también ||y, f — T8, = f —gllp <€/3, paratodo y € R”. Por otro lado,
al ser g una funcién continua de soporte K compacto, es uniformemente continua en R”. Pongamos que
K < B(0, N), para cierto N € N. Existe 0 < 6 < 1 de manera que

&
3(m(B(O,N +1))Vr’

lglx—y)—gx)< xeR", |yl <6.

Observamos que g(x—y) — g(x) =0, cuando x ¢ B(0, N + 1) e |y| = §. Luego,

1/p P
IITyg—gIIp=(fB(ON 1)Ig(x—y)—g(x)l"’dm(x) <§, lyl <6.
, N+

Por tanto, cuando |y| < § se tiene que

Ityf=fllp=ltyf—1y8lp+lTyg—glp+If-glp<e,

y (2.23) queda establecido.
Seae>0.Usando (2.23) yque [Ty f = fllp <ty fllp+1flp=21flp y€ R", obtenemos que

||(f*JLft)—f||,’Zsc( | +f|| 6) Ity f = FplA (M dm(y)
yI>

yl=6

s(:(e” f A ) dm(y) +2P | f115 f |2 ()ldm(y)
lyl=o ly|>6

< C(Eplll’tlll +f
y

Ithz(y)Idm(y)).
lyI>6

De las propiedades (S2) y (S3) podemos finalmente inferir que existe y > 0 tal que

I(f* &)= fllp,<Ce, 0<t<t.

(i) Sean f € Cyp(R"™) y € > 0. Puesto que f es uniformemente continua en R” podemos elegir
0 <4 <1 de manera que

Ity f-flo<e, lyl<é.

Y procediendo como en el caso (i) escribimos
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[(f * Z1) (x) = f(x)] sfwIf(x—y)—f(x)lllt(y)|dm(y)
= (f +f )”Tyf—fllooIszt(y)mm(y)
lyl=o lyl>6
<eldill+2 lo [ HpIdm(), xeR,
|y|>6

y usamos las propiedades (S2) y (S3) para concluir que
I(f * &) — flloo<Ce, 0<t<ty,

para cierto f > 0.
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Teoremas de interpolacion.

Dedicamos este tercer capitulo de la memoria a un tema de gran importancia en andlisis y que,
en particular, encuentra diversas aplicaciones en el andlisis funcional y arménico: la interpolacién de
operadores.

A grosso modo, un teorema de interpolacién puede ser descrito del siguiente modo. Dado un
operador T : of — 9B entre dos espacios vectoriales y A;, B;, i = 1,2, espacios de Banach tales que
Ajc o yB; <%, i=1,2,yde manera que T restringido a A; es un operador continuo de A; en B;,
entonces existen pares de espacios de Banach (A, B) “intermedios” con Ac «/ y B< 98 paralos que T
restringido a A es un operador acotado de A en B.

Para abordar estos teoremas de interpolaciéon se usan normalmente dos tipos de técnicas, las que
emplean la variable real (método real) y la que hacen uso de la varible compleja (método complejo).

En este trabajo analizamos la teoria de interpolacién en el contexto de los espacios de Lebesgue
considerando dos de los teoremas de interpolacién més relevantes y que son el fundamento de la teoria:
el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz, que utiliza el método real, y el de Riesz-Thorin que se
prueba con técnicas de andlisis complejo.

Estos teoremas son la clave para establecer la acotacién de muchos operadores importantes, entre
ellos, el conocido operador maximal de Hardy-Littlewood, al que dedicamos una seccién de este capitulo,
y que juega un papel fundamental en teoria de diferenciacién y en el anélisis de Fourier.

Antes de profundizar en cada uno de estos teoremas introducimos algunos conceptos fundamen-
tales.

Sean (X, u) y (Y,v) dos espacios de medida y T un operador definido sobre un subespacio vectorial
2 de funciones complejas u-medibles en X y con imagen en el espacio de las funciones v-medibles en Y.

El operador T es lineal si

T(f+8)=Tf+Tg y TAfH)=AT(f), f,g€2, 1eC.
Decimos que T es sublineal cuando
IT(f+@I=ITfI+ITgl vy ITANI=IATI, f,8€2, AeC,
y cuasilineal, cuando para algin C > 0,
IT(f+@I<C(TfI+ITgl) v ITANI=IAT), f,g€2, AeC.

Nétese que los operadores sublineales son casos particulares de operadores cuasilineales.
Si0< p,g<ocoyLP(X,u) c9,sedice que T es de tipo fuerte(p,q) cuando T f € LY(Y,v), para f € LP (X, p),
y existe Cp, 4 > 0 tal que

ITfllzacyv < Cpgll i,  f€LP(X, 1),

esto es, cuando T es un operador continuo de LP(X,u) en L9(Y,v) siendo la norma como operador
1Tlp—g = Cp.g-

Por otro lado, T es de tipo débil (p, g) cuando T es un operador acotado de L” (X, u) en L9 (Y,v),
es decir, existe Cp 4 > 0 de manera que

ITfllLacovy) < Cpgl fllerxw,  f€LP(X,w),
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Cuando g = oo, T es de tipo débil (p,o0) si, y solo si, es de tipo fuete (p, 00).

En lo que sigue y para simplificar la notacién, si f € LP (X, u) y g € LP"*°(X, u) escribiremos || f1l .
para denotar || fllr(x,u) ¥ 181l p,oo,u Para denotar || gl r.eo(x ). El espacio X, asociado a u, quedara claro
entonces en el contexto.

3.1. Teorema de interpolacién de Riesz-Thorin.

En virtud de las Proposiciones 2.13 y 2.14, cuando 0 < p < g < r < oo, se tiene que L”(X,u) N
L'(X,w) < L9(X,u) < LP(X, w) + L™ (X, ). Es natural entonces preguntarse que si dado un operador lineal
T definido en LP (X, u) + L" (X, 1) y que es acotado tanto en LP (X, u) como en L" (X, u), entonces se tiene
que también es continuo en L7 (X, y).

Larespuesta, afirmativa, la tenemos en el teorema que establecemos en esta seccion, cuya version
original fue establecida por Riesz en 1927 ([7]) y que fue generalizada casi 10 afios después por su
estudiante Thorin usando variable compleja. Fue tras la Segunda Guerra Mundial cuando Thorin publicé
su tesis. En ella aparecen los fundamentos de la teoria de interpolacién junto con una gran variedad de
aplicaciones.

El Teorema de interpolacion de Riesz-Thorin usa el método complejo para su prueba. La demos-
tracién se fundamenta en el resultado sobre funciones de variable compleja conocido como el Lema de
las tres lineas de Hadamard'.

Lema 3.1 (Lema de las tres lineas de Hadamard). Sea F una funcion continua y acotada en la banda
S={z€C:0<Rez <1} yanalitica en su interior. Supongamos que para ciertas constantes Ag, A; > 0 se
verifica

|F(2)| = Ag, Rez=0 y |F(2)|<A;, Rez=1. (3.1

Entonces, para todo 0 < 0 < 1 se tiene que
IF(2)| < AY9AY, Rez=6.
Demostracién. Para cada k € N definimos la funcién
Gr(2) = F(2) AZ " AT%e@ Dk zes,

Gy, k €N, es continua en Sy analitica en su interior. Ademads, ya que F es acotada en Sy sup ¢ (g 1 Ag’lAl’x <
00, obtenemos la estimacién

2 2 2
|Gk(Z)| — |F(Z)|Agez—1Al—Reze((Rez) —-1-(Im2)°)/ k < Ce—(lmz) /k, z€S.

Se sigue que para cada k € N, G¢(z) — 0, cuando |Im z| — +o0, uniformemente en 0 < Re z < 1. Luego,
podemos encontrar una sucesion {N; k}‘,’:’: < (0,00) creciente de manera que

|Gr(2)|<1, 0<Rez<l, |Imz|= Ng.
Por otro lado, de las hip6tesis (3.1) se obtiene que, para cada ke N,
IGr(2)| < F(2)|A; <1, Rez=0, y |Gr(2)|<IF(2)|A]'<1, Rez=1.

entonces, |Gi(2)| =1, k €N, en la frontera del rectdngulo [0, 1] x [- N, N¢] v, por el principio del médulo
maximo,
|Gr(2)|<1, 0<Rez<], |Imz|< Ng.

Se sigue asi que |Gi(2)|<1,z€ S, keN.
Tomando limite cuando k — oo se concluye que
|F(2) AZ ' A% = lm G2 =<1, z€S,
—00
esto es,
|F(2)] < Ay7Rezalez zes,
|

1 E] término de las tres lineas alude al hecho de que el valor de la funcién sobre lalineaRez=60,0< 6 < 1, estd
controlado por las cotas de la funcién en las lineas fronteraRez=0yRez = 1.
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Observacion 3.2. La condicion de acotacion para F es relevante para obtener el resultado del Lema de
las tres lineas. Basta observar que si tomamos la funcién F(z) = e W@ ze S donde w(z)=e"%, z€S,
entonces se tiene que F es continua en labanda Sy

|F(2)] = ™Y@ = exp (e_”lmz sen(rRe z)).

Luego |F(z)| =1, cuando Rez=0 6 Rez = 1, pero F no estd acotada en S. m]

Teorema 3.3 (Teorema de interpolacién de Riesz-Thorin). Sean (X, u), (Y,v) dos espacios de medida y
1 < po, 1, 9o, g1 < 0o. Supongamos que T es un operador lineal de LP° (X, u) + LP* (X, 1) en LT (Y,v) +
L9 (Y, v) tal que, para ciertas constantes Ay, A1 > 0 se verifica

" Tf”qo,v = AO”f”pO,p y ” Tf”ql,v = AO”f“pl,p- (3.2)

Entonces, para cada0 <0 <1, T es un operador acotado de LP? (X, u) en L9 (Y, v), siendo

1_1-6_ 6 1_1-6 6
Pe  Po P1 49 do @
Ademds,
ITfllgyw < Aall fllpg,ur  fELP(X, ), (3.3)

; 1-6 260
siendo Ag < A" A

Demostracién. Fijamos 0 < 8 < 1. Supongamos primero que py = co. En este caso pg = p; = co y las
hipétesis sobre T nos dicen que

1T fllgo,y < Aol flloo v NTfllgv = Aillflloopu-

Entonces, usando la desigualdad de Holder (ver Observacion 2.4), ya que % ==+ =

1T Fllgew = ICTHOCTH N gow < 1T ANl gora-0w 1T Nl gy 10,0
=ITAISNT NG, < AP AL flloos [ € L®(X, ).

Asumamos ahora que 1 < pg < ooy gg > 1. Vamos a probar pimero que se cumple (3.3) cuando f es una
funcién simple en LP? (X, u). Podemos suponer ademds, sin pérdida de generalidad, que || f| po = 1.
Pongamos f = 21121:1 arXg,, conag € C\{0} y {E k}],yzl una coleccion finita y disjunta de conjuntos medibles
en X con medida finita.

De acuerdo a [?, Theorem 6.14],

’

ITfllgv= sup fnygdv

gES (V)

. . . . !
donde S q) representa la clase constituida por las funciones simples g en L9%(Y,v) con gl dhv < 1. Luego,
nuestro objetivo es probar que

UY Tfgdv

Sea g€ Sq[, (Y), esto es, g es una funcién simple en L% (Y,v) tal que IIgIIq(;,V < 1y que representamos

< Ay P AN Nyl gllgy e 8 € Sqp (V). (3.4)

mediante g = Z]X:l by XF,, siendo by e C\ {0}, £ =1,..,.My {Fg}yzl una coleccién disjunta de conjuntos
medibles en Y con medida finita.
Paracadaze S={z€C:0<Rez <1} definimos las funciones

_ P L _ 2 8
Jz=1fl v & 1g(2)] rl

donde
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/ /

P@=2a-9+2; y qu=2a-5+%.
po p1 9o a9,
Observamos que fj = f y gg = g (nétese que de L = 10,0 g sigue que & = 120, 9y Ademds, cuando
Rez—0 o qo Q1 qy d N
0= [ @] au= [ 1prerer@ap= [ (a1, 5)
y !
! q ’ /
&Ny .= fy 18199 " dp = fy 181" dp = fy g% dp=1. (3.6)
De la misma forma,
[ | piu=182llgv=1, cuandoRez=1. (3.7)

Consideramos ahora la funcién
F(z) = f Tf.g8.dv, zeS.

|P(z)

Se tiene que f; = ZkN:1 lak XE. V8= Z[ 1 Ibng(Z) by ‘.%p, (para escribir f; y g de esta forma es

\akl
esencial que las familias {E}YY =1 Y (FpiM /=, sean disjuntas). Por tanto,

axb
Flz) = ZZmqulb |Q(Z)| kb"| T(X5,)Xr,dv, Z€S.
k=1¢=1

Como ayg, by #0, F es una funcién continua y acotada en S y analitica en su interior.
Por otro lado, aplicando la desigualdad de Hélder con exponente ¢ y 41, y teniendo en cuenta
(3.2) obtenemos
|F(2)| < | sz”qo,v”gz”q(’),v = AO“fz”po,y”gz”q(’),w Rez=0,

IF@I<ITf2llg g2l gr < Arl fllpyullgellgr vy Rez=1.

Usando ahora las estimaciones (3.5), (3.6) y (3.7) se deduce que
|[F(2)| < Ag, Rez=0, y |F(2)|<A;, Rez=1.
En virtud del Lema de las tres lineas se concluye que
IF(z)| < A;94Y, Rez=6,

Y en particular, F(0)| < Aé‘gA(f, 0<6<1.Yaque P(0) = Q(0) =1, se tiene entonces que

< A0 A0,

|[FO)| = U Tfgdv

y el resultado queda establecido para funciones simples en LP0 (X, p).

Sea ahora f € LP?(X, ). Por la Proposicion 2.15, sabemos que existe una sucesion {(,bk}Z":1 de
funciones simples en LP¢ (X, ) tales que [|¢px— f| po.p — 0, cuando k — oco. Ademds, por lo que acabamos
de probar, para todo k€N,

1T ¢rllgy < Ay~ ATl py -
Sea E={x€ X:|f(x) > 1}. Escribimos g = f6 y h = f — g. También consideramos, para cada k € N, las
funciones gi = pxXr y hi = Pk — 8k-

Supongamos que pg < p; (el caso py = p; es analogo). Se tiene que g € LP*(X,u) y h e LP (X, ),
pues

Il fElfl’”"dustlfl"f’dus||f||pg,

130 = [ 1= gtdia= [ A dus £,

Asimismo, puesto que ¢ — f, cuando k — oo, en LP¢ (X, ), se sigue que gy — gen LPO(X, )y hy — h
en LP'(X, u), cuando k — co.
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Las condiciones (3.2) llevan a que Tgr — Tg en L%(Y,v) y Thy — Th en L9 (Y,v). Luego,
podemos encontrar subsucesion {¢r,, 5 _; = {8k,, + hmitmen tal que Ty = Tg+ Thy — Tg+Th=TF,
en c.t.p. Obsérvese que en este punto la linealidad del operador es importante.

Por el lema de Fatou,

ITfllgy < HminfI T fi,, gy < liminf AL AT fe, Uy = A5~ A1 F 1.
—00

Por dltimo, suponemos que 1 < pg <ooy gy = 1. En este caso, go = g1 = 1 y podemos tomar g, =g, z€ S,
y repetir el argumento anterior cuando gy > 1 para establecer el resultado. O

Observacién 3.4. El Teorema de Riesz-Thorin también es conocido como Teorema de convexidad de
Riesz. Uno de los motivos para ello es que si A, 4, representa la norma del operador T del Teorema 3.3,
como operador acotado de L”? (X, 1) en L% (Y, v), entonces la funcién ¢(8) = log(Mp,,4,), 6 € (0,1), es
una funcion convexa. Basta tener en cuenta que Mp, 4, < Mé -0 M{’ y, en consecuencia,

@) < (1-0)logAy+60logA,
de lo que se concluye que ¢(@) < (1 -0)@(0) +0¢(1),0 € (0,1). O

Una aplicacion sencilla del Teorema de interpolacion de Riesz-Thorin es la prueba de la desigualdad
de Young para la convolucién (Proposicion 2.32).
Sean 1 < p,q,r < oo tales que cl, +1= ’lj + 1. Fijamos g € L’ (R") y consideramos el operador T

definido en L' (R") + L” (R") mediante Tf = f * g.

T es un operador acotado de LY(R™) en L™ (R™), pues, de acuerdo a la Proposicién 2.31, | T fll, =
If+gl-<lflhlgl f€ LY (R™). Asimismo, en virtud de la desigualdad de Hoélder, T es un operador
continuo de L (R") en L (R"), ya que

ITflloo = 1f * glloo < I fl gy, feL” ®™.

Estamos, por tanto, en las condiciones del Teorema 3.3, con pg =1, go =1, p1 =1, g1 =0y
Ao = A; = gllr y podemos deducir que

1T flgy < Ay AN Fllpy = 1gHAN 1y

siendo

1 0 0 1 1-6
—:1—9+—,:1—— y —=——, 0=0=1
Po r r qo r
1 ,1_ 1
Observamos que, entonces, %t =%

I1f*gllg= gl flp.

+ 1. Luego, en particular, para pg = p y gg = ¢ se obtiene que

3.2. Teorema de interpolaciéon de Marcinkiewicz.

Como ya hemos mencionado, en esta seccién usaremos el método real para establecer uno de los
teoremas de interpolacién fundamentales. El enunciado del resultado en su version original se debe al
matemadtico polaco Marcinkiewickz [6] quien, siendo prisionero de guerra de los nazis, envi6 una carta
personal a su profesor Zygmund, anunciando el teorema. Después de su temprana muerte durante la
Segunda Guerra Mundial, Zygmund complet6 el trabajo probando el resultado bajo condiciones mds
generales y presentando importantes aplicaciones [13]. No obstante, el teorema lleva el nombre de su
primer autor.

Teorema 3.5 (Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz). Sean (X, 1) e (Y,v) espacios de medida y
0 < po < p1 < oo. Asumimos que T es un operador sublineal definido en L”° (X, u) + LP' (X, ) y con valores
en los espacios de funciones medibles en Y . Supongamos ademds que, para ciertas constantes Ay, A; >0 se
verifica

Il Tf”po,oo,v = AO”f”p(),/Jr fE Lo (X, ), (3.8)
Il Tf”pl,oo,v <A ”f”pl,yr f eL” (X, ). (3.9
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Entonces, para cada py < p < p1,

T flpy < Alflpu  feLP(X, ),

siendo .
YT e — - T
P—Po P1—
y
1_1 1 _1
p_n po P
ao:—l_i y al:L_i.
po P po P

Demostracién. Comenzamos analizando el caso p; < oco.
Sean pg < p < p1y f € L?(X, p). Fijamos a > 0 y descomponemos la funcién f como f = f* + f7,
donde

Iy = Zuexifwisra Y = fZxexifwlzrap

y siendo r > 0 una constante que serd fijada mas adelante.
Se tiene que fi* € LP°(X, u) y f* € LP' (X, ). En efecto, ya que pg < p,

(W2 flfo PP P dp < (ra)? P £11} < oo,

y, de manera andloga, como p < p; se sigue que

LA flfl PP P ap < ra)P P £ID < o
Por ser T sublineal, |T f| <|T fi*| +|T f{*| y, entonces,
a a
{xEX:ITf(x)I>oc}§{xEX:|Tf0“(x)|>§}U{x€X:|Tf1“(x)|>E}.

En virtud de (3.8) y (3.9) se obtiene que

de(a) < dea( )+de1 (a’)

2 An)Po 2A,)P1
< ( g) f |f|p()dﬂ+ Q\[ |f|pldﬂ-
aPo Jxlf@l>ra aPl Jixifwlsra)

Usamos ahora la Proposicién (2.21) y tenemos en cuenta de nuevo que pg < p < pj para escribir

o0 o0
sl = nf P drp(@da < P(Ao)pof a"""O‘lf IfIPeduda
’ 0 0 {x:lf(I>rat
o0
+ (ZAI)Plf al’—m—lf Iflplduda
0 {x:lf()|sra}
[fol/r
= p(2Ag)P f |f1Pe f aP P\ dady
X 0

[e.0]
+p(2A1)’”1f |f|”1f a? P ldadu
X If@ol/r
p(ZAO)pO + p(ZAl)pl rpl_p) || ”p

~\(p—poyrp=po p-p1
Elegimos r de manera que
2 An)Po
(240) = (2A1)p1 rpl—p,
rP—pPo

1 Ago/(plfpo)AIpl l(p1—

estoes, r=3; ) Se deduce asi que

2 Ap)Po
p_,_P (2A0)

P P
I e e [
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zgp(p_ppo + p_ppl)Ago(m—p)/(m—po)Alfﬂn—Po)/(m—po) ”f”;u
zzp( PP )A(()I—P/mll(llpo—l/m)A(lp/Po—l)/(llpo—l/m)“f”P ,
pP—pPo P—P1 P
y, por tanto,
1/p
p p
77 =2( 5 ) e A

terminando asila demostracién para el caso p; < co.
Asumimos ahora p; = co. De nuevo, consideramos para cada a > 0 la descomposicién f = fi* + f*
anterior, esta vez con el valor r = 1/(2A;). Entonces, de (3.9) se tiene que

a
Il Tfla”oo,v <A ”f”oo,u <Aira= E

Por tanto,
def’(%) =v({yev:ITEmI> g}) - 0.

Por otro lado, de la propiedad de acotacién (3.8) tenemos que

a 2A0 po (2A0)P0
drpa(2 s(—u || ) . | rm
1 (2) a Hlpon aPo Jixex: fl>al2A) JPdp
Usando de nuevo la Proposicion 2.21 escribimos
p o -1 a *© —po—1
[ Tf||pspf aP dea(—)daSp(ZAo)pof aPpo f If1Pduda
0 0\2 0 (xXeX:| f(0)|>al(2A)}
2A11f1 1 (2A;)P~Po
ZP(ZAO)pOf |f|Pof aP~Po~ dad/.t=p(2A0)p°—||f||5.
X 0 -

Se concluye que

P \"P peip 1-pol
I Tfllp,v52(p_p0) AL AT L

Noétese que la constante que acota la norma del operador T coincide con la dada en el enunciado del
teorema para p; = oo. ]

Observacién 3.6. Sien el Teorema 3.5 el operador T fuera lineal, entonces podriamos debilitar las hip6tesis
pidiendo que las condiciones (3.8) y (3.9) se verificaran solo para funciones simples. Se obtendria entonces
la conclusién del teorema para las funciones simples en L”(X,u) y usariamos la densidad de estas
funciones en el espacio L” (X, u) para concluir que T admite una Gnica extensiéon a L” (X, y) que es
continua de LP (X, u) en LP(Y,v).

Precisamos el argumento de densidad que se sigue en este caso para obtener la extensién del
operador lineal T a LP (X, y).

Supongamos que estamos en las condiciones del Teorema 3.5, pero siendo T un operador lineal y
sustituyendo (3.8) y (3.9) por las mismas estimaciones, pero para funciones simples en los espacios de
Lebesgue correspondientes. La prueba del teorema nos dice que, para si pg < p < p1, entonces

TPl py < Al Bl pp,

para toda funcién simple ¢ en LP (X, u).
Veamos que podemos extender T a LP (X, ), po < p < p1, de manera continua. Consideramos
J € LP(X, ), con pg < p < p1. Sabemos por la Proposici6n 2.15 que existe {¢x}72, sucesion de funciones
simples en L” (X, p) tales que
l¢x— fll, — 0, cuando k — oo.

Ademas, del Teorema 3.5
1Thilpy < Aldpilpy, keN. (3.10)

Se sigue entonces que {T'¢p k}?:l es una sucesion de Cauchy en LP (Y, v). En efecto, al ser T lineal y usando
(3.10) se tiene que
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1T~ Thpmlpy < 1T~ Pl < Allpr — Domll v,

y dado que {¢(}2, es una sucesion convergente en L” (X, y1) se concluye que {T¢x}2, es una sucesion

de Cauchy en LP(Y,v). Usando la completitud de LP(Y,v), obtenemos que {T'¢ k}z’:l es convergente en

LP(Y,v), esto es, existe F € LP(Y,v) de manera que || Ty — Fllp,y — 0, cuando k — co. Definimos T f = F.
Se verifica ademds que | T fl»,v < All f |l p,.- Basta observar que

ITfllpy INTf=Thellpy + 1 TPrlpy = NTf = Thelpy + Alldpx = fllpp+ 1 flp,0),
y tomar limite cuando k — oo. O

Observaciéon 3.7. Cuando el operador T del Teorema 3.5 verifica ademds que
ITAI<TAfD, feLl'(X,w+IL=(X,u), @3.11)

entonces se puede mejorar la cota para la norma de T como operador acotado de L” (X, u) en LP(Y,v)
cuando 1 < p < oo.

Supongamos que estamos en las condiciones del Teorema 3.5 a las que afiadimos la propiedad
(3.11).Sean 1 < p <ooy f € LP(X, u). Podemos suponer, en virtud de (3.11), que f = 0.

Fijamos a > 0 y consideramos A > 0. Descomponemos f como f = fy + f1 siendo

Aa . la
- >
folx) = { T A’ /00 = Ay’

0, en otro caso.

A_a sif(x)>A—a
fl(x):{Al’ _Aly

f(x), enotro caso.

Podemos ver que fy € L' (X, 1) y fi € L(X, ). En efecto,

Aa
||f0||1,u=f (f(x)——)d,ust fodu
(xeX: f()zAal A} Ay (xeX: f)zAal Ay}

Aa\1-p
=2 WP foPdu<2(— P < oo,
f{xeX:f(x)zAa/Aﬂ f f K ( Al ) ”f”p,u o

¥ Il filloo,u < A/ Ay < oco. Entonces, por las condiciones (3.8) y (3.9) (con po = 1y p; = 00) se sigue que
ITfollcow Aol fliy ¥ ITfilloy = A1l filloou < Aa.

Por otro lado, ya que se cumple (3.11), usando la Proposicién 2.20 (v) podemos escribir

dry(@) < drp (1= D) +dr, A@) = dr gy (1= V@) < ——— [ foll,p

Ap
1-Va
Noétese que del (Aa) = 0 porque || T fillco,v < Aa. Ademds, podemos precisar el valor de || fyll1,, de la
siguiente manera,

Aa Aa
ol = [ Wdpu- 2%, (19).
Jollnp {xeX:f(x)zMx/Al}f H Ay f(A1)

Entonces, usando la Proposicién 2.21 se obtiene que

pA AA ™ Aa
ITfIn < 220 f(x)dadp—p—of aP‘ldf(A—)da
1

p-2 f
1-1 (xeX: fzAal A} 1-MA1 Jo

A A1 f()/A A A )
P Off f aP2dadu- P (;u)p dr(wdu

1-1 /1
_ pAo f Ay f(x)\p-1
T a-Np-1 xf(x)( )

p

—(1 AP 1||f||p
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p-1 p-1 p-1
o S W T —T
1-MAP-1(p-1) @1A-1Ar-1 P p-1 a-pap-170 P
De aqui obtenemos la estimacién
1/p ,1-1/p
ITfl, s —2—- inf ! £
P= (p-1VP 2e0n 1-A)VPA-VP T TP

Célculos directos muestran que el méximo de la funcién A(1) = (1 - PA-1P ) e10,1], se alcanza en
A=1/p',siendo h(1/p') = p~YP(p')~'P", de donde concluimos que

!
Yp(pHip 1-1/p

1/p ,1-1/p P 1/
ITfl,<A,"A """ Ifll,=A4,"A"Pp'l flip,

1 (p_l)l/p

1-1/p
1 .

1/
ypor tanto, | T p—p < %Ao PaA O

Terminamos esta seccién sefialando que los dos teoremas de interpolacion estudiados son independien-
tes y no se incluyen uno en el otro. Aunque la conclusién en los dos teoremas sea que el operador T es de
tipo fuerte, las condiciones en el Teorema de Marcinkiewicz son menos restrictivas, pues se asume que T
es sublineal en lugar de lineal y solo necesita condiciones para T de tipo débil en los puntos extremos.
Sin embargo, las estimaciones para la norma del operador T como operador de tipo fuerte (p, p) son
mejores en el caso del Teorema de interpolacién de Riesz-Thorin.

Notese que si en el Teorema de Riesz-Thorin go = po, g1 = p1 Y po < p < p1, entonces

11
1 1-6 6 0 P
—=——+—, siendof= ’fo ’f.
p Po P1 %_E

La cota que da el Teorema de Riesz-Thorin para || T'l|,—p es A(I)‘QA?, mientras que el Teorema de Marcin-
kiewicz nos dice que

1/p
P, P | al0a

P—Po Pi1—Po

ITlpp <2

3.3. Operador maximal de Hardy-Littlewood.

Dedicamos la tltima seccién a analizar algunas de las propiedades de la conocida como funcién
maximal de Hardy-Littlewood en R". Haremos uso del Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz para
establecer que, como operador, es de tipo fuerte (p, p) cuando 1 < p < oo, para lo cual se probaré que es
de tipo débil (1,1). Este hecho va a permitir establecer la acotacién en espacios de Lebesgue para otros
operadores. Las funciones maximales también juegan un papel relevante en la teoria de diferenciacion,
pues la acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood implica la convergencia en c.t.p. para una
gran variedad de familias de funciones.

Consideramos el espacio de las funciones localmente integrables LIIOC(IR”) constituido por las
funciones complejas definidas en R” que verifican

flfldm<oo, K < R" compacto.
K

Para cada x € R" y r > 0 denotamos por B(x, r) la bola de centro x y radio r y escribimos |B(x, r)| para su
medida. Recordamos que |B(x, )| = r"*|B(0,1)|, x e R", r > 0.
Dada f € LIIOC(R") se define la funcién maximal centrada de Hardy-Littlewood M. f mediante

1
M, f(x)=sup ——— |fldm, xeR".
o = S e e Jsen

Observamos en primer lugar que M. f, f € Llloc, es una funcién medible pues es supremo de funciones
medibles, concretamente M, f = sup,., Fr donde
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1
Fr(x)= — | fldm, xeR™
"= 1800 S
Se puede ver que para cada r > 0, F, es una funcién continua en R” y por tanto, medible Lebesgue. En
efecto, sea r > 0. Dado x € R", se tiene que

Jim Zpeen (V) = Xpon () VE R™\ 0B (xo, 7).

Aqui 0B(X)y, r) representa la frontera de la bola B(xy, r). Obsérvese que tomando |x — xp| < ||y — xo| — 71,
podemos asegurar que y € B(xy, r) si, y solo si, y € B(x,r). Ademas, si |x — xp| < 1 e y € B(x,r), entonces
y € B(xp,r+1), porlo que

|1 %XBx,n < | f1ZBx,r+1)-

Aplicando entonces el Teorema de la convergencia dominada se sigue que

) R
XILITJ}O Fr(x) = mxhjgclo fR" [ fDIX B, () dm(y)
1

= dy = Fy(xo).
| B(x0,1)| B(xo,r)lf(y)l Y (*o)

De la definicién de la funcién maximal se deduce que M, es un operador positivo. N6tese que
M.(f) = M:(If1) = 0y, ademas, si M, f(xg) = 0, para algtn x, € R", entonces f(x) =0en c.t.x € R".
Por otro lado, es claro que M, es un operador de tipo fuerte (oo, 00), pues

1
IMe flloo < Il flloo SUP dm=|flco- (3.12)
e/ fe oo r>0 |B(x, 1) JBx,n) *

El término “centrada’ que se le asigna a la funcién maximal de Hardy-Littlewood M, alude al hecho
de tomar en la definiciéon bolas centradas en x. Otra version habitual para esta maximal es la que se
define a partir de bolas que contienen a x y que no son necesariamente centradas. Denotamos por M al
operador maximal de Hardy-Littlewood no centrado que viene dado por

1
Mf(x)=sup sup —— |fldm, xeR",
r>0 yeB(x,r) |B(y, ")l JB(3,1)

paracada f € LY (R™Z2,

loc

Es obvio que M. f < Mf, f € Llloc([R”). Pero, la funciéon M f estéd controlada por M. f, lo que las
hace equivalentes. En concreto,

27"Mf<=M.f<Mf, feLl ®".

Para ver esta relacion es suficiente tener en cuenta que si x, y € R" y r > 0, entonces podemos asegurar
que B(y,r) € B(x,2r) cuando y € B(x,r) . Y puesto que | B(x,2r)| = 2"|B(x, )| se obtiene

|B(x,2r)| 1
— fldm <
[B(y, Nl JBy,n |B(y, )| |B(x,2r)| JB(x,2r)

|fldm<2"M.f(x), y€B(x,r1),

de donde se concluye que M f(x) < 2" M, f(x), x € R™.

La equivalencia entre las dos funciones maximales hace que en la mayoria de los resultados sobre
el operador maximal de Hardy-Littlewood, entre ellos los que involucran propiedades de acotacion,
podamos tomar la funcién maximal en cualquiera de las dos versiones, centrada o no centrada, para
establecer la propiedad. Se usard la mas conveniente en cada caso.

A continuacién vamos a calcular explicitamente la funcién maximal de Hardy Littlewood, en sus
dos versiones, para una funcién concreta. En R consideramos la funcién caracteristica del intervalo (a, b),
O<a<b<oo, f=Xqun.

La funcién maximal centrada M, f viene dada por

2 En los textos encontramos las funciones maximales de Hardy-Littlewood que se definen de manera anéloga con
cubos en lugar de bolas. También resultan equivalentes a M, y M ([2, Chap. 2]).
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[((x—r,x+71r)n(a,b)|

1 X+r
Mcf(x):sup—f Zap (y)dy =sup , XeR.
>0 2T Jx—r r>0 2r

Observamos que (x—r,x+r)N(a,b) = @ cuando x+r < a o bien x—r = b. Por tanto, dado x € R
consideramos el supremo en el conjunto Ry ={r >0:a—x <r, x—b < r}. Asimismo, yaque |(x—1,x +
r)n(a,b)l<2r,xeR, r>0,setieneque M f < 1.

Si x € (a, b), es posible encontrar r > 0 de manera que (x—r,x+ r) < (a, b) de lo que se deduce que
Mf(x)=1,x€(a,Db).

Supongamos ahora x < a. En este caso, para r € Ry,

1
l(x—r,x+r)Nn(ab)| |(amin{x+rb})| 2 2r
I(r): = = b

2r 2r

Esta funcién alcanza un maximo en r = b — x (ver Figura 3.1) lo que permite inferir que M. f (x) = %,
X < a. Andlogamente, cuando x = by r € Ry, se tiene que

1
|(méx{a,x-1},b)| | 2 "2r
RN

1= 2r

Ahora el maximo de la funcién I se alcanza en r = x—a (Figura 3.2). Se sigue entonces que M, f (x) = %,

x=Db.

bea I(r) beg I(r)
2(b=x) /\ 2ama /\
a - X be r xL b xL a r
Figura3.1: I(r), x<a Figura3.2: I(r), x=b

Hemos obtenido entonces que

b—a
PO =aq,
2(b—x)
M Zap(x) =41, a<x<hb, (3.13)
b—
)
2(x—a)

Analizamos ahora M%, ;). En esta ocasion tenemos que

[(y—r,y+r)n(a,b)l

MZ 4 p)(x) =sup sup eR.

r>0 yeB(x,r) 2r

. . _r, b .
De la misma forma que con Mg, si I(r, y) = w, r >0, y € R, entonces, cuando y+r < a, o bien,

y—r = b, se tiene que I(r, y) = 0. Por tanto, basta calcular el supremo de la funcién I(r, y) en la regiéon
R={r,y):r>0,x—r<sysx+r,a-r<ysb+r}.
También como antes es obvio que M¥, 1) < 1. Y en el caso de que x € (a, b) podemos encontrar
r>0eye€B(x,r) de manera que (y—r,y+r) c (a, b), conlo que se obtiene que M%) (x) =1, x € (a, b).
Fijamos ahora x < a. Enestecaso R={(r,y) :r >0, a—r < y < x + r} Podemos dividir la regién R

en tres zonas como indicamos en la Figura 3.3.

Enlaregion Ry ={(r,y)eR:b—-r<y<x+r}, I(r,y) = (b—a)/(2r), yya que en R; se verifica que
2r =z b—x se sigue que sup,. ,)cg, 1(r,y) = %.
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Por otro lado, cuando (r,y) e Ry ={(r,y) €R:1r= %, a-r<y<b-r}, tenemosquea<y+r<h»,

y al estar en R, también y < x + r por lo que
+r—-a b-a

I(r,y)=—y P Sb—x'

Por dltimo, enlazona R3 ={(r,y)ER:1r < %, a—r <y<x+r}, también se tiene que

y+r—a
I(r,y) = ——.
Y 2r

La funcién I(r, y) no tiene puntos criticos en el interior de R3 y alcanza el maximo en la frontera. Puede

verse que el valor de ese maximo se alcanza en el punto P = (%, %) convalor (b—a)/(b—-x).

Se concluye asi que M% 4,5 (x) = %, x<a.

y=b+r

y
y=Xx+r Y Lo y=a+r
b T X T
a+ b1 R
X T+ a -+
r f f r
X a b‘yzb_r a b x\ y=x-r
y=a-r

Figura33:x<a Figura3.4:x=b

Razonando de la misma forma con laregiéon R ={(r,y): r >0,x—r < y < b+ r} yla Figura 3.4 se tiene que

en el punto Q = (554, £34) se alcanza el supremo y se obtiene que M, 1) (x) = %, x = b. Luego

b—a c<a
b-—x’' -
MZap(x)=4 1, a<x<b, (3.14)
;{1, be
X—a

Si comparamos las funciones (3.13) y (3.14) nos damos cuenta de que mientras M f es una funcién
continua, M, f presenta una discontinuidad de salto finito en x = a'y x = b. Sin embargo, las dos verifican
que son funciones en LP (R), 1 < p < co. Especificamente, | M flloo = IM, flloo =1y, cuando 1 < p < oo,

b—a\P( e dx +too  dx
p_
“MCf“'”_( 2 ) (ﬁw(b—x)p+ﬁ (x—a)P)”’_“

~ (b—a)”((b—a)l_” L b-a?
2 p-1 p-1

)+b—a

b—a

= —zp—l(p—l) +b—-a= (—Zp‘l(p—l) +1)(b—a).

Andlogamente se obtiene que
p+1
Mf||P = =——(b-a).
sl =25 -0
En este ejemplo particular también se observa que la integral que define a || M. fl; 6 |M f|l; es divergente,
porlo que M, f, M f ¢ L' (R"). Veamos que, sin embargo, si son funciones en L (R").
Sea a > 0. Ya que M,(f) <1, se tiene que dy, r(a) = 0, cuando & = 1. Por otro lado, si 0 < a < 1,
podemos escribir
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ndf(a)zm({xe[R%":Mcf(x) >a}) = ‘(b—%,a+ %)‘ =(b—a)(é—1)s b;a’

luego, M. fll1,00 < b— a. De manera similar se ve que | M fl1,00 < 2(b— a).

Que la funcién maximal en este caso no sea una funcién integrable no es algo excepcional. Real-
mente, si f € LIIOC(IR”), entonces M, f € LY (R™) si, y solo si, f =0 en casi todo punto.

Sean f € LIIOC(R”) y supongamos que M f € L'(R"). Para cada N € N definimos la funcién fy =
f%Bwo,N. Es claro entonces que {fn} nen © LY (R™). Ademas, si | x| = N, entonces B(0, N) < B(x, |x| + N) y
dado que el soporte de fx estd contenido en B(0, N) se puede escribir

1 1
M(fn)(x) =sup ———— |[fnvldm= —— | fnldm
TN =8B 55 e MV Boo 1+ M) aceerem
1
Ifvl -

~1BO, D] (x[+N)"

Teniendo en cuenta que flx‘zN(IxI + N)™"*dx = oo, se infiere que si M fy € LY(R™) entonces debe ser
I fnlll =0, y, por tanto, f =0, en c.t.p. de B(0, N). Asi, f =0 en c.t.p. de R".

Hemos visto que para cualquier f € L' (R"), f # 0, su funcién maximal de Hardy-Littlewood no
pertenece a L' (R"). Probaremos que, sin embargo, se puede asegurar que M f € LV°(R").

Teorema 3.8. El operador maximal de Hardy-Littlewood es un operador acotado de L' (R") en LV (R") y
se tiene que
IMflieo<3"lfl1, feL'®R".

Ademyds es de tipo fuerte (p, p), cuando 1 < p < oo, verificando

n/pp

3
IMfIl, <

1 Ml SELP®RY,

$i1<p<00, Y IMflloo =l flleo, f € L (R™).
El mismo resultado se tiene para el operador maximal centrado de Hardy-Littlewood.

Para probar ese teorema necesitamos el siguiente lema de cubrimiento. Su importancia reside en
que, a partir de una coleccién finita cualquiera de bolas en R”, es posible encontrar una subcoleccién
disjunta cuya medida puede compararse con la medida de la coleccién original.

Lema 3.9. Sea {Bk}fc\’:1 una coleccién finita de bolas abiertas en R". Existe una subcoleccion {B jr}’rn=1 de
bolas disjuntas dos a dos de manera que

m N
> 18,1237 U Be|
r=1 k=1

Demostracién. Sin duda podemos suponer que |By| = |Bz| = --- = | By|. Tomamos Bj, = By. A continua-
cién, buscamos el menor indice j» en {2,..., N} de manera que Bj, N B}, = ¢. Repetimos el proceso de
forma que si ya hemos elegido {j, ..., jr}, entonces j,.; serd el menor indice en {j, + 1,..., N} tal que

;
B, ﬂ (kL:Jl Bjk) =92.

Como partimos de una coleccion finita, este proceso termina en m pasos. Hemos conseguido asi una
coleccién {B jr}’r":l de bolas disjuntas dos a dos. Veamos ahora que

N m
U Brs U3Bj,. (3.15)
k=1 r=1

Es claro que si By es una de las bolas escogidas By <" | 3B;,. Si By no fue elegida, entonces para algtin
ro € {1,..., k — 1} se verifica que B N Bjr() # @,V, ademas, |By| < IBer |. De esta forma, B < 3Bjr0 . En efecto,
basta tomar zg € B N Bjro .Si By = B(xg, ri) y Bj,, = B(xjro , rjro) entonces, para cada x € By se tiene que

lx = xj, | <X = xp| + Xk = 20l + |20 — xj, | <P+ i+ 1), <3rj,,
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esto es, x € 3B, . De (3.15) y del hecho de que la subcoleccion es disjunta se concluye que

N m m m
|U B <|Us3Bj|= Y 13B;,1=3" ¥ 18,1
k=1 r=1 r=1 r=1

Pasamos a demostrar el Teorema 3.8.

Demostracion. Dada la relacion entre M y M. que hemos mencionado, basta demostrar el teorema para
el operador maximal M. Por otro lado, vimos que M es un operador acotado de L*°(R") en si mismo por
lo que, en virtud del Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz, el principal objetivo de la prueba es
establecer la acotacion tipo débil (1,1), esto es,
3}1
m({xeR": Mf(x) > a}) < S s, (3.16)
a

Sea a > 0. Denotamos por Eq = {x € R" : Mf(x) > a}. El conjunto E, es abierto. En efecto, sea x € Eg. Al
ser M f(x) > a, existe una bola By que contiene a x y tal que

1
X X

Por tanto, si y € By, también M f(y) > a. Luego By < E,, y se obtiene asi que E, es un conjunto abierto.
Para calcular m(E,) podemos tomar la medida regular interior, esto es, m(Ey) = supgcg, m(K),
donde el supremo se toma sobre los conjuntos compactos K contenidos en E,. Luego basta establecer
(3.16) para todo conjunto compacto K c E,.
Sea K c E, un conjunto compacto. Para cada x € K consideramos la bola B, como antes. Ya que
K < Uyxex Bx v K es compacto, existe una familia finita {Bxk}],y:1 de bolas abiertas que recubren a K.
Usando el Lema 3.9 podemos extraer una subcoleccion {By; }, parala que se tiene que

N 3"
m(E) <| U By, 37070,
k=1 a

<3") |By, |=— |f|dms—f Ifldm <
r=1 o a1 ijr @ JE,

donde hemos usado (3.17) y el hecho de que la coleccién {By i };"z , es disjunta y contenida en E,. Queda
establecida asi la estimacién (3.16) para K < E, compacto, y la acotacién de tipo débil (1,1) para M queda
probada.

Usando el Teorema de interpolacién de Marcinkiewickz (Teorema 3.5) podemos inferir que M
es un operador continuo de L” (R™) en si mismo, cuando 1 < p < oo, y si tenemos en cuenta ademas la

Observacion 3.7 obtenemos que
n/pp

p-1

Ml p—p <
O

Como ya comentamos, el operador maximal de Hardy-Littlewood resulta ttil en el estudio de la
acotacion de otros operadores. Una de las caracteristicas del operador M, que le permiten controlar
a otros operadores es el hecho de que podemos escribir el operador M, como un operador maximal
de convolucién con un nicleo de sumabilidad. Concretamente, si consideramos la funcién £ (x) =
|B(0,1) I‘l%g(o,l) (x), x e R", se verifica que, para cada f € LY (R™),

loc

1
M:f(x) = srggmfw |f ()| Zpx,n (W) dm(u)

—sup— _ Y _ n
=sup r"IB(O,l)If[Rnlf(x y)|%3(o,1>(r)dm(y)—srliloa(lfl*xr)(x), xeR".

Observamos que £ es una funcién no negativa con integral 1, por lo que, de acuerdo a la Proposicién
2.35, {#;}r>0 es una aproximacion de la identidad.
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Abstract

N this work we analyze the two classical interpolation theorems: The Riesz-
Thorin Theorem and the Marcinkiewicz Theorem. In the analysis of these two
results the Lebesgue spaces on measure spaces are essential, both the clas-
sical and the weak type ones. We develop the main aspects in the theory of the
Lebesgue classes. Among them, we prove the Hélder and the Minkowski in-
equalities and establish that the Lebesgue spaces are complete. In addition we
study different relations between Lebesgue spaces and give some approxima-
tion results. The convolution on the Lebesgue spaces is another of the issues
we address, highlighting the importance of the summability kernels. Finally we
prove the aforementioned interpolation theorems and show their utility in the
boundedness of the Hardy-Littlewood maximal operator.

1. Introduction

HE theory of interpolation of operators in Lebesgue spaces is a topic of

great importance in analysis and, in particular, it finds numerous applica-
tions in functional and harmonic analysis. The development of the theory of
measurement and integration in different spaces and the problems developed
in this field have shown the importance of the theory of the interpolation of
operators.
The main objective of this work is to analyze the two classic interpolation the-
orems: the Riesz-Thorin interpolation theorem and the Marcinkiewicz theo-
rem. Classical Lebesgue spaces are involved in them, as well as the so-called
Lebesgue spaces of weak type.

2. Outline of the first chapter

N the first chapter is introduced the basic elements of the abstract measure

theory that constitute the base for defining Lebesgue spaces and analyzing
their properties. Some of these elements are the measurement spaces, the
exterior measurements and measurable functions. We see the construction of
the Lebesgue exterior measure in R" and close the chapter by introducing the
theory of abstract integration that particularly includes the Lebesgue integral,
and we preesent the three great convergence results: Monotone convergence
Theorem, Fatou’s Lemma and Dominated convergence Theorem.

3. Outline of the second chapter

N the second chapter we introduce the spaces constituted by p-integrable

functions and, the corresponding weak versions. Let (X, ) a measure space
and 0 < p <oco. We denote by L”(X, u) the class constituted by the measurable
complex functions in X such that

1p
<oo, wheno0<p<oo,

1l = ( [isvau

and ||l = esssup x| f(x)| = inf{a =0:pu({xeX:|f(x)]>a})= 0}4
Theorem Let 0 < p <co.
(i) The space (L”(X,u), |- 1I,) is a Banach space, when 1 < p < oo;
(i) If 0 < p <1, LP(X, ) with the metric p(f,g) = If - gllh, f,g € LP(X,p), is a
complete metric space.
The following inequality is fundamental in the proof of this theorem.
Hélder’s inequality Let 1 < p < co. For each fe LP(X,u) and g € L' (X, 1)
you have that fg e L'(X,u) and || gl < I fllllgll - The equality is true if, and
only if, al f(x)I” = blg(x)|”, a.e.x € X, for certain constants a, b with ab # 0.
We establish some relations between the given Lebesgue spaces, amongst
them the following useful one.
Proposition Let 0 < p < g <r =o0o. We have that L?(X,u) n L' (X, ) <
LI(X, p) < LP(X, @) + L' (X, ).
The approximation results are of special interest in this context because they
allow us to establish properties for general functions in the Lebesgue spaces
from the corresponding ones for simple functions. The relevance of this class
of functions is that it is dense in the Lebesgue spaces.
Proposition Let 1 < p = co. The space of simple functions in L”(X,p) is
dense in L”(X, u).
The weak Lebesgue space LP>®(X,u), 0 < p < oo is constituted by the measur-
able complex functions such that | f1l e = Sup.o @dy(@)!'? < co, where dy is the
distribution function given by dy(@) = p({ixe X :|f(x)| > a}, @ > 0.
It can be seen that L”(X,u) c LP*(X,u) and that || flpe < I fll,, f € LP(X,p).
Moreover,
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Proposition Let 0 < p < g < r <oco. We have that LP®(X, ) n L"®(X, )
LI®(X, ) < LP(X, @) + L' (X, ).
Furthermore, we study an operation that plays an important role in the branch
of analysis, the convolution of two measurable function in R”. We show results
as Young's inequality for the convolution: let 1 < p, g, r < co such that %+1 = i+%
Then fxgeL/®R" and | f * gllg <1 fl,lgl,, f€L'RM, gL R").
We close the chapter with the study of what is known as approximation of the
identity, as the Poisson kernel or the heat kernel. We establish the following
relevant approximation theorem.

Theorem Let {#},-o an approximation of the identity.
(i) If 1 = p<oo, then, for each f e LP(R"), II(f * %)) - fl, — 0, when t — 0*.

(ii) Let f e Co(R™), that is, a continuous function in R” such that | f(x)| — 0, when
|x| = oco. Then ||(f * &) — fllo— 0, When ¢t — 0*.

4, Outline of the third chapter

N the third chapter we analyze the interpolation theory in the context of

Lebesgue spaces, taking two of the most relevant interpolation theorems
which are the foundation of the theory: the Riesz-Thorin interpolation theo-
rem, which is tested with complex analysis techniques and the Marcinkiewicz
interpolation theorem, which uses the real method.

Riesz-Thorin theorem Let (X,u), (Y,v) two measure spaces and 1 <
Po, P1,qo, q1 < 0o. Let's suppose that T is a linear operator from LPo(X, u) +
LPY(X,p) into L%(Y,v) + L (Y,v) such that, for certain constants Ay, A, >0 it's
verified

IT fllgoy < Aol fllppe @A T fllg,v < Aoll fllpy e

Then, foreach 0= 6 <1, T is a bounded operator from L (X, ) into L% (Y, v),
where
1 1-0 0 1 1-60 0
—=—t— d —=—q+—
Po Po P qo qG G
Furthermore, 1T fllgov < Agll fllppys  f € LP(X, 1), Where Ag < A} AY.

Marcinkiewicz theorem Let (X,u) and (Y,v) measure spaces and 0 < p, <
p1 <oco. We assume that T is a sublinear operator defined in LP(X,u) +
L (X, ) with values in the measure functions spaces in Y. Suppose also
that for certain constant Ay, A; > 0 it's verified

1T flpuooy < Aol fllpogr [ € LP(X, ),
1T fllpycor < Aill fllpy - fELP(X, ).

Then, for each po< p < pi, ITfllpy < Allflpw f€LP(X, 1), where

==

1_1 L
P m _ M
T and =TT

PP PP

1p
A=2(7p I ) ARAD,  ap=
P—Po Pr1—p

We close the work with the so-called maximal Hardy-Littlewood function in R”,
which plays relevant role in the theory of differentation. Given f e L} (R"), the
Hardy-Littlewood centered maximal function is defined by

1
M. f(x) =suj 7f dm, xeR",
00 =S e e !
and the non-centered Hardy-Littlewood maximal function Mf is defined in an
analogous way by considering balls that contain the point but not necessar-
ily centered. They are equivalent: we have the relation 2°"Mf < M.f < Mf,
feLl (®". The main result obtained from the Marcinkiewicz interpolation the-

loc

orem is the following.

Theorem The Hardy-Littlewood maximal operator is a bounded operator
from LP(R") into itself, when 1 < p < co and it is of weak type (1,1). Moreover,
1M,y <222, 1< p < 00, and Mllco~o0 < 1. The same result holds for the
Hardy-Littlewood centered maximal operator.
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