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Resumen - Abstract

Resumen

En la presente memoria se pretende profundizar en el estudio de
aproximacion polinomica en espacios normados. Empezaremos am-
pliando el estudio del ajuste polinomico por minimos cuadrados. Ini-
ctalmente introducimos conceptos como espacio pre-Hilbert o matriz
de Gram, desarrollaremos resultados cruciales para nuestro proyecto
y veremos aplicaciones para el caso discreto y continuo. A partir de
la Seccion 1.4 profundizaremos en los polinomios ortogonales para
dar comienzo al capitulo 2 que ampliard la aproximacion a espacios
normados. En este capitulo se obtendran resultados y condiciones
para la existencia y unicidad de la mejor aproximacion en espacios
normados, con énfasis en la norma uniforme. También para finali-
zar el proyecto se presentard el “Algoritmo de Remez”, un algoritmo
recursivo para la obtencion aprorimada de la mejor aproximacion
polinomica uniforme. Y por iltimo, mostraremos el correspondiente
algoritmo implementado en Matlab con la visualizacion de alguno
ejemplos concretos.

Palabras clave: Mejor aproximacion — Minimos cuadrados -
Minimax — Algoritmo de Remez.
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Resumen - Abstract

Abstract

This report aims to deepen the study of polynomial approzimation
in normed spaces. To begin with, we will develope the study of poly-
nomial least squares approximation. First step will be to introduce
concepts such as pre-Hilbert space or Gram matriz, after that crucial
results for our project will be presented and applications for discrete
and continuous cases will be shown. From the Section 1.4 on, we will
delve into orthogonal polynomials to start with the second chapter in
which approach to normed spaces will be developed. In this chap-
ter, results and conditions for the existence and uniqueness of the
best approzimation in normed spaces will be obtained, with a strong
focus on uniform norm. To conclude this project, the “Remez Algo-
rithm” will be presented as a recursive algorithm for obtaining the
best uniform polynomial approzimation and we will finish with its
implementation in MATLAB by displaying concrete examples.

Keywords: Best approximation — Least squares — Minimax — Re-
mez Algorithm.



Introduccion

En este trabajo daremos una introduccion a la aproximaciéon polinémica por

minimos cuadrados y en norma uniforme. En general, la teoria de la aproxima-
cién es una rama de las matematicas que aborda el problema de la aproximacién
de una funcién dada mediante una clase de funciones mas sencilla.
En norma uniforme, aumentar el nimero de nodos de interpolaciéon no genera
necesariamente una sucesion de polinomios interpoladores que converja a la fun-
cion a interpolar. Es mas, en general, con nodos equiespaciados en un intervalo
[a,b] pueden producirse oscilaciones de gran magnitud cerca de los extremos
del intervalo. Por esto en el primer capitulo vamos a tratar la aproximacion de
funciones, mediante polinomios, por minimos cuadrados, es decir, respecto de la
norma euclidea (ponderada).

En el resto del trabajo denotamos por [ al conjunto de polinomios en una
variable z y [[,,, n > 0, n € N, conjunto de polinomios de grado menor o igual
que n.

Ajuste polinomico por minimos cuadrados discreto.

Consideramos la norma euclidea ponderada discreta en RN con pesos

positivos wy, ..., wn

N 1/2
|lz]|2.w == mew, x = (20,...,xn5)" € RNT! (0.1)
i=0

Dada una serie de N + 1 datos (z, f), siendo z = (x¢,...,zn)T v f =
(fo,-- -, fn)T, con nodos {z;}X, distintos dos a dos, y M < N, M € N, hallar
un polinomio p € [[,, tal que

N 1/2

1f = D) |l20 = Z(fi —p(w:)) Pwi |, con p(x) == (p(xo), ..., p(zn))",
(0.2)

sea minima.

Ajuste polinomico por minimos cuadrados continuo.

Consideramos la norma euclidea ponderada continua en C([a,b]) asociada
a una funcién peso continua y positiva w(z) cumpliendo que fab w(z)dr < oo
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= ([ ot ) " 03)

Mas adelante se dara una definicién mas precisa del concepto de funcién
peso (Definicién 1.5).

Dada f € C(Ja,b]) y un nimero natural M > 0, encontrar un polinomio
p e 11,, tal que

1/2

IF = plaos = ([ 70 = o) utorar) 04)

sea minima.

Nota 0.1 Como veremos en la siguiente seccion, el ajuste polindmico por mini-
mos cuadrados, bien discreto o continuo, admite una solucién tinica relativamen-
te sencilla de obtener, por ejemplo mediante la resolucién de un sistema lineal
para los coeficientes del polinomio de mejor aproximacién p. Este hecho contras-
ta con la resolucién del problema de ajuste en norma uniforme (aproximacién
minimax), en cuyo caso, a pesar de existir solucién unica, ésta generalmente no
puede obtenerse de modo explicito salvo en casos simples.

Ajuste polinomico uniforme discreto.

Consideremos la norma uniforme en R¥*1 dada por ||7]s = 0@%%\%%

AN
r = (zg,...,oy)7 € R¥T! Dada una serie de N + 1 datos (z, f), siendo z =
(o, ...,2n)T v f = (fo,..., fn)T, con nodos {x;}¥, distintos dos a dos, y

M < N, M € N, hallar un polinomio p € [],, tal que

If = @)l = maz |fi = pla:)], con p(x) = (p(xo), ... plan))",  (0.5)

0<i<N

sea minimo.

Ajuste polinomico uniforme continuo.

Consideramos la norma uniforme || f|ls := sup |f(x)]. Dada f € C([a,b])

z€la,b
y un nimero natural M > 0, encontrar un polinomio p € [[,, tal que

I = bl = maz | (z) = pla)| (0.6
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sea minima.

Considerando el caso mas simple de polinomios de ajuste de grado cero inci-
tamos el estudio de mejor aproximacién por minimos cuadrados, en comparacién
a la mejor aproximacion uniforme.

Ejemplo 0.1 Ajuste polinomico discreto de grado cero en norma euclidea y en
norma uniforme. Sean valores { f;}}*,. El problema de minimos cuadrados

min S (fi — f)?

fER

admite como solucién (inica) f = fo = N;sz‘]\io fi = f, esto es, la media
aritmética de los datos { £}, siendo ademds la desviacién cuadrdtica minima
iqual a Y"1 o(fi = f)? = (N + 1)o? (donde 0% denota la varianza de los datos
[F3Y,)

Por otra parte, el problema de ajuste en norma uniforme (problema mini-
max)

minmaz | f; — f|

. g _ o1 , in {f -
admite como solucidn (inica) f = foo = 3 (Orgl%cv{fl} + 02,2}\[{f1}), con des

viacion uniforme minima iqual a & [ maz { ;¥ — min {f;} ).
f g o'} (uag (1~ min (73

Ejemplo 0.2 Ajuste polinomico continuo de grado cero en norma euclidea vy
en norma uniforme. Sea una funcion f € C([a,b]). El problema de minimos
cuadrados

min fab(f(:c) — ¢)%dx

admite como solucion (Unica) ¢ = ¢y = fbf(x)dx = f, esto es, el promedio

b—a Ja
integral de f(z) en [a,b] .

Por otra parte, el problema de ajuste en norma uniforme (problema mini-
mazx)

Q@gggﬁglf () — ¢f
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admite como solucion (Unica) ¢ = éo = 3 (m[cwg]f( )+ mzré]f( )>, con desvia-
rec|a, :1:6 a

cidn uniforme minima igual a 3 (m[a:g}f(x) - m{m;g}f(a:))
xre|a, x€E|a,

Para finalizar la introduccién desarrollaremos el conocido Teorema de Apro-
zimacion Uniforme de Weierstrass [3, 4, 5, 10] que constituye un resultado fun-
damental en la teoria de aproximacion, del que haremos uso frecuente en este
trabajo.

Teorema 0.1. Sea f € C([a,b]), conb—a < oo, ye > 0. Eziste p € [] tal que:
If =Pl < e (0.7)

Demostracion. Sin pérdida de generalidad realizamos la demostracion para el
intervalo [a,b] = [0,1]. Para n > 1 y z € [0,1] definimos b, := (})z*(1 —
z)" % 0 < k < n. Es directo comprobar que (1 —x + tx)" = Y} _ b (2)t*, y
derivando sucesivamente respecto de ¢ y evaluando en t = 1:Y ) b, x(z) = 1,
Sor_okbni(z) = nx, D20 k(k — Dby k(z) = n(n — 1)a?, para todo z € [0, 1].
De aqui sigue que Y p_o(z — £)2b, 4 (z) = (1 )z € [0,1]. Definimos ahora los
polinomios de Bernstein de f como,

_ ;f (%) bosle) e [ w1 n>1 (0.8)

Dado € > 0y z € [0, 1] fijo, existe § > 0 tal que |f(z) — f(y)| < §, Vy € [0,1] tal
que |1 — y| < 6. Bn particular, |f(z) — Bu(f:2)| < S LF ) — F()bp.(z) =
>+, donde ), denota la suma sobre indices de k tales que |z — %| <dy
>, denota la suma sobre |z — £| > §. Luego, >, > £. Respecto a ), tendremos

S 1) — ) bsta) < 2 "“Z alw) < W € (09)

sim > ng, con ng 1= ['gﬁ;"’} En definitiva, || f — Bn(f; )|l <€, si n > ny.

[\Dlm

Con esta prueba podemos enunciar un resultado algo méas general que el
Teorema de Aproximacion Uniforme.

Corolario 0.1 Si f estd acotada en [0,1] y o € [0,1] es un punto de conti-
nuidad de f entonces lim B,(f;xo) = f(xo). Si ademds f € C([0,1]) entonces
n—oo

{Bu(f; ) }asn, converge uniformemente a f en [0, 1].



Aproximaciéon por minimos cuadrados.

1.1. Existencia y unicidad de mejor aproximacién en
minimos cuadrados.

Empezaremos resolviendo los problemas de mejor aproximacion polinémica
en minimos cuadrados (0.2) y (0.4). Con este fin vamos a comenzar dando las
definiciones de espacio pre-Hilbert y espacio vectorial normado sobre el cuerpo de
los ntimeros reales. Estaremos trabajando en el contexto de espacios pre-Hilbert
(espacios vectoriales reales con un producto interior).

Definicién 1.1 (Espacio pre-Hilbert.) Sea V un R-espacio vectorial. Se dice
que (V,(-,+)) es un espacio pre-Hilbert si (-,-) : V. x V — R es una forma no
degenerada, simétrica y bilineal, esto es, si verifica:

L(f,f)=0,feV;(f.f)=0& f=0;
. (f,g) =9, f),Vf.g€V;
ur. (af + Bg,h) = of,h) + B{g,h), Vo, B € R,Vf,g,h € V.

Diremos que (-,-) es un producto interior en V.

Definicién 1.2 (Espacio vectorial normado.) Sea V un R-espacio vecto-
rial. Se dice que (V,|| - ||) es un espacio vectorial normado si || - || : V — R
verifica:

LAfI=0Vf eV fl =0« f=0;

1L IAfIF=[AfIL VA € RV, g € V5
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n [[f + gl = £+ llgll, vf, 9 € V.

Diremos que || - || es una norma en V.

Teorema 1.1. (Desigualdad de Cauchy-Schwartz) Sea (V,(-,-)) un espa-
cio pre-Hilbert y || - || : V' — R definida por:

£l = (f, /)2 Vf eV (1.1)

Entonces:

Lol < [ flllgll, vf, g € V.

i [(f, )| = | fIlllg|l siy solo sify g son linealmente independientes.

Demostracion. La prueba de este resultado es bien conocida. Véase por ejemplo
[2, 8]. Basta tener en cuenta la bilinealidad del producto escalar y desarrollar
(f +Ag, f+ Ag) > 0 como polinomio de segundo grado en . O

Nota 1.1 Una consecuencia inmediata del Teorema 1.1 es que todo espacio
pre-Hilbert (V,(-,-)) es un espacio normado con la norma inducida definida
por (1.1). Mediante ejemplos presentaremos los espacios pre-Hilbert en los que
basaremos nuestros problemas de ajuste polinémico por minimos cuadrados de
la Introduccién.

Ejemplo 1.1 (RN*! (- ),.,) es un espacio pre-Hilbert, siendo {(x,y)e. :=

Zij\io Ty, w;, con r = (.CIZ’[), s 7xN)K7 Yy = (y(]a s 7yN)K € RN+1 Yy {wz}zj\io pe-
sos positivos fijos. La norma inducida por (-, )., viene dada por (0.1)

Ejemplo 1.2 (C([a b)), ( > w) es un espacio pre-Hilbert, con el producto in-
terior (f,g)a.w : f f(x (x)dx, siendo f(z),g(x) € C(la,b]) y w(x) una

funcion de peso fija. La norma mduczda por (-, )2 viene dada por (0.3)
Lema 1.1 (Ley del paralelogramo.) Sea (V,(-,-)) un espacio pre-Hilbert con
la norma inducida || - ||. Para cualesquiera x,y € V' se cumple que:
20l2]* + 2llyll* = =+ ylI* + llz — yI* (1.2)
Demostracion. ||z +y||* + |z —ylP =< z+y,z+y >+ <z —y,z—y >=<

r, e >+ <z,y>+<yr>+<yyy>+<z,r>-—<x,y>—<yxr>
+ <y,y >=2||=[* + 2|yl =
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Planteamiento del problema de mejor aprorimacion en espacios pre-Hilbert.

Sean (V, (,-)) un espacio pre-Hilbert, f € V' y H un subespacio vectorial de V
de dimension finita. Vamos a demostrar que existe un tnico f € H tal que

If=FIl < [1f = hll,¥h € H, (13)
esto es, ||f — f| = ThmI?Hf — hl|, siendo || - || la norma inducida (1.1) por el
S

producto interior (-,-). Por lo tanto, decimos que f es la mejor aproximacién
de f en H respecto de la norma (1.1), o también, la mejor aproximacién por
minimos cuadrados de f en H.

A continuacién demostraremos la existencia y unicidad de solucién para el
problema (1.3). El siguiente Teorema seniala que en caso de existir mejor apro-
ximacion para f en el subespacio H, entonces ésta se obtiene inequivocamente
como proyeccion ortogonal de f en H.[5].

Teorema 1.2. Sean (V, (-, -)) un espacio pre-Hilbert, f € V' y H un subespacio
vectorial de V. f € H es una mejor aprozimacion de f en H (1.3) si y solo si

(f = f,h)y=0,Yh e H. (1.4)
En tal caso, A )
Lf = S = A1 = A1 (1.5)

Ademds, si f1, fo € H son mejores aproximaciones de f en H entonces fi = fs.

Demostracién. 1. Si f € H verifica (1.4) entonces, considerando que H es subes-
pacio vectorial de V, se tiene que || f —hl|?> = ||f = fI*+||f = hl*> > ||f = fII%
para todo h € H.

1. Si f € H verifica (1.4) entonces, razonando por contradiccion, si existiera
h € H tal que X := (f — f,h) # 0, se tendria para f + Wh € H que

If = (F + e I? = 1f = FIP — i < IIF = FII%

11. De (1.4) se deduce directamente que || f[|2 = ||(f = f)+ 11> = IIf = FI2+IIf]1>

1v. La unicidad de mejor aproximacion en H también resulta como consecuencia

de (1.4):

I _fQH? :A<(f1A— f) +(fj]€2),f1A— fo) =
—(f—=fi,i—f)+{f— fa, f1 — fo) = 0.
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U

A partir de ahora nos referiremos como Teorema de Pitdagoras a la identidad

(1.5).

Nota 1.2 Vemos que si f € H entonces la mejor aproximacionde f en H es
naturalmente f = f (usando el teorema anterior). Obviamente, nos vamos a
interesar para el caso en que f € V' \ H.

Nota 1.3 En el teorema 1.2 no se requiere que el subespacio H tenga dimen-
sién finita. Sin embargo, si H tiene dimension infinita, en general, el problema
de mejor aproximacién por minimos cuadrados (1.3) no tiene por qué admitir
solucién. Veamoslo con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.3 Sea V. = (5(R) = (v = (2,)02,/x, €ER,n > 1,377 22 < 00)
el espacio de las sucesiones reales de cuadrado sumable, que tiene estructura
de espacio pre-Hilbert con el producto euclideo (x,y)s = >~ | Tpyn. Denota-
mos por || - ||2 a la norma inducida. Sea H el subconjunto de V' formado por
los elemento (sucesiones) que tienen una cantidad finita de términos no nu-
los. Asi, H es un subespacio vectorial de V de dimension no finita. Sea ahora
= ()2, € by y consideramos fr, == (1,5,...,1,0,0,...) € H para k > 1.
Entonces || f — full3 = >oneji1 2z — 0, si k — co. Pero no puede ewistir feH
tal que ||f — fll2 = 0 pues f tiene una cantidad infinita de términos no nulos.

Ejemplo 1.4 Consideramos (V, (-,-)) = (C([a,b]), (-, )ow), con b —a < oo, y
H = 1] el subespacio de polinomios de grado arbitrario, con dimension infinita.

Dada f € C([a,b]) \ T, para cada n > 1, eziste p, € [] tal que ||f — pallo < +.
Luego ||f — a2 <f:[f< ) = pel@Pd)! < (fw()d) Bf = pallo <
CQ% < %, con C' =

f ) sy f = pall2w — 0, si n — oco. Pero no existe
p € H tal que || f — pllaw = 0, pues f € C(la,b]) \ [].

’t3>/—\

Nota 1.4 Seguidamente demostramos que el problema de mejor aproximacion
(1.3) en subespacios H, de dimensién finita, admite solucién (la unicidad se tiene
por el Teorema 1.2). Para ello pondremos H = span{hi,...,h,} siendo n =
dimH y {hy,...,h,} una base cualquiera para H. Dado f € V, consideramos
entonces la funciéon de n variables que mide la desviacion cuadrdtica de los
elementos de H a f.
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n n n
d(o) = [If=Y " cihal® = [F1P=2)  ealf, hi)+ > cwej(hi, hy), 0 = (o, o),

i=1 i=1 ij=1

(1.6)

Hay que precisar a € R™ de tal forma que d(«) sea minimo. Entonces el pro-
blema de mejor aproximacién (1.3) en subespacios de dimensién finita se deja
en un problema de optimizacién de una funciéon de varias variables reales. A
continuacién demostraremos que la funcién (1.6) tiene un tinico minimo abso-
luto. Primero definiremos la matriz de Gram y daremos un resultado (ver, por
ejemplo [3, 4]).

Definicién 1.3 (Matriz de Gram.) Sea {h;}! |, un sistema linealmente in-
dependiente de vectores en un espacio pre-Hilbert (V, (-,-)). La matriz simétrica
G = (Chis hy))i i (L.7)

se denomina matriz de Gram asociada a {h;}}.

Lema 1.2 Sea G = ((hs, h;))} =, la matriz de Gram asociada a un sistema
linealmente independiente de vectores {h;}I_, en un espacio pre-Hilbert (v, (-, -)).

Entonces, G es definida positiva. En particular, G es inversible.

Demostracion. La prueba de este resultado es inmediata ya que para todo x =
(z1,...,2,)" € R\ {0} se tiene que 7Gx = (v,v), siendo v = " | x;h; # 0.
O

Teorema 1.3. Sean (V, (-,-)) un espacio pre-Hilbert, f € V y H un subespacio
vectorial de V de dimension finita n, generado por un sistema linealmente inde-
pendiente de vectores {h;}_,. Entonces, existe & = (&, ...,4,)T € R™ minimo
absoluto para la funcion d(«) dada por (1.6). Ademds, para todo o € R™ se tiene
que d(a) = d(&) + (o — @) G(a — &), siendo G = ((hs, h;))},—; la matriz de
Gram asociada al sistema {h;}!,.

Demostracion. La funcién d(a) (1.6) es un polinomio de grado 2 en n variables
con un unico punto critico que resuelve el sistema lineal Ga = F', con F =
((f, hi))®, resultando ademds que su matriz hessiana es 2G, que es definida
positiva. 0

Nota 1.5 La mejor aproximacién y tinica de fparafeVenH = span{hi, ..., hn}
se puede expresar como f = > 1" | &;h;, siendo (d, ..., &,)T la solucién del sis-
tema lineal



6 1 Aproximaciéon por minimos cuadrados.

<h1, h1> <h1, h2> e <h1, hn> (03] <f, h1>
<h2, h1> <h2, h2> e <h2, hn> (0%) <f, h2>

. S . . (1.8)
(o) (BB o ()| |an | | (F )

Este sistema de ecuaciones lineales define a la mejor aproximacién de f en H
y, se conoce como sistema de ecuaciones normales (o de Gauss) del problema
de minimos cuadrados. Vemos que la unicidad de mejor aproximacién dada en
el Teorema 1.2 asegura que su obtencién mediante el sistema de ecuaciones
normales (1.8) es independiente de la base {hq, ..., h, } elegida para el subespacio
H.

Nota 1.6 Fijado n y considerando por ejemplo la factorizaciéon de Cholesky de
la matriz de Gram G (1.7), el sistema lineal (1.8) puede ser resuelto de manera
eficaz. Sin embargo, determinar la mejor aproximacion a través del sistema de
ecuaciones normales depende fuertemente de la dimensién n del subespacio H de
manera que revela algunas desventajas en la practica. Por un lado, el desarrollo
es poco efectivo si se quiere aumentar la dimension del subespacio H para reducir
la desviaciéon cuadratica minima y tener mejores aproximaciones. Cada uno de
los coeficientes &; depende de todos los vectores de la base {h;},, y por lo tanto
si se cambia la base de vectores se tendra que volver a realizar todos los calculos
anteriores para obtener una nueva matriz de Gram.Por otro lado, el sistema
lineal de ecuaciones normales (1.8) puede estar mal condicionado. Es mds, un
ejemplo de un mal condicionamiento se tiene al considerar (C([0,1]),(-,-)2) ¥y
H =], con la base canénica de polinomios tal como veremos en la Seccién 1.3.

Por lo tanto, trataremos de hallar otra base de H que tenga menores in-
convenientes. Una opcidn es la bisqueda de bases ortogonales (u ortonormales).

Corolario 1.1 Si H = span{hq,..., h,} estd generado por un sistema ortogonal
de vectores, entonces la mejor aproximacion f de f en H viene dada por

. n N
f= ; (<szi,hl>> h;. (1.9)

Demostracion. La prueba de este resultado es inmediata teniendo en cuenta que,
en caso de ortogonalidad, la matriz de Gram (1.7) es diagonal y la resolucién
del sistema lineal de ecuaciones normales (1.8) es inmediata. U

Para obtener la mejor aproximacién en minimos cuadrados por bases vec-
tores ortogonales (1.9) se tiene que disponer de un algoritmo de construccién de
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estas base a partir de bases arbitrarias. Un algoritmo es el proceso de ortogona-
lizacion de Gram-Schmidt, que citaremos a continuacién y cuya demostracion
puede encontrarse, por ejemplo, en [3, §].

Teorema 1.4. Si {vy,vq,...,v,} es un conjunto de vectores linealmente in-
dependientes en un espacio pre-Hilbert (V,(-,-)), entonces los vectores u; =

=1 (vr; . .
v; — 22:1 %uj, 1 < i <r, son no nulos y forman un sistema ortogonal en

(V7 <'7 >)

Para garantizar la acotacion de los coeficientes de Fourier en (1.9), in-
dependientemente de la dimensién (finita) del subespacio de aproximaciéon H,
enunciamos la desigualdad de Bessel.

Teorema 1.5. (Desigualdad de Bessel.) Sean (V,(-,-)) un espacio pre-
Hilbert, f € V. y H un subespacio vectorial de V de dimension finita n, generado
por un sistema ortogonal de vectores {h;}"_,. Entonces

n hz 2 ,
> < (110

Demostracién. Basta observar que de (1.5) sigue que | f||>2 > ||If]|% y luego
considerar en (1.9) la ortogonalidad de los vectores {h;}! . O

La representacién de la mejor aproximacién de vectores ortogonales (1.9)
da la ventaja de que al anadir un nuevo vector ortogonal (aumentando en una
unidad la dimensién del subespacio de aproximacién) solo hay que calcular un
coeficiente de Fourier adicional para obtener la nueva mejor aproximacion. Se
obtiene de modo inmendiato el siguiente resultado.

Corolario 1.2 Sean (V,(-,-)) un espacio pre-Hilbert, H, = span{hy,...,hp} ¥y
H,1 = spanf{hy, ..., hy, hyi1} subespacios vectoriales generados a partir de un
sistema ortogonal {h;}!] y sean fn Y fn+1 las respectivas mejores aproximacio-
nes de f € V en H, y H,.1. Entonces,

<f> hn+1> h

VALV 1.11
<hn+1> hn-i—l) ! ( )

fn-‘,—l - fn +

O
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Se termina este estudio sobre la mejor aproximacion en espacios pre-Hilbert
con la convergencia de la sucesion de mejores aproximaciones. Por lo tanto, la
existencia de un sistema ortonormal completo es una propiedad vital para ob-
tener una sucesion de mejores aproximaciones convergentes. Continuamos defi-
niendo el concepto de sistema ortonormal completo y a establecer la identidad
de Parseval (1.12) para estos sistemas.

Definicién 1.4 (Sistema ortogonal completo.) Un sistema ortogonal {h;}°,
en un espacio pre-Hilbert (V, (- -)) se dice completo si para cada f € V existe

{fis, fu € Hy 1= span{hi}i, tal que lim | = f] = 0.

Teorema 1.6. (Identidad de Parseval.) Un sistema ortonormal {h;}5°, en
un espacio pre-Hilbert (V,(-,-)) es completo si y solo si

[e.e]

Y (L) =PV eV (1.12)

i=1

Demostracién. Basta tener en cuenta que ||f — full> = || £]> = 320, (f, ha)? v
considerar las definiciones de mejor aproximacion y sistema ortonormal comple-
to, donde hemos denotado f,, la mejor aproximacién de f en H,, := span{h;}_,.

4

1.2. Aplicacién al ajuste polinémico por minimos
cuadrados discreto.

En V = RN*! consideramos el producto euclideo ponderado (-, )3, defini-
do en el Ejemplo 1.1

(fs9)2w = Zfigiwi (1.13)

siendo f = (fo, ..., fn)T, 9 = (go, ..., gn)T € RNy L, 1Y pesos positivos fijos,
con la norma inducida (-, -)2,, (0.1).

Sin embargo, dados M < N y x, ..., zxy € R nodos fijos distintos dos a dos,
consideramos el conjunto

H=Py:= {p = (p(xo), .-, p(zn))" /p € H} C R¥* (1.14)
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que es un espacio vectorial de RV*! de dimensién M +1 generado por los vectores

{x%xh %2, xMY x = (20, ., 2n) Y (1.15)
conviniendo que las potencias de un vector se realizan componente a componente
yquex? = (1,1,...,1)T € R¥*L Por lo tanto, la independencia lineal se garantiza

puesto que los nodos son distintos dos a dos.

Asf pues, sea f = (fo,..., fn)T € R¥*! dada. El andlisis realizado en la
Seccion 1.1 prueba que el problema de mejor aproximacién para f en Py, admite
solucién tnica. Considerando el sistema de ecuaciones normales (1.8) respecto de
la base (1.15), podemos afirmar que la mejor aproximacién f = (fo, ..., fv)? =
Zf\il a;xM de f en Py, se obtiene resolviendo el sistema lineal

Ga=F, cona=(ag,...,an)"y

{G = (Gig)M g, Gij = (X', % )90 = D i g @y wy, 0 < j < M, (1.16)

- ( i)ﬁo: -Fz = <fa Xi>2,w = Z}:;V:() ka,;cwk7 0 S ? S M.

Nota 1.7 Los ajustes de tipo potencial (f = az’), exponencial (f = ae®) o
hiperbdlico (f = ﬁ), entre otros, se pueden reducir al ajuste polinémico por
minimos cuadrados considerando un cambio de variable 6ptimo.

Nota 1.8 Véase que el desarrollo de ortogonalizacion de Gram-Schmidt definido
en el Teorema 1.4 permite generar una base ortonormal de IP,; partiendo, por
ejemplo, de los vectores bdsicos x*, 0 < i < M (1.15). Aunque, este desarrollo
puede verse levemente afectado por errores de redondeo, especialmente si M es
grande. Por esto, vamos a presentar en la Seccién 1.4 una forma mas efectiva de
construir bases ortogonales en el marco de la teoria de polinomios ortogonales, lo
que permitira resolver problemas de ajuste polinémico por minimos cuadrados
continuo y discreto por medio de desarrollos de Fourier (1.9).

1.3. Aplicacion al ajuste polinémico por minimos
cuadrados continuo.

Definicién 1.5 Sea w(zx) una funcion definida en (a,b) C R. w(z) es una fun-
cion peso en (a,b) si verifica:

1. w(z) >0, Vz € (a,b);
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I1. f; |f(x)|w(z)dz =0, con f € C(a,b) = f=0;

IIIf|x|” x)dr < 00,Vn > 0,n € N.

Vamos a introducir varias funciones peso comunes que tendran importancia
en la teoria de polinomios ortogonales (ver Seccién 1.4).

Ejemplo 1.5 1. Funcién peso de Jacobi: w(z) = (1 —z)*(1 + )%,z € (—1,1),
con a, 3 > —1.

a) Siaw= =0, se obtiene w(x) =1, en [—1,1] (funcion peso de Legendre).

b) Sia=p=7 w)=(1-a27, en (~1,1) (Chebyshev de primera

especie).

c)Sia=p=3 wax) =(1- 22)2, en [=1,1] (Chebyshev de sequnda
especie).

11. Funcion peso de Laguerre: w(z) = x%e~* en (0,00), con a > —1.

1. Funcién peso de Hermite: w(z) = e en (—00,00).

Teniendo entonces el problema de mejor aproximacion para el espacio pre-
Hilbert (C([a, b]), (-, )2.w) ¥ €l subespacio vectorial de dimensién finita H =[] ,
donde el producto interior euclideo (-, )2, ponderado por una funcién peso w(x)

n (a,b) se define como

/ o ()dz, f.g € C(la,b)), (1.17)

con la norma incluida dada en (0.3).

Por lo tanto, dada la base canénica {1, z,22,..., 2"} de [[,,, vy f € C([a,b]),

la mejor aproximacién por minimos cuadrados de f en [[,, p(x) = ap + yz +

--4a,x", se tiene resolviendo el correspondiente sistema de ecuaciones normales
(1.8) que, en este caso, queda enunciada como

)7

Ga=F, con a = (ag,...,an)" y

(1.18)

G = (Gij)} =0 Gij = (',07 )20 = fbx”jw(x)dx,Ogi,jgn,
(F)an F fow ff Q?dﬂ? 0<7<n.
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Nota 1.9 En la funcién peso de Legendre w(z) = 1, en [0, 1], la matriz de Gram

. 1 .- .. ,
G en (1.18) tiene por componentes G, ; = fo ' Hdr = i+J1'+1’0 <i,7 < M. Asi

M
o 1 . . . .,
pues,G = (2 = +1>ij:0 concuerda con la matriz de Hilbert H ;.1 de dimensién

M+1. Su nidmero de condicién, en norma euclidea, justifica [4]

(1 + \/5)4M+4

M — oo.
215/4y/7r M >

condy(Har) = | Hasll2lHaf ll2 ~

La siguiente tabla de valores para conds(H ) manifiesta el mal condicionamiento
de los sistemas de ecuaciones normales (1.18), también para valores moderados
de M.

M | 3 | 4 5 | 6 7 | 8 9 | 10
conda (Har)[5'2 - 107|176 - 107[4'8 - 10°[1'5 - 1074’8 - 10°[1'5 - 10™°[4’9 - 10" 176 - 10"

1.4. Polinomios ortogonales.

Con el fin de reducir el mal condicionamiento del sistema de ecuaciones
normales (1.8) del problema de minimos cuadrados relacionado a los polino-
mios candnicos x7,j > 0, tenemos en cuenta la opcién de desarrollar bases de
polinomios ortogonales para los subespacios de aproximacién (ver (1.9)).

Definicién 1.6 Sea w(x) una funcion peso en (a,b). Una familia de polinomios
{pn(2)}52, se dice ortogonal respecto a la funcion w(zx) en (a,b) si @, es un
polinomio de grado exacto n, para cadan >0 y

(Pn; Om)2w = /b en(T)pm(z)w(x)de =0, n,m >0, n#m (1.19)

Nota 1.10 Los polinomios de Chebyshev de primera especie representan una
familia de polinomios ortogonales T, (z) = cos(narccosz), z € [—1,1], n >
0, respecto de la funcién peso w(z) = (1 — 22)7"2 en (—1,1). Recordamos
también que los polinomios de Chebyshev de primera especie tienen muy buenas
propiedades, por ejemplo, verificar una relacién de recurrencia a tres términos y
tener raices simples en el interior del intervalo [—1, 1] (véase por ejemplo [10]).
Determinaremos en el estudio de esta seccién que estas propiedades no son solo
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de esta familia particular de polinomios, sino que son propiedades asociadas a
toda familia de polinomios ortogonales sea cual sea la funcién peso w(x) que se
contemple.

Gracias al desarrollo hecho en la Seccién 1.1 podemos enunciar los siguien-
tes resultados.

Corolario 1.3 Sea w(z) una funcidn peso en (a,b) y {@n(x)}22, una familia
ortogonal de polinomios respecto aw(zx) en (a,b). Dada f € C([a,b]) seap, € [],
la mejor aproximacion para f en [, (n > 0) respecto del producto interior
(-, Yow- Entonces:

L pa(2) = Sjg (2 ().
II. <f _ﬁm (Pk>2,w - 0,0 S k S n.

nr [|fl3. = I —ﬁnl|§,w + 1Pnll3,0 Y1 > 0.

Iv. Zk 0 ||so — Hf||2w7 vn > 0.

Ve P (1) = Pu(e) + 2 ().

(fnt1,Pn+1)2,w

Esta consecuencia es una sencilla aplicacion de los resultados enunciados
en el Corolario 1.1, el Teorema 1.2, el Teorema 1.5 y el Corolario 1.2.

Corolario 1.4 Sea w(z) una funcidn peso en (a,b) y {@n(x)}22, una familia
ortogonal de polinomios respecto a w(x) en (a,b). Entonces, para cada n > 0,
{wj(x)}i—y es una base de [[,,. Ademds, para cada f €[], se tiene que

f(x) = Ypg (Lol o ()

@kvﬁak 2,w

Demostracion. Observamos que todo sistema ortogonal es un sistema lineal-
mente independiente. Se concluye la prueba teniendo en cuenta la unicidad de
la mejeor aproximacién por minimos cuadrados (Teorema 1.2) y el apartado I
del teorema previo. O

Corolario 1.5 (Teorema de Gram-Schmidt) Para cada funcion peso w(x)
en (a,b) existe una unica familia de polinomios ortogonales mdonicos {p, ()},
definidos recurrentemente por
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n—1

’()OZ w
po(z) = 1, () = Z T el =1 120

i=

Demostracion. La existencia de dicha familia de polinomios ortogonales méni-
cos se obtiene por aplicacion directa del proceso de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt recogido en el Teorema 1.4 aplicado al sistema linealmente inde-
pendiente de polinomios {z"}°,. Para demostrar la unicidad, podemos ob-
servar que si {©n(2)}22, v {dn(x)}22, son dos de tales familias, entonces

(n = s P — Gn)ow = (Pn — Pny Pn)2.w — (P — Pn, Pn)2.0 = 0 a consecuencia
del corolario previo (observando que ¢, — ¢, € [[,_;) ¥ de la ortogonalidad. OJ

El préximo resultado da una relacién de recurrencia a tres términos que
permite obtener de forma efectivaa la tinica familia de polinomios ortogonales
moénicos {p, ()}, respecto de una funcién peso w(x) en (a.b).

Teorema 1.7. Sea {,(x)}22, la familia de polinomios ortogonales mdnicos res-
pecto de una funcidn peso w(x) en (a,b). Entonces,

Pn+1(2) = (& = @n41)9n(@) = busrpn-r(2), n >0,
po(z) =1, p_1(z) :== 0.

siendo

— <.CE * Pn, Spn>2,w7n Z 07 y bn+1 —

<90n7 Spn>2,w

n>1, con by := 0.

<',Ij ) Qpnaﬁpn71>2,w _ HQOn“%,w
(@n-1, Pn-1)2,w ||‘;0n—1||%7w

(11 , (1.21)

Demostracion. Observar que los coeficientes a, 11 y b,+1 estan bien definidos
paran > 0, (by = 0), dado que ¢, # 0. Dado que los polinomios definidos por
la recurrencia son monicos, bastard comprobar que ¢, L [],, ¥n > 0. Lo
demostramos por induccién sobre n > 0.

Ln=0: (p1,90) = ((x —a1) - o, v0) = (T@0, o) — a1{¢o, po) = 0.

II. Supongamos cierto para j < n que ¢; L [] 1 <7 < n,y veamos que

-1
Pnt1 1 Hn:
@) {Pnt1,Pn) = ((T=ns1)Pn, Pn) —bnt1{Pn—1,Yn) = (TPn, Pn) —nt1(Pn, Pn) =
0.

b) (Pnt1, Pn—1) = (T — Ant1)Pns Pn-1) — bur1{On-1, On-1) = (T¥n, Pn_1) —
Ap+1 <§0n7 (pn71> - bn+1<90n71; <Pn71> =0.
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C) Si ] <n-—2 <90n+1a 90j> = <x90m 90]'> - an+1<90n7 (pj> - bn+1<90n—17 Son—1> =
<30n7 x¢j> = 0.

(Pn; n)
——  , pues (xgon,gon_1> = (sOml"SOn—l) =
<¢nflagpn71>

<90na Pn T ApPp—1 + bn@n72> = <90n> Son>' U

Observar que entonces b, =

Teniendo en consideracion que la relacion de recurrencia a tres términos
(1.21) nos da un método mas practico para generar los polinomios ortogona-
les moénicos que el método de Gram-Schmidt, por tanto es numéricamente mas
estable y de menor costo computacional. Ciertamente, para obtener un nuevo
polinomio ortogonal solo hay que saber los dos polinomios con indices inmedia-
tamente anteriores, disminuyendo asi el nimero de productos interiores a tener
en cuenta en cada paso.

Nota 1.11 EI problema de ajuste polindmico por minimos cuadrados discreto
(0.2) ademés se puede resolver por desarrollo de Fourier (1.9) respecto de una
base ortogonal del subespacio Py, (1.14). En efecto, de forma andlogo al caso
continuo, aplicando la ley de recurrencia a tres términos (1.21), empezando por
ejemplo con la base candnica dada en (1.15).

Podemos fijar el siguiente resultado sobre la convergencia en media cuadrati-
ca de la sucesion de polinomios de mejor aproximacién por minimos cuadrados.

Teorema 1.8. Sea f € C([a,b]), con b—a < oo, y p, € [, la mejor aproxi-
macion para f respecto del producto interior euclideo (-,-)2.,, siendo w(z) una
funcion peso en (a,b). Entonces

T 1f = Pl =0 (1:22)

Demostracion. Sea € > 0. Por el Teorema de aproximacién uniforme de Weiers-
trass 0.1, existe ng € Ny p,, € Hno < €. Entonces sin > ng:

1 = Bullzaw < NLF = Daollzw < 1F = Paollaw = L[ ( (@) = P () 2w (x)dx}/? <
e{f (z)dx}/? = eK. Luego, efectivamente como K es ﬁJa lim Hf Pull2.0 = 0.

Nota 1.12 1. Véase que la condicién de mejor aproximacion supone que la
sucesion de errores de aproximacion {||f — pnll2.w o2, es decreciente. El de-
sarrollo anterior senala que dicha sucesion tiende a cero.
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1. Si f € C([a,b]), con b—a < 0o, no es cierto en general que lim || f—pn /e = 0.
n—o0

Para ello se necesita regularidad adicional en f (véase [4, 10]).

111. La tesis del Teorema 1.8 también es cierta para la sucesiéon de polinomios
interpoladores en ceros de polinomios ortogonales, tal como recogemos abajo
en el Teorema 1.11.

Contemplamos ahora la integridad de toda familia de polinomios or-
togonales (Definicién 1.4), asi como la conocida identidad de Parseval, en

(O<[a7 b])? <'a '>2,w)'

Corolario 1.6 (Identidad de Parseval) Sea el intervalo [a,b], con b —a <
00, ¥ {n(x)}22, una familia de polinomios ortogonales respecto de una fun-
cion peso w(x) en (a,b). Entonces, {@n(x)}5, es un sistema completo en

(C(la,b]), (-s)2mw), y para cada f € C(la,b]) se tiene que

e = P (1.23)

n=0 || n||2,w

Demostracion. La completitud del sistema de polinomios ortogonales es conse-
cuencia directa del Corolario 1.3 y del Teorema 1.8. Asimismo, la identidad de
Parseval (1.23) se deduce inmediatamente teniendo en cuenta nuevamente el Co-
rolario 1.3 I, III y el Teorema 1.8. De hecho, || f|[3., = Bl + IIf — Pull3., —

2
11 = lim Zkﬁf%””- 0

El siguiente resultado garantiza que el polinomio de mejor aproximacion
por minimos cuadrados en [, es un polinomio interpolador en al menos n + 1
puntos.

Teorema 1.9. Sea f € C([a,b]) y p, € [],, la mejor aproximacion para f res-
pecto del producto interior euclideo (-,-)2., siendo w(x) una funcidn peso en
(a,b). Entonces, p, interpola a f en al menos n + 1 puntos.

Demostracion. Sea R ( ) = f( ) ﬁn Por ortogonalidad, en particular tene-
mos que 0 = (R, f R.( x)dx. Luego, R, debe cambiar de signo
en al menos un punto Supongamos por contradiccién que R, (z) cambia de
signo en (a,b) en puntos z; < z3 < ... < z; con j < n. Luego, R,(z) y
(€ — 1) - -+ - (r — x;) tienen signos constantes y alternos en los subintervalos
(a,z1), (x1,22),...,(x;,b). Por tanto, R, (z) - (x —x1)----- (x — ;) tiene signo
constante en (a b) Como R,, L [],,, debe ser entonces que j > n. O
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El proximo resultado indica que en cualquier sistema de polinomios orto-
gonales, las correspondientes raices son reales, simples y pertenecen al interior
del intervalo de definicién de la funcion peso asociada.

Teorema 1.10. Sea {p,(x)}2, una familia de polinomios ortogonales respec-
to de una funcion peso w(x) en (a,b). Entonces, para cada n > 1, ¢, tiene
exactamente n raices simples, todas ellas en (a,b).

Demostracion. Es andloga a la de Teorema 1.9, pues 0 = (p,(x),1) y ¢, L
1, ;- Luego, debe presentar al menos n cambios de signo en (a,b). Luego, ¢,
tiene n raices simples en (a, b). U

En funcién del Teorema 1.26, se puede enunciar el siguiente teorema de-
bido a Erdos y Turan que asegura la convergencia en media cuadrética para la
sucesién de polinomios interpoladores de cualquier funcién continua en los ceros
de polinomios ortogonales ligados a cualquier funcién peso en un intervalo finito.

[5].

Teorema 1.11. Sea {p, ()}, la familia de polinomios ortogonales monicos
respecto de una funcion peso w(x) en (a,b), con b —a < oo, y {x (n+1) }k o los
ceros de @ny1, para cada n > 0. Dada f € C([a,b]), si pn( ) eI, es el
polinomio interpolador de f en {a:,(gnﬂ)}z:o, entonces:

160 (1 = palf, o = 0 (1.24)

1/2
Demostracion. 1. Vp € [[,, : |pll2w < C-max |p(x "+1))|, con C = {fjw(:c)d:c} :

0<k<n

En efecto, dado p(z)* € [],,. sea p* € ], el polinomio interpolador de p?
en {z""V}n_  Dividiendo p? — p* € [[,, entre onp1 € | |

p(z)? = p*(2) + put1(2)q(z), con g € T],,_, (observar que p* — p* es nulo en
{a: (n+1) }Z:O y por tanto divisible entre ¢,,11. Luego, por ortogonalidad:

IplI2., = [2 p(@)2w(z)de = [ prw(x)de + [} o (z)g(e)w(e)ds =
St (@)yw(@)de = [1(Cr_oplal™)? - Li(z)w(@)dz
(maa [p(zy"™))? - [P w(z)dz,

| /\

siendo {Ly(z)}7_, los polinomios fundamentales de Lagrange asociados a los
nodos {z{""V}n_ |
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11. Dado € >0, dp € [] tal que || f — plloc < % (Teorema 0.1 de Weierstrass).

Luego, ||f — pll2w < d§. Sea ng := deg(p). Para n > ny:

€
1f = pallzw < I = Pllow + 1P = pullzw < 5 + P = pall2w-
Como n > ng, p —pn € [[,, ¥y por L:

(n+1) (n+1)
1P = pallow < Oo@?& p(z) ) = pa(z) )]

(n+1)y (n+1) €
Cmaz |p(xy ) = flap™ )l < 5
En definitiva, ||f — pullow < € n > ng. O

A continuacion el siguiente resultado prueba que los polinomios ortogonales
monicos respecto de una funcién peso w satisfacen una propiedad extremal que
los define. En particular, minimizan la norma euclidea ponderada asociada a w
entre los polinomios moénicos de grado exacto n.

Teorema 1.12. Sea {¢, ()}, la familia de polinomios ortogonales ménicos
respecto de una funcion peso w(x) en (a,b). Sip €[], es un polinomio mdonico
de grado exacton > 1, p # @,, entonces

[enll2.w < [Ipll2.- (1.25)

Esto es, on(x) minimiza || - |2, entre todos los polinomios monicos de grado n.

Demostracion. Podemos escribir p = ¢, + > 77 ajp;, para ciertos coeficientes

a;. Por ortogonalidad: [|p|[3,, = l|l3., + 3270 a}ll;l13.., ¥ es claro que [|pllz >
lell2w con ||pll2w > [|¢ll2.w sty sdlosia; =0,0<j <n-—1, esto es, siy solo si
D= ¥n. 0

El siguiente teorema, conocido como férmula de Christoffel-Darbouz [3],
nos sera de utilidad para demostrar que los ceros de polinomios ortogonales
cumplen una propiedad de entrelazamiento (ver Teorema 1.14).

Teorema 1.13. Sea {1 }72, la sucesion de polinomios ortogonales mdnicos res-
pecto de una funcion peso w(x) en (a,b) y sean ¢y (z) = mgok(x), k>0, los
correspondientes polinomios ortonormales. Entonces, para t # x:

||90n+1 2w {Son—i—l(t) . @n(l') - @n—l—l(fﬂ) . (Pn(t)} — i @k(t)@k<x) (1.26)
k=0

1nll2. t—x
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Demostracion. Usando la férmula de recurrencia a tres términos (1.21), tenemos
que:

Oni1(t) - on(T) = (t = ani1)Pn(t) - ©n(T) = buyr1on1(t) - ou(2),
Ont1(T) - Pu(t) = (T — ang1)Pn() - Pn(t) = buy19n-1(T) - Pu(t).

Restando:
Spn+1(t) : Spn(m) - 90n+1(x) : Spn(t) = (t - x)gpn(t) : ¢n<$> + bn+1[90n(t)90n71<x) -
‘Pn(x)(:pnfld)]- )

Dado que b, = ”l‘:’_l'l‘”% sigue, dividiendo por ||¢,

17 que:

Pri1(t) - on(®) — Enia (@) - @nlt)
lenll?
— (f—» On(t)pn() | n(t) - n1(2) — n(x) - Pn1( B or(t
BRI PN ol e s

HsOk:H2

Ast pries, L2811 (6) - 5u(2) — G (2) - @ul0)} = (1—2) Sy 5154 (2).
Corolario 1.7 En las mismas condiciones que el Teorema 1.13

M.{%H(U@)‘@n() B (@ ()} = ngk . (1.27)

1nl2.

Demostracion. Basta hacer t — x y aplicar la regla de L’Hopital a la formula
de Christoffel-Darboux (1.26). O

Teorema 1.14. Sea {p, ()}, la familia de polinomios ortogonales monicos
respecto de una funcion peso w(zx) en (a,b). Entonces, para cada n > 1, entre
dos ceros consecutivos de ¢,.1, existe un cero de p,.

Demostracion. Sean o y [ ceros consecutivos de ¢,1, donde ¢,, = mgon(x),
n > 0. Veamos que ¢, tiene un cero en (a, ). Como « y [ son ceros simples
y consecutivos de @1, debe tenerse que @, (a) - ¢, ;(8) < 0. Aplicando el
corolario previoen x = a y x = :

H|§’0;+|1|”{ n+1 0 (0), }
_ lenal = on(@) - @u(B) <0
Mh{wl Pu(B),}

Luego, por el teorema de Bolzano, ¢, tiene un cero en (a, (). Il



Aproximacion en espacios normados. Ajuste
polinémico uniforme.

2.1. Aproximacion en espacios normados.

El estudio de existencia y unicidad de mejor aproximacion llevada a cabo
en la Seccion 1.1 en el contexto de espacios pre-Hilbert y subespacios vectoriales
finito-dimensionales puede ampliarse, bajo condiciones adecuadas, al Aambito mas
general de espacios normados. Este desarrollo es importante, por ejemplo, para
tratar la existencia y unicidad de mejor aproximacion en los problemas minimax
(0.5)-(0.6). Veamos que la teoria desarrollada en la Seccién 1.1 no es aplicable
al estudio de los problemas minimax (0.5)-(0.6), puesto que la norma || - ||co,
tanto en RV como en C([a,b]), no estd inducida por ningin producto interior
a consecuencia de que dicha norma no satisface la ley del paralelogramo 1.1.

Seguidamente presentamos el problema de la mejor aprorimacion en es-
pacios normados genéricos (V)| - ), y abordamos el estudio de la existencia y
unicidad de dicha mejor aproximacién [5, §].

Definicién 2.1 Sea (V.| - ||) un espacio normado, v € V. y S C V un subcon-
Junto no vacio. v € S se dice mejor aprorimacion de v en S si

|lv—20| < |lv—s| Vs eS. (2.1)
El valor
Dg(v) = mgﬂv — || (2.2)
se

se denomina desviacion minima de S a v. Denotamos por Ag(v) al conjunto de
todos los elementos de mejor aprorimacion de v en S.

Comprobamos que 0 € S es un elemento de mejor aproximacion a v en el
conjunto S si ||v — 0] = Dg(v), la distancia de v al conjunto S. Es simple ver
que si S C S, entonces D(v) < Dg(v).
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Nota 2.1 El problema de mejor aproximacioén en (C([a,b]), || - ||s) con S =],
corresponde al problema de aprozimacion polindmica minimaz (0.6). Ademas,
los problemas de mejor aproximacién en (RY || - [l2.) v (C([a,b]), ] - |2.), con
S =11,,, se corresponden con los problemas de mejor aproximacion polindmica
en minimos cuadrados discreto y continuo (0.2) y (0.4), respectivamente. Pa-
ra demostrar la existencia y unicidad de mejor aproximacion en tales espacios
cuando S =[], utillizaremos el siguiente resultado.

Veremos que, si v € V'\ S, entonces el conjunto de mejores aproximaciones
de v en S debe estar dentro de la frontera topoldgica de S, que denotamos por

0S.

Proposicién 2.1 Sea (V.|| -||) un espacio normado, v €V y S CV un subcon-
Junto no vacio. Siv € V\ S entonces Ag(v) C IS.

Demostracidn. En efecto, si g(v) = 0 la tesis es evidente. Supongamos entonces
que existe 0 € Ag(v) C S. Si 0 fuese punto interior de S, existiria r > 0 tal que

_ 1 1
B:=B(0,r) ={u e V\|u—2| <r} CS. Considerando s, := —v+ (1 ——)0 €
n n

[ =2

V,n>1, como v # v, para n > , sigue que ||s, —0|| = —|lv—72| <,
n
1
esto es s, € BC S,y [lsn — 0| = (1 = —)[lv— 0[] < [lv =], lo que contradice
n
que [[v — 0| = Ds(v). O

Nota 2.2 Comunmente no tiene por qué existir el elemento de mejor aproxi-
macién (2.1), y, ain en caso de existir, no tiene por qué ser inico. Podemos ver
estas afirmaciones con los siguientes ejemplos.

I. En (R?%,||]|2), sea S := {s € R?\ ||s|l2 < 1}. Siv = (2,0) entonces Dg(v) = 1
y As(v) = {(1,0)}.

1. En (R? || ||2), sea S := {s € R%\ ||s]]2 < 1}. Si v = (2,0) entonces Dg(v) = 1
pero no existe elemento de mejor aproximacion a v en S.

1. En (R?) ||-]|0), sea S := {s € R?*\||s|l < 1}.Siv = (2,0) entonces Dg(v) =1
y existen infinitas mejores aproximaciones 2g(v) = {(1,a) \ |a| < 1}.

1

v. En (C([0,1]), || - [leo), sea S := {sz(x) := e\ B > 0}. Siv = f(x) = 2
1 1 1

entonces [[sg — ]| = €7 — 5> 3 VB > 0. Asi, Dg(v) = 5» bero no existe

elemento de mejor aproximacion de v en S.
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Por esta razon, consideraremos conjuntos S con ciertas propiedades to-
pologicas y algebraicas. Los ejemplos previos ilustran que una condicién suficien-
te para la existencia de mejor aproximacion es que el conjunto S sea compacto.

Partiendo de la definicién de desviacién minima (2.2) introducimos el con-
cepto de sucesion minimizante.

Definicién 2.2 Sea S un subconjunto no vacio de un espacio normado (V, ||-|]).
Una sucesion {s,tnen C S se dice sucesion minimizante para v € V en S si

lim lv = su|| = Ds(v). (2.3)

La existencia de sucesiones minimizantes se garantiza con la definicion de
desviaciéon minima (2.2), aunque dichas sucesiones no tengan por qué converger
a un elemento de S. Sin embargo, estas sucesiones tienen importancia desde el
enfoque numérico, debido a que a pesar de que pueda no existir mejor aproxi-
macion en S para v € V | la sucesion nos da elementos en S cuya distancia a
v se aproxime tanto como deseemos a la desviacién minima. Tamién, podemos
asegurar que toda sucesion minimizante esta acotada.

Proposicién 2.2 Sea S # 0 un subconjunto de un espacio normado (V.| - )
Y {Sn}nen C S una sucesion minimizante para v € V en S. Entonces, {s,}nen
estd acotada.

Demostracion. Observamos que Dg(v) < ||v —s,|| < Dg(v)+1 paran > N con
N suficientemente grande. Luego, para n > N, |[s,]| < |[s, — v + ||v|| < K =
Ds(v) + 1+ [jv]. O

Para garantizar que un punto de acumulacién en S de una sucesiéon mini-
mizante sea una mejor aproximacion, mostramos el siguiente resultado.

Proposicién 2.3 Sea S # () un subconjunto de un espacio normado (V| ) y
{sn}tnen C S una sucesion minimizante para v € V en S tal que posee un punto
de acumulacion v € S. Entonces, U es una mejor aproximacion de v en S.

Demostracion. Basta tener en cuenta que ||[v — 0| < [lv— sy, || +|sn, — 0|, donde
lim ||v — sy, || = Ds(v) y lim||s,, — 0| = 0, para alguna subsucesion {s,, }jen.0]
j—o0 j—00

Si se asume que el conjunto S es compacto se deduce, como consecuencia,
la existencia de mejor aproximacion.
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Teorema 2.1. Sea (V, ||-||) un espacio normado, v € V y S C V un subconjunto
compacto no vacio. Entonces existe v € S mejor aproximacion de v en S.

Demostracion. Es inmediata teniendo en cuenta que, a partir de la compacidad
de S, se puede extraer una subsucesién convergente a partir de toda sucesién
minimizante. U

Nota 2.3 Se puede deducir la existencia de soluciéon para el problema de mejor
aproximacién en subespacio vectoriales de V' de dimensién finita. Sea (V.|| - ||)
un espacio normado y S un subespacio vectorial de dimension finita m gene-
rado por {s1,$S2,...,Sn}. Entonces el problema de hallar el elemento de mejor
aproximaciéon de v € V en S trata en minimizar

v — Z;n:l a;sill, ; €R, 1< <m.

Para garantizar la existencia de un elemento en S que minimiza tal expre-
sién presentamos el siguiente resultado, conocido como Teorema Fundamental
de la Teoria de Aprorimacion en Espacios Normados.

Teorema 2.2. Sea (V| - ||) un espacio normado, v € V y S un subespacio
vectorial de V' de dimensidon finita. Entonces, 2s(v) # 0, esto es, existe 0 € S
mejor aprorimacion de v en S

Demostracion. Toda sucesiéon minimizante estd acotada (Proposicién 2.2) y ad-
mite por tanto un punto de acumulacion . Puesto que S tiene dimensién finita,

S es cerrado y dicho punto de acumulacién debe pertenecer a S (Proposicion
2.3). O

Nota 2.4 Los Teoremas 2.1 y 2.2 garantizan la existencia de mejor aproxima-
cién en subconjuntos compactos y en subespacios vectoriales finito-dimensionales,
respectivamente. Sin embargo, en general no garantiza la unicidad de mejor apro-
ximacién. La unicidad de mejor aproximacion es una propiedad conveniente para
trabajar con determinados problemas y, desde un punto de vista numérico, poder
disenar métodos constructivos para el computo de una tunica solucion.

Ejemplo 2.1 1. En (R,|-]|) tomamos S = {—1,1} compacto, de tal modo que
As(0) ={-1,1} =5, con D5(0) = 1.

1. En (R% || -]|2), sea S :={s € R*\ ||s|ls > 1}\{(z,y) e R?\ z > 0,y > 0}. Si
v =(1,1) entonces As(v) = {(1,0), (0, 1)} y Dg(v) = 1.
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1. En (R3|| - ||e), sea S := span{(1,0,0),(0,1,0)}. Si v = (1,1,1) entonces
tenemos que Ag(v) = {(a,b,0) \ 0 < a,b <2} y Dg(v) =1.

v. En (C([0,1)),]] - |leo), sea S = {fa(x) := ax \ a € R} = span(z) subespacio
finito-dimensional, resultando para v = f(x) =1 que Ag(1) ={f, € S\a €
[0,2]} y Ds(1) = 1.

Definicién 2.3 Sea (V)| - ||) un espacio normado y S CV, S # 0.

» S se dice convexo si para cualesquiera x,y € S se tiene que Az +(1—N)y € S,
VA e (0,1).

= S se dice estrictamente convexo si para cualesquiera x,y € S, ¥ # y se
verifica que Ax + (1 — N)y es un punto interior de S, Y\ € (0,1).

Para ver que el conjunto de mejores aproximaciones en un subconjunto S
convexo es un conjunto convexo y, por tanto, o bien existe un unico elemento de
mejor aproximacion o bien existen infinitos, veamos el siguiente resultado. Los
Ejemplos 2.1[iii), iv)] ilustran esta propiedad.

Teorema 2.3. Sea (V. ||-]|) un espacio normado y S # 0 un subconjunto convezo
de V. Para cada v € V, si Us(v) # 0, entonces As(v) es convezxo.

Demostracién. Supongamos S # () es convexo y 2Ag(v) # (. Si 01,05 € Ag(v)
entonces ||U; — v|| < |ju —v||, Yu € S. Sea A € (0,1). Entonces,

I[ADL + (1 = A)do] — vl = [[A(B1 — v) + (1 = A)(02 — v)|
< Aoy = off + (1 = Aoz — o
< AMlu =2+ (1 =A)||u—v]|, Yue S.
= |lu—vl||, Vue S

Luego, A\v; + (1 — AUy € Ag(v) v As(v) es convexo. O

Teorema 2.4. Sea (V|| -||) un espacio normado y S # 0 un subconjunto estric-
tamente convexo de V. Entonces, para cada v € V' existe a lo sumo una mejor
aproximacion v € S de v en S.

Demostracion. Si v € S entonces © := v es mejor aproximacién de v en S con
Dg(v) =0 = ||v — 0||. Si vy,0y € S fuesen mejores aproximaciones de v en S,
entonces:
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0= @5‘(1)) = ||UA1 — UH = ||UA2 — UH = U1 =0V =1

Supongamos que v € V\ S y por reduccién al absurdo que 4y, v € S son mejores
aproximaciones de v en S con vU; # vs.

1 . . L
Por el Teorema 2.3, v3 := 5( 1 +72) también es mejor aproximacion de v en

S. Ademds v3 € int(S) por ser S estrictamente convexo. Como int(S) es abierto
(y no vacio) existe r > 0 tal que B(v5;7) C S con B(v3;7r) = {u € V\ |[u—us]| <

r}.

~

Tomamos A € (0,1), 0 < A < Hr—”, y Uy := (1 — A)U5 + Av (observar
V3 — U

que U3 # v pues v ¢ S). Entonces:

n ||Oy — 3| = A||Us —v|| < vy asi, vy € B(Us;7) C Sy 0y # 0.

= flox = ol = (A= N[[ds — o] = (1 = A)Ds(v) < Ds(v).
Pero esto es absurdo pues 0y € Sy Dg(v) =inf{u e S\ |u— v} O
Por los Teoremas 2.1 y 2.4 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.1 Sea (V.|| - ||) un espacio normado y S # 0 un subconjunto com-
pacto y estrictamente convexo de V. Entonces, para cadav € V' existe una inica
mejor aproximacion v € S de v en S.

Nota 2.5 El resultado anterior es muy intuitivo, puesto que 20s(v) es convexo
y estd contenido en la frontera de S (si v € V\S) y la frontera de un conjunto
estrictamente convexo no puede contener segmentos. Asi, los subconjuntos S
no vacios compactos y estrictamente convexos constituyen una primera clase
de subconjuntos en los que queda asegurada la existencia y unicidad de mejor
aproximacién, esto es, en los que 2g(v) es un conjunto unipuntual. Los Ejemplos
2.1[i), ii)] muestran que si se elimina la hipétesis de convexidad estricta entonces
no tiene por qué ser cierta la unicidad de mejor aproximacion.

A continuacién introduciremos una clase de espacios vectoriales en los que
se podra garantizar la existencia y unicidad de mejor aproximacion en subespa-
cios finito-dimensionales.

Definicién 2.4 Un espacio normado (V, || -||) se dice estrictamente normado si
la bola unidad B(0,1) = {v € V' \ ||v|| < 1} es estrictamente convezxo, esto es,
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ryeV, oy, llel=llyl = 1= (1= Na+ Mgl <1, VA€ (0,1). (24)

Hay que observar que en todo espacio estrictamente normado la esfera
unidad cerrada S(0,1) = {v € V'\ ||[v|| = 1} no contiene segmentos. El siguiente
resultado indica que un espacio normado (V|| - ||) es estrictamente normado
si y solo si verifica que la desigualdad triangular solo se da con igualdad para
vectores linealmente dependientes.

Teorema 2.5. Sea (V)| - ||) un espacio normado. Son equivalentes:

L (V)] -|l) es estrictamente normado.
wayeVoody, [zl =lyl=1 = llz+yll <2

1. Para cualesquiera x,y € V\{0}, ||z + vyl = |zl + |ly]]| = y = az, con
a € RT.

Demostracion. 1)= 1I)

1
Sean 2,y € V, 1 # y, con o] = |yl = 1 entonces |5(z+ )]l < 1y lo +yl| <

1
2. Puesto que (V.|| - ||) es estrictamente convexo, aplicando (2.4) con A\ = 3
1
I5@+yl <1y lz+yl <2
IT)= III)
Sean z,y € V\{0} tales que ||z + y|| = ||z|| + HyH Supongamos sin pérdida

de generalidad que ||z|| < |ly|| y definamos & =
IIZ|| = ||g|l = 1. Ahora bien:

ey = de modo que

llzll [lyll’

L Y Y Y
o e ol 20)-G-24)

Tall " Tl [l [l ]l Myl

Ty |z + vl 1 1
-l - G-

el [l Izl Iyl ] ]l [yl

_ el iyl Tl
] el Myl

Luego, Z,y € V, verifican ||Z]| = ||g]| = 1 con ||Z + g|| > 2. Luego, por II), debe

o r oy flyll
ser que T =y, esto es, m = m, ey =aqar conq= ||$||
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1) = 1)

Sean z,y € V, x # y, con ||z|| = |ly|]| = 1. Dado A € (0, 1) definimos x; = (1—-\)x
e y1 = \y. Entonces, 1 # 0, y1 # 0, [|z1]| + [|sall =1 — A+ XA = 1. Ademds,
llz1 + || < [Jz1]| + [|yall = 1. Si |21 + 31| = 1, por III) se tendrfa que y; = axq,
con o > 0.

1=X
A

Luego, y = fx, con = a > 0, y como ||z]| = ||ly|| = 1. Se deduciria

que 8 =1 ey =x. Absurdo. Luego, ||z1 + ] < 1. d
Corolario 2.2 Todo espacio pre-Hilbert (V, (-,-)) es estrictamente normado.

Demostracion. La prueba sigue del Teorema 2.5]ii)] aplicando la ley del parale-
logramo (1.2). O

Teorema 2.6. Sea (V.|| - ||) un espacio estrictamente normado y S un subes-
pacio vectorial de V. Entonces, para cada v € V' exieste a lo sumo una mejor
aproximacion de v en S.

Demostracion. Observamos que si vy, 05 € S fuesen mejores aproximaciones de

U1 + U
v (v € V\S) en S, entonces, usando la desigualdad triangular, 2 es otra

mejor aproximacién de v en S.

Luego, ||[(v —21) + (v — 0o)|| = 2D5(v) = ||v — v1|| + ||[v — ¥2|| ¥, en virtud
del Teorema 2.5[iii)], se deduce que v — ¥; = a(v — v, con a > 0. De aqui que
(1 —a)v =1, —avy €5, lo cual implica a = 1 y 9 = vs. O

Los siguientes corolarios son consecuencia directa de los Teoremas 2.2 y 2.6
y del Corolario 2.2

Corolario 2.3 Sea (V, ||-||) un espacio estrictamente normado y S un subespacio
vectorial de V de dimension finita. Entonces, para cada v € V' existe una unica
mejor aproximacion de v en S.

Corolario 2.4 Sea (V,{-,-)) un espacio pre-Hilbert y S un subespacio vectorial
de V de dimension finita. Entonces, para cada v € V existe una unica mejor
aprrimacion de v en S.
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Nota 2.6 Los espacios (RY, || |l2.w) ¥ (C([a,b]), || - |l2.w) son estrictamente nor-
mados dado que la respectiva norma euclidea ponderada esta inducida por un
producto interior. Asi, los problemas de mejor aproximacién en dichos espacios
admiten solucién tnica en cualquier subespacio finito-dimensional S. Esto se uti-
liza, particularmente, en los problemas de aproximacion polinomica en minimos
cuadrados discreto y continuo (0.2) y (0.4).

Nota 2.7 Los espacios (RY,| - ||) v (C([a,b]),] - |lsc) no son estrictamente
normados. Por lo tanto, el problema de mejor aproximacién en dichos espacios
(en principio) no tiene por qué tener unicidad de solucién para cualquier subes-
pacio finito-dimensional S. Este hecho se puede observar en los Ejemplos 2.1[iii),
iv)] v justificado mediante el siguiente Teorema 2.7. De hecho, el préximo teo-
rema junto al Corolario 2.3 caracterizan a los espacios estrictamente normados,
en el sentido de que el problema de mejor aproximacién en subespacios finito-
dimensionales tenga solucién tnica.

Teorema 2.7. Sea (V.|| - ||) un espacio normado no estrictamente normado.
Entonces existe un subespacio vectorial S de V' de dimension finita y v € V\S
tal que v admite mds de una mejor aprorimacion en S.

Demostracion. En efecto, ya que (V|| - ||) no es estrictamente normado, por el
Teorema 2.5[iii)] existirdn x,y € V linealmente independientes con ||z|| = ||ly|| =
1, tales que [lz +y[| = [[=[| + [ly] = 2.

Sean entonces S = span{zr —y}, v=—y € V\SydA) =Xz —y)—v=
1
Az + (1= ANy, con A € R. Resulta entonces que ||d(0)|| = ||d(1)|| = Hd(§)H =1y

€xr —

d(A) > 1,VX € R. Esto es,0, z—y,

es S. Para ver que en efecto d(\) > 1, VA € R, puede aplicarse directamente la
desigualdad triangular en las siguientes relaciones:

/

son mejores aproximaciones de v = —y

T4y = ——z+ d\), si0< A<=,
kY 2 (2.5)
rt+y = h\ y—f‘xd()\), 52§<)\<1’
A—1 1 .
\x = 2)\_1(x+y)+2/\_1d(/\), si A > 1.
O

Nota 2.8 No obstante el teorema anterior, la condicion de espacio vectorial es-
trictamente normado no tiene por qué ser necesaria para garantizar la unicidad
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de mejor aproximacion en cierta clase de subespacios vectoriales. Por ejemplo,
demostraremos en el desarrollo que sigue a continuacién para el estudio de la
mejor aproximacion polinémica uniforme que en el caso de que S sea un subes-
pacio de polinomios en (C([a,d]),] - [|) 0 (RY,] - [|«), S = [I, para algin
n > 0,0 S =Py (1.14), respectivamente, entonces si se garantiza la unicidad
de mejor aproximacion.

2.2. Ajuste polinémico uniforme

Para terminar este capitulo veremos el estudio particular del problema de
mejor aproximacion polinémica en norma uniforme (0.6), o problema de aproxi-
macion minimax, iniciado por P.L. Chebyshev dando una respuesta positiva a la
unicidad de soluciéon para el caso de funciones derivables. Seguidamente apare-
cerian diversas demostraciones de la existencia y unicidad de mejor aproximacién
polinémica uniforme para funciones continuas.

Nota 2.9 Dada una funcién f € C([a,b]) y un subespacio finito-dimensional S,
la existencia de una mejor aproximacién en norma uniforme f para f en S esta
garantizada por el Teorema Fundamental de la Teoria de Aproximacién en espa-
cios normados (Teorema 2.2). M4s ain, el conjunto de mejores aproximaciones
a f en S es un conjunto convexo (Teorema 2.3). Puesto que (C([a,b]), || - ||o0)
no es estrictamente normado, no disponemos de resultados que garanticen la
unicidad de mejor aproximacién para subespacios genéricos S. No obstante lo
anterior, en el caso polinémico S = [, si puede garantizarse la unicidad de
mejor aproximacion.

Por otro lado, considerando la definicién de desviacion minima (2.2) en
subespacios de polinomios D1y (f) := mﬁnH f — plloo, €s claro que
n pe

n

o, (f) 2 2q,,., (f), ¥n 20,

y que, por el Teorema 0.1 de Aproximacion Uniforme de Weierstrass,

lim @1 (f) = 0.

n—o0

Seguidamente veremos la unicidad de la mejor aproximacién polindémica en
norma uniforme y nos remitimos a las referencias [1, 5, 9] donde se pueden hallar
varias demostraciones de este hecho.
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Ejemplo 2.2 En los Ejemplos 0.1 y 0.2 obtuvimos la expresion de grado 0 de
mejor ajuste en norma uniforme. Observamos que si f(n) y f(C) son, respec-
tivamente, los valores minimos y mdzimos de f € C([a,b]), entonces po(z) =
M es la mejor aprozimacion uniforme de f en [[,. Ademds, la funcion de
error e(z) = f(x) — po(x) se puede escribir como e(x) = LHI0 4 J@-JEO)
y cumple ||¢l|ee = w Por otra parte, € alcanza sus valores extremos en
r=nyx=C(, siendo £(¢) = —&(n) = ||e|le. Andlogas consideraciones son
vdalidas para una serie de datos {(x;, ;)Y con nodos {(x;)}Y, distintos dos a
dos.

El ejemplo previo indica que para localizar la mejor aproximacién uniforme
de grado cero a una funcién f solo hay que hallar dos puntos zy < x; y un
polinomio py € ], de forma que la funcién error ¢y = f — py tome sobre dichos
puntos valores con signos alternos e iguales en valor absoluto a || f — po||e. Pese
a la simplicidad del caso de aproximacién uniforme en [[,, resulta que una
propiedad andloga caracteriza a la mejor aproximaciéon uniforme polinémica en
general. En consecuencia, la mejor aproximacién polinémica uniforme de grado
n vendra caracterizada por la existencia de un conjunto de n + 2 puntos donde
la funcién de error toma valores con signo alterno e iguales en valor absoluto al
valor maximo del error absoluto.

Empezaremos formulando el Teorema de De la Vallée Poussin [5, 9].

Teorema 2.8. (Teorema de De la Vallée Poussin) Sean f € C([a,b]), p €
IL, v e:= f—p. Siexisten n+2 puntos xg < x1 < ... < Tny1 en [a,b] tales que

sign(e(z;)) = (=1)'sign(e(zg)), 1 <i<n-+1, (2.6)
entonces
oJrn Je(xi)| <Dy, (f) < [If = plle- (2.7)

Demostracion. La desigualdad a la derecha es obvia. Para probar la desigualdad
a la izquierda en (2.7), razonando por contradiccién, si existiera ¢ € [], tal que
If—qlleo < O<m<m+1|e(xi)|, entonces el polinomio ¢—p = (f —p) — (f —¢) tendria

el mismo signo en x; que € = f —p, i = 0,...,n + 1. En virtud de (2.6), se

deduciria que ¢—p € [],, tendria al menos n+1 raices distintas en [z, Z,11] y en

consecuencia ¢ = p. Pero esto contradice la suposicion || f —q||e < min 1|e(x,)|
1<n+

0<i<
0J
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Definicién 2.5 Un conjunto de n + 2 puntos vop < 1 < ... < &, < Tpyy €N
la,b] se dice un conjunto de alternancia para f € C([a,b]) yp €[], sie:=f—p
verifica (2.06).

Teorema 2.9. Sean f € C([a,b]), p €[], ye:=f—p. Siexisten n+2 puntos
rg < 1 < ... < Zpy1 en [a,b] verificando la condicion de alternancia de signos
(2.6) y de equioscilacion

le(zi)] = [f () = p(z)| = I f = plloc, =0,..,n 41, (2.8)

entonces p es una mejor aprozimacion uniforme de f en [], .

Demostracion. Observamos que la acotacion (2.7) nos permite dar una medida
de como de lejos estd un polinomio p € [, de ser una mejor aproximacién
polinémica uniforme de f. En efecto, si f # p, tendremos que

28,1 oy (g

< <1 (2.9)
1f =Pl — [If = plls
resultando asi que si min |e(z;)| = || f — plle entonces p es una mejor aproxi-
0<i<n+1
macién polinémica uniforme de f en [], . U

A continuacién enunciamos el teorema de equioscilacion de Chebyshev per-
mite afirmar que la existencia de un conjunto de alternancia de n + 2 para la
funcién f y un polinomio p € [] verificando (2.8) es también una condicién
necesaria para que el polinomio p sea una mejor aproximacion uniforme de f en

IL, [5,8,9].

Teorema 2.10. (Teorema de equioscilacion de Chebyshev) Sean [ €
C(la,b]), p € 1l, ye:=f—p. Sip es una mejor aproximacion uniforme de f
en [],,, entonces existen al menos n + 2 puntos vo < x1 < ... < Tny1 en [a,b]
verificando las condiciones de alternancia de signos (2.6) y de equioscilacion

(2.8).

Demostracion. En efecto, puesto que € es continua, sea xy el menor niimero en
[a,b] tal que |e(zg)] = ||€]|oo. Seguidamente tomamos, en su caso, r; > xg el
menor numero en [a,b] tal que €(x1) = —e(xg). Continuando el proceso, ge-
neramos una secuencia o < ... < I (con m > 0) de puntos en [a,b] tales
que €(x;) = (=1)%e(x), 0 < i < m. Supongamos por reduccién al absur-
do que m < n. En virtud de la continuidad de € existirdn o, ..., Ym+1, con
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Yo =a <29 <y <1 < .. < Ym < T < Yma1 = b, tales que [y;, yi11] no
contiene puntos verificando €(z) = —e(z;), 0 <i < m.

Ademés, para 0 = (—1)"sign(e(xo)), el polinomio 7(x) = o [T}~ (z —y;) € [],,
-con 7(x) = o si m = 0- verifica que sign(n(z;)) = sign(e(x;)), 0 < i < m.
Entonces, si €(x;) > 0 (resp.< 0), resulta m(x) > 0 (resp. < 0) en (y;, Yir1) ¥y
e(z) > —e(x;) (resp. e(z) < —e(x;)) en [y;, yiy1]. Luego, existird v; > 0 suficiente-

mente pequenio tal que |e(x) —ym(z)] < ||€||oo €n [yi, Yit1]. Tomando vy := Or<nz'<n i

sigue que |l€ =7 ||oo < ||€]los ¥ P+ 77 € ], serfa mejor aproximacién uniforme
a f que pen [],. Absurdo. O

Nota 2.10 Aunque el Teorema 2.10 garantiza la existencia de un conjunto de
alternancia (2.6) y equioscilaciéon (2.8) de n + 2 puntos para f € C([a,b]) y
p € [, podrfa existir un tal conjunto con mayor cardinal, pongamos, n + 2 +
k, k > 1. Por tanto, por el Teorema 2.9, una mejor aproximacién en [ [, también
lo seria en Hnﬂ., j=1,... k.

En funcién del Teorema 2.10, probamos que la aproximacién minimax en
[, es tnica.

Corolario 2.5 Sea f € C([a,b]). Existe un unico p € ], tal que ||f — pll =
D11, (f)-

Demostracion. En efecto, sip, ¢ € [],, son dos mejores aproximaciones uniformes

. ., +
para f, entonces, por convexidad (ver Teorema 2.3), también lo es r = pra

Teniendo en cuenta (2.8) para 7, se obtiene que f(z;)—p(z;) = f(x;) —q(x;), i =
0,...,n+1, siendo p,q € [],,- Luego, p = q.

O

Por el Teorema 2.9, tenemos para el caso de la mejor aproximacién po-
linémica uniforme de grado uno el siguiente resultado [3, 8, 9].

Corolario 2.6 Sea f € C?*([a,b]) con f” > 0. La mejor aproximacion uniforme
para [ en ], es p(z) = ap + anx, con ap = —f(a);f(c) — e o = {O=1@

2 : b—a
f(b)—f(a)
b—a

aq

siendo ¢ la unica solucion de f'(c) =

Demostracion. En efecto, tendremos en cuenta que €(x) := f(z) — (ag + o)
tiene al menos tres extremos absolutos g < 1 < xz en [a,b]. Como € es
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estrictamente creciente, hay un tnico extremo interior x9 = ¢ para € verificando

f'(c) = oy, siendo xy = a y x3 = b los restantes extremos absolutos de e. De la

condicién de alternancia e(a) = —e(c) = €(b) (2.6) se deduce que €(a) = €(b) y
f(b)—f(a)

de aqui que o := =5~ La expresion para aq se obtiene entonces de imponer

e(a) = —¢(c). O

Teorema 2.11. Sea f € C([a,b]) y pn € [],, la mejor aprozimacion uniforme
para f. Entonces, p, interpola a f en al menos n + 1 puntos.

Demostracion. Es consecuencia directa de (2.6) y del Teorema de Bolzano. [

Nota 2.11 El desarrollo realizado previamente para la mejor aproximacién po-

linémica de funciones continuas respecto de la norma uniforme es igualmente

vélido en el caso de la norma uniforme ponderada ||g|locw = maz|g(z)|w(x)
]

)

respecto de una funcién peso w(x) continua y positiva en [a,b] [8].

Nota 2.12 El estudio anterior que nos ha conducido a los Teoremas 2.8, 2.9,
2.10 y al Corolario 2.5 se usa de forma similar al caso del problema uniforme
discreto (0.5) respecto a la mejor aproximacién uniforme py € [[,, de una
serie de datos {(x;, f;)}Y,, con M < N,y nodos {z;}, distintos dos a dos.
De hecho, resultados correspondientes se obtienen mediante razonamientos si-
milares sustituyendo el intervalo [a,b] por un conjunto fijo de nodos {z;}¥,,
con xg < ¥y < ... < xy , la funcién f por una serie de valores {f;}¥,, el
subespacio [, por Py, (1.14), y tomando n = M, con M < N. Darse cuenta
que si M = N entonces py; € [[,, coincide con el polinomio interpolador de
los datos{(w;, f;)}¥,, siendo cero la desviacién minima correspondiente. Por ello
basta considerar M < N — 1.

2.3. Algoritmo de Remez.

A diferencia del caso de la mejor aproximacion polinémica por minimos
cuadrados, en general no disponemos de una descripcion explicita para la mejor
aproximacién polindmica minimax de una funcién f € C([a,b]) cualquiera. No
obstante lo anterior, el Teorema 2.9 constituye la base de un algoritmo que
permite computar dicha mejor aproximaciéon polinémica minimax con precision
arbitraria.

En efecto, dada f € C([a, b]), sabemos que existe un tnico polinomio p,, €
I1, tal que |[f — pullec = Ppq, (f)- Este polinomio queda caracterizado por las
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condiciones de alternancia de signos (2.6) y equioscilacion (2.8) sobre ciertos
n + 2 nodos i(()n) <" <. < 57521)1 distintos dos a dos en [a,b] a determinar.
Asi, partiendo de una serie de n+ 2 nodos zy < 1 < ... < x,11 cualesquiera en

la, b], planteamos el sistema lineal

1 1 x xy E f (o)
-1 1 = xy o f(z1)
11 ah ap | = | flx2) (2.10)
(_1)n+1 1 Tpt1 - I'Z_H a, f(*rn—i—l)

con incognitas ag, . . . ,a, y E. Este sistema tiene una tinica solucién puesto
que el determinante de la matriz del sistema es Zyi Vj, siendo Vj el determi-
nante de la matriz de Vandermonde asociada a los nodos {z;}""4\{zj}, y esta
cantidad es positiva para cada 0 < j < n + 1 puesto que los nodos se han orde-
nado en modo creciente. Vemos que si, para p(z) = ag+a1x+- - -+ a,z", resulta
que |E| = || f — pl|l entonces p = p,, es la mejor aproximacién uniforme a f en
[L,- Si|E| < ||f — plle entonces puede intercambiarse uno de los nodos x; por
un nuevo nodo z tal que |f(2) — p(2)| = ||f — P||o-

Teorema 2.12. (Unicidad fuerte) Sea f € C([a,b]) y p su mejor aproxima-
cion uniforme en [[,,. Existe v =~(f) > 0 tal que:

1f = Plloe = 1f = Bllsc + 711D = Pllec, VP € Hn- (2.11)

Demostracion. Obviamente, la propiedad es cierta si p = p (para cualquier v >
0) osi f =p (con vy = 1). Supongamos que ||f — Pllec # 0y sea €(z)
f(z) — p(x), = € [a,b]. Por el teorema 2.10 existen xy < z1 < ... < Tpy1 €n
[a,b] tales que €(z;) = o(=1)"||€|loe = f(z5) — p(z), 0 <i<n+1, cono==+1
Pongamos o; = sign(e(x;)) = o(—1)", 0 < i < n + 1 Consideremos el sistema
lineal de dimensién (n+ 1) x (n + 1):

1 ... 1 121 1
Ty ... Tt 1) Zo

= (2.12)
L R I R xh

que admite solucién unica, dada en virtud de la férmula de Cramer, por

Vv, =

~det(V]ay, ..

s Li—1, Loy Ligy - -

. axn-i-lD

det(Vxy,..

. axn-i-l])

, 1<i<n+1,
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donde V[y1,...,yns1] denota la matriz de Vandermonde asociada a los nodos
{y;}74L. Puesto que 2o < o1 < ... < T, se tiene que

sign(v;)) = (=1)"L, i=1,....n+1.
Definiendo vy = —1 tenemos de (2.12) que
Z?:Jroll/ﬁf =0, k=0,...,n.

Ademsds, como sign(v;0;) = (—1)"o(—1)" = —0 es el mismo para cada i =
0,...,n+ 1, tenemos que

0=>""(vo)oxl =0, k=0,...,n.

(—o)(vio;)
> it (=) (v0))

Definiendo 6; = ,parat =0,...,n+ 1, tenemos que

9i>07 i:O,...,n+1, Z?iolez:]_yzzljolezglwfzo, k::O,...,n

Ahora, sea ¢ € [],,, con |l¢lle = 1, q(z) = D"}, cxa”. Entonces:

n+1 n n+1
Z 0i0:q(z;) = Z ck(z 0;0:0%) = 0. (2.13)
i=0 k=0 =0

Como ¢ € [[,, 3 € {0,...,n + 1} tal que g(z;) # 0. En particular, como
8, > 0, Vj, debe existir por (2.13) ¢ € {0,...,n+ 1} tal que o;q(z;) > 0.

Luego, Vg € [, ll¢llcc = 1: 0g¢<aalaiq(xi) > 0. En virtud de la compaci-

dad del conjunto {¢ € [[,, \||¢|l« = 1} podemos definir

- . iq(x;) > 0. 914
! ||2|7|Z711 osignit” q(wi) (2.14)

Finalmente, sea p € [[,, p # D, ¥y ¢ == ﬁ
P — Plleo
0iq(x;) > v para algun i € {0,...,n+ 1}, esto es:

€ 1L, ll¢ll = 1. Entonces,

oi(p(zi) — p(zi)) > Y|P — plle

Y If = Pllec 2 0i(f = p)(@:) = i(f = P)(2:) + 04(p = p)(@:) = || = Dlloc + (P =
p)(i) 2 ||f = Plloo +YIIP = Plloo- O
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A continuacién, como corolario de este resultado, deducimos que el poli-
momio minimax p(f) depende continuamente de f € C(a,b]).

Teorema 2.13. (Freud) Sea f € C(la,b]). Existe A = A(f) > 0 tal que para
toda g € C([a,]),
1BCf) = B()lloc < AlS = glloo- (2.15)

Demostracion. Por el teorema de unicidad fuerte, existe v > 0 tal que || f—p||oo >
1f = B(f)lloo +YNB(f) = Pllos VP € ]1,,- Entonces, con p = p(g):

NoCf) = DI < If = D(9lloe — 1 = P(F)lloo <
< [f = glloo + llg = p( Moo = [1f = D(f)lloe <
<= glloo + (g = D(Nlloe) = If = D(f)lloe <
<N = glloo + (g = Flloo + 1F = D(N)lloc) = 1F = D(Nlloo = 2I1f = 9l

2
y el resultado sigue con A = — > 0. O
8

Nota 2.13 Se puede considerar una opcion basada en interpolacién polinémica
para evitar la resolucién del sistema lineal (2.10). Dados los n + 2 nodos xy <
1 < ...< Tpy1, consideramos los polinomios de interpolacion

q,m € H f(x:), r(z) = (=1)", 0<i<n, (2.16)

y definimos

pom ) I ) gy b e [T @10

Entonces f(z;)—p(z;) = (=1)'FE, 0 < i < n+1, de modo que F'y los coeficientes
de p en potencias de x resuelven (2.10). Observar quesizg < 7 < ... < T, < ...
y rn € [],, es el polinomio interpolador de los datos (—1)" en z;, 0 < i < n,
entonces

Ta(@ni1) # (=1)"

)

En efecto, denotando g; = (—1)
Newton:

, en virtud de la férmula de interpolacion de

Tn+1<$) = Tn(x) + g[l'o, <oy Ty mn+1] H;L:()(l' - m])
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Luego, evaluando en z = x,,11:

(=)™ = (Tas1) = gl2o, - - -, T, Ty H?:0($n+l — )
con

n+1 (_1)1

SO — )
= ST (= ) ) ([T (o — )™ =
= (— 1) ST (g — ) ™) ([T (2 — 25)70) # 0.

Luego, (_1)n+1 - 7“n<wn+1) 7é 0.

g['rov S 7$n7xn4r1] - Z

Nota 2.14 Si f € [[,, v @0 < ... < Zp41, entonces de (2.10),(2.16) y (2.17) se
tiene que:

q,r €11, :q(x:) = flz;),r(z;) = (1), 0<i<n =q=f.

- Q($n+1 - f($n+1)
Luego, F = T($n+1+1i‘ =1y
o fla) (-1

(210) 0= F = 2= 02%01)&/ )

=0y p(x) =q(x) — Er(z) = f(x). Por tanto de

> ) (-1 =0. (2.18)

=0

El resultado anterior que nos ha guiado al sistema lineal (2.10) constituye
la base de un algoritmo recursivo para la obtencién aproximada de la mejor
aproximacion polinémica uniforme. El algoritmo se conoce como algoritmo uni-
puntual de Remez o algoritmo de intercambio. Para ampliar informacién puede
consultarse, por ejemplo, [1, 5, 7].

Sea entonces una funcion f € C([a,b]) y n € N. Dado § > 0, pretendemos
generar un aproximante p*) e I1, de p, tal que

D1, () < I = p¥lloo < Dpy (F) + 6.

siendo p,, la mejor aproximacién uniforme en [ de f. Més atn, generaremos
ahora una sucesién minimizante de polinomios {p®};5o C [],, tal que
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lim | = §% o = 0.
—00

Algoritmo 2.1 (Algoritmo de intercambio de Remez)

I.

II.

IIT.

Iv.

Poner k = 0 y elegir un conjunto cualquiera de referencia Xy de n+2 puntos
. .(0) (0)

en [a,b]: xy’ < ... <T,)4.

Obtener el polinomio p® € [, definido por (2.16)-(2.17) para f relativo a
X (cuyos coeficientes respecto de la base {1,x, ..., x,} resuelven el sistema
lineal (2.10)). Definir ¢® := f — p®)  de modo que X; es un conjunto de
alternancia y equioscilacion para €*). Por el Teorema 2.8 de De la Vallée
Poussin tendremos que

min_ [e® (@) <D (f) < €®)]].

0<i<n+1

Hallar z € [a,b] tal que
€@ ()] = [le™]|oe. (2.19)

Si z € Xy, entonces resultard en virtud de (2.10) que e(k)(x,gk)) =(=1)-0-
1€®)||oe, 0 = %1, 0 < i < n+1. Por el Teorema 2.9 de equioscilacion, p*) es
la mejor aprozimacion uniforme en [a,b] de f en [, y paramos el proceso.

En caso contrario, calculamos dy, := |e®(z)| — 0<m<m 1|e(k) (mgk))| > 0.
<i<n+

= Sidp <0 entonces habremos garantizado que

O () < If =0 = min [eW (@) +dy, <D (f) +0

0<i<n+1

y paramos el proceso.

w Sidi >0, pasar al punto IV para generar un nuevo conjunto de referencia
Xit1-

Reemplazar uno de los nodos en X por el punto z obtenido en el punto II1
del algoritmo, manteniendo la alternancia de signos en la funcion de error
e®) . Para ello tener en cuenta las siquientes consideraciones:

m o < 2z < xék): st e(k)(z)e(k)(xék)) > 0, sustituimos z por xék); en caso

. ~ . . . . k
contrario, anadimos z al conjunto de referencia Xy y eliminamos :EEH)_l del
mismo.
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. xﬁl <z < b:si €®(2)e®(x ,(1421) > 0, reemplazamos :cg?l por z; en caso

contrario, anadimos z al conjunto de referencia Xy y eliminamos 1:0 ) del
mismo.

» z € (x <k), §+)1) para algin § = 0,1,...,n: sie®) ($§k))e(k)( ) > 0 entonces

(%)

k
Teemplazamos iC( ) por z; en caso COTLt’f’(ZT’ZO sustituimos z por l‘]+1.

En cualquiera de los tres casos anteriores generaremos un nuevo conjunto
de referencia Xyy1 de n+ 2 puntos de alternancia para €*), y retomamos el
proceso volviendo al punto Il poniendo k = k + 1 y considerando el nuevo
conjunto de referencia Xiy1.

Nota 2.15 La implementacion del algoritmo de Remez para la aproximacion
polinémica uniforme en [], requiere resolver un sistema lineal (2.10) de dimen-
sién n + 2 (o obtener dos polinomios de interpolacién (2.16) en n + 1 nodos)
por cada paso, asi como resolver el problema de optimizacién global (2.19). La
resolucién de (2.19) puede requerir (especialmente en el caso de funciones no
derivables en todo [a,b]) el uso de algoritmos libres de derivacién. En matla-
b/octave estd, por ejemplo, la funcién interna fminbnd que mezcla el método de
bisqueda de la seccion dorada e interpolacion parabdlica [6]. En efecto, aunque se
disponga de implementaciones eficientes, este algoritmo 2.1 resulta més costoso
en general que el proceso de obtencién del mejor ajuste por minimos cuadra-
dos en [],, que solo requiere la resolucién de un tnico sistema lineal (1.18) de
dimensiéon n + 1 .

Damos el siguiente resultado para asegurar la convergencia uniforme de los
aproximantes {p};>¢ € [],, generados por algoritmo 2.1 de Remez.

Teorema 2.14. Sea f € C([a,b]) y pn la mejor aprorimacion uniforme de f

en I],- Si {p®}r>0 es la sucesion de polinomios obtenida por el algoritmo 2.1
de Remez, partiendo de un conjunto inicial de referencia :17(()0) < ... < xff’H tal

que 0<m<m+1]f( x;) — p<0>(:z;§0))\ > 0, entonces existen constantes posztzvas Cy

0 <0 <1 tales que ||]p® — Pl < CO* k> 0.

Demostmczon En el paso £ > 0 del algoritmo de Remez tendremos nodos
(2}, o0 € 11,y W) = flal) —p0(al?) = (~D'EO, 0 < i < n1,

1=0 >

en virtud de (2.10), siendo ¢®) = f — p*) en [a, b]. Definamos:

= a® = minle® (z{V)| = maz|e® (") = |[EV);
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s B = max|e® (:cgk+1))| = ||¢®)|| o, en virtud de la eleccién del nuevo nodo z
para el paso k + 1.

S

« 0 = min|e® (" )| = min|e® (2{7)] = o

Sea 3 := ||€]loo = || — Bulloo = Dy, (f). Entonces:
R = mim|e(k) (x§k+1))| = mim|e(k)(x§k))| < B, en virtud del Teorema 2.8.
= 3 < B™, por ser p, mejor aproximacién uniforme en [J, .
Luego,
a® =40 < g < gk V>0 (2.20)

Ahora, del sistema lineal (2.10), usando 2.18:

ZTL+1 ( lk+1))( 1) k‘+1) Zn+1 (k) (m(k‘+1)) (_1)1V(k+1)

E(k—H) — — i=0 3 i —
Zﬁ St vy
ZnH V(kH ,con o = *1.
Luego,
n+1
k+1)| Z Q(k-'rl k) k-‘rl))’ (221>
V(k:+1)
con 0, (kL) Z"H V(Hl € (0,1) y S 9§k+1) =1, Vk > 0. Ademas,

n 1 k+1 (k+1) n+1 n(k+1)
abt) — |Ek+)] = $ +0 | (k) ( )| > (k) St 9< = k) = k),

Luego,
o™t > o®) k> 0. (2.22)

En lo que sigue supondremos que:
We01): 6 >1-0>0Vi=0,...,n+1, ¥k >0 (2.23)

y dejaremos la prueba de esta propiedad (2.23) para el final. Con esto,
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n k k
A0 — g8 = ol — g8 = LA 1) ()] — 5]

(2

> (1= 0) X0 [ @5 D) | = 40] > (1 = §)ymaz{|e® (D) — 4B} =

= (1= 0)(8% —7®) > (1 - 0)(8 — W), Vk = 0.
i B =0 = (B =9 W) — (1) — 50) < 0(5 — ), Yk 0.
Luego: 3 —®) < Hk(B —~y0) = A9* con A = B—

1
. R — g < gl — 4k < m(’Y(kH) — W) <

I

B=-—"
con 1_9

1v. Finalmente, por el Teorema de unicidad fuerte 2.12, existe v = v(f) > 0 tal
—p® = k) _ 3
que ”ﬁn_p(k)Hoo < Hf p Hoo ||f pn”oo _ ﬂ ﬁ < @ek _ C@k, con
Y Y Y

C= p Esto concluye la prueba a falta de probar (2.23)
Y

Probamos finalmente la propiedad (2.23) para

) v ®
95’:@, 0<i<n+1, k>0.
i=0 Vi
V;(k) = det(V[l‘ék), . ,xl(ﬁ)l, xgi)l, . ,xﬁl]) > 0 depende continuamente de los

nodos {x }”“\{a: } en [a,b]"™! que es compacto. Luego existe M > 0 cons-

tante tal que
n+1

0<y v < (2.24)

Probaremos que existe € > 0 tal que a:g?l — W >€ YVi=0,...,n, Vk > 0.

Esto implicaria que V;(k) >C,con C =C(e) >0,Vi=0,....,n+ 1, Vk > 0,
C

y que ng) > i > 0, Vi, Vk, esto es Hl(k) € (0,1) serfan cantidades acotadas

inferiormente por una cantidad positiva fija (y esto probaria (2.23)).

Por reducci(’)n al absurdo, si (2.24) no fuese cierto, existiria una subsucesién

de {(xo . ,xfﬁal)}kzo C [a,b]"*? (compacto) convergente a (zf, ..., x5, ) con

ry = xj,,, para algin ¢ € {0,...,n}. Sea p* € [[,,, el polinomio interpolador

de fen {a3}i0 s pr(al) = f(x]), 5 =0,...,n+1 (de hecho, p* € [, pues
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*

xr; = xj,, para algin 7). Por continuidad uniforme de p* — f en [a,b], y dado

que a® > 0, existe § > 0 tal que:
21,29 € [a,0], |21 — 22| <0 = |(p* = f)(21) = (p" = f)(22)] < .
Por convergencia, fijemos k& € N tal que |x§k) — 23| <9, j=0,...,n+1. Luego,
* k k * k * * .
P (@) = F@)] = 10" = ) = 0" = )a)] < 2, j=0,... n+1, esto

€S:

()Y (k) (0)
omazx [p*(2;7) = fla”)] < o

Pero a®) = min max |p(x§k)) - f(xgk))| < max |p*(m§k)) — f(a:ék))| < a0,

pel],0<j<n+1 T 0<j<nt1
Pero esto es absurdo pues a® > o(% por (2.22). El absurdo procede de suponer
que (2.24) no se verifica y eso concluye la prueba. 0

Nota 2.16 El algoritmo 2.1 de Remez puede aplicarse y es convergente para
cualquier eleccion del conjunto de referencia de nodos inicial X verificando la
hipétesis del Teorema 2.14, una eleccién recomendada en la practica [7] para
X consiste en tomar el conjunto formado por los n + 2 extremos relativos del
polinomio de Chebyshev de grado n + 1 en [a, b], esto es,

b b— 1—1
2 2 n+1

Esta eleccién inicial de n + 2 nodos X, esta tedricamente justificada por el
hecho de que los puntos de alternancia y equioscilacién méaxima (2.8), pongamos
{a&ﬁ")}?jol, de la mejor aproximacién p,, € [[, se distribuyen (al menos para una
subsucesién) como los puntos extremos de los polinomios de Chebyshev. De
hecho, para cualquier v > 0,

. _ X 0
lim inf n'*7" . maz |x§n)—a:l(- | =o0.
e300 0<i<nt1

Finalizamos esta memoria con una implementacién en Matlab [6] del algo-
ritmo de Remez y una ilustracién de dicho algoritmo en una serie de ejemplos
concretos que recogemos en las Figuras 2.1-2.3 en las que comparamos, para
diversas funciones en intervalos dados, el ajuste polinémico por minimos cua-
drados del capitulo 1 con el ajuste polinémico uniforme tratado en este segundo
capitulo.
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: 0.08 T
1.27 & Puntos de referencia| ——Error minimax(x)
f(x)=[x-0.25| 0.06H —— Error mincuad. (x) i
] _m|n|max8(x) 8
_ mincuade(x) 0.04
0.8r ] 0.02
0.61 1 0
-0.02
0.4r R
-0.04
0.2r |
-0.06
‘ ‘ ‘ _0.08 ‘ ‘ ‘
% -05 0 05 b (| -05 0 05 1

Figura 2.1. Ajuste polinémico de grado 8 por minimos cuadrados y minimax (izquierda) y error en
los ajustes (derecha) para f(z) = abs(xz — 0.25) en [—1,1].

0.5 T : 0.2 T
O Puntos de referencia —Error minimax13(x)
0.4¢ —f(x)=x"exp(-5"[IxI-0.3) ¢ 15] __ Error mincuad. (x) |
— minimax_,(x) ’ 13
0.3f ) 13 |
N mlncuad13(x) 0.1
0.2
0.1 0.05
oK 0
01 ~0.05}
-0.2 (
-0.1
-0.3
_0.4} -0.15F i
03 -1 0 1 2 3 %% -1 0 1 2 3

Figura 2.2. Ajuste polinémico de grado 13 por minimos cuadrados y minimax (izquierda) y error en
los ajustes (derecha) para f(z) = 2 - e °I#1=03] en [—2, 3].

1.6 : . 0.25 I !
< Puntos de referencia —— Error minimax__(x)
14 —f(x)=|cos(x)| | 02r —Error mincuad,_(x) ||
——minimax__(x) 7
17 L ]
) 0.15
190 ——mincuad,_(x) i - a - a a >
0.1
1 0.05
0.8 ] 0
0.67 ] 7005
-0.1F
0.41 q
-0.15
0.2r -0.2
A . . N VN _0.25 . . . . .
% g ’6 4 2 I % o -8 -6 4 2 0 2

Figura 2.3. Ajuste polinémico de grado 17 por minimos cuadrados y minimax (izquierda) y error en
los ajustes (derecha) para f(z) = abs(cos(z)) en [—10,2].
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44
45
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47
48
49

function principal

format short e

555555 %%55%5%5%%5%55%5%5%%%% Introduccidén de datos 55%%%5%5%5%%5%5%5%%%%
a=-10; b=2; % Intervalo
f=@(x) abs(cos(x)); % Funcidén a aproximar
M=17; % Grado del polinomio minimax

0; % Limite de iteraciones de Remez

fprintf ('Ajuste polindémico de grado %i \n',M)

f=Q@(x) f((a+tb)/2+(b-a)/2*x); % Transformacidén de [a,b] a [-1,1]
x=-1:1.e-4:1; % Intervalo completo para graficas

y=£ (%) ;

% Ejecucidn del algoritmo de Remez
[xx,errminimax, error, pminimax, iter,Ez,Al=remez (f, x,y,M, itmax, errtol
xx=(a+b) /2+ (b—a) /2*xx;

o

% Presentacidn de resultados en graficas

figure(l) % Grafica del error minimax en el intervalo

set (gca, 'FontName', 'Arial', 'FontWeight', 'Bold"', 'FontSize',16);
plot ((a+b) /2+ (b-a) /2*x,Ez*ones (size(x)), 'k-.", ...

(a+b) /24 (b-a) /2*x,-Ez*ones (size (x)), 'k-.")

hold on
plot (xx,errminimax, 'ro', '"MarkerSize',10, 'Linewidth',1.5)
hold on
plot ((a+b) /2+ (b-a) /2xx,error, 'b-", 'LineWidth',1.5)
title(['Error minimax de grado ',num2str (M), ' en el intervalo'
axis tight
hold on

print ('-depsc2', 'errminimax.eps')

figure(2) % Grafica del polinomio minimax
set (gca, 'FontName', "Arial', 'FontWeight', 'Bold', '"FontSize',16);

plot (xx, 0*xones (size (xx)), 'rd', '"MarkerSize',10, 'LinewWidth',1.5)
Nodos de referencia sobre el eje OX

hold on

plot ((a+b) /2+ (b-a) /2xx,y, 'k', 'LineWidth', 1.5) % Grafica de la
funcion a ajustar

hold on

plot ((a+b) /2+ (b-a) /2xx,pminimax, 'b', 'LineWidth',1.5) % Grafica
del polinomio minimax

legend ('Puntos de
referencia', 'f(x) "', ['minimax_{',num2str (M), '} (x)'])

legend show

plot ( (a+b) /2+ (b—a) /2xx,0*xones (size(x)), 'k') % Eje OX

hold on

title(['Gréafica de la funcidén y del polinomio minimax de grado
', num2str (M) ])

axis tight

hold off

print ('-depsc2', 'minimax.eps’')

)i

1)

o\




44

50
51
52
53
54
55
56
57

58
59
60
61
62
63
64
65

66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80

81
82
83
84
85
86

87
88
89
90

91
92
93
94
95
96

97
98

2 Aproximacién en espacios normados. Ajuste polinémico uniforme.

% Presentacidn de resultados en pantalla

fprintf ('Equioscilacidén mdxima alcanzada en la iteracidn %i\n', iter)
fprintf ('E=%d\n', -Ez)

disp ('Nodos con equioscilacidén méxima')
disp (xx)

disp('Error en los nodos con equioscilacidén mdxima')
disp (errminimax)

fprintf ('Coeficientes en potencias de x del polinomio minimax de
grado %i (de menor a mayor grado)\n',M)
disp(flip(A) ")

<)

end % function principal

2900000090090009000000000900900090000000000900090009000
555555555 %5555%5555%55%5%55%5%5%55%55%5%55%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%5%%
[ _

s ALGORITMO DE REMEZ (EN [-1,1])

2999900000000 0000090090090090090090909090900900000000000
3 555555555555 %5%5%5%555%55%%5%5%%5%5%5%55%5%55%5%%5%5%%5%5%%5%5%%%

function
[xx,errminimax, error,pminimax, iter,Ez,A]l=remez (f,x,y,M, itmax,errtol)

% Inicializacidén del conjunto de nodos de referencia

% Elegimos M+2 nodos de Chebyshev en [-1,1] ordenados de menor a mayor
xx=sort (cos ((0:M+1)xpi/ (M+1)));

yy=f (xx);

ml=(-1).7(0:M+1); % Vector de signos para la interpolacidn

iter=1;

disp ("' iter maxerrnodos Aerr')

for i=l:itmax

% Cdlculo de los coeficientes del polinomio minimax en potencias de x:

V=fliplr (vander (xx));

V=[ml' V(:,1:end-1)];

A=V\yy';

A=A (2:end);

A=flip(A); % Coeficientes del polinomio de mayor a menor grado para
polyval

% Iteracidn del polinomio de ajuste

pol=@(x) polyval (A, x);

% Error puntual con signo

err=@ (x) f(x)-pol(x);

% Valor absoluto del error (con signo negativo para buscar minimo
global con funcidén interna fminbnd)

abserr=@ (x) —-abs(err(x));

% Busqueda de médximo global para el valor absoluto del error.
% Usamos "fminbnd" por tramos para precisar bien y asegurar maximo

global (no solo local)

o

options = optimset ('TolX',5.e-16, 'MaxIter',5e6);% Opciones para fminbnd

z=-1; % Extremo izquierdo

Ez=0;

Ninterv=(M+2)x25; % Subdividimos [-1,1] en (M+2)+*25 subintervalos vy
buscamos maximo en cada uno.

for j=1:Ninterv
ei=-1+2% (j-1) /Ninterv;
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ed=-1+2%j/Ninterv;
[za,Eza]=fminbnd (abserr, ei
if abs(Eza)>abs (Ez)
z=za; Ez=Eza;
end
end

maxerr=—Ez; % Maximo del valor
errz=err(z); % Error con signo
errminimax=err (xx); % Error en
Aerr=maxerr-min (abs (errminimax
desviacidén minima

disp([iter maxerr aerr])

% Si se ha alcanzado la cota d
paramos y

% presentamos resultados

if aerr<errtol
error=err (x); % Error en
pminimax=y-err(x); % Aprox
el intervalo
return

end

% Si no se ha alcanzado errtol
% nodos de manera ordenada

fz=£f(z);

if z<xx(l) % z menor que el pr
if errminimax (1) xerrz>0 %
xx=[z xx(2:end)];
yy=[fz yy(2:end)];
else % Entra z en primera
xx=[z xx(l:end-1)1];

yy=[fz yy(l:end-1)1];

end
elseif z>xx(end) % z mayor g
referencia
if errminimax (end) xerrz>0
xX (end)

xx=[xx(l:end-1) z];
yy=lyy(l:end-1) fz];

else % Entra z en ultima p
xx=[xx(2:end) z];
yy=[yy(2:end) fz];

end

else % z entre dos nodos x(3jj)

Buscamos Jjj.

ji=1;

while jj<M+1

2.3 Algoritmo de Remez.

,ed,options) ;

absoluto del error en todo el intervalo
en z

todos los M+2 nodos de referencia

)); % Cota de error obtenida en la

e error en la desviacidén minima,

todo el intervalo
imacidén al polinomio minimax en todo

, z debe entrar en el conjunto de M+2

imer nodo del sistema de referencia
Entra z en primera posicidn y sale xx (1)

posicidén y sale xx(end)

ue el iltimo nodo del sistema de

o

% Entra z en iltima posicidn y sale

osicidn y sale xx (1)

y X (jj+1l) del sistema de referencia.

45
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148 if xx(33)<z && xx(jjt+l)>z

149 if errminimax (jj)+*errz>0 % Entra z en posicidén jj y sale
xx (373)

150 xx=[xx(1:jj-1) z xx(jjt+l:end)];

151 yy=[yy(l:33-1) fz yy(jj+l:end)];

152 else % Entra z en posicidn jj+1 y sale xx(jj+1)

153 xx=[xx(1:3j) z xx(jj+2:end)];

154 yy=[yy(l:3]3) fz yy(jj+2:end)];

155 end

156 jj=M+2; % Si se ha localizado jj, ponemos jj=M+2 para
salir del bucle while

157 end

158 ji=33+1;

159 end

160 end % if

161

)

162 iter=iter+l; % Nueva iteracidén si no se ha alcanzado errtol
163

164 end % for i=l:itmax

165

166 end % function remez
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This report aims to deepen the study of polynomial approximation
in normed spaces. To begin with, we will develope the study of
polynomial least squares approximation. First step will be to in-
troduce concepts such as pre-Hilbert space or Gram matrix, after
that crucial results for our project will be presented and applica-
tions for discrete and continuous cases will be shown. We will
delve into orthogonal polynomials to start with the second chap-
ter in which approach to normed spaces will be developed. In this
chapter, results and conditions for the existence and uniqueness
of the best approximation in normed spaces will be obtained, with
a strong focus on uniform norm. To conclude this project, the
“Remez Algorithm” will be presented as a recursive algorithm for
obtaining the best uniform polynomial approximation and we will
finish with its implementation in MATLAB by displaying concrete
examples.

1. Introduction

We study polynomial least squares and uniform fit. Let as con-
sider the continuous case:
= Continuous least squares polynomial fit. We consider the
continuous weighted euclidean normin C([a, b]) associated with
a continuous and positive weight function w(z). Find p € [],
such that P
1 . e
1 = Bl = (S @) = b))z ) is minimum.
= Continuous uniform polynomial fit. Given f € C([q,b]) find a
polynomial p € [],, such that
If = Blloc = maz |f(z) — p(x)| is minimum.
z€|ab]

T

2. Least squares approximation

Best approximation problem in pre-Hilbert spaces. Let
(V. (-,-)) be a pre-Hilbert space, f € V and H a finite dimensional
vector subspace of V. We are going to show that there exists a
unique f € H such that ||f — f|| < ||f — hl|,Vh € H, that is,

— fIl = min||f = A,
17 = 71l = painl — bl

where || - || is the induced norm ||| = (f, /)}/2, Vf € V by the
inner product (-,-). Therefore, we say that f is the best approxi-
mation of f in H with respect to the inner product norm, or also,
the best approximation by least squares of f in H. Here are some
results that ensure the existence and uniqueness:

Theorem: Let be (V. (:,-)) a pre-Hilbert space, f € V and H a
subspace vector of V. f € H is a better approximation of f in H if
and only if (f — f,h) = 0,Vh € H. In that case,

IF = FI% = 1A% = 11>
Moreover, if fi, f, € H are better approximations of f in H then
f1=fa
Theorem: Let be (V,(-,-)) a pre-Hilbert space, f € V and H a
subspace vector of V of finite dimension n, generated by a lin-
early independent system of vectors {h;}!"_,. Then, there exists

& = (d,...,an)" € R" absolute minimum for the function
n n n

dla) = f =D aihil > = IFI* = 2D ailf, hi) + > ciaj(hi by,
=1 i=1 i,j=1

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Junio, 2021

with & = (ay, ..., a,)7. Furthermore, for all « € R” we have that
d(e) = d(&)+(a—a)TG(a—a), where G = ((h;, hj)); iy the Gram
matrix associated with the system {h;}/_;.

3. Uniform approximation.

The best uniform polynomial approximation is characterized by:
Theorem: Let f € C([a,b]), p € [[, ¥y € .= f —p. If there are
n+ 2 points zp < x; < ... < zu4q iN [a,b] verifying the condi-
tion of alternation of signs sign(e(z;)) = (—1)isign(e(xg)) and of
equioscillation

le(@i)l = 1f(x:) = p(x)l = If = plloo, i=0,...,n+1,

then p is a best uniform approximation of f in JT,,.

We present a few results that show existence and uniqueness.
Chebyshev equioscillation theorem: Let f € C([a,b]), p € [],,
and e .= f—p. If pis a best uniform approximation of f in ], then
there are at least n + 2 points zy < z; < ... < 41 in [a, b] ver-
rifying the conditions of alternation of signs and of equioscilation
le(zg)| = |£ () — pla)] = If = plloc-

Corollary: Let f € C([a,b]). There is a unique p € [],, best ap-
proximation for f in uniform norm.

The following result shows uniform convergence of the approxi-
mants generated by the Remez Algorithm.

Theorem: Let f € C([a,b]) and p, the best uniform approxima-
tion of f on [[,. If {p*)};>¢ is the sequence of polynomials
obtained by Remez algorithm, starting from an initial reference
(0) ) “such that Jmin |f(ai) - PO > o,

0
setz)’ < ... <,

then there are positive constants C"and 0 < 6 < 1 such that
”p(k) — Pnlloo < Cek~, k>0.

O Puntos de referencia
04 —— 1(0=x"exp(-5"[1x|-0.3))

— Evror minmax, ()

— Error mincuad, (x)
03 —— minimax, ,(x) —
g — mincuad, ) 01
01 0.5
o1 0.9
-02

~01

-03

) =] [ 1 2 3 =) -1 [ 1 2 3

Figure 1: Least squares and minimax polynomial fit of degree 13
(left) and errors (right) for f(z) = - e 2lIZ1=03l jn [—2,3).
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