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Resumen - Abstract

Resumen

Las ecuaciones de Navier-Stokes son unas ecuaciones en derivadas
parciales muy importantes tanto en la fisica como en las matemdti-
cas, pues permiten describir el movimiento para cualquier fluido en
el plano y el espacio. Sin embargo, hoy en dia se sigue sin poder
demostrar o refutar que exista una unica solucion definida en el es-
pacio para todo tiempo, por lo que sigue siendo un problema abierto
de gran interés.

En este trabajo vamos a deducir dichas ecuaciones partiendo de
tres principios fundamentales de la mecanica de fluidos: la ley de
la conservacion de la masa, la sequnda ley de Newton (conserva-
cion del momento lineal) y la ley de la conservacion de la energia.
Sequidamente procederemos a introducir los métodos numéricos de
tipo Runge-Kutta para ecuaciones diferenciales ordinarias, estudian-
do su consistencia, estabilidad y convergencia. Esto serd mecesario
pues finalizaremos implementando lo que se conoce como métodos
de proyeccion, concretamente el método de Chorin, considerando
métodos de tipo Runge-Kutta simplemente diagonalmente implicitos
(SDIRK). Dichos métodos numéricos nos permitirdn aprozimar la
solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos incompresi-
bles. Por ultimo, se ilustrardn varios ejemplos de la implementacion
del método de Chorin, la cual se ha realizado con la ayuda de Python
y el software FEniCS.

Palabras clave: Fcuaciones de Navier-Stokes — fluidos incompre-
sibles — métodos Runge-Kutta — SDIRK — método de proyeccion de
Chorin.
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Resumen - Abstract

Abstract

The Nawvier-Stokes partial differential equations are very important
both in physics and mathematics, as they allow us to describe mo-
tion for any fluid in the plane or space. However, today it is still
not possible to prove or refute that exists a global solution defined in
space for all time, so it remains an open problem of great interest.
In this work we are going to deduce these equations starting from th-
ree fundamental principles of fluid mechanics: conservation of mass,
Newton’s second law (balance of momentum) and conservation of
energy. Then we will proceed to introduce the Runge-Kutta numeri-
cal methods for ordinary differential equations, studying their con-
sistency, stability and convergence. This will be necessary because
we will end up implementing what is known as projection methods,
specifically the Chorin method, considering simply diagonally impli-
cit Runge-Kutta methods (SDIRK). These numerical methods will
allow us to approximate the solution of the Navier-Stokes equations
for incompressible fluids. Finally, several examples of the Chorin’s
method implementation will be illustrated, which has been carried out
with the help of Python and the FEniCS software.

Keywords: Nauvier-Stokes equations — incompressible fluids -
Runge-Kutta methods — SDIRK — Chorin’s proyection method
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Ecuaciones de Navier-Stokes

En este primer capitulo se deduciran las ecuaciones de Navier-Stokes a
partir del desarrollo de las ecuaciones basicas de la mecanica de fluidos. Estas
ecuaciones provienen de las leyes de conservacién de la masa, energia y momento.
Se comenzard con las supuestos mas simples hasta llegar a lo que se conoce
como las ecuaciones de Euler para un fluido incompresible. Esto se generalizara
mas adelante para contemplar el efecto de viscosidad que surge del transporte
molecular del movimiento. Para el desarrollo de este capitulo nos hemos basado
principalmente en [5].

1.1. Ecuaciones de Euler

Sea D una regién en un espacio bi- o tridimensional rellena por un fluido,
nuestro objetivo es describir el movimiento de dicho fluido. Sea x € D un punto
en D y consideremos la particula del fluido moviéndose por x en un tiempo ¢.
Usando las coordenadas euclideas en el espacio, escribimos x=(z, y, z). Imagine-
mos una particula (piense en una particula de polvo suspendida en el aire) en el
fluido y sea u(x,t) la velocidad de la particula del fluido que se estd moviendo
por x en un tiempo t. Por lo tanto, para cada tiempo fijo, u es un campo de
direcciones en D y representa el campo de velocidades del fluido.

Para cada tiempo t, supongamos que el fluido tiene una densidad de masa bien

definida p(x,t). Luego, si W es una subregion de D, la masa del fluido en W en
un tiempo t viene dada por

m(W.0)= | plox.t) av
w
donde dV es el elemento diferencial de area en el plano o de volumen en el espacio.

En lo que sigue asumiremos que las funciones u y p (y otras que serén introdu-
cidas méas adelante) son lo suficientemente regulares como para que los teoremas
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del calculo puedan ser aplicados con validez.

La deduccion de las ecuaciones se basa en tres principios basicos:

I Ley de conservacién de la masa: la masa no se crea ni se destruye.
IT Segunda ley de Newton: la variaciéon de momento de una parte del fluido es
igual a la fuerza que se le aplica.
IIT Ley de conservacion de la energia: la energia no se crea ni se destruye.

Tratemos estos tres principios sucesivamente.
I Conservacion de la masa

Sea W una subregién fija de D. La variaciéon de la masa en W es

d d dp
Em(VV, t) = = /Wp(x, t) dV = /W a(x, t) dV.

Denotemos por 0W la frontera de W, la cual se asume suficientemente regular;
denotemos por n el vector normal unitario exterior definido en los puntos de
OW; y denotemos por dA el elemento diferencial del area en 0W. La tasa de
flujo volumétrico por unidad de area a través de OW es u-n y la tasa de flujo
méasico por unidad de area es pu-n.

El principio de conservacion de la masa se puede enunciar de forma mas precisa
como sigue: La variacion de masa en W es igual a la tasa a la que la masa cruza
OW con direccion hacia el interior de W, es decir,

d

— pdV:—/ pu-n dA. (1.1)
dt Jw ow

Esta es la forma integral para la ley de la conservacién de la masa. Por el teorema
de la divergencia, esto es equivalente a

[ 2 +avtpu] av <o

Como esto se cumple para todo W, por regularidad es equivalente a

ap
ot

La ecuacién (1.2) es la forma diferencial de la ley de la conservacién de la masa,
también conocida como ecuacién de continuidad.

+ div(pu) = 0. (1.2)

Nota 1.1 Si p y u no son lo suficientemente regulares para justificar los pasos
que llevan a la forma diferencial de la conservacion de la masa, se tendria que
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usar la forma integral.
IT Conservacion del momento lineal

Sea x(t) = (z(t),y(t),2(t))T la trayectoria que sigue una particula del fluido,
entonces el campo de direcciones de la velocidad viene dado por

esto es,
u(x(t),t) = %(t).

Recordar que usamos coordenadas euclideas en el espacio (suprimiremos z para
fluidos en el plano).

La aceleracion de una particula del fluido viene dada por

a(t) = x(t) = Lula(t). y(1).2(0).0).

Aplicando la regla de la cadena, tenemos que

dJu, Ou. Ou., Ou
a(t):—x—i-—yy—l——zz—i-—.

Usando la notacién

ou _8_u
N ot

,ete., u= (u,v,w)"

obtenemos
a(t) = uu, + vu, + wu, + wy,

que también se puede escribir como

a(t) =0u+ (u-V)u,

donde p 9 5 5
u
ou=— -V =u— — —.
e T A R T
Llamamos la derivada material al operador:
D
E = &, +u- V,

que tiene en cuenta el hecho de que el fluido se estd moviendo y que la posicién
de las particulas del fluido varia con el tiempo. En efecto, si f(x,y, z,t) es una
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funcién de posicién y tiempo (escalar o vectorial), por la regla de la cadena se
tiene que
d Df

P (@(0),5(0), 2(2),8) = Buf + (- V) =

= Soaby®.20,0. (1)

Observemos que si f = (f1, fo, f3)T es vectorial entonces
(u-V)f = ((w-V)f1,(w:-V)fy, (u-V)fs)" = Jy-u,

donde J¢ es la matriz Jacobiana de f.

Para cualquier continuo, las fuerzas que actiian sobre el material son de dos
tipos. Primero, estan las fuerzas de tensién, donde el material es afectado por
las fuerzas a través de su superficie. Segundo, estan las fuerzas externas, como la
gravedad o campos magnéticos, que ejercen una fuerza por unidad de volumen
al continuo.

Definicién 1.1 Se dice que un fluido es ideal si cumple que para cualquier mo-
vimiento del fluido existe una funcién p(x, t) llamada presién tal que si S es una
superficie en el fluido con un vector normal exterior fijo y unitario n, la fuerza
de tensién ejercida a través de la superficie S por unidad de area en x € S en
un tiempo t es p(x,t)n. Es decir, para fluidos ideales la fuerza a través de S por
unidad de dres es p(x, t)n.

Nota 1.2 Noétese que la fuerza es en la direccién n y que la fuerza actia orto-
gonalmente a la superficie S; por lo tanto, no hay fuerzas tangenciales. Intui-
tivamente, la ausencia de fuerzas tangenciales implica que no hay posibilidad
de que empiece una rotacion en el fluido, o, si existiese en un principio, que
parase. Por ello los fluidos ideales tienen mas interés teérico que practico ya que
hay abundancia de rotacién en los fluidos reales (cerca de los remos de un bote,
tornados, etc.).

Sea W una region en el fluido para un determinado tiempo t. La fuerza total
ejercida sobre el fluido en W por medio de la tensién en su frontera es

S{)W = —/ n dA
ow

(es negativa pues n apunta hacia el exterior). El siguiente resultado representa
una version escalar del teorema de la divergencia.

Lema 1.1
Sow = —/ Vp dV
w
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Demostracion. Sea e un vector fijo en el espacio. Por el teorema de la divergencia
tenemos

e-SaW:—/ pe-ndA:—/ div(pe)dV:—/(Vp)-edV.
ow W w

Puesto que e es arbitrario se concluye la prueba.

Si b(x,t) denota la fuerza externa por unidad de masa dada, entonces la fuerza
total externa sobre una subregion W es

B:/ pb dV.
w

Luego, en cualquier region del fluido, la fuerza por unidad de volumen es —Vp+
pb. Por la segunda ley de Newton (fuerza = masa X aceleracién) deduciremos
la forma diferencial de la ley del balance de momento lineal:

Du

“u_ b. 1.4
Py = VP TP (1.4)

Ahora procederemos a estudiar la forma integral. Para hacerlo necesitamos intro-
ducir algunos conceptos que nos seran utiles. Como hemos hecho previamente,
denotemos por D a la regién donde el fluido se estd moviendo. Sea x€ D, escri-
biremos ¢(x,t) para la trayectoria que sigue la particula que estéd en la posicién
x en tiempo t = 0. Asumiremos que ¢ es inversible y lo suficientemente regular
para que las siguientes manipulaciones sean legitimas. Denotemos por ¢; a la
aplicacién x — ¢(x,t); esto es, para un tiempo ¢, esta aplicacién asigna a cada
particula del fluido su posicién inicial en t=0 a su posicién actual en tiempo t
(de modo que ¢y es la aplicacién identidad). Llamaremos a ¢ el flujo del fluido.
Si W es una region en D, entonces ¢¢(W) = W, representa el volumen W mo-
viéndose con el fluido.

La forma integral ”original” del balance de momento establece que

d
— [ pudV = Syy, +/ pb dV, (1.5)
dt Wy Wy

esto es, la variacion de momento de cualquier parte del fluido en movimiento
es igual al total de las fuerzas (suma de las fuerzas de tensién y externas) que
actuan sobre él.

Teorema 1.1. La forma diferencial del balance de momento (1.4) y la forma
integral (1.5) son equivalentes.
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Demostracion. Para demostrar esto partimos de la forma integral (1.5). Apli-
cando el teorema del cambio de variable para x tenemos que

% o dv = % (pu)(p(x,1))J(x,1) dV,

donde J(x,t) es el determinante Jacobiano del flujo ¢;. Aqui asumimos que
J(x,t) > 0, es decir que el flujo ¢; conserva la orientacién en el fluido. Ahora,
aplicando la regla de Leibniz

d

& | mtetnon av = [ (e av.

y por la regla de la cadena

| g lometx o)) v = [ et ] I

+ 2161 (pu)((x, 1) V.
Sabemos por (1.3) que

%(pu)(gp(x, t),t) = ( gt(pu)) ((x,1),1),

y para derivar J(x,t) aplicamos el Lema 1.2 (cuya demostracién posponemos),
en virtud del cual

9 Jx,1) = e v (i, 1), )]

Asi pues, llegamos a

% w7 v = / {<5t(pu)) (p(x,1),t) + (pu)(div u)(p(x, t),t)}-J<x, t)dv.

Deshaciendo el cambio de variable y aplicando de nuevo la regla de la cadena se
tiene que

d D
pr thu dV:/Wt{E(pu)—ir(p div u)u} v

Dp Du
— - d dV.
[A/t{D —l—th+(p 1vu)}

Observando que

D
Ferp divu=p;+ (u-V)p+p-divu=p +div(p-u),
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por la ley de la conservacién de la masa (1.2) llegamos a

d Du
— dV = — dV.
it Jo, "™V = )L D

Finalmente, podemos afirmar partiendo de (1.5) que

d D
S puav=| P av=— vpdv+/ b dV.
dt Wi Wi D Wi Wi

Entonces si W es arbitrario, y por lo tanto W; lo es, y los integrandos son
continuos, obtendriamos que

Du
— =-V b,

P Dt ptp

esto es, (1.4). Por otra parte, es claro que (1.4) implica (1.5).

El argumento de la prueba del Teorema 1.1 nos conduce al siguiente resultado.

Corolario 1.1 (Teorema del Transporte) Para cualquier funcién f que de-
penda de x y t, se tiene que

d Df
— dV = — dV.
dt Wy pf Wy g Dt
En particular,
d D
— fdv = —f dV.
dt Jyw, w, Dt

Lema 1.2 Sea J(x,t) el determinante Jacobiano del flujo ;. Entonces

%J(X, t) = J(x,t)[div u(p(x,1),t)].
Demostracion. Escribimos las componentes de ¢ como &(x,t),n(x,t),((x,t).

Primero, observar que
0
agp(xv t) = u((p(xa t)v t)?

por la definicién del campo de velocidades del fluido.
El determinante J se puede derivar recordando que el determinante de una
matriz es multilineal en las columnas (o en las filas). Luego para x fijo, tenemos
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0o On OC| |06 9o OC| |0¢ o O I
Otor Or Ox| |0r 0tdr Ox| |or Or Otdx
DO On OC| |0¢ 90 OC| |0& I 0 OC
ot”  |otoy dy Oy| |9y otoy dy| |0y Oy otoy|
DOE O IC| |06 don OC| |o¢ On O I
9toz 0z 021 1oz oto: 921 |9z 92 oto:

Ahora escribimos
00§ 006 0
otdr  dx ot  Ox
00 006 0
otdy oyot  dy

Doc  9oac 0
— == 1), ).
Gto: oz gzt
Las componentes u,v y w en esta expresion son funciones de x,y, z evaluadas
en p(x,t); por lo tanto

_Oud§  Oudn  Oud
g D) = Se e+ 5 5e Y ac e
w0 udy | dudc

| OwoE  dwon  wd
5P = G+ 58, T A as

0
Sustituyendo esto en la expresion EJ , obtenemos que

0 ou ov ow .
EJ = 8_5J+ (9_?7J+ 8_CJ = (le u)J
[ |

Definicion 1.1 En términos de la notacion introducida anteriormente, un fluido
se dice incompresible si para cualquier subregion W, se tiene que

volumen(W,) = / dV es constante en t.
Wi

El Lema 1.2 es también 1til para entender la incompresibilidad en fluidos, segin
refleja el siguiente resultado:

Teorema 1.2. Las siguientes condiciones son equivalentes:
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i) un fluido es incompresible
i) divu =0
i) J =1

Demostracion. i)=-ii)
Usando (i) y el Lema 1.2:

o= L[ qv_d JdV:/(divu)JdV:/ (div u) dV-
dt We dt w w Wi

Puesto que esto se verifica para toda region W, se deduce que div u = 0.
i) =-iii)
Tenemos por el Lema 1.2 y ii) que

oJ :
Frin (divu)J =0

J(x,0) =detl =1, pues p(x,0) =x
Esto implica que J = 1.
iii)=-1)
Nuevamente por el Lema 1.2 y usando iii):

/ dV:/JdV:/dV
W W w

lo que implica que th dV es constante en ¢.

Nota 1.3 De la ecuacién de continuidad (1.2)

0 D
a—? + div(pu) = 0, es decir, D—? + p divu =0,

y del hecho de que p > 0, vemos que un fluido es incompresible si y so-
lo si Dp/Dt = 0, lo que equivale a decir que la densidad de masa es cons-
tante siguiendo la trayectoria del fluido. Si el fluido es homogéneo, es decir,
p es constante en x, también se obtiene que el fluido es incompresible si y solo

si p es constante en el tiempo.
IIT Conservacién de la energia

Hasta ahora hemos desarrollado las ecuaciones

D
F? + pdivu=0 (conservacién de la masa)
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Du

P Dt

Esto son cuatro ecuaciones si trabajamos en un espacio tridimensional (o n + 1

ecuaciones si trabajamos en un espacio de dimensién n), porque la ecuacién de

balance de momento es una ecuacién vectorial compuesta por tres ecuaciones

escalares. Sin embargo, tenemos cinco incognitas: u, p y p. Por lo tanto, para

especificar el movimiento de un fluido se necesita una ecuacion mas. La conser-
vacion de la energia va a suministrar una ecuacion adicional.

= —Vp+ pb (balance del momento lineal).

Para un fluido moviéndose en un dominio D, con un campo de velocidades u,
la energia cinética contenida en una regién W C D es:

1
Bunsica =5 | oIl av
w

donde |lul]* = (u? + v® 4+ w?) es el cuadrado del médulo de la velocidad u. La
variacion de la energia cinética de una porcion en movimiento W; del fluido se
calcula usando el teorema del transporte como sigue:

d d 1 )
_Eciné ica — 7, | & d
i Banies = 3 3 [ ol av]

1 D ||ulf®
= [ = gy
2 ). Dt

:/Vth(u-(aa—ltl—i-(u-V)u))dV
()

donde la tercera y cuarta igualdad son consecuencia de que

1D ? 1
ul|” ==
2

2 2 2 2 1 ﬂ 2 2 2
8t<u +v —|—w)—|—2 <u8x(u + 07+ w*)

9,9, 2, 2 9, 2, 2
+03y(u + v +w)+waz(u + 07 + w*)

BT T N 8 TR

— Yo T T ar T\ "ar T ar T Vo

+v u%qu@—l—wa—w +w u@+v@—l—wa—w
y dy oy 0z 0z 0z
Ju Du

:u-a—l—u-((u-V)u):u-E.

Asumiremos que la energia total del fluido se puede escribir como
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Etotal = Ecinética + Einterna

donde Finema €8 la energia interna que denotaremos por € y proviene de fuentes
como el potencial intermolecular o las vibraciones moleculares internas.

Si se anade energia al fluido o le permitimos realizar trabajo, la energia total
cambiara. La variacion de la energia total de una porcion del fluido W, es igual
al trabajo realizado sobre él, esto es, el trabajo realizado por fuerzas externas y
la presién

d d 1 9
—FEiotal = — = d
g rotal = /Wt(QPHuH + pe) dV

:/ pu-de—/ pu-n dA.
Wt aWt

Una discusion general de la conservacion de la energia requiere un mayor co-
nocimiento de termodinamica del que necesitamos. Nosotros nos limitaremos al
ejemplo de conservacion de energia para fluidos incompresibles que es lo que nos
concierne en este trabajo.

Ecuaciones de Euler para fluidos incompresibles ideales

Sabemos que, en general, la variacién de energia cinética se expresa como

d Du
_Eciné ica — -— | dV
ar /W g (“ Dt)
:/ (=Vp-u+pb-u)dV,
Wi

a consecuencia de la ecuacién del balance del momento (1.4).
Por otro lado, hemos visto que

d
_Etotal:/ pu-de—/ pu - n dA.
dt W, oW,

Luego si asumimos div(u) = 0 y aplicamos el teorema de la divergencia obtene-
mos que:

d d

%Ecinética - /[/Vt(_le(pU) + o - b)dv = %E‘cotal

Reciprocamente si asumimos que la energia cinética coincide con la energia total
y que p # 0 entonces:

d d
_Ecinética = _Etotal = p divudV = 0, \V/M/, Vt = divu =0.
di di i
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Este argumento lleva a que si Figal = Feinetica €ntonces el fluido debe ser in-
compresible (siempre que p # 0). En resumen, para el caso incompresible, las
Ecuaciones de Euler para fluidos incompresibles ideales son:

p%:—Verpb
Dp_
D =
divu=0

0

que se dotan usualmente con las condiciones de frontera homogéneas
u-n=0 endD.

Nota 1.4 En ausencia de fuerzas externas, esto es, b = 0, tendriamos que

d
dp. / —div(pu) dV — / p(u-n) dA,
dt D oD

y como u-n =0 en dD, resulta que

d
_Eciné ica — 0.
dt o

Luego, para fluidos incompresibles ideales la variacion de energia cinética en
toda la regién D es nula.

1.2. Ecuaciones de Navier-Stokes

En §1.1 definimos un fluido ideal como aquel en el que las fuerzas que
actian a través de la superficie S son perpendiculares a ésta. Ahora considera-
remos fluidos mas generales. De modo que en vez de asumir que la fuerza sobre
S por unidad de drea es —p(x,?)n donde n es la normal exterior en la frontera
S, ahora asumiremos que la fuerza sobre S por unidad de area es

—p(x,t)n+o-n

donde o es una matriz llamada el tensor de tension, sobre la cual deberemos
hacer algunas suposiciones. Una de las caracteristicas es que o - n no tiene que
ser necesariamente paralelo a n, por lo que esta separacion es un tanto ambigua.
Como hemos visto anteriormente, la segunda ley de Newton establece que la
variacion de momento de una porcién del fluido en movimiento W; es igual a la
resultante de fuerzas que actian sobre él (balance del momento lineal):

d

— pudV:—/ (p-n—o-n)dA
dt Jw, oW,
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(comparar con (1.5) en §1.1). En esta seccién asumimos por simplicidad en la
exposicion ausencia de fuerzas externas, esto es, b = 0. Vemos que o modifica
el transporte de momento a través de la superficie de W;.

Nota 1.5 Podriamos preguntarnos por qué las fuerzas que actian sobre S de-
berian ser una funcién que depende linealmente de n. De hecho, si asumimos
que la fuerza es una funcién continua de n, usando el balance de momento, se
podria demostrar que es lineal en n. Este resultado se conoce como el Teorema
de Cauchy [5].

Las condiciones que asumiremos para o son las siguientes:

1. o depende linealmente del gradiente de velocidad Vu, esto es

O,u Oyu O.u
o =a(x,t) - I+b(x,t)- Vu, con Vu= | d,v dyv 0,v
Jyw Oyw O,w

donde I es la matriz identidad.
2. oes mvariante bajo rotaciones rigidas, esto es, si U es una matriz ortogonal,

o(U-Vu-U')=U.o(Vu)-U!

3. o es simétrica

Denotemos por D = 1[Vu+ (Vu)’] y S = 1[Vu — (Vu)?] a la parte simétrica
y antisimétrica de Vu, respectivamente, de modo que Vu =D + S ; como o es
simétrica, por la propiedad 1 sigue que o depende solo de D. Esto se debe a:

oc=0"=a-I+b-Vu=a-I+b:(Vu)’
=b-[Vu— (Vu)']=0=b-8S=0
=o=a-I+b-[D+S]=a-I+b-D.

Como o es una funcion que depende linealmente de D y D es simétrica, ambas
puedes ser diagonalizadas simultaneamente. Luego, los autovalores de o depen-
deran linealmente de los de D. Por la propiedad 2, estos deben ser también
simétricos porque podremos elegir U para permutar dos autovalores de D y es-
to debe permutar los correspondientes autovalores de o. Las tnicas funciones
lineales simétricas que cumplen esto son de la forma

0; = )\(dl + d2 + d3) + 2:udlv L= 17 27 37

donde o; son los autovalores de o y d; los de D. Recordemos que la traza de una
matriz es invariante bajo transformaciones ortogonales. Ademas tenemos que
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1
dy + dy + d3 = traza de D = traza de §[Vu + (Vu)'] = div u,

y usando la propiedad 2 deducimos que
o = A\(div u)I + 2uD. (1.6)

Ahora procederemos a la deduccion de las ecuaciones de Navier-Stokes, para lo
cual asumiremos en lo que sigue que A y p son constantes.

Partimos de la ecuacion de balance de momento

2/ pudV:/ (—p-n+o-n) dA.
ot Jw, oW,

Aplicando el teorema del transporte

0 D
— pu dV = p—u v,
at Jw, w." Dt

y por el teorema de la divergencia

/awt(—p-nJrg.n) dA:/Wt(—Vp) dV+/ (o - n) dA.

oWy

Ademas, aplicando nuevamente el teorema de la divergencia
/ (U-n)dA:/ )\(divu)-ndA—i-/ 2uD -n dA
BWt (9Wt aWt
= )\/ V(div u) dV + ,u/ [Vu+ (Vu)']-n dA
Wi oWy

=\ [ V(div u) dV + ,u/ [Au + V(div u)] dV

Wt Wt
donde o2 o2 o
A=t 52 * 5)

es el Laplaciano de u. De aqui que

D
P22y — / —Vp+ (A + p)V(div u) + pAu] dV.
Wi Dt Wy

Finalmente, por verificarse esta igualdad para todo W y ¢, asumiendo regularidad

obtenemos que
Du

PO = —Vp+ (A + p)V(div u) + pAu. (1.7)
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(1.7) junto con la ecuacién de continuidad y una ecuacién para la energia, des-
cribirfa completamente el flujo para un fluido viscoso compresible.

En el caso de un fluido homogéneo incompresible (p = py = constante), el
conjunto completo de ecuaciones se convierte en las ecuaciones de Navier-Stokes
para fluidos incompresibles,

Du ,
U A
pr VP vAu (1.8)

divu=0

donde v = p/py es el coeficiente de viscosidad cinética, y p’ = p/po.

Estas ecuaciones son suplementadas con condiciones de frontera adecuadas. En
las ecuaciones de Euler para un fluido ideal se usa u-n = 0, es decir, el fluido no
cruza la frontera pero si puede moverse tangencialmente a ésta. En las ecuaciones
de Navier-Stokes, el término vAu eleva el orden de las derivadas que implican
a u, lo cual viene acompanado de un aumento del niimero de condiciones en la
frontera. Por ejemplo, para una pared sélida en reposo se le anade la condicién
de que la velocidad tangencial es también cero (condicién "no-slip”), luego las
condiciones en la frontera serfan u = 0 para paredes solidas en reposo.

Nota 1.6 La necesidad de introducir condiciones de frontera extra proviene del
papel que desempenan para demostrar que las ecuaciones estan bien planteadas,
es decir, que exista una solucion unica y que ésta tenga continuidad respecto al
dato inicial. Se sabe que, en tres dimensiones, las ecuaciones de Navier-Stokes
incompresibles admiten solucién regular para tiempos cortos, con dependencia
continua respecto al dato inicial. Sin embargo, es un problema abierto en la
mecanica de fluidos probar o refutar que las soluciones existen para todo tiem-
po. En dos dimensiones se conoce que existe solucién para todo tiempo, tanto
en fluidos no viscosos como viscosos [5].

Numero de Reynolds

A continuacion, trataremos algunas propiedades de escalamiento en las ecuacio-
nes de Navier-Stokes con el objetivo de introducir un pardmetro (el nimero de
Reynolds) que mida el efecto de viscosidad en el fluido.

Para un problema dado, supongamos que L y U son lo que se conoce como
una longitud y velocidad caracteristicas, respectivamente, representando cierta
estimacion arbitraria de la longitud y velocidad del problema. La eleccion de
L y U determinara una escala temporal 7' = L/U. En vez de trabajar con las
variables x, u y t lo que haremos seré reescalarlas:
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La componente en x de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles en el caso
de un fluido homogéneo es

(3u+ Ju 8u+ ou 1@_’_ 82u+82u+82u
ot ox Ay 0z po Oz arr oy 022

El cambio de variables nos lleva a

ou  Qudt'  10ou U?ou
ot oot Tor L ot
Ou Oudr' 10u U
dr  0x' dr Lox Lox
Op Opdx' 10p
dr — dx' dr Lo
Pu 9 (Ou\ox 10 (ou\ U
a__a_x<a_)a__fa_(a_) = Fawe
Identidades analogas se obtienen para las componentes en y y z. Si combinamos
todas las componentes y dividimos por U?/L, obtenemos

ou’
ot’

+ (- VHiu' =-Vp' + %A’u’, (1.9)

donde p' = p/(poU?). La incompresibilidad se expresa igualmente como
div u' = 0.

Las ecuaciones (1.9) son las ecuaciones adimensionales de Navier-Stokes. Se de-
nomina nimero de Reynolds R al pardmetro adimensional

LU

14

R

Dos fluidos con la misma geometria y el mismo nimero de Reynolds se deno-
minan similares. De forma més precisa, sean u; y us las velocidades respectivas
de dos flujos en dos regiones D; vy D, que estén relacionadas por un factor de
escala A de tal manera que L; = ALs. Si se cumple que

LUy LUy

= , estoes, Ry = Ry
41 %)

entonces los campos de velocidades adimensionales u) y u), satisfacen exacta-
mente la misma ecuacion en la misma regién. Por lo tanto, podemos concluir



1.2 Ecuaciones de Navier-Stokes 17

que u; se puede obtener mediante un reescalamiento de us; en otras palabras,
u; y up son similares.

Nota 1.7 Seran de especial interés los casos donde R es grande. Resaltar que
no se puede afirmar que si "v es pequeno” entonces los efectos de viscosidad no
tendrian importancia, pues tendriamos que tener en cuenta las dimensiones del
problema, pero decir que "1/R es pequeno” si es significativo.

Nota 1.8 En las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido viscoso incompre-
sible

1
du+(u-Vju=—-Vp+ EAU’ (1.10)

el término }%Au se denomina término de difusién o disipativo y (u- V)u el
término de transporte o convectivo. Las ecuaciones establecen que el material es
transportado sujeto a fuerzas de presion y, al mismo tiempo, disipado.

Como ocurre para un fluido ideal incompresible, la presién p para un fluido visco-
so incompresible viene determinada por la ecuacién div u = 0. Ahora discutire-
mos el papel de la presién para un fluido incompresible con mayor profundidad.
Usaremos el siguiente teorema de descomposicién.

Teorema 1.3 (Descomposicién de Helmholtz-Hodge). Sea D una region
en el espacio(o del plano) con frontera reqular OD. Sea w € C' un campo vecto-
rial en DUAOD, entonces existe un campo vectorial u € C paralelo a la frontera
con divergencia cero, es decir, u-n =0 en 0D y div u=0, y una funcion escalar
p € C?, tal que

w = u+Vp. (1.11)

Esta descomposicion es unica salvo constante aditiva en p.

Demostracion. Observamos que si la descomposicién (1.11) es posible, entonces
div w = div (Vp) = Apy w-n = n-Vp. Usaremos esto para probar la existencia.
Dado w, tomaremos p como una solucion del siguiente problema de Neumann

0
Ap =divw en D, con —p:W-Il en 0D.

on

Puesto que, en virtud del teorema de la divergencia

/diVWdV— w-n dA,
D oD

sabemos que este problema tiene solucién tinica salvo constante aditiva en p (ver
Nota 1.9). Con esta eleccion de p, se define u = w — Vp. Luego, claramente se
tienen las propiedades deseadas div u = 0, y u-n = 0 por la construccién de p.
Para probar la unicidad, estableceremos primero la relacion de ortogonalidad
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/ u-VpdV =0.
D
En efecto, por la regla de la cadena
div(pu) = (div u)p +u - Vp,

y por el teorema de la divergencia y div u = 0, obtenemos

/u-VpdV:/div(pu)dV:/ pu-ndA=0
D D oD

puesu-n=0en 0D.
Supongamos que w = 1y + Vp; = us + Vp,. Entonces

0=u —ux+ V(p1 — p2).

Tomando el producto interior con u; — us e integrando, obtenemos

0:/ {||u1—u2|]2+(u1—u2)-V(p1—p2)} dV:/ ||u1—u2||2 dV
D D

por la relacion de ortogonalidad. Sigue que u; = uy y entonces, Vp; = Vps, lo
que prueba la unicidad de la descomposicién.

Nota 1.10 La ecuacién Ap = f,dp/On = g tiene solucién tnica (salvo constante

aditiva en p) siy solosi [, f dV = [, g dA ([5]).

Es natural introducir un operador de proyeccién ortogonal P que nos permita
desacoplar la presion de la velocidad. Este operador asigna a w su campo libre
de divergencia u. [P esta bien definido por el teorema anterior (7Teorema 1.3).
Noétese que por construccién P es un operador lineal y

w = Pw + Vp. (1.12)

Véase también que
Pu=u

siempre que divu =0y u-n =0, y que
P(Vp) =0.

Ahora trasladaremos estas ideas a las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos
incompresibles homogéneos (1.9). Si aplicamos el operador P a ambos lados,
obtenemos
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R

Ya que u es libre de divergencia y se anula en la frontera, se cumple lo mismo
para dyu (si u es suficientemente regular). Luego, por (1.12), Pd;u = dyu, y como
P(Vp) = 0, obtenemos

P(Oju+ Vp) =P (—(u -V)u+ lAu) :

1
u="P (—(u-V)quﬁAu) . (1.13)
Esta forma (1.13) de las ecuaciones de Navier-Stokes permite eliminar la presién
y expresar J;u unicamente en términos de u. La presién se puede recuperar como
la parte gradiente de

—(u-V)u+ }%Au.

Esto no tiene solo interés tedrico sino que también es de interés préactico para
algoritmos numéricos, como los que estudiaremos en el capitulo 3.

Nota 1.11 Si R es suficientemente pequeno, las ecuaciones (1.10) son aproxi-

madas por
1
du="P (EAU> ,

1
ou=—-Vp+ }—%Au y divu=0,

lo que se conoce como las ecuaciones de Stokes para fluidos incompresibles. Son
ecuaciones lineales parabdlicas que, para R muy pequeno, proporcionan una bue-
na aproximacién de las ecuaciones de Navier-Stokes.

esto es,

Finalizamos este capitulo inicial senalando que existe una diferencia importante
entre un fluido ideal y uno viscoso en lo que respecta a la energia del mismo. En
particular, para fluidos incompresibles, podemos introducir el siguiente resulta-
do (ver Nota 1.4).

Lema 1.3 Para un fluido viscoso incompresible al que no se le aplican fuerzas
externas, se tiene que

d

dt
Demostracion. Calculamos %Ecinética usando el teorema de transporte como hi-
cimos en §1.1. Obtenemos

Ecinética S 0.

d d1 , Du
_Eciné ica — 5, & dV = -——dV
e dtQ/D [l /Dpu Dt

1
:/ (—u-Vp+—u-Au) av,
) R
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por (1.7) y div u = 0. Como u es ortogonal a Vp, obtenemos

d 1
_Eciné ica — -Au dV.
e R/D“ u dv.

La relacién div(fV) = f div V+ V- Vf nos lleva a

div(u-Vu) =V - (uVu + vVu + wVw)
= uAu + vAv + wAw + Vu - Vu + Vv - Vv + Vw - Vw
= u-Au+ |[Vu?.

Luego
/div(u-Vu) dV:/u-Au dV+/ |Vul* dV
D D D

y por el teorema de la divergencia y la condicién u =0 en 0D

/ (u-Vu)-mdA:():>/u~AudV:—/HVuH2 av.
oD D D

Finalmente llegamos a que

d 1

_Eciné ica — T 5 2 dV <0.
e =~ [ IVul* @V <0
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Métodos de un paso. Métodos de tipo
Runge-Kutta

Es necesario introducir los métodos numéricos de un paso y hablar de su
consistencia, estabilidad y convergencia. Esto luego nos permitird entender los
métodos tipo Runge-Kutta y, sobretodo, los SDIRK(Simply Diagonal Implicit
Runge Kutta), los cuales seran implementados en los métodos de proyeccién que
usaremos para las ecuaciones de Navier-Stokes en el capitulo 3.

2.1. Meétodos de un paso: consistencia, estabilidad y
convergencia

Consideramos el problema de valor inicial (PVI) en ecuaciones diferenciales or-
dinarias (EDO) de primer orden

{y’zf(t,y)ie[to,T],y,fGDQRm 2.1)
y(to) = yo

donde D C R™ es abierto y convexo. Para garantizar la existencia y unici-
dad de la solucién y(t), definida al menos en un entorno del punto inicial #,
asumiremos que f € Cp([ty,T] X D), esto es, f es continuamente Lipschitz en

[to, T] x D, donde L es una constante de Lipschitz de f (respecto de la variable
y). En lo que sigue asumiremos que ||-|| es una norma arbitraria prefijada en R™.

Tomando una particién de [tg, 7], to < t; < ... < tp <tp1 < ... <ty =T
con hy, :=tp41 —t,,0 <n < N — 1, tenemos que si y(t) es solucién de (2.1) en
[to, T, entonces:

Y(tns1) = Y(tn + hn) = y(tn) + hay'(tn) + o(hy)
= y(tn) + hof(tn, y(tn)) + 0(hy), hy — 0.

El método de Euler explicito queda definido por la recurrencia

yn+1:yn+hnf(tn,yn>, nzO,l,...,N—l.
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El error de discretizacion local en t = t,, es el error que comete el método tras
dar un paso de tamano t,, al partir de la solucién exacta y,, = y(t,). Por ejemplo,
para el método de Euler,

Utns ha) = y(tn + hn) = [y(tn) + he - £t y(tn))]

Si asumimos y € C?([ty, T]), el error local se puede acotar como sigue

Y,
I(t,h)] < =-h? Y, := m4 "(t
1t ]| < 5 - B2 con Y i= mix [l (1)]

Se denominan errores globales del método a las cantidades ,, = ||y(t,) — |, 0 <

n <N.

El método de Euler explicito forma parte de una familia de métodos numéricos
que computan una aproximacion y,+1 a la solucion en t,.1=t, + h, utilizando
la aproximacién y, en el punto t = t,, donde h,, es el tamano de paso. Estos
métodos se denominan métodos de un paso.

Ejemplo 2.1

1. Método de Euler implicito:

Yn+1 = Yn + hfn : f(tn—i-la ?/n+1)7 hn = tn—‘rl - tn
2. f-métodos:
Ynt1 = Yn + (1 - 9) “hy, - f(tmyn) +0-h, - f(tn+1,yn+1),con NS [O’ 1]

3. Regla trapezoidal explicita:

h

hn n
Yn+1 = Yn + 7 : f(tnayn) + ? : hn : f(tn+17yn + hn : f(tmyn))

4. Regla trapezoidal implicita (6-método con 6 = 1):

D,
Ynt1l = Yn + 7 . [f(trm yn) + f(thrl; yn+1>]

5. Regla explicita del punto medio (método de Runge de orden dos):

hy, hy,

6. Regla implicita del punto medio:

hn yn+yn 1
yn+l:yn+hn'f(t"+7’T+)
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Se puede formular un método de un paso usando la notacion de Henrici

Ynt1 = Yn + hn : ¢(tn7 Yn, hn)

donde ¢(t,, Yn, hy) se denomina funcién de incremento del método. Se dice que
el método es implicito cuando ¢ esta definida implicitamente por f y explicito
en caso contrario.

Ejemplo 2.2

1. Euler explicito: ¢(t,y,h) = f(t,y)
2. Runge: ¢(t,y,h) = f(t + 5.y + 5 f(t,y))
3. Euler implicito: ¢(t,y,h) = f(t+h,y + h- @)

Definicién 2.1 Dado el PVI (2.1), el operador de error local del método con
paso h en el punto (¢, z) es:

Lit,z,h] :==y(t+ h;t,z) — [z + h - ¢(t, 2, h)]

donde y(t + h;t, z) es la solucién exacta de la EDO con valor inicial y(t) = z y
¢ la funcion incremento del método. Si z varia a lo largo de una curva integral,
el error local del método viene dado por

[(t,h) == L{t,y(t), h] = y(t + h) —y(t) = h- o(t,y(t), h)

Definicién 2.2 Un método de un paso que verifique las hipotesis de existencia y

unicidad del problema (2.1) se dice consistente si cumple }llin(l) w = 0 unifor-
—

memente en t € [ty, T], para cualquier curva integral y(t) de la EDO v = f(¢t,y).
Es decir, cuando
Ve >0,30:0 < |h| <&: |t h)||<e-]|h|,Vte [t T].

Si f € CP([tg, T] x D), con p > 1, diremos que el método es consistente de orden
p, si para toda curva integral y(t) existen K, ¢ > 0 tales que

|1(t, h)|| < K - |h[PT V|h| < 6,V € [to, T).

Teorema 2.1 (Caracterizacién de consistencia).
Sea ¢(t,y,h) € C([ty,T] x D x (0, h]) la funcion de incremento de un método de
un paso para el sistema y' = f(t,y). El método es consistente si y solo si

o(t,y,0) = f(t,y),Vt,y.
Demostracion. Teniendo en cuenta que

l(t;lh) _ylt+h) - y}(f> ~1 YO g0, ) — £ty D)),

y(t+h)—y(#t)—hy' ()
h

que ¢ es continua, y que }lll'm = 0, la demostracién es inmediata.
—0
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Definicién 2.3 Un método de un paso con funcién de incremento ¢ se dice
estable si existen constantes d, K > 0 tales que para cualquier particion P de
[to, T'| con didmetro |P| < § se verifica que las siguientes secuencias

Yn+1 = Yn + hn : ¢(tm Yn, hn)7n Z O,
Yo dado,

_ _ _ _ >
{yn—H Un + I ¢(tnaym hn) + M1, > 0, 0<n<N-—1 (2.3)

Yo = Yo + Mo,

cumplen, para cualquier conjunto de perturbaciones {nj};vzo, que

=0

Teorema 2.2. 5i la funcion incremento gb(t,ylh) de un método de un paso es
lipschitziana respecto de y en [tg, T] x D x (0, h] entonces el método es estable.

Demostracion. Sea Ly una constante de Lipschitz de ¢ respecto de y. Entonces:

191 = Yasill < 150 = yull-that-Lo) || < eFeC = gy — g+ 70

Inductivamente:

L e A R [ |

< |l + (|7r || - eheltnin=t) g elelin=tn2) g o — g, o
< [nall + mnal] - eBeln ==t I, o - eFelintn=2) o g
] - B |- ettt

< el g, 0<n < N
j=0

Tomando K = el+(T—%) ]legamos a que el método es estable.

Definicién 2.4 Un método de un paso se dice convergente si Ve > 0,30 > 0
tal que para toda particion P de [tg,T],to < t; < ... < ty = T, con didmetro
|P| < 6 se tiene que

max ||y(t,) — <e
mx ly(t) = vl <
en otras palabras, un método de un paso sera convergente cuando

p ) £l =0
Jm 228 [ly(tn) =yl
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Definicién 2.5 Sea el PVI (2.1) con f € C?([ty, T] x D), para un cierto p > 1.
Se dice que un método de un paso es convergente de orden p si existen K,d > 0,
tales que para toda particion P de [ty,T] con |P| < ¢ se tiene que

' — gl < K- RP =|P|.
max [[y(ta) — yn|| < K- ", con h = |P|

A continuacion, establecemos una relacién entre convergencia, consistencia y
estabilidad para métodos de un paso.

Teorema 2.3. Sea ¢ la funcion incremento de un método de un paso tal que
o(t,y, h) es continua en [to, T] x D x [0, h] y lipschitziana respecto de y.

1. Si el método es consistente entonces es convergente.
2. St ademds f € CP([ty, T| x D) y el método es consistente de orden p, entonces
es convergente de orden p.

Demostracion. 1. Sea € > 0, por consistencia del método, existe § > 0 tal que
para |h| < 4,||l(t,h)]| < e -|h|. Sea P una particién de [ty,T] con |P| < §.
Entonces

Y(tnt1) = y(tn) + by - d(tn, y(tn), hn) +1,,0 <n < N —1,

con I, = l(tn, hy). Denotemos d, := ||y(t,) — yal| , donde {y,}Y_, son las solu-
ciones numéricas dadas por el método:

Yn+1 = yn+hn '¢(tnayahn)70 S n S N —1.
Puesto que ¢ es lipschitziana respecto de y:
o1 = |y(tnsr = Ynr) ] < U+ hn - Lo) [[y(tn) = ynll + ][, 0 <0 <N = 1.

Por tanto

n—1 N-—1
dyy < elotn =ty g 1| < ePeltn o) SN I < ebe TN |
j=0 =0

para cada 0 < n < N. Finalmente, como ||/;|| <e-h;,0<j < N —1,

N-1
d, < eleT=t0) . ¢ Z hy = (T —t) - elo(T=t0) .o = K . ¢.

=

Esto implica que el método es convergente.
2. La prueba de este apartado es analoga a la realizada en 1.
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2.2. Meétodos de tipo Runge-Kutta

A continuacién, se presentan los métodos de tipo Runge-Kutta (RK), que
constituyen una familia importante de métodos de un paso. Un método RK de
s etapas aplicado al PVI (2.1) para avanzar con paso h > 0 desde t = t; hasta
ty = to + h computando y; ~ y(ty + h) se define de la siguiente manera:

{Ki:f(tO‘f‘Ci'hayU—'—h'Z;1ainj)’ lziss (2.4)

yi=1yo+h-> i biK,
donde Ki,..., K, € R™ se denominan etapas internas del método. Los coefi-
cientes {c;}i_y, {bi}izy, {aij}; ;= definen el método RK. De manera compacta,
el método RK se puede representar mediante la tabla:

C1|@11 Q12 « -+ Q15
Colaoy Qg9+ + + Aoy
2(Q21 G2 2 A
Cs|Us1 Qg2 *** Ugs
by by --- b,
que se denomina tabla de Butcher del método, con ¢ = (¢, -+ ,c)T, A =
(ai)fj—1 ¥y b:=(by,--- ,bs)". Denotaremos e := (1,---,1)" € R®.

Nota 2.1 Observamos que, en general, la ecuacion de etapas de un método RK
es un sistema implicito no lineal de dimensién s-m. Sin embargo, si A es trian-
gular inferior estricta la resolucion de la ecuacion de etapas resulta inmediata,
puesto que cada etapa K; se obtiene explicitamente a partir de las anteriores, y
Ky = f(to+ c1 - h,yo). En este caso, el método es explicito.

Nota 2.2 Todos los métodos del Ejemplo 2.1 son métodos RK.

Podemos expresar el método RK (A, b, ¢) utilizando las siguientes formulaciones,
equivalentes a (2.4):

Yi=yo+h-d 5 aijf(to+chYj), 1 <i<s, (2.5)
=Yoo+ h-Y . bif(to+ch,Yi), '
g=h-flto+chyo+> 5 a;-9;), 1<i<s,

s j (2.6)
Y1 = Yo+ iy bigi,

Ahora introducimos un resultado con el que aseguramos que la ecuacién de
etapas (2.4) admite una tunica soluciéon K; = K;(h),1 < i < s, para h suficien-
temente pequeno.
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Teorema 2.4 (Existencia y unicidad de solucién para la ecuacién de
etapas de un método RK).

Sea f : [to,T] x D — R™ continua y lipschitz respecto de y, con constante de
lipschitz L, y ho = (L - ||All.)~" donde A es la matriz de coeficientes del método
RK. Entonces, la ecuacion de etapas (2.4) admite una solucion inica:

K; = Ki(h), 1<i<s, para|h| < hg.

Ademdas, si f € CP([tyg,T] x D),p > 1 entonces, K; = K;(h) € CP(—hq, hy),1 <
1 < s.

— Azl
Nota 2.3 Recordemos que [|A]|_ sup . 1rga<ux > i1 lail, para A €
Rmxn
Demostracién. Definimos los supervectores K = (KI,... KI)T € R*™ y
T

F(ha K) = (f(t0+01h, ?Jo+h‘2jz1 alej)Ta R f(t0+csh7 y0+h'2§:1 a'stj>T) €
R*™. La ecuacién de etapas (2.4) equivale a resolver la ecuacién implicita

K = F(h, K).

Como consecuencia del Teorema del Punto Fijo, bastard comprobar que F' es

contractiva (respecto a K) para |h| < hg. Considerando la norma en R*™ :
VI = méx [Vill, V= (V... V)T, Vi € R™, 1 < i < s, tenemos que
<i<s

I1E(h, K) = F(h, K)|| < L-|h maxHZaUK Rl

1<i<s

<L maXZ\aw 1055 = K5)ll

1<i<s

siendo la constante de contraccién L - |h| - ||A| < 1 por hipétesis (|h| < hy).
En definitiva, el teorema del Punto Fijo asegura la existencia y unicidad de
solucién para K = K (h), si |h| < ho. Ademés, teniendo en cuenta el teorema de
la funcién implicita (en R™*) y la funciéon G(h, K) = K — F(h, K), vemos que

0G; 0K,
OK;  OK;

g(t0+ci-h,yo+h-2aij[(

— hay; -
dy =

BG? (h=0,K) = {émz’ "y =J ,1 <4, j < s, siendo I,,, la matriz iden-

tidad de orden m. Asi gg(h =0, K) = I, vy, en particular, |8—K(h =0,K)|#0.

El teorema de la Funcion Implicita permite asegurar entonces que la solucién
de K = F(h,K) tiene por los menos la misma regularidad que F, esto es,
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K = K(h) € CP(—hq, ho).

A continuacién estudiamos la consistencia y estabilidad de los métodos Runge-
Kutta, a su vez establecemos un resultado que caracteriza la convergencia de
tales métodos.

Teorema 2.5. Un método RK(A,b,c) es consistente si y sélo si ble = 1.
Demostracion. Dado que la solucién de avance del método RK (A, b, c) es
y1="yo+h- ZbiKia
i=1

la funcién incremento del método es ¢(t,y,h) = Y.  b;K;, donde K; =
K;(t,y,h),1 < i< s, son funciones continuas en [ty, T'] x D X [0, ho| (ver Teorema
2.4). Ademas

i=1 i=1 i=1
La consistencia es consecuencia del Teorema 2.1.

Teorema 2.6. Sea ¢(t,y,h) = > ;_ biK;(t,y,h) la funcidn incremento de un
método RK(A,b,c). Entonces ¢ es lipschitziana respecto de y en [ty,T] x D X
[0, hol, para ho < (L - p(|A]))™*, con constante de lipschitz

Ly=L-o|" - (I —ho-L-|A)"" e,

siendo |b| == (b1, ..., |bs])",|A] = (lay|);,—1, p(-) el radio espectral de una
matriz y L una constante de lipschitz de f(t,y) respecto de y.

Demostracion. B B
Pongamos ¢ := ¢(t,y,h) = i b;K; y ¢ == ¢(t,5,h) = ;_, b;K;, donde

KZ:f(t+clh,y+hZaUK]), [_(Z:f(t+clh,y+h2a”fzj), 1 SZSS

J=1 Jj=1

Dado que f es Lipschitz respecto de y:

, con

o — ol <D Ibl - || Ki — K;
=1
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K= Kil| < L-(ly =7l + 1k ay || K — Kj|), 1<i <.

J=1

Definiendo AK := (||K1 — Kl” e |

AK < L-[ly —glle+ lho| - L-[A] - AK,

estos es (I — hg- L-|A|)AK < L- ||y — y|l e, donde la desigualdad anterior se
entiende componente a componente. Ahora bien, p(hg-L-|A|) = ho-L-p(JA|) < 1
por hipoétesis, y por el Teorema de Neumann

I—hg-L-|A| es inversible y [T — ho- L |A[[™ = (ho- L-]A|)"
=0

En particular, [I — hq - L - |A]]™" tiene todas sus componentes no negativas. Por
lo tanto:
AK < L-|ly =gl - (I—ho- L-]A)~"

Finalmente tenemos que
|6 — ol < o' - AK < (L-[o]" (I = ho - L-|A) ™ -e) - [ly — 7] -
[ |

Corolario 2.1 Si un método RK(A,b,c) cumple b'e = 1 entonces es conver-
gente.

Nota 2.4 La condicién b’e = 1 asegura convergencia de orden 1. La condicién

adicional b”¢c = § asegura orden 2. Si ademds se cumplen b'¢? = + y b Ac = 3

entonces el método es de orden 3 (véase [2],[3],[6]).

2.3. Resolucién de la ecuacién de etapas en métodos
Runge-Kutta implicitos. Métodos DIRK.

Sea la ecuacién de etapas (2.6) de un método RK implicito de s etapas:

Ki=h-f(t,+c¢- hyn+2a” K;),1<i<s,

j=1

consideremos K = (KT ... KI)T e R™* y

Fth-e+h-c,e@y,+(A®IK) == (f(tn+ci'hayn‘i‘zainj)T)ZT:l s ER™

j=1
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En forma compacta, usando el producto de Kronecker A ® B = (a;;B) la

ecuacion de etapas queda como:

S
i,j=1

K=h-Fty,-e+h-ceQy,+ (A NK),e=(1,...,1)7 e R™*.  (2.7)

donde ¢ = (cy,...,c)T y

1 ajly -+ argdy K Yn + D 5y a1y - K
eQYn+(ARNK = | : | @yt | Sl = :

1 aslln e a'ss]n Ks Yn + Zj:l Usj * Kj

En general el célculo efectivo de la solucién (2.7) se lleva a cabo mediante ite-
raciones de tipo Newton. Definimos

GK)=K—h-F(t,-e+hc,e®@y, +(A®I)K).
El método de Newton sobre el sistema G(K) = 0 serd
G’(K(”)) . (K(y+1) — K(”)) — —G(K(”)), v >0,
o bien, introduciendo A® := KW+ — W) .

{Gf(}((v)) AW = —G(K(”))

K+) — ) 1 A0) , v=>0. (2.8)

Una eleccién natural posible para K(©) es KZ-(O) = 0,1 <i < s. Observamos que
G(K) = (Gr{a cety GZ)T con Gz = Kz _hf(tn+cih7yn+2;:1 ainj)a 1 S Z S Sy

entonces g—% =05 Iy —h-ai;- J;,1 <1,5 < s, siendo d;; la delta de Kronecker

y J; = g—i(tn +c¢i-h,y, + ijl a;;K;),1 < i < s. Luego, la matriz jacobiana
G'(K) viene dada por

Im - han . Jl —hCL12 . J2 cee —hals . Js
G/(K) _ _ha2.1 i = h.am I _ha?s s c R(sm)x(sm)_
_hasl : Jl _hals2 . JZ T ]m - hass : Js

(2.9)
A efectos de reducir el costo computacional involucrado en (2.8)-(2.9), una posi-
bilidad consiste en reemplazar J; por J := g—i(tn, Yn), 1 <1i < s, lo cual da lugar
al método de Newton simplificado:

{ s — h(A® J)] - A = —G(KW)

Ko+ .— K 1 AW) , v=0. (2.10)

La implementacion del esquema iterativo (2.10) requiere una descomposicién LU
de la matriz I,,s — h(A ® J) € RE™*Em): esto puede ser bastante costoso si la
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dimensién m del PVI es grande. El esquema (2.10) es simple de implementar en
el caso de métodos diagonalmente implicitos (DIRK), para los que a;; = 0, si
7 > 1. En tal caso, en vez de una factorizacién LU para la matriz de dimension
ms Ims —h(A® J), se reduce el dlgebra a s factorizaciones LU para las matrices
de dimension m I,, — ha;J,1 < i < s. Aun maés convenientes son los métodos
simplemente diagonalmente implicitos (SDIRK) para los que a;; = 0,7 > i, y
a;; =v,1 <1 < s, que solo requieren una descomposicién LU para la matriz de
dimension m I, — hyJ en cada paso de la integracién temporal:

I—hyJ 0 - 0 Al G
—hanJ T—hyJ -~ 0 AY) Gy

.21 . 7 . . ' 2 = - 2 , V 2 07 (211)
—hagJ —hagpJ --- I —hyJ AW G

o bien, para v > 0,

(I =y AY = ~GY +h- 37 gAY, 1<i<s,
KO+ _ ) A

i

siendo Gg”) = Ki(”) —h-f(tn+c¢i-hyy, + 22:1 ain](»V)), 1<i<s.

Teorema 2.7. El orden de consistencia p de un método DIRK(A,b) de s etapas
verifica p < s+ 1.

Demostracion. Sea el método DIRK(A b) aplicado al problema escalar auténo-

mo ,
Yy =My
,AeC,
{y(O)IyO

cuya solucién exacta es y(t) = e - yo,t > 0.

{Kz =h- )\[yo + Z;:l ainj]a 1 < t < S,
Y1 =yo + i q il

Poniendo z := My K = (K3, ..., K,)T € C*. Tenemos que,

K = zype + zAK bien I—zA 0 | K| _|e
y1=y0+bTK , 0 Dle —7 1 Z-y ~ 11 <Yo-

Aplicando la regla de Cramer para obtener z - y:

I —2zA e-(2y) I—zA e I —2zA+ zeb? 0
B det { —2bT 1 (2y0) B det —zb" 1 B det —zb" 1
= T—2A40] P Tdet(I—zA) T det(l — zA)
det T
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det(I — zA + zeb?)

Luego y1 = yo - det(l — 2 A) . Puesto que A € R*** es triangular inferior,
det(f — zA + zeb” P,
R(z) = et{f — 2A+ zeb’) = — (2) es una funcién racional con nu-
det(I — zA) [, (1 = zay)

merador y denominador de grado menor o igual que s, con s polos reales (=, 1 <

i <s). Usando [7, Teorema 4.18, pdg. 61] se tiene que e* — R(z) = (’)(zpﬂzs, con
p<s+1. Asi,y(h) —y1 =yo-[e* — R(z)] = O(R**), h — 0, con p < s+ 1.

2.4. Estabilidad absoluta lineal de los métodos
Runge-Kutta

El concepto de estabilidad conocido busca acotar los errores globales del
método en funcion de los errores locales introducidos en cada paso para un
intervalo finito. Asi, dado el método

T —t

Ynt1 =Yn +h-o(tn,yn,h), 0<n<N—-1, N = - (2.12)
y el método perturbado
. - . T —to
Yo = Yo + do,
el método es estable si existen constantes k y hq tales que
k
VI < k. 3 < 0; <n<
T — ynl| < k OISI}%)% 50+Z;h dill, 0<n <N, (2.14)
]:

para todo 0 < h < hgcon N -h =T —t,.

Los errores globales se pueden acotar en funcién de los errores locales [, =
y(t, +h) —y(t,) —h - o(tn, y(t,), h) alo largo de la solucién de la forma

k
2
=0

Nétese que las ecuaciones (2.12) y (2.13) son, respectivamente, discretizaciones

del PVI o -
{y e et (210

_ < K. 4
ly(tn) =yl < K- | mix

,0<n<N (2.15)
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y del problema perturbado

J'(t) = f(t,9(t) +0(t), t € [to, T]
{g(tO) = Yo +y5o (2.17)

Si f(t,y) verifica la condicién de Lipschitz (respecto de y) se deduce a partir del
lema de Gronwall una acotacién de la forma

¢

15(t) — y(@)]] < M) . max {50 +/ (s) ds} (2.18)
tG[to,T] to

que es la versién continua de (2.14) e implica que la solucién de (2.16) depende

continuamente de los datos (yo, f) ((2.16) es totalmente estable).

A continuacion estudiaremos un concepto de estabilidad que requiere cierta con-
tinuidad del método (2.12) respecto a los datos, pero en intervalos no acotados
de la variable independiente (este concepto se va a corresponder con el concepto
de estabilidad de Lyapunov).

/ —
Definiciéon 1.5 Sea un PVI {zét))__fy@’y(t)) cuya solucién unica y(t) estd
0) = %o

definida en el intervalo [ty,+00) vy f € C' en un entorno T, = {(t,y)/t €
[to, +0), |y — y(t)| < v} de la solucién considerada. La solucion y(t) se dice:

» Estable: si Ve > 0, Vit; > to, 30 = (e, t1) tal que |gh —y(t1)| < 6 =
= |y(t,t1,g1) — y(t)| < 5,‘v’t > 1.

» Asintéticamente estable: si es estable y ademads existe v = y(t1) tal que
tllglo ly(t;t1,91) — y(t)| = 0, para todo 7, tal que |g1 — y(t1)| < 7.

Seria deseable que cuando un método numérico se aplica a un PVI estable (o
asintticamente estable) la solucién numérica exhibiera el mismo comportamien-
to de estabilidad. Este requerimiento es dificil de satisfacer por los métodos
numeéricos por lo que se consideran familias particulares de ecuaciones diferen-
ciales cuyas soluciones poseen propiedades de estabilidad bien conocidas y se
estudian los métodos numéricos sobre dichas ecuaciones. Introducimos el con-
cepto de contractividad que es en esencia una versién discreta del concepto de
estabilidad para EDO.

Definiciéon 2.6 Dado el método de un paso

Yntl = Yn + h - ¢(tn7yn7 h>7 n=>0 (219)

(a) Se dice que es contractivo en yq si existen hg > 0, K > 1y V; un entorno de
Yo de modo que la solucién generada a partir de cualquier gy € V; verifica

1Gn+1 = Yl < K - (|G — ynll (2.20)
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(b) Si se verifica lo anterior con K < 1, el esquema (2.19) se dice estrictamente
contractivo en yq.

(c) Si se verifica (2.20) para todo h > 0, el método (2.19) se dice incondicional-
mente contractivo.

En adelante consideramos el caso sencillo de ecuaciones lineales de la forma:
y =Xy con \eC, Rel <0. (2.21)

Se puede ver que toda solucién de (2.21) es estable (respectivamente asintéti-
camente estable) si y sélo si ReA < 0 (respectivamente ReA < 0) pues las
soluciones de (2.21) son de la forma

(D) = ylty) - X

Asf aplicando el método (2.19) a (2.21), deberemos estudiar si el esquema obteni-
do es contractivo para Re\ < 0. Veremos posteriormente que cuando un método
RK se aplica a la ecuacién (2.21) con paso fijo h se obtiene que y, 11 = R(h-\)-yn,
siendo R una funcion racional. En consecuencia, la condicién de contractividad
en cualquier punto se reduce a |[R(h-\)| < 1. El estudio de estas propiedades se
conoce como teoria de estabilidad absoluta lineal.

La propiedad de contractividad permite obtener acotaciones realistas para el
error global. Supongamos que el método (2.19) verifica la condicién de contrac-
tividad (2.20) y tomemos

@n—f—l = gn + h - Qb(tnagm h) + Wp41, N Z 0
Yo = Yo + wo

el esquema perturbado.

Aplicando (2.20) con §p41 = Ynt1 — Wnt1 € Un = Yn (a partir de 9o = yo + wy el
método devolveria §; — wy) se tiene que

|Qn+1 - yn+1| S K- |fgn - yn| + |wn+1|
y de aqui que

|'gn - yn| S Z |w]| : Kn_j
=0

En consecuencia, para los errores globales (con w; = {; = y(t; + h) —y(t;) — h -
o(t;,y(tj), h)) se tendrd que:

[y(t) = yal <D IG1- K™ <D |l N>n>0,

J=0 Jj=0
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que garantiza un buen comportamiento de estabilidad del método en el sentido
de que los errores globales quedan controlados por los errores locales en tiempos
anteriores.

Problemas diferenciales stiff

En la préactica se presentan ciertos sistemas diferenciales llamados stiff pa-
ra los cuales los métodos de integracién explicitos resultan ineficientes. En estos
problemas la derivada de f tiene por lo general constante de Lipschitz gran-
de, que hace que la constante de estabilidad e“(T=%) sea grande, por lo que la
acotacion (2.15) para los errores globales no permite asegurar un buen compor-
tamiento del método. Cuando la solucién de un PVI varia lentamente en un
intervalo y al mismo tiempo es extremadamente estable (las soluciones proxi-
mas tienden rapidamente a la original), el problema se dice stiff en este intervalo

([21,31,[7])-
Consideremos el problema lineal

donde A € Cy p(t) es una funcién suficientemente diferenciable. La solucién de
esta ecuacion es

y(t) = p(t) + (yo — p(0)) - & (2.23)
y por tanto para todo par de condiciones iniciales g, 7o las soluciones corres-
pondientes y(t), §(t) verifican §(t) — y(t) = (Jo — yo) - e
Vemos entonces que si Re es positivo y grande, todo par de soluciones de (2.22)
se separan rapidamente con el tiempo. Asi, el problema es muy inestable y no
cabe esperar que ningin método numérico que se aplique proporcione buenos
resultados, ya que los errores cometidos creceran rapidamente con el tiempo.
Afortunadamente estos problemas no son, en general, interesantes, ya que en
muchos sistemas las variables de estado toman usualmente valores acotados.
Ahora bien, si |A| es pequeno las curvas solucién en intervalos moderados de
tiempo son aproximadamente paralelas. Este tipo de problemas se dice que tie-
nen estabilidad neutra y se resuelven bien por medio de métodos explicitos.
Por ltimo, si Re\ es negativo y grande, todas las curvas solucién de (2.22)
tienden rédpidamente a la solucién estacionaria p(t). A la segunda componente
de (2.23) se le llama componente transitoria, ya que desaparece rapidamente con
el tiempo.
Este sistema superestable muestra un comportamiento muy favorable para evi-
tar la propagacién de errores en la ecuaciéon diferencial, pero sin embargo no
ocurre lo mismo para la solucién obtenida mediante RK explicitos.
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A-estabilidad de los métodos Runge-Kutta

En la teoria de estabilidad absoluta se estudia el comportamiento de los
métodos numéricos en intervalos no acotados de la variable independiente cuando
se aplican a ecuaciones diferenciales lineales escalares de la forma

y'(t)=X-y(t) donde e Cyt>0. (2.24)

Ya sabemos que las soluciones de (2.24) son estables en ¢ > 0 siy solo si ReA < 0,
y son asintoticamente estables si y solo si ReA < 0.

Al aplicar el RK(A,b) de s etapas con paso h a la ecuacién (2.22), con y(0) = v,
se tiene

{YiIyn+h'ijlaz‘jf(therhan)? l=iss

Yn+1 :yn+h'Zf:1 bif(tn—i_cihvyi)
(2.25)
{Ezyn+h-)\-Zjlaij-ifj, 1<i<s
yn—i-l:yn“—h)\Zf:lsz;

Llamando Y = (Y3,...,Y;) € C*, (2.25) puede reescribirse en la forma

Y=y,-e+h-A-A-Y
Ynt1 = Yo +h-A-DT Y

y si det(l — hA - A) # 0, sigue que
Ynir = [14+h-X-b" - (I —h-X-A)7" el -y, (2.26)
(la matriz I — h - X\ - A es regular para valores de h suficientemente pequenos).

Definicién 2.7 La funcién de variable compleja R(z) = 1+2z-b7 - (I—z-A)7 ' e
se llama funcién de estabilidad lineal del método RK(A, b).

Nota 2.5 La ecuacion en diferencias resultante de aplicar el RK a la ecuacién
de prueba (2.24) serd estable si y solo si |R(z)| < 1. Serfa deseable que el método
conservase las propiedades de estabilidad de la ecuacién de prueba. Es decir, que
para todo A con ReA < 0y h > 0 se tuviera |R(h - A\)| < 1, pero esto no se
cumple en general. Por ejemplo, para el método de Euler:

Rh-N)=1+h-Ay|[l+h-A<1&h-AeD(-1,1)

siendo D(zp, ) el disco cerrado de centro zy y radio .
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Asi si se integra la ecuacién 3y’ = —40y con paso h = 0.1, usando el método de
Euler se tendra:

Yn+1 = Yn + h - f(tnv yn) = (1 - 4)yn = (_3)yn = (_3)n+1 “Yo

. .. sy ’ —40-t
mientras que la solucién analitica serd y(t,,1) = yo - e “%%+1, por lo que para

Yo # 0 ambas soluciones muestran un comportamiento totalmente distinto.

Lema 2.1 R(z) = det[[d;t; EAz_jl] )

Demostracion. Tenemos

{Y—e-yn+z~A-Y

yn+1:yn+2'bT-Y ’(Z:h)\)eyn—i-l:R(Z)yn

Y

Sean Y = (
yn+1

Ast:

Por la regla de Cramer, si det(I — z - A) # 0,

I—z-Ae-y, I—z-Ae
_det[—z.bT yn]_det[—ﬁ 1] _detl] — = (A~ e bT)]
Pl T T T — 2 A det(—z-A) T det(—z-A)

Nota 2.6 Para RK generales det(I —z-A), det[I—z-(A—e-b")] son polinomios de
grado s, por lo que R € [], JRELSLE los grados del numerador o denominador
pueden ser estrictamente menores que s. Por ejemplo, si detA = 0:

det(I —z-A)=14+dyz+---+det(A) - (—1)°- 2%,
y el grado del denominador es menor o igual que s — 1.

Ademds para un RK explicito (A estrictamente triangular inferior) det(I — z -
A) =det(I) =1, por lo que R € [], (polinomio).

Las siguientes definiciones se introducen para caracterizar el conjunto de puntos
z para los que la ecuacién de prueba con paso h tiene un buen comportamiento

de estabilidad.

Definicién 2.8 Sea un método RK(A,b) con funcién de estabilidad lineal R(z).
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i) Se llama dominio de estabilidad absoluta S del método considerado a S =
{2 € Co/IR(2) < 1}

ii) El método se dice A-estable si C, C S, donde C = {z € C/Rez < 0}

iii) El método se dice L-estable si es A-estable y R(c0) =0

iv) Sea a € [0,5]; el método se dice A(a)-estable si y solo si {z € Coo/|m —
Argz| < a} C S (A-estable < A(7)-estable)

v) Un método se dice Ag-establesi {r e R:z <0} C S

vi) Se llama intervalo de estabilidad absoluta I € A a la interseccién de S con
el eje real.

Hay métodos que no contienen a C__, pero si a buena parte de él. Por eso con-
viene introducir la A(«) estabilidad. Observemos que si @11 = y(tns1;0,%0) ¥y
Zni1 = Y(tn1; 0, 20) entonces Jny1 — Zppr = M (yg — 29) = e TVE(yy — 20),
siendo Yni1 — Zngp1 = R(2) * (Yn — 20) = R(2)"™ - (yo — 20). Y si ReA — —o0
entonces Rez — —oo y € — 0. Los métodos A-estables para los que R(z) re-
produzca este comportamiento se diran L-estables.

Nota 2.7 Tenemos que J,.1 = (*)"™ - 45 v que y,11 = (R(2))"* - yo. Luego
es de esperar cierta aproximacion entre R(z) y e*.

Teorema 2.8. Consideremos un RK(A,b) de orden p. Entonces ¢ — R(z) =
O(zPh), 2 — 0.

Demostracion. Puesto que se trata de un método de orden p, se tiene para el
error local que

1(0,h) =11 — 91 = (" — R(2)) 5o = O(2P*Y), siz =0 (2= \-h).

Por tanto:
" — R(z) = O(zFtY), 2 = 0.

Lema 2.2 Un RK(A,b) explicito y consistente no puede ser A-estable.

Demostracidén. Por consistencia: bT-e = 1. Asip > 1y R(2)—e* = O(2?%), 2 — 0.
Como el método es explicito: R(z) € [[,. Asi R(2) =1+ 2+ agz? + -+ + as2°.
En consecuencia, |R(z)| £ 1,Vz € C, y el método no es A-estable.

Como ya sabemos para un método RK de s etapas R € [], /s Y €es A-estable si
|R(z)| < 1,Vz€C.
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Definicién 2.10 Una funcién racional R se dice A-aceptable si |R(z)| < 1,Vz €
C-.

Lema 2.3 Un RK(A,b) es A-estable si y solo si R(z) es A-aceptable.

[R(iy)| < 1,vy €R

Teorema 2.9. Sea R € [, . R es A-aceptable si y solo si { R no tiene polos en C-

Demostracion.

7 =7 Trivial.

7 <7 Supongamos que existe zp € C™ : |R(z)| = o > 1.

Dado 7 > |2, sea S, = D(0,7)(C~ y I}, = 95,.

Como R no tiene polos en S, (no los tiene en C™), por el principio del maximo:
Jz, € I, tal que |R(z,)| > a > 1. En particular, por hipétesis, z,. ¢ i - R.

Haciendo 7 — oo : [R(o0)| = lim |R(z)] = a > 1. Pero, por otro lado,
zeC™
Iim [R(z)| < 1. Absurdo. Luego, [R(z)[ < 1,Vz € C".
Z=1y
|
11
Ejemplo 2.2 Consideremos el método de Gauss de una etapa dado por -2 i
1+2
Entonces: R(z) = ] 2.
)
_ ~ ) 11444
R no tiene polos en C~ y |R(iy)| = 1= =1,Vy e R.
— /l_
2

Luego, R es A-aceptable y el método A-estable. Ademds R(co) = —1.

Nota 2.8 La condicién |R(iy)| < 1,Vy € R, significa estabilidad sobre el eje
imaginario, y se suele conocer como I-estabilidad. Esta condicién es equivalente

a que el polinomio E(y) = |Q(iy)|* — [P(iy)|* = Q(iy) - Q(—iy) — P(iy) - P(—iy)
satisfaga E(y) > 0,Vy € R.

|R(iy)] <14 |P(iy)| < 1Q(iy)| < |Pliy)]* < |Q(iy)|*
& P(iy) - P(iy) < Q(iy) - Q(iy)
& P(iy) - P(—iy) < Q(iy) - Q(—1iy)
< E(y) > 0.

Proposicién 2.1

(a) E(y) es un polinomio de grado par y deg(F) < 2 - méax(deg(P), deg(Q)).
(b) Si R(z) es una aproximacién de orden p a €, entonces E(y) = O(y*™!),y — 0.

Demostracion.
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(a) Puesto que E(y) = E(—y) el grado de E debe ser par (es més, no contiene
potencias impares de y). Que deg(F) < 2-méax(deg(P),deg(Q)) es inmediato.
(b) Puesto que R aproxima a e® hasta el orden p:

e” — R(z) =0(z"1), 2 =0

Luego, ggzg = e + O(yPt),y — 0.
Asi:

| P(iy)|*
Q)

De aqui, E(y) = |Q(iy)|* — |P(iy)|* = O(y"*'),y — 0.

= (" + 0@ - (e + 0@ =1+ 0"

Proposicién 2.2 Una funcién racional R(z) = % € [, de orden p > 2t —2

es I-estable si y solo si |R(c0)| < 1.

Demostracion. ” = 7 Es evidente.

7 <7 Ponemos P(z) =po+piz+ - +ps2°y Q(2) = qo+qz+ -+ q2z' Si
R(o0) < 1 entonces s <t o si s =t, entonces |ps| < |q].

Por la Proposicion 2.1: E(y) = O(y*™') = O(y*"!) y E(y) no contiene poten-
cias de y impares. Luego, como s < t y deg(E) < max(s,t) = 2t, se tiene que
E(y)=k-y*,k €R.

Ahora:
|P(iy)|* = P(iy) - P(—iy) =1+ +p; - y*
1Q(iy)|> = Qiy) - Q(—iy) =1+ +qF - y*

por lo que:
E(y) = ky* = Qi) "~ |P(iy)]* = (1-1)+ - —py™+¢iy" = (¢/ —p2-0s) y™,

siendo 0, la delta de Kronecker. Asi k = ¢2 — p? - §5 > 0.
En definitiva, E(y) = k-y* > 0,Vy € Ry |R(iy)| < 1,Vy € R.

Corolario 2.2 Si R(z) € [],, es tal que no tiene polos en C~ y es de orden
p > 2t — 2 entonces R es A-aceptable si y solo si |[R(0c0)| < 1.

Finalmente presentamos un ejemplo en el que se estudia la estabilidad de los
métodos SDIRK de 2 etapas. Estos métodos seran considerados posteriormente
en el capitulo 3.
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Ejemplo 2.3 Métodos SDIRK de dos etapas y orden p > 2.
Sean los métodos RK de la forma

con ¢; =7y g = ag1 + . Imponiendo las condiciones de orden 2 (ver Nota 2.4)

Ve=1<b +b=1 } {m:1—@
=

_ 1-2y
b2 T 2ag1

(azl 7"é O)

ble = % & biey + bacy = %

obtenemos una familia biparamétrica de métodos de dos etapas y orden p > 2,
con pardametros v > 0 y ag; # 0. Su funcién de estabilidad lineal R(z) =
det(I—z(A—ebT)) de 1a fi
W €S de la 1orma
Py(z)
(1—72)*

y por tanto no tiene polos en C~. Luego, por el Colorario 2.2, el método es
A-estable si y solo si |[R(oc0)| < 1. Ahora bien,

R(z) = con Py(z) =14 a1z + ae2®, o, 03 €R,

_ det(A—eb") 1—4y
Ty R

y es sencillo comprobar que —1 < R(o0) < 1 siy solo si y > }L. Por lo tanto, los
métodos obtenidos son A-estables si y solo si v > 411' Por otra parte, R(o0) =
0&e~vy=1+ ‘/75 En ambos casos, v = 1:|:‘/75 > }l y los métodos correspondientes
son L-estables. Respecto a los coeficientes de error de orden 3 (ver Nota 2.4),
resulta ) e 1 ) )

b =5—an(z—7) -7+

1

s —blAc=3—7v+?

y podemos tomar as; a efectos de minimizar estos coeficientes de error como
1 2
3~ +7

1 1
s au(5 =) -7+ =0say =

1
3 5 para y # 7

N

Observar que para 7 = %, ambos coeficientes de error de orden 3 son indepen-

dientes de ag;. Cuando v = %ﬁ ambos coeficientes de error se anulan y se
obtienen asi dos métodos SDIRK de dos etapas y orden maximo p = 3 (ver
Teorema 2.7). Si y = %g = 0.2113 el método asociado no es A-estable, mien-

tras que para v = %g = (0.7887 el método correspondiente es A-estable con
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R(c0) =1—+/3=—0.7321.
En las gréficas siguientes, elaboradas usando el software Mathematica [11], se

muestran los dominios de estabilidad lineal de los métodos SDIRK arriba des-

critos para v = 1 — ‘/75 (orden 2, L-estable), v = %ﬁ (orden 3, A-estable con

-1 < R(xx) <0)y~vy= %ﬁ (orden 3, no A-estable). La regién sombreada
representa el conjunto de puntos z donde |R(z)| < 1. Estos tres métodos seran
considerados en el préoximo capitulo de cara a la integraciéon temporal de las

ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles.

1 1 Q |

(b) V= 3+6\/§ (C) Y= "%

N

(a)y=1-

Figura 2.1: Regiones de estabilidad para métodos SDIRK de dos etapas.
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Métodos de proyeccion para ecuaciones de
Navier-Stokes incompresibles

En este ultimo capitulo vamos a tratar una alternativa de resolucién
numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos incompresibles. Pro-
cederemos a realizar una discretizacién temporal en las ecuaciones mediante
un método de tipo Runge-Kutta (nosotros trabajaremos con Euler implicito y
SDIRK de dos etapas), luego en un paso intermedio calcularemos una velocidad
estimada con la cual podremos obtener finalmente la soluciéon para la presion y
la velocidad resolviendo ciertas ecuaciones en derivadas parciales de tipo eliptico
(mediante métodos de elementos finitos). Esta idea es lo que se conoce como el
método de proyeccién de Chorin [4]. Por tltimo ilustraremos en varios ejemplos
la implementacion del método.

Recordemos las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos incompresibles

{ut—VAu+(u-V)u+Vp:f (x.8) € 2% (0.7]. (31)

divu=0
con la condicién de frontera
u(x,t) =0, (x,t) €0 x(0,7T],
y la condicién inicial
u(x,0) =uy(x), xe€.

Definiendo
w:=f+vAu— (u-V)u,

por (3.1) tenemos que
div (u,) = (divu), =0, en 2 x (0,7]

w=w+ Vp con
u-n=(u-n)=0, en 952 x (0,T]

Luego, Vt > 0,w = u; + Vp corresponde a una descomposicion de Helmholtz-
Hodge (1.11) para w y por tanto:
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Ap =divw en {2
ap vt € (0,7].
— =w-n endf?
on
Esto define p, salvo constante aditiva, a partir de u. Por este motivo no son

necesarias condiciones iniciales ni de frontera para p en las ecuaciones (3.1).

3.1. Meétodo de Chorin con Euler Implicito
Expresando la ecuacién (3.1) como
u =g(u):=vAu— (u-V)u—Vp+ f

podemos aplicar el método de Euler implicito como un método de semi-
discretizacién en el tiempo

un+1 = u" + At - g(un+1) =u" + At - [VAunJrl _ (un+1 . v)unJrl _ vpn+1 + fn+1]

divu"™t =0

donde g(u™™') = K. Esto nos llevard a resolver las siguientes ecuaciones

un+1 —u®

A — VAun+1 _ (un-l—l . v)un+1 _ Vpn—l—l + fn+1 - 19
div (") =0 =062

en cada tiempo de la particion 0 =ty < ... <t < ... <ty 1 =T.

Si aplicasemos una discretizacion espacial en todo tiempo ¢,,,1, aparecerian sis-
temas de ecuaciones lineales de gran complejidad. Ademads, es necesario una re-
duccion significativa del esfuerzo computacional del algoritmo para el cémputo
de fluidos complejos. Por ello se han propuesto métodos numéricos cuyo obje-
tivo es calcular la tupla {u™*!, p"*'} en pasos separados lo que conlleva a una
drastica reduccién del costo computacional. Estos son conocidos como métodos
de proyeccién y el primero de ellos fue formulado por Chorin en 1968 ([4],[10])
tal como sigue:

1. Empezar suponiendo que u’ ~ u.

2. Para n > 0, suprimir el término de la presién Vp y definir
g(u) =vAu— (u-V)u+ f.
Hallar "™ resolviendo

ﬁnJrl —u” + At- [A(l =u" + At - g(ﬁnJrl)’ ﬁn+1|ag =0. (33)
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Esto equivale a resolver
Kl :g(u"—i—At-f(l), con f(1|39:0
y hallado K 1, se computa

l~ln+1 =u”" +At . f(l.

. Una vez tenemos u rminarem ucion u
3. Una vez tenemos u"™, dete aremos la solucién de la tupla {u™*!, pnt!
resolviendo

u?tt — ﬁn-l—l
+ Vp"tt =0
At b ,u" oo -n=0. (3.4)

div (") =0

Para ello se computa p™*! aplicando divergencia en (3.4)
_Apn—i-l — _i . div(ﬁn+1)
At

urt! — ﬁnJrl
=)

que corresponde a un problema de Poisson-Neumann para p"*!. Hallado p™*!,
podemos calcular el campo de velocidades con la siguiente actualizacion

(3.5)

n=—-Vp"sg -n=20,p""sp =0,
o0

un+1 — ﬁn—i-l — At- vpn—&—l‘

Luego, cada iteracion se divide en dos problemas elementales: una ecuacién de
conveccién-difusién con condiciones de Dirichlet para el campo "™ (3.3) y una

ecuacion de Poisson con condiciones de Neumann, para el computo de la presion
n+1
p"t (3.5).

A continuacién introduciremos dos resultados sobre el orden de convergencia y
los errores globales en norma euclidea para las soluciones del método de Chorin
basado en el método de Euler (véase [10, Cap. 6] para mas detalles).

Teorema 3.1. Sea {u" ™, p"*1} la solucién (semi-)discreta del método de Cho-
rin (3.3)-(3.5), y {u(tns1),p(tns1)} la solucion de las ecuaciones de Navier-
Stokes (3.1) en tiempo 0 < t, 1 < T = tyy1. Asumiendo suficiente reqularidad
en el dominio asi como en los datos del problema y asumiendo que el problema
de Navier-Stokes estd bien planteado, es decir, existe una unica solucion {u,p}
definida globalmente en [0,T], para tamanos de paso suficientemente pequenos
At < ko(T) existe una constante C, que solo depende de los datos del problema,
de modo que se cumplen las siguientes estimaciones
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i) i [[ultns) - | < CAL

i) OrglzixN VTt [p(tai1) — Y| < CVAL, siendo 7,01 = min{1,¢,,1}

Teorema 3.2. Bajo las mismas condiciones que en el Teorema 3.1, se cumplen
las siguientes estimaciones del error local para subdominios interiores 2 C {2

] £ | ~
) i [t ) — 1 < CAL

Nota 3.1 La norma euclidea para v una funcién de cuadrado integrable en 2’ es
vl = ([ |v||2dz)z. Los dos teoremas previos aseguran orden de convergencia
1 en norma euclidea para el método (3.3)-(3.5) en la componente u, y al menos
orden % en la presion p (con orden 1 en subdominios).

3.2. Meétodo de Chorin con métodos SDIRK

Para aplicar el método SDIRK de dos etapas procederemos de manera
analoga a como hemos hecho con Euler implicito.

1. Suponemos que u’ ~ u,

2. Para n > 0, hallamos @™ como sigue. Definimos etapas K, y K, como

Ky = g(u” +~At - Ky), Kilpo =0.
{fa = Ay~ (g VS eon y=w g K
Ky = g(u" + an At - Ky + YAL - f(z), f(ﬂaﬂ = 0.
{f(z =vAy—(y-V)y+ ", con y=u"+anAt- K +yAt- K.

Una vez halladas K, y K, la solucién (proyectada) del SDIRK ser4:
ﬁn+1 =u" + At[bl . f(l + b2 . KZ]

3. Con la solucién proyectada " para obtener {u"*!, p} se procede de manera
andloga a como hemos hecho para Euler implicito considerando (3.4)-(3.5).

Nota 3.2 Recordemos que los coeficientes del método SDIRK de dos etapas y
orden p > 2 (con coeficientes de error de orden 3 minimos para p = 2) vienen
dados por

246y(y—1) 1

1
b = by =1-0 —).
3(1_27) , 01 , 02 1 (77&2)

21 = A(1-37y+372)
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3++3
6

3-8 3+43
6 6

» Orden 3: v =

=0.21... no A-estable, v =

v A-estable (R(0c0) = —0.73)
242

» Orden 2 y L-estabilidad: v = 5

Tomaremos v = ~ (.29 para obtener coeficientes de error con menor

valor absoluto.

3.3. Ilustracion numérica

Para concluir este trabajo se realizardn una serie de experimentos numéricos
en los que se resolveran las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos incompresi-
bles aplicando el método de Chorin. Esto se hard mediante una implementacion
en Python y con la ayuda del software FEniCS ([1],]9]) que es capaz de resolver
ecuaciones en derivadas parciales mediante métodos de elementos finitos ([8]).
En todos los casos que estudiaremos se considera velocidad inicial ug = 0 y se
establecen condiciones no-slip en la frontera, es decir, u(x, t)|an = 0, Vt. Se mos-
traran las graficas obtenidas en tiempo final de la solucién de u y p para cada
problema considerado. Ademaés senalar que para el método SDIRK se usaran los
coeficientes de la Nota 3.2.

1. En el primer ejemplo el dominio {2 serd el cuadrado unidad y el fluido es
empujado de izquierda a derecha por una fuerza constante f = (1,0)7. El
coeficiente de viscosidad establecido es v = 0.01, el tamano de paso At = 0.1
y el tiempo final T = 1.5. Se anade la condicién de plygp = 0 necesaria para
computar un valor concreto de la presion en la ecuacién de Poisson-Neumann
del segundo paso en el método de Chorin. Aplicaremos el método de Euler
implicito y los métodos SDIRK de dos etapas. Observamos en la figuras 3.1g
y 3.1h que para métodos no A-estables pueden aparecer perturbaciones en
la solucién.

2. En segundo lugar aplicaremos los métodos anteriormente citados en un domi-
nio {2 que simule una tuberia en forma de L. Para ello tomaremos el subcon-
junto que se obtiene al suprimir el cuadrante superior derecho del cuadrado
unidad. Ademé&s en este caso tomaremos un coeficiente de viscosidad mas
pequeno v = 0.001 lo que conlleva a que el problema sea menos difusivo, es
decir, conveccién (transporte) mas dominante. Tomaremos un paso de tiem-
po At = 0.05, tiempo final T'= 1.5 y no habra fuerzas externas f = (0,0)7,

sino que aplicaremos las condiciones de presién p;, = 1 para el fluido que
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entra cuando y = 1y po: = 0 para el fluido que sale cuando =z = 1. Esto
hara que el fluido baje y siga por la tuberia hacia la derecha.

3. El dltimo ejemplo consiste en aplicar los métodos en un dominio 2 = [0, 1]*\
D, donde D adopta la forma de un delfin. Se considera una viscosidad v =
0.01, un tamano de paso At = 0.05 y un tiempo final T = 0.3. La fuerza
externa f = (1,0)7 empujara al fluido de izquierda a derecha. Se aplica la
condicién para la presién en la frontera pls, = 0. Se vuelven a observar
perturbaciones en la solucién cuando el método no es A-estable.

Nota 3.3 Se ilustrara la implementacion de estos tres ejemplos mediante las
graficas de la solucién para cada método numérico tanto de la velocidad (colum-
na izquierda) como de la presién (columna derecha) en sus respectivos tiempo
finales.
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Figura 3.1: Soluciones de la velocidad u (izquierda) y la presién p (derecha) en

el Ejemplo 1.
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Figura 3.2: Soluciones de la velocidad u (izquierda) y la presién p (derecha) en

el Ejemplo 2.



3.3 Ilustraciéon numérica 51

104 - - - - ’
0.24
osd - 08 . 016
0.08
0.6 06 - {i 0.00
0l - o0a . ”‘“‘. -0.08
\ -0.16
0.2 0.2 ; -0.24
- -0.32
004 -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 00 “o. . . . . oo
(a) Euler implicito (b) Euler implicito
0.24
0.8
0.16
0.08
0.6
0.00
0.4 -0.08
-0.16
0.2 -0.24
-0.32
0.0 ~0.40
(c) SDIRK, Orden 2, L-estable (d) SDIRK, Orden 2, L-estable
o8 0.24
o7 0.16
06 0.08
0.5 0.00
04 -0.08
0.3 -0.16
0.2 —0.24
0.1 -0.32
0.0 0.2 0a 0.6 0.8 1.0 00 oo
(e) SDIRK, Orden 3, A-estable (f) SDIRK, Orden 3, A-estable
0.24
0.16
0.08
0.00
-0.08
-0.16
-0.24
-0.32
(g) SDIRK, Orden 3, no A-estable (h) SDIRK, Orden 3, no A-estable

Figura 3.3: Soluciones de la velocidad u (izquierda) y la presién p (derecha) en
el Ejemplo 3.
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l N THIS MANUSCRIPT we are going to deduce the Navier-Stokes

partial differential equations starting from three fundamental prin-
ciples of fluid mechanics: conservation of mass, Newton’s second
law (balance of momentum) and conservation of energy. Then we
will proceed to introduce the Runge-Kutta numerical methods for
ordinary differential equations, studying their consistency, stabil-
ity and convergence. This will be necessary because we will end
up implementing what is known as projection methods, specif-
ically the Chorin method, considering simply diagonally implicit
Runge-Kutta methods (SDIRK). These numerical methods will al-
low us to approximate the solution of the Navier-Stokes equations
for incompressible fluids. Finally, several examples of the Chorin’s
method implementation will be illustrated, which has been carried
out with the help of Python and the FEniCS software.

1. Incompressible Navier-Stokes equations

ROM the principles of fluids mechanics we can introduce the
Euler’s equations for an incompressible ideal flow
p% =—-Vp+pb
Dp
D=
divu=0.
For more general fluids we obtain what is known as the Navier-
Stokes equations for incompressible flow
u—vAu+Uu-Viu+Vp=f
{ divu=0
These equations are supplemented by boundary conditions. For
Euler's equations for ideal flow we use u|y, - n = 0. For the
Navier-Stokes equations, the extra term vAu raises the number
of derivatives of u involved from one to two, this is accompanied
by an increase in the number of boundary conditions.

2. Runge-Kutta and SDIRK methods

Runge-Kutta method of s stages applied to an IVP with time

step h > 0 from ¢t = ¢ to t; = ¢ty + h computing y; ~ y(to + h)
is defined by:

{ K;=f(to+¢-hyo+h- Z;:l a;jK;), 1<i<s,
y1=yo+h- 2 bk

The two stage SDIRK methods with order p > 2 that are going
to be used in this work are Runge-Kutta type methods with the
shape

0

(x,t) € 2 x (0,7T].

ci|lvy O

clan Y

by by

where ¢; = v and ¢ = a9 + 7. We establish the order 2 and order
3 conditions for the method:

ple=1 d bl = %
an
bl = % bl Ac = %

in order to obtain the following coefficients: v = ﬁ_)ﬁ (order 2,

L-stable), v = 23 (order 3, A-stable) and v = 22 (order 3, not
A-stable).

3. Chorin’s projection method

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Junio, 2021

(v >0),

HE application of the implicit Euler method as a semi-
discretization scheme in time leads to the following equations
to be solved
u't —ur n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
AL =vAuU —(u -V)u —Vp"t 4+ f >0
div (u"*) =0
Projection schemes compute the tuple {u"*! p} in separate
steps, this yields a drastic reduction of computational work. The
firs projection method was formulated by Chorin in 1968 and is on
the following form:
1. Start with an appropriate initial guess u’ ~ uy.
2.Forn > 0, find 0" as the solution of (we get rid of the pres-
sure)
g+l

u
At

" gn = 0.
3.Provided with U"*!, determine the solution of the tuple

{u"*! p} as the solution of

un+1 _ ﬂn-H
—
div (un+l) —0.

4. Numerical ilustration

INALLY we implement the Chorin’s method with Python
and FEniCS software. This is an example of the solu-
tions obtained with the Chorin’s scheme using a two-stage
SDIRK discretization method, specifically an order 3 A-stable

method with v = ”T\E The domain © has an L-pipe shape.

u” ~ _ _
—vAR"! + (un+1 X v)un+1 — fn+1

v n+l _ 0
tvp s Un+l‘@g -n=0.

Figure 1: Velocity u (left side) and pressure p (right side).
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