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Resumen

La finalidad principal de esta memoria es el estudio de la descodificacion de algunos codi-
gos correctores de errores mediante el uso de bases de Grébner. Para ello se necesitard
realizar un estudio previo de los cddigos correctores de errores, algunas familias de éstos,
asi como algunas de sus propiedades y resultados mds importantes.

En primer lugar se trabajard con el concepto de codigo corrector de error, de los que desa-
rrollaremos el estudio de los cddigos lineales. Asimismo se estudiardan algunas caracteristi-
cas de éstos y se senalardn algunos resultados de relevancia. A continuacion estudiaremos
algunas familias de cddigos lineales, de los que distinguiremos los cédicos ciclicos, y al-
gunas particularizaciones de éstos, ademds de los codigos de evaluacion sobre variedades
afines. Por ultimo, abordaremos el estudio de descodificacion mediante el uso de bases de
Grébner, tanto de codigos ciclicos como de cddigos de evaluacion sobre variedades afines.

Palabras clave: Cddigos lineales, Codigos ciclicos, Codigos de evaluacién sobre variedades
afines, Bases de Grobner.



Abstract

This essay aims at the studying of some error-correcting codes through the Grobner Bases.
For this purpose, we need a preliminary study of error correcting codes, some families of
them, as well as some properties and important results.

We first work with the concept of error correcting code, highlighting the linear codes.
Additionally, we study some of their characteristics and we show some relevant results.
Following, we study some families of linear codes, emphasising cyclic codes, and some
particular cases, along with affine variety codes. Finally, we approach the study of decoding
cyclic codes and affine variety codes, using Grobner bases.

Keywords: Linear codes, Cyclic codes, Affine variety codes, Grobner bases.
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Introduccion

La Teoria de Cédigos Correctores forma parte de una de las recientes disciplinas de las
Matemadticas. Surge en los anos 50, de la necesidad del manejo y la transmisiéon de infor-
macion de una forma fiable y segura. Hasta entonces, la transmision de informacion era
deficiente pues cualquier tipo de ruido, debido al soporte o al medio de transmisién, podia
perturbar la informacién que se queria transmitir. Es el uso de la Teoria de Cédigos, y en
particular el nacimiento de los cédigos correctores de errores, lo que permitié aumentar la
probabilidad de éxito en la transmisién de un mensaje.

La idea que fundamenta los cédigos correctores de errores consiste en reescribir el men-
saje que se desea transmitir anadiéndole informaciéon redudante que de alguna forma,
controle el mensaje durante la transmisién. De este modo, si no han ocurrido muchos
errores, el receptor podra descodificar correctamente el mensaje enviado. Un ejemplo de
codifiacién se encuentra en el D.N.I., donde la letra es la informacién redundante que se
ha anadido y determina si el nimero es correcto o no.

Adn siendo una teoria joven, diferentes areas de las Matemaéticas, como pueden ser el
Algebra Lineal y la Geometria Algebraica, han contribuido en su crecimiento. Por un lado,
los codigos lineales aprovechan las propiedades de los espacios vectoriales y los resultados
del Algebra Lineal y el calculo matricial. Por otra parte, los cddigos de evaluacion, defini-
dos a partir de los puntos de una variedad algebraica afin, incluyen a determinados cédigos
lineales como los Reed-Solomon que, bajo este punto de vista pueden ser descodificados
mediante el uso de las conocidas como bases de Grobner.

Esta memoria, basada en [6], estd dividida en tres capitulos. En el primer capitulo se
pretende introducir al lector en el campo de los cdédigos correctores de errores, destacando
los denominados cédigos lineales, que tienen estructura de espacio vectorial. Ademas se
dardn a conocer propiedades y resultados en relacién a estos, como son la matriz generatriz
y de control y la descodificacién mediante el método sindrome-lider.

En el segundo capitulo se trabaja con diferentes familias de codigos lineales, en par-
ticular, con los cédigos ciclicos, particularizaciones de estos como son los codigos BCH y
Reed-Solomon, y los cédigos por evaluacion. Del mismo modo que en el primer capitulo, se
presentan propiedades y resultados de estos cdédigos, donde se incluyen diferentes métodos
de captura de error.
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El tercer y dltimo capitulo, comienza con una breve introduccién a las bases de Grobner.
Para la preparacién de la memoria hemos realizado un estudio sobre las bases de Grébner
que incluye desde el algoritmo de la division en varias variables hasta el algoritmo de
Buchberger, pasando por las bases e Grobner minimales y reducidas y los teoremas de eli-
minacién y extension, recogidos en [5].Sin emabrgo no se han incluido en el texto debido a
la limitacién de espacio, ya que nuestro objetivo principal es presentar el uso de las bases
de Grobner para la descodificaciéon de cédigos ciclicos y de evaluacion. Asi, las secciones
de estos capitulos estan dedicadas a explicar de forma detallada el método usado en am-
bos casos, donde se pone de manifiesto la importancia y necesidad de las bases de Grébner.

Se completa toda la memoria con ejemplos de los métodos de codificacién y descodifi-
cacién presentados.



Capitulo 1

Cdbdigos correctores de errores

En este primer capitulo introduciremos el concepto de cddigo corrector de errores y
destacaremos aquellos que son lineales mostrando algtiin ejemplo.

En primer lugar, y antes de empezar con la teoria de cédigos correctores, es preciso
destacar la importancia de dichos cédigos y su funcionalidad. Supongamos que tenemos un
mensaje, como una cancién o un libro, que queremos codificar para posteriormente poder
ser transmitido y leido. Una vez codificado el mensaje, en el momento de transmision, pue-
de sufrir algin cambio debido al soporte de transmisién, como por ejemplo un rayén en un
CD, en este momento es cuando los codigos correctores realizan un papel fundamental a
la hora de descodificar pues son capaces de detectar el error producido y corregirlo. Es por
esto que los cédigos correctores son tan importantes en la teoria de cdédigos pues no solo
codifican un mensaje sino que muchas veces son capaces de corregir errores producidos en
la transmision para asegurar asi que el mensaje recibido es el correcto.

Es preciso conocer que para la transmision de informaciéon mediante la codificacion se
ha de tomar un conjunto finito, A, o alfabeto y el conjunto de secuencias finitas de elemen-
tos de dicho alfabeto, que denotaremos por A*. En lo que sigue se tomara como alfabeto
el cuerpo finito I, , siendo ¢ una potencia de un ntimero primo. Una vez determinado el
alfabeto correspondiente y el método de codificacion, la transmisiéon del mensaje quedara
regida por el siguiente diagrama:

receptor

codificacién descodificacién

El proceso general de la codificacién en estos tipos de cédigos se basa en la toma de
un mensaje m = (21,2, ...,x;) € Al y eleccién de dos enteros k < n, con [ miiltiplo de k.
Una vez llegados a este punto, dividiremos el mensaje en submensajes de longitud k& que
codificaremos por separado mediante la aplicacién:

c: AF — A
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(X1, .o, k) — (T, o0y Tp)

Asi, el conjunto C = Im(c) es denominado cédigo. Formalmente se tiene la siguiente
definicién:
Definicién 1.1. Un cédigo corrector de errores es un subconjunto C C A", siendo A un

alfabeto finito y n un entero positivo. Los elementos de C son llamados palabra y n es su
longitud.

Ejemplo 1.1. Uno de los alfabetos més conocidos es el binario, esto es, A =Fy = {0, 1}.
En dicho alfabeto podemos tomar cédigos como:

¢ =< {(0,0,1,0),(1,0,0,1)} >cC F3,
donde < F' > denota el subespacio generado por F

Observaciones 1.1. Cada palabra de C contendrd k simbolos de informacion y n — k
simbolos redundantes, siendo asi k/n la tasa de transmision de C.

Notamos que si ¢ ¢ C se ha cometido algin error en la transmisién e incluso cuando
¢ € C no estamos seguros de que el mensaje sea el correcto. Es por ello que a un cédigo
bien disenado se le exige que contenga palabras muy diferentes entre si. Para medir esta
diferencia se define el siguiente concepto.

Definicién 1.2. Dados z,y € A", llamamos distancia de Hamming entre e y al nimero
de coordenadas distintas que poseen, esto es:

d(z,y) = #{i/zi # yi},
siedo x; e y; i-ésimas coordenadas de x e y respectivamente.

Ejemplo 1.2. Tomando el cédigo descrito en el Ejemplo 1.1, tenemos que, las palabras
x=(1,0,0,1)ey = (1,0,1,1)
verifican, bajo la distancia Hamming, que d(z,y) = 1.

Se comprueba que la funcién d : A" xA" — N tal que d(z,y) = #{i/z; # yi} es
una distancia en A". Notamos que la capacidad correctora vendrd dada por la distancia
minima del cddigo, es decir, por:

d=d(C) = mind(z,y) = min#{i/x; # yi},
pues recibido un vector x € A" serd descodificado por la palabra ¢ € C que minimice la
distancia entre ellos. Si el nimero de errores no supera |(d — 1)/2| la palabra corregida
coincide con la realmente enviada. Esto nos indica que nuestro cédigo serd capaz de co-
rregir | (d — 1)/2] errores y detectar d — 1.

Uno de los objetivos de la teoria de cdigos es encontrar un cédigo que maximice k/n
(tasa de transmisién) y d/n, o encuentre un equilibrio entre ellos. Una de las familias de
c6digos mas conocidos es la de codigos lineales.
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1.1. Cébdigos lineales

Definicion 1.3. Un cddigo lineal g-ario de longitud n es un subespacio vectorial C C Fy.
Se denotara como cédigo lineal del tipo [n, k,d], esto es, de longitud n, dimension k y
distancia minima d.

Ejemplo 1.3. El codigo del Ejemplo 1.1 es un cédigo lineal, pues C es subespacio vectorial
de 3.

Ejemplo 1.4. Tomando el cuerpo F ‘21, el subespacio vectorial generado por
B ={(0,0,0,1),(0,0,1,0)}
es un cédigo lineal de longitud 4 y dimension 2.

Los codigos lineales, al igual que los subespacios vectoriales pueden ser descritos de dos
maneras diferentes, mediante la matriz generatriz o mediante una matriz de control.

1.1.1. Matriz generatriz y matriz de control

Sabemos que todo subespacio vectorial posee una base y, asociada a ésta, una matriz
que lo determina. Esta matriz serd la denominada matriz generatriz de un cédigo.

Definicion 1.4. Llamaremos matriz generatriz de C a la matriz de una aplicacién lineal
inyectiva c : IF"; — C C Iy, es decir, a una matriz de tamano k x n y rango k, cuyas filas
son una base de C.

Ejemplo 1.5. El cédigo lineal C; descrito en el Ejemplo 1.4 tiene como matriz generatriz

0 010
G= (0 00 1) '
Notemos que la dimensién de la matriz es 2 x 4.

Una vez obtenida la matriz generatriz G, para codificar un mensaje a € F ’; bastara con
multiplicar el mensaje por dicha matriz, esto es, aG.
Ejemplo 1.6. Tomando C el cédigo del Ejemplo 1.5 cuya matriz de generatriz es
0010
G = (0 0 0 1)

C = {(x1,22)G = (0,0, 21,22) /21, 22 € Fa}.

queda claro, que

Sabemos, que la base de un subespacio vectorial no es tinica, es por ello que la matriz
generatriz de un cédigo tampoco lo seré, luego, atendiendo a lo anterior, se pueden obtener
diferentes presentaciones de un mismo cédigo segin la matriz escogida. Una de las més



6 Adrian Cruz Guerra

usadas es la codificacion sistematica, la cual genera un cédigo de la forma (a, z) € IF’; XFZ;_’“,
siendo a el mensaje. Es evidente que la codificacion serd sistemética si la matriz generatriz
es de la forma G = (I, C), donde I}, denota la matriz identidad k x k. A la forma (I, C)
de la matriz generatriz G se la denomina forma estdndar.

Definicién 1.5. Diremos que dos cédigos Cq, C2 de la misma longitud n, sobre F, son
equivalentes si existe una permutacién o € S, tal que:

Co = {0(c) = (¢s(0)s -+ Co(n—1))/ ¢ = (0, -+, Cn—1) € C1},
siendo 5,, el grupo de permutaciones de n elementos.

Se puede probar que todo cédigo es equivalente a uno sistematico.

Ejemplo 1.7. Tomando el cédigo C; del Ejemplo 1.5, con base del subespacio vectorial
B =1{(0,0,0,1),(0,0,1,0)} y aplicando la permutacién o a la base, de modo que

G(ﬁl) = (07 17070)}7 0-(62) = (170>O’0)

se tiene el cédigo Cy con matriz generatriz

1000
G2—<0100>

en su forma siteméatica, esto es
C2 = {(fL‘l,Q?Q)GQ = (1'1,112,070)/17171’2 S ]FQ}

Como se ha destacado anteriormente, al igual que los subespacios vectoriales, existe otra
forma de describir a los cédigos lineales y es mediante su matriz de control. Esta matriz
surge de la idea de describrir los subespacios vectoriales mediante ecuaciones implicitas.

Definicion 1.6. Diremos que una matriz H es una matriz de control del cédigo C si para
todo vector = € Fy se verifica que z € C si y sélo si Hz! = 0.

Observaciones 1.2. Notemos que si C es del tipo [n,k,d], la matriz de control tendrd
tamano (n — k) X n y rango n — k.

Proposicién 1.1. Si G y H son matrices generatriz y de control de C respectivamente,
entonces GH' = 0.

Demostracion. En primer lugar observamos que
GH'=0 < HG'=0.

Y esto se comprueba de una manera sencilla, pues las columna de G forman una base de C

y por tanto al multiplicarlas por la matriz de control GG se obtiene un cero, por definicion.
O



Usando bases de Grébner en teoria de cédigos 7

Ejemplo 1.8. La matriz de control del cédigo C; del Ejemplo 1.5 es
10 00
H= <0 10 O> '
Observamos que se verifica la Proposicién 1.1, pues, efectivamente GH' = 0.

Ademas, se cumple el siguiente resultado.

Proposicién 1.2. Sean C un cédigo y G = (I, C) una matriz generatriz. La matriz
H = (—=C% I,_) es una matriz de control para C, y diremos que es una matriz de control
que estd en su forma estdndar.

Una de las aplicaciones de la matriz de control es la de ayudar en el calculo de la
distancia minima. Veamos con los siguientes conceptos como es esto posible.

Definicién 1.7. Sea x = (x1,- -+ ,x,) € [y . Llamaremos soporte de z al conjunto
sop(x) ={i/1 <i<n,x; #0}.

Ademads, denominaremos peso de Hamming de = a w(x) = #sop(x) = d(z,0).

n

Observaciones 1.3. La aplicaciéon w, asi definida, es una norma en Fy,

asociada es d.

cuya distancia

Definicion 1.8. El peso minimo de un cédigo se define por

w(C) = min{w(c)/c € C,c # 0}.
Lema 1.3. En un cddigo lineal, la distancia minima es igual al peso minimo.

Demostracion. Sea C un cédigo, notamos que

d(z,y) = wz —y) (L1)

para cualquier z,y € C. Por tanto, supongamos d(C) la distancia minima del c6digo, enton-
ces existe z,y € C tal que d(z,y) = d(C). Al tratarse de un subespacio vectorial x —y € C
y por (1.1) se tiene que d(C) = w(x — y), por tanto d(C) < w(C).

Supongamos = € C tal que w(z) = w(C). Entonces d(z,0) = w(z) = w(C) , luego
d(C) < w(C). Con esto podemos concluir que d(C) = w(C). O

Proposicion 1.4. Sea C un codigo lineal de matriz de control H y distancia minima d y
sea v € N. Entonces r < d si, y solo si, cualesquieras v columnas de H son linealmente
independientes. Por tanto, la distancia minima de C coincide con el menor cardinal de un
conjunto de columnas linealmente dependientes de H.

Demostracion. Veamos que cualesquiera 7 columnas de H son linealmente independientes,
si y solo si, para ningin vector de peso menor o igual a r sucede que Hx! = 0, con esto
quedaria probada la proposicion.
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Sea = un vector de peso menor o igual a r, entonces, por definicién, tiene a lo sumo r
componentes distintas de cero. Supongamos que Hz! = 0, entonces existe una combina-
cién lineal de al menos r columnas de H que da cero, esto es, existen r columnas de H
dependientes.

Supongamos que existen r columnas de H que son dependientes. Entonces, podemos

encontrar un vector x de peso w(zx) = r tal que Hz! = 0.
O

Corolario 1.5. (Cota de Singleton). La distancia minima de un cdédigo lineal n, k], ve-
rifica d <n—k+ 1.

Definicion 1.9. Los cédigos que alcanzan la cota de Singleton son llamados de maxima
distancia de separaciéon (MDS).

1.1.2. Dualidad

En el apartado anterior hemos visto cémo la matriz de control y la matriz generatriz
determinan un mismo cédigo de forma distinta. Lo natural seria preguntarse qué ocurriria
si tomaramos la matriz de control como matriz generatriz de un cddigo. Es asi como se
origina el concepto de cddigo dual.

Definicion 1.10. Sea C un cédigo cuyas matrices generatriz y de control son G y H
respectivamente. Se denomina cédigo dual de C al cédigo cuya matriz generatriz es H. Se
denotara por Ct.

Ejemplo 1.9. Como adelantamos en el Ejemplo 1.8, el cédigo Co es el dual del cédigo Cy.

Observaciones 1.4. Sea C un cédigo con matriz generatriz G y matriz de control H,
entonces:

1. Podemos apreciar que si H, matriz de control de C de dimension k, es la matriz
generatriz de C*, la dimensién de C+ serd n — k .

2. Por otro lado, G tomara el papel de matriz de control pues la igualdad GH! = 0
implica que HG* = 0.

A continuaciéon veamos cémo caracterizar dichos codigos en el caso de los cédigos li-
neales.

Proposicién 1.6. Si C es un cddigo lineal, entonces su dual C* es el espacio ortogonal
de C con respecto a la forma bilineal

<u,v>= Y wv; € Fy.
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1.1.3. Descodificacion

Una vez introducidos los cédigos lineales y algunas de sus propiedades, pasamos a mos-
trar un método de descodificacién de los mismos. En este apartado introduciremos algunos
conceptos necesarios para la descodificacion asi como daremos a conocer el método del lider.

En primer lugar es importante tener claro qué idea seguird nuestro método de desco-
dificacién para posteriormente adentrarnos en él. Sea C un cédigo lineal [n, k, d| sobre F s
como se dijo al inicio del capitulo la idea que seguiremos serd la de tomar nuestro mensaje
y = ¢ + e, donde ¢ denota el mensaje original y e el error, y descodificarlo por la palabra
mas cercana de C.

Definicién 1.11. Llamaremos sindrome de y al vector s(y) = Hy' € Fg_k, donde H
denota a la matriz de control.

Observaciones 1.5.
1. Notamos que y € C si, y solo si, s(y) = 0 por la definicién de la matriz de control.

2. En caso de tener y = ¢+ e, entonces s(y) = s(c+e) = s(c) + s(e) = s(e). Luego una
vez conocido el sindrome del mensaje conocemos el sindrome del error.

Proposicion 1.7. El sindrome del vector recibido y es una combinacion lineal de las
columnas de H correspondientes a las posiciones de error.

Para desarrollar el algoritmo del lider vamos a tomar el espacio vectorial cociente Fy /C.
Observamos que los elementos de [y /C son clases de equivalencia, donde cada clase posee
#C = ¢" % elementos, ya que la dimensién del espacio vectorial cociente es n — k.

Observaciones 1.6. Notese que u — v € C si, y solo si, s(u) = s(v), por tanto recibido y
se conoce la clase a la que pertenece el error.

Definicion 1.12. Si en una clase existe un elemento de peso minimo, éste recibira el
nombre de lider de la clase cuando su peso sea menor o igual que ¢ (considerando ¢ la
capacidad correctora del cdigo).

Proposicién 1.8. Cada clase de FZ/C posee a lo mds un elemento de peso < t.
Demostracion. Sea C un cédigo con capacidad correctora %. Supongamo que existe u
y v, de peso menor o igual a t,en la misma clase. Entonces u —v € C y ademés w(u—v) <
w(u) +w(v) <2t < d(C).

O

Nos encontramos en disposicién de describir el algoritmo del lider. Sea y el vector
recibido, deseamos encontrar la palabra del c6digo que minimice la distancia a y, entonces
sabiendo que la clase de y es

[yl ={y —c,ceC},
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una vez calculado el lider de la clase, es decir, aquel que minimice d(y, ¢), no tenemos mas
que tomarlo como error y descodificarlo escogiendo como mensaje la diferencia ¢ = y — e.
Observamos que esta descodificacién requiere de la existencia del elemento lider pues en
caso contrario fallaria.

Para llevar a cabo el proceso debemos construir una tabla sindrome-lider, con dos
columnas y tantas filas como clases haya en Fy/C. Entonces, calculamos el sindrome de
nuestro vector recibido y y lo buscamos en la tabla, el vector lider que lo acompana sera
el que tome el papel de error, descodificando el vector de la forma ¢ =y — e.

Ejemplo 1.10. Sea el cuerpo Fs. Tomamos el cédigo
C =<(1,1,1,0,0,0),(0,0,0,1,1,1) > FS.

Se comprueba que se trata de un cédigo de dimensién 2 y matriz de generatriz y de control

101000
111000 011000
G_<000111>YH_ 000101
000011

respectivamente. Ademds, el subespacio vectorial cociente F$/C tiene dimensién 4 y la
tabla sindrome-lider obtenida es la siguiente:

Sindrome Lider Sindrome | Lider
(0, 0,0,0) | (0,0,0,0,0,0) | (1,0,0, 1)
(1,0,0,0) | (1,0,0,0,0,0) | (1,1,0,1)
(0,1,0,0) | (0,1,0,0,0,0) | (0,1, 1,0)
(1,1,0,0) | (0,0,1,0,0,0) | (0,1,0,1)
(0,0,1,0) | (0,0,0,1,0,0) | (0,1, 1,1)
(0,0,0,1) | (0,0,0,0,1,0) | (1,1, 1,0)
(0,0,1,1) | (0,0,0,0,0,1) | (1,1,0,1)
(1,0, 1, 0) (1,1, 1, 1)

Cuadro 1.1: Tabla Sindrome-Lider

Supongamos recibido el mensaje y = (0,0,1,1,1,1), su sindrome es s(y) = (1,1,0,0),
que aparece en la cuarta fila de la primera columna de sindromes. Por tanto, asumimos
por error el vector e = (0,0,1,0,0,0) y como consecuencia otenemos que ¢ = y — e =
(0,0,0,1,1,1).



Capitulo 2

Familias de cédigos correctores de
errores

En este capitulo mostraremos algunas familias de cédigos lineales. En primer lugar estu-
diaremos los cédigos ciclicos y algunas de sus propiedades, a continuacién nos centraremos
en el estudio de los cddigos BCH, que son un caso particular de los codigos ciclicos. Por
ultimo, analizaremos un tipo de cédigos BCH, los denominados codigos Reed-Solomon.

2.1. Cdbdigos ciclicos

Los cddigos ciclicos surgen en el aio 1957 con un articulo de E. Prange. Su riqueza y
enormes propiedades hacen interesante el estudio de estos cédigos, obteniendo asi, hoy en
dia, numerosos articulos que giran en torno a ellos. Para empezar a estudiarlos, veamos
cudl es su definicién formal.

Definicién 2.1. Un cédigo lineal C de longitud n sobre [y, es ciclico si para cada

(co,c1,...cn—1) € C, se verifica que (cy, ¢2,...cn—1,¢0) € C.

Ejemplo 2.1. El cédigo
¢ ={(0,0),(0,1)} C F3

no es un cédigo ciclico, pues (1,0) ¢ C.
Ejemplo 2.2. El cédigo
¢ ={(0,0,0),(0,1,1),(1,1,0),(1,0,1)} C F3

es un codigo ciclico con matriz generatriz
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En el estudio de los codigos ciclicos vamos a tomar el espacio vectorial de los polinomios
con coeficientes en F, y grado menor que n, denotado por Fy[X],,_1, y el anillo cociente
Agn = Fg[X]/(X™ — 1). Observamos que ambos espacios son isomorfos a Fy, y podremos
interpretar los elementos del cédigo, indistintamente, como vectores, polinomios o clases
de equivalencia. Ademds impondremos que m.c.d(q,n) = 1 para garantizar de este modo
que X™ — 1 no tenga raices multiples.

Para caracterizar los codigos ciclicos y trabajar con ellos de una manera mas sencilla
se presenta el siguiente resultado que relaciona esta familia de codigos con los ideales del
anillo cociente A, , = F,[X]/(X" —1).

Teorema 2.1. Sea C un cddigo lineal no nulo de longitud n sobre el cuerpo finito Fy.
Diremos que el codigo C es ciclico si, y solo si, considerado incluido en el anillo Ay, es
un tdeal.

Teniendo en cuenta el resultado anterior y que el anillo cociente A, , = F,[X]/(X" —1)
es un dominio de ideales principales surge el siguiente corolario.

Corolario 2.2. Dado un codigo ciclico no nulo C de longitud n, existe un unico polinomio
monico g(X) € Fy[X], divisor de X™ — 1, tal que C = (g(X)). En consecuencia, los
elementos de C pueden identificarse con los polinomios de grado menor que n y maltiplos

de g(X).

2.1.1. Matriz generatriz y matriz de control

Como los codigos ciclicos son una subfamilia de los cédigos lineales, podremos definirlos
mediante, la matriz de control y la matriz generatriz. Recordemos que la matriz generatriz
es aquella cuyas filas conforman una base del espacio, es por ello que el siguiente resultado
nos resultard muy util.

Proposicién 2.3. Sea C un cddigo ciclico de longitud n sobre Fy con polinomio generador
9(X) de grado n — k. El conjunto

{9(X), Xg(X),.X*g(X)}
(2.1)
es una base de C.

Demostracion. En primer lugar veamos que se trata de un conjunto generador de C. Pa-
ra ello tomamos g(X)f(X) € C, por el Corolario 2.2, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que deg(f(X)) < k. Escribimos entonces

f(X) =ayt+a1 X+...+ ak_le_l.
Por tanto, tenemos que

9(X)f(X) = aog(X) + a1 Xg(X) + ... + a1 X" g(X).
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Notamos que para cualquier elemento del cédigo hemos encontrado una combinacién lineal
del conjunto (2.1) que lo genera.

Veamos ahora que se trata de un conjunto libre. Para ello tomamos
bog(X) + 01X g(X) + ... + b1 X*g(X) = 0.

Sib(X)=0bg+bX+...+bp_1X* 1 entonces b(X)g(X) = 0 si, y solo si, b(X) = 0, pues
Agn es un dominio de integridad y g(X) # 0. O

Corolario 2.4. Un cédigo ciclico de longitud n y polinomio generador g(X) = go+ g1 X +
oo+ G X"F tiene matriz generatriz:

go g1 92 - Gn—k 0 0o 0 .. 0
0 g0 91 92 - Gnk 0 O 0
0
. . . . 0
0 0O ... O 0 g90 g1 g2 ... Gn—L

Ejemplo 2.3. Sean el cuerpo Fs y el anillo de polinomios F3[X]. Tomemos g(X) = X +1,
divisor de X3 —1 en Fo[X] y definimos el cédigo ciclico de longitud n = 3, dimensién k = 2
y polinomio generador g(X). Una matriz generatriz serd

110
G:(o 1 1>'

Notemos que tal cédigo coincide con el codigo descrito en el Ejemplo 2.2.

Una vez obtenida la matriz generatriz del cédigo es sencillo codificar un mensaje. En
este caso, la codificacién de un mensaje, que serd interpretado como un polinomio a(X) de
grado menor que k, se podra hacer mediante la matriz generatriz del codigo o simplemente
tomando

siendo g(X) el polinomio generador de C.

Como se ha tratado en la Subseccién 1.1.1, para cualquier cédigo lineal es posible
realizar una codificacion sistematica, por lo tanto, en particular para cualquier codigo
ciclico. En este caso su codificacién serd tan sencilla como realizar la siguiente division
euclidea:

X"Fa(X) = g(X)q(X) + r(X),

con deg(r(X)) < deg(g(X)) = n — k. Ell mensaje codificado es precisamente:
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X" Fa(X) —r(X),

notando que el mensaje original aparece en las iltimas k posiciones.

Ejemplo 2.4. Tomando el cédigo del Ejemplo 2.3, y el mensaje a(X) = 1, codificaremos
sistematicamente de la siguiente forma:

X2=(X+1)(X+1)+1.
Entonces el mensaje queda codificado por
c(X)=X%+1.

Para introducir la matriz de control de C es preciso presentar un nuevo concepto que
nos facilitard el manejo de la misma.

Definicién 2.2. Si C es un cédigo ciclico de longitud n, con polinomio generador g(X)
de grado n — k, llamaremos polinomio de control de C a

h(X) = )2&)1 =ho+ X+ ..+ h X"

Observamos que para cualquier elemento de la forma f(X)g(X) € C = (g(X)) se tiene
que

Luego en el cociente A, se cample que h(X)(f(X)g(X)) = 0, para cualquier f(X)g(X) €
C.

Proposicion 2.5. Con la notacion de la Definicion 2.2, la matriz

0 0 0 .. 0 hg hg ... h1 ho
0 hg hg ... h1 ho O
H =
0 . . . .
hi hg—1 .. h1 hg O 0 0 .. 0

es una matriz de control de C, cuyo tamano es (n — k) X n.
Ejemplo 2.5. Tomando el Ejemplo 2.3, tenemos que

X3 -1
h(X) = . =X?+X+1.

Por tanto la matriz de control queda

H=(1 1 1).
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Observaciones 2.1. Es preciso notar que el polinomio generador del cédigo dual de C no
serd h(X), sino h'(X) = hy ' X*h(X 1) = hy H(ho X* + hi X*1 + ... + hy). Ademds B/ (X)
es un divisor de X" — 1 pues multiplicando por X" la igualdad

A(X Hg(X H=Xx"-1
deducimos
XPp(x—Hxn kg x—hH=1- X",

y apreciamos que el dual de un cédigo ciclico es también ciclico.

2.1.2. Ceros de un cédigo ciclico

Una de las caracteristicas principales de los cédigos ciclicos es que pueden definirse o
bien a partir de un polinomio, como hemos visto anteriormente, o bien a partir de una
serie de ceros.

Sea X" —1 = f1(X)--- fm(X) su descomposicién en factores irreducibles, y sea «; raiz
de f;(X). Tomemos el c6digo generado por f;(X).

Observamos que C = (fi(X)) = {c(X)/c(a;) = 0} y en general para un g(X) =
f1(X) -+ fr(X) se tiene que

C = (9(X)) = (f1(X) - fr(X)) = {c(X)/c(ar) = ... = c(ar) = 0}

Notese entonces que, como se senald anteriormente, los cédigos ciclicos pueden definirse
a partir de una serie de raices n-ésimas de la unidad adecuadas. Por ejemplo, si tomamos
un conjunto de elementos {aq, ..., a,. } raices n-ésimas de la unidad, en una extensién finita
Fye de F; podemos definir:

C={c(X)eAJc(an) =...=c(ar) =0},

que serd ciclico pues, si f;(X) es el polinomio minimo de «; para todoi € {1,...,7}, se
verifica que C = (g(X)) = (m.c.m(f1,..., fr)). Ademads, se comprueba que g(x) divide a
X" —1.

De este modo se simplifica el proceso que nos permite comprobar si un elemento esta
0 no en el cédigo pues solo hard falta evaluar el polinomio en las raices convenientes para
determinar su pertenencia al cédigo. Si tomamos la matriz

n—1
1 a1 ... of X
I o ... oy
H =
1 o an—!
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y denotamos H' f(X) = (f(a1), ..., f(a;)), se puede observar cémo la matriz H' desempena
el papel de matriz de control, pero sin embargo no tiene coeficientes en F,, en general, ni
dimensién (n — k) x n.

Ejemplo 2.6. Tomando el c6digo del Ejemplo 2.3 tenemos que el tinico cero de g(X) =
X +1es X =1y lalongitud del cédigo es n = 3. Por tanto la matriz de control obtenida
por sus ceros queda

H =(111).

Todos los elementos de C = (g(X)) tienen como cero, al menos a X = 1.

Ejemplo 2.7. Tomamos el cuerpo Fy v la extensién Foa del mismo. Sean o v o raices
p y 2 y
quinceavas de la unidad cuyos polinomios minimos sobre Fy son:

aX) =X+ X 41y pX) =X+ X3+ X2+ X +1
respectivamente. Se comprueba que
9(X) =m.cm.(g1,92) = X®+ X'+ X° + X + 1.

Por tanto, podemos determinar el cédigo ciclico C = (g(X)) de longitud n = 15 y matriz

de control
I — 1 a o o ... o ot
= 3 6 .9 9 12/

1 o° &° o ... «

2.1.3. Descodificacién de los cdédigos ciclicos

Una vez definidas sus correspondientes matrices generatriz y de control, es hora de
pasar a la descodificacion de los cédigos ciclicos. Al tratarse de un cédigo lineal, el método
sindrome-lider es totalmente aplicable para los codigos ciclicos. Sin embargo estos cédigos
permiten una reduccién notable en el momento de su descodificacién, pues al tratarse de
codigos que presentan ciertas propiedades con respecto a la permutacion de sus elementos,
bastarda con centrarnos en corregir el error de una posicién fija, en general la posicién
n — 1. Para ello crearemos una tabla sindrome-lider reducida, donde pondremos aquellos
sindromes cuyo lider tenga componente n — 1 no nula. A partir de ahi se procede de una
forma totalmente andloga a la del método clasico. Se calcula el sindrome de nuestro vector
y se busca en la tabla reducida. Si estd, se corrige el error como en el método original, en
caso contrario la componente n — 1 del vector y es correcta. Una vez realizado este paso
se tomard el vector y(l) = (Yn—1, Y0, ---»Yn—2) v se aplica el proceso anterior. Se repetird
dicho proceso hasta llegar al vector y(?!

Ejemplo 2.8. Sea C un cédigo sobre Fo, de longitud 3 y polinomio generador g(X) =
X2 + X + 1. Se obtiene que sus matrices generatriz y de control son

101
G=(1 1 1)yH—<O . 1)
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respectivamente. Ademés obtenemos

F3/C = {[(0,0,0)], [(0,0,1)], [(0,1,0)], [(1,0,0)]}.

Construimos la tabla sindrome-lider y su reducida, para poder apreciar la diferencia.

Tabla sindrome-lider Tabla sindrome-lider reducida
Sindrome Lider Sindrome Lider

(0,0) (0,0,0) (1,1) (0,0,1)

(0,1) (0,1,0)

(1,0) (1,0,0)

(1,1) (0,0,1)

Cuadro 2.1: Tabla Sindrome-lider

Entonces, recibido el mensaje y = (0,1,0) realizamos el proceso descrito. En primer
lugar calculamos su sindrome s = (0, 1), notamos que no aparece en la tabla reducida,
por lo tanto podemos concluir que la tltima coordenada es correcta. Calculamos ahora el
sindrome de la permutacién y") = (0,0,1) la cual es s(!) = (1,1). Aparece en la tabla
reducida, acompanada del lider (0,0, 1), por tanto corregimos la segunda componente de
y de la forma usual. Por tltimo observamos que el sindrome de 3y = (1,0,0) no aparece
en la tabla, luego el mensaje queda descodificado por ¢ = (0,0, 0).

2.1.4. Captura del error. Errores a rafaga

Otra técnica utilizada a la hora de descodificar es la de captura del error. Para este
método, y notando la facilidad que nos ofrece el manejo de mensajes como polinomios,
vamos a introducir el siguiente concepto.

Definicién 2.3. Sea C un cédigo ciclico generado por el polinomio g(X). Recibido el
vector y, llamaremos polinomio sindrome de y, y lo representamos por s[y|(X), al resto
de la divisién de y(X) entre g(X).

Haciendo uso de este concepto, podemos presentar un método de descodificacion mas
rapido, ligado a la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.6. Sea C un cdédigo ciclico que corrige a lo sumo t errores. Si recibido el
mensaje y = ¢ + e han ocurrido a lo sumo t errores y si el polinomio sindrome s[y|(X)
tiene, como mucho, peso t, entonces e(X) = s[y](X).

Demostracion. Observamos que C corrige, como maximo, t errores, por tanto d > 2t.
Supongamos recibido el mensaje y(X) = ¢(X) + e(X), por definicién tenemos que

s[y](X) = y(X) — g(X)q(X) = c(z) + e(X) + g(X)q(X),

entonces se tiene naturalmente que s[y](X) —e(X) = ¢(X) + g(X)q(X) € C. Por hipdtesis
el peso de s[y](X) y el nimero de errores cometidos es menor o igual que ¢, por tanto el
peso de s[y](X) — e(X) serd a lo sumo 2t < d, luego s[y](X) = e(X).

O
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Ejemplo 2.9. Sea el cuerpo Fy4, consideramos el anillo de polinomios F4[X] y el cédigo
ciclico de longiud 5 y dimensién 1 generado por el polinomio g(X) = X4+ X34+ X2+ X +1.
Notemos que g(X) divide a X® — 1. La distancia minima del cédigo es 5, por tanto su ca-
pacidad correctora sera t = 2.

Supongamos recibido el mensaje y(X) = aX? + aX3 4+ aX*, su sindrome ser,
slyl(X) = a+ Xa.

Por tanto, atendiendo a la Proposicién 2.6 se tiene que, como w(s[y](X)) = 2, podemos
tomar el sindrome como error y descodificar de la siguiente forma:

o(X) =y(X) —syl(X) = aX?+aX?+ aX? +aX +a.

Observaciones 2.2. Este método requiere que el sindrome tenga un peso menor o igual
a t, lo que no tiene por qué suceder siempre. Es por ello que en algunos casos se prueba
con s[y](X), pues si tiene peso menor a t se verifica que:

e(X) = sy (X).

Un caso particular de la produccién de errores es el que se genera de forma consecutiva,
en el proceso de transmisiéon de un mensaje, como ocurrié en el Ejemplo 2.9. Para introducir
esta nueva idea hard falta la siguiente definicion.

Definicioén 2.4. Una rafaga es un vector z € Fy tal que todas sus coordenadas no nulas
son consecutivas. Se llama longitud de la rafaga a w(z).

Observamos entonces que el tipo de error descrito anteriormente correspondera a un
vector rafaga. Por su estructura, los cédigos ciclicos son especialmente eficaces a la hora
de detectar y corregir estos tipos de errores. Asi lo demuestra la siguiente proposicién.

Proposicién 2.7. Un cddigo ciclico C de pardmetros [n, k] no contiene ninguna rdfaga
de longitud | < n — k y por lo tanto detecta cualquier error rdfaga de longitud | < n — k.

Demostracion. Sea X'(X) una réfaga de longitud I, por tanto deg(I(X)) < I. Sabemos
que [(X) ¢ C pues deg(I(X)) < deg(g(X)). Consecuentemente X*I(X) ¢ C, luego en C no
hay ninguna rafaga de longitud | < n— k. Supongamos ahora recibida la palabra y = c+e,
con e una rafaga de longitud [. Se tiene que ¢ + e ¢ C, pues en caso contrario e € C. [

Anteriormente vimos que podiamos descodificar un cédigo mediante el método de la
captura de error utilizando el sindrome del mensaje recibido y. Si el error producido es un
error rafaga se prueba que siempre se podra encontrar una permutacién ciclica de nuestro
mensaje que verifique que e(X) = s[y](X), esto es, podremos utilizar siempre el método
de captura de error.

Proposicién 2.8. Sea C un cddigo ciclico de pardmetros [n, k). Si los errores de un vector
recibido y constituye una rdfaga de longitud a lo sumo n — k, entonces existe j tal que
D (X) = slyW](X).
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Demostracion. Por hipétesis existe un y) en el que se han producido errores en las coor-
denadas 0,1,...,n — k — 1, por tanto deg(e(f)) <n — k. Ademas,

yI(X) = e(X) +eP(X) = g(X)M(X) + s[yV](X),
luego W) (X) = g(X )W (X) + s[y)](X) y en consecuencia
N) = D)) = o).
O

Ejemplo 2.10. Tomemos el cédigo desarrollado en el Ejemplo 2.9. Atendiendo a la Propo-
sicién 2.7 sabemos que el cédigo no contiene ninguna rafaga de longitud n—k =5—1 = 4.
Supongamos recibido el mensaje y(X) = (a+1) X4+ (a+1) X3+ X?+ X + 1, notamos que
posee una rafaga de longitud 2. Tomemos y™* (X) = X* + X3 + X2+ (a +1)X + (a + 1)
y calculamos su sindrome

y W (X) = g(X)(X) +s[yD]|(X) = (X' + XP + X2+ X + 1) + (@)X + (a)).
Por tanto, podemos asumir como error s[y®](X) y descodificar obteniendo

(X)) =y(X)—syl(X) = (a+ DX+ (a+ DX+ (a+ DX? + (a+ DX + (a4 1).

2.2. Cdbdigos BCH

Como caso particular de los cédigos ciclicos se originan los cédigos BCH. En la Subsec-
cién 2.1.2 estudiamos que los cédigos ciclicos son facilmente descritos mediante una serie
de ceros, utilizando asi la matriz

n—1
1 o .. o X
e
1 a ... o
H =
-1
1 a ... o}

como matriz de control. Usando esta matriz vimos que la distancia minima del cédigo
ciclico C verificaba que d(C) > d si cualesquiera d — 1 columnas de H' son linealmente in-
dependientes. Sin embargo no es facil conocer esta cota para una serie de raices arbitrarias.
Es la necesidad de disenar un cédigo con una cota prefijada de la distancia minima la que
genera los cédigos BCH (Bose, Chaudhuri y Hocquenghem). Estos c6digos se basan en la
toma de raices primitivas n-ésimas de la unidad como raices que determinaran al cédigo.
De esta forma cualquier menor de la matriz H' es del tipo Vandermonde, luego d(C) > r+1.

En lo que sigue fijaremos como alfabeto el conjunto F, y denotaremos por 7 a la longitud
del cédigo. Ademds denotaremos por m al orden multiplicativo de ¢ médulo n y a € Fym
una raiz primitiva n-ésima de la unidad. Teniendo en cuenta esta notacién obtenemos la
siguiente definicién.
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Definicion 2.5. Llamaremos cédigo BCH de longitud n y distancia minima prevista ¢, al

cédigo ciclico de longitud n cuyo polinomio generador tiene por raices of, ..., ab9=2, con

b>0yd>1.

Ejemplo 2.11. El cédigo construido en el Ejemplo 2.7 no es un cédigo BCH pues, aunque
a y a3 sean raices del polinomio generador, a? no lo es.

En la familia de c6digos BCH distinguimos diferentes tipos:
1. Si b =1 el cédigo se denomina en sentido estricto.
2. Sin =q¢™ —1 lo llamaremos c6digo BCH primitivo.

3. Si ademds m = 1, esto es, n = ¢ — 1, el cédigo se denomina Reed-Solomon.

Como se cité anteriomente, los c6digos BCH se caracterizan por tener una distancia minima
prevista d, que serd una cota de la distancia minima real.

Proposicion 2.9. SiC es un cédigo BCH de distancia minima prevista §, posee distancia
minima d > 0.

Demostracion. Tomando la matriz de control

n—1
1 o ... o X
i
1 s o )
HI
-1
1 a ... oF

cualquier menor (0—1)x(d—1) es una matriz del tipo Vandermonde, luego cualesquiera j—1
de sus columnas son linealmente independientes y por tanto atendiendo a la Proposicion 1.4
se prueba el resultado. ]

Al tratarse de cédigos ciclicos podremos trabajar con ellos a partir del polinomio genera-
dor. Para calcular dicho polinomio, como hemos visto en la Secciéon 2.2, debemos obtener
para cada rafz su polinomio minimo sobre F,, esto es, para todo i € {b,...,b + ¢ — 2},
debemos calcular ¢g; = Irr(a,F,). Entonces tenemos que

9(X) = m.cmA{gy(X), ..., gos5-2(X)}

es el polinomio generador del cédigo.

Ejemplo 2.12. Sea 93 una extension del cuerpo Fo. Tenemos que m = 3 por lo tanto,
23 =1 (méd n) con n = 7. Tomemos a € Fys una raiz primitiva séptima de la unidad.
Seann =7,b=2y d = 3, se tiene que

fi=TIrr(a® Fo) = X3+ X + 1, fo = Irr(a® Fy) = X3 + X2 4+ 1.
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Denotamos por g(X) = m.c.m{f1, fo} = X6+ X° + X* + X3 + X2 + X + 1. Entonces
el cédigo C = (g(X)) es un cédigo BCH con pardmetros n = 7, b = 2y 6 = 3. Su matriz
de control y generatriz son las siguiente:

SO OO O
[N elolNell =)
OO O = OO
OO = O OO
O = O O O O
_ oo O o oo
el T e T e T S

Y su matriz de control tomada a partir de los ceros es

H,_1a2a4aaaa
1 o af a2 &® a ot /-

2.3. Cdbdigos Reed-Solomon

En esta seccién trataremos los cddigos de Reed-Solomon, uno de los casos particulares
de los codigos BCH citados en la Seccion 2.2. Para empezar veamos cuél es, formalmente,
su definicion.

Definicién 2.6. Un cédigo Reed-Solomon sobre F, es un cédigo BCH primitivo de lon-
gitud n =q — 1.

Debido a su naturaleza, los procesos de codificacién y descodificacién de los cédigos de
Reed-Solomon son analogos a los estudiados en los codigos BCH. Sin embargo, la raiz «,
que determina a los cédigos Reed-Solomon pertenecen al cuerpo FFy, por ello se trabajara
siempre dentro de dicho cuerpo.

Ejemplo 2.13. Sea el cuerpo Fy1, y sea n = 15. Tomemos g(X) = X* + X + 1 que divide
a X1°—1.

Ademds, si a es rafz de g(X), lo es de X'° — 1 y consecuentemente o € Fys. Por tanto
el c6digo ciclico generado por g(X) es un cédigo Reed-Solomon de longitud 15 y dimensién
11.

A continuacién se presenta una propiedad de los cédigos Reed-Solomon.

Proposicion 2.10. Los cddigos Reed-Solomon son codigos de mdxima distancia de sepa-

racion (MDS).

Demostracion. Tomemos C un cédigo Reed-Solomon. Al tratarse de un caso particular de
los codigos BCH, se cumple, como en estos, que fijada una distancia minima prevista d y «
una raiz n-ésima de la unidad y siendo g(X) el polinomio generador del cédigo, la distancia
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minima del cédigo y su dimensién verifican d > 0 y k = n — deg(g(X)), respectivamente.
Se tiene que

9(X) = m.em{Irr(a’,F)/i=1,...,6 — 1}.

Ademss para todo i € {1,...,n}se cumple quea’ € F ¢- Consecuentemente es natural que
deg(g(X)) = d — 1. Teniendo en cuenta esto, tenemos que 6 = n — k + 1 y por tanto,
haciendo uso de la cota de Singleton

b=n—-k+1<d<n-—-k+1.

Por tanto d =n — k+ 1 y C es de méaxima distancia de separacion. O

2.3.1. Descenso de cuerpo

Uno de los mayores inconvenientes de los codigos de Reed-Solomon es que presentan
una restriccién en su longitud, la cual quedara limitada a ¢ — 1 sobre el cuerpo F,. Por
fortuna, la estrategia de descenso de cuerpo sirve para solventar este inconveniente.

Para poder llevar a cabo la estrategia de descenso de cuerpo, tomaremos una extension
del cuerpo finito F; de la forma F,-, con r € N. El objetivo primordial del proceso es tomar
un cédigo C de longitud n sobre el cuerpo Fyr y transformarlo en un cédigo de longitud
nr sobre el cuerpo F,. Aprovechando que Fyr es isomorfo a Iy, para todo

c=(co,-,en-1) €CC Ty

podremos identificar cada componente ¢; con un vector de Fy e i € {0,...,n—1}. Por tanto
cada palabra del codigo podra ser escrita como

nr
€= (CO1y -5 COry+++5Cjly 3 Ciry e v v s Cn1)1s -+ s C(n1)r) € C C "

Nétese que de esta forma conseguimos un cédigo sobre el cuerpo I, de longitud nr.
Gracias a esta construccién surge el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.11. Sea C un codigo de Reed-Solomon sobre For con distancia d = 2t + 1.
Entonces, el codigo binario obtenido por descenso de cuerpo sobre Fo corrige todos los
errores a rdfaga de longitud | < (t — 1)r 4+ 1.

Demostracion. En primer lugar, observamos que como la distancia minima de C es d =
2t+1, la capacidad correctora serd t. Tomemos un vector de C C Fyr y mediante un proceso
inverso al del descenso de cuerpo lo transformaremos en un vector de Fy. Suponemos que
el vector error forma una rafaga de longitud, a lo sumo, (¢ — 1)r + 1. Es por ello que la
palabra transformada, al colapsar r simbolos binarios en uno, contendra, como maximo, ¢
componenetes erroneas. Como t es la capacidad correctora del codigo, el resultado queda
probado. ]
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2.4. C(Cdbdigos de evaluacién sobre variedades afines

Una vez estudiadas algunas familias de cddigos lineales generales podemos abordar el
estudio de los cddigos de evaluacion sobre variedades afines. Para determinar dichos codi-
gos necesitaremos un espacio vectorial de funciones, un conjunto de puntos, que vendran
dados por la variedad de un ideal, y una aplicacién, que denotaremos por ev.

Empezaremos por conocer el concepto de variedad, que pasamos a definir formalmente.

Definicién 2.7. Sea K un cuerpo y sean f1, ..., fs polinomios de K|[X1, ..., X},]. El conjunto
V(fi,., fs) = {(a1,...,an) € K" : fi(a1,...,an) =0, paratodol < i < s}
es la variedad afin del conjunto de polinomios { fi, ..., fs}-

Obsérvese que

V(fi,o o fs) = V()N .. OV().

Para trabajar con los cddigos de evaluacion sobre variedades afines, consideraremos el
cuerpo finito Fy, donde ¢ = p", y n, p € N, siendo p primo; Fy[X1, ..., X] el anillo de poli-
nomios en las variables {X1,..., X}, con coeficientes en Fy, y un ideal I C Fy[X7, ..., Xj].
Denotemos:

I, =T+ (X9 = Xy,.., X0 - X,).

Nos proponemos analizar la variedad de I, sobre la clausura algebraica de F,. Aten-
diendo a lo anterior concluimos que

V() =V +(X{ - X1,... X! - X)) =V(I) N V((X] - X1,... XI - X,)).

Ademas notamos que V((X{ — X1, ..., X{ — X)) = ;. Por lo tanto, tenemos que V (I,) =
V(I)N Fg = {P1,...,Py}, esto es, la variedad del ideal I, es finita. Con esto, ya hemos
determinado el conjunto de puntos necesarios para definir los cdodigos de evaluacion sobre
variedades afines.

Nuestro proximo objetivo es encontrar el espacio vectorial de funciones que utilizaremos
para la definicién de dichos cédigos. En primer lugar comprobamos que el ideal I, es un
ideal radical. Para ello haremos uso de los siguientes resultados.

Lema 2.12. Sean K cuerpo, K[Xy,...,X,] eI C K[X1,...,X,] un ideal. Sea g1 €
(INK[X1)\{0} y g1 = h1...ht su descomposicion en irreducibles, entonces se tiene que

t

I= ﬂ(I+hi).

i=1
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Demostracion.
Para todo f € (i_, (I + (h;)), existe r; € I 'y ¢; € K[X1,..., X, tal que f = r; + g;h; con
i=1,...,t. Observamos que

thj:Tith+Qi91CODi:1,...,t.

J# J#
Ademéds como m.c.d.([[; 4 hj,...,[];4 h;) =1 podemos encontrar, Iy, ..., I € K[Xi] tal
que

Wl[ni+. +u][rm=1
#1 J#t
Por tanto: .
F=Y Lf[Jhel
i i

Luego I 2 iy (I + ().
Trivialmente se se cumple la otra inclusién. O

La prueba del siguiente resultado estd basada en la demostracién que se puede leer en
[4], pagina 150. Para consultar una prueba alternativa véase [7], pagina 310.

Lema 2.13. (Lema de Seidenberg) Sea K un cuerpo, K[X1,..., X, yseaI C K[X1,...,X,]
un ideal cuya variedad es finta. Si para todo i € {1,...,n}, existe un polinomio g; €
(I N K[X;])\{0} tal que m.c.d.(gi,g;) =1, entonces I es un ideal radical.

Demostracion. En primer lugar, observamos que g; es un polinomio libre de cuadrados
para todo i € {1,...,n}. Para realizar la demostracién vamos a proceder por induccién
sobre n.

Sea n = 1. El anillo de polinomios K[X;] es un dominio de ideales principales. Sea un
ideal I C K[X;] tal que existe un ¢1(X;) € I libre de cuadrados. El generador de I sera
libre de cuadrados y en consecuencia el ideal radical.

Supongamos cierto el resultado para n—1, esto es, si para todo i € {1,...,n—1}, existe
un polinomio g; € (INK[X;])\{0} tal que m.c.d.(gi, g;) = 1, entonces I es un ideal radical.

Probemos el resultado para n. En primer lugar supongamos g; irreducible. Tomamos
el epimorfimo candnico entre anillos:
@ : K[Xl,Xn] — K[Xl]/(gl) [XQ,.. ,Xn]
f — o(f) =f+(9)

cuyo nucleo es Keryp = (g1) C I. Denotamos por J = ¢(I) y definimos la siguiente
correspondencia entre anillos:

o KXy, Xo]/T — ((K[Xa]/(9)) [Xa, ..., Xal) /(1)
h+1 — o(h+1)=ph)+ o)
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Comprobemos que se trata de un isomorfimo. En primer lugar veamos que es una aplica-
cién. Sea
h1+I:h2+I:>h1—h2EI:>(p(h1—h2):Oi

= go(hl) = (p(hg) = O'(hl +I) = O'(hg +I).
Veamos ahora que es inyectiva, para ello tomamos
h+1 € K[X1,...,X,]/Ttal que p(h1) € o(I) = p(h) = p(h2), ha € I =

:><p(h1—h2):0:>h1—h26K€T(p§[2>h1—h2612>h1€f.

Por dltimo, se tiene de forma natural que o es una aplicacion sobreyectiva y lineal pues ¢
lo es. Luego se sigue que

(K[X1]/ (1)) [Xo, -, Xn]) /(D) = K[ X, ..., Xa] /1

y por lo tanto la variedad asociada a J = ¢(I) es finita. Por hipdtesis se tiene que para todo
i=2,...,n el m.cd(g,g,) =1y satisfacen que ¢(g;) = g; € (K[X1]/(91)) [X2,. .., Xn])
por lo tanto J es un ideal radical por hipdtesis de induccién.

En consecuencia ((K[X1]/(g1)) [X2,...,Xn])/®(I) no tiene elementos nilpotentes no
nulos y debido al isomorfimo K[X7, ..., X,]|/I tampoco, luego I es radical.

Supongamos que g no es irreducible y sea g = f; ... f; su factorizacién en irreducibles.
Por el Lema 2.12 tenemos que I = ()i_,(I + (h;)), y como la interseccién de ideales
radicales es radical solo quedaria proceder, con cada h; como en el caso anterior. ]

Aplicando el Lema 2.13 podemos afirmar que I; es un ideal radical, luego, por el
Teorema de los ceros de Hilbert (ver [2], pag. 175, The Strong Nullstellensatz),

y por ello

R=TF, X1, ... X/ I(V(I,) = Fy[X1, ..., X,]/1,.

Ademés, como hemos considerado anteriormente V(I;) = {P1,...,P,}, luego dim R =
#V(1g) = n.

Por 1ltimo presentamos una proposicién que servird para determinar la aplicacién aso-
ciada a los cédigos de evaluacién sobre variedades afines.

Proposicion 2.14. La correspondencia

ev: R — [y
f+Iq — ev(f+lq):(f(Pl)77f(Pn))

es un isomorfimo de F,-espacios vectoriales.
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Demostracion. En primer lugar veamos que se trata de una aplicaciéon. Sean f+1,,g+1, €
R =TFy[X1, ..., Xs]/1,, entonces si

fHIy=g+ 1= f—g €Iy por lo tanto, (f(P), . f(Pa)) — (9(P1), .. g(Pa)) = 0.

A continuacién comprobemos que se trata de un homomorfismo:

1. Sea f+ 14,9+ 1, € Fy[X, ..., X;]/1,, entonces :

ev((f +1q) + (94 1g))
(f(P1> +g(P1)a ) f(Pn)

ev((f +9) +1g) = ((f + 9)(P1), ..., (f + 9)(Pn)) =
f( )) (( )>>f( )) (g(Pl)vu(J(Pn))

2. Sea A € F,, entonces:

Veamos por ultimo que ev es una biyeccién. En primer lugar comprobamos que la aplica-
cién ev es inyectiva. Para ello supongamos que:

f+1,€ Ker(ev) = ev(f+ 1) = (f(P1),.... f(Pn)) =0= f € 1.
Y teniendo en cuenta que
dim(Fy[ X1, ..., Xs|/14) = dim(Fy)
podemos concluir que la aplicacién ev es un isomorfimo. O

Estamos en disposicién de definir los cddigos de evaluacion sobre variedades afines.

Definicién 2.8. Sea L un [F-subespacio vectorial de F,[ X7, ..., X;]/1,. Definimos el cédigo
evaluaciéon C(1y, L) sobre la variedad afin V(1) como la imagen de L por la aplicacién ev.
Denotaremos por C+(I,, L) a su cédigo dual.

Observaciones 2.3.

1. Notamos que una permutacién en los puntos de V' (I;) proporciona un cédigo equi-
valente.

2. Si{fi+1y,.... fu+1,} es una base de L, la matriz [f;(Pj)] coni=1,...kyj=1,..,n
es la matriz generatriz del cédigo evaluacion C(Iy, L) y la matriz control de su dual.

Proposiciéon 2.15. Los codigos Reed-Solomon son cédigos de evaluacion sobre variedades
afines.



Usando bases de Grébner en teoria de cédigos 27

Demostracion. Tomemos « una raiz primitiva n-ésima de la unidad, y sea g(X) raiz de P =
{1,a,...,0971} . Si escogemos el espacio vectorial de funciones V = {f(X) € F,|deg(f) <
§ — 2}, tenemos que una base de dicho subespacio vectorial sobre F, es {1, X, ..., X"~ 1}.
Por tanto, determinando V(I;) = {1,a,... ,a971} tenemos que una base del subespacio
vectorial determinado a partir de la evaluaciéon de V por la aplicacién ev es

{1,...,1),(L,a,...,a% Y, .. (1,a°72, ... aleD0=2))

Esto es, la matriz generatriz del codigo definido a partir de la evaluacion es

1 1 1
1 « .o i1
H p—
1 o2 . . . oleE-2)

El cédigo dual C+ tendrd como matriz de control a H, luego podemos afirmar que se
trata de un cédigo Reed-Solomon de distancia ¢ y longitud n = ¢ — 1, donde el polinomio
generador de dicho cédigo serd

O]

Ejemplo 2.14. Tomamos el cuerpo Fy, el anillo de polinomios F4[X,Y, Z] y el ideal
I=(X?+Y?+Z,X +Y). Calculamos la variedad del ideal I, y obtenemos

V(I,) ={(0,0,0),(1,1,0), (o, 0, 0), (e + 1, e+ 1,0) }.

Tomamos ahora el subespacio vectorial L =< {x + I,y + 1 + I} > .F4. Mediante la
aplicacién ev generamos el subespacio vectorial de base B = {(0,1, o, a+1), (1,0, a+1, ) }
que puede ser interpretado como un cédigo lineal, de longitud 4 y dimensién 2, cuya matriz

generatriz es
01 o a+1
G = (1 0 a+1 « > ’

Se comprueba que la matriz de control es
1 0 a+1 o
H= (0 1 a a+ 1>

y la distancia minima del cédigo es 3.
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Capitulo 3

Descodificacion usando bases de
Grobner

Una vez estudiadas algunas familias de cddigos correctores de errores y sus propiedades,
nos proponemos analizar la descodificacién de algunos de estos cédigos mediante las bases
de Grébner. Trataremos, de una forma breve, la descodificacién de dos familias de cédigos,
los c6digos ciclicos y los codigos de evaluacion sobre variedades afines. Para realizar un
estudio més detallado de ambos procesos véase [1] y [3] respectivamente.

Antes de comenzar, es preciso definir formalmente algunos conceptos que nos ayudaran
a entender mejor la descodificacién de codigos mediante bases de Grobner.

Definicién 3.1. Sea T" = {X® = X" ... X2 |a = (a1,...,0,) € N"}. Se define un
orden monomial sobre T" como un orden total < que satisface:

1. 1 < X para todo X% € T™ distinto de 1.
2. Si X < XP entonces XX < X7XP? para todo X7 € T".

Si f € K[Xy,...,X,] denotamos por lt. (f) a 05X'8 siendo X”? el mayor monomio de
f con respecto al orden monomial > y cg su coeficiente.

Definicién 3.2. Dado un orden monomial > y un ideal I C K[X}, ..., X,] diremos que el
conjunto {f1,..., fs} C K[X1,...,X,] es una base de Grébner de I para > si se cumple:

(lt>(f1), s 7lt>(fs)) = (lt>(1))’

donde lt, (I) = {lt.(f)|f € I}.

La existencia de bases de Grobner para cualquier ideal estd garantizado por el siguiente
teorema, cuya demostracién puede verse en [5, Chapter 5].

Teorema 3.1. Dado un orden monomial > y un ideal I C R existe una base de Gréobner
de I y es un sistema generador del ideal I.

29
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3.1. Descodificaciéon de cédigos ciclicos

En la descodificacién de cédigos ciclicos mediante el uso de bases de Grobner, se de-
terminard la matriz de control de los codigos atendiendo a las raices del polinomio ge-
nerador. Sea C un cédigo ciclico [n, k,d] sobre el cuerpo F,, generado por el polinomio
g(X) de grado r = n — k. Tomemos F una extensién de F, que contiene a las raices
de g(X) y sea « una raiz n—ésima primitiva de la unidad sobre F,: tal que tal que para
todo i € J(C) = {j1,...,Jr}, @' es raiz de g(X). Por tanto, la matriz de control del cédigo
generado por g(X) es

1 ot @2t . om—Di

1 aj? a2j2 a(n_l)j2
H =

1 aodr a2ir . q=Dir

Recibido el vector y = ¢ + e, o en notacién polinémica y(X) = ¢(X) + e(X), lo que
nos interesa es conocer el error cometido durante la transmisién. El primer paso para esto,
como hasta ahora, sera calcular el sindrome s = Hy', en particular,

si=y(a?) =e(a?)coni=1,...,r.

Si se han cometido t errores en las posiciones i1, ..., 4, con valores del error e;,,...,¢€;,,
el sindrome vendra dado por

¢
55 = g ei,, (™) con j=j1,..., 7.
m=1
Asi, si consideramos el siguiente sistema de ecuaciones sobre F [(X1,..., Xt, B, ...y EY]

Z:nzl Engn = S5, ] € {jlv' . 'ajT}

[S] El = E,,, m=1,...,t
X7 =1, m=1,...,t
Notamos que X, = a'™, E,, =e; ,conm = 1,...,t es una solucién del sistema y adem4s

la \inica solucién, salvo permutaciones, pues en caso contrario no se daria la unicidad del
vector error. Es por ello que tomaremos el sistema [S] como el ideal generado por los
polinomios que lo conforma en ]Fql (X1, ..., X¢, B, ..., Et], que denotaremos por (S) y nuestro
objetivo sera calcular la variedad de dicho ideal, es decir, los ceros de las ecuaciones que nos
proporcionardn el vector error buscado. A partir de esta idea surge la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2. Si suponemos que han ocurrido exactamente t errores en las posiciones
i1,....,7¢ € {1,...,n} con valor de error e;,, ..., e;,, entonces existen t! puntos en V(E,), los
cuales serdn de la forma:

{(a®, ... a%® e  €iy) € ngf/a € S;}, (3.1)

W
con Sy grupo simétrico de las permutaciones de t elementos.
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Demostracion. Como consecuencia de la simetria de los polinomios de (.5), todos los puntos
del conjunto (3.1) estdn en la variedad de (S). Ademds, por unicidad del vector error son
los tnicos puntos de V (5).

O

Antes de continuar, veamos un resultado que resulta fundamental a la hora de relacionar
las bases de Grobner con este método de descodificacion.

Teorema 3.3. Sea I C K[Xy,...,X,,] un ideal y sea G una base de Grébner de I con res-
pecto al orden lexicogrdfico, donde X, > Xp—1 > ... > X1. Entonces, para cada 1l < k <n,
el conjunto

Gy, =GNK[Xy,..., Xi]

es una base de Gréobner del k-ésimo ideal de eliminacion I, = I N K[ X1, ..., Xg].

Si definimos el orden lexicografico < donde
X1 < FE1<...< Xy < Ey,

podemos observar que se trata de un orden monomial que satisface el Teorema 3.3. Por
lo tanto, si G es una base de Grobner del ideal (S), atendiendo al Teorema 3.3, tenemos
que el conjunto G; = G N F,[X1] es una base de Grébner del ideal (S1) = (S) N Fy[X], la
cual estard compuesta por un unico elemento, pues el anillo de polinomios F;[X1] es un
dominio de ideales principales.

Con las variables X7 y F; obtenemos los errores: primero localizamos su posicién con
X1 mientras que sus valores los obtenemos con F;. Més concretamente, como consecuen-
cia del Teorema de Extension (ver [2, Chapter 3, Theorem 3]), que generaliza a sistemas
polinomiales el proceso de resolucién de sistemas triangulares de ecuaciones, podemos afir-
mar que las posiciones de los errores se obtienen al calcular la variedad asociada a (S1).
Teniendo en cuenta que G; = {g1(X)}, calcular dicha variedad no es més que resolver una
ecuacion con una incégnita.

El siguiente paso en la descodificacién es considerar (S2) = (5) NFy[ X1, Eq], la base
de Grébner Gy = G N F,[X1, E1] y sustituir en ella los valores de X; obtenidos en el paso
anterior. De esta forma nos encontramos de nuevo en el caso de una unica variable £ que
proporcionara para cada valor de X el valor del error en dicha posicién.

Ejemplo 3.1. Sea el cuerpo F2, a € Fya una raiz quinceava de la unidad y el polinomio
g(X) = X8+ X* + X2+ X + 1 € Fy[X]. Se comprueba que g(X) divide a X' — 1, por
tanto genera un codigo ciclico que denotaremos por C = (g(X)).

Obtenemos que g(X) tiene por raices a a®,a%, a7, a% a'l, a!? a!3 a4, A continuacién
se presenta una matriz de control del cédigo:
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1 Oé6 0512 alS Oé24 0130 a36 Oé42 Ot48 0654 0560 Oé66 0572 0578 a84
1 0£7 a14 a21 ()é28 a35 a42 a49 O(56 Oé63 Oé70 Oé77 0584 a91 a98
1 C!9 a18 a27 a36 CM45 a54 O(G3 a72 aSl O[QO a99 a108 O(ll7 a126
H — 1 Oéll Oé22 a33 Oé44 Oé55 a66 Oé77 Ot88 0699 allO Oé121 a132 a143 Oél54
1 Oél2 a24 a36 Oé48 a60 a72 OéS4 ()(96 O[108 O(120 O(132 04144 a156 a168
1 O(l3 CM26 a39 0552 CM65 a78 a91 CM104 CM117 a130 a143 a156 06169 06182
1 0514 Oé28 42 0556 Oé70 a84 0598 all? Oé126 a140 Oé154 a168 06182 05196

Supongamos recibido el vector y = (1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,0, 1), el sindrome de di-
cho vector es s = (@ +a+1,a3+1, a3+, ad+a?+a, o +a? +a+1, a3 +a?+1, a3 +a?, a?).
Denotaremos por s; a cada componente del vector sindrome con j = 3,6,7,9,11, 12,13, 14.

Si se han cometido ¢ = 2 errores tomamos el anillo de polinomios Foa[X1, X9, E1, Eo] ¥
determinaremos el sistema

([ B1X? + EoX3 — (@ +a+1)=0;E1 X0 + B XS — (0 +1) =0

B\ XT 4+ Ex X3 — (a3 +a) =0, E1 X] + B2 X9 — (0 +a? +a) =0

B X+ By Xt — (P 4+ a2 +a+1) =0, B X2+ Eo X2 — (0 +a?2+1)=0
E\XP+ EXP — (a3 +a?) =0, E1 X{ + Ex X3t — a3 =0

E} —FE1=0;E3—Ey,=0

XP—-1=0,XP-1=0

Una vez obtenido el sistema, tomamos el ideal (S) generado por los polinomios que confor-
man el sistema. Se comprueba, mediante el sistema algebraico computacional SageMath,
que una base de Grobner de dicho ideal es

B={X2+ @+’ +a)Xo+(a®>+1), X1+ Xo+ (®+a® +a),E; +1,Ey + 1}.

Entonces tomamos

(S1) = (S) NFpu[Xo] = (X3 + (o + o + a) Xz + (a® + 1)),
y calculamos su variedad sobre Fys, obteniendo que V(S1) = {a?,a®}. Por tanto deter-

minamos que los errores se han producido en las posiciones 3 y 5. Tomemos ahora el
ideal

(S9) = (S) NFou[X2, B1] = (X2 + (@ +® + )Xo+ (a® +1), B +1).

Notamos que los puntos de la variedad del nuevo ideal serdn V(Ss2) = {(a?,1), (a®,1)}.
Por tanto el valor del error es 1 en ambos casos. Por tltimo, podemos descodificar nuestro
mensaje de la siguiente forma

¢ = (1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,0,1) — (0,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0) =
= (1,1,1,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0,1).
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3.2. Descodificaciéon de cédigos de evaluacion

Para la descodificacién en este tipo de cédigos utilizaremos un proceso de descodifica-
cién similar al anteriormente explicado.

En primer lugar vamos a definir el cédigo de evaluacién sobre una variedad afin C(1,, L).
Para ello tomaremos el ideal I = (g1, ..., gm) € Fy[X1, ..., X,], el cual nos proporcionara al
ideal

I, =1+ (X! - X1,..,X7— X,).
Ademés tomaremos el Fg-subespacio vectorial L =< {f1 + I,..., fr + I;} >, conf; €
Fo[X1,...,Xs],i =1, ...,7. Y por tltimo calculamos la variedad de I, V(I;) = {P1,...,P,} C
F:.

Consideramos el cédigo dual C = C(Iq,L)L. Apreciamos que una base del codigo
C(14, L) proporciona una matriz de control del cédigo dual. Por lo tanto, si recibimos
la palabra y = (y1, ..., Yn), su sindrome vendra dado por

Si = Z?:l yifi(Pj),i=1,...,r

Sabemos que y = ¢+ e,c € C y si suponemos que se han producido ¢ errores en las
posiciones ki, ..., k, con valores eg,, ..., e, entonces se tiene que:

S; = Z:n:l ek:mfi(Pkm)a 7= 1, ey T
El siguiente paso en el proceso de descodificacién serd tomar las s variables { X1, ..., X}
y crear t réplicas de éstas (siendo w(e) = t), proporcionando asi ¢ paquetes de nuevas
variables que denotaremos por {X;i, ..., X;s}, con i = 1,...,t. Observamos que el primer
subindice denota el paquete al que pertenece la variable, y el segundo subindice denota de
qué variable original es réplica. Ademads anadiremos t variables nuevas que denotaremos
por Ei, ..., E;. Una vez hecho esto denotamos por T al anillo de polinomios

T =Fy[X11, oo Xiroor Xt oor Xiss oos X1 oor X, B .oy ).

El objetivo fundamental que abordaremos sera el de calcular la variedad de un ideal
muy similar al propuesto en la Seccién 3.1, que denotaremos por E, y estard generado por
tres tipos de polinomios que pasamos a definir a continuacién.

Polinomios del tipo 1.

La creacion de los polinomios del primer tipo se fundamenta en el proceso que realiza-
mos anteriormente para replicar las variables. En este caso, vamos a crear réplicas de los
polinomios generadores del ideal I = (g1, ..., gm) C Fy[X1, ..., X;] de la siguiente forma:

911(X11, . Xls) S Fq[XH, "'7X15]

" 921(Xo1, ..., Xos) € Fy[Xo, ..., Xos]

g (X, .o, Xis) € Fq[tha ---,th]
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gim(X11, .o, X1s) € Fo[X11, ..., X1
gom(Xo1, ..., Xog) € Fg[Xoq, ..., Xo]

m

Gim (Xe1, ..., Xis) € Fq[tha ey Xis]

Notamos nuevamente que el primer subindice de los nuevos polinomios denota en qué
paquete de variables esta evaluado, mientras que el segundo denota de qué polinomio es
réplica. Ademaés es importante observar que dichos polinomios tendran como raices al me-
nos a los puntos de V' (I;;), pues, en esencia, son los polinomios generadores de I evaluados
en otras variables.

Polinomios del tipo 2.

Los polinomios de la segunda categoria son creados de una forma simple, los denotare-
mos por p; y seran
pi(Ej) =EI —lcon j=1,..t.

Observamos que para todo a € Fy\{0} se cumple que p(a) = 0. Podemos adelantar que
dicho polinomio servird para mantener los valores del error en el cuerpo F,.

Polinomios del tipo 3.

Por tdltimo, y teniendo en cuenta que s; = Z:nzl ek, fi(Pg, ), i = 1,...,7, denotamos
por h; a

t .
hi :ijl Ejfi(lea---ans) — 8, 1= 1,...,7“,
los cuales supondréan los polinomios del tercer tipo.

Es preciso observar alguna caracteristica que presentan estos polinomios. En primer
lugar notamos que cada polinomio h; depende de un solo f; y que tendremos tantos
polinomios h; como generadores del subespacio vectorial L. Nuevamente podemos observar
que se han creado t réplicas de los polinomios f; de una forma andloga a la anterior y que
escribimos como:

fi(Xlla ...,Xls) S Fq[XH, ---aXls]

P fi(Xa1, ..., Xog) € F[Xon, ..., Xos]

fZ(Xth "'7th) € Fq[tha "'7th]
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Ademads observamos que en cada polinomio h; actian las t réplicas del polinomio f;,

cada una de estas multiplicadas por un respectivo £}, por tanto

hi = Z;’:l Ejfi(le, . X]‘S) —8; € ]Fq[XH, ceey Xls; ceey th, ceey th, ...E1, ceey Et}, 7= 1, vy T

Por dltimo, es importante destacar que para un ¢ fijo, el polinomio h; es simétrico para
cualquier permutacién de j.

Una vez detallados estos polinomios consideraremos el ideal
—1 . .
E, = ({gﬂ,E}I —Lhi/j=1,..,t,l=1..,mei=1,..1})
en el anillo de polinomios C Fq[X11, ..., Xis, ..o, Xe1, oo, Xts, . B, ooy By

Observaciones 3.1. Elideal £, contiene también a los polinomios de la forma X;.I,; _Xx ik
conj=1,.,tyk=1,..s.

Una vez generado el ideal, estamos en disposicion de calcular la variedad del ideal F,.
Para ello notamos que la variedad del ideal E, es

V({gj: (G, 0 e{l,...,t} x{1,....om}H)NV{pj:je{l,...;.t}}))NV{hi :i € {1,...,7}}).
Es por ello que iremos analizando cada uno de estos conjuntos por separado.

Variedad del ideal ({g;; : (7,0) € {1,...,t} x{1,...,m}})

En primer lugar observamos que naturalmente se tiene que
V({gj: (G0 €{1,....t} x {1,....m}}) =
={aeF¥ V() e{l,...t} x{1,...,m}gji(a) =0} =

= {(P1i1; ...,Psz‘l,PliQ,...,PSi2, ...,Ph‘t, ---;Psit)/ila ...,it S {1,2, ...,n}},

donde el segundo subindice de cada punto denota de qué punto de la variedad original
es réplica, mientras que el primer subindice marca la coordenada de la que es réplica. Es
preciso observar que dentro de los puntos de la variedad V' (E,), la variedad V ({g;; : (4,1) €
{1,...,t} x{1,...,m}}) impone condiciones sobre las primeras ts coordenadas.

Variedad del ideal ({p;:j € {1,...,t}})

A continuacién analizaremos los puntos correspondientes a V({p; : j € {1,...,t}}),
variedad que impondra condiciones sobre las t ultimas coordenadas de los puntos de la
variedad F,. Veamos de qué forma:

V{pj:je{l,....t}}) ={aeF,:Vje{l, . t}pjla) =0} =
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_ {ae]FZiW e{1,...t}, “3‘_1_1:0} -
={(a1,.....a;) € F, :Vj € {1,....t} a; € F\{0}} = F{\{0}

Por lo tanto, las ¢ dltimas coordenadas permanecerdn en el cuerpo IF, y serdn no nulas.

Variedad del ideal E,

Para finalizar, analicemos como son los puntos de la variedad E),. Para ello estudiaremos
la variedad del ideal ({h; : i € {1,...,r}}) restringida a las dos variedades obtenidas
anteriormente. Tomamos un polinomio, para un i fijo,

t
h; = ZEjfi(Xﬂ, s Xjs) = Sis
=

y lo evaluaremos en un punto arbitrario a € V({g;; : (5,1) € {1,...,t} x {1,...,m}}) N
V({pj : j € {1,...,t}}). Recordemos que s; = an:l ek, fi(Pr,. ), i = 1,...,r. Por tan-
to, tendremos que h;(a) = 0 si y solo si 32/ _, ak,, fi(Pr;) = s, con ag, € F, — {0} y
km €{1,...,n}.

Una vez analizada por partes la variedad del ideal E, podemos escribir el siguiente
resultado.

Teorema 3.4. Si han ocurrido exactamente t errores (siendo t la capacidad correctora
del cddigo) en las posiciones iy,...,1; € {1,...,n} con valor de error e;,,...,e;,, entonces
existen exactamente t! puntos en V(Ey), los cuales serdn de la forma:

{(Pla(i1)7 ety Psa(h)a ety PlU(it)? ety Psa(it)a Co(ir)s -+ ea(it))/ila it € {17 2, 7”}} )

siendo o € St el grupo simétrico de de permutaciones de t elementos.

Demostracion. La demostracién es andloga a la realizada para la Proposicion 3.2 O

Observamos entonces que solo bastara con conocer uno de los puntos de la variedad del
ideal F, para conseguir obtener el error producido en el mensaje. Es aqui donde entra en
juego el papel de las bases de Grobner. Para ello es necesario en primer lugar definir un
orden monomial basado en la extensién del orden lexicografico. El orden lexicografico que
tomaremos implica a las variables del primer paquete junto con el primer error donde

X11 <1 X2 <1 ... <1 X5 <1 Er. (3.2)

En dicho orden monomial tomaremos los monomios en 7" y los escribiremos como M N
de tal manera que M implique a las variables de (3.2) mientras que la segunda parte del
elemento implica al resto de variables. Entonces sean M1 N7 y Mo Ny elementos de nuestra
anillo de polinomios 7', se define el orden de eliminacién < como:

My <1 My

Si My = Ms, entonces N1 <9 No

)

M1N1 =< MQNQ < {
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siendo <9 cualquier otro orden monomial que implica al resto de variables que no estan
en (3.2).

Una vez llegados a este punto, es natural plantearse desarrollar el mismo procedimiento
que el visto en la Seccién 3.1. El desarrollo del método deberd determinar las posibles solu-
ciones para las variables X11, ..., X1, las cuales determinaran los localizadores de errores,
y de la variable F1 que nos dard el valor del error cometido en cada posicion.

Una vez definido tal orden monomial, suponemos G una base de Grobner del ideal E,.
Entonces, atendiendo al Teorema 3.3 podemos determinar para cada ideal

Ii:Eyqu[.Tll,...,ﬂjqi],izl,...,S,

una base de Grébner G; = G NFy[z11,...,215], 7 =1,...,s. Es entonces cuando, teniendo
en cuenta nuevamente el ya citado Teorema de Extension, podemos obtener las soluciones
buscadas bajo un método de sustitucion.

En primer lugar determinaremos Iy = Ey, N F,[X11], el cual serd un ideal principal
por la naturaleza del anillo F;[X11]. Un generador de dicho ideal serd Gi = (g11[X11]).
Determinando los ceros del polinomio generador, obtenemos todos los posibles valores para
Xi1. A continuacion, repetimos el proceso sobre Iy = E, N F,[X11, X12] y sustituyendo
en los polinomios que generan Go = G N Fy[X11, Xi2] los valores obtenidos anteriormente
para X711 obtenemos, determinando las raices de los polinomios que conforman la base de
Grobner de Iy, los pares («, 5) que determinan las dos primeras componentes de los puntos
de V(E,). Repitiendo el proceso obtenemos todas los posibles valores para las s primeras
componentes, que determinaran las posiciones del error, y la componente marcada por la
variable Fy que proporcionara los posibles valores de los errores.

Ejemplo 3.2. Para desarrollar este ejemplo, haremos uso del cédigo dual del cédigo
descrito en el Ejemplo 2.14. Recordemos que el cédigo que obtuvimos, que denotaremos por
C(I,L),conI = (X*+Y?+Z,X+Y), V(1,) = {(0,0,0),(1,1,0), (o, «,0), (a+1,a+1,0)}
y L =<{X+14,Y+1+I4} >, era un cidigo de dimensién 2, longitud 4 y distancia
minima 3, luego su capacidad correctora es 1. Ademads las matrices generatriz y de control

del cédigo son
0 1 Q a+1 1 0 a+1 @
G_<1 0 at+l a >YH_<0 1« a+1>

respectivamente. Por lo tanto, el cédigo que usaremos en el ejemplo tendrd por matriz
generatriz H, mientras que G cumple el papel de matriz de control. Supongamos recibido
el mensaje y = (1,1, + 1, ), y supongamos cometido 1 error durante la transmisién
del mensaje, esto es t = 1, . El vector sindrome del mensaje es s = (1,0). Observamos
que al tratarse de un solo error no haré falta replicar las variables. Consideremos el ideal
E, CF,[X,Y, Z, E] generado por los siguientes polinomios.
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Polinomios del tipo 1
QX Y, 2)=X*+Y?’ 4+ Zyg(X,Y,Z) = X 4+ Y.

Polinomios del tipo 2
p(E)=E3—1.

Polinomios del tipo 3
M(X,Y,Z E)=FEX —1yho(X,Y,Z,E) = E(Y +1).

Recordemos que, por definicién, el ideal E, contiene también a los polinomios X 4_
X,Y*-YyZ*— Z. Para calcular la variedad de E,, obtenemos una base de Grébner de
dicho ideal, nuevamente haciendo uso del sistema algebraico computacional SageMath:

G={X+1L,Y+1,Z E+1}.

Siguiendo el procedimiento descrito obtenemos que los localizadores de errores son las
raices de los polinomios X +1, Y +1 y Z, que son, respectivamente, 1, 1, 0, esto conforma
el punto (1,1,0), lo que nos indica que el error se ha cometido en la segunda posicién.
Ademas, resolviendo el polinomio F; + 1, obtenemos que el valor del error es 1, luego el
mensaje corregido quedaria

c=(11,a+1,a)—(0,1,0,0) = (1,0, + 1, ).

Ejemplo 3.3. Sea F4[X,Y] el anillo de polinomios e I = (Y2 +Y — X3) C F4[X,Y] un
ideal. Se comprueba que

V(Iy) = {(0,0),(0,1),(1,@), (1,0%), (, ), (a, &%), (a®, @), (0, a?)}.
Tomaremos el subespacio vectorial
L=<{1+4+14, X +1;,)Y + I, XY + I} >.

y consideramos el cédigo C = C(L, I4), cuya matriz de control es

111 1 1 1 1 1
001 1 a a a® a2
H=]|01 a a® a o> o o?
001 1 o &2 a «
2

00 aa o2 &2 1 1 «

Obtenemos que se trata de un cédigo de longitud 8, dimensién 5 y distancia minima 5,
por ello tiene capacidad correctora t = 2. Supongamos recibido el mensaje

y=(a+1,0,a+1,1,aa+1,1,a,1).
Se comprueba que su sindrome es

s(y) =(0,a+1,0,,1).
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Una vez obtenido, podemos calcular los polinomios que generaran el ideal E,.

Polinomios del tipo 1
g (X1, Y1) = Y7 4+ Y1 — X7y g1 (X2, Ya) = V5 + Y2 — Xo.
Polinomios del tipo 2
pi(E1) = Ef = 1ypa(En) = B3 — 1.

Polinomios del tipo 3

hi(X1,Y1,X0,Ys, By, Ey) = Ey + Ey
ho(X1,Y1, X0, Ys, By, Ey) = E1 Xy + Ey + Xo — (a4 1),
h3(X1,Y1, X2, Ys, By, Ey) = E1Y1 + EoYs
h4(X1,Y1,X2,}/2,E1,E2) E1X12 =+ E2X22 —a
hs(X1,Y1, X2, Y2, B, Ey) = E1 X1Y1 + Ea XoYs — 1.

Recordemos que el ideal E, contiene a los polinomios
X! — X, X5 —Xo, Y= Y1, yV3 — Vo
Obtenemos que una base de Grobner del ideal E es
B={X2+(a+DXo+a, X1+ Xo+ (a+1),Y1 +, Yo+, B + 1, B> + 1}.
Observamos que una base del ideal (S1) = E, NF4[Y1] es
B ={Y1+a}

cuya variedad es V(S1) = {a}. A constinuacién, obtenemos (S2) = E, NF4[Y1, X1], de
donde podemos calcular los localizadores de errores

(1, @), (o, ).

Por tanto podemos determinar que los errores se produjeron en la tercera y la quinta
posicién. Por tdltimo mediante el ideal de eliminacién (S3) = E, NF4[Y1, X1, E1] podemos
determinar que los valores del error fue, en ambos casos, e3 = 1 y e5 = 1. Una vez acabado
este proceso, podemos concluir que el mensaje enviado fue

(a+1,0,c, 1,0, 1,0, 1).
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Conclusiones

En esta memoria se ha presentado una introduccion a la teoria de cédigos correctores.
En primer lugar, se ha hecho una breve introducciéon a la teoria de cédigos correctores
tratando, de un modo maés especifico, los cédigos lineales y algunas familias de estos. A
continuacién, se han analizado los cédigos de evaluacién sobre variedades afines y se ha
mostrado un algoritmo de descodificacién mediante el uso de bases de Grobner para codi-
gos ciclicos y codigos de evaluacion sobre variedades afines a una variedad.

La teoria de c6digos correctores es una herramienta fundamental en el manejo y trans-
misiéon de informacién. Actualmente, nuevos sistemas de comunicaciones inaldmbricos,
como el Li-Fi, depende de este tipo de cédigos para su evolucion. Este tipo de sistema
de comunicacién es un sistema de bajo costo que ha probado ser hasta cien veces maés
rapido que la tecnologia Wi-Fi. Sin embargo, es mas vulnerable a la generacién de errores,
y es aqui donde la teoria de cédigos correctores juega un papel importante. Por ello el
avance en el estudio de esta teoria ayudaria a garantizar el buen funcionamiento de nuevas
tecnologias.

No obstante, el avance en la descodificacion de los cédigos correctores de errores per-
judicaria a lo que hoy se conoce como Criptografia basada en cddigos. que nacié ante la
amenaza que representa la aparicién de los ordenadores cuanticos.

Durante la elaboracion de esta memoria se ha podido calcular el método de descodifica-
cién mediante el uso de bases de Grobner en algunos ejemplos concretos. Sin embargo, al
aumentar el nimero de variables, o la capacidad correctora del cédigo, la descodificacion
se vuelve casi impracticable, debido a la magnitud de las bases de Grobner, implicando
esto una busqueda casi exhaustiva. Aun asi la existencia de este método de descodifica-
cién para algunos cédigos concretos supone un éxito en tanto que el problema general de
descodificacién, como se mencioné anteriormente, es un problema NP-completo.

Los ejemplos propuestos en el texto utilizan como alfabeto, en la mayoria de los casos,
los cuerpos finitos Fo y Fy, pues son los més usados en la actualidad en este campo. No
obstante, todos los resultados incluidos se generalizan para cualquiera cuerpo de la forma
[F, siendo ¢ potencia de un ntimero primo.
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Using Grobner bases in coding theory

Linear codes

Let F,, a finite field with g elements. A g-ary linear code of length nis a
linear subspace C C Fj. We say it is a [n, k, d] linear code, where d is
the minimum distance of the code and t=| (d — 1)/2] its correcting
capacity. |he basis of this linear subspace will form what we call the
generator matrix G. Therefore,
C = {aGla € F"}.
The orthogcnal linear subspace, C, is the dual code, and its generator
matrix H verifies
Ha'=0lwalaeC

Thereby, s = Hy" is the syndrome and with the relation
ur v < s(u) = s(v) we obtain F}/C, where the class leader is
the element of weight less than or equal to t.
Syndrome-leader alzorithm

inputly):

s:= Hy';

if s; = 0 forall j

then output(y);stop;{no errors occurred}
elsg;
Look for the class leader;
If such leacer daesn't exist, the decadification fails;
Otherwise, the leader is the error; output(y — e)

Cyclic codes

A linear code C of length n over g, is a cyclic code if for every
(co,s c1y ++€n—1) € C, then (1, C24...Ch1, @) € C.

Theroem: Let C a nonzero linear code of length i over the finite field Iy,
We say that C is cyclic if, and only if, seen in the ring Ay . is an ideal
generated by a polynomial g(X) divisor of X" — 1.

This codes may be defined from the zeroes of the generator polynomial,
taking as control matrix

s T a’l‘“]

laginf!

=

with evq. ..., @, roots of g(X).

BCH Codes

We call BCH ccde of length n and minimum distance 8, a cyclic code of
length n and the roots of its generator polynomial are a®, ..., @”+%~2
withb > 0and § > 1.
Ihe BCH codes may be distinguished attending the next classitication:

1. If b = 1 we call BCH code in the strict sense.

2. fn = g™ — 1 we call primitive BCH code.

3. If, moreover, m = 1, that is, n = g — 1, we call it Reed-Solomon

code.

Affine variety codes

Let I C Fq[Xq,+..,Xs] be an ideal, we denote
Lo {0 — X X ),
So we have V/(Iy) = {P1,...

code as it follows.
Definition Let the map

4P} Thus, we define an affine variety

ev: R—F]

ftly — ev(f + 1) = (f(P1), ..., f(Pn))
L=< {A+ lg...,F+ l; > a Fylinear subspace of
Fgl X1y« Xs]/ lg. We define the affine variety code C(l, L) to be
ev(L), the image of L under the map ev.

Adrian Cruz G a

Groebner Bases

Let a monomial order > and an ideal I C R. We say that the set
{fi,...,f} C R is a Groebner Bases of | for = if it satisfies

(I (A1), -« s 16 (K)) = (It(1))
where It_(1) = {It_(F)|F € I}.

Theorem:Given a monomial order = and an ideal | C R, it exists a
Groebner bases of / and it is a generator set of the idea [.

Decoding cyclic codes

Let C oe a [, k, d] cyclic code over the field F;, generated by the
polynomial g(X) of degree r = n — k. Let us take F: an extension of
I such that, all root of g(X). isin Fgi. Now, we take a ath primitive
root of the unit, o, over IF 4, and let J(C) = {1, ..., Ji-} such that for all
i € J(C), &' isroot of g(X). We dznote by H its control matrix, and
let us suppose that t errors have occured. Then the decoding algorithm is
the following one:
Algorithm
input(y);
s := Hyt;
if 55 =0 for all j
then output(y);stop;{no errors occurred
else; _
S = ({X =1 YmXh, — 550 € J}U
LY S — Y. Xt —1 m=1....t}]
G := Groebner(S);
{&1(X1)} == G N FalXi]:
error locators:={zero of g(X;)}H
Gr:=GnN ]FqJExlg X
errar.value= {zero of Gy /X3 is an error-locator}

Decoding affine variety codes

letC C IF‘; be an affine variety cede and H the control matrix of that
code. Let ¢ be the number of errors made and
Tl Xty eses Xiss cses Xily cves Xiss e E1y 0005 E¢] the palynomial ring.
Then the decoding algorithm is the following one:
Algorithm
input(y);
s i = Hyt:
if sp =0 for all j
then output(y);stop;{no errors occurred :
else;
Bl = Ll = Loty | = Lysaymici =
LY
G := Groebner(E,):
forj=ltos
li=Ey N E—l"q[)cu., sy qu]
Gi =G NFqlxa, . .. x4
e.p={zero of G;/ (X1, ... . Xj_1) € €.f;_1};
lsp1 = Ey m ]Fqlxll! s eey Xges Ell
Gsr1 = G NFylxity .« o vy x15y Ei]
error.value= {zero of G, 11/ (X1, ..., X,) € e.l.};
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