Departamento de Analisis Matematico
Universidad de La Laguna

Introduccién al Principio del Maximo

TRABAJO FIN DE GRADO

presentado por

MISAEL ENRIQUE PERAZA LUIS

La Laguna, 1 de junio de 2016






La memoria “Introduccién al principio del maximo” ha sido realizada en el curso 2015-2016
por D. Misael Peraza Luis al objeto de ser presentada por éste como “Trabajo de Fin de Grado™.
Como director del trabajo, otorgo el visto bueno a su defensa publica.

n La Laguna, a 31 de mayo de 2016.

“Fdo. José Sabira de Lis
Catedrético de Universidad
];epﬁrtamento de Analisis Mateméatico






Indice general

INTRODUCCION

1. Principio del maximo en dimensiéon N =1
1.1. Principios del maximo fundamentales . . . . . . . .. ... ... ... ... ... ..

1.2. Inclusién de términos de orden cero

1.3. Una aplicacion al problema de valor inicial . . . . . . .. ... .. ... .. .....

2. Principio del maximo: ecuaciones elipticas
2.1. Ecuaciones lineales en el plano: clasificacion . . . . . . . .. ... ... ... ....

2.2. Ecuaciones elipticas . . . . .. ..

2.3. Ecuacion de Laplace: principio débil del maximo . . . . . . . .. ... ... ..

2.4. Ecuaciones elipticas: principio débil
2.5. Aplicaciones . . . . . ... ... ..
2.6. El principio fuerte del méaximo . .
2.7. Problema de Dirichlet . . . .. ..
2.8. El teorema de Phragmen-Lindeloff

del maximo . . . . . . . . ... ... ...

2.9. Problema de Dirichlet: datos continuos a trozos . . . . . . . . . . . ... ... ...

2.10. Singularidades evitables . . . . . .
2.11. La ecuacién de Poisson . . . . . . .

3. Principio del maximo: ecuaciéon del calor

3.1. La ecuacion del calor . . . . . . ..
3.2. La solucion fundamental . . . . . .
3.3. Principio débil del maximo . . . .
3.4. Principio fuerte del maximo . . . .
3.4.1. Bolas caléricas . . . .. ..
3.4.2. Propiedad de la media . . .
3.4.3. Principio fuerte del maximo

BIBLIOGRAFIA

VII

BN

12
14
17
19
22
25
28
31
32
34

37
37
37
38
40
40
41
44

47



VI

INDICE GENERAL



Indice de figuras

2.1.

3.1
3.2.
3.3.

La bola interior tangente B del Lema de Hopf. . . . . . . ... ... ... .. ... 23
La frontera parabdlica I'p de Qp. . . . . . . . . . . .o L 38
La bola caldorica para N = 2. . . . . . . . . . L 41
La zona de Qr donde w(z,t) = M. . . . .. . . e 45

VII



VIII INDICE DE FIGURAS



Introduccion

Contenido

Esta memoria presenta una introduccién al principio del méximo en diversos escenarios: ecua-
ciones unidimensionales, ecuaciones de Laplace y de Poisson, ecuaciones elipticas en el plano y la
ecuacion del calor.

El principio del maximo est4 vinculado con las ecuaciones de segundo orden de tipo eliptico?
y parabolico?. Es una herramienta que proporciona informacién sobre diversos aspectos funda-
mentales de éstas: unicidad de las soluciones, signo de las mismas, existencia por comparaciéon
y aproximacion, calculo de cotas y estimaciones. Otras cuestiones mas avanzadas trascienden los
objetivos de esta presentacion.

Consta de tres capitulos. El primero se ocupa de las ecuaciones lineales de segundo orden en
dimension 1. Las ecuaciones de Laplace y de Poisson se estudian junto con la clase mas amplia
de las ecuaciones elipticas en el segundo capitulo. Se han presentado los resultados en dimension
N = 2 pero las ideas fundamentales de las demostraciones son validas en dimension arbitraria
N > 2. El capitulo 3 presenta los principios débil y fuerte del méximo para la ecuaciéon del calor
en dimensiéon N. En el caso del principio fuerte nos limitaremos a la ecuaciéon del calor y la
demostracion hace uso de una version de la propiedad de la media debida a N.Watson ([1]).

Objetivos y plan de trabajo

Un curso de introduccion a las ecuaciones en derivadas parciales desde el punto de vista clésico
incluye el tema del principio del maximo entre sus objetivos. Por un lado, es valido para las
ecuaciones de la fisica matematica. Por otro, un tema clave como el de la unicidad de soluciones
resulta practicamente inviable sin el concurso del mismo.

Un aspecto que llama inmediatamente la atencién en un primer estudio del tema es que las
matematicas implicadas son relativamente elementales. No exceden los conocimientos de un curso
de calculo diferencial para funciones de varias variables.

El objetivo ha sido el analisis detallado de los diversos tratamientos que de la prueba del
principio del méximo se recogen en la literatura. Hemos puesto especial atencién a las aplicaciones.

El plan de trabajo ha consistido en el estudio de los primeros capitulos de [3]. Esta es la
referencia clasica sobre el tema. Otros aspectos de la materia se han extraido de los textos [1],
[5]. El ejemplo de no unicidad para la ecuacion de Poisson (Teorema 2.44) procede de [2]. Se ha
hecho uso asimismo de las notas manuscritas del Seminario de Ecuaciones de Derivadas Parciales

(POAT), curso 2015-2016.

IEcuaciones de Laplace y de Poisson.
2Ecuacion del calor.
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Summary

This memory provides an introduction to the maximum principle. Such result constitutes a key
tool in the theory of partial differential equations. It is involved in fundamental issues concerning
the theory. Namely, uniqueness and sign of solutions, comparison, existence by an approximation
approach and the finding of “a priori” estimates. All of these subjects have been analyzed here in
the framework of classical examples.



Capitulo 1

El Principio del maximo en
dimensiéon uno

1.1. Principios del maximo fundamentales

Comenzamos recapitulando una propiedad elemental.

Propiedad 1.1. Sea u una funcion derivable dos veces en el intervalo (a,b).
a) Siu tiene un mdximo local en un punto ¢ € (a,b), entonces:

u'(c) =0 Y u”’(c) <0.
b) Siu esta definida en [a,b] y en b hay un mdzimo local, entonces u'(b) > 0.

Introducimos ahora un poco de notacién. Para u € C?(a,b) definimos el operador diferencial
de segundo orden:
Llu] =" + g(a), (1.1)

en donde se supone en lo que sigue que g(z) es una funciéon acotada en (a,b).
Propiedad 1.2. Supongamos que u € C?(a,b) satisface
Lu] >0

en el intervalo (a,b). Entonces u no puede tener un punto ¢ de mdximo local en dicho intervalo.
Demostracion. Supongamos que u tiene un méximo local en ¢ € (a,b), entonces:

w(e)=0 y u"(c) <0.
Aplicando las condiciones anteriores a L [u] en ¢, tenemos que:

u”(c) + g(2)u'(c) = u"(c) <0,
que contradice la hipétesis Lu] > 0 en (a, b). O
Con la ayuda de esta propiedad vamos a demostrar el siguiente resultado.

Teorema 1.3 (Principio fuerte del maximo, N = 1). Supongamos que u = u(x) satisface:

L{u] >0 a<z<b,

siendo g(x) una funcion acotada en (a,b). Siu toma un mdrimo absoluto de valor M en un punto
¢ del intervalo (a,b), entonces u= M.
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Demostracion. Supongamos por contra que u(c) = M y que hay un punto d perteneciente a (a, b)
de forma que u(d) < M. Admitamos que d > c¢. Definimos la funcion:

2(z) = e@79) 1

3

con « una constante positiva que determinaremos. Se observa que si a < x < ¢ entonces z(x) < 0,
si ¢ < x < b entonces z(z) > 0, mientras que z(c) = 0. Aplicando L a z:

L[z] = 2" 4 g(z)2' = aa + g(z)]e*®~),

Elegimos un « grande de forma que L [z] > 0 para a < z < b. En efecto, tomamos « > —g(x) y
podemos hacerlo dado que g(x) esta acotada en (a,b). Como la exponencial siempre es positiva,
concluimos que L[z] > 0. Ahora definimos:

w(z) = u(z) + ez(x),
donde ¢ es una constante positiva elegida de forma que satisfaga la desigualdad:

M — u(d)

e< Z(d)

La suposicion u(d) < M y el hecho de que z(d) > 0 hace posible encontrar tal . Dado que z es
negativa para a < z < ¢ tenemos:

w(x) < M en a<x<c.
Por la definicion de e:
w(d) = u(d) + ez(d) < u(d) + M — u(d),

asi que:
w(d) < M.
En el punto c,
w(c) =u(c) +ez(c) =M

y como w(a) < M (ya que z(a) < 0), w tiene un maximo mayor o igual a M el cual es alcanzado
en un punto interior del intervalo (a, d). Por otra parte,

L{w] = Lu] 4+ ¢L[Z]
y L[z] > 0. Por tanto:
L{w] >0

en (a,b). Esto es imposible por la Propiedad 1.2. Por tanto el caso d > ¢ no es posible. En el caso
d < ¢, usamos la funcién auxiliar

z=e @) _q,

con a > g(x) y razonamos igual para concluir que no es posible.
Por tanto u = M que es lo que se pretendia demostrar. O

Corolario 1.4 (Principio débil del méximo). Siu € C?(a,b) N Cla,b] satisface:
Llu] >0
en (a,b) entonces:

sup u = max{u(a), u(b)}.
(a;b)
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Corolario 1.5 (Principio del minimo). Supongamos u satisface:
Llu] <0,

a<x <b, con g(x) acotada en (a,b). Siu tiene un minimo absoluto m en un punto ¢ de (a,b),
entonces u = m. En particular:

inf v = min{u(a),u(d)}.

(a;b)

Demostracion. Llamamos v = —u, entonces:
Lv] >0,

luego v cumple el principio del maximo. Por tanto, v tiene un méximo absoluto en un punto ¢ de
(a,b) con valor v = —m. Asi v = —m. O

Teorema 1.6. Supongamos que u € C?(a,b) es una funcion no constante, la cual satsiface:
u” + g(z)u’ >0,

x € (a,b) la cual tiene derivadas laterales en a y b, con g acotada en cada subintervalo cerrado de
(a,b). Siu alcanza el mdzimo en a y g estd acotada inferiormente en x = a entonces u'(a) < 0.
Si w alcanza el mdzimo en b y g estd acotada superiormente en x = b, entonces u'(b) > 0.

Demostracion. Supongamos que u(a) = M, con u(x) < M para a < x < by que para algin punto
d en (a,b) tenemos que u(d) < M. Definimos la funcion auxiliar:

2(z) =™ -1 con > 0.

Elegimos o« > —g(z) para ¢ < x < d de la misma manera que se hizo en la demostracion del
Teorema 1.3, y asi L[z] > 0. A continuacién, construimos la funcion:

w(x) = u(z) +ez(x)
con ¢ elegido de tal forma que:
M — u(d)
z(d)

Ya que L{w] > 0, el maximo de w en el intervalo [a,d] debe ocurrir en uno de los extremos.
Tenemos:

O<e<

w(a) = M > w(d)
asi que el méximo ocurre en a. Por tanto, la derivada lateral de w en a no puede ser positiva:
w'(a) = u'(a) +¢2'(a) <0.

Sin embargo,
Z'(a) =a>0.
Ademés:

v (a) < —ez'(a).

Por tanto, u/(a) < 0.
Si el maximo se alcanza en x = b, el argumento es similar. [l
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1.2. Inclusién de términos de orden cero
A continuacién, definimos el operador diferencial de segundo orden méas general:
(L + h)[u] =u" + g(x)u’ + h(x)u > 0. (1.2)

La presencia del término h implica que el principio del maximo en general es falso para L+ h. Por
ejemplo u = senx cumple:
' +u=0

en (a,b) = (0,7), alcanza el maximo en x = % y sin embargo no es constante. En este ejemplo
h(z) = 1.
Vamos a suponer que h(z) < 0 en (a,b) y que h es una funcion acotada.

Propiedad 1.7. Supongamos que u € C?(a,b) cumple:
(L+ h)u] >0

en (a,b) donde h < 0. Entonces u no puede alcanzar mdzimos locales en ¢ € (a,b) tales que
u(c) > 0.

Demostracion. En un punto ¢ de maximo local:
u(c) + g(@)u'(¢) + h(z)u(c) > 0

es decir,

u” () + h(c)u(c) > 0,
u”’(c) > —h(z)u(c) >0,

si se sabe que u(z) > 0. Luego:
u”’(c) > 0.

Esto no es posible pues v’ (¢) < 0. O

Teorema 1.8. Sean g, h funciones acotadas en (a,b) mientras:
h(z) <0 x € (a,b).

Si u satisface:
(L+h)u] >0 (1.3)
en (a,b) junto con:

u(c) = méxu >0
(a7b)

para algin ¢ € (a,b). Entonces u es constante.

Corolario 1.9. Bajo las condiciones del Teorema 1.8 para h si:
(L+h)u] <0
en (a,b) y Ic € (a,b) tal que u(c) = inf (4 p)u =m con m <0 entonces u = m.

Corolario 1.10. En las condiciones del Teorema 1.8 si supu > 0 entonces u alcanza el mdzrimo
enx=a 0 x=">b. Andlogamente si infu < 0 entonces u alcanza el minimo en r =a ¢ x = b.

Observacion 1.1. En los Teoremas 1.3 y 1.6 no se requeria que M > 0.
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Demostracion del Teorema 1.8. Igual que en la demostracion del Teorema 1.3, introducimos z =
e*(#=¢) _ 1, Tenemos que encontrar o para que se tenga:

(L+h)[z] >0 en (a,b).
Aplicando (L + h)[z] y dividiendo por el factor exponencial la desigualdad equivale a:
a24—agcw~+ldx)(1——e’a@7@) > 0.
Usando que h < 0 basta con tener que:
o? — alg(z)| + h(z) > 0.

Dividiendo por « y despejando:

o> ~Jgla)] ~ 2. (1.4)

Se puede entonces encontrar un « suficientemente grande de forma que (1.4) se cumpla porque g
y h estan acotadas. Con esa eleccion de « se tiene:

(L +h)[z] > 0.

Razonando como en el Teorema 1.3 mediante la funcién w = u + €z y usando la misma notacion
llegamos a que w alcanza un maximo interior en (a,d). Al ser (L + h)[w] > 0 la Propiedad 1.7
impide que eso ocurra. Luego no puede ser en ¢ < d < b. En el caso d < ¢, usamos la funcion

auxiliar:
z=e @—0) _ 1,

con « suficientemente grande, y razonamos igual para concluir que no es posible. [l

Teorema 1.11. Supongamos que u es no constante, satisface (1.3) en (a,b) y tiene derivadas
laterales en x = a y x = b. Se admite que h(z) < 0 y que h,g son acotadas en (a,b). Si u tiene
un mdximo no negativo en a entonces u'(a) < 0. Siu tiene un mdzimo no negativo en b entonces

u’(b) > 0.

Demostracion. Sigue el argumento del Teorema 1.6. O

Corolario 1.12. Si u satisface (1.3) en (a,b) con h(xz) < 0, es continua en [a,b] y u(a) < 0,
u(b) <0, entonces u(x) <0 en (a,b) a menos que u= 0.

En el siguiente resultado relajamos la condicién h < 0 de los teoremas anteriores.

Teorema 1.13. Sean g, h funciones acotadas en [a,b]. Supongamos que existe w € C?(a,b)NC|a, b]
tal que:

i) w>0 en [a,b].
ii) (L+ h)w <0 en (a,b). Entonces si:

(L+h)u>0

se tiene que - satisface las conclusiones de los Teoremas 1.8 y 1.11
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Demostracion. Se introduce la funcioén:

Entonces:

donde:

/

(L +h)[v] =" + (2% —|—g> v + E(L+ h)[w]} v.

Notese que h < 0 sale de i1) y que por tanto estamos bajos las condiciones de los Teoremas 1.8 y
1.11. 0

Teorema 1.14. Supongamos que el operador L+ h satisface (1.3) en (a,b) con h y g acotadas. Si

[a,b] es pequerio se puede encontrar una funcion w satisfaciendo las condiciones i), ii) del Teorema

1.18. Por tanto si u es solucion de (1.3) en (a,b), la funcion =+ wverifica las conclusiones de los

Teoremas 1.8 y 1.11.

Demostracion. Vamos a construir w y [a, b] tales que se cumplen las condiciones del Teorema 1.13.
Definamos asi w:

w(z) =1 - Bz —a)?,

con [ una constante adecuada. En a se alcanza el maximo, cuyo valor es 1. La gréafica es una
parabola que corta por segunda vez al eje x en el punto a + ﬁ Luego b < a + ﬁ, lo que nos
lleva a:

Por otro lado:
(L + h)[w]

=w" + g(z)w' + h(z)w = =28 — g(2)2B(z — a) + h(z) (1 — B(z — a)?) .
= —28—2B(z — a)g(z) + h(z) (1 — B(z — a)?) < 0.

Necesitamos encontrar un J suficientemente grande de forma que (L + h)[w] < 0. Como h(z) esta
acotada superiormente:

h(z) (1= Bz —a)?) <281+ g(2)(z —a)),

h(z) <281+ g(2)(z — a)) + h(z)B(z — a)?,

dividiendo por 2 nos queda:

También tenemos que:

Entonces:
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Como 0 < x —a < R, podemos hacer:
—K\R? _ K (z —a)® _ @)
2 - 2 - 2
—KoR< —Ks(z—a) <g(z)(x —a) < Ka(z —a) < KaR.

_ )2 2
(x—a)QSKl(x2 a) §K12R

Por lo tanto:

h(x) - h(x)
2[1 4+ g(z)(x —a) + %(I —a)?] 7 2[1-KyR-— %RQ] -

Basta con tomar: .

R_
<\/3’

con R pequetio. Entonces tenemos w > 0 en (a,b). O

B> K, &

1.3. Una aplicaciéon al problema de valor inicial

En el capitulo siguiente estudiaremos, en forma general, las aplicaciones del principio del méa-
ximo al estudio de problemas de contorno del estilo:

u”" + g(x)u + h(z)u = f(z) x € (a,b)
u(a) =7 u(b) =,

donde las funciones f, g y h estan definidas en (a,b), g y h funciones acotadas (71 y 72 constantes).
Por eso nos limitaremos, en cuanto a las aplicaciones de dicho principio, al problema de valor inicial:

{ u” + g(x)u’ + h(z)u = f(z)
w@) =m  v(a) =2

(1.5)

Teorema 1.15 (Unicidad de soluciones). Supongamos que ui y us son soluciones del problema
(1.5) definidas en el intervalo [a,b]. Entonces uy = us.

Demostracion. La funcion u = uy — ug satisface (L + h)[u] =0 en (a,b) con u = v’ =0 en x = a.
Queremos probar que u = 0. El Teorema 1.13 asegura la existencia de € > 0 y w > 0 tal que dicho
teorema es aplicable en (a,a 4+ ). Vamos a probar que u = 0 en (a, a+ ). Afirmamos que, 6 bien:

gle
g
&

sup
(a,a+¢)

6 bien
mf 2= (1.6)
(a,a+e) W ’LU(CL)

En efecto, si sup £ < 0 como #(a) = 0 entonces el maximo se alcanza en x = a. Si por contra

sup + > 0 del Corolario 1.10 se tiene que ha de alcanzarse en x = a + €. Entonces

u(a+5)>0.

w
Sin embargo, en este caso se tiene que:

mf =~ =0. (1.7)
(a,a+e) W
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Sino, inf& <0ycomo g =0enz =ay; >0enz =a+e, el infimo se alcanza en un

punto interior. El Corolario 1.10 implicarfa = = C' < 0 (C constante) lo cual es incompatible con
los valores de & en 2 = a,a + €. Por tanto no puede cumplirse inf £ < 0 y se tiene (1.7). En

particular,

u
inf — = . 1.8
(a}(rll-‘ra) w  w(a) (18)

Tanto en (1.6) como en (1.8) se tiene del Teorema 1.13 que:

u

(%) @ #o0, (1.9)

w

salvo que % =0 en (a,a + ¢). Ahora (1.9) es imposible pues:

!
(E) =0 en r = a.
w

Por tanto = =0 en (a,a +¢). Entonces
u=0 en (a,a+ ¢).

Finalmente, para probar que u = 0 en (a,b), repetimos el argumento en (a + €,a + 2¢) y asi
sucesivamente. Teniendo en cuenta que € sélo depende de g y h esto termina la demostracion. [l

Una consecuencia del Teorema 1.15 es el siguiente teorema de unicidad para un problema de
valor inicial mas general. Supondremos que F' = F(x,y,2) es una funciéon C' de sus argumentos
3
en R”.

Teorema 1.16. El problema de valor inicial:

admite a lo mds una solucion.

Demostracion. Si uq, us son soluciones definidas en [a, b), introducimos w = ug — u; y restando
las ecuaciones tenemos que:

W’ = a1 (x) 4+ az(z)w + az(z)w’
w(a) =0 w'(a) =0,
donde:
al:F(Iaulaull)a G‘QZFy(xvulau/l)v a3:FZ(x7u17u/l)'

El Teorema 1.15 aplicado al tltimo problema de valor inicial permite concluir que w = 0. Por
tanto u; = ug en [a, b). O



Capitulo 2

El principio del maximo para
ecuaciones elipticas

2.1. Ecuaciones lineales en el plano: clasificacion

Se llama ecuacién en derivadas parciales a una identidad de la forma:

ou ou 0™u

F <:C13I27 vy Iy U,y

Para N =2:

0? 0? 02

0 0
F _- - — — —
(1000 ). e ), o), (o). (o)

Las ecuaciones lineales homogéneas son:
Lu=0,

donde
Lu = augzy + 2bugy + cuyy + dug + euy + gu,

—_— e, ——, . =0.
Ox’ 7 Oz’ ’6k1x16k2xg...6knxn>

(2.1)

y los coeficientes son funciones de (x, y) definidas en un dominio €2 del plano. Conviene representar:

Lu = Liu + gu, Lyu = Lou + dug + euy + gu v Lou = augy + 2bUzy + Cliyy.

Se simplifican mediante un cambio de variable de la forma:

n=mn(z,y).

El operador L se escribe en coordenadas &, 7 como:

Lu = @uge + 2bugy + Cuyy, + dug + Buy + gu,

con:
@ = ang + 2088y + C§y2 d= L (©)
b= alene + b(Eeny + 51/771) + c&ymy = Ll( )
c= anz2 + 20mzmy + Cny2~ i
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Se buscan &, para que Lg sea lo mas sencillo posible. Las identidades a = 0 y ¢ = 0 conducen a
la ecuacion:
ag,® + 2bhudy + cdy” = 0.

Dividiendo por ¢y, :

¢\, be
a(¢y> +2b¢ +c=0, (2.3)

y llamando A = % se obtiene:
Y

aX? 4 26\ + ¢ = 0.

Cabe considerar tres opciones:
i) Caso Hiperbdlico. El discriminante:

d="b*—ac >0,
en . La ecuacion (2.3) equivale al par de ecuaciones:
B —b++Vd
Oy o=V
Qby a
también:
d)m - )\:I: d)y = 0.
Hallar soluciones de las ecuaciones anteriores consiste en hallar la solucion general
y="Yyi(z,0)
de: p
Y
— =-A .
dx + (LL', y)

Después se despeja ¢ en términos de = e y, de forma que ¢ = ¢+ (z,y). En este caso:

f(l’, y) = ¢+ (LL', y)
n(z,y) = ¢—(r,y).
Entonces la nueva ecuacion es:

2l_m£77 + Ju§ + eu, + gu = 0,

donde b = a&umy + b(Eemy + Ene) + cEyny = —%fyny. Es habitual referirse a &, n como las
coordenadas caracteristicas.

Ejemplo 2.1. Para el operador de ondas:
Oett = Uy — gy
la ecuacion de las curvas caracteristicas es:
5 — 62 =0,
es decir
¢t =+ C¢LE = 07

luego una elecciéon de coordenadas caracteristicas es:
E=ax+ct n=x—ct.
Asi (d = ¢2):

Oou = —402u5n.
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1) Caso Parabdlico. Es el correspondiente a :

d=10b*—ac=0,
en (). Tenemos una sola raiz: 5
A= ——.
a

Eligiendo como en el caso anterior una soluciéon de:

b
(bz + _(by = Oa
a
y tomando por ejemplo:
77 - .I,
llegamos a que:
- a=20
b=al +0b5 =0
c=a

con lo que la nueva ecuacion es:

Uy + dug + euy, + gu = 0.
Ejemplo 2.2.

1. La ecuacion del calor L(u) = u; — uy, es el ejemplo por antonomasia de operador parabélico.
2. La ecuacién:

T Uy — 20Uy + Y2 Uy + 2Us + yu, = 0,

es parabdlica (d = 0). Una eleccion de £ resultara la solucion general de % = —% esdecir, { = yx.
Tomando n = x, la ecuacion transformada es:

Ny + Uy =0,

pues L(§) = 0,L(n) = n. Las soluciones son de la forma: v = F(&) + G(§)logn = F(xy) +
G(zy)log .

iii) Caso Eliptico. Cuando d = b? — ac < 0 en 2 la ecuacion:

agy’ + 2bgry, + ch,” =0, (2.4)
carece de soluciones reales. La funcion:
N V% —ac
a
toma valores complejos. La ecuacion % = —\(z,y) admite una solucién general:
y=Y(z,c),

donde z,y,z € C. De ahi ¢ = ¢(z,y) = &(x,y) + in(x,y) cumple la ecuacion (2.4). Luego:
a(8§3 — n7) +2b(&€y — 0 — wny) + (&) —ny) =0,
a&une + 0(Eany + Eyna) + c€yny = 0.

Por tanto b = 0 mientras a = ¢. La nueva expresion de la ecuacion es:

L = a(uge + uyy)dug + eu,y + gu = 0.
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Ejemplo 2.3. Ecuaciéon de Tricomi.

YUgy + Uyy = 0.

tiene d = —y. Es hiperbolica en y < 0. En este caso tenemos A\ = +1/,/—y que dan posibles &, 7
bajo la forma:

2 2
E=a+3(=0)?  n=2- 3=y

mientras L(¢) = —L(n) = 1/(2y/—y),b = 2y. Luego en la region y < 0 la ecuacion de Tricomi
adopta la forma:

1
Ugn 8(—y)3/2 (’U,g un)
La ecuacion es eliptica en y > 0 con A = :I:ﬁ. Integrando dy/dxr = —i//y obtenemos como

candidatas a &, 7 las funciones:

2
E=3v"%  n=u

con lo que @ = y. Asi mismo L(§) = 1/(2\/y), L(n) = 0. La ecuacion de coordenadas caracteristicas
adopta la forma:

3
tge + tny + Sug =0
Definicion 2.1. Un operador lineal L con coeficientes variables definidos en Q) es decir,

Lu = Lu = aug, + 2bugy + cuyy + du, + euy, + gu,

se dice eliptico en € si
d(xv y) = b(xv y)2 - a(Ia y)C(ZE, y) < 07

para todo (z,y) € Q.

2.2. Ecuaciones elipticas

Vamos ahora a considerar la nocién de operador eliptico desde un punto de vista mas habitual
en la literatura que se extiende ademéas a dimension N > 2.

Proposicion 2.2. Sea A la matriz simétrica:
a b
(3 7)

q(v) = av? + 2bvivy + cv?, v = (v1,v2),

la forma cuadrdtica asociada. Si
a>0 & ac—b>0 (2.5)
entonces existe \g > 0 tal que:

av? + 2bvyvg + cvs > Ao|ul?. (2.6)
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_ (Y2 2, (VL) o
Q(U)—9<v1>v1 h<v2>vz

g(t) =a+2bt +ct>  h(t) = at® + 2bt + c.

Demostracion. Se tiene:

donde

Se comprueba que:

ac — b? ac — b?
t) > & h(t) >
g(t) = “= 0z,
para todo t € R. Por eso:
ac—b> , ac — b?
& 2
q(v) > PR q(v) > . 2
luego:
ac — b? 11
> m{= Zo|?
q(v) > mln{a7 C}|U| )
Y 2
ac—b 11
Ao = m{—, -
0 ln{av }
O
Proposicion 2.3. Sea A una matriz simétrica 2 X 2 y supongamos que:
q(v) > 0,Yv € R v # 0.
Entonces se cumplen las condiciones (2.5) y existe Ao de forma que se satisface (2.6).
Demostracion. Como a = ¢(eq), a > 0. Como g(t) > 0 para todo ¢ la ecuacion:
g(t) =0
no tiene raices reales y ac — b? > 0. Estas son las condiciones (2.5) que entonces implican (2.6).
O
Proposicion 2.4. Sea ahora A(x,y) la matriz simétrica de coeficientes variables:
a(z,y) b(x,y))
Az, y) = ,
@) (b(af, y) clz,y)
con a,b,c continuos en Q C R? un conjunto abierto y acotado. Si las condiciones:
a(Ia y) >0 & a’(xvy)c(xvy) - b(xvy)2 >0 (27)

se cumplen en todos los puntos de Q entonces existe una constante positiva u tal que:
q(v) = a(z,y)v} + 2b(z, y)vrvs + c(x,y)vs > plo]?
para todo v € R* y (z,y) € Q.

Demostracion. La funcion

)\O(Iay) =

a(Iay)C(Iay) B b(:Z?,y)2 ’ 1 1
2 o { a@.y)" ofa.y) }

es continua y positiva en 2. Asi:

Ao(@,y) = mindo(,y) = p > 0.
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Definicion 2.5. FEl operador:
Lu = a(x, y)ugy + 2b(x, y)ugy + (2, y)uyy + e(x, y)ug + d(x, y)uy + g(x, y)u
cuyos coeficientes estdan definidos en un abierto Q del plano se dice eliptico en 2 si
a(x, y)vi + 2b(z, y)vive + c(x, y)vs >0
para v € R?, v #0 y (z,y) € Q arbitrarios.

Observacion 2.4. Un operador diferencial de segundo orden en N variables:

0%u ou
Lu= ; @) g T ;bi(ar)a -+ hia)u
se dice eliptico en €2 si para todo z € Q v £ € RY se tiene:
N
Z Qij (x)ngj > 0.
ij=1

Esta nocién admite una generalizacion conveniente a operadores de orden m.

De las propiedades precedentes se deduce que L es eliptico en €2 si y s6lo si se cumplen las
condiciones (2.7) en cuyo caso existe una funcion positiva A\g(z,y) de forma que se satisface la
condicién:

a(x, y)v% + 2b(x, y)v1v2 + c(x, y)v% > Aoz, y)|v|2, Yo € R?, (x,y) € Q. (2.8)

Definicion 2.6. El operador L se dice uniformemente eliptico en 2 si Ny se puede tomar constante
(y positiva) en (2.8).

Corolario 2.7. Si el operador L:

Lu = a(x, y)ugy + 2b(x, y)ugy + (2, y)uyy + e(x, y)ug + d(x, y)uy + g(x, y)u
es eliptico en cada uno de los puntos (x,y) G_ﬁ donde ) es un abierto acotado del plano, y los
coeficientes a, b, ¢ son funciones continuas en €2 entonces L también es uniformemente eliptico en
Q.
2.3. Ecuacién de Laplace: principio débil del maximo
Definicién 2.8. Se dice que u € C?(2) es armdnica en Q si:

Au=0 enQ,
donde Au = uyz+uyy es el operador Laplaciano y la ecuacion precedente es la ecuacion de Laplace.
Propiedad 2.9. 5i f:QCC — C es derivable en Q y f = u +iv, entonces:
Au=0 y Av=0.

Las funciones armonicas lo siguen siendo tras cambios de variables g = £ + in derivables (en
sentido complejo) en un dominio 2.
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Propiedad 2.10. Sea u € C?(Q),Q C R? abierto, una funcion armonica. Si g:Q CC — Q
,g(2) =&+1in, con z = x + iy, es holomorfa y biyectiva entonces u(€,m), @ =wuo gt , también
es armonica en Q.

Demostracion. Se sabe:
Lu = Lu = atige + 2blig,) + Ciiyy + diig + €y,
que se aplica como caso particular a:
Au = Glige + 2biig,) + Cliyy + die + ey,

donde a = 1,0 =0,c=1,e = 0,d = 0. Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann para g = £ +1in
se tiene:

B:§x771+§y77y20 fb:éiﬂ%j 5:77325+77§,
mientras d = A¢ = 0, & = An = 0. Como u es armoénica:
Au = C_L(ﬁgg + 1_1‘7777) =0.

Entonces @ también es armonica. O

Definiciéon 2.11 (Problema de Dirichlet). El problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace
con dato f en la frontera O), consiste en hallar u € C?(2) N C(Q) tal que:

{ Au=0 (z,y) € Q
u= f(z,y) (x,y) € 0.

Observacion 2.5. La misma definicién se aplica a ecuacién de Poisson:

{ Au=F(z,y) (x,y) €
u= f(z,y) (z,y) € 0N

Observacion 2.6. En dimension 1, una version de estos problemas es:
{ '+ g(@)u + h(z)u=F(z) a<z<b
u(a) = ag u(b) = by
ue C?*a,b)NCla,b].
Teorema 2.12 (Principio débil del maximo). Sea u € C?(2) N C(Q), Q acotado, que cumple:
—Au <0 en €.
Entonces:

Sup u = sup u. (2.9)
Q a0

Observacion 2.7. Si Q es acotado, u alcanza el infimo y el supremo en €.

Observacion 2.8. Se cumple supq u = supg u > Supyq u. Luego (2.9) equivale a:

supu < supu
Q fole}
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Demostracion del Teorema 2.12. Para Au > 0 en () sabemos que u no puede tener maximos
relativos en  ya que en un méaximo relativo la matriz hessiana D?u es semidefinida negativa y
por tanto su traza Au < 0. Si el maximo no esté en () estara en la frontera, asi que sabemos que:
Sup u = sup u.
Q o0
Si ahora suponemos que Au > 0, no podemos hacer el mismo razonamiento, pero podemos apro-
ximar u por funciones que si tienen Laplaciano mayor que cero. En el argumento que sigue supon-
dremos que 2 C RY pues se abrevia la notacion. Se introduce la funcién auxiliar:

ue(2) = u(z) + |z
Entonces Au. > 0. Usando la primera parte, se tiene:

sup{u(z) +ela|*} = sup{u(z) + lz|*}.
Q o0

Haciendo € — 0 en:
supu < supu + £ sup |z|?,
a o0 o0

se tiene que:

supu < supu

9] a0

que equivale a:

SuUp u = sup u.

Q o0
O
Corolario 2.13. Siu € C*(Q)NC(Q) y
—Au >0 en €,
entonces:
inf u = inf u.
Q 9
Demostracion. Llamamos v = —u que cumple el principio del méximo, entonces:
supv =supv = sup(—u)=sup(—u) = infu=infu.
Q o0 Q o9 Q o9
O

Corolario 2.14. Siu e C*(Q)NC(Q) y Au = 0 entonces:
sup |u| = sup |ul.
Q a0

Demostracion. Sabemos que:

u(z) < supu < supu < sup |ul, Vo e Q.

Q o0 a0

Por otro lado,
u(z) > infu > infu > inf —|u| = — sup |u|, Vr € Q.
Q o0 o2 90

Esto quiere decir:

[u(z)| < sup |ul, Vo € Q.

0

Entonces:
sup |u| < sup |u].
Q o0

Luego supyq, |u| = supg |ul. O
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2.4. Ecuaciones elipticas: principio débil del maximo

Estudiamos el principio del maximo para ecuaciones mas generales.

Lema 2.15. Sea u ¢ C?(2) una funciéon que cumple:
—Au+ (by(x,y),ba(z,y)) Vu(z,y) <0 en €. (2.10)
Entonces u no admite maximos relativos en €.

Demostracion. Si (zg,yo) es un maximo relativo, entonces Vu(zg,y0) = 0 y Au(zg,yo) < 0. Por
lo tanto, la condicion (2.10) no se satisface.
O

Lema 2.16. Sea u € C%(Q) que cumple:
—(a(®, y)uas + 2b(x, y)tay + (2, y)tyy) + (b1(2,y), b2(7,y))Vu <0 en O, (2.11)

donde Ly es eliptico en Q. Entonces u no admite méaximos relativos en €. Por tanto si u € C(Q)
entonces:

SuUp u = sup u.
a o0

Demostracion. En efecto, sea (x0,y0) € € un maximo relativo. Entonces:
Vu(zo,y0) =0 Aufzo,yo) < 0.

Como Ly es eliptico, aplicaremos el concepto de elipticidad en el punto (xo,yo), es decir, existe
Ao > 0 de forma que:

U1 a(zo,y0) b(wo,yo0) ) ( U1 ) 2
v1 v9)A(xg, = (v v > Aol v |7,
(1 v2)A(z0, 10) ( v, ) (01 v2) ( bwo.yo) claoyo) )\ va ) =201
para todo v = (v1,v2). De ahi se deduce la existencia de Ao > A1 > 0 y de una matriz P € Mayo
invertible tal que:
A 0
t_ 1
par-(h D).
Introducimos el cambio lineal:
§ =m0 +v1(z —20) +02(y — Yo)
N =yo +wi(x — o) +w2(y — yo),
y resulta:

(5 0)= (o ) (e dewm ) (oo )= (5 2.

La ecuacion (2.11) se escribe en la forma:

SIS
ol <

—(Mtge + Aatiy) + diig + €ty < 0 (2.12)

Si w tiene un maximo local en (20, yo), entonces @(£,n) tiene un maximo local en (£,71) = (2o, yo)
y Vi(zo,yo) = 0, luego:
tge (%0, Y0) + Uy (20, Yo) < 0.

Por lo tanto:
Alge + Aoy, <0,

pero al hacer (§,71) = (zo,yo) en (2.12) llegamos a que:
)\1@55 + /\g’ﬁnn > 0,

lo cual es imposible. O
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Teorema 2.17 (Principio del maximo débil). Sea u € C?(Q) N C(Q) cumpliendo:
—Lou + (b17 bQ)V’U’(xvy) < 07 (Ia y) € Qv
donde Lou = gy +2bUgy +cuy, es eliptico en £, y a, b, c,bi, by son funciones acotadas. Entonces:

supu = supu
Q o

Demostracion. Denotamos:
Lu = —Lou + (b1, b2)Vu(x,y)

y distinguimos dos casos. Si Lu < 0 se utiliza el Lema 2.17 y se tiene el resultado.
Si Lu < 0 se forma la funciéon auxiliar:

Us = U — EW

donde w es:

_ — % |z—z0|?
w=1—e 3 |,

donde Z = (z,y),To = (z0,yo0). Se puede entonces hallar « tal que:

Lw>0 en(.

o

En efecto, aplicando L a w y simplificando ae™ %4, donde A = (2 —0)% + (y —y0)?, la desigualdad
equivale a:

—a(1 = afz —x0)%) + 2ba(z — 0)(y — yo) — c(1 — aly — y0)*) + bi(z — z0) + b2(y — yo) > 0.
Debemos encontrar un « de forma que se satisfaga la desigualdad anterior. Despejando o

bi(z —x0) +ba(y — o) +a+c

@7 a@ = 20)2 + 2b(z — 20) (¥ — y0) + (¥ — o)

La desigualdad debe cumplirse V(z, y) € Q. Asi elegimos Py = (x9,%0) ¢ . Por un lado, como Lg
es eliptico en Q:

a(z — 20)* + 2b(z — 20)(y — yo) + c(y = y0)* = Ao{(z — 0)* = (y — 40)*} = Aod(Fo, Q)?,
siendo d(Pp, ) la distancia de Py a €. Por otro lado:
bi(z —x0) + ba(y — yo) +a+c < |(by,b2)||P — Po| + |a| + |¢| < My|P — Py| + Ms + M3 < M,

pues los coeficientes estan acotados.
En conclusién:
bi(x —x0) + b2(y —yo) +a+c M
2 7 S 2
a(z —x0)? + 2b(x — 20)(y — yo) + c(y —y0)* ~ Aod(Fo, )

Basta con tomar a = WI‘/{))Q)Q.
Llegados a este punto, hacemos:

L(u—ew) = Lu —eLw < —eLw < 0.
Aplicando nuevamente el Lema 2.17 tenemos que:

sup(u — ew) = sup(u — ew).
Q o9
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Ahora:
u—esupw < U — ew = supu — esupw < sup(u — cw),
Q Q Q Q
mientras
sup(u — ew) < supu = supu — esupw < sup u.
Q oQ Q Q o0
Tomando limites cuando ¢ — 0 se obtiene:
supu < sup u.
a o0

O

2.5. Aplicaciones

Teorema 2.18 (Unicidad del problema de Dirichlet). El problema de Dirichlet

—Au=F en (}
u=f en 0N
admite a lo mds una solucion u € C*(Q) N C(Q).
Demostracion. Sean ui,us soluciones y definimos v = u; — us. Entonces v cumple:
—Av=0 en()
v=20 en 0N}
Del principio del maximo:
sup|v| =suplv]|=0=v=0 en €.
Q l9)
Por lo tanto
Uy = uUg.

O

Observacion 2.9. El mismo resultado se cumple si el
eliptico L como en el Teorema 2.17.

Laplaciano A se reemplaza por un operador

Teorema 2.19 (Principio de Comparacion). Sean f1, fa, F1, F> tales que:

i< fo en 0f) &
y sean uy,uz € C%(Q) N C(Q) soluciones de:
—Aul = Fl
up = f1
Y
_AUQ = F2
uz = fo

respectivamente. Entonces:
U1 S us.

Fl SFQ en Q,

en ()
en 02

en
en 0N),
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Demostracion. Para ello, se observa que la diferencia uy — u; cumple:

—A(UQ—Ul):FQ—Fl ZOGHQ
(u2—u1)=f2—f1 ZOenﬁﬂ

Luego:
—A(ug —up) > 0.
Por tanto:
Uy — Uy > fgf(uz —uy) = 1ar§lf(u2 —uy) = l/Iglzf(fQ —f1)>0.
Entonces u; < ug en €. O

Observacion 2.10. De nuevo, el principio de comparacion se satisface para operadores elipticos L
en las condiciones del Teorema 2.17. La misma observacion se aplica a la totalidad de los resultados
de la presente seccion.

Corolario 2.20 (Signo de las soluciones). Siu e C?() N C(Q) es solucion de:
—Au=F
u=f
donde >0 enQ y f >0 en 0. Entonces u >0 en 2.

Demostracion. De F' > 0:
—Au >0 en ),

y u cumple el principio del minimo en 2. Como w alcanza el minimo en la frontera y sabemos que
f >0, entonces:
u>0 en ().

O

Teorema 2.21 (Aproximacion de soluciones). Sean F,, fn sucesiones tales que I, — F unifor-
memente Q y fn — f uniformemente en 9. Sean u,,u € C*(Q) N C(Q) soluciones de:

—Au,, = F, en ()
Up = fn en 00

—Au=F en €
u=f en 0f),

respectivamente. Entonces:
Up —> U uniformemente en Q.

Demostracion. Dado €,3ng € N tal que:

—e < Fy(z,y) — F(z,y) <e n >ng, Y(z,y) € Q (2.13)
_Eéfn(xvy)_f(xvy) € TLZTL(), V(x,y) 689 -
Se sabe que existe w tal que —Aw > 0 en Q y w > 0 en 9. En efecto, basta tomar w =
M — (2 + y?) que cumple:
—Aw =4 en R?,
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mientras que w > 0 en 00 si 22 4+ y2 < M en 9Q. Esto cierto, porque la funciéon /z2 + y2 esta
acotada en 99 (que es un compacto). Por otro lado, elijamos Ko > 0 tal que:

w> Ky >0 en 0f).
Tomando k = min{4, K>} se tiene que:

{ —A(%w)%l en

(%w) > en 0f).
Definiendo la funcion ¢ = ¢ resulta que:
—Ap>1 en
¢>1 en 0f)

Por tanto de (2.13):

~A(—2¢) < £ < Fy(,y) - Fla,
—EQbS—Ean(I,y)_f(I,y = Sa(b en 89

De aqut:
—A(—e¢) < —A(up —u) < —A(ed) en Q
—e¢ < up —u < ¢ en .
Del principio de comparacion (Teorema 2.19) se deduce que:

—sqﬁgun—ugsqﬁenﬁ.

Por tanto, _
ftn — u| < €6 en T,

lo que implica (al ser € > 0 arbitrario) que u,, — u uniformemente en Q. O

Corolario 2.22 (Estimaciones ‘a prioiri’). Sea u € C?(Q) N C(Q) una solucion del problema:

—Au=F en )
u=f en €,

y supongamos que F estd acotada en 2. Entonces:

sup [u] < mix{| . | 1} sup o

donde ¢ es la funcion introducida en la prueba del Teorema 2.21 mientras ||F oo, || f|lco Tepresentan
los supremos de |F| y |f], respectivamente.

Corolario 2.23 (Existencia por aproximacion). Sean F,,, f, sucesiones tales que F, — F unifor-
memente Q y fn — f en 0Q. Admitamos que para cada n existe u, € C?(Q) N C(Q) resolviendo:

—Au,, = F, en
Up = fn en OS2

Entonces existe u € C(Q2) tal que:

Uy — u uniformemente en Q.
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Demostracion. De las condiciones de Cauchy uniforme para F,, y f,, se tiene que dado ¢, existe
no tal que:
—e < Fu(z,y) — Fn(z,y) < n2>ng, V(z,y) €

_ngn(xuy)_fm(xuy) <e n 2 no, V(:v,y) € 0Q.

y usando la funcién ¢ de la prueba anterior se tiene:

—A(—¢e¢) < —e < Fy(x,y) — Fn(x,
_E(b S —€ S fn(xvy) - fm(x,y

re
IA
™
IA
!
>
o
&
€]
=
Q

<e<epen I

Por tanto,
[, — um| < ed en L,

lo que implica (al ser otra vez ¢ > 0 arbitrario) que u,, es de Cauchy uniformemente en Q. Esto
prueba el corolario. O

Observacion 2.11. Bajo condiciones adecuadas se puede demostrar que la funciéon u obtenida en
el teorema anterior es soluciéon del problema limite:

—Au=F en
u=f en 0f).

Una prueba de esta afirmacion excede los objetivos de este trabajo.

2.6. El principio fuerte del maximo
Teorema 2.24 (Principio fuerte del maximo). Sea u € C?(Q),  C R? un dominio tal que:
—Au <0 en .

Si existe To € §) tal que:

u(Zp) =supu = M,
Q

entonces u = M.

Para demostrar el Teorema 2.24 introducimos el siguiente lema:

Lema 2.25 (Lema de Hopf). Sea u € C?(2) N C(Q) una funcion que cumple:
—Lou+ (b1,b2)Vu <0 en €,

siendo Lo un operador elitptico como en el Teorema 2.17 y donde by, bs son funciones acotadas en
Q. Supongamos que 3Ty € 0N, B C Q cumpliendo 0B NN = {To} y que u(z) < u(Zp),Vz € B.
Entonces:

0
a—Z(J_?()) > 0.

Observacion 2.12. La bola B del Lema de Hopf es una bola tangente a 92 en Zy que es interior
al dominio Q (véase la Figura 2.1).

Dando el lema por conocido, demostramos el Teorema 2.24.
Demostracion del Teorema 2.24. Denotamos Qy = {x € Q:u(z) = M} # 0. SiQu # Q entonces

M ={zeQ:ulxz)< M} #0.
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Q2

Figura 2.1: La bola interior tangente B del Lema de Hopf.

Afirmamos que existe z* € 9, relativa a €, es decir, un punto z* € Qs (pues Qs es cerrado en
Q) tal que en toda bola B(z*, R) hay un punto de ;. En caso contrario, todos los puntos de Q2
serian interiores, luego ) seria abierto en Q y como Qp; # 0, Qpr = Q.

Tomamos B(z*, R) C Qy en B(z*, &) un elemento y € € donde u(y) < M. Existe 0 < ¢ < &
tal que B = B(y,&) C €1 mientras u = M en algin o € 0B. Aplicando el Lema de Hopf:

0
a—Z(J_?()) > 0.

Sin embargo, esto no es posible porque Vu(Zy) = 0.
(I

Demostracion del Lema de Hopf. Denotamos y = (a, IS) el centro de B = B(%, R). Introducimos
el anillo:

R
2
Abreviamos r2 = |z — §|> = (¢ — a)® + (y — b)%. Existe una funcion auxiliar w(z) tal que:

1) w(z) =0en {x:|z—y| =R}

A={z:—- <|z—y| <R}

2) w(z) <Oen {z:|z—y|==£}
3) Ly, =—Low+bVw >0, V(z,y) € A.

En efecto, se puede encontrar a > 0 tal que:

—e 2 E <r <R,

2
satisface 1),2) y 3). Aplicando L a w y simplificando ae™ 2, donde C' = (x — @) + (y — b)?, la
desigualdad equivale a:

—a+ aa(z — @) = 2ba(x — a)(y — b) — ¢ + caly — b)? + by (z — a) + ba(y — b) > 0.
Debemos encontrar un « de forma que se cumpla la desigualdad anterior. Despejando a:

. a+c—bi(x—a)—ba(y—0b) ]

a(z —a)? — 2b(z —a)(y — b) + c(y — b)2’
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Esta desigualdad debe cumplirse V(z,y) € A. Asi elegimos Py = (d,b) el centro del anillo A. Por
un lado como Ly es eliptico:

N R . R?
a(z —a)? —2b(x —a)(y — b) + c(y — b)* > Xo{(x — a)* + (y — b)*} > )\OT'

Por otro lado:
a—i—c—l—bl(:v—d)—I—bg(y—IS) < |(b1,b2)||P—Po|+|a|+|c| < M1+M2+R(M3+M4) < M+ RM*".

M+RM*
B2

Entonces, basta tomar a =

Ahora definimos:
¢ =M + cw,

donde por hipoétesis u < M en B. Se deduce que:
bz uen{zifr—gl=3)
mientras ¢ = M > wu en {Z : |Z — §| = R}. Es decir,
¢ >u en 0A.

Por otro lado,
L¢ = L(M + ew) = eLw > 0,

pues € > 0. Como Lu < 0 entonces:

Lo > Lu (x,y) € A
o >u (x,y) € 0A.

Del principio de comparacion (Teorema 2.19):
¢>u,  VY(z,y) €A

Esto implica que:

ou folo}
- > 27
5, (@Y) 2 5-(2.9) en 0A
Sin embargo:
P 0 0 - —aR?
3, @Y) = g (2,y) = e5-(w(r)),_p, = Rege >0
Por tanto: 5
i
%( 7y) >0

O

Usando el Lema de Hopf se puede extender el principio fuerte del maximo a operadores elipticos.

Teorema 2.26._Sea —Lgo 4 b10; + 20, un operador eliptico en las condiciones del Lema 2.25 y
u € C%Q)NC(Q) un funcion que satisface:

—Lou + b10,u + b20yu < 0 en €.
Si Q es un dominio y 3 Tg €  tal que:

u(Zo) = sup =: M,
Q

entonces u = M.
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2.7. Problema de Dirichlet

Comenzamos con el problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace en el disco unidad
B(0,1) del plano:

{ Au=0 (x,y) € B (2.14)

u:f(xvy) (,T,y)eaB

Se busca una solucion clésica de (2.14), es decir la que satisface u € C*(B) N (B) (B := B(0,1))
y se parte de un dato f que es continuo en la frontera del disco. Nuestro propoésito es demostrar
la existencia de soluciones clasicas. La ecuaciéon de Laplace en coordenadas polares es:

1 1
e+ —Ur + = =0. 2.15
Upp + ~u + 3 U6 (2.15)

La condiciéon de contorno se expresa como:
u(1,0) = f(0) = f(cos,senb).

Luego f es continua y 27-periddica. Usando el método de separacion de variables (ver [5]) se
comprueba que las funciones:

N
un(r,0) = % + Zrn(an cosnb + by, sennf),

an, by, € R, son armoénicas en B, para todo N € N. Ademas,
“ N
un(1,0) = 0y Z an cosnb + by, sennf.
2 n=1

Como f puede representarse! en serie de Fourier en la forma:
a o0
f(0) = ?0 + Z a, cosnf + by, sennf,

donde a, =L [T f(t)cosntdt, b, =L [T f(t)senntdtyag =L [T f(t)dt, esto sugiere proponer
la serie:

= 70 g (an cosnb + b, sennf) (2.16)

como solucion formal de (2.14). A tales efecctos se tiene lo siguiente.
Teorema 2.27. Sea f € C|—7,w| y 27-periddica. Entonces:
) anl < [T _|f(@)|dE y [ba] < [T_|f(t)|dt, para todo n.
1) La funcion (2.16) es de clase C* en B. Mds ain, es armdnica en B.

1i1) La funcion u(r,0) se puede escribir en la forma:

1—72 [T f(@)
= < . .
u(r, 0) o /,Wr2+1—2rcos(9—t)dt 0<r<l1 (2.17)

1Si f es s6lo continua la convergencia no es en general puntual.
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Omitiremos los detalles de la demostracion.
Observacion 2.13.
i) La expresion (2.17) se denomina la formula de Poisson.
ii) En coordenadas cartesianas (2.17) se escribe como la integral de linea:

(@) = 1= |5’|2/ /@) ds;. (2.18)

27 gl=1 |5E - §|2

ili) La formula (2.17) define una funcion armoénica en B. Sin embargo, necesitaremos comprobar

que se cumple:

lim  w(z,y) = flzo,y0),  Y(zo,y0) € OB. (2.19)
(z,y)—(0,y0)

Si la condicion (2.19) se satisface, entonces (2.18) es la solucion clasica del problema de Diri-
chlet. La relacion (2.19) es consecuencia del siguiente teorema.

Teorema 2.28. Si f € C [, 7| y 2n-periddica entonces,

1. La convergencia de:

n—oo

£(0) = % +3 @y cosnd + by sennf = lim Sy (6) (2.20)

n=1
es uniforme en [—m, 7], donde Sy (0) = % + 25:1 an cosnb + by, sennf.
2. La convergencia de la serie:

u(r,0) = % + Z r"(ap cosnf + b, sennf) = Hm upy(r,0)
n=1

n—oo

es uniforme para (r,0) € [0,1] x [—m, w]. Por tanto,

w(1,0) = lim uy(1,0) = f(0) V0 € [-m,7] (2.21)

Observacion 2.14. La relacion (2.21) prueba (2.19).

Demostracion. El punto 1) es un hecho conocido de series de Fourier (ver [5]). Para 2) hace falta
comprobar que {uy(r,0)} define una sucesion que es de Cauchy uniformemente en [0, 1] x [, 7]
es decir en B. La condicion de Cauchy es:

lurs(r,0) —un(r,0)] <e, VYM >N >N, VY(r0)ec]l0,1]x [—m, ] (2.22)

Sin embargo,
Alup —un) =0 en B
unr(1,0) —un(1,0) = Sn(0) — Sn(6)

donde -
F(0) = % + Y ancosnf + by sennd = lim Sy (0).

n— oo
n=1

Del principio débil del maximo:
sup |upg(r,0) —un(r,0)] < sup  |[Sa(0) — Sn(6)].

0<r<1 —n<O<m
—n<O0<m - -
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Como la serie (2.20) converge uniformemente, entonces:

sup |Sm(0) — Sn(0)] <e, VM >N > N..

—n<6<m
Esto prueba (2.22). O

_ Hemos resuelto pues el problema de Dirichlet (2.14) mediante la formula de Poisson s6lo cuando
f(x,y) es C'. Extenderemos este resultado al caso en que f(z,y) es continua.

Teorema 2.29. Cuando f es continua en B la formula de Poisson (2.18) proporciona la solucion
del problema de Dirichlet.

Demostracion. Ahora f(0) = f(cosf,senf) € C'[—m, 7] y 2n-periddica. Se sigue del Teorema de
Stone-Weierstrass (ver [4]) que una funcion de esta clase se puede aproximar uniformemente en
[—7, 7] por funciones 2w-periddicas del tipo:

fm(0) = ap + Z oy, cos kO + B sen k.
k=1
Como f,, € C' [—m, 7], la solucion de

Au =0 en B
u= fm(xz,y) endB

es:

” 7) = 1_|j|2 fm(g) dsS-
(@) /

2t Jigl= 7 —gl?
Del Corolario 2.23 existe u € C(B) tal que:

u= lim u,,.
m—r 00

uniformemente en B.
Por otro lado, tomando limites en la férmula de Poisson y usando que f,,, — f uniformemente

en [—m, ] resulta:
1z / i)
u(z) = ———dSj.
@ 2 Jig= =gl

Como u es arménica en B y:
u(z,y) = lm up(z,y) = lim fo(r,y) = flz,y)  VY(@y) € 0B,

entonces u € C%(B) N C(B) y es la solucion clasica del problema de Dirichlet.

Con un cambio de variable se prueba lo siguiente.
Corolario 2.30. La solucion del problema (2.14) en la bola B(Zo, R) es:
R2 |7 — %02 P
u(z) = M/ /@) dSy.
|

27 gl=1 |z —y|?

La siguiente propiedad muestra que las funciones armoénicas en un abierto €2 son de clase C'™
en €.
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Corolario 2.31. Sea u € C%(Q) una funcion armdnica. Entonces u € C*(Q).

Demostracion. Tomamos una bola B(Zg, R) C B(Zo, R) C Q. Aplicando la formula de Poisson:

2 |5 2
Moo nl o) s, (223)
MR lg—z0|=R (T —Y1)? + (Y — y2)

u(z,y) =

donde T = (x,y) y donde f(y1,y2) = u(y1,y2) con (y1,y2) € 9B. Como (z,y) € B(ZTo, R) la
identidad (2.23) se puede derivar infinitas veces con respecto a (x,y). O

Corolario 2.32 (Propiedad de la media). Siwu es armdnica en Q y B(Zo, R) C ) entonces:

1

u(To) = R ‘ u(y) dSy.

J—Zol
Demostracion. Hacer & = Zo en (2.23). O

De la propiedad de la media se puede obtener una demostracion del principio fuerte del maximo
para funciones armonicas.

Teorema 2.33. Sea u € C?(B) N C(B) armdnica en 2 donde 2 es un dominio. Si 3z € Q tal
que
u(Zp) = supu = M,
Q
entonces

u=M.

Demostracion. Sea Qpr ={x € Q:u= M}. Como Ty € Qpr, Qs # 0. Ademéas Qy es cerrado en
Q. Ahora vemos que 2, es abierto en Q7. Sea T € Q) entonces vamos a probar que IR > 0,
tal que B(Z1,R) C Qu, es decir, u = M, Va € Bgr(Z1). En efecto para todo 0 < p < R, de la
propiedad de la media:

1
u(zy) = —/ u(9)0Sy.
27p Jjg—z11=p !
Ahora: )
M=— / u()0S;
2mp |[7—Z1]=p !
entonces: 1
= — (u(g) — M)dS;.
27p Jig—z11=p !

Por lo tanto:
u(y) = M, Yy € OB(Z1, p).

Como p es arbitrario entonces u(y) = M en B(Z1, R). Luego Q) es abierto, por tanto Qy, = Q. O

2.8. El teorema de Phragmen—Lindeloff

Definicion 2.34. Se dice que f : [—m, 7] — R es continua a trozos si existen valores —m < 61 <
... < On < tales que [ es continua en [—m,w|\{01,...,0n} y ademds f admite limites laterales
en cada punto 0;.

Definicion 2.35. Se dice que f es continua a trozos en OB si f(0) = f(cosf,senf) es continua
a trozos en [—m, 7.
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Observacion 2.15. Toda funcion f continua a trozos en [—m,w| estd acotada en [—m, 7).

Nos proponemos estudiar ahora el problema de Dirichlet (2.14) con datos f que son solo
continuos a trozos en dB. En la siguiente definicion denotamos por P = e 1 <k < N, los
puntos de discontinuidad de f.

Definicién 2.36. Se dice que u € C?(Q2) es una solucion cldsica de (2.14) si:
a) Au=0 en B.

b) ue C(B\{Py,...,Pn}) y .
lim w(z) = f(7g) (2:24)

T
st Tgp € OB es un punto de continuidad de f

¢) u estd acotada en B.

Observacion 2.16. La funcion:
1—72
* )
' (r,0) 1472 —2rcosf’

cumple las siguientes propiedades:
i) w es armonica en B.
i) lim,_y u(r,0) =0, si 6 # 0.
. Ry 1—r2 92 1+r
i) lm, 1 u(r,0)=lm,_,q W*hmr—)l 1 = 00.
Asi u*(x,y) es una funciéon armonica en B que toma un dato f continuo a trozos en la frontera
y que, sin embargo, no estd acotada en B. Mas precisamente, si consideramos el problema de

Dirichlet (2.14) y f(z,y) = 0 si (z,y) # (1,0), £(1,0) = 1 entonces u*(x, y) no define una solucion
clasica. Falla la condicion c¢) a pesar de que (2.24) se cumple para todo Zo # (1,0).

Observacion 2.17. Supongamos que u resuelve (2.14) con un dato discontinuo a trozos f y dis-
continuidades en P, ..., Py, P, = ¢ k =1,..., N. Notese entonces que VA € R,

u,\(:v,y) = U(Ji,y) + )\’U/*(T,e - 91)

define una familia infinita de soluciones de (2.14), que estdn no acotadas. Esto significa que si
quitamos la condicion c¢) en la definicion de solucion clasica no podemos aspirar a la unicidad de
soluciones.

El siguiente resultado proporciona dicha unicidad de soluciones clésicas del problema (2.14)
cuando los datos f son solo continuos a trozos.

Teorema 2.37 (Teorema de Phragmen-Lindelsff). Sea u € C?(Q) N C(Q\{Pi,..., Px}) donde

O es un dominio acotado del plano y { Py, ..., Py} C 0Q. Supongamos ademds que u estd acotada
Y
Au=0 en €.
Entonces:
supu = sup u
Q OON(P1,.... Py }
Y
infu= inf u.
Q OO\{P1,...,Pn}

Corolario 2.38. Sea f una funcion continua a trozos en dB. Entonces el problema (2.14) admite
a lo mds una solucion cldsica.
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Demostracion. Si uy,uz son soluciones de (2.14) entonces u = u; — uz es una solucion clasica de
(2.14) en f =0en Q\{P,..., Py}. Aplicando el teorema:

supu = sup u = 0.
Q OO\{Py,....Px}
Analogamente info u = 0, luego u = 0. Asi u; = us. O

Demostracion del Teorema de Phragmen—Lindeldff. En las condiciones del enunciado se cumple
siempre que:

sup u < sup u.
IO\{P1,....,Pn} Q

Por tanto, basta con demostrar que:

supu < sup u.
Q OO\{P1,....Pn}

Para ello fijamos Z; €  y probamos que:

u(@y) < My = sup u.

A tal efecto, se forma la funcion auxiliar:
N

w(Z) =M +¢ (Z—ln [ _DPZ|>

i=1
donde ¢ > 0, D > 0 son constantes que vamos a elegir. En primer lugar se toma D tal que
|z — P < D,VZ €99Q,i=1,...,N. Bajo esta eleccion se tiene que:

w(Z) > M, en 0Q).
Ahora para § > 0 suficientemente pequeno se forma el dominio:
N _
Q5 = O\ | Bs(Py).
i=1

Denotemos

N
s =0QnN (U 8B5(R-)> .

=1

0s =T's U {89\ ([\j B(;(Pi)) } .

i=1

Se comprueba que:

Ademas,
u < w,

en 09)s. Como Aw = 0 en )5 se tiene del principio de comparacion:
u(z) < w(z) vz € Q5.
Teniendo en cuenta que T1 € (s si § es pequeno, entonces:

S |z— P
u(f1)§M1+5sup<Z—ln DZ>'

s i—1

Al hacer ¢ — 0+ se tiene que:
u(Z1) < My,

vy hemos terminado la demostracion. [l
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2.9. Problema de Dirichlet: datos continuos a trozos

Teorema 2.39. Sea f una funcion continua a trozos en 0B. Entonces el problema de Dirichlet:

Au =0 en B
u=f en 0B

admite una unica solucion cldsica.

Demostracion. Probemos que:

w= 1= W/ /@ dSy (2.25)
|

27 gl=1 |5E - §|2

es la solucion buscada.
Como primera observaciéon se cumple que:

1 —|z|? 1
- Lol / L s,
2 Jig=1 17 — 9

Vi € B. Como f(f) esta acotada:

If@m)] < M,

entonces de (2.25) se deduce que:
lu(Z)] < M, z € B.
Por otro lado, vamos a probar que:
Jim (@) = f(z0)
si Zo € OB es un punto de continuidad de f. En efecto, dado € > 0, 36 > 0 tal que:
F@) = f@o)l <&, si |§—To| <4,
con § € OB. Ahora escribiremos:

P2 I S

Tomando valores absolutos:

o\ _ (3 1|z 1f(@) — F(@)| o
[u(@) = f(@0) < — /|y|—1 o~ dS;. (2.26)

Ahora escribiremos la integral asi:

Lt F@) = Fao)l g
lgl=1

2 |z — g2 v

iz i) - flz — |z[2 y) — f(@
1- |z / @) = F@oll g 11 / @) = 1@l g
2 JoBn{lg-zol<sy 1T =l 2m - JoBn(ly-zolz0y 1Tl

Respecto al primer sumando:

1— 172 FoN _ F(- 1— (72
|Z| / |f(yz {(onﬂdsg < |Z| / _ E_stg <e.
2 Jopn{lg-zol<sy 1T — ¥l 21 JoBn{|g—uo|<s} 1T —
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Para el segundo, tomamos Z € By (Zo). Entonces Yy € 0B cumpliendo |§ — Zg| > § se tiene:

6 0
U — T > _ — = —
g-zl2d-5=73
luego,
52
g—z|> > —.
A

Asi, la segunda integral cumple:

1- |w|2/ /(@) = f(zo)] 1—|z* 4 / S
— dSy < = (@) — f(Z0)]dS;
o OBN{[=o|20} |7 = gl? ! 2m 02 830{\?*20|26}| ) (@o)ld5;

1— |z 4 SM .
—oM2r = (1 —
S gy M= m (-2l
Como:
lim 1—|z|* =0
T—rXT0o

la segunda integral es menor que ¢ si |T — Zy| < 41 con d; suficientemente pequetio. Asi, se deduce
de (2.26) que:

ju(@) — f(0)] < 2¢

para |Z — ZTo| < 61 y hemos terminado. O

2.10. Singularidades evitables de las funciones armoénicas en
el plano

En el siguiente resultado estudiamos cudndo una funciéon u € C2(Q\{P1,..., Pn}) que satis-
face:

Au=0 ze€ O\{Py,...,Pn},
donde 2 es un dominio del plano, se puede extender a una funciéon armoénica a todo el dominio 2.

Teorema 2.40. Sea u € C*(Q\{P4,...,Pn}), donde {P1,..., Py} es una familia de puntos de

Q, una funcion arménica en Q\{Py, ..., Px}. Si para cada P; se cumple que:
u(z)
it =0 2.27

entonces u se puede extender a una unica funcion armonica U en 2.
La demostracion hace uso de la siguiente versiéon del principio del méximo.

Teorema 2.41 (Principio del maximo y singularidades). Sea u € C2(Q\{P, ..., Py}) una fun-
cion que cumple:

Au=0 en O\{Py,...,Pn}.

gunto con las condiciones (2.27) en cada P;. Entonces:
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Demostracion. Llamamos:
M, = sup u.
a9
Podemos suponer que My < co. Fijamos 77 € Q\{ P, ..., Py }. Probaremos que:

’U,(ii‘l) < M;.

Para ello introducimos la funcion:

N
w(z) =M +e»_ —Inlz - P,

i=1
donde € > 0 es una cantidad fijada. De la condicion (2.27) existe § (independiente de 7) tal que:
u(Z) < —eln |z — Py (2.28)

para todo T tal que:

Formamos el dominio:

cuya frontera tiene la forma:
s =00 UTs

donde,

N
rs = J 9Bs(P).
=1

Podemos elegir ¢ tal que 1 € 5. Por otro lado, se sigue de las condiciones (2.28) que:
u(Z) < —eln |z — B

en 0B;s(P;). Luego,
w(Z) > u(Z) enTs,

lo que implica que:
u(z) <w(z) en 0.

Como u y w son armoénicas en s del principio de comparacion (Teorema 2.19) se sigue que:
u(z) < w(z), vz € Qs.
Haciendo & = z1:

N
u(z1) < My +Ez—ln|f — Pi|.
=1

Tomando limites cuando ¢ — 0+ se concluye que u(Z1) < M. O

Corolario 2.42. La conclusion del Teorema 2.41 es vdlida si las condiciones (2.27) se cambian
por u acotada en Q\{Py,...,Py}.
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Demostracion del Teorema 2.40. Basta construir la extension @ en una bola Bs(P;) para cada
i=1,...,N. Para ello formaremos el problema:

Av=0 en Bs(P)
v=u en dBs(P),

con ¢ pequeiio. De la formula de Poisson se sigue la existencia de v € C?(Bs(P;)), la solucién del
problema. Como v acotada y u — v es armoénica en Bs(P;)\{P;}, del Teorema 2.41 se concluye:

u=wv en Bs(P)\{P:}.
Por tanto, # = v. Ademaés, del teorema de la media:

1

w(p;) = 95 ‘g_Pi‘:éu@)dsy'

Esto demuestra que los valores de @ en los puntos P; estan univocamente determinados por u. [
Uno corolario de la demostracion que acabamos de terminar es el que sigue.

Corolario 2.43. El problema de Dirichlet:

Au=20 en Q
u=f en 0Q),

estd mal planteado en un dominio del plano de la forma

Q=0\{P,...,Px}.

2.11. La ecuaciéon de Poisson

El problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson:

: (2.29)

{ Au= F(x,y) en B
u= f(z,y) endB

se puede estudiar por el método de separacion de variables. Se demuestra, por ejemplo, que si
FeCYB)y f e C(dB) entonces (2.29) admite una tinica solucion clasica (ver detalles en [5]).

La unicidad es consecuencia del principio del maximo (ver el Teorema 2.18). A primera vista
da la impresion de que F € C'(B) es una condiciéon excesiva para la existencia de una solucion
clasica y deberia ser suficiente con que F' € C(B). Esto es lo que ocurre en dimension N = 1.
Sin embargo, para N > 2 la continuidad de F en B no basta para garantizar la existencia de
soluciéon. Esto se prueba con el siguiente ejemplo que constituye otro ejemplo mas de aplicaciéon
del principio del maximo.

Teorema 2.44 ([2]). El problema

3

u = (— log R)%(xzin) en 8BR(05 0)7

(2.30)

donde 0 < R < 1, no admite solucion cldsica.

2

Observacion 2.18. F(z,y) = y2§§2 [4(—log R)"% + 1(—log R)_%] es continua en Br(0,0).
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Demostracion. Supongamos que existe una solucién clasica u € C%(Bg) N C(Bg) de (2.30). La
funcion: )

v=(~logr)z(a® - y?),
donde r = /22 + y2, cumple la ecuacion en Br(0,0)\{(0,0)} y la condicion de contorno. Ademas
v € CY(BR) pero v ¢ C?(B). La funciéon

w=u—"0v
es armoénica en Bg\{(0,0)} y B
w=u—v=0 en 0BpR.

Como w esté acotada en Bg del Teorema 2.41 se sigue:
w=0en Br\{(0,0)}.

Entonces -
v=uen Br\{(0,0)}.

Esto no es posible porque v no es C? en Br y se esta suponiendo que u si lo es. O
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Capitulo 3

El principio del maximo para la
ecuacion del calor

3.1. La ecuacion del calor
La ecuacion del calor en dimension N se define como:

ou N 9%
ot L Ox?’
=1
donde u = u(z,t) representa la temperatura de un sélido en el punto x y el instante ¢, y D es el
denominado coeficiente de difusion térmica. Tras un cambio de escala, la ecuacién se simplifica
asi:
Ju Y 92u
T ——
ot 4 - Ox;

1=

abreviadamente ur = Au.

Aparte de la difusion del calor, otros procesos que se asocian a dicha ecuacion son la difusion de
substancias en disolucion (ley de Fick), los procesos de reaccion-difusion, es decir de transporte
y generacion de masa o energia en reactores quimicos, y en biologia matematica (dindmica de
poblaciones, morfogénesis). En reaccion—difusion la ecuacion toma la forma no lineal siguiente:

ur = Au+ f(u).

La ecuacion logistica en dinamica de poblaciones, es un caso particular de esta clase de ecuaciones.
A saber:
wp = Au+ du — u?.

Todos los célculos de la presente seccién los efectuaremos en RY. De hecho no reporta simpli-
ficacion alguna considerar N = 2.

3.2. La solucién fundamental

La funcién:
eIt zeRN t>0

Uz, t) = { Vart
0 <0 (x,t) #(0,0),

37
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Figura 3.1: La frontera parabolica I'r de Q.

se denomina la soluciéon fundamental de la ecuacion del calor en t > 0. Representa la difusion del
calor generada por una fuente puntual en z = 0. Resuelve la ecuacion del calor en RV \ {(0,0)} y
aparece implicada en los argumentos de la Seccion 3.4. Es inmediato comprobar que:

1 1= 0 xz#0
Uz, t) = = at —>{Oo xié()

cuando t — 0-+.

3.3. Principio débil del maximo

Vamos a estudiar el principio del méximo para la ecuaciéon del calor en ciertas regiones espe-
cificias. Sea
Qr =0 x(0,T) Cc RN xR,

donde 2 C R¥ es un abierto acotado y T > 0. Definimos la frontera parabolica de Q7 (véase la
Figura 3.1) como:
Tr=(Qx{0}H)U (02 x[0,T]) =0Qr \Qx{T}.

Escribiremos:
Lu = u; — Au,

para representar el operador del calor.
Se define el espacio de funciones:

CPHQrU{Q x {T}}) ={u e C(Qr) : Us,, Usyu;, ur € C(QrU{Qx{T}}), 1<i,j <N}
Teorema 3.1 (Principio débil del maximo). Sea u € C2H(Qp U {Q x {T}})NC(Qy) tal que:
Lu<0
en Qp. Entonces,

supu < sup u.
Qr It

Para la demostracion del principio del méximo hace falta un lema previo.
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Lema 3.2. Siu e C*Y(QrU{Qx{T}}) cumple Lu < 0 en Qr U{Q x {T'}} entonces u no puede
tomar un mdzimo local en un punto (zo,to) € Qr U{Q x {T}}.

Demostracion. Si (x,to) € Qr entonces:
up =0 & Vu=0

en (xo,tp). Ademas
AU(Io,to) S 0.

Por tanto
Lu(xo, to) == —Au(Io, to) Z O,

contra lo supuesto. Si el maximo se alcanza en (xo,T), xo € Q, entonces Au(zo,T) < 0 y sin
embargo us(zg,T) > 0. Por tanto:

Lu(zo,T) = ue(x0,T) — Au(xo,T) > 0,
lo cual no es posible. O

Demostracion del Teorema 3.1. Se sabe que u € C*1(Q7 U{Q x {T}})NC(Q), luego basta con
demostrar que:

supu < sup u,

Qr Ir

va que la desigualdad contraria se cumple siempre. Por otro lado, si fuese:

Lu <0, (z,t) € QrU{Q x {T}},
el Lema 3.2 asegura que el supremo tiene que alcanzarse en I'r. Por tanto, admitimos que:

Lu <0 (z,t) € QrU{Q x {T}}.
Introducimos entonces la funcién auxiliar:

Ue = u —ep(x) e >0,
donde: M2 [
o(z) = T oN
y M se define como el radio de una bola B(0, M) tal que Q C B(0, M). Entonces:
Lu, < —e<0 en QrU(QxT)

y usando el Lema 3.2 se tiene que:

sup e < supue < sup u,
Qr Ir Ir

para tales € > 0. Argumentando como en el Capitulo 2 se tiene que:

11’%1 SUp Ue = supu,
A S 8

de donde se sigue la conclusion. [l
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Observacion 3.1. Las hipotesis del teorema se pueden relajar y suponer que:

ue C*(Qr)NCQr).

Incluso se puede asumir solamente que
ue C*HQr)NCQ x [0,T)).

En este ultimo caso se entiende que el supremo podria ser infinito en el segundo miembro de la
desigualdad:

supu < sup u.

Qr It

Como consecuencia del Teorema 3.1 se tiene el siguiente principio de comparacién para el
operador del calor.

Corolario 3.3 (Principio de comparacion). Sean u,v € C>1(Q7U{Qx {T}})NC(Qr) tales que:

Lu < Lo (x,t) € Qr,

u<w (x,t) € I'p.

Entonces:
u<w (x,t) € Qr.

Del principio de comparacion se sigue la unicidad de soluciones para el problema de Dirichlet.

Corolario 3.4. Para cada F, f y « el problema de Dirichlet:

up = Au+ F(x,t) re t>0
u(z,t) = a(x,t) red t>0
u(,0) = /() req,

admite a lo mds una solucion cldsica:

ue C*HQr)NC(@Qr).

3.4. El principio fuerte del maximo para la ecuacioén del calor

3.4.1. Bolas caldricas

Usando la solucion fundamental:
1 _lz)?
Uz, t) = e t>0,

Vart

y para R > 0 se introduce en RY x [0, c0) el conjunto:

E3(0,0) = {(y,S) Uy, s) = RLN}

En otros términos:

£(0,0) = { (5:9): o < 2N <%) b
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. P= (x0 ,to)
Iyl ?
RY4 (0,0) E(P)
S
X

Figura 3.2: La bola calérica para N = 2.

La bola caldrica que pasa por (0,0) € RY x [0,00) es (ver Figura 3.2):
Br(0,0) = {(y5) : (v, —s) € Ex(0,0)} € R x (=o00,0].
La correspondiente bola que pasa por Py = (xg,tg) es:
Er(Py) = Er(0,0) + P,.

En términos de x y t:

Er(Py) = {(:v,t) o — o] < \/2N(t0 —t)ln (ﬁitﬂ}

3.4.2. Propiedad de la media

El que sigue es la generalizacion del teorema de la media (ver Corolario 2.32) para la ecuacion
del calor. En él las bolas euclideas se han sustituido por bolas caléricas.

Teorema 3.5 (Teorema de la media, N. Watson, 1973 [1]). Sea u € C*Y(Q7), Qr = Q x (0,T),
una solucion de:

Lu = 0.
Entonces, VEg(P) C Er(P) C Qr con P = (x,t), se cumple la identidad:

u( N// _y|2d ds.
T 4R o (P —5)?

La demostracion del resultado usa el siguiente lema:

// |y|2dyds =4 (3.1)
3 . .
E1(0,0) S

2
// y' _dyds = 4R". (3.2)
Er(at) ( t —s)

Demostracion. Denotemos por I a la integral en (3.1). Entonces:

0 2
I:/ / v —5-dyds,
7ﬁ \y\S 2N(75)1n(4ﬂ-(1,s))

Lema 3.6. Se tiene que:

Mads atn:
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y haciendo un cambio de variable:

* 1 ,
I= - ly|~dyds.
0 S7 Jjyl<y/2NsIn( ;)

Usando coordenadas esféricas en RY se tiene:

= o(s)
Isz/4 L / pNdpds,

donde p(s) = /2Nsln (125) y wn es el area de 9B1(0) C RY, es decir,

siendo I'(t) es la funcion gamma de Euler. Por tanto:

1 1 N2+2
wN 47 9
I= INsIn [ — ds.
N+2/0 y < 5 n<47rs)> .

Ahora hacemos s1 = 4ms:

N N;2 1 N
—2
I= Nw_]:247r_% (3) /0 sﬁ(—lnsl)¥dsl.

N—2
SiJ= fol 5.7 (=In 81)¥d81 definimos z = —In s; y:

Tomando o =

wl=
R

Por lo tanto:

2
Cwy  x (NY P 2\ N42 (N N (NY
I= s () (N) or () muer-gr(3) =4

Con esto queda probada la identidad (3.1), mientras (3.2) se sigue de la primera trasladando las
variables. g

Demostracion del Teorema 3.5. Se toma R = r variable y se define la funcién de r:

—yl2
——dyds.
47‘N//E(act )

Haciendoyy =y —x, s1 =s—t:

1 ly |
o(r) 4N //T(O_’O) u(yr +x, 81 + ) Y1451.
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Vamos a demostrar que ¢(r) es constante en “r”. Una vez probado esto, introduciendo yo =
sy = 7% en la integral:

Y1
r

// Ty2—|—a:7“52—|—t)| | dyadss.
E1(0,0)

Como ¢(r) = ¢ = constante, se tiene que:

c—}%qﬁ ( /~/ElOO) o dy2d32> u(z,t) = u(x,t),

donde hemos usado la identidad (3.6) del Lema 3.6.
Para probar que ¢ es constante primero observamos que la ecuacion Lu = 0 es invariante frente
a traslaciones. Podemos por ello suponer que (x,t) = (0,0). La funcion ¢(r) es

M2 ||
u(y, s —5-dyds = u(rys, 52) dysdss.
~(0,0) F1(0,0)

Para simplificar escribimos y, s en lugar de s, so. Derivamos con respecto a r y resulta:

2
// Zyzu% Ty, 728) + 2rsu,(ry, r2s) |y|2 dyds.
E1(0,0) S

Volvemos a hacer y; = 1y, s1 = s,

N
1 |y1|2
¢'(r) = // (y1)iuy, + 281u5) dyydsy,
AN+ +(0,0) ; ! 57

pero para simplificar volvemos a escribir y, s en lugar de vy, s1, es decir:

ly?
@' (r) // Yilly, + 28us p ~—5-dyds = A+ B,
TNJrl E,(0,0) Z Yi 52

donde

Introducimos la funcion:

N 2
¥(y,s) = —7 In(=s) - —1H47T+Nlnr+ |Z|
S

Notese que ¢ = 0 describe precisamente la frontera dFE,.(0,0) de E,.(0,0). Entonces:

il
= Usg yl dyds
e . >

=1

Ahora recordamos que el teorema de la divergencia afirma, para funciones v(y, s), w(y, s) que:

// vwy, dyds = —// inwdyds—i—// vwy;dS,
E,.(0,0) E,.(0,0) OE,.(0,0)
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donde v; es la componente i-ésima de la normal unitaria exterior v a 9FE,.(0,0). Aplicado a la
integral B y observando que ¢ = 0 sobre 9FE,.(0,0) se tiene que:

N
1
B=——— Nug sy Yi | dyd
TN+1//7‘(0)0)[ U7/)+7/)Zuyzy‘| y S

i=1

N
=/, =/,
S Nug) + = Vyystiy, dyds.
PNTL £.(0,0) PN+1 .(0.0) ; Yy

La segunda de las integrales:

VYsyiuy,dyds =
TN“ //T (0,0) Z .

i=1

N N
T oo 25 ; / fro 5
T ity dyds — —— YN yiuy, | dyds =
rN+1 E,.(0,0) Z 257" drN+1 E,.(0,0) 52 Y

i=1
ylu sdyds — A.
rN“ //7 (0,0) .
yi

= 1

Por tanto ( recuérdese que 1, = —S :

N
= Nugpdyds — // N Y 1y u,, dyds
TNH//E(OO) rNFT E,.(0,0) Z Y

1=1

1 // 1
= —— Nugpdyds — —— // Ny Audyds.
FNT1 £,(0.0) rN+1 £.(0,0)

Usando la ecuacion del calor uy — Au = 0, se tiene:

¢'(r) = 0.

3.4.3. Principio fuerte del maximo

La que sigue es la version parabolica del principio fuerte del méximo. El caso general del
resultado donde el laplaciano A se reemplaza por un operador eliptico se debe a L. Nirenberg
(1953). La demostracion que se presenta, aunque mas breve, solo es vélida para la ecuacion del
calor.

Teorema 3.7 (Principio fuerte del maximo). Sea u € C*1(Q7)NC(Qr), donde Qr = Q x (0,T)
y Q es abierto y conexo, una funcion tal que:

Lu=20 en Qp.

Supongamos que existe (xo,tg) € Qr tal que:

FEntonces:

Y(x,t) € Qr con t < tp.
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Q,=Qx (0,T)

Q

Figura 3.3: La zona de Q7 donde u(z,t) = M.

Observacion 3.2. A diferencia del caso eliptico (Teorema 1.8) la solucién u no es idénticamente
M en Qr, solo en la parte de Q7 donde t < ¢ (véase la Figura 3.3).

Observacion 3.3. En general u(x,t) # M para t > tg. Témese por ejemplo un punto x; ¢ Q y
considérese la funcion:

u(z,t) = =U(x — z1,t — to)
definida en el dominio @ := Q x (0,00). Entonces, u satisface la ecuacion del calor en @ y
méxg u = 0. De hecho u = 0 para 0 <t < ¢y. Sin embargo, u(x,t) < 0 siempre que t > t.

Demostracion del Teorema 3.7. Supongamos que u(xg,t9) = M y tomemos (z1,t;) € Qr con
t1 < tp. Vamos a probar que u(z1,t;) = M. Para ello se sabe que xy se puede conectar con

21 en  (Q es abierto y conexo) mediante una poligonal de vértices yo = Zo,...,Ym = Z1.
Correspondiente a cada y;, ¢ = 0,1,...,m, tomamos un tiempo t; € (0,7) tal que t{, = to >
ty > - >t =t;. Llamamos P; = (y;,t;), i = 0,...,m, y formamos la poligonal T" de vértices
Py, Py, ..., Py, constituida por la union en Q7 de los segmentos lineales [P;,_1, P;], i =1,...,m

Vamos a probar que u(z,t) = M,V(z,t) € I'. En particular, u(z1,t1) = u(P,,) = M que es lo que
queremos demostrar. Partiendo de Py y usando el Teorema 3.5 se tiene que:

M = u(zo,to) // Y, S |ZZ,0 yl* dyds
E, (PO) s)?

donde E,(Py) C Qr. Entonces:

_ wle.s) o=yl
0= | [0 - 0=

y como u < M entonces u = M en E,.(Fp). En particular, u = M en E,.(Py) NI'. Esto quiere decir
que:
u(z,t) = M,
para todo (z,t) € I’ con tg — e < t <ty donde € > 0 es pequeno. Definimos:
t=if{t: (z,t) el & wu(y,s)=M, V(y,s) €T cont<s<ty},

es decir, t es el minimo tiempo ¢ donde un punto (z,t) € T' cumple u(z,t) = M. Afirmamos
que t = t;. En caso contrario, t; < t. Aplicando el argumento anterior existiria € > 0 tal que
u(xz,t) = M para todo (z,t) € I' cumpliendo t — e < ¢ < t. Esto va contra la definicion de ¢. Por
lo tanto ¢ = ;. O
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