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Resumen - Abstract

Resumen

La nocion de espacio recubridor es esencial en el estudio de la To-
pologia Algebraica. Dado un espacio recubridor se puede obtener un
modelo algebraico andlogo basado en el concepto de grupoide. Asi,
para el grupoide fundamental del espacio base se obtendrd un gru-
poide recubridor que represente el espacio recubridor original. FEs-
ta correspondencia entre recubridores de espacios y recubridores de
grupoides tiene cardcter funtorial y establece una equivalencia de ca-
tegorias. De esta correlacion se pueden derivar todos los resultados
cldsicos de la teoria de espacios recubridores. Como aplicacion en un
contexto puramente algebraico, la relacion entre grafos y grupoides
recubridores permite probar el teorema de Nielsen-Schreier.

Palabras clave: FEspacios recubridores — Categorias — Grupoides
— Grupoide fundamental — Grupoides recubridores — Teorema de
Nielsen - Schreier.

Abstract

The notion of covering space is essential in the study of algebraic
topology. Given a covering space, one can obtain an analog algebraic
model based on the concept of groupoid. Thus, for the fundamen-
tal groupoid of the base space, a covering groupoid representing the
original covering space is obtained. This correspondence between co-
verings space and covering groupoid has funtorial character and es-
tablishes an equivalence of categories. From this correlation can be
derived all the classical results of the theory of covering spaces. As
an application in a purely algebraic context, the relationship between
graphs and covering groupoids allows the Nielsen-Schreier theorem
to be proved.

Keywords: Covering spaces — Categories — Groupoids — Funda-
mental groupoid — Covering groupoid — Nielsen - Schreier theorem.
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Introduccion

La topologia algebraica permite asignar a cada espacio topoldgico invarian-
tes de naturaleza algebraica (grupos, mddulos, dlgebras) atribuyendo asi nuevas
propiedades diferenciadoras a dichos espacios. Sus resultados algebraicos sub-
yacentes pueden desarrollarse en un contexto abstracto, puramente algebraico,
con aplicaciones a la teoria de grupos y a la teoria de nimeros. Su potencia
radica principalmente en que sus conceptos son esencialmente globales, es decir,
que dependen de la totalidad del espacio que los determina, al contrario de lo
que sucede con la mayoria de los conceptos del célculo diferencial, que son de
naturaleza local.

Las nociones de categoria y funtor son algebraicas. Un tipo particular de
categoria son los groupoides, de los cuales a su vez los grupos son casos especia-
les. Por otro lado los funtores son una buena herramienta para hacer analogias
a través de areas de las matematicas, como entre topologia y algebra. Tales
analogias no son entre las estructuras, los objetos, en si mismos, sino entre las
relaciones entre los objetos de cada tipo. Es decir, hacemos analogias entre es-
tructuras de relaciones.

Asi, dado un espacio topoldgico X, se obtiene la categoria PX de caminos
en X, a su vez se puede definir otra categoria X que se conocera como gru-
poide fundamental de X. Dado un espacio recubridor de X, para el grupoide
fundamental del espacio base se obtendrd un grupoide recubridor que represente
el espacio recubridor original. Esta correspondencia entre espacios recubridores
y grupoides recubridores tiene caracter funtorial y establece una equivalencia de
categorias.

El algebra de los grupoides ha sido desarrollada por P. J. Higgins en 1968,
[7]. Paralelamente en 1965, Ronald Brown descubria la utilidad de este dlgebra
para calcular el grupo fundamental. Otras dreas donde se han usado los grupoides
maés alld del &mbito topoldgico son la geometria algebraica y el andlisis, [16]. Més
recientemente se ha encontrado una aplicacion de los grupoides a la mecanica
de medios continuos, [5].

El trabajo presente tiene como objetivo exhibir la correspondencia entre
recubridores de espacios y recubridores de grupoides, mostrar algunas aplicacio-
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nes, asi como exponer la demostraciéon del teorema de Nielsen-Schreier basada
en grupoides recubridores y grafos.

La memoria se estructura de la siguiente manera. Un primer capitulo en
el que veremos una extension de la definiciéon usual de camino y homotopia. A
continuacion se introduce la teoria de categorias dando conceptos basicos pe-
ro cruciales para el desarollo del trabajo. Prestaremos especial atencion a los
grupoides, un caso particular dentro de las categorias, y estudiaremos sus pro-
piedades carateristicas. Asimismo construiremos el grupoide fundamental de un
espacio topologico. Profundizaremos mas en estos objetos algebraicos, se presen-
tan entonces los grupoides universales y los grupoides libres. Ademés se define
la homotopia entre funtores, una herramienta esencial a lo largo del siguiente
capitulo. En el segundo y ultimo capitulo se introduce la nocién de espacio re-
cubridor de un espacio topolégico asi como la de grupoide recubridor. Se define
lo que llamaremos grupoide recubridor universal y se prueba la existencia de es-
tos grupoides bajo ciertas condiciones. Para finalizar se demuestra el resultado
principal, la equivalencia de categorias entre los espacios recubridores de X y los
grupoides recubridores de 7X (su grupoide fundamental). Como consecuencia
de este teorema principal, se obtienen los resultados clasicos sobre espacios re-
cubridores. Cerraremos el capitulo con una aplicacién a teoremas de subgrupos
en teoria de grupos.

Como un ejemplo motivador de esta memoria pongamos por caso el grupo
fundamental 7(S*, 1) de la circunferencia S'. Sabemos que este es un grupo cicli-
co infinito, es decir, es isomorfo al grupo aditivo de enteros. Los dos diagramas
pushout siguientes muestran una analogia entre topologia y algebra:

{0,1} — {0} {0,1} — {0}

o

[071]_>Sl 1 =

espacios grupoides

El diagrama de la izquierda muestra la circunferencia obtenida a partir del inter-
valo unidad [0, 1] identificando, en la categoria de espacios, los dos puntos finales
0, 1. El diagrama de la derecha muestra el grupo infinito de enteros obtenido a
partir del grupoide finito I, de nuevo, mediante la identificacién de 0, 1, pero
esta vez en la categoria de groupoides. Asi, tenemos una verificacién de que los
groupoides pueden dar un modelado 1til de la topologia.

Cabe mencionar que debido a que en la literatura muchos términos se
encuentran en lengua anglosajona, estos se hallaran entre paréntesis la primera
vez que veamos su traduccion para evitar ambigiiedad.
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Este primer capitulo generalizara la idea de camino y homotopia. Asimis-
mo se hace una pequena introduccién a la teoria de categorias. Se vera que a
partir de un espacio topoldogico X, se obtiene la categoria PX de caminos en
X, a su vez se puede definir otra categoria 7.X que se conocera como grupoide
fundamental de X. En las secciones 1.3 y 1.4 veremos su construccion y algunas
de sus propiedades. A continuacion, profundizaremos mas en los objetos alge-
braicos que dan nombre a este trabajo. Gracias a los funtores entre grupoides
podemos definir la categoria de grupoides, Grpd. Més aun, se presentaran los
grupoides y morfismos universales, asi como los grupoides libres. En esta misma
linea veremos la homotopia entre funtores, principal herramienta para probar
la correspondencia entre los espacios recubridores y los grupoides recubridores,
como se vera en el proximo capitulo.

Se asume que el lector esta familiarizado con conceptos basicos del algebra
(grupos), y con la topologia general. También se presuponen ciertos conocimien-
tos béasicos de topologia algebraica (homotopia y grupo fundamental). Es por
ello que se omiten las demostraciones de algunos resultados puesto que pueden
encontrarse en cualquier referencia estandar sobre introduccién a la topologia
algebraica y sobre teoria de categorias ([2], [6], [L1]).

1.1. Caminos y homotopias.

En el estudio de los espacios conexos por caminos, se suele definir un camino
como una aplicacién continua desde el intervalo unidad, I, hasta un espacio
topoldgico. En esta seccién se va a generalizar la definicién para intervalos [0, 7]
arbitrarios. Esto obliga a una nueva definiciéon de la “suma” de caminos, pero
permitira, por otra parte, simplificar ciertas construcciones.

Definicién 1.1. Sea X un espacio topologico. Un camino en X de longitud r es
una aplicacion continua a : [0,7] — X. Denotamos la longitud de a como |al,
la| = 7. Si a es un camino en X con a(0) = x y a(r) = vy, se dird que a es
un camino con origen x y final y. Un punto x en X determina una aplicacion
continua constante unica de longitud r con valor x. Si r = 0, dicho camino se
denomina camino cero en x, y se denota 0.
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Definicién 1.2. Sea X un espacio topologico. Si a es un camino en X entonces
la aplicacion continua —a : [0,7] — X, definida por —a(t) = a(r —t), es un
camino denominado camino inverso de a.

Definicién 1.3. Sean a,b caminos en un espacio topolégico X. La suma b+a de
dos caminos estd definida si, y solo si, el punto final de a coincide con el punto
inicial de b, es decir, si a(|a]) = b(0). En tal caso, b+ a es el camino

b+a:[0,]b] + |a|]] — X
a(t), 0<t<|a

t
bt —lal), o] <t <la|+ ]

Claramente, la condicién a(]a|) = b(0) es esencial para que se defina b+ a;
y con esta condicién, b + a es continua por el lema de continuidad (véase por
ejemplo proposicién 3.1.6 en [6]). Cabe destacar que la suma de caminos no es
conmutativa.

Homotopia de aplicaciones continuas.

Sean X | Y espacios topoldgicos. Una aplicacién continua F': X x [0,q] — Y
se denominara homotopia de longitud q. Para tal F', la aplicacién inicial y la apli-
cacion final de F' son respectivamente

i X—=Y g X—=Y
x+— F(x,0) x— F(x,q).

Decimos que F' es una homotopia de f a g; se denota F': f ~ g. Si existe una
homotopia F': f ~ g, entonces decimos que f, g son hométopos, f ~ g.

Sea A un subconjunto de X. Si ademds se tiene que F(a,t) = f(a) = g(a), Va €
A, Vt € [0,r], entonces se dice que F' es una homotopia relativa al subconjunto
A. Esto es una generalizacion de la definicién anterior. Un ejemplo de homotopia
relativa es la homotopia de caminos que veremos a continuacién.

Homotopia de caminos.

Consideramos dos caminos a, b de la misma longitud r con origen x y final
y. Una homotopia relativa a los extremos de longitud ¢ desde a hasta b esta
definida por la aplicacion continua

F:]0,7] x [0,q) — X tal que

F(s,0) = a(s), F(s,q) =b(s),s€[0,r] y F(0,t) ==z, F(r,t)=y,tec]0,q.

Observamos que para todo t en [0, g], el camino F; : s — F(s,t) es un camino en
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X con origen z y final y. La familia F; podemos verla como una familia continua
de caminos entre Fy = a y F; = b. Alternativamente, podemos ver F' como una
deformacion de a a b.

Usaremos la notacién F': a ~ b para decir que F' es una homotopia relativa
a los extremos desde a hasta b (de alguna longitud). Hay una tnica homotopia
de longitud 0 de a hasta a. Si F' : a ~ b es una homotopia de longitud ¢, entonces
—F, definida por (s,t) — F(s,q — t), es una homotopia b ~ a. Si F': a ~ b,
G : b ~ ¢ son de longitud ¢, ¢’ respectivamente donde a, b, ¢ son de longitud r,
entonces la suma de F'y G

G+F:[0,r]x[0,q+q¢] — X
(5.1) {F(s,t) 0<t<gq

Glsit—qq<t<q+dq
es continua por el lema de continuidad y es una homotopia a ~ c.

Dos caminos a, b de la misma longitud se llaman hométopos relativamente
en los extremos denotado a ~ b, si hay una homotopia F' : a ~ b. De ahora en
adelante diremos tan solo caminos homoétopos para indicar homotopia relativa
a los extremos. Todo ello prueba el siguiente resultado.

Proposicién 1.1.1 Sean X e Y dos espacios topoldgicos. La relacion de ho-
motopia relativa es una relacion de equivalencia en el conjunto de aplicaciones
continuas de X enY .

Nota 1.1.1 Sea I el intervalo unidad en R. Se puede definir sin dificultad una
aplicacion continua y sobreyectiva A : 1 — [0, ¢q|; asi, si F': X x[0,q] — Y
es una homotopia de longitud q, entonces G = F(1 x ) : X x I =Y es una
homotopia de longitud 1. Ademds F' y G tienen la misma aplicacion inicial y
final. Por tanto, para estudiar las homotopias de aplicaciones, basta con restrin-

girnos a las homotopias de longitud 1. También denotaremos una homotopia de
longitud 1 por Fy, : X — Y (donde t €1 ).

Proposicién 1.1.2 Sean f - W — X, go, 1 : X — Y, h: Y — Z aplica-
ciones continuas. St gy =~ g1, entonces hgof ~ hg1f : W — Z.

Demostracién. Sea g; : g9 ~ g; una homotopia. Entonces hg, f es una homo-
topia hgof =~ hg, f. O

Sean f : X — Y, g : Y — X aplicaciones continuas. Si fg ~ 1y en-
tonces decimos que g es un inverso homotopico a derecha de f y que f es un
inverso homotépico a izquierda de g. Si g es un inverso homotdpico a izquierda
y derecha de f, entonces g se denomina simplemente un inverso homotoépico;
ademas f se denomina equivalencia de homotopia y lo denotamos f : X ~ Y.
Si existe una equivalencia de homotopia X — Y, entonces decimos que X, Y
son homotdpicamente equivalentes (o del mismo tipo de homotopia) y se denota
X~Y.
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1.2. Teoria de categorias

En la presente seccion se introduce la nocién de categoria. Sirviéndonos de
diversos ejemplos se entendera con mas claridad la naturaleza de tales objetos.
En especial se distinguiran los grupoides, un caso particular de categoria. Fi-
nalmente se definira categorias equivalentes y otros conceptos como pushout y
pullback que seran esenciales mas adelante.

Definicién 1.4. Una categoria C consiste en

a) Una clase de objetos Ob(C).!

b) Un conjunto C(x,y) para cada par de objetos z, y de Ob(C); se denomina
conjunto de morfismos en C de x a y.

¢) Una composicion gf € C(x,z) para cada g € C(y,z) y f € C(x,y) dados.

Cly,z) x C(z,y) — C(x, z)

Debe satisfacer:

CAT 1. Asociatividad.
SiheC(z,w), g€ Cly,z2), fel(x,y) entonces

h(gf) = (hg)f.

CAT 2. Existencia de identidades.
Para cada z € Ob(C), 3 1, € C(x,x) tal que si g € C(w,x) y f € C(x,y)
entonces
Lg=g v [fla=1.

Nota 1.2.1 Cuando Ob(C) es un conjunto decimos que C es una categoria pe-
quenda.

Definicién 1.5. Un morfismo f se dice que es una retraccion cuado f tiene una
inversa por la derecha. Un morfismo [ se dice que es una coretraccion cuado f
tiene una tnversa por la izquierda.

Supondremos siempre que los conjuntos C(z,y) son disjuntos. Para sim-
plificar consideraremos C como la unién de estos conjuntos de morfismos y nos
referiremos a f € C(x,y) para algin par de objetos z,y de C, simplemente como
un elemento de C, “f € C”.

Si f € C(x,y) entonces también se denotard f : x — y, 0 x ER Yy; asimismo
x — y simplemente denota un elemento de C(x,y). Para cada x en Ob(C) la
identidad en C(z,x) es unica, ya que si 1,, 1/ son ambas identidades en C(z, x)
entonces 1,=1,1/=1/.

! La clase es una nocién més general que la de conjunto. Se introduce para evitar ciertas ambigiiedades
de la teorfa de conjuntos. Para mas detalle ver la seccién 1.1 de [2].
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Definicién 1.6. Sea C una categoria. Se dice que D es una subcategoria de C si

a) Cada objeto de D es un objeto de C.
b) Para cada x,y en Ob(D), D(z,y) C C(x,y).
¢) La composicion de morfismos en D es la misma que la composicion en C.

vf < ’D(x7y)7vQ S D(y,Z) = gOCf :gon
d) Para cada x en Ob(D), la identidad en D(z,x) es la identidad en C(z,x).

Si D(z,y) = C(x,y) para cualesquiera objetos x e y de D, D se denomina
subcategoria llena (full) de C.
Si Ob(D)=0b(C), D se denomina subcategoria extensa (wide) de C.

Proposicién 1.2.1 Sean f:x — vy, g1, g2 : y — x morfismos en C tales que

glf - 13:: ng - 1y~

Entonces g1 = go. Ademds, si existe otro morfismo g tal que gf = 1,, entonces
9 =91 = 92.

Este resultado afirma que si f tiene una inversa por la derecha y por la
izquierda entonces f tiene una tnica inversa a ambos lados. En este caso se dice
que el morfismo f es invertible o isomorfismo; el 1inico inverso de f se escribe
f~1, o0 en caso aditivo, — f. Si hay un isomorfismo & — 3 entonces se dice que x
e y son isomorfos. Es facil probar que cualquier identidad es un isomorfismo; la
inversa de un isomorfismo es isomorfismo; la composicién g f de dos isomorfismos
es un isomorfismo. En este tltimo caso la inversa es (¢f)™' = f~tg~1. De aqui
se sigue que la relacion de isomorfismo es una relacion de equivalencia en los
objetos de C.

Definicién 1.7. Una categoria pequena en la cual todo morfismo es un isomor-
fismo se denomina grupoide.

Podemos ver un grupo como un grupoide con un solo objeto. A continuaciéon
presentamos otros ejemplos de categorias:

1. Categoria de conjuntos, Set.
Los objetos son todos los conjuntos (X, Y,...) y los morfismos X — Y son
las aplicaciones de X a Y'; la composicion es la composicion usual de aplicacio-
nes, luego cumple la asociatividad, la identidad en Set(X, X) es la aplicacién
identidad entre conjuntos 1y.

2. Categoria de espacios topoldgicos, Top.
Los objetos son todos los espacios topolégicos ((X,T), (Y,T"),...) y los morfis-
mos X — Y son aplicaciones continuas entre X e Y’; la composicién de aplicacio-
nes continuas es una aplicacién continua y cumple la asociatividad, la identidad
en Top((x,T),(X,T)) es 1x.
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3. Categoria de grupos, Grp.
Los objetos son todos los grupos (G1,G2,...) y los morfismos G1 — G2 son
homomorfismos de grupos; la composicion vuelve a ser homomorfismo y es aso-
ciativa, la identidad es 1.

4. Dado un espacio topolégico X, se puede definir la categoria de caminos
en X, PX. Los objetos de PX, Ob(PX), son los elementos de X. Sean z,y € X,
el conjunto de morfismos PX (z,y) es el conjunto de caminos en X de z hasta
y. La composicién de caminos b € PX(y, z), a € PX(z,y), se denota b+ a. La
identidad en PX(x,x) es el camino constante 0,.

Observacion. La categoria PX de caminos en X no es un grupoide ya que si a
es un camino en X de longitud r entonces no hay ningtin camino b tal que b+ a
sea el camino cero.

Como es habitual, una vez vista la definicién de un objeto algebraico, se
sigue definiendo la relacién entre estos objetos. Debemos definir las aplicaciones
o morfismos entre categorias; estos morfismos se conocen como funtores.

Definicién 1.8. Sean C,D categorias. Un funtor I' : C — D asigna a cada
objeto = de C un objeto I'z de D y a cada morfismo f : x — y en C un
morfismo I'f : ' — ['y en D. Debe satisfacer los siguientes axiomas.

FUN 1.5!1 : x — z es una identidad en C entonces I'l : ' — 'z es la
identidad en D; esto es, I'l, = 1p,.

FUN 2. Sif:x—vy,g:y— zsonmorfismos enC, entonces I'(gf) = gl f.

Se puede definir entonces la categoria Cat como aquella que tiene por
objetos todas las categorias pequenas, y por morfismos, a los funtores entre
ellas. Esto es asi ya que tenemos un funtor identidad 1:C -+ C ysi I': C — D,
A D — £ son funtores, entonces podemos formar la composicién Al : C — €.
Ademas se tiene que las categorias pequenas con todos sus morfismos invertibles
(grupoides), forman los objetos de una categoria que denotaremos Grpd cuyos
morfismos son los funtores entre grupoides.

Antes de dar ejemplos de funtores, enunciamos un resultado elemental.

Proposicién 1.2.2 Sea I' : C — D un funtor. Entonces I'f es una retrac-
cion, una co-retraccion o isomorfismo si f es respectivamente una retraccion,
co-retraccion o isomorfismo.

EJEMPLOS

1. Si X es un espacio, entonces PX es una categoria pequena. Supongamos
que f: X — Y es un aplicaciéon continua entre espacios. Si a es un camino en X
de = a y entonces la composiciéon fa es un camino en Y de f(z) a f(y). Si a es
un camino cero, entonces también lo es fa. Si b+ a esta definido en X entonces
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fb+ fasedefineen Yy fo+ fa= f(b+ a). Por tanto, f determina un funtor
entre las categorias PX, PY; Pf: PX — PY.

2. Continuando con el ejemplo anterior, tenemos que P : Top — Cat es
un funtor: Sea un espacio topolégico X € Ob(Top) se tiene que PX € Ob(Cat).
Sea f : X — Y un elemento de Top entonces Pf : PX — PY es un elemento de
Cat. De 1.2.2 deducimos que si X es homeomorfo a Y, entonces PX es isomorfo
a PY. Por tanto, PX es un invariante topolégico de X.

Introduciremos ahora varios conceptos que seran necesarios conocer en las
posteriores secciones.
Definicién 1.9. Dadas dos categorias C y D y dados dos funtores F,G : C — D.
Una transformacion natural o : F' — G es una coleccion de morfismos en D:

oy » Fxr — Gz, para todo objeto x de C

tal que para todo morfismo en C, f : x — y tenemos un diagrama conmutativo

FmiFy

1
Gf

Gr—— Gy

Ademds, si para cada objeto x de C existe un inverso o' de a, en D decimos
que a es una equivalencia natural o un isomorfismo natural entre F'y G.

Definicién 1.10. Decimos que dos categorias C y D son equivalentes cuando
existen funtores F': C — D , G : D — C y existen isomorfismos naturales o
equivalencias naturales
le = GF vy 1p — FG.
Definicién 1.11. Sea C una categoria. Un coproducto de dos objetos Cy,Cy de
C, es un diagrama ; .
Cy = O+ Oy (1.1)
de morfismos de C con la siguiente propiedad universal: para cualquier diagrama
C, 50 &
de morfismos de C, existe un morfismo inicov : C' — C' tal que vi; = vy,vis = V.

Esta propiedad universal garantiza que el coproducto de dos objetos es
unico salvo isomorfismo. Si 1.1 es un coproducto en C, es habitual escribir

C=0CUCC

y por un abuso de lenguaje, referirse a C' (en lugar de iy, i5) como el coproducto
de Cl y CQ.

En Set y Top el coproducto de dos objetos es su unién disjunta. El copro-
ducto en Grpd se define también de manera sencilla (véase [3], pp. 223).
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Definicién 1.12. Un diagrama

02 T C
de morfismos de una categoria C se dice que es un pushout de 11,19 st

a) El diagrama es conmutativo, es decir, uyi; = ugis.
b) Para cualquier otro diagrama conmutativo de morfismos de C

Co—>C4 (1.3)

OQTO,

existe un unico morfismo v : C — C' tal que vuy = vy, Vuy = vy.

La propiedad universal muestra que si 1.2 es una pushout, entonces 1.3 es
una pushout si, y solo si, existe un isomorfismo v : C' — C' tal que vu, = vq,
a = 1,2. Asi, un pushout se determina salvo isomorfismo por iq,i5. Si 1.2 es un
pushout, es habitual escribir

C = Cl ill—liz 02.
Mediante un abuso de lenguaje, nos referiremos a C' como el pushout de iy, i5.

Es importante senalar que no hemos afirmado que existan pushouts para
11,%2. La existencia de pushouts arbitrarios se considera como una buena pro-
piedad de la categoria C. En las categorias Set, Top y Grpd siempre existe el
pushout de dos morfismos. (Ver por ejemplo [10], pp. 66, para Set y Top. Ver
[7], Theorem 3, pp. 70 para Grpd.)

Proposicion 1.2.3 En cualquier categoria C, la composicion de dos diagramas
pushouts es un pushout.

ct-p-q
f k m
Definicién 1.13. Un diagrama

f/

— s B

o

g

Q
-

AN

— C
de morfismos de una categoria C se dice que es un pullback de (f,g) si

a) El diagrama es conmutativo.
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b) Para cualquier otro diagrama conmutativo de morfismos de C

Q fll B

g

A—>f C
existe un unico morfismo q: Q — P tal que " = f'q y ¢" = ¢'q.

Tanto en Top como en Grpd, se puede construir siempre el pullback de f
y ¢ tomando P como A x, B = {(a,b) € Ax B: fa = gb} y donde f'(a,b) =b
y ¢'(a,b) = a. Es habitual denotarlo A x¢ B.

1.3. Construccion del grupoide fundamental

Dado un espacio topolégico X, en la secciéon anterior hemos construido un
invariante topoldgico, la categoria PX. Sin embargo necesitamos una estructura
algebraica mas rica. Para ello introduciremos el grupoide fundamental del espacio
X. Para su construccion usaremos la relacion de homotopias de caminos.

El grupoide fundamental 7X sera un grupoide tal que el conjunto 7 X (z, y)
es el conjunto de ciertas clases de equivalencia de PX (z,y). Sean a,b € PX (z,y)
de la misma longitud r. Sea F' : [0,r] x [0,q] — X una homotopia a ~ b.
Entonces existe una homotopia F’ : a ~ b de longitud 1. (Ver Nota 1.1.1).
Asumiremos a partir de ahora que las homotopias son de longitud 1.

Pensaremos en una homotopia F' (de longitud 1) como una funcién ¢ — F; donde
F; es un camino. Luego, abreviamos t — F; a F}. Esto nos permite decir, por
ejemplo, que si F; : a ~ b entonces Fi_; : b ~ a.

Para cualquier nimero real »r > 0y x € X, r, es el camino constante en
x de longitud r. Cuando no haya confusion, denotaremos r a r,. En particular,
para cualquier camino a y r > 0, los caminos a + r, r 4+ a estan bien definidos.

Proposicién 1.3.1 Seaa,b € PX(z,y), ¢c,d € PX(y,z) donde |a| = |b|, |¢| = |d|,

a) St a ~ b entonces -a ~ -b.
b) Sia~b, c~d entonces c+a~ d+b.
c¢) Para cualquier r > 0, a +r ~r+ a.

Demostracién. a) Sea F' una homotopia a ~ b. Entonces
<S>t) = F(‘a’ - Sat)

es una homotopia —a ~ —b.
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b) Sea F':a ~b, G : ¢ ~ d. Entonces

H:[0,]a] +|e]] xT—X
F(s,t) si s < |al
(s:8) = {G(s —lal,t) st a| <s

es una homotopia ¢ +a ~ d + b.
¢) Definimos

H:0,r+|a|]] xI — X

T 0<s<tr
(s,t) = Qals—tr) tr<s<tr+]|d
Y tr+lal <s<r+lal
como la homotopia a + r ~ r + a. O

Proposicién 1.3.2 Si a € PX(x,y) y |a| = r entonces
—a+an~2ry, a—an~2r,.
Demostracion. Definiremos la homotopia 2r, ~ —a + a como

F:0,2r) xT— X

a(s) 0<s<rt
(s,t) = a2rt—s) rt<s<2rt
x 2rt < s <2r
Anidlogamente, cambiando a por —a se obtiene a — a ~ 2r,. O

Definiremos ahora una relacion de equivalencia entre caminos de distinta
longitud.

Definicién 1.14. Sean a,b € PX(z,y). Decimos que a y b son equivalentes si
existen numero reales r,s > 0 satisfaciendo |a| + 1 = |b| + s tal que r +a, s+ b
son homdtopos.

Esta relacién es obviamente reflexiva y simétrica, pues la homotopia es
reflexiva y simétrica. Es también transitiva: dadas unas homotopias r4+a ~ s+¥b,
s+ b ~ t+ c donde a,b,c son caminos y r,s,s’,t > 0 entonces existen unas
homotopias

s+r+a~s+s+b=s+5+b~s+t+ec

Los siguientes ejemplos nos proporcionaran resultados ttiles que seran ne-
cesarios mas adelante.

1. Sea a € PX(x,y) de longitud » > 0. Sea " > 0, a es equivalente a
un camino de logitud 7’. Sea b : s — a(sr/r") el camino de longitud 7’. Una
homotopia " +a ~ 1+ b es
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~Ja(rs/A)  0<s< N\ B ,
F(s,t)—{ y N<s<rir donde Ay = r(1 —t) +1r't.
De este ejemplo no se concluye que todo camino sea equivalente a un camino de
longitud 0, ya que, si 7’ = 0, entonces en F'(s,t) tendriamos que es continua si, y
solo si, a es constante. Sin embargo, nos muestra que cualquier camino constante
r es equivalente a un camino de longitud 0 pues r = r + 0.

2. Los caminos equivalentes de la misma longitud son homoétopos. Esto
se puede demostrar construyendo para cualquier r,s > 0 un homeomorfismo
entre los dos rectdngulos, G : [0,7] x I — [0,r + s] x I, que es la identidad en
{0} x TU[0,7] x I? y que aplica {r} x I homeomérficamente en [r, 7 4 s] x I
U{r + s} x I. Entonces, si F': [0,r + s] x I — X es una homotopia s +a ~ s+b
donde a,b tienen longitud r, entonces la composicion F'G es una homotopia
a ~b.

Las clases de equivalencia de caminos desde = hasta y se denominan clases
de caminos desde x hasta y, la clase de uno de estos caminos a se denotara como
clsa, y el conjunto de estas clases de caminos se denota 7.X(x,y). La clase del
camino cero en z se escribe 0, o para evitar ambigiiedad, 0,. Por el ejemplo 1,
la clase del camino 0, incluye a todos los caminos constantes en x.

Proposicién 1.3.3 El inverso de una clase y la suma de clases de caminos
estan definidas por
—clsa = cls(—a), a€ PX(z,y), be PX(y,z2)
clsb+clsa = cls(b+a)

Proposicién 1.3.4 La adicion de clases de caminos es asociativa. Ademds, si
a € 1X(z,y) entonces
a+0,=0,+a=aqa,
—a+a=0, a—-—a=0,

Estos resultados nos permiten definir el grupoide fundamental de un espacio

X.

Definicién 1.15. Un grupoide donde los objetos son los puntos de X y cuyos
morfismos x — y son las clases de caminos desde x hasta y, se denomina grupoide
fundamental de X; se denota wX.

Para cualquier espacio X, hay un funtor p : PX — 7.X que es la identidad
en los objetos y envia cada camino de PX a su clase de equivalencia.

p: PX —7nX
T =T
a:xr—y +— clsa:x—y

21 = {0, 1}.
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1.4. Propiedades de los grupoides

En esta seccion probamos algunas propiedades basicas de los grupoides y
las aplicamos al grupoide fundamental de un espacio. Usaremos notacién aditiva
tanto en los grupoides como en el caso particular de grupos. Estos tltimos no
tienen que ser necesariamente abelianos. Por otro lado hemos visto la relacion
entre categorias a través de los funtores. En el caso particular de los grupoides,
estos funtores se denominardn morfismos de grupoides. Obtenemos asi la cate-
goria Grpd cuyos objetos son todos los grupoides y sus elementos los morfismos
de grupoides.

Definicién 1.16. Sea G un grupoide. Un subgrupoide H de G, es una subcate-
goria de G que a la vez es un grupoide.

Podemos construir subgrupoides llenos H de G tomando H como la subca-
tegoria llena de G con cualquier subconjunto de Ob(G). Ademés el subgrupoide
lleno de G' con un objeto de = de G se denota G(x). De este modo se puede
definir un grupo como el grupoide con un solo objeto. En particular, G(z) lo
denominaremos grupo sobre el vértice x (vertex group).

Si X es un espacio topologico y = € X, entonces mX(z) es el conocido
grupo fundamental de X en x. Este grupo lo podemos ver escrito como 7(X, z).
En general, si A es un conjunto cualquiera entonces el subgrupoide lleno de 7.X
en el conjunto AN X se escribe 7 X A. Los elementos de X A son todas las clases
de caminos que conectan los puntos de AN X en X.

Un grupoide G se dice conexo si G(z,y) es no vacio para todo objetos z,y
de G. En particular, 71X es conexo si, y solo si, X es conexo por caminos.

Sea xy un objeto de G, y sea Czy el subgrupoide lleno de G con todos los
objetos y de G tal que G(z,y) es no vacio. Si z,y son objetos de C'zy entonces
G(z,y) es no vacio ya que contiene elementos b + a para b en G(xo,y) y a en
G(z,xp). Se sigue que C'xq es conexo. Claramente, C'z es el subgrupoide conexo
maximal de G que contiene a xy como objeto. Llamamos a Cz( la componente
de G conteniendo a xy. El conjunto de componentes de G se denota my(G).

Proposicion 1.4.1 Sean x,y,z’,y objetos del grupoide conexo G. Existe una
biyeccion

v Gz,y) — G@'y).
Six =y, 2’ =1y entonces ¢ serd un isomorfismo de grupos.

Este resultado nos dice que los grupos sobre un vértice de un grupoide
conexo son todos isomorfos. El isomorfismo G(x) — G(a) se denota ay. Si
ademds x = ' entonces ax es un automorfismo interno de G(x).

Proposicion 1.4.2 Sea G un grupo. Entonces todo automorfismo interno es
trivial si, y solo si, G es abeliano.
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Proposicién 1.4.3 Sean x,x’ pertenecientes a la misma componente de G. En-
tonces ay = by : G(x) — G(2') para todo a,b : x — 2’ si, y solo si, G(z) es
abeliano.

Como consecuencia, las componentes de 7.X son los grupoides 7.Xy para
Xp una componente conexa por caminos de X. Si « es una clase de caminos en
7X desde x a 2’ entonces o determina un isomorfismo ay : (X, z) — 7(X, 2’)
de grupos fundamentales y oy es independiente de la eleccién de « si y solo si,
(X, x) es abeliano.

Veamos ahora algunos ejemplos de grupoides:

1. Sea X cualquier conjunto. El grupoide discreto en X también denotado
X; tiene X como su conjunto de objetos, una identidad para cada objeto de X
y ningun otro morfismo.

2. Sea X un subconjunto convexo de un espacio vectorial normado. Sea
a,b dos caminos en X desde x hasta y de la misma longitud r. Entonces a y
b son hométopos ya que F : [0,7] x I — X, (s,t) = (1 — t)a(s) + b(s) es una
homotopia a ~ b. Se sigue que, cualesquiera dos caminos desde x hasta y son
equivalentes; por tanto 7.X (z,y) tiene exactamente un elemento para todo z,y
en X. Un grupoide con esta propiedad se dice que es I-conexo o grupoide en
arbol (tree groupoid); si 7X es un grupoide en arbol decimos que X es 1-conexo,
lo que implica que X es conexo por caminos. Por ejemplo el intervalo unidad I
es 1-conexo ya que es un subconjunto convexo de R.

Si cada componente conexa por caminos de X es 1-conexa entonces por cada z,y
en X, 7X(z,y) contiene como mucho un elemento; decimos que X, y también
wX, es simplemente conero. Asi, que X sea simplemente conexo significa que
dos caminos en X con los mismos extremos son equivalentes. Un grupoide G se
dice simplemente conexo si G(x,y) no tiene més de un elemento para todo z,y
en G.

3. Definimos el grupoide I como el grupoide en arbol con dos objetos 0,
1 y el unico elemento de I(0,1) lo denotamos 2. Si un espacio topoldgico X es
1-conexo y A C X, entonces 7 X A es un grupoide en arbol. En particular

nl{0,1} =L
4. Un grupoide G es totalmente disconexo si
Gz,y) =0, Va#y.

Tal grupoide esta determinado enteramente por la familia de grupos {G() } zcop(c)-
Si X es un espacio y A consta de exactamente un punto en cada componente
conexa por caminos de X, entonces 7.X A es totalmente disconexo.
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Proposicion 1.4.4 El grupoide fundamental es un funtor
7 : Top — Grpd.

Demostracion.
m: Top — Grpd
X =X
f: X—=Y — ot 7 X - 7Y

Sea f : X — Y una aplicacién entre espacios y Pf : PX — PY el correspon-
diente funtor entre las categoria de caminos. Suponemos primero que a, b son dos
caminos hométopos en X de longitud r desde x hasta z’. Entonces existe una
aplicacién F : [0,7] x [ — X tal que F': a ~ b. Por tanto se tiene fF : fa ~ fb.
Si a,b son caminos equivalentes en X desde x hasta 2/, entonces existen unos
caminos constantes r, s tal que r + a, s + b son homdtopos, luego

r+ fa=f(r4+a)~ f(s+b) =s+ fb.
fa, fbson equivalentes. Tenemos entonces bien definida la aplicacion
nf .7 X = 7Y, clsaw clsfa

Veamos que 7 f es un morfismo de grupoides.

FUN 1. Sea 1, : X — X identidad en Top. Sea = € X se tiene wl,(z) =z y
dado clsa € X, entonces 71, (clsa) = cls(ml,(a)) = cls(1.(a)) = clsa.

FUN 2. Sean f: X — Y, g:Y — Z. Tenemos que ver w(gf) = mgnf.
/ g wf g
X=>Y=>Z—1nX =Yy =17

Sea x € Ob(nX). Entonces mg(n f(x)) =mg(f(x)) =g(f(2)) = gf(x) =7(9.)(x).
Sea clsa € wX(x,2'). Entonces mg(mwf(clsa)) = wg(cls fa) = clsg(fa) =
cs(gfla=n(gf)(clsa). Luego w(gf) = mgm f. Concluimos 7 es un funtor. O

Proposicién 1.4.5 Si X es homeomorfo a Y entonces m1X es isomorfo a Y.
Demostracién. Es consecuencia inmediata de 1.2.2 y 1.4.4. ad

Advertimos ahora que el grupo fundamental 7(X, z) solo esta definido para
espacios X en un punto x de X. Luego no es un funtor Top — Grp. Para obtener
un funtor, se introduce la categoria de espacios punteados (o espacios con punto
base), Top,. Un espacio punteado es un par (X,z) donde z € X y X es un
espacio topolégico. Una aplicacién punteada (X, x) — (Y,y) estd determinada
por los dos espacios punteados y un aplicacién continua f : X — Y tal que
f(z) = y. A cualquier espacio punteado (X,z) le podemos asignar el grupo
fundamental 7(X,z) y a cualquier aplicaciéon punteada f : (X,z) — (Y,y) le
podemos asignar f, : (X, x) = 7(Y,y), la restriccién de 7f : 71X — 7Y a los
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grupos correspondientes. Esto define el funtor grupo fundamental m : Top, —

Grp.

Dado que es mas fécil especificar un grupo que un grupoide, el grupo fun-
damental es el invariante topoldgico més utilizado en espacios punteados.

Proposicién 1.4.6 Sea f : C —> D un funtor. Entonces f es un isomorfismo
si, y solo si, las aplicaciones

inducidas por f son todas biyecciones.

Dado un grupoide GG y dado un elemento a de GG, entonces se define el mor-
fismo a : I — G como el inico morfismo que envia ¢ a a. Este morfismo aparecera
implicitamente en algunas demostraciones de este capitulo y el siguiente.

Definicién 1.17. Sean Ci,Cy dos categorias. Se define el producto de categorias
como Cy xCy. Tiene como objetos el par (x1, x3) para 1 en Ob(Cy), xe en Ob(Cy);
sus elementos son el par (a1, az) para ay en Cy, as en Cy. Asi el conjunto Cy x Cq
simplemente es el producto cartesiano de dos conjuntos.

Siay:xy — yp enCy, Siag:xeg — ys en Cy entonces se tiene

(a1, a2) : (21, 72) — (Y1, Y2)

La composicion estd definida como cabe esperar

(51, 52)(a17 a2) = (blala b2a2)
siempre que biay, beas estén definidos.

Es muy facil demostrar que C; x Cy es una categoria. Observamos también
que si a1, ap tienen inversas a; ', ay ' entonces (ay, ay) tiene inversa (a; ', ay'). De
ello se deduce que si Cy, Cy son ambos grupoides, entonces también lo es C; x Cs.

1.5. Homotopia entre funtores

Describiremos una nocién de homotopia entre funtores equivalente a la
homotopia entre aplicaciones continuas, que generaliza la homotopia de caminos
empleada para definir el grupoide fundamental de un espacio. Sera conveniente
hacer, en primer lugar, unas consideraciones sobre funtores y el producto de
categorias.

Sea F': C x D — & un funtor, donde C, D, £ son categorias. Si 1, es la
identidad en x en C, entonces para cada objeto x de C y para cada objeto y de D,
F' define, respectivamente, dos funtores F/(1,,—): D =y F(—,1,) : C = €.
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Sia:xz — 2, b:y — y son morfismos en C, D respectivamente, entonces
tenemos un diagrama conmutativo, ya que F'(1ya,a,) = F(a,b) = F(al,, 1,b).
Por simplificar notacién, escribimos x en lugar de 1, e y en lugar de 1,.

F(ay)

F(zr,y) F(z',y) (1.4)
F(z,b) et F(x,b)
F(:C7 y/) F(a,y’) F(:LJ, y,)

El siguiente resultado muestra que estos dos funtores determinan F'. Su demos-
tracién es una comprobacién directa de los axiomas FUN 1 y FUN 2, y se ha
omitido.

Proposicién 1.5.1 Supongamos que para cada x en Ob(C) ey en Ob(D) se nos
dan los funtores F(x,—) : D — &, F(—,y) :C — & tal que F(x,y) es un objeto
tnico de E. Supongamos que para cada a : v — x' enC yb:y — y en D
el cuadrado exterior de 1.4 conmuta. Entonces, la composicion diagonal F(a,b)
hace que F sea un funtor C x D — &. Todo funtor C x D — & viene determinado
de esta manera.

Para modelar la nocién de homotopia en categorias necesitamos un analogo
al intervalo unidad. Este anédlogo es el grupoide en arbol 1.

Definicién 1.18. Sean C y & categorias. Una homotopia (o equivalencia natu-
ral) de funtores de C a &€ es un funtor F': C x I — &. El funtor inicial de F
es entonces [ = F(—,0) y el funtor final de F es g = F(—,1); decimos que
F es una homotopia desde f hasta g y lo denotamos F : f ~ g. Si existe tal
homotopia de f a g, entonces decimos que f, g son homdtopos y escribimos

f~g.

Segun 1.5.1, para especificar una homotopia F' es suficiente dar los funtores
inicial y final, f y g, de F, y también para cada objeto =z de C, un funtor
F(z,—) : I — & de tal forma que el exterior de 1.4 conmute. Sin embargo,
los funtores F'(z,—) : I — £ estan completamente especificados por elementos
invertibles 6, de £ donde 0, = F(z,7). En estos términos, 1.4 se convierte (con
b=1)en

fo L fy

cuya conmutatividad afirma
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(9a)(0.) = (6,)(fa). (1.5)

Ya que 6, es invertible, tenemos que ¢ esta determinada por f y 6. En conse-
cuencia, dado cualquier funtor f : C — &£ y para cualquier objeto x de C, un
elemento invertible 8, de £ con punto inicial fz, entonces existe una homotopia
f =~ g donde g esta definido por 1.5. Por tanto podemos decir también que 6 es
una homotopia desde f hasta g; 6 : f >~ g. En el lenguaje de categorias # es una
equivalencia natural en el sentido de la definicion 1.9.

1.6. Grupoides universales y morfismos universales

Se presentan lo que se conoce como grupoides universales y morfismos
universales. Las propiedades (universales) que verifican estas dos construcciones
permitiran obtener grupoides libres y productos libres de grupoides.

Sea G un grupoide, X un conjunto y o : Ob(G) — X una aplicacién.
Construiremos un grupoide U y un morfismo de grupoides ¢ : G — U de
forma que Ob(U) = X, Ob(a) = 0.

Nota 1.6.1 A lo largo de esta seccion, usaremos notacion multiplicativa, en vez
de aditiva, para la composicion en el grupoide.

Definicién 1.19. Sean xz, 2’ € X. Una palabra de longitud n > 1 desde x hasta
z’ es una sucesion a = (ay,ap_1,...,a1) de elementos (morfismos) de G tales
que si a; € G(x;,x;) Vi = 1...n entonces se debe verificar

a)xt # i1, i=1...n—1
b)o(z)) =o(xiy1), i=1...n—1
c)o(ry) =z, o(x))=2a

d) a; es distinto de la identidad ¥V i=1...n

Estas condiciones aseguran que a pesar de no estar definido a;1a; en G,
d(a;41)0(a;) st lo estd en U. Lo cual permite definir la estructura de grupoide
sobre U como sigue:

a) La clase de objetos es Ob(U) = X

b) Morfismos en U.
Dados z,2’ objetos de U se define U(x,z’) como el conjunto de todas las
palabras desde x hasta z’ de long > 1. Ademés, si x = 2’ entonces en U (x, )
se incluye también la palabra vacia de longitud 0 que denotamos ( ).. Supo-
nemos que ( ), # (), cuando x # y.

c¢) Composicion.
La definiremos por induccién sobre la longitud,

U, 2") x U(z,2') — U(z,2")
(b,a) — ba
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Sia € U(x,z') entonces se define ( )ya = a, a( ), = a. Esto es, la palabra
vacia actua como la identidad.
Sean a = (ay,...,a1) € U(x,2') donde a; € G(x;,2}) yb = (by,...,b1) € U(x',2")
donde b; € G(y;, yg) Suponemos que tenemos ba definida para longitud de a
menor que n y longitud de b menor que m.
Para longitudes n y m tenemos tenemos los siguientes casos:
"y F T,
ba = (b, b1, .-, b1,0n,...,a1) € U(x,z").
=y =2,y bia, #1:
ba = (byy, by—1, ..., 0o, bran, any, ..., a1) € U(x,z").
= =2,y bha,=1:
ba = (by,bm—1,...,b2)(an_1,an,...,a;) definido por hipétesis de induc-
cion.
Comprobemos que cumplen los axiomas.
CAT 1. La composicién (multiplicacién) es asociativa.
Dado a = (ap,...,a1) € U(z,2') donde a; € G(x;, ), b = (byn,...,b1) €
U(a',2") donde b; € G(y;,v;), ¢ = (cr,...,c1) € U(z”,2") donde ¢ €
G(zk, 23,), ic(ba) = (cb)a?. Por induccién sobre longitud m:
= Si b tiene longitud m = 0, el resultado es trivial. ¢(ba) = ca = (cb)a.
Analogamente si a o ¢ tienen longitud 0.
= Si b tiene longitud m = 1 se dan 7 casos:

Loz, #yi, ) # 21

c(ba) = (¢ry...,c1)(br,an, ... a1) = (¢ry ..y C1,b1,Gpy .. a1) = (cb)a.
2.zl =y, Yy # 21, bia, # 1.
(ba) = (¢py...ycr,b1an,an 1, .. a1) = (Cryonoycr,b1)(any ..o a1) =
ch)a.
3.zl =y, Yy # 21, bia, = 1.

c(ba) = (¢ry ... c1)(@n-1,...,a1) = (cb)a.

O

~—

—
S~—
S

4. ! F 1, yy = 21, c1by # 1.
c(ba) = (¢ry ..., c1b1,an, ..., a1) = (cb)a.
5. xl # i, Yy = 21, c1by = 1.
c(ba) = (¢ry ... yc1) (b, an, ... a1) = (Crye ooy Coylpy ... a1) = (cb)a.

6. ), =y1, Yy = 21, c1bra, # 1.
c(ba) = (¢ry...,c1)(bian,...,a1) = (¢py. .., Co,C1b1An, Q1 ..., 01) =
(ch)a.

7.2 =y, Yy =z, eiba, = 1.
c(ba) = (¢rycpp oo yc1)(bian, ... a1) = (Cry ooy CoyGp1, ..., a1) = (cb)a.
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= Sim > 1 procedemos por inducciéon: Suponemos que se da la asociatividad
hasta longitud m — 1. Veamos para m.
Sea b = (by,...,b1). Ponemos b = "V con O y i/ palabras de longitud
< m. Entonces c(ba) = c(b"'Va) = c(b'(Va)) = ' (b'a) = (cb")(ba) =
(ct't)a = (cb)a.

CAT 2. Existencia de identidades. Trivial.

Si a; € G(x;,2}) entonces a; ' € G(x,x;) por ser G grupoide. Luego dada
a = (an,...,a1) € U(z,2") tenemos a~* = (a;*,...,a;') € U(z',x) verificando
(Qny--sa))(arty o anh) = (an, .. a9)(ay .. a) = o0 = (ap)(a;?) = ()
Por tanto, toda palabra tiene inversa a derecha y, analogamente, a izquierda.

Concluimos que U es grupoide.

Ahora se puede definir un morfismo de grupoides 7 : G — U:
» Ve Ob(G), d(z)=oc(x)e X =0bU)

w a€ G(x;,a))
_ a) a#1
O’(Cl): {E))xail
Veamos que cumple los axiomas:
FUN 1. 6(1,,) = ()a,-
FUN 2. Dado asa1 € G<$1,$/2>, 5'(@2@1) = ((IQCL1> = (CLQ)(CLl) = 5'(@2)5'(&1).

El grupoide U depende de G y de o, por lo que denotaremos U,(G) a
U. Aunque la construcciéon de U,(G) mencionada anteriormente ilustra bien
su estructura, desde un punto de vista general, la caracteristica principal de
U,(G) es que ¢ satisface una importante propiedad universal. Identifiquemos, el
conjunto de objetos Ob(G) del grupoide G como un subgrupoide extenso de G,
cuyos elementos son solamente las identidades.

Definicién 1.20. Un morfismo de grupoides f : G — H se dice universal res-
pecto a Ob(f) si el siguiente diagrama es un pushout en la categoria de grupoides

Ob(f)

0b(G) 2L ob(m)
oo
G———H

donde 1, k son funtores inclusion.

La aplicacién Ob(f) puede ser interpretada como un morfismo entre gru-
poides discretos, entendiendo que lleva la identidad en cada objeto a la identidad
en su imagen.
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Proposicién 1.6.1 Un morfismo de grupoides f : G — H se dice universal
respecto a Ob(f) si, y solo si, para cualquier morfismo g : G — K y para
cualquier aplicacion T : Ob(H) — Ob(K) que verifique Ob(g) = TOb(f) existe
un Unico morfismo de grupoides g* : H — K tal que Ob(g*) =7 y g*f = ¢.

Demostracién. Si k£ : Ob(K) — K es la inclusiéon entonces 7/ = k7 :
Ob(H) — K estd determinado por 7. Ademéds 7" también determina 7, basta
tomar 7 = Ob(7’).

Para la demostracién, supongamos primero que f es universal, esto significa que
el siguiente cuadrado es un pushout.

Sea g : G — K, 7 : Ob(H) — Ob(K) tal que Ob(g) = 7Ob(f). Tenemos
kOb(g) = kTOb(f) = gi = kTObL(f). Entonces, por la propiedad universal del
pushout, 3 ¢g*: H — K talque kr=g¢*jy g=g*f.
Como k1 = ¢g*j = Ob(kT) = Ob(g*j) = Ob(k)Ob(T) = Ob(¢g*)Ob(j) =T = Ob(g").
Reciprocamente, supongamos que tenemos g y 7’ tal que gi = 7'Ob(f). Sa-
bemos que 3! ¢* : H — K tal que ¢* f = g y Ob(g*) = 7 cuando Ob(g) = TOb(f).
Definimos 7" = k7. Luego Ob(7’) = 7. Entonces gi = 7'Ob(f) = k7Ob(f). Tene-
mos que Ob(gi) = Ob(1)Ob(f), se sigue que Ob(g) = TOb(f).
Por tanto 3! ¢* : H — K tal que ¢*f = g y Ob(g*) = 7. Como Ob(g*) = 7, se
tiene que 7 = kT = K'Ob(g*) = g*j. Luego el diagrama es un pushout y f es
universal. a

Nota 1.6.2 Sea f : G — H universal. Entonces, utilizando la propiedad univer-
sal del pushout, se prueba que H estd determinado por f y Ob(f). Luego H es
unico salvo isomorfismo.

Proposicién 1.6.2 Sea G un grupoide y o : Ob(G) — X una aplicacién. El
morfismo & : G — U,(G) es universal.

Demostracién. Denotamos Ob(d) = o.

Ob(G) Ob(5)=0
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Usaremos la caracterizacién 1.6.1.

Sea g : G — K un morfismo de grupoides, 7 : X — Ob(K) una aplicacion tal
que Ob(g) = To. Buscamos g* : U — K tal que Ob(g*) =Ty g*d = g.
Definamos g*:

» g viene definido sobre las identidades de U mediante 7, pues Ob(g*) = 7.
Luego ( ), € U(z,2) es la identidad en z en U = ¢*(( )2) = L)
» Dado un elemento a de U,(G), a # 1

a=(ay,...a1) €U(z,2") a; € G(xy,2})

tal que o} = ox;41 y donde x = o(z1) y 2’ = o(x),)

e sia tiene longitud n =1
Definimos g*((a1)) = g(a;) de esta manera se verifica g*c = ¢g. Ademés
(a1)=ac(aq). Luego g*(a1) = g(a1) es la unica definicién consistente posible
con la igualdad.

e sia tiene longitud n > 1

/ / /
gr; =TOX;, = TOT;4+1 = GTi4+1 = gxr; = gTi+1

Podemos definir g*(a) = g*((apn,...,a1)) = g(an)g(an—1)...g(ar). Luego
go=9:G— Ky Oblg*)=r.

Veamos ahora que ¢g* es morfismo de grupoides.
FUN 1. Evidente.

FUN 2. Dada a = (an,...a1),b = (bym,...b1) en U, donde a; € G(z;,2}),
bj € G(yj,y;) tales que la composicion ba estd definida ( oy, = o;,) procedemos
por induccién sobre la longitud:

m Sin=00m=0
e n=20

ba =b= g*(ba) = g"(0) = " (D)1g-0() = 9" (0)9"((otyn)) = 97 (b)g"(a).

e m=10
ba=a=g" = (ba) = g"(()o(a))g" (@) = g"(b)g" (a).
= Supongamos g*(ba) = ¢g*(b)g*(a) para una longitud m — 1,n — 1.

= Veamos para m y n

(
g

g(bm) ... g(bl)g(an) ... g(a1) = g*(b)g*(a), w1 #
g (ba) = § g(bm) ... g(b2),g(b1ay) ... g(ar) = g*(b)g*(a), w1 =12, y bia, #1
9" (b, - --b2)(an—17 car))  =g(b)ga), ni=m, y bag =1

La unicidad también se tiene ya que g*¢ = ¢ implica g*(a1) = gay. Es decir,
esta es la tnica forma posible de definir g*. O
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Definicién 1.21. Sea f : G — H un morfismo de grupoides. Decimos que f es
estrictamente universal si para cualquier morfismo g : G — K tal que Ob(g)
se factoriza a través de Ob(f) entonces existe un unico morfimso g* : H — K

tal que g*f = g.

Proposicion 1.6.3 Un morfismo f : G —> H es estrictamente universal si, y
solo si, f es universal y Ob(f) es sobreyectivo.

Demostracion. Suponemos f estrictamente universal. Sea ¢ : G — K un
morfismo tal que Ob(g) se factoriza a través de Ob(f). Entonces sabemos que
existe un morfismo unico ¢g* : H — K tal que ¢*f = g. Sea 7 la aplicacién
por la que se factoriza Ob(g) ;Ob(g*) = 77 De la relaciéon g*f = g se tiene
Ob(g*)Ob(f) = Ob(g) = TObL(f). De aqui solo se puede concluir que Ob(g*) = 7
si Ob(f) es sobre. Vedmos la sobreyectividad de Ob(f):

Sea 0 = Ob(f) : Ob(G) — Ob(H). Por 1.6.2, 5 : G — U,(G) es un morfismo de
grupoides universal. Luego existe un tnico morfismo f** : U,(G) — H tal que

[ = fy Ob(f**) = loym-
Ademéds como f es estrictamente universal y Ob(ag) = Ob(f) = 10b(f) = o
entonces existe un morfismo f*: H — U,(G) tal que f*f = 5.

Ob(G) —=2" D Ob(H) —~ Ob(H)
TR RV

~_

o

Probando Ob(f*) = 1 se sigue que & es estrictamente universal. Con ello vere-
mos que Ob(f) es sobreyectiva.

Por una parte, tenemos que 1y, () es el tinico tal que 1y, ()0 = &y Ob(1y, (c))=1owsm)
Luego, por unicidad, f*f** = 1y, (). Por otra parte, como f**f*f = f*¢ = f,
también por unicidad se concluye que f** f* = 1. Esto implica que Ob(f** f*) =
Ob(1x) = Ob(f**)Ob(f*) = lop) = Ob(f*) = Lonm) -

Como consecuencia veamos que & es estrictamente universal:

Seah: G — K y Ob(h) = 1Ob(f) = 7'Ob(f) dos factorizaciones distintas, como

o universal, 3! h*,! b"* : U,(G) — K tal que h*G = h, Ob(h*) =Ty h*Gd =hy
Ob(h'*) = 7'. Tenemos Ob(h) que se factoriza a través de Ob(f).

Como f estrictamente universal, existe un unico h” : H — K tal que b f = h.

Pero ) ) .
f*f=h'c= * e
h/*‘;*ff:h/*azh}jh =R =h

= Ob(h* f*) = Ob(I"* f*) = Ob(h*)Ob(f*) = Ob(K*)Ob(f*) = Ob(h*) = Ob(K'™)
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A
_H
f ////// \\ h”
/’// //f* \\
-7 < h* b/ A
G= U, (G)— - 2 SK

Concluimos que existe un tunico h* : U,(G) — K tal que h*c = h y que h* es
independiente de la factorizacién de Ob(h). Entonces & es estrictamente univer-
sal.

Supongamos ahora que Ob(f) no es sobre, entonces existe 2’ # f(x) Vz € Ob(G).
Sabemos que Ob(¢) = 0 = Ob(f). Luego 2’ no es imagen mediante & de un obje-
to de G. Pero 1,/ es un morfismo del grupoide U,(G). En consecuencia si Ob( f)
no es sobreyectiva, habra un objeto ' en H tal que ¢*(1,/) no estd determinado
por la ecuacion g*o = g, pero esto contradice que & sea estrictamente universal.

Por tanto Ob(f) es sobre.

Reciprocamente, supongamos que tenemos g : G — K y 7 : Ob(H) —
Ob(K) tales que Ob(g) = 7Ob(f). Como f es universal, existe un unico g* :
H — K tal que g*f =gy Ob(g*) = .

De la relacién g*f = g se tiene Ob(g*)Ob(f) = Ob(g) = T7Ob(f). Como Ob(f)
es sobre, se sigue que Ob(g*) = 7. Es decir, cuando Ob(f) es sobre la condicién
Ob(g*) = 7 es superflua, por consiguiente f es estrictamente universal. O

EJEMPLOS

1. Sea G un grupoide y o : Ob(G) — {z} la unica aplicacién constante. En-
tonces U, (G) es un grupoide con un objeto, es decir un grupo, al que llamaremos
grupo universal de Gy se denotard UG.

2. Continuando con el ejemplo anterior. Tomaremos G = I, el grupoide con
2 objetos {0,1}, y con dos morfismos no triviales:

Las palabras en el grupo UI=U,(I) son #2...2 0 bien 2%~ !...27!. Los denota-

mos 2" o bien v~ y obtenemos el isomorfismo de grupos entre Ul y Z dado por
1* + k para todo entero k, y por ( ), — 0 para el neutro del grupo UL

Definicién 1.22. Sea A un conjunto. Un grupo libre sobre A es un grupo FA
y una aplicacion A : A — FA que es universal para aplicaciones de A en
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grupos, es decir, para toda aplicacion h : A — G, G grupo, existe un unico
homomorfismo de grupos h* : FA — G tal que h*\ = h.

Proposicion 1.6.4 Para cualquier conjunto A, siempre existe el grupo libre

sobre A.

Demostracion. Tomamos A como un grupoide discreto. Definimos F'A como
el grupo universal de A x I, FA := U,(A x I) siendo ¢ : Ob(A x I) — {x}.
Denotamos 1, := a. Sea i : A — A x I, i(a) = (a,?) aplicacién, tomamos
A=ai: A— FA. El resto de la demostracion es una mera comprobacién. O

En la prueba anterior, notamos que cada elemento (a,2) es un elemento de
A x I distinto de la identidad. Entonces 6(a,2) = (a,2) # (). Luego ¢ : Imi —
F A es inyectiva. Si denotamos a a los elementos A\(a) = Aa de F'A y denotamos
a~! a los elementos (Aa)~! entonces podemos describir todas las palabras de
manera Unica en F'A como aa," | ...aft con a; € A, ¢ € {1,—1} tales que
para ningun ¢ se tiene a; = a;11 y €11 = —€;.

Definicién 1.23. Sea G y H dos grupoides y sean 71, jo dos morfismos de

grupoides G 2% K <& H. Decimos que 7ji,jo presentan K como el produc-
to libre de G y H si se satisface la siguiente propiedad universal: morfismos
g:G— L,h: H— L que coincidan en Ob(G) N Ob(H) entonces existe un
unico morfismo k : K — L tal que kj1 = g y kjs = h.

Se puede expresar como un diagrama pushout:

Ob(G) N Ob(H) : H
zt J2
G L K =U,(GUH)

El producto libre de G y H se suele denotar también como G * H.
Proposicion 1.6.5 Dados dos grupoides G y H siempre existe su producto libre
Proposicion 1.6.6 La composicion de morfismos universales es universal.

Demostracion. Esto es inmediato a partir de la definicion y el hecho de que la
composicién de pushouts es un pushout, [1.2.3].

1.7. Grupoides libres

Los grupoides libres generalizan los grupos libres. Como es de esperar, se
definen por medio de una propiedad universal; para expresar esto, necesitaremos
lenguaje de la teoria de grafos.
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Definicién 1.24. Un grafo I' consiste en un conjunto de objetos (vértices),
Ob(I'), y para cada par de objetos x,y € Ob(I") un conjunto I'(x,y) denominado
conjunto de aristas de x en y. Denotamos 7y : x — y para vy € I'(x,y). Decimos
que x es el punto inicial e y el final.

Los conjuntos I'(x, y) son disjuntos. En particular si  # y entonces I'(z, y)
N I'(y,x) = (3. Denotamos a € I para indicar a € I'(z, y) para alguna pareja de
puntos z,y € Ob(I"). Un elemento (arista) a € I" no tiene porqué tener inversas.
Luego un grafo no es grupoide pero todo grupoide es un grafo.

Definicién 1.25. Un objeto z de un grafo I' se dice discreto si no existen aristas
que tengan a x como punto inicial o final.

Un grafo es discreto si todos sus objetos son discretos. (No hay aristas, ni si-
quiera identidades).

Definicién 1.26. Dados dos grafos I'; A un morfismo de grafos f : ' — A
es una relacion que asigna a cada x € Ob(I") un objeto f(x) € Ob(A) y a cada
arista a € I'(xz,y) un elemento f(a) € A(f(x), f(v)).

Nota 1.7.1 Los grafos y morfismos de grafos forman una categoria.

Definicién 1.27. Si I', A son dos grafos tales que Ob(I") C Ob(A) y la inclusion
I' — A es un morfismo de grafos entonces decimos que I' es subgrafo de A.

Se dice que I" es extensa en A si Ob(I") = Ob(A).
Se dice que I" es llena en A si I'(x,y) = A(z,y) para culesquiera z,y de A.

Definicién 1.28. Supongamos que I es un subgrafo de I' vy f : ' — A es
un morfismo de grafos. Denotamos f(I") al subgrafo de A cuyos objetos son

f(z), Y x € Ob(I") y tal que las aristas f(I")(w,z) = U f(I(z,y)).

z,yeOb(I)
Denotamos Im f al subgrafo f(I).

Nota 1.7.2 = FEn la categoria de grafos siempre existe el coproducto de grafos,
y se define como su union disjunta.

s Se define el grafo 2 como el que tiene 2 objetos, 0,1, y una unica arista,
t: 0 — 1. Para cualquier otro grafo I' y cualquier arista v € I' existe un
tnico morfismo de grafos i : 2 — I tal que Y(¢) = 7.

Definicién 1.29. Dado un grafo I' se define su dispersion D(I") como la unidn
disjunta de copias del grafo 2, una por cada elemento de I' y de un grafo discreto
con los objetos discretos de I.

3 En esta memoria consideraremos grafos orientados, también denominados dirigidos.
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Fig 1. Ejemplo de un grafo y su dispersion.

Por otro lado existe un morfismo de grafos ¢ : D(I") — I" que reidentifica los
objetos de la dispersion para obtener de nuevo I'. Para cada elemento a : x — y
de I' existe a' : x, — y, en D(I") tal que p(z,) = z,0(W.) = y,9(d) = a.
Obviamente Ob(y) es sobreyectivo.

Si C es una categoria entonces C define también un grafo simplemente ob-
viando las composiciones. No las estamos eliminando, si b+a es una composicion
dea:x—yyb:y— zahora es simplemente una flecha de x a z, no la vemos
como composicién. Si f : C — D es un funtor entonces define también un
morfismo de grafos. El inverso es falso en general.

Podemos hablar entonces de los subgrafos de un grupoide. Si f: G — H
es un morfismo de grupoides entonces I'm f es un subgrafo de H pero, en general,
Im f no es un subgrupoide de H.

Definicién 1.30. Sea I' un grafo en un grupoide G. El subgrupoide I" de G
generado por I es la interseccion de todos los subgrupoides de G que contienen
a I'. Por tanto, es el menor subgrupoide de G que contiene a I'. Sus elementos
son todas las identidades en los puntos de Ob(I") y todos los productos a, - - - a;
que estdn bien definidos en G y tales que a; € I' o biena;* € I', Vi € {1,...,n}.

Definicién 1.31. Sea I' un grafo en un grupoide G. Decimos que G es libre
sobre I' cuando I es extenso dentro de G y para cualquier grupoide H y cualquier
morfismo de grafos f : I' — H existe una extension de f a un morfismo de
grupoides f* : G — H 1inico.

I'—G

|
I*
f\xvf

H
Se dice entonces que G es un grupoide libre sobre I y se denota FI'.

En particular, el grupoide libre sobre un grafo discreto A es el grupoide
discreto en los objetos de A.
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Por otro lado el grafo 2 esta contenido en el grupoide I.

S

I es libre sobre el grafo 2. Si f: 2 — H es un morfismo de grafos entonces se
extiende a f* como f*(¢) = f(¢) y f*(t7') = (f(¢))~*. Es tinico, de lo contrario
f(ee™) donde «.7! = id no lo lleva a la identidad y f* no seria morfismo.

Definicién 1.32. El grupoide libre sobre un coproducto de grafos, es el copro-
ducto de los grupoides libres de cada uno de ellos.

Por ejemplo, la dispersién D(I") es un coproducto de grafos, es la unién
disjunta de copias del grafo 2 con un grafo discreto.

Proposicién 1.7.1 Sea I' un grafo en un grupoide G. Las siguientes condicio-
nes son equivalentes

a) G es libre sobre I.

b) Sea o : D(I') — I la dispersion de I'. El morfismo inducido ¢ : FD(I') — G
es estrictamente universal.

c) I' genera G y los elementos no identidades de G pueden ser expresados de
manera unica como productos ai* ---aj' donde a; € I'ye; = £1 tal que para
ningun i € {1,...,n — 1} ocurre que a; = a;41 Y €; = —€;41.

Demostracién. ‘a = bV’

Sea 0 = Ob(p) : Ob(D(I")) — Ob(I"). Sea h : FD(I') — H un morfismo de
grupoides y 7 : Ob(G) — Ob(H) tal que Ob(h) = 7o. Definimos un morfismo
de grafos f : I' = H apartir de h y 7, V x € Ob(I'), f(z) = 7(z) y para
a€l, f(a) = h(d).

ob(D(I)) —2"? . Ob(I') = Ob(G) —— T Ob(H)

|, |

FD(I') G=U,(FD(I'))---"--~

Por hipétesis, G es libre sobre I, luego f : I' — H se extiende a h* : G — H
de manera unica. Se comprueba facilmente que h*¢ = h. Ademas como I es
extenso sobre G (porque G es libre sobre I") entonces

Ob(h) = 10 = TOb(p) = TObL(Q)

Ob(h*@)) = Ob(h) = Ob(h*)Ob(@) = Ob<h)} = Ob(h") =7
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pues Ob(p) = Ob(p) es sobreyectiva. La unicidad es evidente.

‘b= a’

Sea f : I' — H un morfismo de grafos. Sea 7 = Ob(f) : Ob(I') — Ob(H).
Definimos un morfismo de grupoides h : FD(I") — H con h(a') = f(a) donde
a=wp(d)yp:D(I") — I'.Luego h(a") = f(p(a’)). Entonces Ob(h) = Ob(fy) =
Ob(f)Ob(p) = T0.

Como ¢ es estrictamente universal, existe un unico h* : G — H tal que h*¢p = h.
De aqui

Ob(h*)Ob(¢) = Ob(h) = Ob(h*)o = 10

Se sigue que Ob(h*) = 7 = Ob(f) pues se tiene que Ob(p) es sobreyectiva al ser
¢ universal. Sea a un elemento de I" entonces h*(a) = h*@(a’) = h(d') = f(a) y
h* extiende a f.
‘b

Esto es consecuencia de la propia construccion de U, (FD(I")) pues, que ¢ sea
estrictamente universal quiere decir que G es, salvo isomorfismo, el grupoide
universal de F'D(I"), es decir, G = U,(FD(I")), donde 0 = Ob(p) y ¢ : D(F) —
I dispersion. O

Corolario 1.7.1.1 Sea G un grupoide libre sobre I'. Si f : G — H es estric-
tamente universal, entonces H es libre sobre f(I'). En particular, UG es grupo
libre.

Demostracién. Por la proposicién 1.6.6, f¢ es universal. Ademads, como Ob(f)
es sobreyectiva se tiene también que fp es estrictamente universal. Por la pro-
posicion anterior 1.7.1 se tiene que H es libre sobre fI'. a

Corolario 1.7.1.2 Sea G un grupoide libre sobre I' y sea A un subgrafo de I.
Sea H el subgrupoide de G generado por A. Entonces H es el libre sobre A.

Demostracién. Usamos 1.7.1 (¢). En primer lugar, A es extenso en H. Luego,
si a es un elemento que no es una identidad de H, entonces, dado que A genera

H, a es un producto a$,...,af" tal que a; € I'y ¢, = £1.
Si para algunos ¢ tenemos a; = a;+1, €, = —¢€;11, entonces podemos cancelar

a;as’. Ademds, podemos repetir tales cancelaciones hasta que no haya una
relacion de esta forma. Sin embargo, dado que A C 'y G es libre en I, la
expresion resultante para a es unica (por 1.7.1 (c¢)). De nuevo se deduce de 1.7.1

(c) que H es libre sobre A. 0

Definicién 1.33. Sea G un grupoide libre sobre un grafo I'. La cardinalidad del
conjunto de elementos de I' se denomina rango de G.

Veamos que esta definicion no depende del grafo I' que genera G.
Supongamos que f : G — H es un morfismo de grupoides estrictamente univer-
sal, luego tenemos dos diagramas pushout
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ob(r)—2D - on(p(r))  ob(r) —2L ov(f(I))
a ! " cl; ! U,(G)

Entonces H y U,(G) son grupoides isomorfos.

Sabemos que & es inyectiva sobre los elementos de I por la propia construccién.
Luego ¢ : I' — a(I") es biyectiva y por tanto f: I' — f(I") también lo seré.
Por el corolario 1 de 1.7.1, sabemos que H esta generado por f(I"). Se concluye
que Card(H) = Card(G). En otras palabras hemos probado que

Si f: G — H es estrictamente universal entonces Card(H) = Card(G).

Supongamos que I, I” son dos grafos diferentes que generan el grupoide G.

Consideremos morfismos de grupoides constantes Ob(I") % {*}, Ob(I") <, {x}.
Tenemos

Ob(I) 7 {x}  ObI") —T—{x}

l L |

G=FrI "f UFI G=FI" 7 UFT'

Sabemos que &, ¢ son morfismos universales. Por tanto, los grupos UF1T,
UFTI" son isomorfos. Luego rangUFI" = rangUFI" entonces rang FI =
rang UFI' =rang UFI" =rang FI"'. Esta penultima igualdad se debe a que
dos grupos libres son isomorfos si, y solo si tienen el mismo rango (Véase [4],

pp. 48).

Nota 1.7.3 Si G y G’ son dos grupoides libres sobre un mismo grafo I" entonces
la propiedad universal nos dice que existe un unico isomorfismo G — G’ que es
la identidad en I.

A partir de un grafo I";1.7.1 (b) nos dice cémo construir F'I" = U,(FD(I"))
y 1.7.1 (c) nos dice cémo son sus elementos. A los elementos de un grupoide libre
FTI los llamaremos caminos. Siw € FI'(z,y) decimos que w es un camino desde
x hasta y.

Definicién 1.34. Se dice que un grafo I' es un un bosque (forest o circuit free)
st todos los grupos FI'(z) son triviales.

Se dice que I' es un drbol (tree) si el grupoide FI' es un grupoide en drbol, esto
es, FI'(z,y) es unitarioV x,y € Ob(FI") = Ob(I").

Se dice que I es conexo si FI' es un grupoide conexo.

La siguiente proposicion es una consecuencia del Lema de Zorn. Su demos-
tracién puede verse, por ejemplo, en el lema de [11], pp. 36.
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Proposicién 1.7.2 Si I' es un grafo conexo entonces I' contiene un drbol T
que es extenso en I

Tenemos entonces las herramientas necesarias para demostrar el resultado
siguiente:

Proposicién 1.7.3 St G es un grupoide libre conexo entonces cada grupo sobre
un vertice x, G(x), es libre. Ademds si G tiene rango ny y tiene ny objetos
entonces G(x) tiene rango ny —ng + 1.

Demostracion. Sea I’ el grafo conexo que genera a G, sea T' un arbol extenso
dentro de I' y sea A el grafo formado por los elementos de I' que no estan en
T. Sea x € Ob(G), definimos los siguientes morfismos de grupoides:

r: FT — {z} tal que r(x;) =z, x; € Ob(FT) y r(a) = 1, para todo a en FT;
"+ G = G(z) de modo que 7'(x;) = x con x; € Ob(G) y para a € G(z;,x;),
r(a) = t,raty, donde {t,,} = FT(z,%;), {ts;} = FT(z, x;).

Supongamos por el momento (luego se probard), que G es el producto libre de
FT con FA = H. Consideramos el diagrama,

Ob(G) —— FT —"— {2}

)

H———G——=G(2)

El cuadrado de la izquierda es un pushout. Verificar que el segundo cuadrado
es un pushout es un ejercicio de comprobacion. Por 1.2.3 la composién de los
cuadrados es un pushout. Como ademds Ob(r'i) es sobre se tiene que i es un
morfismo estrictamente universal. Por 1.7.1.1 se sigue que G(x) es libre sobre el
grafo 7i(A) = r'(AQ).

Adicionalmente si G tiene rango n; entonces I tiene n; elementos. Si G tiene ng
objetos entonces 7' tiene ng— 1 elementos. En tal caso A, y por tanto 'i(A) tiene
ny — (no — 1) elementos. Dicho de otro modo, el rango de G(x) es n; — ng + 1.

Veamos finalmente que el grupoide G es el producto libre FT' x H. Sean t :
FT — Ky h: H— K morfismos de grupoides que coinciden en Ob(G). Las
restricciones de t y hnos dan t' : T'— K, h' : A — K coincidiendo tambien en
los objetos de Ob(G). Podemos definir asi un morfismo de grafos f: I — K

t'(a) siaeT
Jla) = {h/(a) sia € A

Como G es libre sobre I'; f se extiende a un morfismo de grupoides k : G — K.
Sin embargo, las restricciones de k sobre FT y H extienden a t' y h'. Luego
kipr =ty kg = h. Esto prueba que t y h se extienden a un morfismo k : G — K.
La unicidad se comprueba, suponiendo que existe otro morfismo k : G — H tal
que ki =ty kj = h entonces l_c‘p = f. Luego k = k. O
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Espacios recubridores y grupoides recubridores

Este capitulo resume los desarrollos tedricos llevados a cabo a lo largo de la
memoria, cuyo propésito es demostrar la equivalencia entre los recubridores de
espacios y su analogo en grupoides. Para ello introduciremos los conceptos espa-
cio recubridor, aplicaciones recubridoras y homotopias recubridoras; del mismo
modo presentaremos y aseguraremos la existencia de los grupoides recubridores.
Se usaran algunos resultados sobre espacios recubridores y elevaciones, cuyas
demostraciones se omitirdn; pueden verse, por ejemplo en [12]. Finalmente se
expondra nuestro principal resultado: la correspondencia entre espacios recubri-
dores y grupoides recubirdores. A continuacién se presentan algunas aplicaciones
de este resultado. Se obtendran los teoremas clasicos sobre existencia de recubri-
dor universal para un espacio, y sobre el grupo de automorfismos del recubridor
universal. Cerraremos esta memoria con una aplicacion a la teoria de grupos: el
Teorema de Nielsen - Schreier.

A lo largo de este capitulo se asumira que todos los espacios son localmente
conexos por caminos.

2.1. Definiciones y propiedades

Definicién 2.1. Sea p : X — X una aplicacién continua entre espacios to-
pologicos. Un subconjunto U de X se dice que es canonico respecto a p si U es
un abierto, conexo por caminos, cada componente coneza por caminos de p~*(U)
es abierta en X y ademds se aplica homeomorficamente sobre U mediante la res-
triccion p (es decir, cada una de esas componentes conexas son homeomorfas a
U). Cada componente conexa por caminos de p~'(U) también se llama candnico.
Si cada x € X tiene un entorno canonico, la aplicacion p se llama aplicacion re-
cubridora y X espacio recubridor de X. La aplicacién recubridora se dice coneza
cuando X y X son conexos por caminos.

A continuacién citamos los dos ejemplos tipicos de espacio recubridor de la
circunferencia y enunciaremos el conocido teorema de monodromia.

1. Seap: R — St p(x) = e*™® = (cos2mx, sen2nx). Sea (S, T,,), ST C R?,
entonces podemos tomar dos entornos canénicos como Uy = ST\ {1}, U_; =
ST\ {—1}. Las componentes conexas por caminos de p~(U;) y p~1(U_;) son:
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p ) = k40, 0o = k-5 k).

2
keZ kEZ

Entonces (R, T,) es un espacio recubridor de S! y la aplicacién exponencial es
una aplicacién recubridora.

2. También se tiene que S! es espacio recubridor de S* con f: S' — S,
z — 2" Tomando U;, U_; del ejemplo anterior, las componentes conexas son:

n—1 n—1
ffl(U1> _ U <€2m'lc/n7627rit(lc+1)/n)7 ffl(Ul) _ U (e2m‘(71/2+k/n)’627rit(1/2+k/n)>.
k=0 k=0

Proposicién 2.1.1 (Teorema de monodromia) Sea p : X — X una apli-
cacion recubridora, & € X yx = p(Z). Entonces los caminos a,b en X con punto
inicial x se elevan de forma univoca a caminos a,b en X. Ademds, a y b son
equivalentes si, y solo si, a y b son equivalentes.

Puede verse una demostracion de este resultado en [3], Teorema 10.1.2.
En los textos de introduccién a la topologia algebraica, por ejemplo [11], se
consideran habitualmente caminos de longitud 1. Teniendo en cuenta que noso-
tros entendemos la relacién de equivalencia tal que para dos caminos a, b existe
numeros reales s, s' > 0 de modo que s + a, s’ + b son homdtopos relativos a
los extremos, entonces s + @, s’ + b recubren s + a, ' + b respectivamente y por
tanto a es equivalente a b. Més alld de esto la demostracién es, esencialmente,
la misma.

Introducimos ahora los conceptos algebraicos equivalentes.

Definicién 2.2. Sea G un grupoide, v € G. Se define la estrella de z en G,
Stax, como el conjunto de todos los morfismos de G con punto inicial en x.

Definicién 2.3. Sea p : G — G un morfismo de grupoides. Decimos que p es
un morfismo recubridor si para cada objeto & de G la restriccion de p a StaT es
biyectiva.

Stéi’ — Stgpi’.

En ese caso se dice que G es un grupoide recubridor de G. El morfismo recubridor
p se dice conexo si G y G son grupoides conexos.

Definicién 2.4. Para todo morfismo p : G — G y para todo objeto & de G,

e
denominamos al subgrupo p(G(¥)) de G(pZ), grupo caracteristico de p en
Abusando del lenguage, también lo podemos llamar grupo caracteristico de G, .

g%z

Si p es un morfismo recubridor tenemos un isomorfismo entre G(Z) y su
grupo caracteristico. Si a € G(pZ) entonces existe un unico elemento a de Stz

tal que pa = a, es decir, a € G(Z) si, y solo si, a = pa € p(G(Z)).



2.1 Definiciones y propiedades 33

EJEMPLOS

1. Sea I el grupoide 1-conexo definido en el ejemplo 3 de la seccién 1.4.
Recordemos que tiene dos objetos y un elemento ¢ de I(0,1). Denotemos 0 a
la identidad de T en 0 y 1. Tenemos St;0 = {0,2}, St;1 = {0, —:}. Tomamos el
grupo Zs, el cual tiene un objeto 0 y dos morfismos 0 y 1. Definimos un morfismo
de grupoides p:

p: 1 —7Zs
obj:0,1 — 0
morf: 0 +— 0
1 o— 1

-1 — 1

Veamos que ademds es un morfismo recubridor de grupoides:

Restriccion de p a St;0  Restricciéon de p a Styl

St[O — StZQO Stll — StZQO
0O —~ O 0 — O
2 1 -1 1

2. En el grupo Zs, donde el objeto es el 0, y los morfismos son {0,1, —1} =
{0, 1,2}, tenemos Stz,0 = {0,1, —1}. En este caso no podemos dar un morfismo
recubridor de I en Zs porque las estrellas en I tienen solamente dos elementos.

Proposicion 2.1.2 Sea p : X — X una aplicacién recubridora. Sea A un sub-
conjunto de X y sea A = p~'(A). Entonces el morfismo inducido 7p : mX A —>
XA es un morfismo recubridor.

Demostracién. Seap: X — X aplicacién recubridoray A = p~1(4), A C X.
(1) Para cada camino a en X con punto inicial en x, denotaremos a al tnico
camino recubridor de X con el punto inicial Z. Si el punto final de a estd en A
entonces el punto final de @ est4 en A. Por la prop 2.1.1 sabemos que la clase de
equivalencia de a solo depende de la clase de equivalencia de a.

(2) La aplicacién clsa — clsa es la inversa de la restriccion de p a St 7.

Por (1) tenemos que la restriccién es inyectiva y por (2) tenemos que es sobre-
yectiva. Luego es morfismo recubridor. O

Corolario 2.1.2.1 La circunferencia S tiene el grupo fundamental isomorfo a
los enteros Z.

Demostracién. Seap: R — S ¢ +— 2™ una aplicacién recubridora. Entonces
7p : TRZ — (S, 1) es un morfismo recubridor. Sabemos ademdas que TRZ es
1-conexo. Sea n € Z, existe un unico 7,, de 7R(0,n). Sea 7, € 7R(0,1) siendo
t — t el camino que lo representa, entonces 7,11 — 7,, que esta representado por
el camino ¢ +— ¢+ n, es el Gnico elemento de 7R(n,n + 1). Por definicién de p se

tiene (741 — ) = (7).
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Si T = mp(m) entonces mp(7,) = 7p(Th, — Tne1) + TP(Tn1 — Tn—2) + - - - +7p(72 —
1)+ 7p(m) = wp(m) +- - +7p(1) = nt. Ya que 7p es un morfismo recubridor,
tenemos 7p(7,) # 0. Por tanto nT # 0. Si a € 7(S*, 1) entonces a = 7p(7,,) para
algin n. Luego a = nr.

Esto muestra que 7(S?, 1) es un grupo ciclico infinito con 7 como generador. O

Corolario 2.1.2.2 Paran > 1, el espacio proyectivo real n-dimensional P™(R)
tiene el grupo fundamental isomorfo a Zs.

Proposicién 2.1.3 Sea p: G — G un morfismo recubridor tal que G es cone-
zo. Si a, b son elementos de G entonces p~'(a),p~'(b) tienen el mismo cardinal.

Proposicion 2.1.4 Seanr: K — H, ¢ : H — G morfismos de grupoides.
Si q y r son morfismos recubridores entonces también lo es qr.

St q y qr son morfismos recubridores entonces también lo es r.

Si Ty qr son morfismos recubridores y Ob(r) es sobreyectiva entonces q es un
morfismos recubridor.

2.2. Elevacion de morfismos

Sea p : G — G un morfismo recubridor de grupoides. Debido a la analogia
con el grupoide fundamental de espacios recubridores, decimos que un elemento
a de G recubre, o es una elevacion, de pa; de manera similar, decimos que una
suma a,, + --- + a; en G recubre, o es una elevacién, de pa,, + - - - + pa;. En este
sentido, se puede probar por induccion:

Proposicién 2.2.1 Sea & un objeto de G y sea pi = . Sta=a,+- - +a
pertenece a Stx entonces existe elementos ay, . ..,a; de G unicos tal que

1. pa; = a;, 1= 1,...,n.
2.4 =a,+---+ay estd definido y pertenece a Stz.

Definicién 2.5. Los subgrupos C de G(x), D de G(y) se llaman conjugados (en
G) si existe un elemento ¢ de G(z,y) tal que c+ C —c = D o equivalentemente
—c+D+c=C.

El grupo caracteristico de G, &, es decir, el subgrupo p(G(z)) de G(pi),
jugarda un papel importante en las siguientes secciones. La relacion de estos
grupos para varios Z se describe en el siguiente resultado.

Proposicion 2.2.2 Sea C el grupo caracteristico de G,z

a) St D es el grupo caracteristico de G4, y &, caen en la misma componente
de G, entonces C'y D son conjugados.

b) Si D es un subgrupo de G(y) y D es conjugado de C, entonces D es el grupo
caracteristico de G, 7 para algin .
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Definicién 2.6. Un grupoide punteado G,z consiste en un grupoide G y un
objeto x de G. Un morfismo punteado G,z — H,y de grupoides punteados
consiste en G,x; H,y y un morfismo f : G — H tal que fx = y; tal morfis-
mo punteado se suele denotar simplemente por f. El grupo caracteristico de un
morfismo punteado f : G,x — H,y es el grupo caracteristico de f en .

Definicién 2.7. Sip : G, & — G,z es un morfismo punteado entonces decimos
que p es un morfismo recubridor si el morfismo p: G — G es un morfismo re-
cubridor. Similarmente, dado un diagrama conmutativo de morfismos punteados
entonces diremos que f es un elevacion de f.

F,z—f>G,x

Proposicién 2.2.3 Seap : G, & — G,z un morfismo recubridor, y f : F,z —»
G,z un morfismo tal que F es conexo. Entonces f se eleva a un morfismo
f . F.z — G, si, y solo si, el grupo caracteristico de f estd contenido en
el de p. Si esta elevacion existe es unica.

Demostracién. Suponemos primero que f es elevacién de f. Esta relacién im-
plica la conmutatividad del diagrama, f = pf. Luego f(F(2)) = pf(F(z)) =
p(F(F(2))) € p(G(H)).

Supongamos ahora que f(F(z)) C p(G(%)). Denotemos C' a p(G(z)). Como
p es un morfismo recubridor, Stz — Stapt = Stgx es biyectiva. En particular
para G(7) C Stad y C C Ster se tiene un isomorfismo G(#) — C.
Si a € F(z) entonces fa € C. Por la biyeccién entre G(Z) y C, se tiene que
existe b € G(&) tal que b = p~'(fa). Luego f := p~'f para lazos en F.
Para cada objeto v en F, tenemos 7, € F(z,v). Si 7, € F(z, z) entonces 7, = 0.
Sia € F(u,v) entonces a se puede escribir univocamene como a = 7, + a’ — 7,
con @’ € F(z). Ahora cada elemento f7, esta recubierto por un tnico elemento
f7, de St;. Definimos asi fa = fr, + fa' — fra.
De las relaciones a = 7, +a’ — 7,, b =7, + V' — 7, para a € F(u,v), b € F(v,w),
se tiene a’ = —71,+a+7,, ' = =7, +b+7,. Luego de b+a = (1, +b' —7,) + (7, +
a—r,) =71, +b+d+m, setiene v/ +a’ = —7, + b+ a + 7,. Por otro lado sea
b+a € F(u,w), (b+a) = 7,+ (b+a) —7,, entonces (b+a) = —7,+ (b+a)+7,.
Por consiguiente (b+ a) =V + . Se sigue que

f~b+.fa: (f7w+fb/_f~7v)+(f7v+fa/_f7—u)
=fro+fV+ fd — fr.=fro+ [V +d)— fr,

= fro+ fb+a) — fro= f(b+a)

Si existe otro morfismo § que eleva a f entonces f = pg. Luego § y f coninciden
en F(z) y en los elementos 7,. Por tanto se prueba la unicidad. O
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Corolario 2.2.3.1 Sip : G,& — G,z y q : H,§j — G,z son morfismos
recubridores conexos con grupos caracteristicos C, D respectivamente. St C C D
entonces existe un inico morfismo recubridor v : G, & — H,§ tal que p = qr.
Si C = D entonces r es un isomorfismo.

Demostracién. Por 2.2.3, p se eleva a un morfismo r : G, & — H,§ de forma
unica tal que gr = p y por 2.1.4 se obtiene que r es un morfismo recubridor.
Si C' = D, la unicidad de la elevacién nos dice que 7 es un isomorfismo. O

Corolario 2.2.3.2 Un grupoide recubridor 1-conexo de G recubre cada grupoide
recubridor de G.

Demostracién. Sip: G,# — G,z es un morfismo recubridor y G es 1-conexo
entonces el grupo caracteristico de p es el trivial y por tanto eséd contenido en
cualquier subgrupo de G(z). 0

Este tltimo corolario introduce lo que llamaremos grupoide recubridor uni-
versal de G. La existencia de estos grupoides se tratard en la siguiente seccién.

2.3. Existencia de grupoides recubridores

Definicién 2.8. La accion de un grupoide G sobre un conjunto S, consiste en
una aplicacion w : S — Ob(G) y una aplicacion parcial G X S — S, (g,s) —
g+ s tales que si g € G(x,y) y s € w™(x) entonces g-s € w(y).

Se debe verificar:

1) Siz € Ob(G), s € w(x) entonces 0, - s = s.
2)Sige G(x,y), he Gly,z), s € w(x) entonces (h+g)-s=h-(g-s).

Se dice que S es un G conjunto o que G actia sobre S via w.

EJEMPLO

Sea p : G — G un morfismo recubridor de grupoides tomamos S = OQ(@)
y w=0b(p): S — Ob(G). Dado s € S'y g € Stgps existe un unico § € G tal
que g tiene origen en s. Se define g - s como el extremo de la elevacién g.

a) Si tomamos Ow(s) entonces Oy es la unica elevacion de 0, con origen en s.
Luego 058 = s.

b) Sig € G(z,y), h € G(y,2), s € w(x).
Sea g la elevacién de g con origen s y sea h la elevacién de h con origen en el
extremo de g. Entonces h+ g es una elevaciéon de h + g con origen s, unica
por la biyeccién Stss — Stgx. Entonces (h+¢g)-s=h-(g-s).

Si tenemos una accién de G sobre S entonces para todo g € G(z,y) existe una
biyeccion gy : w(x) — w(y), s+ g-s.
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Definicién 2.9. Una accion se dice transitiva si para cualquier combinacion
z,y € Ob(G), s € w(z), t € w(y) ewiste g € G(z,y) tal que g-s =t.
Cuando ocurre esto, los conjuntos w—'(x) tienen todos el mismo cardinal.

Definicién 2.10. Dado s € w™(x), el grupo de estabilidad de s es el subgrupo
Gy de G formado por los elementos g € G tales que g - s = s. Se dice que g
estabiliza o fija s o también que s es un punto fijo de g.

Definicién 2.11. Dada una accion del grupoide G sobre el conjunto S, se define
el grupoide producto semidirecto S x G como el grupoide con objetos el conjunto

Ob(S x G) = S y los elementos de (S x G)(s,t) el conjunto {(s,g) € Sx G /

g€ Gw(s),w(t)) yg-s=t}.
La operacion en este grupoide S x G se define como (t,h) + (s,g9) = (s,h+ g).

Con la siguiente proposicion veremos que la operacién del grupoide esta
bien definida.

Proposicién 2.3.1 a) La construccion anterior define SxG como un grupoide.

b) La proyeccion p : S x G — G, dada sobre los objetos por w (w = Ob(p)) y
sobre los elementos (morfismos) por p(s,g) = g, es un morfismo recubridor
de grupoides.

c) El grupoide S x G es conexo si, y solo si, la accion es transitiva.

d) Si s € S entonces el grupo de objecto S x G(s) se aplica mediante p isomor-
ficamente en G, grupo de estabilidad de s.

e) La accion de G sobre S determinada por el morfismo recubridor p es la accion
original.

Demostracién. a) El cero en s es (s,0,) y el inverso de (s,g) es (g - s, —g).
La asociatividad se comprueba facilmente.

(r f) + (& h) + (s,9)) = (. f) + (s h+g) = (s, f + h+ g)
=& f+h)+(s,9) = (. ) + (& 1)) + (s, 9).

b) Por cémo estd definida, p es un morfismo de grupoides. Ademéssi (s, g), (s,g') €
Stswas tales que p(s,g) = p(s,¢’) entonces g = ¢'. Luego (s,9) = (s,¢).
Sea g € Stgw(s), existe y € Ob(G) tal que g € G(w(s),y). Entonces
g-s € w (y). Por tanto p es recubridor.

c) Si la accién es transitiva, para todo s,t € S = Ob(S x G), consideramos
w(s) = x,w(t) = y, entonces existe g : * — y tal que g - s = t. Por tanto
(s,g9) € S xG(s,t) para todo s,t. Reciprocamente si el grupoide es conexo,
dados z,y € Ob(G), s € w™(z),t € w™(y) existe (s,g) € S x G(s,t). Luego
g-s=t.

d) La restriccién p : S x G(z) — G5 € G es un isomorfismo pues S x G(s)
consiste en aquellos elementos (s, g) tal que g - s = s. Luego p(S x G(s)) =

{9/9-5=s}=0G.
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e) La accién determinada por p viene dada por el conjunto Ob(S x G) = Sy la
aplicaciéon Ob(p) = w. Ademas, dada s € S, g € Stgps se defini6 g-s como el
extremo de la elevacién de g con origen s; es decir, el extremo g - s de (s, g),
pero esto es la accién original. ad

Proposicién 2.3.2 Sea z € Ob(G), G grupoide conezo, y sea C un subgrupo del
grupo G(x). Sea S el conjunto de clases por la izquierda a4+ C = {a+c¢/c € C},
a € Stgx; esto es S = {a+ C/a € Stgx}. Sea w : S — Ob(G) que envia
a+ C al punto final de a. Entonces G actia transitivamente sobre S mediante
g-(a+C) =g+ a+ C. El morfismo recubridor conexo correspondiente p :
SxG, T — G,z donde T = C =0, + C tiene grupo caracteristico C. Ademds
p~Hz) = G(x)/C, es decir, son las clases por la izquierda de C en G(x).

Demostracién. Supongamos que a € G(z,y), g € G(y, 2), h € G(z, 2'). Enton-
cesw(a+C) =y, w(g+a+C) =z, wh+g+a+C)=2"Se puede comprobar
facilmente que verifica las condiciones de la definicion 2.8. La accion es transitiva
pues sean y,z € Ob(G), a+ C € w™(y),b+ C € w™(2), si tomamos g = b — a
entonces g- (a+C)=g+a+C=b—a+a+C=0b+C.

El grupo caracteristico requerido es p(SxG(Z)). Como SxG(z) = {(0.+C, g)/g-
(0,+C)=0,+C} ={(0,+C,g)/g € C} se tiene p(SxG(z)) ={g € G/g € C}.
Por lo tanto, el grupo caracteristico es C. La afirmacion final es obvia. O

La relevancia de esta proposicion radica en que cualquier subgrupo de G(x)
es el grupo caracteristico de algin morfismo recubridor p : G,z — G, z.

Corolario 2.3.2.1 Todo grupoide conexo tiene un grupoide recubridor univer-
sal.

Demostracion. Es un caso particular de la demostracion anterior tomando
C = {0,}. Entonces S = {a + {0,} / a € Stgz} = Stgx. Luego tenemos una
accion de G sobre Stgx. El morfismo recubridor es p : StgxS x G, 2 — G, x.

(Stgz x G)(a,b) ={(a,g) € Stz xG /| g+a =b}={(a,b—a)} es unitario. Por
tanto StqgxxG es 1-conexo. O

El grupoide recubridor universal de G construido en este corolario es de-
nominado grupoide recubridor universal de G basado en z. Advertimos que si
cambiamos el objeto x, cambia la estrella, Stgx. Luego los recubridores no son
unicos, son isomorfos.

Corolario 2.3.2.2 Un morfismo recubridor conexo p : G,& — G,x es un re-
cubridor de n-hojas si, y solo si, su grupo caracteristico tiene indice n en G(x).

Recordemos que el indice [G : L] de un subgrupo L de un grupo G es el ntimero
de clases laterales de L en G.
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Demostracién. Sea C' = p(G(Z)). Si tomamos el recubridor SxG con S = {a+
C' / a € Stgz} entonces el colocario 2.3.2.1 nos dice que G es isomorfo a S x G.
Entonces p(G(#)) = C tiene indice n en G(z) si, y solo si, Card(G(x)/C) = n,
y esto tultimo se da si, y solo si, p es un recubridor de n hojas. O

2.4. Topologia elevada

Dado un espacio topolégico X y un grupoide recubridor de 7.X, definiremos
un espacio topolégico recubridor de X (con una topologia “elevada” a partir de
7X) cuyo grupoide fundamental sea isomorfo al grupoide recubridor original.
Necesitaremos previamente introducir un concepto nuevo.

Definicién 2.12. Sea f : H — G es un morfismo de grupoides, x € Ob(G).
Definimos el grupoide

G(x) N 2) =0
G =1 N fHE) @A
yef~1(2)

y Xp(x,2") = 0 si x # 2'. Por tanto Xy es un subgrupoide extenso, totalmente
disconezxo de G.

A continuacién extenderemos este concepto a espacios topolégicos.

Definiciéon 2.13. 57 f : Y — X es una aplicacion continua entonces el grupo
caracteristico de f en y es simplemente el grupo caracteristico denf : 7Y — wX
en y. Este grupo lo llamaremos el grupo caracteristico de f : Y,y — X, x, o
por abuso del lenguage, el grupo caracteristico de Y,y. Ahora denotaremos Xy a
Xy ¢, subgrupoide de mX.

Definicién 2.14. Sea X un espacio topologico y sea X un subgrupoide extenso
de mX. Un subconjunto U de X se dice débilmente X -conexo si para todo x € U
el grupo caracteristico en x de la inclusion i : U — X estd contenido en X (x),
esto es, mi(mU(x)) C X(x) para todo z € U.

Como consecuencia de la definicién se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.4.1 Cualquier subconjunto de un débilmente X -conexo es débil-
mente X -conero.

Definicién 2.15. Se dice que un espacio X es semilocalmente X -conexo si cada
r € X tiene un entorno débilmente X -conexo.

Definiciéon 2.16. Un espacio X es semilocalmente simplemente conexo si todo
punto x de X admite un entorno U tal que el homomorfismo inducido por la
inclusion mi : wU(x) — 7w X(z) es trivial.
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Proposicién 2.4.2 Si X simplemente conexo y X es semilocalmente X -conexo
entonces X es semilocalmente simplemente conexo.

Demostracion. Sea U entorno débilmente X-conexo de y en X entonces
mi(rU(y)) € X(y). Como X es simplemente conexo, se tiene X' (y) = {0}. Por
tanto wi(wU(y)) C X(y) = {0}. 0

Proposicién 2.4.3 Sea p : X — X una aplicacion recubridora. Entonces X
es semilocalmente X,-conezo.

Demostracion. Sea © € X y sea U entorno candnico de z, veamos que es
débilmente X)-conexo.

Sea T € p~'(x), la inclusién i : U,z — X,z se eleva a una aplicacién continua
U,x — X, Z. Entonces el morfismo de grupoides 7i también se eleva y el grupo
caracteristico de U, x esta contenido en X,(z).

mi(nU(x)) = mpri(nU(z)) C mp(n X (F)) Vi €p ()
o equivalentemente
mi(rU(zx)) C m T, X(%)) = X,(z) VexeU
zep~t(z)

Hemos probado que cualquier subconjunto canénico de x es débilmente X)-
conexo. Es decir, X es semilocalmente X),-conexo. a

Corolario 2.4.3.1 St X es conero por caminos y tiene un espacio recubridor
1-conexo entonces X es semilocalmente simplemente conexo.

Demostracién. Sea p : X — X aplicacién recubridora, X un espacio recu-
bridor 1-conexo de X. Por 2.4.2, basta ver que X, es simplemente conexo y X
semilocalmente X)-conexo. Lo segundo es consecuencia de la proposicién ante-
rior. Sea x € X.

mX(z) p i) =0
B =3 ) X (@) =mw{0}) = {0}  p'@)#0
zep~!(x)
La primera situacién nunca se va a dar, por lo que &, (z) = {0}. O

Sea X un espacio topolégico y ¢ : G — X un morfismo recubridor
de grupoides. Supongamos que X es semilocalmente X,;-conexo. Se define X =
Ob(G) y p=0b(q) : X — X. Usaremos ¢ para elevar la topologia de X a X.

Sea U el conjunto de todos los subconjuntos de X que son abiertos conexos por
caminos y débilmente X,-conexos. Sea & € ¢~!(x). Si U € U tenemos
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2

U, x —1X,x
TL=1

Por 2.2.3 sabemos que 7 se eleva a un morfismo i si, y solo si, i(7U(z)) C q(G(&)).
Sea U € U, U es débilmente X,;-conexo. Entonces

i(wU@) S (] a(Gly) = Xy(x) C a(G(@)).

yEq—1(x)

Tendremos que 7(U) € Ob(G) = X. Denotamos U := i(U) y lo denominamos
elevacion del entorno U. Se define el conjunto de todas las elevaciones de ele-
mentos de U como U = {U / U € U}. Ademas serd una base de abiertos de X.
Para probar esta tultima afirmacion necesitaremos algunos resultados previos.

Proposicién 2.4.4 Si X es semilocalmente X,-conexo, el conjunto U recubre
X.

Demostracién. Dado # € X = Ob(G), entonces z = ¢(#) € 7X. Como X
es semilocalmente X, -conexo existe U entorno de x débilmente &j-conexo. Asi-
mismo por ser X localmente conexo por caminos, existe A abierto, conexo por
caminos tal que z € A C U. Ademés A es débilmente X,-conexo por ser sub-
conjunto de U débilmente X,-conexo, A € U. Entonces 7m(7rA( ) C q(@(i)) y
por 2.2.3 se tiene que 7 elevamon de 4. De aquf se sigue que i(z) = & € i(A). Por
tanto U es recubrimiento de X. O

Sea V' conexo por caminos y sea g : V' — X una aplicacién continua
tal que g(V) C U para algin U de Y. Sea g’ : 7V — G una elevacién de
7g: 7V — 71X y U una elevacién de U, U = i(U).

Lema 2.4.5 Sea g = Ob(g'). Si g(V') tiene algiin punto en comiin con U enton-
ces g(V) CU.

Demostracién. Sea i = jv un elemento de (V)N U y sea & = p& = gu.

e

WV,U—”>WU,$—i>7TX,l‘
g

g" es el morfismo de grupoides inducido por g e 7 es la elevacién de i : 7U — 7.X.
Ademas ¢’ y ig” son elevaciones de mg : 7V,v — 7X, . Como V conexo por
caminos entonces 7V es un grupoide conexo. Por 2.2.3 la elvacién a mg debe
ser tnica. Es decir ¢ = ig”. Luego ¢'(V) = 1g"(V) C i(U) = U. Se sigue que
gv)cu. m
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Corolario 2.4.5.1 Si dos elevaciones U, U’ de un elemento de U € U coinciden
en algun punto entonces son iguales.

Demostracién. Sea U = i(U) y U’ = #'(U). Suponemos que existe & = i(z) =
i’(x) entonces tenemos el diagrama

G,
o
wU, T —— 7rU $—>7TX T
Se tiene 7 = 7id = i. Por tanto U = U". O

Proposicién 2.4.6 U es una base para los abiertos de una topologia en X.

Demostracién. SeaUf = {i(U) /U € U} y U el conjunto de subconjuntos U
de X abiertos, conexos por caminos y débilmente X,-conexo. Sean UVeldy
seaw € UNV. Siexiste W € U tal que w € W - U NV entonces U es base.
(Véase proposicion 1.2.2 en [6]).

Sea p(w) = w, w € UNV donde i(U) = U,i(V) = V. Como X es localmente
conexo por caminos, existe un entorno abierto, conexo por caminos W tal que
we W CUNV. Como W estd contenido en U y V' que son débilmente X-
conexos entonces W es débilmente X,-conexo. Se tiene que W pertenence a U,
luego #(W) = W € U. De aqui se sigue

iW(w) CXw)= (] aGy) < aG@))

yeq(w)

Por 2.2.3 existe ¢ elevacién de i. Como glw)=wy U tiene al punto @. Por lema
2.4.5,sea g : W — X una aplicacién continua tal que g(W) C U para algin U
de U. Sea g’ : 7W — G una elevacién de mg : 7V — 71X y U una elevacién
de U, U = i(U). Sea § = Ob(¢), tenemos que j(w) C U, es decir W C U. De
forma andloga se tiene W C V. Por lo tanto U es base. O

Esta topologia en X se denominard topologia elevada de X por q o sim-
plemente topologia elevada. Supondremos ahora que X tiene esta topologia.

Proposicién 2.4.7 Sea ¢ : G — 71X morfismo recubridor. Sea f : 7 — X
continua. Sinf : 17 — wX se eleva a un morfismo de grupoides f': 77 — G
entonces = Ob(f'") : Z — X es continua y es una elevacion de f : Z — X.
Todas las elvaciones de f surgen de esta forma.

Demostracién. Veamos que f es continua. Sea z € Z. Como base de entornos
de f(z) tomamos a todas las elevaciones U € U que contienen al punto f(z).
Dado uno de estos abiertos U, f (2) € U, sabemos que es la elevacién de un
entorno abierto U conexo por caminos y débilmente X,-conexo. U es un entorno
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abierto que contiene a f(z). Por la continuidad de f existe V entorno abierto
de z en el espacio Z (podemos suponer que V' es conexo por caminos) tal que
f(z2) € U.Sij:V — Z es la inclusién entonces f'mj es elevacion de w(f7).
Ademss f(V )y U contiene a f(z ). Como ¢(V), U contiene a f(z) por 2.4.5
se tiene que f(V) C U. Por tanto f continua en z. Como Z es arbitrario, f es
continua. Si 7 f se eleva a f’ entonces f eleva a f.

Si f:Z — X es cualquier elevacién de f, entonces 7 f eleva a wf, y asi todas
las elevaciones vienen determinadas de esta manera. O

La topologia elevada cuenta con una importancia significativa para las apli-
caciones recubridoras. Probaremos que la topologia de un espacio recubridor X
de X, coincide con la topologia elevada de X. Para ello haremos uso de los
siguientes resultados sobre espacios recubridores, cuyas demostraciones pueden
encontrarse, por ejemplo, en [12].

Proposicién 2.4.8 Sea p : X — X una aplicacion recubridora entonces p es
abierta.

Corolario 2.4.8.1 Toda aplicacion recubridora es identificacion.

Proposicion 2.4.9 Sea p L)N( — X wuna aplicacion recubridora. Sea B el
conjunto de U C X tal que U es una componente conexa por caminos de p‘l([[)
para algun entorno canonico U de X. Entonces B es una base de abiertos de X.

Proposicion 2.4.10 Sea p : X — X una aplicacion recubridora. La topologia
de X es la topologia elevada de X por mp:n X — wX.

Demostracion. Sea T la topologia de X. Sea T” la topologia elevada sobre X.
Sea U un subconjunto canénico de X. Sea U una componente conexa por cami-
nos de p~1(U). Veamos que U es una elevacién de U. La inclusién U — X se
eleva a un aplicacion U — X con imagen U. Es decir, todo subconjunto canénico
se eleva a un U de la base U. Por tanto, como todo U es componente conexa por
caminos de p~1(U) para cualquier canénico U de X y por 2.4.9 se tiene T' C T".

Sea U el conjunto de subconjuntos de X abiertos, conexos por caminos y débil-
mente X),-conexos. Por 2.4.3 todo subconjunto canénico de X estd en U. Sea
U € U, sea U una elevacién de U. Como cada punto de U tiene un entorno
canénico contenido en U, se puede probar facilmente que U es un abierto en X
y se aplica homeomorficamente a U. Entonces U es canénico. Como consecuen-
cia, para todo U € U se tiene que U = i(U) = P '(U) con U canénico. Por lo

tanto todo abierto U de la base de T" es antiimagen de un entorno canénico, es
decir, por 2.4.9, todo abierto U de la base de T" esta en labasede T; T CT. O

Corolario 2.4.10.1 Sip: X, % — X,z , q: Y,§ — X,z aplicaciones recubri-
doras conexas con grupo caracteristico C'y D respectivamente y C' C D entonces
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existe una unica aplicacion v : X, ¥ — Y,y tal que p = qr. Ademds, r es una
aplicacion recubridora. St C' = D entonces r es un homeomorfismo.

Demostracién. Utilizando el funtor 7 obtenemos morfismos recubridores de
grupoides 7p : 7X,i — 71X,z 7q : W?,gj,ﬂ — wX,x. Por el corolario 2.2.3.1
existe un dnico ' : 7X,% — 7Y, § morfismo recubridor de grupoides tal que
mqr’ = mp. Por 2.4.7 tenemos que existe r : X — Y continua y elevacién de p.
Ademads como 7’ es unica, r = Ob(r') también lo es.

Como qr = p y ¢ son aplicaciones recubridoras, r es una aplicacién recubridora
(véase [12], lema 80.2). Si C' = D, por 2.2.3 1’ es isomorfismo de grupoides.
Entonces r = Ob(r’) es biyectiva. Ademads, por ser recubridora, r es abierta
[2.4.8]. Luego r es homeomorfismo. 0

Corolario 2.4.10.2 Un espacio recubridor 1-conexo de X recubre a cualquier
otro espacio recubridor.

Demostracién. Sean p: X,z — X, 2; ¢:Y ,y — X, x dos espacios recubrido-
res de X donde X es I-conexo. Entonces W(X(f)) = {0} para todo Z € X. Por
tanto p(mX(Z)) estd contenido trivialmente en el grupo caracteristico de g. Por
el corolario 2.4.10.1, se tiene que existe 7 : X, % — Y, § aplicacién recubridora.
Luego X recubridor de Y. O

Debido a este ultimo resultado, un espacio recubridor 1-conexo de X se
denomina espacio recubridor universal de X. Como consecuencia de 2.4.10.1,
dos espacios recubridores universales cualesquiera de un espacio conexo X seran
homeomorfos.

Ahora mostramos que la topologia elevada da lugar a un espacio recubri-
dor. Sea ¢ : G — wX un morfismo recubridor, sea X = Ob(G), p = Ob(q).
Supongamos también que X es semilocalmente Xj-conexo y que U es el conjun-

to de subconjuntos abiertos, conexos por caminos y débilmente Xj-conexos de
X.

Proposicion 2.4.11 La topologia elevada es la unica topologia en X tal que

a) p: X — X es una aplicacion recubridora.
b) Eziste un isomorfismo r : G — 71X que es la identidad sobre los objetos y
tal que mpr = q.

Demostracién. Primero probaremos que si X tiene la topologia elevada enton-
ces p: X — X es una aplicacién recubridora. Sea U el conjunto de elevaciones
de elementos de U de modo que U es una base de la topologia elevada de X.
Si U € U entonces p~1(U) es la unién de elementos de U, luego p es continua.
Ahora sea U € U entonces p(U ) €U, es decir, p es abierta. Seguidamente dado
U € U v dada U elevacién de U, se tiene que p restringida a U es biyectiva.
Como ademas es continua y abierta, se concluye que es homeomorfismo. Por
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tltimo para probar la continuidad de p, comprobaremos que U es una compo-
nente conexa por caminos de p~'(U). Sea & € U y sea & € p~'(U) tal que
7' estd en la misma componente conexa por caminos de Z. Entonces existe un
camino a : I — p~}(U) tal que a(0) = Z,a(1) = &'. Luego p(z) = z y p(&') = o/
son puntos de U y a = pa es un camino en U desde = hasta z’. En el siguiente
diagrama

S
WH,O?WU,Z‘TWX

donde U = E(U ), ima es una elevacién de ira. Asimismo si § = Ob(jﬂa) se tiene
que g(I) y U tienen en comun al punto Z, luego por 2.4.5, g(I) CU y 7' € U.

Por otra parte definamos el morfismo r : G — 7.X. Sobre objetos se define
como la identidad; sobre los elementos, sea a € é(a?,g]) veamos como definir
r(a). Sea x = q(Z),y = q(7), entonces g(a) € 7X(z,y). Sea a un representante
de la clase g(a), a : I — X entonces se induce el morfismo de grupoides ma :
7,0 — 7X,z tal que ma(r) = ¢g(a), donde 2 es el tnico elemento de 7I(0,1).
Como I es 1-conexo, por 2.2.3 se eleva a un tnico morfismo a’ en el siguiente
diagrama:

G, i
S

707X, o
Entonces, como a’(2) es una elevacién de ma(2) = ¢(«) se concluye, por unicidad,
que a’(z) = a. Ahora aplicando 2.4.7 al morfismo 7a y su elevacién o : 7l — G,
obtenemos una aplicacién continua @ = Ob(a’) : T — X que es elevacién de a y
nos permite definir

r(a) = csa.

Claramente 7(a) = clsa € 7 X(x, 7). Ademés por la proposicién 2.1.1, r(a) no
depende del representante a elegido para la clase ¢(«), por lo tanto r estd bien
definido. Por definicién de r se tiene (mp)r = q.
Sea T € Ob(é), sea idz,0; las identidades en Z en G y X respectivamente.
Veamos que r(id;) = 0z. Sabemos que (mp)r(id;) = q(idz) = 0., donde z = ¢(Z).
Ademsds, mp0z = 0,3 = 0,. Esto quiere decir que el camino constante en z es
un representante tanto de la clase de g(idz) como de la clase mp(0;z) y, por tanto,
se eleva a un camino 4 : 1,0 — X, 7 tal que 0z = cls 7 = r(idz).
Dados a € G(Z,7) y € G(, 2) sabemos que ¢(8 + @) = q(3) + ¢(a). Entonces
se tiene que un representante v de ¢(f + «) va a ser equivalente a cualquier
otro representante d de ¢(3) + ¢(«). Por tanto por 2.1.1, las elevaciones ~/, ¢’
de 7, d, respectivamente, van a ser también equivalentes entre si. Luego r(5 +
a) = cs v = cs & = r(B) + r(a). Esto prueba que r es un morfismo, es
mas por 2.1.4 podemos asegurar que es recubridor. Esto implica que para cada
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i, jeX,r:G(&, 9) — nX(%,17) es inyectiva. También es sobre ya que cualquier
v € 7TX(:1: 7/) estd recubierta por un elemento 5 de Sts#. Si4 € G(Z, ') entonces

ry = ry . Luego § = ¢ por ser r biyectiva sobre los objetos. Por tanto v € G(x, )
y r es sobre. Por 1.4.6 se concluye que r es isomorfismo.

La unicidad de la topologfa elevada de X que satisface a) y b) se sigue de
2.4.10: Sobre X = Ob(G) podemos considerar la topologia de X elevada por ¢
o por mp. Por 2.4.10 sabemos que la topologia de X como espacio recubridor es
la de X elevada por 7p. Pero como 7 es la identidad en objetos y X = Ob(é)
entonces X tiene también la topologia X elevada por ¢. Es decir, la topologia
es la misma, tnica. O

2.5. Equivalencia de categorias

En esta seccién se probara el principal resultado de esta memoria. Comen-
zaremos definiendo las categorias implicadas.

1. Sea X un espacio localmente conexo y Hausdorff. La categoria CovTop(X)
de espacios recubridores de X tiene como objetos las aplicaciones recubridoras
de X y como morfismos, diagramas conmutativos de aplicaciones donde p, g son

aplicaciones recubridoras.
Y ! Z
N A
X

Denotaremos al diagrama (f,p,q). La composicién en CovTop(X) viene dada
como sigue (g,q,7)(f,p,q) = (9f,p,r). Cabe mencionar que no estamos supo-
niendo que los espacios X,Y o Z sean conexos. De nuevo por el lema 80.2 en
[12] tenemos que f es una aplicacién recubridora.

2. Sea GG un grupoide. La categoria CovGrp(G) de morfismos recubrido-
res de G tiene como objetos los morfismos recubridores p : H — G y como
morfismos, diagramas conmutativos de morfismos donde p, ¢ son morfismos re-

cubridores
H ! K
DN
G

Denotaremos al diagrama (f,p,q). La composicién es igual que en el caso to-
poldgico. Por 2.1.4 tenemos que f es morfismo recubridor.

Enunciamos entonces nuestro principal resultado.
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Teorema 2.5.1 Si X es un espacio de Hausdorff, localmente conexo y semilo-
calmente 1-conexo entonces el funtor grupoide fundamental w induce una equi-
valencia de categorias

7! : CovTop(X) — CovGrp(7X).

Demostracion. Por 2.1.2 sabemos quesip : Y — X es una aplicacién recubri-
dora de espacios entonces 7p : 7Y — 7.X es un morfismo recubridor de grupoi-
des. Denotaremos 7! al funtor inducido por 7 entre las categorias CovTop(X)
y CovGrp(7X). Para probar la equivalencia de categorias definimos un funtor

p: CovGrp(nX) — CovTop(X)

y probaremos que 1 ~ pr!, 1 ~ «lp.

Sea ¢ : G — 7X un morfismo recubridor de grupoides. Sea Ob(é) =Xy
Ob(q) = p : X — X. Por 2.4.11 sabemos que existe una topologia en X
que hace a p una aplicacién recubridora y que existe un isomorfismo recubridor
r: G — X tal que es la identidad en objetos y hace conmutativo el diagrama

G—">7X

N

X

Sea (f,q,s) un morfismo en CovGrp(nX) donde f : G — H. Sea U el conjun-
to de todos los subconjuntos U abiertos, conexos por caminos de x tal que la
inclusion U — z induce el homomorfismo trivial 7i : 7U(x) — 7X(x), se tiene
que U es un entorno débilmente X, conexo y también débilmente X, conexo. En
la seccién 2.4 vimos cémo elevar un recubridor U para obtener recubridores U,
U, de X = Ob(G) e Y = Ob(H) respectivamente. Ademdas vimos que eran base
para las topologias de X e Y respectivamente. Sea # € X y U, € U, entonces
f(#) € U,. Se sigue que s(U,) =U € U y U se eleva a U, € U, con & € U,
Ademis se tiene que f(U,) = U,. Por tanto Ob(f) : X — Y continua. Esto nos
define p como morfismo.

La homotopia de funtores r : 1 >~ 7lp esta definida en esencia en 2.4.11. Recor-
demos que, tal y como se explico en la seccién 1.5, la homotopia viene dada por
isomorfismos r entre G, 71X y entre H, Y.

a1
X oY

Comprobemos que r es natural, dicho de otra forma, veamos que el diagrama
conmuta.
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Sea un elemento a@ € G que tenga punto inicial en Z. Sea a : I — X un
representante de ¢(a) € 7X, a induce un morfismo wa : 7l — 7X tal que
(ra)(7) = q(a). Ademéds ma se eleva de forma tnica a un morfismo o’ : 71,0 —

G, . Entonces 7(a) es la clase del camino Ob(a’) : T — X,
m(Ob(f))r(a) = Ob(f)(cls Ob(a")) = cls(Ob(fa')).

Sea f(«) elemento de H con origen en f7. Sea b : I — X un representante de
s(f(a)) € 7X. Como sf(a) = q(a). Tomamos b = a : I — X. Esto induce el
morfismo 7b = ma : 7l — 7.X. Se eleva de forma tnica a V' : 7,0 — H, fz. Por
la unicidad de ¥’ y la conmutatividad del diagrama se tiene ' = fa'.

Luego w(Ob(f))r(a) = cls Ob(fa') = cls Ob(Y') y rf(a) = cls Ob(V'). Por tanto
rf =m(Ob(f))r.
En el caso de la homotopia de funtores 6 : 1 ~ pr! observamos que

Ob(WX ) = X vy la topologia en X es precisamente la topologia elevada por
2.4.10. Por lo que se tiene 1 = pr!. En particular 1 ~ pr!l. O

Este resultado muestra que el funtor 7! permite traducir un problema to-
poldgico en espacios recubridores a un problema algebraico en grupoides recu-
bridores de manera completa y precisa.

Combinando el teorema anterior con el corolario 2.3.2.1 podemos garantizar
también la existencia de espacios recubridores universales para espacios conexos,
localmente conexos por caminos y semilocalmente simplemente conexos; este es
un resultado clasico de la teoria de espacios recubridores, y muestra un ejemplo
del enfoque algebraico que queremos dar.

Estudiaremos ahora otro ejemplo méas elaborado: los automorfismos de un
objeto de la categoria de CovGrp(G). Esto nos da el grupo de isomorfismos
recubridores de un morfismo recubridor, y nuestros resultados, en virtud de la
equivalencia de categorias, produciran resultados analogos en los automorfismos
de un objeto de CovTop(X). Para ello necesitaremos alguna notaciéon previa.

Definicién 2.17. Sea A un grupo. F,C subgrupos de A. Definimos Ma(F,C) =
{a € A: F Ca+ C —a}. Para simplificar denotaremos a este conjunto como

M.
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En general no es cierto que si a, b € M entonces a+b € M. Sin embargo si F' = C
entonces a +b € M, a,b € M. En este ultimo caso M adquiere estructura de
monoide, es decir, satisface la asociatividad y axiomas pero la inversa no tiene
porqué existir. Para obtener un grupo en este caso consideramos el normalizador
usual de F' en A denotado No(F) ={a € A: F =a+ F — a}. Es el subgrupo
mas grande de A en el que F' es un subgrupo normal.

Proposicién 2.5.1 Sean Z, G, H grupoides conexos, sea p: H — G un mor-
fismo recubridor. Sea f : Z — G un morfismo de grupoides y sea L(f,p) el
conjunto de elevaciones de f a morfismos Z — H. Sea z € Ob(Z), x € Ob(H) tal
que p(r) = pr = fz = f(2). Sea A = G(px), F' = f(Z(2)), C = p(H(z)). En-
tonces eziste v : Ma(F,C) — L(f,p) aplicacion sobreyectiva con la propiedad:
wa = @b si, y solo si, existe un elemento ¢ € C' tal que b =a + c.

Demostracién. Tenemos M4 (F,C) = {a € G(px) : f(Z(2)) C a+p(H(z))—a}
v L(f,p) ={f: Z — H/f elevacién de f}. Denotamos M a M(F,C)

Definamos primero ¢ : M — L(f,p): Sea a € M entonces a € G(px) tal que
f(Z(z)) Ca+p(H(z)) —a, a € Stgpx. Como p es morfismo recubridor a se
eleva a un elemento a € Stgyx. Sea y el punto final de a, por 2.2.2, los grupos
fundamentales de H(x), H(y) son conjugados; p(H(y)) = a + p(H(x)) —a =
a+C —a. Yaque f(Z(z)) Ca+ C —a=p(H(y)), se tiene por 2.2.3 que f se
eleva aun morfismo f : Z,z — H,y de forma tinica ( f (z) = y o equivalentemente

fz =1v). Definimos entonces p(a) = f.
Sea f € L(f,p),f : Z — H. Como H es conexo, existe & € H(z, fz). Luego

p(a) = a € G(px) tal que f(Z(z)) € p(f(Z(2))) € p(H(y)) = a+p(H (x))—a.Por
tanto existe a € M tal que p(a) = f. Esto prueba la sobreyectividad.

Supongamos ahora que existe ¢ € C tal que b = a + ¢, con a,b € M. Sean a,b
elevaciones de a,b empezando en z. Sea ¢ € H(x) elevacién de ¢, entonces a + ¢
también eleva a b y tiene los mismos puntos que a. Por tanto la elevacion es la
misma, pa = (a4 ¢) = @b. Por otro lado si wa = @b entonces —a + b = ¢ esté
bien definido y se tiene p(¢) = p(—a +b) = p(—a) + p(b) = —a +b. Sea ¢ = p(¢)
entonces ¢ = —a + b, es decir, b= a + c. O

En el caso f = p podemos dar un resultado un poco mas fuerte.

Definicién 2.18. Un isomorfismo recubridor h : H — H de un morfismo recu-
bridor p: H — G es un isomorfismo de grupoides tal que ph = p. El conjunto
de estos isomorfismos recubridores bajo la composicion forman un grupo. Lo
denotamos como Aut(p).

Proposicién 2.5.2 Sea p : H — G un morfismo recubridor de grupoides co-
nexos. Sea v € Ob(H) y C = p(H(x)) el grupo caracteristico de p en x. Entonces
Aut(p) es antiisomorfo al cociente del grupo Ne(pe)(C) por su subgrupo normal

C.
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Demostracion. C' es normal en N, entonces tenemos

N/C ={a+p(H(x))/a € Gpx)ya+p(H(z)) —a=p(H(x))} bien definido. Si
f = p por 2.5.1 sabemos que ¢ : N — L(p,p) es sobreyectiva. Ademds sabemos
que si a,b € N entonces ¢(a) = h € L(p,p), ¢(b) = k € L(p,p) tal que ph = p
y pk = p, por consiguiente ¢(a)p(b) = hk. Veamos que ¢(b+ a) = hk.

Sean a,b € G(pz), existen @,b € Styz elevaciones de a,b con punto final y, u

respectivamente. Entonces h(u) = h(k(z)) = hk(x). Podemos definir h(b) + a €
Stz. Por tanto p(h(b)+a) = ph(b)+p(a) = p(b)4+a = b+a. Como ph = p, pk = p
se tiene que phk = pk = p. Luego hk € Aut(p). Se sigue que ¢(b+ a) = hk.
Ahora ¢(a)p(—a) = p(—a + a) = ¢(0) = 1y. Por lo que se tiene que ¢ es un
antiisomorfismo.

Por el Primer Teorema de Isomorfia sabemos que N/kere = Imp. Vemos que
Imyp = Aut(p) C L(p,p). Probemos Kerp = C.

Sea a € N tal que a € Kerg, entonces p(a) = 1y, esto significa que la tnica
elevacién a € Strx tiene extremo final también en x. Si p(a) = a, a € H(x)
entonces a € p(H(x)) = C. Partimos ahora de a € C. Existe @ € H(x) tal que
p(a) = a es la tnica elvacién de a con origen en x. Luego ¢(a) = 1y pues 1y es
la tinica elvacién de p que lleva x a z.

Se concluye que N/C = Aut(p), son antiisomorfos. 0

Proposicion 2.5.3 Sea p: H — G un morfismo recubridor de grupoides. Con-
sideramos las siquientes condiciones:

a) Para todo lazo a en G, todas o ninguna elevacion de a son lazos.
b) Para todo objeto © de H, el grupo caracteristico p(H(x)) es normal en G(px).

Entonces a) = b); si H es conezxo, b) = a).

Demostracién. a) = b)

Sea x € Ob(H) y C = p(H(x)). Sean ¢ € C'y a € G(px). La composicién —a +
c+a € G(pz) estéd bien definida. Veamos que —a+c+a € C o equivalentemente
veamos si existe @’ € H(z) : p(a’) = —a+ ¢+ a. Sea b € H(z,y) elevacién de
a. Por a) ¢ € C se eleva a un elemento d € H(y). Entonces —b+d + b € H(x).
Aplicandole p se tiene p(—b+ d +b) = —a+ c+ a € C. Luego existe ' =
—b+d+be H(z):p(d') = —a+c+a € C. Por tanto C es normal.

b) = a) con H conexo.

Sea ¢ un lazo en C, ¢ € G(pz). Supongamos que c¢ tiene una elevacién que es un
lazo, basta ver que cualquier otra elevacién de ¢ también es un lazo.

Sean z,y € Ob(H) tal que p(x) = p(y) y sea c € C = p(H(x)). Como H conexo,
existe b € H(z,y). Sea a = p(b) € G(pzx), a ¢ p(H(x)). Ahora la composicién
—a+c+a € C pues C es normal en G(pz). Luego existe e € H(x) tal que
p(e) = —a+c+a. Entonces b+e—b € H(y) ,p(lb+e—b) =a—a+c+a—a=c.
Por tanto ¢ € p(H(x)) también se eleva a un lazo en y, b+e —b € H(y). 0
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Definicién 2.19. Un morfismo recubridor p : H — G de grupoides se dice
reqular si H y G son conexos y una de las dos condiciones a) o b) del resultado
anterior se cumple.

Corolario 2.5.3.1 St p : H — G es un morfismo reqular de grupoides recu-
bridor y C es el grupo caracteristico de p en © € Ob(H). Entonces el grupo de
isomorfismos recubridores de p es antiisomorfo al grupo cociente G(pz)/C.

Demostracién. G(px)/C estd bien definido pues por 2.5.3 b) se tiene que
p(H(x)) es normal en G(px). Como N = G(pzx) entonces N/C = G(px)/C.
Por tanto por 2.5.2 se sigue que Aut(p) es antiisomorfo a G(px)/C. O

Ahora podemos usar la equivalencia de categorias para traducir estas ideas
y resultados al caso topoldgico. Sea p : Y — X una aplicacion recubridora. Si
Z,Y, X son espacios conexos por caminos, entonces el conjunto de elevaciones de
una aplicacién f : Z — X a una aplicacién Z — Y puede estar enteramente
determinada por 2.5.1, considerando el correspondiente problema para grupoi-
des fundamentales. Ademas, p se dice regular si el correspondiente morfismo
recubridor de groupoides 7p : 7Y — wX es un morfismo recubridor regular.
Asi obtenemos inmediatamente:

Corolario 2.5.3.2 Seap: Y — X una aplicacion recubridora reqular de espa-
cios. Sea y € Y. Entonces el grupo Aut(p), de homeomorfismos h: Y — Y tal
que ph = p, es antiisomorfo al grupo cociente del grupo fundamental 7(X, py)
por el subgrupo normal p.(m(Y,y)). En particular si X es conexo e Y es el re-
cubridor universal de X, entonces el grupo de homeomorfismos h: Y — Y tal

que ph = p es antiisomorfo al grupo fundamental (X, x) en cualquier punto x
en X.

2.6. El Teorema de Nielsen-Schreier

Damos finalmente una aplicacion de los grupoides recubridores en un con-
texto puramente algebraico. Se trata de un resultado clasico, conocido como
Teorema de Nielsen - Schreier. Esencialmente dice que todo subgrupo de un
grupo libre es también un grupo libre. Necesitaremos dos resultados previos. Se
omite la demostracion del primero de ellos, pues se trata de una simple compro-
bacién.

Proposiciéon 2.6.1 Si f : L — G yp: H — G son morfismos de groupoides, y p
es un morfismo recubridor, entonces la inducida desde el pulbackp : LxgH — L
es también un morfismo recubridor.

f

LxgG G (2.1)
ﬁj lp
L G
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Proposicion 2.6.2 Sea f : L — G un morfismo de grupoides universal y sea
p: G — G un morfismo recubridor de grupoides. Considerando el diagrama
pullback 2.1 se tiene que f es universal.

Demostracién. Sea h € G un elemento no identidad. Probaremos que tiene
una expresién unica del tipo h = (fg,)...(fq1) donde ¢; € L x¢ G son ele-
mentos no identidades tales que las composiciones ¢;11¢; no estan definidas en
L x¢ G. Sea g = ph entonces g no es identidad de G porque h no lo es de G.
Como f es universal, existen /; € L no identidades tales que ph = (fl,) ... (fl).
Sabemos ademds que no existen (no estan definidos) los productos l;,1l;. Por
2.2.1 cada camino fl; se eleva en G de forma que ph; = fl;, Vi =1,....,n
y entonces h = h,,...h; de manera tunica verificando ph = g. Ahora si (I;, h;)
€ L x¢ G vemos que f(l;, h;) = h;. Por tanto tomando ¢; = (I;, h;) tenemos que
h=(hn)...(h) = (fan) .- (fa)-

Veamos que esta representacién de h es tunica: Supongamos que h también
se expresa como h = (fq')...(f¢)) donde ¢ € L xg G, Vi € {1...m}.
Por 2.6.1 p es un morfismo recubridor. Los elementos pg, no son identida-
des de L. Ademds los productos (fq/,,)(fq]) existen en G entonces ph =

p((fd.) ... (fa)=t((pd,,) - .. (pq))). Como f universal, se sigue que n = m y

pq, = 1;. Por tanto ¢, = q;, Vi y f es universal. 0

Corolario 2.6.2.1 Sea p : H — G un morfismo recubridor. Supongamos que
G es libre sobre un grafo X. Entonces H es libre sobre el grafo p~(X).

Demostracién. Sea ¢ : D(X) — X la dispersiéon de X. Por 1.7.1 (a) sabemos
que ¢ : FD(X) — G es estrictamente universal

FD(X) x¢ H— H
lﬁ P
FD(X) —— G

Se observa que FD(X) xg H = {(I,h) € FD(X) x H / ¢l = ph} = {(l,h) €
FD(X) x H / ph € X}. Es decir, FD(X) x¢ H es el grupoide libre generado
por p~!(X). Por la proposicién anterior ¢ es universal. Luego H es libre sobre
el grafo p~1(X). 0

Ahora podemos dar nuestro teorema sobre subgrupos.

Teorema 2.6.1 (Th de Nielsen - Schreier) Un subgrupo L de un grupo libre
G es también libre. Ademas si G es de rango r y L es de indice i en G entonces
L es de rango l =ri — i+ 1.
[—1
= |G : L] = )
i=1 ] r—1
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Demostracién. Sea X un grafo generador de G. Sea p : H — G el morfismo
recubridor conexo determinado por el subgrupo L de G.

H=5xGaG, S={a+L/ac Stgx}.

Por el corolario 2.6.2.1, H es el grupoide libre sobre el grafo p~*(X). Ademds por
1.7.3 los grupos H () son libres para todo vértice  de H. Pero H es el recubridor
determinado por L. Luego el grupo caracteristicode pen 2 =0, + L = L es L.
Asimismo, H(z) = {(0, + L,g) / g € L} = L = p(H(%)). Por tanto H(Z) es
libre si, y solo si, L es libre.

Ahora X tiene r elementos. Por 2.3.2, p~'(z) = G(z)/L = G/L tiene i elementos
(niveles). Pero p es un recubridor de ¢ hojas por el corolario 2.3.2.2. Por 1.7.3,
l=ri—i+1. U

La primera version de este teorema, tan solo para subgrupos finitamente
generados, fue probada por Jacob Nielsen en 1921, [13]. El teorema, en la versién
general que aqui hemos presentado, fue demostrado en 1927 por Otto Schreier
[14]. Se trata de una demostracién bastante larga y complicada, basadas en el
método de Nielsen de cancelaciones en teoria de grupos combinatoria. En 1936,
Reinhold Baer y Friedrich Levi dan la primera demostracién topoldgica [1], que
hace uso del grupo fundamental y de la teoria de espacios recubridores. Aunque
la primera demostracion basada en grupoides aparece en 1971 en el trabajo de
P.J. Higgins [7], la que aqui se ha presentado es la desarrollada por R. Brown,
3], a partir de material similar al de Higgins.

En nuestra demostracién, el Lema de Zorn (equivalente al Axioma de Elec-
cién) es necesario en para probar que todo grafo conexo contiene un érbol extenso
(proposicién 1.7.2). Més ain, se puede probar [9], que es imposible una demos-
tracién del Teorema de Nielsen Schreier sin hacer uso del Axioma de Eleccién.
La pregunta natural es entonces saber si el Axioma de Eleccién es equivalente
al Teorema de Nielsen-Schreier. P. E. Howard en su articulo de 1985, [8], prue-
ba que el Teorema de N-S implica el Axioma de Eleccion para conjuntos de
conjuntos finitos (un caso particular), y da también una versién modificada del
Teorema que si implica el Axioma de Eleccién (en general). Vemos por tanto
que, en este sentido, todavia permanecen problemas abiertos.
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THE NOTION OF COVERING SPACE is essential in the study of algebraic topology. Given a covering space, one can obtain an analog
algebraic model based on the concept of groupoid. Thus, for the fundamental groupoid of the base space, a covering groupoid
representing the original covering space is obtained. This correspondence between coverings space and covering groupoid has funtorial
character and establishes an equivalence of categories. From this correlation can be derived all the classical results of the theory of
covering spaces. As an application in a purely algebraic context, the relationship between graphs and covering groupoids allows the

Nielsen-Schreier theorem to be proved.

1. Introduction

S A MOTIVATING EXAMPLE of this dissertation let’s focus on the

fundamental group =(S, 1) of the circumference S, which is
an infinite cyclic group, i.e. is isomorphic to the additive group of
integers. The next two pushout diagrams show an analogy be-
tween topology and algebra:

{011}%{?} {011}4{?}

o.1j—s'  I—12
spaces groupoids

The figure on the left shows the circle obtained from the unit inter-
val [0, 1] by identifying the two end points 0, 1 in the space category.
The figure on the right shows the infinite integer group obtained
again from the finite group I by identifying 0,1, but this time in
the groupoid category. So we have a verification, groupoids can
provide useful topology modeling.

Note 1 We assume that all the spaces are path conected.

2. Covering spaces and covering groupoids

Definition 1 A small category in which each morphism is an iso-
morphism is called a groupoid.

Definition 2 Let p : X — X be a map of topological spaces. A
subset U of X is called canonical if U is open, path-connected,
and each path-component of p~1(U) is open in X and is mapped
by p homeomorphically onto U. The map p is called a covering
map if each x in X has a canonical neighbourhood; and in such
case X called a covering space of X.

Definition 3 Letp : G —» G be a morphism of groupoids. We say
p is a covering morphism if for each object @ of G the restriction
ofp

Stax — Stepa.
is bijective; in such case, we call G a covering groupoid of G.

Definition 4 For any morphism p : G —s G and object i of G we
call the subgroup p(G(&)) of G(pz) the characteristic group of p
at &, by an abuse of language, we also refer to this group as the
characteristic group of G, z.

Proposition 1 Let p LX — X be a covering map, let A be a
subset of X and let A = p~Y(A). Then the induced morphism
mp: XA — 7 XA is a covering morphism.

Corolary 1 The circle S' has fundamental group isomorphic to the
integers Z.

Corolary 2 For n > 1, real projective n-space P"(R) has funda-
mental group isomorphic to Zs.

Corolary 3 Any connected groupoid has a universal covering
groupoid.

3. The equivalence of categories

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Septiembre, 2021

Theorem 1 If X is a Hausdorff, locally connected and semi-locally
1-connected space, then the fundamental groupoid functor = in-
duces an equivalence of categories

7l CovTop(X) — CovGrp(nX).

By combining the above theorem with corollary 3 we can also
guarantee the existence of universal covering spaces for con-
nected, locally path-connected and semilocally simply connected
spaces; this is a classic result of the theory of covering spaces,
and shows an example of the algebraic approach we want to give.
Another elaborate example: the automorphisms of an object in the
category of CovGrp(G).

Corolary4/fp : H — G is a regular covering morphism of
groupoids, and C' is a characteristic group of p at an object x of H,
then the group of covering isomorphisms of p is anti-isomorphic
to the quotient group G(pzx)/C.

Corolary 5 Letp : Y — X be a regular covering map of spaces.
Lety € Y. Then the group Aut(p), of homeomorphisms h : Y —
Y such that ph = p, is anti-isomorphic to the quotient group of the
fundamental group = (X, py) by the normal subgroup p«(7(Y,y)).
In particular, if X is connected and Y is a universal cover of X,
then the group of homeomorphisms b : Y — Y such that ph = p
is anti-isomorphic to the fundamental group (X, x) at any point «
inX.

4. Nielsen - Schreier theorem

An application of the covering groupoids in a purely algebraical
context: the classic result known as Nielsen-Schreier theorem.

Theorem 2 (Nielsen - Schreier theorem) A subgroup L of a free
group G is itself a free group. Further, if G is of rank r and L is of
indexi in G, then L is of rank | = ri — i + 1. Hence

) -1

Lf[G.L]fril.
The first version of this theorem, for finitely generated subgroups
only, was proved by Jacob Nielsen in 1921. The theorem, in
the general version presented here, was proved in 1927 by Otto
Schreier. The proof is based on Nielsen’s method of cancella-
tions in combinatorial group theory. In 1936, Reinhold Baer and
Friedrich Levi give the first topological proof, which makes use of
the fundamental group and the theory of covering spaces. The
first proof based on grupoids appears in 1971 by PJ. Higgins. R.
Brown developed another one based on similar material to Hig-
gins’.
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