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Resumen - Abstract

Resumen

Este trabajo de fin de grado recoge algunos resultados sobre los operadores
de composicion en distintos espacios cldsicos de funciones analiticas en el
disco unidad. Concretamente, en los espacios de Hardy, de Bergman con
peso estandar y el espacio de Bloch (y su relevante subespacio, el llamado
espacio pequeno de Bloch). En el primer capitulo se examinan algunas de
las propiedades de las funciones en estos espacios. A continuacion, se es-
tudia la continuidad de los operadores de composicion y se caracterizan las
isometrias a través de dichos operadores en los capitulos 2 y 3, respectiva-
mente.

Palabras clave: Operadores de composicion — Espacios de Hardy — Espa-
cios de Bergman — Espacio de Bloch — Isometrias.

Abstract

This Bachelor Thesis summarizes different results on composition operators
acting on different classical spaces of analytic functions in the unit disk.
Specifically, on the Hardy spaces, the standard weighted Bergman spaces, as
well as on the Bloch space (and the little Bloch space). In the first chapter,
some of the properties of functions in these spaces are reviewed. Chapter
2 is devoted to the study of continuous composition operators in the spaces
mentioned. Finally, Chapter 3 studies the isometries among the composition
operators.

Keywords: Composition Operators — Hardy spaces — Bergman spaces —
Bloch space — Continuous composition operators — Isometries.
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Introducciéon

Sea ¢ una aplicacién holomorfa en el disco unidad D que verifica la condicion
(D) € D. El operador de composicién C,, con simbolo ¢ estéd definido por

C‘P(f) = f o,
donde f es analitica en .

Son muchos los expertos que se han sentido atraidos por el estudio de estos objetos,
que tienen su propia area en la Clasificacién por Areas de las Matematicas (MSC por
sus siglas en inglés) desde 1990. Desde entonces, la literatura al respecto ha aumentado
enormemente. De hecho, como se menciona en [2], “ha aumentado hasta tal punto que
seria dificil para una persona novel en el area leer todos los articulos sobre el tema”.

El estudio de los operadores de composicién vincula algunas de las cuestiones mas
bésicas sobre operadores lineales con algunos de los resultados clésicos de la teoria
geométrica de funciones. Muchos de los trabajos sobre este tipo de operadores establecen
las condiciones geométricas sobre ¢ en distintos espacios clasicos de funciones analiticas
en el disco unidad, de manera que C, resulte ser acotado, compacto, etc.

En este trabajo los espacios de funciones analiticas que se consideran son el espacio
de Bloch, el espacio pequeno de Bloch, los espacios de Hardy y los espacios de Bergman
con peso estandar. En cada uno de ellos, las técnicas a aplicar para deducir las propiedades
del operador de composicién son distintas, pues la naturaleza de las funciones en cada
uno de los espacios lo son.

El primer capitulo recopila las propiedades de las funciones en los espacios mencio-
nados, con especial énfasis en los espacios de Bloch y de Hardy. Se han omitido algunas
demostraciones por cuestiones de espacio (aunque se indican las referencias oportunas).
No obstante, se ha procurado incluir las pruebas detalladas de algunos resultados que,
aunque conocidos, no son faciles de encontrar explicitamente en la literatura.

Los contenidos del capitulo 2 muestran que todo operador de composicién esta
acotado en los espacios de Bloch, de Hardy y de Bergman con peso estdandar, no siendo
este el caso del espacio pequeno de Bloch. También se obtienen estimaciones para la
norma de los operadores (en los casos en los que son continuos) y el valor exacto para
la norma de un operador de composicion inducido por un automorfismo involutivo del
disco. Este capitulo finaliza con algunas propiedades de los operadores de composicion en
referencia a las propiedades del rango cerrado y la compacidad.

Finalmente, en el capitulo 3, se caracterizan los operadores de composicion isométri-
cos en los espacios de Hardy y de Bergman y, también, en los espacios de Bloch.
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Espacios clasicos de funciones analiticas

En este primer capitulo se presentan los espacios de funciones holomorfas en el disco
unidad del plano complejo, denotado por D, que se consideraran a lo largo de este trabajo.
Se senalan, también, algunas de las propiedades y caracteristicas mas significativas de las
funciones que pertenecen a ellos.

1.1. El espacio H*®

El primer espacio a considerar queda definido como sigue.

Definicién 1.1. Es espacio H*® es el espacio de las funciones analiticas y acotadas en el
disco unidad .

Teorema 1.2. El espacio H> con la norma

[flloc = sup [£(2)]
|z]<1
es un espacio de Banach.
Demostracion. La demostracién de que (H™,|| - ||~) es un espacio normado es facil y

se omiten los detalles. Para comprobar que H* es completo, consideremos una sucesion
de Cauchy (f,)n>1 de funciones en este espacio. Puesto que toda sucesién de Cauchy es
acotada, existe un nimero real positivo M tal que, para todo n > 1,

sup [ fu(2)] < M.

zeD

Sea K un subconjunto compacto arbitrario contenido en el disco unidad. Puesto que

[fllze == sup | f(2)] < sup[f(2)],
zeK z€eD

se tiene que (f,),>1 es una sucesion de Cauchy en el espacio de la funciones continuas en
K con la norma || - | definida anteriormente. Basta aplicar, por ejemplo, [17, Prop. 1.15]
para concluir que (f,,)n,>1 converge a una funcién continua f definida en K tal que

i (supl7,(2) ~ 72} ) 0.

n—oo 2eK

Tomando el compacto K = {z}, donde z € D, se tiene que (f,(2))n>1 converge a f(z),
de manera que tomando n suficientemente grande para que |f,(z) — f(2)| < 1, se sigue
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[FE<1f(2) = fa(Z) + [ fa(2) <14+ M.

Es decir, f esta acotada en el disco unidad. Y aplicando el Teorema de Morera, se sigue
que f, limite puntual de (f,),>1, es holomorfa en D. Por lo tanto, f € H*.

Para concluir la demostracién, observemos que, puesto que (f,),>1 es una sucesién
de Cauchy en H*, dado € > 0, existe un N tal que sin,m > Ny z € D,

[fn(2) = fm(2)] <e.

Dejando m tender a infinito, se tiene que para todo |z| < 1

[fn(2) = F(2)] <,
es decir, lim,, . || fn — fll = 0. 0

Cualquier funcién holomorfa en D (en particular, los polinomios) pertenecen a H>.
Ademés, si f € H* tiene norma || f|jcc = M # 0, la funcién F' = f/M también pertenece
a este espacio y tiene norma igual a 1. Las funciones en H* con norma menor o igual a 1
seran fundamentales en los capitulos posteriores. Dedicamos a ellas el siguiente apartado.

1.1.1. Autoaplicaciones del Disco

Definicién 1.3. Una funcion ¢ holomorfa en D y distinta de una constante de modulo
uno que verifica ||¢llo < 1 se llama autoaplicacion del disco.

La denominacién del concepto en la definicién anterior es completamente adecuado:
si ¢ es una autoaplicacién del disco unidad, se cumple (D) C D. En efecto, dado z € D,

()] < lelle <1,

luego ¢(D) C D. No obstante, si existe z € D tal que |(z)| = 1, el principio del médulo
méximo implica que ¢ es una constante (de médulo 1). Como este caso ha sido excluido,
se sigue que (D) C D.

Algunos ejemplos importantes de autoaplicaciones del disco son los siguientes.

1.1.1.1. Automorfismos de D

Una autoaplicacién biyectiva es un automorfismo del disco unidad. Ejemplos senci-
llos de este tipo de aplicaciones son los siguientes:

- Dado |A| =1, la rotacién R), definida por Ry(z) = Az, z € D.

- Los automorfismos involutivos ¢,, donde a € D, dados por

a—z

Pa(?) zeD, (1.1)

l—az’
también son aplicaciones holomorfas y biyectivas en el disco unidad.

En efecto, puesto que el denominador 1 — az # 0 para todo z € D, se tiene que ¢,
es holomorfa en ). Ademads, siendo una aplicacion de Mobius, se sigue que son funciones
inyectivas en todo su dominio. Puesto que ¢! = (,, se tiene ¢,(¢4(2)) = 2. Por lo tanto,
son sobreyectivas. Observemos que se cumple ¢,(0) = a y ¢,(a) = 0.

La importancia de estos ejemplos queda recogida en el siguiente teorema.
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Teorema 1.4. Sea v una funcion holomorfa en el disco unidad. Entonces, 1 es un au-
tomorfismo de D si y solo si existen |\| =1 y a € D tales que ¥ = Ap,.

La demostracién de este teorema (omitimos los detalles, que pueden verse en [16],
por ejemplo) se basa en el llamado lema de Schwarz-Pick que enunciamos a continuacién
utilizando los automorfismos definidos en (1.1).

Lema 1.5 (Lema de Schwarz-Pick). Sea ¢ una autoaplicacion del disco. Entonces,

(i) Para todo z,w € D,

e —etw) | _[zmw |
prte() = [FEE < | 2 = o).
(ii) Para todo z € D,
- 1—z2

Se da la igualdad en (i) para dos puntos distintos z,w € D o en (i) para algin
z €D siy solo si ¢ es un automorfismo del disco. En estos casos, la igualdad se da para
todos los z,w € D.

De nuevo, remitimos al lector interesado a [16] para la demostracién de este resul-
tado.

1.1.1.2. Las aplicaciones lente

Sea |+
z
o(z) = :
(2) = 17—
Es facil comprobar que o es una transformacién holomorfa en D y que es una biyec-
cién del disco sobre el semiplano derecho H = {z € C: Rez > 0}. Su inversa es

zeD.

_w—l

=——, weH.
w+1

o~ (w)

Ademsas, para todo 0 < s < 1 y para todo w = 7€ con —7/2 < § < 7/2, se

tiene que w® = 7°¢™? € H. De hecho, esta transformacién es holomorfa en H, dado

que el logaritmo principal es una funcién holomorfa en todo el plano menos los puntos

{z € C:Imz = 0,Rez < 0}. Claramente, al aplicar esta aplicacién al semiplano H,

resulta la regién {z € C: |Arg z| < sw/2}, donde Arg es la rama principal del argumento,
determinada por —m < Argz < 7.

Todas estas consideraciones dan lugar a las autoaplicaciones de D recogidas en la
siguiente definicion.

Definicién 1.6. Sea s € [0, 1]. Una aplicacién lente es una funcion de la forma

0, s=0
ls(2) = z, s=1 , z€D. (1.2)
o)=L g e (0,1)
o(z)5+1 )
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La tnica aplicacion lente que resulta ser un automorfismo del disco es ¢;. Es decir, la
funcién identidad, que serd denotada en este trabajo por I. Para el resto de las aplicaciones
lente, debe cumplirse, por el lema de Schwarz-Pick,

|6 (2)[ (1 = 12%)
1—[6(2))?

<1, zeD.

El siguiente lema, probado en [6], produce una mejor estimacién que la anterior.
Incluimos la prueba porque sera importante para los resultados del capitulo 3.

Proposicion 1.7. Dada una aplicacion lente, se cumple

[£,(2)1(1 — |2)

sup =s
zeD 1- |€s(z)|2

Demostracion. Sea z un punto en el disco unidad y sea w = o(2) = (1+2)/(1—2) = re®,
donde, como se ha justificado anteriormente, r > 0y |0] < 7/2. Asi,

(G —27) 1]z 2s[0’(2)]lo(x)]" _ 122 2s]o(x)]""
1—|ls(2)]? 1_ ggzgz: 2 lo(2)® + 1]2 1—z> 4 (U(Z)S + a(z)5>
1= | s g ~ scos(0)
B 1wt 2 pscos(sf)  cos(sf)’

Como cos(sf) > cos(#) > 0 para |0| < m/2, se tiene que

e (2)|(1 — |2[?)
<
o 1P

De hecho, si z € (—1,1) (es decir, si § = 0) se verifica la igualdad cos(sf) = cos(6). Esto
concluye la demostracion. O

1.1.1.3. Productos de Blaschke.
Consideremos, de nuevo, los automorfismos del disco ¢, definidos en (1.1).

Definicién 1.8. Un producto de Blaschke finito es una funcion de la forma

N
B=x]]van. (1.3)
n=1

donde I\ =1 yay,...,ay €D.

Es claro que los productos de Blaschke finitos son funciones holomorfas en D y
verifican que, para todo |z| < 1,

1B()| =[] |¢a.(2)] < 1.

Es decir, todo producto de Blaschke finito es una autoaplicacion del disco. También
hemos de destacar que un producto de Blaschke como en (1.3) se anula, precisamente,
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en los puntos aq, ..., ay, siendo la multiplicidad del cero a; igual al niimero de veces que
este punto se repite en el producto que define al producto de Blaschke.

A la vista de la definicion de los productos de Blaschke finitos, surge la cuestién
natural sobre la definicién correcta del andlogo infinito. En este caso, deben verificarse
restricciones para asegurar que el producto infinito converja. Més atn, debido al teorema
de los ceros aislados, es claro que solo las sucesiones de puntos en el disco que se acumulan
en la circunferencia unidad podrian considerarse. En el siguiente teorema se obtienen de
forma precisa las condiciones que debe satisfacer una sucesién de puntos en el disco para
dar lugar a una funciéon holomorfa en el disco unidad que involucra un producto infinito
de automorfismos. La demostracién de este resultado puede encontrarse en [3, p. 19].

Teorema 1.9. Sea ay, as, ... una sucesion de nimeros complejos tal que 0 < |a1| < |ag| <
- <1y Y (1 —Jan|) < co. Entonces el producto infinito

[o@)
U _an

converge uniformemente en cada disco |z| < R < 1. Cada a, es un cero de B(z), con
multiplicidad igual al nimero de veces que aparece en la sucesion y B(z) no tiene otros
ceros en D. Ademds, |B(z)| <1 si|z| < 1.

Definicién 1.10. Un producto de Blaschke es una funcion de la forma

|an| An — 2
=A™ , Z€D, 1.4
U an, 1—an - (14)
donde |A\| = 1, m es un entero no negativo y y ., (1 —la,|) < co. El conjunto {a,}

puede ser finito o vacio. Si {a,} es vacio, se entiende que B(z) = \z™
Todo producto de Blaschke finito es un producto de Blaschke. Si un producto de
Blaschke no es finito se denomina producto de Blaschke infinito.

De entre los productos de Blaschke infinitos, destacamos los recogidos en la siguiente
definicién.

Definicién 1.11. Se dice que un producto de Blaschke B es delgado si sus ceros no
nulos {antn>1 con 0 < |ay| < |ag| < ... cumplen que

= 1. (1.5)

00 - 1 — apa,

Una manera quiza mas sencilla de comprobar si un producto de Blaschke es delgado
viene dada en el siguiente lema.

Lema 1.12. Sea B un producto de Blaschke infinito con ceros no nulos {a,}n>1, con
0 < |a| < lag] < .... Entonces, B es delgado si y solo si

z ! _ 2 —
Tim [B'(a,)](1— faq?) = 1.

Demostracion. Sea

AmH“' z) = A2"b(2).
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Entonces, puesto que lim,, , |a,| =1y que b(a,) = pa,(a,) = 0 para todos los a, en la
sucesion que son distintos de cero, resulta

ap Soizn (an) H Pay (an)

B/ = m—lb " m M/ " M " .
| B'(an)] ‘man (a)+an;aj90aj(a)n aksok(a)

oy w7
=l 0 [T axan
Por lo tanto,
, , RN Ak — An
o 1B a1 el =t TT |72
n

O

Un resultado importante para los contenidos en el capitulo 3 es el recogido en el
siguiente teorema. Su demostracion utiliza distintas propiedades y resultados relacionados
con las llamadas funciones internas. Por cuestiones de espacio, omitimos los detalles y
remitimos al lector a [5] para la demostracion.

Proposicién 1.13. Si B es un producto de Blaschke delgado y a € D, entonces p, o B
es un producto de Blaschke delgado.
1.1.2. Las métrica hiperbdlica

Dedicamos este ultimo apartado de la seccion a una métrica en D que se define
utilizando los automorfismos ¢, definidos en (1.1) y que serd relevante para las posteriores
secciones y capitulos.

Definicién 1.14. Se llama distancia o métrica hiperbdlica a la aplicacion

1+ |pw(2)|
1 —[pw(2)]

Antes de comprobar que p es realmente una métrica, recogemos algunas de las
propiedades que se siguen del lema de Schwarz-Pick.

plz,w) = %log ( ) . zweD. (1.6)

Proposicién 1.15. Sea ¢ una autoaplicacion del disco. Entonces, para todo z,w € D,

p (P(2), P(w)) < pl(z, w).

Se da la igualdad para dos puntos distintos z,w si y solo si 1 es un automorfismo
del disco, en cuyo caso se tiene la igualdad en todos los puntos de D.

Demostracion. La demostracion se deduce facilmente del lema 1.5 y teniendo en cuenta
que la funcién z +— (1+x)/(1 —x) es creciente en el intervalo (0,1) y la funcién logaritmo
(como funcién real de variable real) lo es también en su dominio de definicién.

O

Como habiamos mencionado, comprobamos ahora que la funcién p dada en (1.6) es
una métrica en el disco unidad.

Es claro que se verifica que para todos los puntos z,w € D, p(z,w) > 0 con igualdad
si y solo si z = w. Ademas, p es simétrica:
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Z—w

joule)l = [

=l

1 —wz 1—2zw

Demostrar que verifica la desigualdad triangular requiere un poco mas de trabajo.
Hemos de probar que dados z,w y ( € D, se cumple

plz,w) < p(z,0) + pl(C,w) (L.7)

Aplicando la proposicién anterior con el automorfismo ¢,, se tiene p(z,w) =
p(p2(2), p.(w)) = p(0, p.(w)), de manera que demostrar (1.7) es equivalente a demostrar
que para todos los puntos p y ¢ en el disco unidad (que serian, respectivamente, ¢,(w) y
©.(C)) se tiene

p(0,p) < p(0,9) + p(g,p) -

Utilizando las propiedades del logaritmo y el hecho de que la funcién definida por
x +— (14x)/(1—x) es creciente en el intervalo (0, 1), se prueba que la desigualdad anterior
puede rescribirse como

ip| < lq] + [4(p)]
1+ qllq(p)]
o, también, como
[lp — lq]]
wq(p)| 2 . 1.8
a2 S (1)

Sustituyendo la expresion de |p,(p)|, elevando al cuadrado y simplificando (utilizan-
do que los puntos p y g pertenecen al disco unidad), se obtiene que (1.8) es lo mismo que
Re (pq) < |pq|, 1o que es claramente cierto.

Teorema 1.16. El disco unidad con la métrica hiperbolica es un espacio métrico comple-
to.

Demostracion. Sea (x,),>1 una sucesién de Cauchy con respecto a la métrica hiperbdlica,
de manera que para todo € > 0, existe un ntimero natural N tal que

p(Tp,xy) <e, si nym>N.

Por ser una sucesion de Cauchy, estd acotada. Por tanto, existe M > 0 tal que,
para todo n > 1, p(0,x,) < M. Pero eso es equivalente a que se cumpla que todos los
elementos de la sucesion de Cauchy satisfagan

2
eM 1

|zn| <M = PRYEREY <1,

de manera que la sucesion estd contenida en el compacto ]D)_M ={zeD: |z < M }. Por
lo tanto, existe una subsucesién (z,,) de (z,) y existe zy € D37 tal que |z,, — 29| = 0
cuando ny — 00. Se sigue, entonces, por la continuidad del automorfismo ¢,,,, que

[ (@) = ooy (ao)| =l [y (@,)] = 0.

Por lo tanto,

1 1 20 (Tn,
lim p(z,,,z0) = m p(@g(2n,),0) = lim —logM -0,
N —00

=200 ny—c0 2 1— ’90900 (xnk)|
Es decir, toda sucesién de Cauchy en (DD, p) contiene una subsucesiéon que converge, en
esta métrica, a xy € ID. Usando que si una sucesion de Cauchy tiene una subsucesién que
converge entonces la sucesioén converge, se concluye la demostracion. O
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Involucrando a la métrica hiperbdlica, se introduce el concepto definido a continua-
cién.

Definicién 1.17. Sea ¢ una autoaplicacion de D. La derivada hiperbdlica p* de ¢
viene dada por

1— |2
1—[p(2)]

Es claro que, usando de nuevo el lema de Schwarz-Pick, se tiene que para toda
autoaplicacion del disco unidad, su derivada hiperbdlica esta acotada (en médulo) por 1.
Ademas, es equivalente que exista un punto z € D tal que |¢*(z)| = 1 con que ¢ sea un
automorfismo del disco y, por tanto, se tenga |¢p*(z)| = 1 para todo z € D.

En la siguiente proposicion se presenta el resultado que justifica la denominacion
“derivada hiperbdlica” en la definicién anterior.

o' (2) = ¢'(2) 2 eD.

Proposicién 1.18. Sea ¢ una autoaplicacion del disco unidad. Entonces,

p (p(2), p(w))
w)

Py (p(w)) ¥ q(w) = ¢.(w), w € D.

l*(2)| = lim zeD.

woz o p(z,

Demostracion. Para z € D fijo, se definen p(w)
Es claro que lim,,_,, p(w) = lim,,_,, ¢(w) = 0.
Puesto que (1 +z)/(1 —z) =1+ 2z/(1 — x), aplicando infinitésimos queda

e =t s (o) /o ()|

O
Una tltima propiedad de la derivada hiperbdlica que mencionamos es la siguiente.

Teorema 1.19 (Regla de la cadena). Sean ¢ y ¢ dos autoaplicaciones de D tales que
la composicion @ o estd bien definida. Entonces,

(o) =" (¢) - yr.

Demostracion. La demostracion es una consecuencia directa de la regla de la cadena
habitual: para todo z € D,

Lo
T 1(pov) ()P
o p "(5) . 1_|77Z)(Z)|2 . 1_|Z|2
=¢ WV E) TG @F T RER
— ot (=) - (2).

(pov) () =(pov) (2)
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1.2. Los espacios de Bloch

Recordemos la siguiente definicién.

Definicién 1.20. Sean (X,dx) e (Y,dy) dos espacios métricos y sea f una aplicacion de
X enY. Se dice que la funcion f : X — Y es Lipschitz-continua si existe M > 0 tal
que para todos x1,x9 € X,

dy (f(x1), f(z2)) < M dx(x1,22).

La constante M se llama la constante de Lipschitz de la funcion f y se dice
que f es una contraccion si su constante de Lipschitz es menor que 1.

Tomando, como espacios métricos particulares, (X,dx) = (D, p), donde p es la
métrica hiperbdlica definida en la seccién anterior, e (X,dx) = (C,d.), donde d, es la
distancia euclidea en el plano, se define el espacio de Bloch como sigue.

Definicién 1.21. El espacio de Bloch, denotado por B, es el espacio de las funciones
holomorfas en D que son Lipschitz-continuas como funciones entre los espacios métricos

(D, p) y (C,d.).

Asi, una funcion f pertenece a B si f es holomorfa en D y existe una constante
M > 0 tal que, para todos los puntos z,w € D,

[f(2) = f(w)] < Mp(z,w) .

Teorema 1.22. Sea f una funcion analitica en el disco unidad. Entonces, f € B si y
solo st

s(f) = sup | f'(2)|(1 = |2]*) < o0.

zeD

Demostracion. Observemos que, dados z,w € D, utilizando los mismos argumentos que
en la demostracion de la proposicion 1.18, se tiene

_ _ —w|(1 = |,
Y
w—z Z,W w—rz ©-(w w—z Llw

P log <1+\¢z(w>|) v
W (1 — =) — 1 2
—gjllnm(l zZw) =1—|z]°.

Supongamos que f € B, de manera que para todo z,w € D, |f(z) — f(w)| <
Mp(z,w) . Entonces,

|f(2) — f(w)l ’Z _w| _ |f/(Z)|(1 i |Z|2),

M > lim
W el plew)

de donde se sigue que s(f) < oo.
Si s(f) < oo, se tiene que, dado z = re?® € D, por el teorema fundamental del
célculo, integrando sobre el segmento rectilineo [0, z] que une 0 y z, y haciendo el cambio

de variable ( =12, 0 <t <1,
1
z/ f'(2t) dt‘
0

1

1 1
§|Z’/O !f’(Zt)|dt§8(f)/0 1——\zt|2dt

£ (2) = f(0)] =

}f’(C)dC‘ =

[0,z
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Observemos que, dado un automorfismo del disco 1, por el lema de Schwarz-Pick
(y por el hecho de que este tipo de transformaciones son biyectivas), resulta

s(row) = sl e - ) DA ).

Por lo tanto, dados z,w € D y aplicando el razonamiento anterior a la funcién fop,
con p = p,(w), se tiene

1f(2) = f(w)] = [f 0 9:(0) = fow.(p)] < s(fow.)p(0,p)
= s(f)p(p:(2), ¢=(w)) = s(f)p(z,w).

Esto demuestra que f es Lipschitz-continua (con constante de Lipschitz igual a s(f)). O

El siguiente corolario se sigue de los argumentos en la prueba del teorema anterior.

Corolario 1.23. 57 f € B y ¢ es un automorfismo del disco, entonces foy € By
s(fo) =s(f).

No es dificil comprobar que toda funcién holomorfa y acotada pertenece al espacio
de Bloch. De hecho, es una consecuencia directa del lema de Schwarz-Pick.

Proposicién 1.24. El espacio H® C B. Mas ain, si f € H®, s(f) < ||f||co-

Demostracion. Sea f € H*>. Si f es la funcién idénticamente nula, claramente, f € B.
De hecho, lo mismo ocurre si f es constante. En ambos casos, s(f) < || f]|c- Si f es una
funcién no constante en H>°, consideramos F' = f/||f|l-o que tiene norma menor o igual
a 1l en H*. Como la funcién no es constante, por el principio del médulo maximo, se
tiene que |F'| no alcanza su maximo en el disco unidad. Por lo tanto, |F'(z)| < 1 en D. Es
decir, F' es una autoaplicacion de ID. Por el lema de Schwarz-Pick,

1—|F(z) 1
< )
T—[z2 71—

[F'(2)] <

de donde se sigue que

f'(2)
/1l

1> sup |[F'(2)|(1 — |2]?) = sup
z€D z€D

2 _ 1 sup | F/(2)|(1 = |z
(1= ) = s I - 5.

O

Existen funciones no acotadas en el espacio de Bloch. En particular, sea A un niimero
complejo de médulo 1. Definamos

1 14+ Az
Iaz) = §log1—)\z’

zeD, (1.9)

donde log es el logaritmo principal determinado por la rama del argumento —7 < Arg z <
.

Es facil comprobar que todas estas funciones transforman el disco unidad sobre la
banda horizontal de anchura /2, simétrica con respecto al eje real. Ademads, se tiene
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que s(Ly) = 1, por lo que pertenecen al espacio de Bloch. También verifican la siguiente
propiedad: si A y p son dos nimeros complejos de médulo 1, entonces, tomando el limite
cuando r — 17 en los puntos de la forma z =z, 0 < r < 1,

1+ puA2? )
Ly—L,) = A— 1-—
S( A M) 21€1H];)?| lu| (1_)\222)(1_,“222) ( |Z|)
1+ \pir? =
> A gl i AL A=l (1.10)

r—1- |1 = 2222 |1 —Am|

Los siguientes corolarios se obtiene directamente de estas consideraciones y de la
prueba del teorema 1.22.

Corolario 1.25. Sea f € B. Entonces, para todo z € D,

1. 14|z
— 10 .
2 %12

[f(z) = FO)] < 5(f)

Las funciones Ly definidas en (1.9) muestran que esta cota para el crecimiento de
una funcion en el espacio de Bloch es precisa.

El siguiente lema también sera ttil.

Lema 1.26. Sea f € B y sea 0 < r < 1. Definamos las dilataciones de [ por f.(z) =
f(rz), z € D. Entonces,

i s(f) = s(f).

r—1—

Mads atin, si0 < r; <ry <1, entonces s(fr,) < s(fry)-

Demostracion. Observemos que

S() = s ()= 2P = rsup | /(r2)|(1 = 4P
1— 2
—rsup £ )=

=7 sup f'(2)[(1 = [2*) < s(f).

< rsup |f/(r2)|(1—[rz]?)
z€D

Por lo tanto, si 0 < ry < r9 < 1, tomando r tal que ro = rr; y aplicando el argumento
anterior, se sigue que s(f,) < s(f,). Asi, los valores de s(f,.) dan lugar a una funcién no
decreciente (en r) y acotada por s(f). Sea L = lim, ;- s(f,) y supongamos, para llegar
a contradiccién que L < s(f).

Por la definicién de supremo, existe zo € D tal que |f'(20)[(1 — |20]?) > s(f) — ¢,
donde € > (s(f) — L)/2. Es decir,

Pl o) > 2EE

=L+4+a, a>0.

Es claro que zp pertenece al disco centrado en el origen y de radio r para todo
r > |20|. Por lo tanto, para todos esos valores de r, podemos tomar un punto z; del disco
unidad tal que zy = rz;. Entonces, se obtiene

1-— 22 1-— 21 2
L>rsup|f (r2)|(1 —|rz|?) 12 T’TZJP

€D 1—|rz|? > rlf'(20)I(1 = |20])
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1 — |z

> (L
( +a)r1 P

como se cumple para todos los valores de r > |z|, podemos tomar r lo suficientemente
cercano a 1 y usar que lim, (r —r|2|*)/(1 — |rz1|*) = 1 para obtener que L > (L + a),
lo que da lugar a la contradiccion.

g
Teorema 1.27. El espacio de Bloch con la norma
1f1ls = [£(0)] + s(f) = |f(0)] +sup [F(2)I(1 = |2)
es un espacio de Banach no separable.
Demostracion. Comprobar que el espacio de Bloch es un espacio vectorial y que || - ||5

es una norma en ese espacio es muy sencillo. Se omiten los detalles. Para demostrar la
completitud, sea (f,),>1 C B una sucesién de Cauchy, de manera que para todo € > 0,
existe un nimero natural N tal que si n,m > N,

[£0(0) = fm(0)] +sup [ f1.(2) — fr(2)| (1 = |2*) <e.

zeD

Esto implica que, por un lado, (f,(0)),>1 es una sucesién de Cauchy en el plano com-
plejo con la métrica euclidea. Por lo tanto, existe una subsucesién (f,,) de (fn)n>1 (a
la que denotamos de nuevo por (f,) para no complicar la notacién) para la que existe
lim,, o fn(0) = ao.

Por otro lado, también se cumple que

120) = ) < Ty 2 €D

Como dado un compacto K € D, existe R € (0,1) tal que K esta contenido en el
disco cerrado de centro 0 y radio R, se tiene que, para todo z € K,

AP = 0-R)

Es decir, la sucesién de funciones holomorfas (f),) es una sucesiéon de Cauchy con
respecto a la convergencia uniforme en los subconjuntos compactos del disco. Por lo tanto,
existe una funcién f’ (que debe ser holomorfa por el teorema de Morera) tal que, en esta
topologia, f/, converge a f’. Siendo el disco un dominio simplemente conexo, se tiene, por
el teorema integral de Cauchy, que la primitiva de la funcién f’ que toma el valor a¢ en
el origen (y a la que denotamos por f), es analitica en D.

Hemos de probar que ||f||g < oo y que lim,, o || fn — fllz = 0. Sea ¢ > 0 y tomemos
un ndmero natural N tal que || f, — fmllsz < € para todo n,m > N. Considerando las
dilataciones definidas en el lema anterior, el resultado del mismo y observando que (( f,,))’
converge a ( f,)" uniformemente en D (lo que permite acotar la cantidad en la tltima linea
de las siguientes desigualdades por ¢), se tiene

[fa(2) = fn(2)] <

[(fr)r = Fells < 11(fa)r = (fndells + [ (fin)r = frlis
S ||fn - fm”l’j’ + ||(fm>7” - frHB < e+ e.
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Basta dejar que r — 1 para concluir que lim,, . ||, — fllz = 0.
Por lo tanto, puesto que

1flls < lfe = flls + I fulls

el resultado se sigue facilmente usando que toda sucesion de Cauchy esta acotada y que
si una subsucesion de una sucesion de Cauchy converge, también lo hace la sucesion.

Para concluir la demostracion, supongamos que B es separable, de manera que existe
un conjunto numerable F denso en el espacio de Bloch. Para cada A de moédulo 1, sea
Dy={fe€B:||f — Lz < 1/2}, donde L, son las funciones definidas en (1.9).

Observemos que si A y p son dos niimeros complejos de médulo 1, entonces DyND,, =
(). En efecto, si suponemos que existe f € Dy\ND,, se tiene, usando (1.10) y la desigualdad
triangular,

1 1
U< = Ll < WEa = fIl4F — Lull < 545 =1
Por otro lado, siendo F denso, se tiene que debe existir, al menos, un elemento de
F en cada D,. Dado que el conjunto {A: |\| = 1} es no numerable, se sigue que F no
puede serlo tampoco. O

1.2.1. El espacio pequeno de Bloch

Definicién 1.28. El espacio pequeno de Bloch, denotado By, es conjunto de funcio-
nes f € B que cumplen

lim (1= |2[*) | £'(2)] = 0.
|z]—1

Toda funcién holomorfa en un abierto que contenga al disco cerrado pertenece a By
dado que, en este caso, la derivada de la funcién estd acotada (en médulo) en el disco
unidad cerrado. Como consecuencia, todo polinomio pertenece al espacio de Bloch. De
hecho, el espacio pequeno de Bloch coincide con la clausura de los polinomios en la norma
del espacio de Bloch. Se omiten los detalles de la prueba, que pueden encontrarse en [4,
p. 45].

Otros ejemplos de funciones en el espacio pequeno de Bloch son los productos de
Blaschke finitos, que también son funciones analiticas en un abierto que contiene al disco
cerrado. En efecto, este tipo de funciones son racionales con polos en los puntos 1/a,,
donde a,, n =1,..., N, son los ceros no nulos del producto de Blaschke. Por lo tanto, la
funcién es holomorfa en el disco {z € : |z| < M}, donde M = min;<,<n{1/|an|} > 1.

También pertenecen a By las aplicaciones lentes definidas por (1.2), como se prueba
en el siguiente lema.

Lema 1.29. Todas las aplicaciones lente {4 pertenecen a By.

Demostracion. El resultado es obvio si s =0 0 si s = 1. Para 0 < s < 1, observemos que
existe (.(zy) para todo zg de médulo 1 distinto de 1y de —1.
Sizg =1 (0si zg = —1), una aplicacién de la regla de L’Hopital prueba que

Zh_)nzlo ls(2) = 2.

Aplicando la proposicion 1.7, se tiene
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0 < lmsup |£,(2)|(1 — |2]?) = lim sup wsl(z_)||<£13(_z)|;| )(1 —14,(2)]?)

Z—20 Z—20

< s lim (1 — |[6,(2)]*) =0.
Z—r20
Por lo tanto, para todo ¢ > 0, existe Ry > O tal quesi z € Dy |z—1| < Ry o
|z + 1| < Ry, resulta
()1 = [2]*) <e.

Consideremos ahora el compacto K = D\ (D; U Dy), donde Dy = {z € D: |z — 1| <
Ri} y Dy ={z€D: |z+ 1] < R }. Observemos que existe méx,c |,(z)| = M.

Basta tomar R > 1 — R; suficientemente cercano a 1 para obtener que |,(2)|(1 —
|2]?) < M(1 —|2]?) < € para todo z € K con |z| > R, lo que prueba el resultado. 0

Es claro que los productos de Blaschke delgados no pertenecen al espacio pequeno
de Bloch. Asi, se tiene que H> ¢ B.

1.3. Los espacios de Hardy

Muchos de los resultados que pretendemos destacar sobre las funciones en los espa-
cios de Hardy se siguen de los correspondientes resultados para las funciones armonicas y
subarmoénicas. Por ello, comenzamos esta seccion con dos apartados auxiliares. Enuncia-
mos todas las definiciones y los resultados en los casos particulares en que las funciones
estdn definidas en un disco, que serd el caso a considerar en las secciones y capitulos
siguientes.

1.3.1. Funciones arménicas y subarmoénicas

Definicién 1.30. Una funcion real uw : C — R es armonica en un disco abierto del
plano complejo si es de clase C? en ese disco vy satisface

Pu  O%u

A = — —_—
“ 83:2+(9y2

0, z=ux+1y.

Es bien conocido que las partes real e imaginaria de una funcién holomorfa (y la
propia funcién, por linealidad) son funciones armonicas. Otra propiedad de este tipo de
funciones, conocida como la propiedad del valor medio, se recoge en el siguiente teorema,
cuya demostracién se omite por ser bien conocida. Puede encontrarse en [1, Sec. 6.2].

Teorema 1.31. Sea u es una funcion armonica en un disco D y sea zy € D. Entonces,
para todo nimero real positivo r tal que {z € C: |z — 2| =r} C D se tiene

I .
u(z) = %/0 u(zo + re'?) dh.

Las funciones armonicas no constantes no pueden alcanzar el valor maximo ni el
minimo en su dominio de definicién. Por lo tanto, si una funciéon armonica definida en D
(0, més generalmente, en un disco D(zg,r) de centro zq y radio r) es continua en D(z, 1),
entonces alcanza el maximo y el minimo en la frontera de este disco. Una consecuencia
importante es que una funcién arménica definida en una regién que contiene a un disco
cerrado estd univocamente determinada por los valores frontera. La formula de Poisson
determina la mencionada funcién.
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Teorema 1.32. Sea u una funcién arménica en el disco D = {w € C: |w| < R} y
continua en D. Entonces, para todo z = re'¥ conr < R,

1 2 _ 2
u(z) = —/ Ll i1 u(w) dw
270 Jywj=r |lw — 2|2
— 1 2w R2 _ r2
21 )y R—2rRcos(f — ) + 12

u(Re™) db. (1.11)

El teorema anterior resuelve el problema de Dirichlet en el disco D. Esto es,
determina la solucién u, arménica en D y continua en D que verifica las siguientes pro-
piedades, dada cualquier funcién continua ¢ en 9D:

{Au(z) =0, z€D.
u(Re?) = p(Re?), 0 € [0, 27].

En otras palabras, la formula de Poisson (1.11) resuelve el problema de Dirichlet en
un disco centrado en el origen.

Definicién 1.33. Una funcion real u : D — R continua en el disco D es subarmonica
st verifica la siguiente propiedad: para todo dominio B con B C D y para toda funcion U
armonica en B y continua en B tal que u(z) < U(z) en 0B, se tiene u(z) < U(z) en B.

Otras definiciones equivalentes de este concepto son las que siguen. La demostracion
de la equivalencia se omite por cuestiones de espacio. Referimos al lector interesado a los
libros [1] y [3].

Teorema 1.34. Una funcion u es subarmonica en un disco D si para todo zog € D vy para
todo mimero real positivo r tal que {z € C: |z — 29| =1} C D se tiene

2
u(zg) < 2i/ u(zo + 1) df). (1.12)
0

T
Esta condicién es equivalente a que u sea de clase C? en ese disco y satisfaga Au > 0.

Dada una funcién holomorfa f en el disco unidad y dado p > 0, se tiene que u = | f|?
es una funcion subarménica. La demostracion de este hecho es como sigue. Tomemos
zo € D. Si f(z9) = 0, entonces se cumple (1.12) con u = |f|’, de manera trivial. Si
f(20) # 0, se tiene que f es distinta de cero en un disco de centro zy y radio R para algun
R > 0. Por lo tanto, existe una rama analitica de f? en ese disco (que es un dominio
simplemente conexo). Como f? es holomorfa, también es arménica. Entonces, se cumple

2w
JP(20) = %/ 1P (20 + re') db.
0

Basta tomar moédulos en la ecuacién anterior y utilizar las desigualdades bésicas
para comprobar que también se verifica (1.12) en este caso.

Definicién 1.35. Una funcion f definida en |z| < 1 se dice que estd subordinada a
la funcion F si f(z) = F(w(2)) para alguna funcion analitica w en |z| < 1 que cumple
lw(2)| < |z|, z € D. En este caso, usamos la notacion f < F.



16 1 Espacios clasicos de funciones analiticas

Lema 1.36. Sea G una funcidn subarmdnica en |z| < 1, y sea g < G. Entonces, para
todo 0 < r <1,

1 27 ) 1 27 )
— g(re®)do < —/ G(re')do. (1.13)
2w 0 2 0

Demostracion. Sea 0 < r < 1. Resolviendo el problema de Dirichlet

AU(z) =0, |z| <7,
U(re’?) = G(re?), 0 € [0, 2n],

obtenemos una funciéon arménica U en |z| < r e igual a G en |z| = r. Entonces, por ser
GG subarmonica, se sigue que G(z) < U(z) para todo |z| < .

Por hipdtesis, existe una funcién analitica w en |z| < 1 que cumple |w(z)| < |z],
z € D,y tal que ¢ = G ow. Sea u(z) = U(w(z)), |z| < r, de manera que se tiene
g(z) < u(z) en |z] = r. Luego, usando también la propiedad del valor medio y el hecho
de que w(0) = 0, tenemos

1 2

2m
— g(re®)do < / u(re®)dd = u(0)
2m Jo 0

=U(0) = /027r Ul(re®)dh = /027r G(re?)do.

Esto es cierto para todo r < 1, lo que concluye la demostracion.

1.3.2. Otros resultados auxiliares importantes

Definicién 1.37. La variacion total de una funcion real (o compleja) f, continua en
un intervalo [a,b] C R es

np—1
VI(f) = su Tiv1) — f(zi)l,
2 (f) = sup ;U( 1) = f(=3)]
donde el conjunto P = {P ={xo,...,xn,}: P es una particion del intervalo |a,b] que

satisface xo = a < 11 < T3 < ... < Tpp_1 < Tn, = b}.

Se dice que f es una funcién de variacién acotada en [a,b] cuando V2(f) < .

Lema 1.38. Toda funcion de variacion acotada es la diferencia de dos funciones acotadas
no decrecientes.

Demostracion. Sea f una funcién de variacion acotada en [a, b]. Sea

n—1

F(z) = Vara,z] := sup > I (@) — f(z)l,

j=1

donde P = {xy,...x,} que satisfacen a = 21 < 29 < -+ < x, = x.

Como f es de variacion acotada, entonces I’ es acotada y por definiciéon, no decre-
ciente. Consideramos ahora G = F'— f. Es trivial comprobar que G es acotada. Tomamos
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a < a1 < 22 < by debido a que Vara, z1]+ f(z2) — f(z1) < Varla, z1]+[f(22) — f(21)| <
Varla,zs] = F(z3), obtenemos finalmente que G es no decreciente

G(z2) — G(z1) = F(x2) — f(22) — F(21) + f(21) = 0.
O

Definicién 1.39. Dada una sucesion de funciones (fn)n>1 definidas en [a,b], se dice que
es uniformemente acotada en [a,b] si existe M > 0 tal que para todo n > 1,

|fu(2)| < M, € [a,b].

Lema 1.40. Supongamos una sucesion uniformemente acotada de funciones crecientes
(p;j)j>1 en un intervalo 1. Entonces existe una subsucesion de (p;);>1 que converge pun-
tualmente a una funcion creciente.

Demostracion. Sea r1,7,... una sucesion densa en I, por ejemplo una enumeracién de

los niimeros racionales en I. Por el teorema de Bolzano-Weirstrass, podemos encontrar
< 1 1 y

una subsucesion (p;);>1 de (p;);>1 de tal manera que p;(r1) converge cuando j — oco.

De manera similar, podemos obtener una subsucesion (pjz-)jzl de (p})jzl de manera
que p3(ry) converge cuando j — oo. Y como (p3);>1 es una subsucesion de (p;)j>1 se
tiene que p3(ry) converge cuando j — co. Continuando de esta manera, obtenemos una
sucesion de sucesiones (,0?)]21, k=1,2,... de tal manera que cada sucesiéon cumple que

— k :
p(rn) = lim;_, pi(ry) existe para todo n < k.

Sea z € I no perteneciente a esa sucesién densa, se define p(z) = sup{p(r,): r, < z}
y se obtiene, asi, una funciéon no decreciente y acotada en I.

Para comprobar la convergencia puntual, supongamos que x es un punto de conti-
nuidad de p. Si ry < x < 7, tenemos

pi(r) = p(ra) < pi(x) = p(x) < pi(ra) = p(rs).

Dado un € > 0, podemos elegir k y n tal que p(r,) — p(r) < €. Obtenemos que

—e < liminf (pj(x) —p(z)) < 11’1]1801.}13 (p;(m) —p(z)) <e

Jj—o0
Por tanto, (p;) j>1 converge puntualmente a p, excepto para posibles puntos de dis-
continuidad. Ahora bien, siendo p una funcién no decreciente y acotada, el conjunto de
puntos de discontinuidad es, a lo sumo, numerable. Por lo tanto, basta repetir el proceso
y extraer una nueva subsucesion que converja en estos puntos para obtener el resultado.
O

Como corolario de los dos lemas anteriores, se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 1.41 (Teorema de seleccién de Helly). Sea {p,(t)} una sucesion unifor-
memente acotada de funciones de variacion acotada en un intervalo finito [a,b]. Entonces
existe una subsucesion {fu,, (t)} que converge puntualmente en [a,b] a una funcion u(t)
de variacion acotada.
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El nucleo de Poisson, es decir, la funcién

1—r?
P(r,0) = < 1, 0 2 1.14

tiene un gran importancia en el analisis complejo. Como el lector puede comprobar,
coincide con la funcién en la integral (1.11) con R = 1. Este ntcleo es la base en la
siguiente definicion.

Definicién 1.42. Una integral de Poisson-Stieltjes es una funcion de la forma:

1

u(z) = u(re) = by

27
/ P(r,0 —t)du(t), z=re?eD,
0

donde p(t) es una funcion de variacion acotada en [0,27]. Toda integral de Poisson-
Stieltjes es armonica en |z] < 1.

Noétese que, por la periodicidad en la variable 6 del nicleo de Poisson (1.14), la
definicién anterior es equivalente a:

u(z) = u(re®) ! /7r P(r,0 —t)du(t), z=re” eD,

T or

—T

con p(t) una funcién de variacién acotada en [—m, 7.
Finalmente, tenemos todas las herramientas para enunciar y demostrar el teorema
principal de este apartado que tendra importantes consecuencias.

Teorema 1.43. Las 3 siguientes clases de funciones en |z| < 1 son equivalentes:

(1) integrales de Poisson-Stieltjes;
(2) diferencias de dos funciones armdnicas positivas;
(3) ht, es decir, las funciones armdnicas u en el disco unidad que verifican

2
/ lu(re®)|df < oo.
0

Demostracion. (1) = (2). Utilizando el lema 1.38 podemos expresar ju(t) como dife-
rencia de dos funciones acotadas no decrecientes y por tanto, toda integral de Posisson-
Stieltjes es diferencia de dos funciones armonicas positivas.

(2) = (3). Supongamos u(z) = wui(z) — uz(z), donde u; y uy son funciones

armonicas positivas. Entonces, por la desigualdad triangular y por la propiedad del valor
medio para funciones armonicas, se tiene

27 2m 2m
/ lu(re?)|dh < / uy (re)df + / ug(re?)df = 27[uy (0) + u2(0)] < 0.
0 0 0

(3) = (1). Dado u € h', definimos

MT(t)Z/o u(re)do.
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Entonces p,.(0) =0, y para 0 =ty < t; <ty < ...<t, =2,

2m
Zm” tr) — pr(te1)] < / lu(re)|df < occ.
0

Entonces las funciones p, son funciones uniformemente acotadas de variacién aco-
tada. Por el lema 1.41, existe una sucesién {r,} tendiendo a 1y tal que pu,, — u(t), con
w(t) una funcién de variacién acotada en 0 < t < 27. Ademds, se tiene

1 2

1 2T )
P(r.0 — Ddu(t) = lim — / P(r,0 — Du(r,e®)dt
0

2 Jo n—o0 27

= lim u(r,re®) = u(re®).
n—oo

a

Ahora veamos algunos resultados para discutir el comportamiento de las integrales
de Poisson-Stieltjes en la frontera.

Teorema 1.44. Sea u(z) una integral de Poisson-Stieltjes como en la definicion 1.14 y
definimos

(6o +t) — p(fo — 1)
(90) - 1—>0 2t .

Si existe Du(6y), entonces el limite radial, im,_,; u(re®), existe y coincide con Du(6y) .

Demostracion. Aplicando una rotacién a u, podemos asumir 6y = 0. Sea A = Du(6y), de
manera que podemos escribir

w(r) — A= % _ﬂ P(r#) (du(t) — Adt)
_ {%P(r, 1) (u(t) — At)} - % i (u(t) — A1 28 é; D gy
17 OP(r,t)
5= |t - an == tar

Sea 0 < § < |t| < 7. Entonces,

oP

o2, t>‘ ' —2r(1 —r2)siné

(1 —2rcosd + r?)?

2r(1 —r?)

~ (1 —2rcosd+1r2)? — 0 cuando r — 1.

Por lo tanto, para cada § > 0 fijo, u(r) — A — Iy — 0 cuando r — 1, donde

o
=5 [ ey~ a0 2

_ %/05 <—“(t) _%M_t) - A) ¢ {—ap(g? t)} dt .

Por la definicién de A, para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si 0 <t <9,

‘u(t) — (=)
2

—A’gg.
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Por lo tanto, para ese valor de ¢

e [T |OP e [T oP
< Clat=C _ '
|I5| < 7T/o t BT dt 7T/o t ( BT ) dt

Utilizando también que las funciones t y %—f son impares, resulta

e [T oP
< = —Z ) dt.
|]5|_27T/,,t( @t)dt

Finalmente, integrando por partes la integral y utilizando la férmula de Poisson
(1.11) con u = 1, resulta

| 15| < 21/ P(r,t)dt =¢
m

—T

En consecuencia, u(r) — A cuando r — 1, y la demostracién esta completa.

Como clara implicacién de estos teoremas obtenemos lo siguiente.

Corolario 1.45. Toda funcién u € h' tiene limite radial en casi todo punto.

1.3.3. Los espacios HP, 1 < p < oo

Definicién 1.46. Sea f una funcion analitica en el disco unidad D y sea 0 < p < 0o. Se
definen las medias integrales de orden p de la siguiente manera:

27 1/p
M0 = (5 [ lrreipas)

Se dice que f pertenece al espacio HP si

| fllz» = sup My(r, ) < oo. (1.15)
0<r<1

De manera andloga, se definen los espacios de Hardy de funciones armoénicas en el
disco unidad, que seran denotados por h?.

El resultado en el siguiente lema, ademas de tener como consecuencia directa que
los espacios de Hardy son espacios vectoriales, serd de gran utilidad.

Lema 1.47. Sean a,b > 0 y 0 < p < co. Entonces,
(a+b)P < 2P(a? 4 0P). (1.16)

Demostracion (Desigualdad). Si a = 0, la desigualdad (1.16) es obvia. En el resto de
casos es equivalente a probar

> 0.

b
(1+2)P <2°(1+2P), z=-
a

Distinguimos segiin los distintos valores de p. En concreto, si p = 1, el resultado es trivial:

(I1+2)<2(1+4z), z>0.



1.3 Los espacios de Hardy 21

Para demostrar los casos p < 1, consideremos
f@) =20 +a) — (142, =20,

Hemos de probar que f es positiva para z > 0. Estudiamos su derivada. Como 1/a” es
una funcién decreciente en la variable x para todo valor positivo a > 0, se tiene

fla) =2 pa* —p(l+aP ' > 2 p(a* " = (1+2)7P) =

2P L ! >0
P (1+z)t») =

Basta observar que f(0) = 2P — 1 > 0 para concluir la demostracién de este caso.

Por tltimo, si p > 1, la funcién ¢(x) = 2P, es una funcién convexa en (0, +00). Por
lo tanto,

” <1J2rﬂs) @(1)290(93)’

que era lo que queriamos demostrar.

IN

El siguiente resultado se sigue directamente del lema anterior.

Proposicién 1.48. Una funcion analitica pertenece a HP si y solo st sus partes real e
imaginaria pertenecen a hP.

Demostracion. Recordemos que si f es analitica entonces sus partes real e imaginaria son
armoénicas. Supongamos que f € HP. Entonces,

1 2 1 2

— Re (f(2))[Pdo < — 2)|Pdf < oo,

5= | Retr@rar< o [Irc)
luego la parte real de f pertenece a hP. Que la parte imaginaria también estd en este
espacio se prueba de la misma manera.

Supongamos ahora que Re f e Im f € hP. Utilizando la desigualdad (1.16), queda,
para todo 0 < r < 1,

1 27 ) 1 21 ) )
3 | e pds = o [T Re(sre) + it (7o) Pt

p 27 A L ‘
<o | Reteenpar+ - [ i (sepas,

- 27
de donde se sigue que f € HP. O

Como se ha mencionado anteriormente, la desigualdad (1.16) prueba que H? y h?
son espacios lineales. No obstante, no es suficiente para comprobar que la expresion dada
es una norma en los espacios H”. De hecho, no lo es si 0 < p < 1, aunque si verifica la
desigualdad triangular para los valores p > 1, como consecuencia directa de la desigual-
dad de Minkowsky que utiliza, para su demostracién, la desigualdad de Holder. Aunque
omitimos el enunciado y la demostracion de la desigualdad de Minkowsky por cuestiones
de espacio, si presentamos la desigualdad de Holder, que serd utilizada posteriormente.
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Teorema 1.49 (Desigualdad de Hoélder). Sean (X, F, 1) un espacio de medida y sean
F y G dos funciones medibles. Entonces, dados dos nimeros reales p y g > 1 tales que

l/p+1/qg=1, 1 1
Awmes(vaw)m(mem)m. (117)

La igualdad se da si y solo si se cumple que, en casi todo punto, |F|P es un miltiplo
constante de |G|.

A pesar de haber excluido en el teorema anterior el caso p = 1 (que corresponderia a
q = oo para recoger los casos de igualdad, también es cierta la desigualdad de Holder en
estos casos, tomando el limite cuando ¢ tiende a infinito, obteniendo, en el lado derecho
de (1.17) el supremo esencial de la funcién |G| en lugar de la integral.

En el siguiente teorema se enuncian las consecuencias directas mas importantes
de las desigualdades mencionadas. Remitimos al lector al libro de Rudin [18] para la
demostracion detallada.

Teorema 1.50. 51 1 < p < 00, los espacios de Hardy con la norma dada por (1.15) son
espacios de Banach separables. De hecho, coinciden con la clausura de los polinomios en
la norma mencionada.

Se verifica que si 1 < p < q < 00, entonces HY C HP. En particular, el espacio H™
definido en la seccion 1.1 estd contenido en todos los espacios de Hardy HP, p > 1, y
todos ellos estdn contenidos en H'.

A partir de este momento, todos los espacios de Hardy que consideraremos en este
trabajo seran los espacios H? con p > 1. Puesto que todos ellos estdn contenidos en H*,
por el corolario 1.45, se tiene que todas las funciones en los espacios de Hardy mencionados
tienen limite radial en casi todo punto de la circunferencia unidad. El resultado preciso
es el siguiente.

Teorema 1.51. Sea 1 < p < o0 y sea f € HP. Entonces, para casi todo 0 € [0, 2], existe
la funcion limite radial

f(e?) = lim f(re?).

r—1-

1 27 ] %
Il = (52 [ sy an)”

Es facil comprobar que los productos de Blaschke finitos tienen limite radial de
médulo 1 en todo punto 6 € [0,27]. No obstante, este resultado no es necesariamente
cierto para los productos de Blaschke infinitos, aunque se cumple el siguiente teorema
(véase [3]).

Mds aun, se tiene que

Teorema 1.52. Sea B un producto de Blaschke infinito. Entonces, la funcion limite ra-
dial B(e?) definida en el teorema 1.51 tiene mddulo 1 en casi todo 6 € [0, 27].

De entre todos los espacios de Hardy mencionados, el espacio H? es el tinico que es
un espacio de Hilbert.

Teorema 1.53. Sea 1 < p < o0o. Entonces HP es un espacio de Hilbert si y solo si p = 2.
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Demostracion. Recordemos que en todo espacio de Hilbert debe verificarse la identidad
del paralelogramo, es decir, debe cumplirse, para todo par de funciones f y g en X,

1f + gllx + 11f = gl =2 (IF1Ix + llgl%) -

Sean X = HP? f la funcién idénticamente igual a 1 y g = I, la funcién identidad
dada por I(z) = z. Ambas funciones tienen norma 1 en H? para todo p € [1, o00].

Por otro lado, || f 4+ gllg= = ||f — gllm= = 2, por lo que H*> no cumple esta identidad
y no es, por tanto, un espacio de Hilbert.

Calcular la norma de las funciones 1+ I y 1 — [ en otros espacios H? no es tan
sencillo. No obstante, si es facil ver que ambas funciones tienen la misma norma:

1 2m )
R e L
0

1 2w 1 2w
=25 — ]1+c059[§d0:2§—/ 11— cosf|%df =|1—I|Y,.
27T 0 27T 0
Por lo tanto, si ha de cumplirse la identidad del paralelogramo para estas funciones
en particular, debe tenerse 2||1 + I||%, = 4, es decir, |1 + I||%, = 2. Esta identidad es
claramente cierta en el caso p = 2 puesto que

1 2
— (14 cosf)dfd =1.
2m Jo
Sea p < 2, de manera que existe P > 1 tal que 2 = pP. Sea ) tal que 1/P+1/Q = 1.
Utilizando la desigualdad de Hélder y teniendo en cuenta que |1+ €?|P no es una funcién
constante en casi todo 6 € [0, 27|, se tiene

1

1 27 ) 1 2T ) % 1 27 Q
1+ 1|5, = — 1+e”Pdo < —/ 1+ e”P” do —/ 119 do
4 1l =5 [ e epan < (- [T = [

=1+ 1%

Por lo tanto, |1+ 1|3, < ||1+I||3. = 2.
El caso p > 2 es andlogo. Concretamente, tomando P > 1 tal que p = 2P (y ) como
antes), resulta

1

1 27 ) 1 2 ) bzl
2=|14+ 1|3 =— 1+€?*do —/ L+e?PPdo) =1+ 1|3 .
11l =5 [ e Pan< (5o [ e I+ 11
El hecho de que la transformacion
1 2 o~
(f.9)m2 = o f(e®)g(e?)db, (1.18)
T™Jo

donde f(e) y g(e?) son las funciones limites radiales de f y g, respectivamente, dadas
por el teorema 1.51, sea un producto escalar en H?, finaliza la demostracién. O

Es muy fécil comprobar que los monomios (z"),>o forman un sistema ortonormal en
H?: También, que si f tiene desarrollo en serie de Taylor f(z) = Y o a,2" y pertenece

a H?, entonces
o
1132 =D lanl*.
n=0

El 1dltimo teorema que mencionamos en esta seccién es el siguiente.
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Teorema 1.54 (Teorema de Riesz). Toda funcion f no idénticamente nula en HP
(p > 1) puede ser factorizada de la forma f = Bg, donde B es un producto de Blashke y
g es una funcidn de H? que no se anula en el disco unidad. Mds ain, ||f||ge = ||g]#»-

Demostracion. El resultado es claramente cierto si suponemos que f tiene un ntmero
finito de ceros en el disco. Supongamos, por tanto, que los ceros de f son infinitos.
Denotemos a los ceros no nulos de f por ag, 0 < |a;| < |ag| < .. ..

Sean .
lag| ar — =z
o= 112
o) = T
k=1

1 —apz

Y 9n(2) = f(2)/Bn(2).
Fijado un nimero natural n y un nimero real € > 0, es facil ver que |B,(z)| > 1—¢
para |z| suficientemente cerca de 1. Por tanto,

21 2
/ﬁ%w%wquﬂp/rmwwwsu—awf
0 0

para r suficientemente grande y, por lo tanto, para todo r € (0,1). Asi, dejando que ¢
tienda a cero, resulta que, para todo n,

2m
sup / |gn (r€)[PdO < M.
0

0<r<1

Por el teorema 1.9, g, tiende a ¢ = f/B uniformemente en cada circunferencia
|z| = R < 1y por tanto g € H?.

Veamos que ¢g(z) no tiene ceros. Supongamos, para llegar a contradiccién, que
g(zx) = 0, de manera que, entonces, f(z;) = 0. Pero, por la construccién de B, tam-
bién debe cumplirse que B(z) = 0, siendo la multiplicidad del cero z; de B la misma
que la de f. Esto da lugar a la buscada contradiccion:

£0.

Para comprobar que las normas de f y ¢ coinciden, basta utilizar el teorema 1.52:

2w 2
HN%ZAIMWWMWWWZAIW%Wﬂ
a

El teorema de Riesz es una herramienta fundamental en el estudio de los espacios de
Hardy, pues permite reducir en muchos casos el problema a considerar al caso del espacio
de Hilbert H?. La reduccién a aplicar se basa en que, dada una funcién f holomorfa y
sin ceros en el disco (que es un dominio simplemente conexo), es posible determinar una
rama analitica del logaritmo complejo de manera que la potencia P resulte analitica
en D.



1.4 Espacios de Bergman con peso estdandar 25

1.4. Espacios de Bergman con peso estandar

Denotaremos por dA a la medida de area de Lebesgue normalizada del disco unidad

D. Esto es drd drdd
dA(z) = Y T ety =re? €D,
T T

Definicién 1.55. Para 0 < p < 0o y —1 < a < 00, se definen los espacios de Berg-
man de peso estdandar A? como el conjunto de funciones analiticas del disco unidad
tales que

/D FEPdAL(z) = (@ + 1) / FEP (1 — |2P)* dA(z) < oo.

Cuando o = 0 obtenemos los espacios cldsicos de Bergman, denotados por AP.

Observemos que se tiene, usando coordenadas polares,

[ s =@+ [ (5 [Tiseepan) ara -y ar,

de manera que resulta, claramente, que H? C AP.
Al igual que en el caso de los espacios de Hardy, nos centraremos en los valores
p > 1. En estos casos, son espacios de Banach con la norma

I = ([ 1500 dAa<z>)”p |

También es cierto que los espacios A2 son espacios de Hilbert con producto escalar

() sz = / F(2)9(2) dAa(2).

Esta expresion para el producto escalar nos permite obtener el valor de la norma
en términos de los coeficientes de Taylor, como en el caso del espacio de Hardy H?. En
particular, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.56. Sea f € A? de la forma f(z) = > 07 jan,2™, z € D. Entonces,

1% =3 Jl
— n-+1
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Continuidad de los operadores de composicién en
algunos espacios clasicos de funciones analiticas

Dada una autoaplicacién del disco unidad I, es decir, una funciéon ¢ holomorfa en
el disco unidad con p(D) C D, el operador de composicién con simbolo ¢ viene dado por
la férmula

Cof(2) = f(e(2)),

donde f es una funcién analitica en el disco unidad.

Claramente, este tipo de operadores son lineales: dado A € C y funciones analiticas
[y g en el disco, se cumple que Cy,(Af) = ACL(f) v Cu(f +g) = Cu(f) + Cu(g).

De hecho, gracias al principio de unicidad de las funciones holomorfas y al teorema
de la aplicacion abierta, son operadores inyectivos siempre que ¢ no sea constante, que
es el caso interesante a estudiar. En efecto, si Cy,(f) = C,(g), entonces las funciones f y
g coinciden en el abierto ¢(ID) y son, por tanto iguales.

En este capitulo se plantea analizar cuando estos operadores lineales resultan ser
acotados en los espacios clasicos de funciones analiticas presentados en el capitulo 1. Asi
mismo, se incluye una secciéon que recoge los detalles sobre las normas de los operadores
de composicién acotados en los distintos espacios considerados. Todos los resultados se
basan en [2], [19] y [12]. No obstante, algunos de los teoremas en la seccién 2.3 forman
parte del manuscrito [11], que no estd publicado. No conocemos ninguna referencia en
la literatura que recoja el resultado en la proposicién 2.10 aunque suponemos que es
conocido por los expertos.

2.1. Continuidad de los operadores de composicién en los
espacios de Hardy y de Bergman con peso estandar

Recordemos las siguientes definiciones sobre la continuidad y la acotacion de opera-
dores lineales en espacios normados.

Definicién 2.1. Sean (X, |- ||x) e (Y, - ||y) espacios normados. Entonces T : X —'Y
es acotado si existe una constante M > 0 tal que para todo x € X,

[T]ly < Mllz[x -

El operador es continuo en el punto x € X si para todo € > 0 existe § tal que si
|z —yllx < 0 entonces | Tx — Ty|ly <e. T es continuo si es continuo en todo x € X.

El siguiente teorema es bien conocido. Se omiten los detalles de la prueba, que es
sencilla.



28 2 Continuidad de los operadores de composicién en algunos espacios clasicos de funciones analiticas

Teorema 2.2. Sean (X, || ||x) e (Y,| - |ly) espacios normados y sea T : X — Y un
operador lineal. Son equivalentes:

(1) T es acotado,
(2) T es continuo,
(3) T es continuo en x = 0.

La demostracién de que todo operador de composiciéon esta acotado en los espacios de
Hardy H?, 1 < p < 00, y en los espacios de Bergman con peso estdndar A2, 1 <p < ooy
a > —1, se sigue del teorema de subordinacion de Littlewood, consecuencia del lema 1.36.
Recordemos que la notacién f < F significa que existe una autoaplicacién del disco w
que fija el origen tal que f = F o w.

Teorema 2.3 (Teorema de subordinacién de Littlewood). Sea F una funcion
analitica en el disco unidad y 0 < p < oo. St f < F, entonces para 0 < r < 1,

1 2

Fre®) o < — / "R (re®) P d. (2.1)
0

%0 2m

Demostracion. Basta aplicar el lema 1.36 a la funcion G = |F|P que, como se ha demos-
trado en la seccion 1.3.1, es subarmoénica para toda funciéon holomorfa f.
g

Veamos ahora que todo operador de composicion estd acotado en los espacios de
Hardy y en los espacios de Bergman con peso.

Teorema 2.4. Sea ¢ es una funcion analitica definida en el disco unidad con (D) C D.
Entonces, C, es un operador continuo en los espacios de Hardy H?, 1 < p < oo.

Demostracion. Siendo C, un operador lineal, basta comprobar que C, es un operador
acotado en los espacios considerados.

Supongamos, en primer lugar, que ¢(0) = 0. Tenemos que comprobar (nétese que
estamos considerando que Cy(f) es una funcién holomorfa en el disco unidad siempre
que f lo sea) que existe una constante M > 0 tal que

|Co( e < M| fllze, f€H.

Para ello, basta observar que la desigualdad anterior es equivalente a comprobar que

tim (o /%l(fo Jre")Pdo ) < i Mp/%lf( IR
Jin (5 Jy WWowlellat ) < Yim (G [ WrePdd)

que se sigue de (2.1), tomando M = 1.
El caso siguiente a considerar es cuando ¢ es uno de los automorfismos ¢, a € D,
definidos en (1.1). Veamos que existe M > 0 tal que

1Cou (Nl < M| fllaw, € H”. (2.2)

Para ello, sea f € HP. De hecho, podemos suponer que f es un polinomio ya que
estos son densos en H?. Con el cambio de variable ¢,(¢?) = e y por la desigualdad
triangular obtenemos,
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I ‘
I ogall =55 | leatelar = 5 [ st it

e it |af?
= — v p—

1 — lal? (1 /27r . ) 1+ |al
<—m—— [ — eMPdt ) = NI,
= (1_ |a|>2 or 0 |f< >| 1 — ’a‘ ||f||Hp

que es, justamente, (2.2) con
1 1/p
M= (1
1 —laj

Para el caso general en el que ¢ no fija el origen ni es, necesariamente, uno de los
automorfismos especiales ¢,, argumentamos como sigue.

Observemos que si ¢(0) = a, la funcién 1, = ¢, o ¢ es una autoaplicacién del disco
que cumple 1,(0) = 0. Ademas,

Co(f) = f o paotha=Cy, (Cp,(f)) -

Por lo tanto, para toda f en HP?, se tiene, teniendo en cuenta los resultados obtenidos
anteriormente,

al\ /P
Gl = 1Co. (Conl) e < 1Co (P < (11) 1l

O

Veamos ahora la continuidad en los operadores de composicion en los espacios de
Bergman con peso estandar.

Teorema 2.5. Sea ¢ una autoaplicacion del disco y sea f una funcion en el espacio AP,
1 <p<oo, a>—1. Entonces,

[2—a|/p
1Co()lLag < (%) e

Es decir, Cy, es un operador continuo en AP .

Demostracion. El resultado se sigue facilmente utilizando un procedimiento similar al de
la prueba del teorema 2.4 y usando, de nuevo, el teorema de subordinacién de Littlewood
tras utilizar el teorema de Fubini.

Concretamente, supongamos, en primer lugar, que ¢(0) = 0. Entonces, por el teo-
rema de subordinaciéon de Littlewood, resulta:

It = a1 [ 2=ty (3 [T i oo )i

1 1 [? oo dl
S e = O PR

En el caso de que ¢ sea uno de los automorfismos ¢, definidos en (1.1). El cambio
de variable ¢,(z) = w, que da lugar, por ser p, una aplicacién involutiva, a la identidad
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dA(z) = |¢) (w)]*dA(w), junto con el lema de Schwarz-Pick 1.5, da lugar a la siguiente
estimacion.

ICou (Pl =+ 17 [ NP1 = |2F)7dAC)
=@+ 17 [ )P (1 = ea(w)Prlgiw)PdA)
(o1 [ 17)P(1 = o)l ()P dAw)
< (maxw;w“) 11

|z[=1

Observemos que si a < 2,

B 1— a2\ _ (14>
/ 2a: <
e = (=) = (150

Por otro lado, si 2 — a < 0,

_ a—2 a—2
e (l—asp L+ o
— (== <
eal2)] ( [P ) < (1 Tlal

La demostracion de este teorema concluye siguiendo la misma linea que en la demostracién
del teorema 2.4. 0

2.2. Continuidad de los operadores de composicién en el
espacio de Bloch y el espacio pequeno de Bloch

Para probar que todo operador de composicion esta acotado en el espacio de Bloch,
usaremos los resultados expuestos en la seccion 1.2. Hasta donde conocemos, la cota
proporcionada més adelante, en la ecuacién (2.3), es la mejor cota conocida. No hemos
encontrado una referencia salvo el trabajo en preparacion [11] aunque, posiblemente, esta
estimacion sea conocida por los expertos en el area.

Teorema 2.6. Todo operador de composicion C, es continuo en el espacio de Bloch.

Demostracion. Sean p(0,(0)) la distancia hiperbdlica entre los puntos 0 y ¢(0), tal y
como se define en (1.6) y sea

(1~ |2
le7ll= s = o

Sea f € B. Entonces, por el lema 1.5 y el corolario 1.25,
ICoflls =11 o @lls = |£((0)] + sup | f ()¢ ()] (1 = [2])

|z|<1
- o P ol ¥’ ()] (1 — |2
— |f(g0(0))|+|z|<p1|f(90( NI (1= le(2)?) 1 — [p(2)]?)
)

< p(0,9(0)) - s(f) + IF () + "l sup [f(2)I(1 = |2

z€p(D)

)
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< O]+ (p(0,9(0)) + ll™[]) s(f)
< méx {1, p(0, (0)) + [l" (1} [|.f1ls -

Por lo tanto, se cumple que ||C.(f)|lz < M| f| 5, para
M = méx {1, p(0, 0(0)) + [l¢"[I} - (2.3)

Es decir, el operador de composicién C,, estd acotado en el espacio de Bloch y es,
por tanto, continuo.
a

Finalmente, consideramos el caso del espacio pequeno de Bloch By. Como veremos,
en este espacio se requiere una condicién adicional sobre el simbolo ¢ del operador de
composicién C, para que resulte ser continuo en By. El resultado se recoge en el siguiente
teorema.

Teorema 2.7. Sea ¢ una autoaplicacion del disco. Entonces, C, es un operador continuo
en By si y solo si p € By.

Demostracion. Si el operador C,, es acotado en By, como la funcién identidad I(z) = =
pertenece a By, se tiene que ¢ = C, I pertenece a By.

Supongamos ahora que ¢ € Bjy. Sea f una funcién en este espacio. Los mismos
argumentos que los usados en la demostracién del teorema 2.6 muestran que f o € B.
Por lo tanto, para concluir la prueba, basta ver que fop € By. Puesto que esta condicion
es clara si f es idénticamente nula, suponemos que || f||z # 0. Seguimos el procedimiento
explicado en [7].

Sea f € By, entonces

lim (1—[2*) |f'(z)| = 0.

|z]—1—
Luego, para todo € > 0, existe §; > 0 tal que (1 — |z[*) |f'(z)] < & cuando |z| > /1 — 4;.
De la misma manera, como ¢ € By, existe d > 0 tal que si |z| > /1 — 0,
01
/15

(1 =121 [¥' ()l < €.

Debemos probar que

lim (1= [2*) [(f o) (2)] = 0.

|z]—1—

Definimos § = min{d, d2}. Sea ¢ > 0 y sea |z| > /1 — 0.
Sip(z)] > +/1 — 41, entonces, por el lema de Schwarz-Pick 1.5 y por lo mencionado
anteriormente,

(L= P 0 ) ) = I (oI~ o)) £ E =)

<[ ()DL = le(2)f) <e.
Si |¢(2)] < /1 =41, se tiene entonces que 1/(1 — |p(2)]?) < 1/6;, por lo tanto,

_ eI = o))
(1= 1[e(2)P?)

(L= [=)I(f o 9) (2] ' (2)] (1= |21%)
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< Mooy - ) <

Esto demuestra que

lin_ (1 [2P) [(f o o) (2)] < (1= |2%) 1 ()] < &

|z| =1~

2.2.1. Algunos ejemplos

Como se ha mencionado, los productos de Blaschke finitos pertenecen a By. Asi,
todo operador de composiciéon inducido por un producto de Blaschke finito es continuo
en todos los espacios de funciones analiticas considerados en este capitulo.

Los productos de Blaschke delgados con ceros a,, (que, necesariamente se acumulan
en |z| = 1) considerados en la seccién 1.1 , verifican
lim |B'(a,)|(1 — |an|*) = 1.
n— o0
Por lo tanto, este tipo de productos de Blaschke no pertenecen al espacio pequeno
de Bloch. Asi, inducen operadores de composicién que no son acotados en el espacio By,

aunque si lo son en los espacios de Hardy H?, 1 < p < oo, en los espacios de Bergman
con peso estandar A2, 1 < p < oo, @« > —1 y en el espacio de Bloch B.

2.3. Norma de los operadores de composicion

La norma de un operador lineal acotado (y, en particular de un operador de com-
posicién C,,) en un espacio de Banach X puede calcularse de distintas maneras. Algunas
de ellas son las siguientes:

G = s [C(Plly = sup ACeUx
fex: I fllx=1 rexsifixzo  Ifllx

= inf{M > 0: [ C,(£)llx < M| fllx}.

El calculo exacto de la norma de un operador de composicién C,, es considerado un
problema dificil. Como ejemplo, podemos mencionar que en el espacio de Hardy H?, se
conoce esta norma cuando el simbolo es una funcién interna, es decir, una autoaplicacion
del disco cuya funcion limite radial tiene médulo 1 en casi todo punto de la circunferencia
unidad. También, cuando es de la forma p(z) = az+b, con |a|+ |b] < 1. Estos resultados
pueden encontrarse en [2] y [19]. Para obtenerlos, los autores usan técnicas distintas de
las explicadas en este trabajo. Una situacion similar ocurre en el caso de los espacios
de Bergman con peso estandar, en los espacios de Bloch y el espacio pequeno de Bloch:
tampoco es conocido, en general, el valor exacto de la norma de un operador de compo-
sicién. No obstante, en estos ultimos casos, si se conoce el valor de ||C,|| considerando
los llamados espacios de Bloch conciente, como explicaremos en esta seccién. Antes de
hacerlo, comenzamos con algunos resultados generales y algunas estimaciones para las
normas de los operadores de composicion, sencillos de obtener.

Teorema 2.8. Sea C, un operador de composicion en el espacio de Hardy H?, 1 < p <
o0. Entonces,
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(i)
1+ o(0)[\ /7

”C"’”§<1—w<o>|) '

(i) Si(0) =0, [Cyll = 1.

(iii) Dado un autormorfismo ¢, de la forma (1.1),

(1 a0
”C“”‘(l—uoa(on) '

Demostracion. La demostracién de (i) se sigue de la prueba del teorema 2.4.
En el caso de que ¢(0) = 0, se tiene que ||Cy,|| < 1 por el apartado (i). Como la
funcion idénticamente 1 pertenece a H” y tiene norma 1, se tiene que ||C,|| > ||C,(1)|| = 1.

Esto demuestra (ii).
El hecho de que

1+ | 2a(0)[\ 7
1G]l < (1 - won)

se sigue de (i). Para demostrar la desigualdad contraria, observemos que, dado a € D, la
funcién z — 1/(1 —@z) no se anula en el disco, que es simplemente conexo. Por lo tanto,
podemos aplicar el Teorema de Cauchy para concluir que existe una rama analitica en D
de la potencia 2/p—ésima de esta funcién. Sea, entonces,

1
(1 —@z)?/r
la funcién holomorfa en D determinada por esa rama analitica. Veamos que estas funciones
pertenecen a HP, 1 < p < oo, y calculemos su norma.

En efecto, usando la expresién de la norma en términos de los coeficientes de Taylor
de las funciones en el espacio e Hardy H?,

ka(Z) =

e e A
e l—az||y. 1 —|af?

Por lo tanto, k, € H? v ||ka|lgr = (1 — |af?)~ /7.
Un razonamiento analogo y unos calculos directos muestran que,
1 > 1+ |a]® - 2Re{ya} _a
1 —@al?

1—az [

w2 (L=lal?)(1 = laf?) 1—aa’

ka ap =
ko pull = o

Asi, si tomamos o = (ala] — ra)/(Ja] — a*r) con r < 1 suficientemente cerca de 1,
obtenemos = —ra/|a| y

1 1
Pl = D | Kl e 1— |a 1 — |a(0)]
O

Resultados andlogos pueden obtenerse en los espacios cldsicos de Bergman A? = Ab
considerando (cambiando los exponentes 1/p por 2/p en el teorema anterior). También
en otros espacios de Bergman con peso estandar A2, o > —1,a # 0, aunque en este

ultimo caso los calculos directos se complican y es mas habitual utilizar otras técnicas
para llegar al resultado correspondiente que omitimos en este trabajo.

Consideramos, a continuacién, la norma de los operadores de composicién en el
espacio de Bloch. El teorema andlogo al teorema 2.8 es el siguiente.
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Teorema 2.9. Sea C, un operador de composicion acotado en el espacio de Bloch B.
Entonces,

(1)
1Cs || < max {1, p(0,(0)) + [l"[|}
donde p(0,¢(0)) es la distancia hiperbdlica entre los puntos 0 y ¢(0) € D, dada por
(1.6), y / ,
o] = sup LEENO = =)
:ep (1= lp(2)?)
(ii) Si se tiene, utilizando los mismos términos que en el apartado anterior, que
max {1, p(0,(0)) + [["[|} = 1.

En particular si p(0) =0, ||Cy|| = 1.
(i4i) Dado un autormorfismo @, de la forma (1.1),

1Ceull = 14 p(0,4(0)).

Demostracion. La estimaciéon proporcionada en (i) fue obtenida en la demostracion del
teorema 2.6.

La prueba de (ii) sigue los mismos argumentos que la demostracién del correspon-
diente apartado en el teorema 2.8: basta observar que la funcién idénticamente 1 pertenece
al espacio de Bloch y tiene norma 1.

Finalmente, para demostrar (iii), observamos que si a = 0, el resultado se sigue del
apartado (ii). Si a # 0, utilizamos el lemma de Schwarz-Pick para obtener que [|¢}|| = 1,
de manera que

méx {1, p(0,¢(0)) + [[¢"[[} = 1+ p(0, ¢a(0))
y se tiene, entonces,
1Cell <1+ p(0,04(0)) -
Tomando la funcion f = Ll% dada por (1.9), que pertenece al espacio de Bloch y

tiene norma 1, se obtiene

Hfo QpaHB = |f(a>| —i—sug |90;(Z)|<12_ |Z| )
- (@) e
_1#a(0]
1— |S0a<0>|2

> p(0, |a]) + = p(0,]al) + 1,
lo que demuestra que
1Csall = p(0,]al) + 1.

O

En el caso del espacio pequeno de Bloch, los resultados en los apartados (i) e (ii)
del teorema anterior son, exactamente, los mismos. No obstante, para demostrar la co-
ta inferior en el apartado (iii), debemos utilizar argumentos diferentes puesto que las
funciones L, utilizadas en el teorema 2.6 no pertenecen al espacio pequeno de Bloch. No
obstante, podemos modificarlas de manera apropiada para obtener un analogo. No hemos
conseguido encontrar una referencia explicita que recoja este resultado.
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Proposicién 2.10. El operador C,, en el espacio pequeno de Bloch, inducido por un
automorfismo de la forma (1.1), satisface

1Cpall = p(0,¢a(0)) + 1.

Demostracion. El caso a = 0 se sigue, como en la demostracién del teorema anterior, del
hecho de que la funcién idénticamente 1 pertenece al espacio pequeno de Bloch, tiene
norma 1 y cumple que ||C,, (1)|| =1 = p(0, ¢.(0)) + 1.

Supongamos, por tanto, que a # 0 y consideremos, para 0 < r < 1, las funciones
fr(2) = La (rz) que pertenecen al espacio pequeno de Bloch. Se sigue

a
la|

" (2)|(1—|z|?
(0, rlal) + r supy g LEALI=LE

CooulJr 1= (o)’
1C,ll > 1im 1. (I _ g, (o)) |
r=1 [ fel 1= r
124, (0)]

PO, rlal) + 1=t = oS (1-la]?)
> lm [-GEree@) ] _ p(0, rlal) + rF5s
S T r—1— r
= p(0,]al) +1.

2.3.1. Los espacios de Bloch cociente

El valor exacto de la norma de un operador de composiciéon C, en el espacio de
Bloch y en el espacio pequeno de Bloch no se sabe calcular para un simbolo general .
No obstante, este es un resultado conocido desde finales del siglo pasado, y debido a
Montes-Rodriguez (véase [12]), en los llamados espacios de Bloch cociente que definimos
a continuacion.

Definicién 2.11. Sean f y g funciones en el espacio de Bloch. Se define la relacion de
equivalencia ~ como sigue:

f~g<& f—g es constante.

El congunto de las clases de equivalencia bajo esta relacion es el espacio de Bloch modulo
funciones contantes y se denota B/C (o0, de manera completamente andloga, considerando
funciones en By y la misma relacion de equivalencia, el espacio pequeno de Bloch cociente

B,/C).

Observemos que cada clase de equivalencia segun la relaciéon anterior viene repren-
sentada por la funcién f en esa clase que cumple f(0) = 0. Abusando de la notacién,
representaremos a la clase de equivalencia [f] en B/C por f, entendiendo que f(0) = 0.
La norma, en este espacio, viene dada, entonces, por

1 flls/c = sup | f'(2)] (1 —|z]?) .

|z]<1

Teorema 2.12. Todo operador de composicion estd acotado en B/C. Ademds,

1l = sup [*(2)[ = [l¢"]|- (2.4)

|z|<1
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Demostracion. Basta seguir las pautas mostradas en las pruebas de los teoremas sobre los
operadores de composicion en el espacio de Bloch en este capitulo. Omitimos los detalles.
d

Teorema 2.13. Un operador de composicion C,, estd acotado en B,/C siy solo sip € By.
En este caso,

|Gl = sup [*(2)[ = [l¢"]|- (2.5)

|z|<1

Demostracion. Al igual que en el teorema anterior, la demostracién de que C,, estd aco-
tado en By/C si y solo si ¢ € By es completamente andloga a la del correspondiente
resultado en el espacio pequeno de Bloch.

En cuanto al calculo de la norma, debemos mencionar que Montes-Rodriguez, en
[12] utiliza argumentos de dualidad para obtener el resultado. No obstante, se sigue
directamente utilizando las funciones f, consideradas en la prueba de la proposicion 2.10.
De nuevo, omitimos los detalles por ser completamente andlogos a los ya considerados en
la demostracién de esa proposicion. a

En los espacios usados en este apartado, es posible definir facilmente operadores
de composicién C,, tal que ||C,| = s para cualquier valor s € (0,1). Para ello, basta
considerar las aplicaciones lente ¢ definidas en (1.2), que cumplen |[|£%|| = s.

2.4. Operadores de composicion de rango cerrado

Una vez analizada la continuidad de los operadores de composicién, otra propiedad
natural a analizar es la compacidad.

Definicién 2.14. Sea T : X — Y un operador lineal. Se dice que T es un operador
compacto si para todo conjunto A C X acotado se tiene que T(A) es relativamente
compacto.

Asi, mientras que un operador acotado transforma conjuntos acotados en conjuntos
acotados, un operador compacto transforma conjuntos acotados en conjuntos relativa-
mente compactos. Es decir, conjuntos cuya clausura es compacta y, por lo tanto, cerrados
y acotados.

La caracterizacién de los operadores de composicién compactos en los espacios de
funciones analiticas considerados en este trabajo es conocida. Las referencias son [2] y
[19], para los espacios de Hardy y de Bergman; y [7] y [13] para el espacio de Bloch
y el espacio pequeno de Bloch. Esta cuestion no sera considerada en este trabajo. No
obstante, si referimos algunos resultados importantes al respecto que daran pie al estudio
que se realizara en el capitulo siguiente en relacion con los operadores de rango cerrado
y, mas particularmente, con las isometrias. Puesto que los espacios que consideraremos
son espacios de Banach, asumimos esta condicién en las siguientes definiciones.

Definicién 2.15. Sea T : X — Y un operador lineal entre los espacios de Banach X e
Y. El rango de T es definido por

R(T)={Tr:ze X} ={yeY:existe x € X con Tx =y}.
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Es muy facil comprobar que R(7T') es un subespacio vectorial de Y, En efecto, dado
y € R(T), se tiene que existe z € X con y = Tx. Siendo X un despacio vectorial, y dado
el escalar \, ocurre que Az € X. Por ser T lineal, T'(Ax) = AT'(xz) = Ay. Luego Ay € R(T).

De manera similar, si y;,y2 € R(T) con Tz, = y; v Twy = yo para x1,29 € X,
resulta T'(z1 + x2) = y1 + y2 € R(T).

Definicién 2.16. Sea T : X — Y un operador lineal continuo entre los espacios de
Banach X eY. Sidim (R(T)) < oo, T se dice de rango finito. Si R(T) es un subespacio
vectorial cerrado de Y, T se dice de rango cerrado.

Puesto que todo subespacio vectorial de dimension finita de un espacio de Banach
es cerrado, se tiene que todo operador de rango finito es de rango cerrado.

Teorema 2.17. Un operador de composicion continuo C, : X — X en un espacio de
Banach X de funciones analiticas de dimension infinita, nunca tiene rango finito.

Demostracion. Supongamos, para llegar a contradiccién, que dim (R(C,)) < oo, de ma-
nera que podemos escoger una base (¢;); de R(T) con g; = Cy,(f), i = 1,2,..., N. Sea
f € X. Entonces, existen nimeros complejos (a;)Y; tales que

Co(f)=9g= Zai%(fi) = C, (Z aiﬁ-) )

Pero esto implica, siendo los operadores de composicion inyectivos, que, para toda

f € X se tiene
N
f= Zaifi-
i=1

Esto es una contradiccion con el hecho de que la dimensién de X sea infinita. a

No obstante, si existen operadores de composiciéon con rango cerrado, que quedan
descritos en el siguiente teorema.

Teorema 2.18. Un operador de composicion continuo C, : X — X en un espacio de
Banach X # {0} de funciones analiticas tiene rango cerrado si y solo si existe un nimero
real positivo M tal que para toda f € X

1Cofllx = M fllx - (2.6)

Demostracion. Supongamos, en primer lugar, que C,, tiene rango cerrado. Entonces, sien-
do R(C,) un subespacio cerrado de un espacio de Banach, es un espacio de Banach
y se sigue, siendo C,, inyectivo, que C, : X — R(C,) es biyectivo. Existe, entonces,
C,':R(C,) — X, definido como sigue: si g € R(C,) con Cy(f) =g, C;'(g) = f.

Es féacil comprobar que C 1 es lineal (usando el mismo argumento que se utilizé
anteriormente para comprobar que el rango de un operador lineal es un espacio vectorial).
Ademas, es claro que C’;lC@(f) = f para toda f in X y C’WC’;l(g) = ¢ para toda
g9 € R(Cy).

También es cierto que C 1 es continuo. El resultado se sigue del teorema del grafo
cerrado (véase [18]).

Se tiene, entonces, que existe un nimero real positivo M (dado que el operador C, !
es inyectivo) para el que se cumple que, para toda f € X,
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1£llx = ICH(C) (Hllx < MIC,(F)llx

de donde se deduce (2.6).

Supongamos ahora que se cumple (2.6). Sea (g, ),>1 una sucesién R(C,,) que converge
a go. Es decir,

lim ||g, — gol|x = 0.
n—oo

Siendo X un espacio de Banach, es claro que gy € X. No obstante, para terminar la
demostracién, hemos de demostrar que gy € R(Cl,).

Puesto que la sucesién es convergente, es de Cauchy. Considerando las funciones f,
dadas por Cy(f,) = g» ¥ usando (2.6), se tiene, para todo par de ntiimeros naturales n y
m7

1gm = gnllx = 1Co(fin) = Colfu)llx = 1Co(fn = Fu)llx = M| fim = fullx

de manera que (f,),>1 es, también, una sucesién de Cauchy en X. Sea fo = lim, o0 fn-
Veamos que go = C,(fo), lo que concluird la demostracién. En efecto,

T (g, — Colfo)lx = lim [1C(f) — Colfo)llx
= 1tm [ Colfu — fodllx < [IC,| M (1o = follx = 0.

Por lo tanto, usando la unicidad de los limites, se tiene gy = C,(fy), como querfamos
demostrar. a

Finalmente, demostramos que los operadores de composicion de rango cerrado no
son compactos en los espacios de funciones analiticas que se consideran en este trabajo,
porque todos ellos tienen dimension infinita.

Teorema 2.19. Sea C, : X — X un operador de composicion continuo en un espacio
de Banach de funciones analiticas en del disco unidad de dimension infinita. Si C, tiene
rango cerrado, entonces C, no es compacto.

Demostracion. Argumentando como en la demostracién del teorema anterior, si C, tiene
rango cerrado, entonces C, : X — R(C,,) es biyectivo y el operador C;' : R(C,) — X es
continuo.

Pero, en este caso, por el teorema 2.2 de [17], el operador identidad [ = C, 1C, :

X — X es compacto. Esto no es posible, siendo la dimensién de X infinita, como queda
probado en la pagina 26 de [17].

O



3

Isometrias entre de los operadores de composicién en
espacios clasicos de funciones analiticas

En este capitulo, caracterizamos las isometrias entre los operadores de composicion
en los espacios estudiados en capitulos anteriores. Concretamente, en los espacios de
Hardy, en los espacios de Bergman con peso estandar y en los espacios de Bloch y pequeno
de Bloch. Es decir, pretendemos caracterizar los operadores de composiciéon Cy, : X — X,
donde X es uno de los espacios mencionados, que cumplen

1C(Dllx =1fllx, feX.

A la vista de los resultados mencionados en la seccion 2.4, estos operadores de
composicion son de rango cerrado y, por lo tanto, no son compactos.

3.1. Operadores de composicion isométricos en los espacios de
Hardy

Los resultados de esta seccién y de la siguiente se recogen en [9] aunque incluimos més
detalles. Veremos que un operador de composicion inducido por una aplicacion interna es
una isometria en los espacios de Hardy H?,1 < p < oo. Definamos este tipo de funciones
de manera concreta.

Definicién 3.1. Una funcion interna es una autoaplicacion del disco cuya funcion
limate radial tiene modulo 1 en casi todo punto de la circunferencia unidad.

A la vista del teorema 1.52, todo producto de Blaschke de la forma (1.4) es una
funcién interna.

Comenzamos con dos lemas auxiliares que nos permitiran deducir que aquellas au-
toaplicaciones ¢ del disco unidad que inducen operadores de composicion isométricos en
los espacios de Hardy H?, 1 < p < 0o, necesariamente fijan el origen.

Lema 3.2. Sea i1 una medida positiva en el espacio {2. Supongamos que f y g son fun-
ciones en LP (£2,dpu) con 1 < p < oco. Entonces, la funcion Ny, : R — R definida por

Ny g(t) Z/Qltfﬂtgl”du

es diferenciable y su derivada ent =0 es

N30 = [ laP @f + 7o) due
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Demostracion. Tenemos, utilizando la regla de L'Hopital, que la derivada de la funcién
auxiliar n(t) = [tf +g|P en t =0 es

2
BV e Y ([ e et

n’(0) lim
t—0 t t—0 t
. (B2f]2 + |g|* + 2tRe{ fg p/Q—gp | —
gy CUE b AR o3y 7

Basta tomar [t| < 1, aplicar la desigualdad en el lema 1.47 y tener en cuenta que f y

g son funciones en L? ({2, dp) para concluir, por el teorema de la convergencia dominada,
la demostraciéon del lema.

g

Lema 3.3. Sea 1 una medida positiva en el espacio de medida 2, M un subespacio de
LP(2,dp), 1 <p < oo, yseaT una isometria lineal de M. Entonces,

/Q T TP *Tgdy — /Q flglPgdu

para todas las funciones f,g en M.

Demostracion. Como T es una isometria, tenemos que Npppg(t) = Nyg(t), donde la
funcién N es la utilizada en el lema anterior. Asi, se tiene, que N, ,,(0) = N} (0). Por
tanto,

[ 19172 (67 + fa) du = [ [Tl (14TF + T4Tg) de. 3.1
0 2

Como la identidad anterior se cumple para cualesquiera sean las funciones f y g,
podemos reemplazar g por ¢g y obtener

1907 (a7 = f3) du= [ [ToP* (7477 ~ TT5) 32)
07 0

Sumando las igualdades (3.1) y (3.2) y tomando conjugados, teniendo en cuenta que
la medida es real, obtenemos la igualdad deseada

/ FlglPgdu = / T T gl Tydu.
(9} (P4
O

Como ya avanzabamos anteriormente, los resultados anteriores permiten obtener el
siguiente.

Proposicién 3.4. Si un operador de composicion C, es una isometria en H?, 1 < p < oo,
entonces p(0) = 0.

Demostracion. Consideramos, en el lema 3.2, la medida normalizada de longitud de arco
en la circunferencia unidad, es decir, du = df/27. También, M = H?, g =1, f € HP y
T = C,. Entonces, usando también la propiedad del valor medio, resulta

2

FO) = [ Colf)dp = / " fdu=1(0).

0

Basta particularizar la funcion f como la identidad en el disco unidad para obtener

»(0) =0.
g
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Finalmente, ya estamos en disposicién de caracterizar los operadores de composicion
isométricos en los espacios de Hardy.

Teorema 3.5. Sea 1 < p < oco. Un operador de composicion C, es una isometria de HP
si y solo si @ es una funcion interna y p(0) = 0.

Demostracion. Si C, es una isometria, entonces la norma de la funcién identidad I coin-

cide con la norma de ¢, es decir, ||I|| = ||¢]||, entonces
1 2 0
0=l = llellr = 5= [ (1= lo(eP) ab.
T Jo

Como ¢ es una autoaplicacién del disco, tiene que |p(e?)] < 1 en casi todo punto
en la circunferencia unidad. Se sigue entonces que 1 — |¢(e?)[? = 0 en casi todo punto
0 € [0,27]. Es decir, ¢ es una funcién interna. Ademds, sabemos por la proposicién an-
terior que si C,, es una isometria ¢(0) = 0.

Para demostrar que toda funcién interna ¢ que fija el origen induce un operador
de composicién isométrico, procedemos como sigue. En primer lugar, comprobamos que
los operadores de composicién inducidos por este tipo de funciones son isométricos en el
espacio H?2.

Este resultado se debe a Nordgren [15] y se basa en demostrar que si ¢ es un funcién
interna con (0) = a, se tiene, para toda f € H?,

a2 al\ /2
(T2) " Wl < GOl < (1120) 1l

Omitimos los detalles, pues la prueba no es dificil. Por lo tanto, si a = 0, se tiene
que para toda f € H?,

1Co (2 = [ f ]|z -

La demostracion, para otros valores de p, utiliza el teorema 1.54. Como ya se ha
mencionado en los capitulos anteriores, este es un argumento de gran utilidad para obtener
los resultados en los espacios de Hardy HP, p # 2, una vez que se han obtenido para el
espacio H?. M4s concretamente, sea f una funcién en HP sin ceros en el disco. Entonces,
existe una rama analitica de fP/2 y se sigue facilmente que esta funcién esté en el espacio

H?:
2 ] d@ 2 ) d‘g
/2 i0 227 i0y|p Y
| urenrst = [ inenrg <o

Pero, por otro lado, se tiene

do

27

ICo DI = [ o) PG = [ 17 o))

= 1Cy (F72) 32 = 1F7* W52 = 1 F 5
Asisi f € HP no se anula en el disco unidad, y ¢ es una funcién interna que fija el origen,

|Co(Pre = [ fllzv -

Sea ahora f € HP arbitraria, entonces por el teorema 1.54, f = B - g, donde B es un
producto de Blaschke y g no se anula en D. Ademés, ||f||g» = ||g||n». Por consiguiente,
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1Cof Il = / 1B (¢ (7)) 19 (1 () 'pg

o 0 pde p p
= [ 1ate @) P57 = ol = 111

3.2. Operadores de composicién isométricos en los espacios de
Bergman con peso estandar

Los lemas 3.2 y 3.3 son validos para otras medidas mas generales que las conside-
radas en la seccién 3.1. En particular, para las medidas definidas por du(z) = dA.(z) =
(a+1)(1 — |2|*)*dA(z), a« > —1, 2 € D, que dan lugar a los espacios de Bergman con
peso estandar AP presentados en la seccién 1.4. Procederemos, para obtener el resultado
principal de esta seccién, de manera similar a la expuesta en la seccion anterior para
los espacios de Hardy. Concretamente, comenzamos demostrando que las autoaplicacio-
nes del disco ¢ que inducen operadores de composicion isométricos en los espacios de
Bergman con peso estandar deben fijar el origen.

Proposicién 3.6. Si un operador de composicion C,, es una isometria en A?, 1 < p < oo,
a > —1, entonces p(0) = 0.

Demostracion. La demostracion es completamente analoga, como deciamos, a la de la
proposiciéon 3.4. En este caso, consideramos la medida dA, definida anteriormente, M =
At g=1, f e AL y T = C,. Aplicando el lema 3.3, resulta, usando la propiedad del
valor medio,

1 2m

oo =G+ [ (5 [ retepan) e - 2ar = [ i)

- [rean@ =y [ (5 [ e o) 2 -ty = o)

2m Jo

Basta particularizar la funcién f como la identidad en el disco unidad para obtener
©(0) = 0. 0

En el siguiente resultado caracterizamos completamente a los operadores de compo-
sicién que son isometrias en los espacios considerados en esta seccion.

Teorema 3.7. Sea 1 < p < 00 y sea a > —1. Un operador de composicion C, es una
isometria en AP si y solo si ¢ es una rotacion.

Demostracion. Por el lema anterior, si C,, es una isometria, se tiene que ¢(0) = 0. Luego,
por el lema de Schwarz, |¢(z)| < |z| para todo z en D. Ademés, la norma es este espacio
de la funcién identidad I es igual a la norma de . Por lo tanto, resulta

0 =111, — [lely = / (2P — lo(2)P) dAa(2).

Siendo dA, una medida positiva en el disco unidad y el integrando una funcién no negati-
va, se sigue que para casi todo punto z € D, |p(2)| = |z|. Es decir, ¢ es un automorfismo
que fija el origen o, lo que es lo mismo, una rotacién.

Es trivial comprobar que las rotaciones inducen operadores de composicién isométri-

b
cos en el espacio AP.
O
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3.3. Operadores de composicién isométricos en los espacios de
Bloch

Trivialmente, se puede comprobar que toda rotacién induce un operador de compo-
sicién isométrico en este espacio. Discutiremos en esta secciéon qué otras autoaplicaciones,
si existen, inducen operadores de composicién isométricos en este espacio y, también, en
el espacio pequeno de Bloch. Todos estos resultados sobre el espacio de Bloch se encuen-
tran en [10]. En nuestro caso, afladimos la caracterizacion de las isometrias en el espacio
de Bloch pequeno.

Comenzamos, siguiendo el mismo esquema que en las secciones anteriores, probando
que todo operador de composicién isométrico en el espacio de Bloch (o en el espacio
pequeno de Bloch) debe estar inducido por un simbolo que fija el origen.

Lema 3.8. Si un operador de composicion C, es una isometria en el espacio de Bloch B
o en el espacio pequeno de Bloch By, entonces p(0) = 0.

Demostracion. Supongamos que C, es una isometria en B, entonces por el lema de
Schwarz-Pick 1.5, tenemos

1 o@lls = [f (w(0)| + s(f o @) <[ (@O)]+ s(f) < |F (O)] = [FO)] + [f o @lls.

Se sigue que |f(¢(0))] > |f(0)] para toda funcién f en B. Escribiendo ¢(0) = a y
tomando f = ¢,, donde ¢, es el automorfismo definido en (1.1), conseguimos

0= ‘Spa(a)l > |90a(0)’ = |a|’

y por tanto ¢(0) = 0.

Como también ¢, € By, el mismo argumento sirve en el caso del espacio pequeno
de Bloch.
a

Teorema 3.9. Sea ¢ una autoaplicacion del disco. Entonces el operador de composicion
C, es una isometria en el espacio de Bloch si y solo si se verifica una de las siguientes
condiciones:

(a) ¢ es una rotacion,
(b) ©(0) =0 y satisface la siguiente propiedad.

(M) Para todo a € D existe una sucesion (z,) C D tal que |z,] — 1, ¢(z,) — a y
lo*(zn)| = 1, n — oc.

Antes de demostrar el teorema, observemos que las condiciones (a) y (b) son exclu-
yentes. En efecto, si ¢ es una rotacion y, también, cumple (b), se sigue que, en particular,
debe existir una sucesién de puntos (z,) en el disco unidad tal que |z,| = 1y ¢(z,) — 0,
n — oo. Claramente, esto es absurdo.

Demostracion. Como hemos mencionado, trivialmente se demuestra que las rotaciones
inducen isometrias en el espacio de Bloch. Supongamos que C,, es una isometria en B
inducida por un simbolo ¢ que no es una rotacién. El lema 3.8 garantiza que ¢(0) = 0.

Las aplicaciones ¢, dadas por (1.1) satisfacen
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l|alls = [(0)] + sup (1= 12P) |4(2)| = |a| + sup (1= lea(2)]?) = la| + 1.
zE zEe

Como
a0 ¢lls = |@a(p(0))| + Sup (1= 12%) 1" (2)ls (9(2))]
= lal +sup " (2)] (1 = o (2)[") ¢ (0(2))
= lal +sup " ()] (1~ la (¢(2))F)
< lal +1 = [|gall5,
se sigue
sl ()] (1 = i (o)) = 1 33

Los valores |p*(2)] v (1 — |pq (©(2))]?) estdn siempre acotados por 1, y el supre-
mo (3.3) no puede alcanzarse en ningiin punto z € D puesto que, si fuera asi, tendriamos
que |¢*(z)| = 1y por tanto, ¢ seria un automorfismo, caso ya excluido.

Por consiguiente, existe una sucesién (z,) C D tal que |p*(2,)] = 1y a la vez
(1 — |pq (p(2))]?) = 1, es decir, ¢ (2,) — a cuando n — oco.

Ademas, es trivial, por continuidad de |¢*| en el disco unidad, que la sucesién (z,)
no puede acumularse en el interior del disco unidad (en ese caso tendriamos de nuevo que
© es un automorfismo, proposicién 1.18); y por tanto |z,| — 1 cuando n — oo.

Veamos ahora la suficiencia de (M) para las autoaplicaciones ¢ que fijan el origen y
no son rotaciones. Para una funcién arbitraria f en B, tenemos la siguiente desigualdad

1f o ells =1 ()] + s (f o @) < [fO)] +5(f) = [|/]]5-

Para probar la otra desigualdad necesitamos considerar dos posibles casos:

(1) El supremo que define a la seminorma s(f) es alcanzado en algin punto de a € D.
(2) s(f) =lm, o0 (1 —|an]) | f'(a,)|, para alguna sucesién (a,) C D tal que |a,| — 1.

Primero, comprobemos (1). Sea a € D tal que s(f) = |f'(a)|(1 — |a|?). Entonces,
como se cumple la propiedad (M) se tiene que existe una sucesién (z,) con |z,| — 1,
o(zn) = ay |p*(z,)| = 1, n = co. Por lo tanto,

17 0 ¢lls = 1f (p(O)] + sup|¢* () (1=1le(2) ) 1 (p(2))]
> [FO)] + lim o ()| (1= o)) IF (()
= [£0)| + (L= |a]*)||f"(a)] = || f]|5-

Caso (2). Por la propiedad (M) y por la continuidad de la funcién (1 — |2|?) | f/(2)],
en cada punto a, y para todo n, podemos encontrar un punto z, tal que

1

(1 = lanl?) 1 (an)] = (1 = [o(za) ) |f (0(z0)]] < % y ezl >1 -~

Entonces,
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10 ¢lls = £ (£(0))] + sup " (2)] (1 =1e(=)*) I (p(2))]

> 17 +timsu (1= 1) (1= o)) (o)

n—0o0

n—o0

> 1001+ timsup (1= anf?) (@) = 1 ) = 1]l
O

El siguiente teorema muestra la existencia de autoaplicaciones que satisfacen la
propiedad (M): los productos de Blaschke delgados definidos en la seccién 1.1.

Teorema 3.10. Todo producto de Blaschke delgado B satisface la condicion (M). Con-
secuentemente, todo operador de composicion C, inducido por un producto de Blaschke
delgado tal que B(0) = 0 es una isometria en el espacio de Bloch.

Demostracion. Sea B un producto de Blaschke delgado con B(0) = 0. Para a € D,
definamos B, = ¢, o B. Como se ha mencionado en la secciéon 1.1, B, es un conjunto de
Blaschke delgado. Ademas, es obvio que B = ¢, o B,.

Sean (wy,) los ceros de B,. Entonces, se cumple que B(w,,) = @u(Ba(w,)) = a para
todo n € N y, ademés, por la regla de la cadena para la derivada hiperbdlica,

| B*(wn)| = | (Ba(wn))| - [ By (wy)| = |B; (wn)] — 1.
g

En el espacio pequeno de Bloch se comprueba trivialmente que las rotaciones inducen
operadores de composicién isométricos. Como muestra el siguiente teorema, seran las
unicas autoaplicaciones que lo verifiquen. Reiteramos que este resultado no se recoge ni
en el articulo [10] ni en [11].

Teorema 3.11. Sea ¢ una autoaplicacion del disco. Entonces el operador de composicion
C, es una isometria en el espacio pequeno de Bloch si y solo si ¢ es una rotacion.

Demostracion. Supongamos que C,, es una isometria y ¢ no es una rotacion (como se ha
mencionado, es trivial comprobar que las rotaciones inducen operadores de composicion
isométricos en By). Siendo C,, un operador acotado en By y puesto que la funcién identidad
I € By, se tiene que Cy,(I) = ¢ € By. Por el lema 3.8, tenemos que ¢(0) = 0. Ademas,
usando los mismos argumentos que en la demostracién del teorema 3.9, se sigue que ¢
debe cumplir la condicién (M). En particular, debe cumplirse que para alguna sucesién
(zn) tal que |z,| — 1 se tiene que lim, o ¢(2,) =0y

/ " 1 — |z, 2
lim |0*(2,)] = lim ' (2n) ( |Z2| )|
n—o00 n—00 1— |S0(Zn)|

~1. (3.4)

Por tanto,
{ / —_ 2 p—
Tm ¢ (z0) (1= [2a]*) | = 1.

Esto contradice la condicién de que ¢ € By y, por consiguiente, las tinicas autoapli-
caciones que inducen operadores de composicién que mantiene invariante la distancia son
las rotaciones en el disco unidad.

g






Conclusiones

Los resultados recogidos en los dos 1ltimos capitulos de este Trabajo de Fin de Grado
hacen referencia a la continuidad de los operadores de composiciéon y a los operadores
de composicién isométricos en los espacios considerados en el capitulo 1: los espacios
de Hardy, los espacios de Bergman con peso estandar, el espacio de Bloch y el espacio
pequeno de Bloch. En cada uno de los espacios mencionados, las técnicas utilizadas para
demostrar el resultado han sido diferentes. Todas ellas basadas en las caracteristicas
propias de las funciones en los espacios.

También se han presentado algunas estimaciones para la norma de este tipo de
operadores y, en algunos casos, el valor exacto, aunque el valor de la norma de un operador
de composicion solo se conoce cuando consideramos los espacios de Bloch cociente, como
se ha explicado en la seccion 2.3.1. Podria ser interesante considerar en el futuro el
problema de calcular la norma en los “verdaderos” espacios de Bloch.

Como también se mencionaba anteriormente, se ha procurado recoger las referencias
apropiadas a las demostraciones de los teoremas mencionados en esta memoria, incluyendo
los detalles en aquellas que no son tan faciles de obtener de la literatura con la confianza
de que este Trabajo de Fin de Grado pueda ser 1util para que el posible lector interesado
disponga de una introduccién detallada a las cuestiones consideradas.

Hemos explicado que no se considera el problema de caracterizar a los operadores
de composicién que son compactos en estos espacios. Este es un resultado conocido. Mas
concretamente, en cuanto al espacio de Bloch se refiere, el resultado se recoge en [13]. En
el libro [19], se caracteriza la compacidad de los operadores de composicién en los espacios
de Bergman. Para ello, es necesario introducir el concepto de derivada angular y los
teoremas relacionados como el teorema de Julid-Carathéodory. El resultado concreto es
el siguiente.

Teorema 3.12. Sea C, un operador continuo en el espacio de Bergman AP, 1 < p < 1.
Entonces, C, es compacto si y solo si ¢ no tiene derivada angular en ningin punto de la
circunferencia unidad.

No existe una caracterizacién tan clara para los espacios de Hardy en términos
de la derivada angular, aunque si existen condiciones necesarias y suficientes para la
compacidad de un operador de composicion en estos espacios.

Toda esta teoria sobre la compacidad de operadores de composicion esta siendo
estudiada por el autor de esta memoria, como continuaciéon del trabajo realizado.
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Como conclusiones finales, podemos reiterar los operadores de composicién y el
estudio de sus propiedades requieren de las técnicas propias de la teoria de funciones
holomorfas en el disco unidad. Son objetos que relacionan de manera natural la teoria
de operadores con esta otra teoria del andlisis complejo, lo que hace que el estudio de
los operadores de composicién requiera de conocimientos sobre ambas disciplinas. Esta
caracteristica de la teoria de los operadores de composicién ha proporcionado, en par-
ticular, al autor del trabajo, la posibilidad de aprender distintos resultados de Anadlisis
Matematico como los presentados en esta memoria. También, se han reforzado las ganas
de seguir aprendiendo otros teoremas de esta area de las Matemadticas en el futuro pues,
como deciamos antes, quedan muchas cuestiones por estudiar (y por resolver).
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This Bachelor Thesis summarizes different results on composition operators acting on different classical spaces of analytic functions in
the unit disk. Concretely, on the Hardy spaces, the Bergman spaces, as well as on the Bloch space (and the little Bloch space).

1. Composition operators

ET ¢ be a holomorphic function on the unit disk such that
(D) ¢ D. The composition operator C, with symbol ¢ is
defined by
Cgﬁ(f) =foop,
where f is a analitic function on D.

2. Analytic function spaces

THE analytic function f in the unit disk D belongs to
- The space H™, if

1l = sup |£(2)] < oo
zeD

- The Hardy space H?, 1 < p < o if

1 2m . 1/p
[l fllge = sup (2/ |f(7"ew)|pd9> < 00.
™ J0

0<r<1

- The weighted Bergman space A%, 1 < p < o0, a > —1, if

1 . 1/p
=0+ 0 (50 [P 1Raa6) < oo
- The Bloch space B, if
11l = O]+ sup 7)1 = [2F) < .

- The closed subspace B, of B, called the little Bloch space, if f
belongs to the Bloch space and

lim [f/(2)](1 = |2)*) =0.
[z]=1

Theorem. The spaces of analytic functions mentioned are Ba-
nach spaces with the norms provided.

3. Continuity of composition operators

ET ¢ be a holomorphic function on the unit disk such that
o(D) C D.
Theorem. The composition operator C, is bounded on H? for all
1 <p<oo,onAb foralll <p< ooandforallo > —1, and on the
Bloch space.
C,, is bounded on the little Bloch space if and only if ¢ € By.

OR a given point a € D, let ¢, denote the automorphism of the
unit disk defined by

a—z
va(z) = -2
Given a composition operator Cy, the following theorems hold.
Theorem. The norm of C, acting on the Hardy space H?,
1 < p < oo satisfies:

zeD. (1)

1 o /P
t<ieas (i)

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Septiembre, 2021

If po equals an automorphism of the form (1), then

G = (1+|saa<o>)1/p_ (1+|a|)“ﬁ
s 1= lea(0)| 1—lal
Theorem. The norm of C, acting on the Bergman space AP,
1 < p < oo, satisfies:

1+ <P(0)>2/p
T—le0)])

_(L4]al\ PP
100 = (150)

Theorem. The norm of Cy, acting on B (and on By, if o € By) is
subject to the bounds

1 < || Cpll < max {1, p(0,(0)) + [l*II}

where p(0, ¢(0)) denotes the hyperbolic distance between the ori-
gin and ¢(0) and

1< 0]l < (

Also,

7] = sup PR 1P
D 1 le(2)P
Moreover,
[Cp.ll = p(0,a) +1.

5. Isometric composition operators

THE composition operator C, is an isometry

In H? if and only if ¢ is inner and fixes the origin.
- In AL, (or in By) if and only if ¢ is a rotation.
- In B if and only if either ¢ is a rotation or ¢ fixes the origin and
satisfies that for all a € D there exists a sequence z, C D such
that 2, — 1 and with

o(zn) —a and ¢ (z) =1, as n— o0o.

Theorem. Let B be a thin Blaschke product that fixes the origin.
Then Cp is an isometric composition operator on 5.
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