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Resumen - Abstract

Resumen

En este trabajo se realiza un estudio algoritmico y computacional
del Problema de Transporte Biobjetivo, un caso particular de los
problemas de flujo de coste minimo sobre redes, englobados, a su
vez, dentro de la Programacion Lineal.

Antes de abordar el Problema de Transporte Biobjetivo, se introduce
el Problema de Transporte Uniobjetivo o Cldsico, utilizando una va-
riante del Método del Simplex para su resolucion. Luego se pasa al
estudio del Problema de Transporte Biobjetivo, implementando una
variante del algoritmo Simplex Paramétrico cldsico para su resolu-
cion.

Finalmente, se realiza un estudio computacional donde, mediante
los resultados obtenidos en diversas experiencias computacionales,
observamos las ventajas que puede aportar el algoritmo propuesto
frente al algoritmo cldsico.

Palabras clave: Problema de Transporte — Programacion Lineal
— Problema de Transporte Biobjetivo — Fstudio Computacional —
Problemas de Flujo de Coste Minimo . . ..
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Resumen - Abstract

Abstract

In this work, an algorithmic and computational study of the Bi-
objective Transport Problem, a particular case of the minimum cost
flow problems over networks, included, in turn, within Linear Pro-
gramming s carried out.

Before dealing with the Bi-objective Transport Problem, the Uniob-
jective or Classical Transport Problem is introduced, using a variant
of the Simplex Method for its solution. Then, we move on to the study
of the Bi-objective Transport Problem, implementing a variant of the
classical Parametric Simplex algorithm for its resolution.

Finally, a computational study is carried out where, by means of the
results obtained in different computational experiences, we observe
the advantages that the proposed algorithm can provide against the
classical algorithm.

Keywords: Transport Problem — Linear Programming — Biobjecti-
ve Transport Problem — Computational Study — Minimum Cost Flow
Problems . . ..
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Introduccion

El Problema de Transporte Clasico es un problema de Programacion Li-
neal, planteado como uno de los primeros problemas dentro de la Investigacién
Operativa. Como principales autores que realizaron importantes avances en el
estudio de este problema, cabe destacar a: A.N. Tolstoi, Leonid V. Kantorévich,
Tjalling C. Koopmans, Frank L. Hitchcock y G. B. Dantzig. Este problema tra-
ta de determinar una solucién 6ptima de un grafo dirigido bipartito, con arcos
que salen de los almacenes y llegan a los mercados, cumpliendo las restricciones
de oferta y demanda respectivos. En este problema se considera un tinico obje-
tivo, es decir, tratamos de minimizar (o maximizar) una funcién objetivo, por
ejemplo, costo global.

El Problema de Transporte adquiere mayor interés si planteamos dos ob-
jetivos, es decir, queremos minimizar (o maximizar) dos funciones objetivo, por
ejemplo, costo y tiempo global. Este problema se denomina Problema de Trans-
porte Biobjetivo, y su estudio algoritmico y computacional es el propdsito de
este trabajo.

El trabajo se compone de tres capitulos, secuenciados de la siguiente forma:

El primer capitulo se inicia con una exposicion de los antecedentes historicos
del Problema de Transporte Clasico, para posteriormente introducir el modelo
del problema. Una vez conocemos el modelo, imponemos la condicion de consis-
tencia (la cantidad total ofertada debe ser igual a la cantidad total demandada),
y representamos el modelo en forma matricial. Con el problema equilibrado,
pasamos a su resolucién, para lo que hacemos uso del algoritmo del Simplex
Primal. Comenzamos utilizando un método para determinar una solucién basi-
ca factible inicial y, una vez obtenida esta solucién basica inicial, comprobamos
que sea 6ptima. Esto lo hacemos calculando unos potenciales del problema dual,
y obteniendo los costos relativos del mismo. Cuando estos costos relativos sean
no negativos, entonces obtendremos una soluciéon 6ptima del problema. En caso
contrario, se determina el tinico ciclo que induce la variable no basica con costo
relativo més negativo, y se elimina este ciclo.
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En el segundo capitulo, se introduce el modelo del Problema de Transpor-
te Biobjetivo. Definimos solucion eficiente, punto débilmente eficiente, solucion
soportada, solucion eficiente soportada, y solucion eficiente extrema soportada.
Continuamos, con el problema paramétrico del Problema Transporte Biobjetivo,
para posteriormente, conseguir una forma de determinar una solucién extrema
eficiente inicial, mostrada de forma practica mediante un ejemplo. Una vez obte-
nida una solucién extrema eficiente inicial, realizamos una bisqueda del resto de
soluciones extremas eficientes soportadas, mediante la implementacién de una
variante un algoritmo cldsico. Concluimos este capitulo con la aplicacion del
algoritmo sobre un ejemplo.

En el tercer capitulo, se analizan los resultados obtenidos en diversas expe-
riencias computacionales, con el objetivo de comprobar la ventaja practica que
presenta el algoritmo propuesto frente al algoritmo clasico.

Ademas de los capitulos presentados anteriormente, el trabajo finaliza con
la presentacion de conclusiones, un apéndice, la bibliografia utilizada y un poster.
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Problema de Transporte Uniobjetivo

1.1. Introduccién

El problema de transporte se engloba dentro del campo de la Investigacion
Operativa, siendo uno de los problemas mas antiguos estudiados en este campo,
y siendo un problema de referencia en la Programacién Lineal. Su formulacién
clasica es un caso particular de los problemas de flujo de coste minimo sobre redes
normalizadas dirigidas, donde se tienen vértices de oferta y vértices de demanda
y Unicamente existen arcos entre los primeros vértices y los segundos. Para su
resolucién, se aplica sobre el problema (verificando la condicién de consistencia)
un método para determinar una solucién basica factible inicial. Y, concluimos
comprobando la optimalidad de la solucién bésica factible, calculando, en su
caso, una nueva solucion basica factible.

1.1.1. Antecedentes historicos

El estudio del problema de transporte representa un hito en el desarrollo
de la Programacién Lineal (PL) en la década de 1940 [1]. Sin embargo, ya en
1930, A.N. Tolstoi [5], publica, en un libro sobre la planificacién del transporte
de la Unién Soviética, un articulo titulado Methods of finding the minimal to-
tal kilometrage in cargo-transportation planning donde estudié el problema de
transporte y describié una serie de enfoques de la solucién, incluida la idea de
que una solucién 6ptima no tiene ningun ciclo de costo negativo. Tolstol pudo
haber sido el primero en observar que esta condiciéon es necesaria para la opti-
malidad. Este enfoque fue planteado en aplicaciones para el transporte de sal,
cemento y otras cargas entre fuentes y destinos a lo largo de la red ferroviaria
de la Unién Soviética, resolviendo de forma éptima el problema de transporte,
para la red ferroviaria con 10 fuentes, 68 destinos y 155 enlaces entre fuentes y
destinos. [10]

En 1938, Leonid V. Kantorévich realizé un estudio sobre la distribucion de
materias primas para maximizar la productividad bajo ciertas condiciones. Ma-
tematicamente, se trataba de un problema de maximizar una funcién lineal. Sin
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embargo, el nimero de vértices de los politopos era enorme, incluso en problemas
muy simples. Este problema se encontraba en muchos problemas econémicos di-
ferentes con la misma forma matematica: distribucion del trabajo en un equipo,
mejor aprovechamiento del area de siembra, corte racional del material, uso de
recursos complejos, distribucion de flujos de transporte, etc. Un método eficaz
para resolver este problema, lo encontré bajo el marco del andlisis funcional,
denominado "método de resolucion de multiplicadores”. En 1939, la prensa de
la Universidad de Leningrado, publicé: El método matemdtico de planificacion y
organizacion de la producciéon.[9] En este articulo, Kantorévich aporta las ideas
principales de las teorias y algoritmos de programacion lineal. En 1975, recibe
el Premio Nobel de Economia, compartido con Tjalling C. Koopmans, por su
contribucion al desarrollo de métodos para el andlisis de problemas econémicos
enfocados en la asignacion éptima de recursos escasos.[8]

En 1941, Frank L. Hitchcock formula el problema de transporte lineal. Y
lo describe como sigue:

Se tienen m fabricas o centros productores que se dedican a la fabri-
cacion de un mismo producto y n industrias transformadoras o centros
transformadores de dicho producto. Como consecuencia de la diferente
localizacién de los centros productores y consumidores, del coste de los
portes y de otras causas, el coste de una unidad de producto varia de una
ciudad a otra. Se trata de determinar cémo debe hacerse la distribucion
del producto con objeto de que se tenga el menor coste de transporte
posible.

Ademas de formalizar el problema, aporta una solucién constructiva, lo que
supone un gran avance en la Investigaciéon Operativa. [7]

En 1942, Tjalling C. Koopmans, en un memorando llamado Relaciones
de intercambio entre cargas en varias rutas, presenta un plan para decidir la
asignacion optima de buques de carga entre rutas. También mostré como los
"potenciales” o los precios sombra podrian ayudar a tomar decisiones sobre la
asigancién de buques. [11]

En 1947, G. B. Dantzig marca el comienzo efectivo de la Programacién
Lineal, ya que introdujo e implemento el Método del Simplex. Esto supone uno
de los hitos cientificos del siglo XX. [3]

En 1949, Tjalling C. Koopmans organiza en Chicago un congreso sobre
la programacién lineal, cuyas actas fueron publicadas en 1951 bajo el titulo
Activity Analysis of Production and Allocation [6] En este documento George B.
Dantzig resuelve el problema de transporte mediante la aplicacion del Método
del Simplex. [4]

Desde esta época hasta la actualidad, los avances experimentados en el
estudio y resolucién de diferentes problemas de Investigacién Operativa son de
gran relevancia.
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1.1.2. Modelo del Problema de Transporte

El Problema de Transporte consiste en buscar una solucién 6ptima para
el tranporte de unas determinadas cantidades de producto desde m origenes a
n destinos teniendo en cuenta las ofertas de cada origen, las demandas de cada
destino, y los costes de enviar cada unidad desde cada origen a cada destino. Por
tanto, tratamos de establecer el nimero de unidades que se deben transportar
desde cada uno de los origenes a cada uno de los destinos, minimizando los costos
globales y satisfaciendo las restricciones de oferta y demanda. El correspondiente
modelo es:

min c'x = zm: z”: CijTij (1.1)

i=1 j=1

n
sujeto a: inj =a;, Vi eU
i=1

inj = bj, VieV
j=1
zij > 0, V(i,j) € A

En este caso, U={1,...,m} es el conjunto de vértices de oferta (origenes),

V={1,...n} es el conjunto de vértices de demanda (destinos). Por tanto, el
conjunto de vértices es W = UUV y A = U x V es el conjunto de arcos.
Representamos por a; a la oferta de flujo (producto) en el vértice i, b; es la
demanda de flujo en el vértice j, y ¢;; es el costo por unidad transportada desde
el origen ¢ al destino j.
De las restricciones del problema se tiene un poliedro que define el conjunto
factible. Este problema genera un grafo bipartito, G = (W, A) = (UU V,U x
V). Los valores de a; y b;, ¥(i,7) € A son valores enteros, ademds la matriz
de restricciones es totalmente unimodular, por tanto, los puntos extremos del
problema son coordenadas enteras.

Problema de Transporte equilibrado

Podemos observar que el modelo anterior (1.1), debe verificar que la canti-
dad total de oferta debe ser la misma que el total de la demanda, esto es:

m

D =2 b
i=1 j=1
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Esta condicion se denomina de consistencia y garantiza que el problema
tendra siempre solucion éptima. Por tanto, no se daran casos de no acotacion ni
de no factibilidad.

Si la condicién de consistencia no se verifica, anadimos (segun el caso) un
origen o un destino ficticio, donde los costos de los arcos que, salen o llegan a
este, respectivamente, son iguales a cero. (Véase Apéndice A.1)

Representacion del modelo

Debido a las caracteristicas del problema de transporte, podemos represen-
tar el modelo de forma matricial. En este formato, como se ve en la tabla 1.1,
aparecen las ofertas, las demandas y los costes de transporte.

| [ Di] Da] ... ] Du] Oferia]
O ci1 | c12 | ... Cin ai
02 C21 C22 e Con az
03 C31 C32 e C3n as
Om Cm1 | Cm2 .. Crnn Am
lDemandaH b1 [ ba [ .. [ bn H

Tabla 1.1. Forma matricial del problema de transporte

Las filas corresponden a los vértices de oferta y las columnas a los vértices
de demanda. En consecuencia, por cada fila y cada columna se lee una de las
restricciones del modelo. La tabla contiene los costos de la funcion objetivo. En
la tltima columna se tienen las ofertas de los almacenes, y en la iltima fila de la
tabla se tienen las demandas de los mercados. Para completar la representacion
del modelo de transporte sobre la tabla anterior, sélo queda especificar que el
problema es de minimo. Analogamente, en los casos que se tenga que maximizar
la funciéon objetivo, bastaria con una precisién de este hecho.

1.1.3. Ejemplo

Una empresa dedicada a la produccion de barras de pan dispone de tres al-
macenes, Aj, Ay v As desde los cuales debe suministrar a cuatro panaderias P,
Py, Py y Py,. En el siguiente grafo podemos visualizar las ofertas, las demandas
y los costes de envio.
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Almacenes Panaderias

650

750

900

Figura 1.1. Ejemplo 1

Mediante esta informacién planteamos un modelo lineal que represente el
problema, siendo x;; la cantidad de pan enviada del almacén 7 a la panaderia 7,
y entendiendo que se trata de un problema de minimo. El modelo lineal es el
siguiente:

min Ct.]f = 65[)11+2$12+73§'13+5x14+4$21+8£L‘22+£L‘23+2$24+33731+9$’32+5$33+41}34
sujeto a:

T11 +Z12 +213 +214 = 650
T91 +T92 +X23 +Tog = 750

T31 +T32 +T33 +T3q4 = 900

T11 +T9 T31 = 550
T12 +Z99 +2x39 = 250
T13 +T93 +x33 = 1100

T14 +x4 +x34 =400

Lij Z 072 S {17273}7j S {1727374}

Observamos que en este caso las restricciones se ponen como igualdades
porque se debe transportar, exactamente, todo que esta en cada almacén y tiene
que llegar a las panaderias, exactamente, lo que se demanda en cada una. Hay
que tener en cuenta que esto se puede imponer sin que se dé la condicion de
consistencia.

Para observar la estructura de la matriz A escribimos el modelo como sigue:
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(711 )
Z12
x13
T14
T21
minz = (6,2,7,5,4,8,1,2,3,9,5,4) | %
T23
T4
x31
X32
X33
\ L34 )
sujeto a:

(211 )

Z12
(111100000000Y) | *® (650 )
000011110000 14 750
000000001111 a1 900
100010001000 21 _ | 550
010001000100 23 250
001000100010 T4 1100
Lo0o0100010001 ) | ™ [ 400

x32

X33

\ L34 )

;> 0,0=1,2,3,7=1,2,3,4

En este ejemplo tenemos 3 origenes, m = 3, y 4 destinos, n = 4. La matriz
A tiene 3 + 4 filas y 3x4 columnas. Esta matriz es de rango 6.
La correspondiente tabla de costes seria:

| | P[] P| Ps[ Pi]] Oferta]

Ax 6 2 7 5 650
Ao 4 8 1 2 750
As 3 9 5 4 900

[Demanda[[ 550 [ 250 [ 1100 | 400 [|

Tabla 1.2. tabla de costes del ejemplo 1
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1.2. Resoluciéon del problema de transporte

Definiciones previas

Definicion 1 (Soluciones bésicas). Las soluciones bdsicas se corresponden
con darboles generadores, denominados drboles bdsicos.

Definicion 2 (Soluciones bésicas factibles). Una solucién bdsica factible
es un drbol bdsico que verifica las restricciones del problema.

Definicion 3 (arbol bésico fuertemente factible). Un drbol bdsico (con r fijado
como nodo raiz) es fuertemente factible si en las unicas cadenas del drbol
bdsico desde r € U hasta cada nodo, los arcos con z;; = 0 son los arcos que
estdn orientados hacia el nodo raiz.

El 6ptimo se alcanza en un arbol basico factible.

Como el problema de transporte es un caso particular del Problema de
Flujo de Coste Minimo, la matriz A es totalmente unimodular, lo cual garan-
tiza la obtencién de soluciones enteras si al aplicar el Método del Simplex, las
cantidades que se ofertan en los origenes y las demandas de los destinos son
nimeros enteros. Ademas, como indicamos antes, las soluciones factibles basicas
son arboles generadores de la correspondiente red, es decir, son estructuras que
conectan todos los vértices de la red sin crear ciclos. Como se tienen m + n
vértices, hay m + n — 1 arcos basicos. Por tanto, el rango de la matriz de res-
tricciones es igual a m +n — 1. En adelante, los arboles basicos seran arboles
basicos fuertemente factibles.

Un esquema de busqueda de una solucion optima para el Problema de
Transporte podria se el siguiente:

Algoritmo del Simplex Primal para el problema de transporte

Se inicia encontrando una solucion bésica factible inicial.

Mientras no se verifice la condicion de optimalidad, esto es, existe una variable
no basica con costo relativo negativo, se detecta el tinico ciclo que induce la
nueva variable, y sobre este ciclo se determina la variable que deja de ser
basica. De esta forma se tiene una nueva solucion basica factible.

1.2.1. Meétodos para la determinacion de una soluciéon basica
factible inicial

Para seleccionar las m + n — 1 variables béasicas que constituyen el arbol
generador de la red, y asignarle valores que verifiquen las restricciones del pro-
vari < :
blema, podemos hacer uso de varios métodos
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Método de la esquina noroeste. Se selecciona la esquina superior izquierda
de la tabla actual, y en cada iteracién, se le asigna el mayor valor posible,
saturando asi su correspodiente fila y /o columna. Por tanto, al finalizar este
método, se obtiene m + n — 1 celdas, correspondientes a la soluciéon basica
factible inicial.

Método de costos minimos. Este método es analogo al anterior, con la dife-
rencia que en lugar de seleccionar la celda superior izquierda en cada itera-
cién, seleccionamos en la tabla actual la celda que tenga el menor costo.

Método de Vogel. Para la seleccién de la variable a asignar se calculan en
cada fila y cada columna, las diferencias (en valor absoluto) de los costos
de las dos celdas de menor costo. Se selecciona la fila o columna con una
penalizacién mayor y, dentro de ella, se toma la celda de menor costo. Como
en los casos anteriores, se concluye con m + n — 1 celdas basicas.

Ejemplo del método de la esquina nororeste.

Vamos a encontrar una solucion basica factible inicial para el ejemplo del
problema de transporte minimo 1.1

Pl P2 P3 P4 Oferta
Ay 6 2 7 ) 650
A 4 8 1 2 750
Ay 3 9 5 4 900

Demanda| 550 | 250 |1100 | 400

Aplicando el método de la esquina noroeste, obtenemos la siguiente tabla:
P | B | PP Oferta

Ay 6(550(2(100(7 5 650

Ay 4 8(150({1]600(2 750

As 3 9 5(500(4(400] 900
Demanda| 550 | 250 | 1100 | 400

Esta solucion inicial es factible basica. Ademés tiene m+n—1 = 3+4—1 =6
variables basicas positivas. Por tanto, la solucion del ejemplo mediante este
método es:

11 = 990, 212 = 100, 213 = 0,214 = 0,
To1 = O, Too = 150, T3 = 600,%24 = 0,
T31 = 0, T332 = 0, T33 = 500,%34 =400

Ejemplo del método de costos minimos.

La tabla final, al aplicar el método de costos minimos sobre la tabla del
ejemplo 1.1 es:
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P | B | P | P Oferta
Ay 6 2|250(7|350(5| 50/ 650
Ay 4 8 17502 750
As 3/550(9 5 4(350{ 900
Demanda| 550 | 250 | 1100 | 400

Esta solucién inicial es factible basica, y como el caso anterior tiene m +
n—1=34+4—1 = 6 variables basicas positivas. Por tanto, la soluciéon mediante
este método es:

11 = O, T19 = 250, T3 = 350,1’14 = 50,
To1 = 0, Tog = 0,1’23 = 750,2724 = O,
31 — 550, T332 = 0, T33 = O, T34 = 350

Ejemplo del método de Vogel.

La tabla final, al aplicar el método de Vogel sobre la tabla del ejemplo 1.1

es:
P1 PQ P3 P4 Oferta
A |6 2|250|7 5/400| 650
Ay |4 8 17502 750
As 3/550(9 5(350(4 900
Demanda| 550 | 250 | 1100 | 400

Como en los ejemplos anteriores, tenemos m +n —1 =3 + 4 — 1 = 6 variables
bésicas. Concluimos que la solucion es:

11 = 0,712 = 250, 113 = 0, 214 = 400,
To1 = 0,99 = 0,293 = 750, w24 = 0,
T3] — 550, T332 = O, T33 = 350,.1'34 =0

Es posible que mediante los métodos anteriores, se obtengan una solucién
bésica parcial con menos de m +n — 1 celdas con valores asignados mayores que
cero. En estos casos, se dice que la solucién bésica es degenerada. Para obtener
la solucion basica, seleccionamos tantas celdas sean necesarias para alcanzar las
m+n — 1 celdas, completando la estructura de arbol generador, y les asignamos
a estas celdas el valor cero.

1.2.2. Test de Optimalidad

Una vez obtenida una solucion bésica factible inicial, podemos obtener los
costos relativos a través de la reslucién del correspondiente problema dual. Si
denotamos por u;...u, y vi...v, las variables duales, el problema dual del
problema de transporte es:



10 1 Problema de Transporte Uniobjetivo

max Z a;u; + Z bjv;
i=1 j=1
sujeto a: wi+v; <cj, Vie{l,... m}Vjie{l,...,n}

Para calcular los costos relativos hacemos:
u; + v; = ¢;j, para todas las celdas basicas.

De esta forma determinamos un sistema de ecuaciones formado por m+n—1
ecuaciones con m + n incédgnitas. La resolucién de este sistema nos permite
encontrar los costos relativos de las variables no bésicas. Una vez resuelto el
sistema, los costos relativos se calculan mediante la siguiente expresion:

Cij = cij — (Ui +05)
Ejemplo

Continuando con el ejemplo 1.1. Habiamos calculado la siguiente soluciéon
basica factible por el método de la esquina noroeste:

P1 PQ P3 P4 Oferta
Ay 6(550(2{100(7 Y 650
Ay, A4 8/150{1{6002 750
As |3 9 5/500(4/400f 900

Demanda| 550 [ 250 | 1100 | 400

La correspondiente solucion dual saldra del siguiente sistema:

U +v; =06
UL+ vy =2
Uy + vy = 8
us +v3 =1
uz +v3 =05
us + vy =4

Una solucién de este sistema viene dada por:
Uy = 0,’01 = 6,U2 = 2,162 = 6,1)3 = —5,U3 = 10,'114 =—6

Esta solucion se puede representar en la siguiente tabla:
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v; = 6|vg = 2|vs = —5|vy = —6| Oferta
up =0 [6| 550(2| 100|7 5 650
Uy =6 |4 8| 150{1| 6002 750
usg = 10 |3 9 5 500/4] 400/ 900
Demanda| 550 | 250 | 1100 400

Calculamos sus costos relativos:

¢11=6—(04+6)=0
Go=2—(042)=0
s =T~ (0—5) =12
Gu=5-(0—6)=11
o1 =4—(64+6)=-8

622—8—(6+2):O
523—1—(6—5):()
024—2—(6—6):2

633—5—(10—5):0

Obtenemos costos relativos negativos, que son los correspondientes a xa1, 31

y x32. Por tanto, esta solucién no verifica la condicion de optimalidad. Si incre-
mentamos el valor actual del arco no bésico con costo relativo més negativo

(x31), al valor A > 0, y compensamos
tenemos:

los valores actuales de los arcos béasicos

P1 Pg P3 P4 Oferta
Ay 6]550 — A|2{100 + A|7 by 650
Ay, A4 8150 — A|1]|600 + \|2 750
As |3 A9 5/500 — A|4[400{ 900
Demanda| 550 250 1100 | 400

Tomando el mayor valor posible de A\, obtenemos A = 150. La nueva solu-

cién se escribe en la siguiente tabla:

P1 PQ P3 P4 Oferta
Ay 6/400|2|250(7 b} 650
Ay, 4 8 17502 750
Az |3[150(9 5|350(4/400[ 900
Demanda| 550 | 250 |1100| 400
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La correspondiente solucion dual saldra del siguiente sistema:

Uy +vy =06
U+ vg =2
us +v3 =1
us +v; =3
us +v3 =95
us +vs =4

Una solucién de este sistema viene dada por:
up =0,v1 =6,09 =2,uy = —7,,u3 = —3,v3 =8, 04 =7

Esta solucion se puede representar en la siguiente tabla:

v1 = 6|vg = 2|vg = 8|vy = 7| Oferta

up =0 |6] 400/2] 250(7 3 650
uy = —7 |4 8 1| 750(2 750
us = —3 (3| 150]9 5| 350(4| 400{ 900

Demanda| 550 | 250 | 1100 | 400

Calculamos sus costos relativos:

12 =2—(0+42
ci3=7—(0+8)=—
Cu=5—(04+7)=-2
o1 =4—(=74+6)=5
G =8 — (—7T+2) =13
Gy =1— (—T+8)=0
Cog =2—(=T7T+7)=2
G =3—(~3+6)=0
Cz2=9—(-34+2)=10
C3=5—(-3+8)=0
Gu=4—(—3+T7)=0

1

Obtenemos costos relativos negativos, que son los correspondientes a x13
y (z14). Por tanto, esta solucién no verifica la condicién de optimalidad. Si
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incrementamos el valor actual del arco no basico con costo relativo més negativo
T4, al valor A > 0, y compensamos los valores actuales de los arcos basicos
tenemos:

P1 Pg P3 P4 Oferta
Ay 6]400 — A\|2|2507 b} Al 650
Ay, 4 8 17502 750
As  |3|150 + A9 5/350(4]400 — A| 900
Demanda| 550 250 [1100| 400

Tomando el mayor valor posible de A, obtenemos A = 400. En este caso,
hay dos arcos basicos candidatos a salir de la base, pero como se trata de un
arbol basico fuertemente factible, el arco que se hace cero y permanece en la
base es x34. En consecuencia, la nueva solucion se puede escribir como:

P1 PQ P3 P4 Oferta
Ay 6 2|250(7 5/400{ 650
Ay, A4 8 17502 750
Az |3[550(9 5/350(4| 0 900

Demanda| 550 | 250 |1100| 400

La correspondiente soluciéon dual saldré del siguiente sistema:

U + vg = 2
UL +v4 =95
us +v3 =1
uz +v1 =3
Uz +v3 =095
uz + vy =4

Una solucién de este sistema viene dada por:
U = 0,09 =2, 04 =5,u3 = —1,v3 =6,v1 =4,us = —5

Esta solucion se puede representar en la siguiente tabla:

v1 = 4|vg = 2|vs = 6|vg = 5| Oferta

up =0 |6 2| 250(7 5| 400{ 650
Uy = —9d |4 8 1| 750|2 750
uz = —1 (3] 550|9 5| 350[4| 0 900

Demanda| 550 | 250 [ 1100 | 400

Calculamos sus costos relativos:



14 1 Problema de Transporte Uniobjetivo

c1=6—(0+4)=2
12=2—-(0+2)=0
G3=7—(04+6)=1
cu=5—(04+5)=0

Cop =8 — (=5+2) =11

oy =2—(=5+5)=2
31=3—(—14+4)=0
C3p=9—(—-142)=38
C33=b—(—-146)=0
Gayu=4—(—-145)=0

Como ¢;; > 0, V(i,7) € A, concluimos que la solucién basica factible ante-
rior es éptima, esto es:

11 = 0, T12 = 250, T13 = 0,1’14 = 400,
To1 = 0,222 = 0,293 = 750, w94 = 0,
T3] = 550,3332 = 0,2733 = 350,.7734 =0
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Problema de Transporte Biobjetivo

2.1. Introduccion

En este capitulo se estudia el Problema de Transporte Biobjetivo, es decir,
cuando queremos minimizar (o maximizar) dos funciones objetivo. Para ello,
plantearemos el problema paramétrico y obtendremos una solucién eficiente ex-
trema soportada. Y, partiendo de esta solucién, usando una variante del Método
Simplex paramétrico clasico, buscaremos el resto de soluciones eficientes extre-
mas soportadas.

2.2. Problema de Transporte Biobjetivo

SiU={1,2,....m}yV ={1,2,...,n}, G = (W,A) = (UUV,UxV)
define la red dirigida del problema de transporte. Un modelo del Problema de
Transporte Biobjetivo (de minimo) es:

min o) = (c'(2), (@) = (Y ey, D ) (2.1)

(1,5)€A (1,5)€A
sujeto a: — Z T = —a;, VieU (2.2)
{ili.g)eA}
Y wy=b VeV (2.3)
{il(i.j)eA}
z;; > 0,V(i,j) € A (2.4)

siendo ciﬁj el coste por unidad en el arco (i,j) en el S-ésimo objetivo, 8 € {1,2}
y ;5 > 0 denota la variable de desicién asociada al arco (i,j).

Por las propiedades de la matriz de coeficientes de las restricciones, sabe-
mos que, si a; y b; son enteros, los puntos extremos de este problema tienen
coordenadas enteras.
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De las restricciones (2.2) , (2.3) y (2.4), se tiene el poliedro que define el
FEspacio de Decisiones. La imagen de X por ¢, ¢(X), es el Espacio Objetivo.

A diferencia del caso uniobjetivo, en el caso biobjetivo, en general, no exis-
te una solucion en la que ambos objetivos se minimicen simultaneamente.Los

niveles minimos alcanzados por los objetivos definen el denominado punto ideal.
Dicho punto, no pertenece, en general, a ¢(X).

2.3. Problema paramétrico

Tomando p € (0, 1], tenemos:

min g Z i + (1 —p) Z i (2.5)
(

i,j)EA (i,j)€A
sujeto a:  — Z Ty = —a;, Vie U
{71(3.5)eA}
Y my=b,VjeV
{il(4.5)eA}

r;; >0,V(i,5) € A

Definiciones previas

Definicion 4 (Solucién eficiente). Un punto x € X, se define como un solu-
cidén eficiente si fr’ € X tal que c!(2') < cl(x) y A(a) < (), siendo al
menos una desigualdad menor estricta. FEstas soluciones también son llamadas
soluciones no dominadas u optimas de Pareto.

Definicion 5 (Punto débilmente eficiente). Un punto x € X, se define como
un punto débilmente eficiente, si fz’' € X tal que c'(2') < c(x) y A(2') <
A(z).

Definicion 6 (Solucién soportada). Sea x € X una solucion, se define como
una solucién soportada, si x es solucion de \ic'(x) + \oc?(x), para algin
A1, Ao > 0, en el correspondiente problema paramétrico.

Definicion 7 (Solucién eficiente soportada). Sea x € X una solucion, se de-
fine como una solucion eficiente soportada, si v es una solucion dptima
de M\ict(z) + Aoc?(), para algunos Ay, Ao > 0, en el correspondiente problema
parameétrico.



2.4 Resoluciéon del Problema de Transporte Biobjetivo 17

Definicion 8 (Solucién extrema eficiente soportada). Sea x € X una solucion,
se define como una solucion extrema eficiente soportada, si x es un punto
extremo eficiente, que es solucidn de \ic'(x) + Xoc?®(x), para algin A\, Ay > 0,
en el correspondiente problema paramétrico.

Siz € X es una solucién eficiente, (¢! (z), c*(x)) es un punto eficiente o pun-
to no dominado en ¢(X). Los puntos extremos no dominados soportados estan
en frontera inferior del poliedro dado por ¢(X).

En el problema paramétrico 2.5, para cada p € (0,1], existe un punto
extremo eficiente soportado z € X que es una soluciéon 6ptima del problema
paramétrico. Por tanto, se puede realizar una variacion sistematica, decreciente
o creciente, de p en (0, 1] para generar el conjunto de puntos extremos eficientes
soportados.

Tomando 6 = 1_7“, al sacar como factor comun y en la funcién objetivo, el
problema paramétrico lo podemos reescribir como sigue:

min Z i + 0 Z i (2.6)

(i,5)€A (i,5)€A
sujeto a:  — Z Ty = —a;, Vie U
{l(i,5)eA}
Y m=b,VjeV
{il(,5)€A}

zij 20, V(i j) € A

Noétese que cuando p = 0, se tiene 6 = oo, y cuando = 1, se tiene 6 = 0.
Por tanto, 6 € [0, oo[

2.4. Resolucion del Problema de Transporte Biobjetivo

2.4.1. Determinacion de una solucién extrema eficiente soportada
inicial

Cuando trabajamos con el problema de Transporte Biobjetivo, nos interesa
obtener una solucion bésica factible inicial, es decir, arbol basico factible. Pri-
mero resolveremos el problema asociado a la primera funcién objetivo, y para
ello, basta tomar 8 = 0 quedando el siguiente problema:
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. E : 1
min Cijxij

(4,5)€A
sujeto a:  — Z Tij = —a;, Vi € U
{ilG.j)eA}
Yo wy=b VeV
{il(i.j)€A}

xij 20, V(i j) € A

cuyo problema dual asociado es:

max — Z a;U; + Z ijj

iU jev
sujeto a: —u; +v; <¢;; V(i,5) € A

Una vez considerado el problema asociado a la primera funcién objetivo,
procedemos de forma similiar a lo expuesto en el primer capitulo, con las si-
guientes apreciaciones:

Una vez obtenido el arbol basico inicial, del cual calculamos las correspon-
dientes potenciales (u;,v;),Vi € {1,...,m},Vj € 1,... n, para cada arco bésico
(i,7) tendremos que: ¢;; = v; — u;. Obteniendo el coste relativo de cada arco
(i,7) mediante ¢;; = ¢;; + u; — v;. Si tenemos una solucién dual factible, con
¢; > 0,Y(i,7) € G, tenemos que el arbol bésico factible es una solucién éptima
del problema asociado a la primera funcion objetivo.

Para la obtencion de una solucion dual, exploramos el arbol basico desde
el nodo raiz, u, = 0,7 € {1,...,m} y seguimos la cadena tnica desde dicho
nodo hasta cada nodo del arbol basico factible, con arcos orientados desde el
nodo raiz y arcos orientados hacia el nodo raiz (al tratarse de un grafo bipartito
digido). De esta forma obtenemos una solucién éptima para la primera funcién
objetivo y los potenciales del problema dual. Nétese que esta solucion debe ser
eficiente, es decir, entre los 6ptimos (soluciones débilmente eficientes) tomamos
la que sea mejor para la segunda funcién objetivo.

Realizamos el mismo procedimiento con la segunda funcion objetivo. Ob-
teniendo de esta forma los costos relativos de cada funcién objetivo con sus
respectivos potenciales iniciales.

Definimos como 77 al arbol basico fuertemente factible obtenido. Eviden-
temente, si tuviérmaos E?j > 0,V(i,j) ¢ Ty, entonces T} también es una solucién
6ptima del problema asociado a la segunda funcién objetivo, ¢?(x). Y, por tanto,

T} seria unica solucién eficiente del problema de Transporte Biobjetivo (punto
ideal).
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Ejemplo

Consideremos las siguiente tabla de costes del problema asociado a la pri-
mera funcion objetivo:

71416589 | 7|43
518131916 7 |52
8|16 | 7|58 10| 8 |31
9121314123 1160
23 17 37 6 43 15 19

Aplicando el método de la esquina noroeste, obtenemos la siguiente solu-
cién factible inicial.

23 | 17 | 3 0 0 0 0 [43
0 0 26 | 0 0 0 0 |26
0 0 8 6 | 17 0 0 [31
0 0 0 0] 26 | 15 | 19 |60
23 17 37 6 43 15 19

Calculamos los potenciales del siguiente problema dual:

mar — Z a;u; + Z bv;

iU jev
sujeto a: —u; +v; < ¢y V(i,j) € A

Obteniendo los siguientes potenciales y costos relativos, Eilj:

0 0 0 1 1 1 1 uy =0
0 7 0 8 2 2 2 Uy = 3
0 1 0 0 0 1 1 uz = —1
7 3 2 5 0 0 0 Uy =5
m="T1]v=4|v3=6 | vyu=4|vs=7 1| v5=8 | v;=06

Notese que Ezlj > 0,V(i,7) € G, por tanto, la solucién es 6ptima para el problema

asociado a la primera funciéon objetivo.

El 4rbol béasico fuertemente factible es:
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[«

N

Figura 2.1. Problema Uniobjetivo: 1

A partir de esta solucién para el primer objetivo, calculamos los siguientes

potenciales y costos relativos para el segundo objetivo, E?j:
0 0 0 -8 0 10 2 up =0
5 -7 0 -1 -3 2 0 Uy = —1
5 -4 0 0 0 4 0 uz =0
-6 -10 -4 -12 0 0 0 uy = —5H
V=2 | 1=9 | v3=6 | vu=9 | v5=4 | vs=—2 | v, =3

El 4rbol bésico fuertemente factible es:

Figura 2.2. Problema Uniobjetivo: 2
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En consecuencia, un arbol bésico fuertemente factible viene dado por:

(r) @2
23 (479)

(7) 62
(r) 63

Figura 2.3. Grafo Biobjetivo

Lo que ocurre es que esta solucién es éptima para la primera funcién ob-
jetivo, pero no lo es para la segunda funcién objetivo, ya que existen arcos no
bésicos tal que E?j < 0. Por tanto, lo que tenemos es una solucion extrema efi-
ciente soportada inicial.

En la siguiente secciéon propondremos un algoritmo para encontrar, par-
tiendo de esta solucién, las demas soluciones extremas eficientes soportadas.

2.4.2. Busqueda de soluciones extremas eficientes soportadas

Para la resolucion del problema biobjetivo, debemos considerar el ratio 0;;
que viene definido en funcion de los costos relativos de cada objetivo, esto es:

&l

ij =2
o, =4 % <Y
=2
o ,C; 20

Valiéndonos de este ratio, identificaremos el arco no basico sobre el que se

hace la operacion de pivoteo. Establecemos el arco que entra a la base como
(z,y) = arglexmin{ (04, c2,) : Ouy < 00}
(u,v)EA

Ademas, considerando el conjunto de arcos no basicos entrantes en cada nodo
i, Ai ={(j,i) : i € V,(j,4) ¢ T}}, podemos vincular un ratio a cada nodo, de la
siquiente forma:
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92, =1 . qua72
(6;,¢) 5{)@7}{( Cuw) }

siendo #; el ratio minimo de cualquier arco de A;. Cuando exite més de un arco
(u,v) € A; con el mismo valor de 6;, seleccionaremos el que tenga el minimo
valor &2,

En consecuencia, si 0, = minb; = 0,, la siguiente solucién eficiente sopor-
eV

tada es obtenida mediante el pivoteo sobre (x,y).

Una vez realizada la operacién de pivoteo, es necesario actualizar los po-
tenciales y los ratios de una forma efiente. Para actualizar los potenciales, antes
de introducir el arco entrante en la operacién de pivoteo, eliminamos el arco que
debe salir del 4rbol bésico (p, ¢), quedando dos subdrboles T} y T7, con el nodo
raiz r contenido en el conjunto de los nodos de T}.

Distinguimos los siguientes casos:

1) Si z € W(T}), sumamos &, k = 1,2 a los potenciales de W (1)
2) Si z € W(T?), sumamos ¢ k k= 1,2 a los potenciales de W (T})

Yy’

Una vez realizada la actualizacion de los potenciales, la relacién que existe
entre los ratios cada vez que se realiza una operacion de pivotaje es la siquiente:

1) Si x € W(T})
a)ie W(T?),j € W(I}), entonces, 67 < 0%
b) i€ W(T}),j € W(T}?), entonces, 05 > 0"“

2) Si x € W(T}?)
a)ie W(T?),j € W(T}), entonces,&ffl > 0y,

b) i€ W(T}),j € W(T?), entonces, 05+ < Qk

Y

2.4.3. Pseudocddigo del algoritmo

El siguiente pseudocddigo, es una adptacién del algoritmo dado en [14]
para la obtencién de la soluciones extremas soportadas del problema de Flujo
de Minimo Coste Biobjetivo.
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Algorlthm 1 Ratio — Labeling BT P

©

11:
12:
13:

14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:

23:

24:

25:

26:
27:

Sea x, T, m = (7', 7?) la informacién de la solucién éptima de lexg}(m(c (z), P (x));
x

CreateHeap(H); lastratio=0; c' = c'(x);* = ¢*(z);
Print el actual = con objetivos (cl, ¢?) como solucion extrema soportada;

Establecemos ©; = o0, 3, =0, Vi € V;; > Solo para los nodos destino
For all i € V do ComputeLabels(i, ©;, ¢}, ¢, 7:, H); > Solo para los nodos destino
While (H # @) do

{6;,i,E} = Findmin(H); Deletemin(H); (z,y) = (4, 7:); > Arco entrante

Sea (p,q) el arco que sale y § la cantidad méxima de unidades que puede ser enviada
a lo largo del ciclo A(T) (z,y);
=+l 2=+,
A(T)=A(T)-{(p,a) }U{(z, y) }; Actualizar T y los flujos ; > Hace la operacién de pivotaje
primal
f (©; > lastratio & § > 0) then
Print el intervalo 6ptimo de la solucién actual es [lastratio,®;]; lastratio = Oy;
Print la solucién actual 2 con objetivos (¢!, c?) como una solucién extrema eficiente

soportada;

S =g

For all k € UUV do inSx = 0;

If (pred(y)==x) then IdentifyS(y,z,c); > Caso hacia adelante
Else IdentifyS(root,x,c;); > Caso hacia atrds

For all k € S do:
If k € V then ComputeLabels(k, Oy, ¢}, ¢z, Ji, H);
else
Forallje It n(V - S) do
If ((¢;; < 0)and(cy,; > 0)) then

If ((—% < ;) or ((—% == 0,) and (&; < ¢;))) then
If (J; ==0) then Insert({—%,ékj,j},H);
else De(:]reasekey({—%’;7 it H);
0; = *%;éj = ékj;Jj.: k;
kj

Print el intervalo 6ptimo de la solucién actual es [lastratio,ool;

Algorithm 2 ComputeLabels(i, ©;, ¢}, 2, 35, H)

If 5, # 0 then > Como el ratio del nodo i debe ser recalculado, debe eliminarse de H;
Decreasekey{—1,0,1}, H); deletemin(H);
O; = +00; 3; =0
For allj € I'; do
If (¢, <0) and (¢}, >0) then
If (¢j,/¢; <©;) or ((¢j/c;; ==6;)and (¢;; <¢&) then
O; 76]1/0‘?’“01 Cji; Ji = J;
If (3; # 0) then Insert{0;,¢é%,i}, H);

Algorithm 3 IdentifyS(y,x,¢)

1:

2:

3:

InS, = 1;; 7, = 7k + change
For all (k,j) € A(T) do If((InS; == 0) and (j # end)) then IdentifyS(j, end, change)
For all (Lk) € A(T) do If((InS; == 0) and (j # end)) then IdentifyS(j, end, change)
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2.5. Ejemplo

Continuando con el anterior ejemplo: Calculamos la siguiente tabla de ra-

tios:
- - - 1/8 o0 | 00| oo
00 1 - 8 2/3 | oo o
oo | 1/4 - ool 00

7/6 | 3/10 1}2 5/_12 HE B
7/6  1/4 1/2  1/8  2/3 o o

Tenemos que, 6; = 6,, = 1/8, por tanto, el arco que entra es el (1,4).

El arco que sale es (1,3). Donde A = 3. Diferenciaremos en azul el subdrbol T},
y en rojo el subdrbol T, resultantes en cada iteracién. Ademaés el arco que entra
aparece en negro y el arco que sale aparece con lineas discontinuas y flujo 0
En la primera etapa tenemos el siguiente arbol:

() w
00 [

(4,'9) A2

3 (5,1)

0-8) | As -
> (8.-4)

(6,-13) | Ay -
19

\)‘ (9,-10)
(7:5)

Figura 2.4. Iteracién 1

Primera iteracién. Como x = 1 € W(T}) sumamos (1,-4) a los potenciales
de W(T?), obteniendo sus correspodientes ratios:

- - 00 - 00 | oo| o0
273 | 8/15 | - 8 | 2/3 | oo >
1/3 | 1/6 - 00| 00

477 [ 2/9 1;2 5/_12 N R
/3 1/6 1/2 5/12 2/3 o0 oo

Como 6; = 6,, = 1/6, por tanto, el arco que entra es el (3,2) y el arco que
sale es (3,4), con A = 3.



(2,-12)

(45'9)

(05_8)

(6,-13)

Ay

23
14
6 3

Az

Figura 2.5. Iteracién 2
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(9,-10)
(67'3)
(77'2)

Segunda iteracién. Como z = 3 € W(T%) sumamos (2,-12) a los potenciales
de W (T} ), obtenemos sus correspodientes ratios, representados en la siguiente

tabla:

(2,-12)

(5,-13)

(07'8)

(6,-13)

Figura 2.6. Iteracién 3

T - (1A - 1/2] oo 1
oco| 2 - ool 2/3 | oo oo
oo| - - oo| - oo| 00
3113 1/2 | oo - | -] -
3 1/3 1/4 oo 1/2 oo
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Como 6§, = 6,, = 1/4, por tanto, el arco que entra es el (1,3) y el arco que
sale es (3,3), con A = 11.

Tercera iteracién. Como x = 1 € W (T ) sumamos (1,-4) a los potenciales de
W(T?), quedando siguiente tabla de ratios actualizada:

T - [-[-T12] o] 1
| 1 | - | oo 3/7 | 3/2] 3/4
oco| - oo| oo - 00 00
3|1 1/3 | oo oo - - -
3 1/3 o oo 3/7 3/2 3/4

Tenemos que, 0; = 6,, = 1/3, por tanto, el arco que entra es (4,2) y el arco
que sale es (3,2), con A = 14.

(4a'18)

(7,-19)

(07'8)

(6,-13)

Figura 2.7. Iteracién 4

Cuarta iteracién. Como z = 4 € W(T}) sumamos (2,-6) a los potenciales de
W (T}), actualizamos sus correspodientes ratios, representados en la siguiente
tabla:

T T-T-T25 ] |12
| 1| -] oo 5/13 | 5/8 | 1/2
oo| oco| oo| oo - 00 | o0
oo| - | oco| oo - - -
oo 1 oo oo 5/13 5/8 1/2

DO

Como 6; = 0,,, = 5/13, entra (2,5) y el arco que sale es (1,2), con A = 3.



(4,-18)

(7,-19)

(5,-21)

(11,-26)

Figura 2.8. Iteracién 5
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uinta iteracién. Como x = 2 € W(T?) sumamos (5,-13) a los potenciales de
5
W (T?), actualizamos sus correspodientes ratios, representados en la siguiente

tabla:

- | oo - - 00| ool o0
oo| oo| - oo | - | oo oo
oco| ool 2/3 00 | - | oo| o
1| - 4/76/7T|-|-1| -
1 oo 4/7  6/7T oo oo o0

(8,-25)

(11,-26)

(5,-21)

(11,-26)

Figura 2.9. Iteracién 6
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Como 60; = 0,, = 4/7, por tanto, entra (4,3) y el arco que sale es (4,5), con
A=09.

Sexta iteracién. Como x = 4 € W(T?) sumamos (4,-7) a los potenciales de
W(T}), quedando la siguiente tabla de ratios actualizada:

- oco| - - | oo oo | 3/2

oo | 6 - 0| - 2 1

0o | 2 2/3 [ oo - | 7/6 | 57
5/2 | - oo| oo -

52 2 2/_3 0 oo 7/6 5;7

Tenemos que, §; = 6, = 2/3, por tanto, entra (3,3) y el arco que sale es
(2,3), con A = 14.

(10,-28)

(11,-26)

(9,-28)

(13,-29)

Figura 2.10. Iteracién 7

Séptima iteracién. Como z = 3 € W(T?) sumamos (2,-3) a los potenciales de
W (T?}), actualizamos sus correspodientes ratios, representados en la siguiente
tabla:

- ool - | - | oo| oof 3/2
o0 | ool oo| oo - | oo 2
00 | 00| - | oo - | oo| 3/4
5/2 | - | - | oo| o0o| - -
5/2 0 oo oo oo oo 3/4
Tenemos que, 0; = 0., = 3/4, entra (3,7) y el arco que sale es (3,3), con

A= 14.
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(13,-32)

(11,-26)

(9,-28)

(16,-33)

Figura 2.11. Iteracién 8

Octava iteracién. Como x = 3 € W(T?) sumamos (3,-4) a los potenciales de
W(Ty), actualizamos sus correspodientes ratios:

- oof - | - | 1] oo 3/2
o0 | oo| oo oo - | oo| o0
o0 | oo| oo cof - | oo -
5/2 | - | - | oo oo - -
5/2 oo oo oo 1 oo 3/2

Tenemos que, 6; = 6,, = 1, por tanto, entra (1,5) y el arco que sale es (4,7),
con \ = 5.

(20,-30)
(18,-29)

(13,-32)| A,

(15,-30) | As

(13,-32)| A,

(16,-33)| A4

Figura 2.12. Iteracion 9
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Novena iteracion. Como x = 1 € W(Ty) sumamos (4,-4) a los potenciales de
W(T?), quedando la siguiente tabla de ratios actualizada:

- | - | - | - | oo oo
00 | oo| oo cof - | oo| o
o0 | oo| oo| ocof - | oo| -

5/2 | - | - | oo o0 - | o0
5/2 0o oo o0 00 00 00

Tenemos que, 6; = 6, = 5/2, por tanto, entra (4,1) y el arco que sale es

(1,1), con A = 23.

(13,-32)

(15,-30)

(13,-32)

(16,-33)

Figura 2.13. Iteracién 10

Décima iteracion. Como = = 4 € W(TZ) sumamos (5,-2) a los potenciales de

W(TY), actualizamos sus correspodientes ratios:

o0 O - - - oo O
o0 OO o0 OO - o0 o0
o0 OO OO OO - x| -

- - - x| X0 - (0. ¢]
(© OlNe CINC CRENC OANNC O NG CHNNC ¢

En este punto, é?j > 0 para todo arco (i,j) no bésico, por tanto, finalizamos

con el siguiente arbol:




(13,-32)

(15,-30)

(13,-32)

(16,-33)

Figura 2.14. Grafo final

2.5 Ejemplo

De las iteraciones realizadas extraemos los siguientes resultados:

31

Iteracién | lastratio O; (ct(z),c*(x)) | Arco que entra | Arco que sale
0 0 1/8 | (663,1000) (14) 1.3)
1 1/8 1/6 | (666,976) (3.2) (3,4)
2 1/6 1/4 (672,940) (1,3) (3.3)
3 1/4 1/3 | (683,396) (4.2) (3.2)
1 1/3 | 5/13| (711812 (2.,5) (1.2)
5 5/13 | 4/7 | (726,773 (4.3) (4,5)
6 477 2/3 | (762,710) (3.3) (2.,3)
7 2/3 3/1 (790,668) (3,7) (3.3)
8 3/4 1 (332,612) (15) 47)
9 1 5/2 (852,592) (4,1) (1,1)
10 5/2 0 (967,546)

Por tanto, la grifica que nos da la frontera inferior izquierda (al ser un

problema de minimo) del poliedro definido por ¢(x) es de la siguiente forma:
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1000 -

900-

— B00-

700-

700 800

Figura 2.15. Frontera eficiente

900
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Experiencias computacionales

3.1. Introduccion

En este capitulo se pretende contrastar la eficiencia practica del algoritmo
propuesto frente al algoritmo paramétrico clasico. Los ejemplos de entrada han
sido generados usando el generador NETGEN [13], donde los costes de ambos
objetivos son seleccionados aleatoriamente con distribucién uniforme en el inter-
valo [1, 10000].Se ha implementado el algoritmo paramétrico clasico (TRANSC)
y el propuesto (TRANS) en lenguaje C y compilado con el compilador gece (ver-
sion 4.8.4) y la opcién de compilacién -O3. Para la realizacién de las pruebas
computacionales se utilizé un ordenador con Ubuntu 14.04 con Intel(R) Co-
re(TM) i7-4610 CPU @ 3.00 GHz, y 16GB RAM.

El hecho de que en el problema de Transporte Biobjetivo Clasico subyace
un grafo bipartito completo, permitira observar que el algoritmo propuesto en
el capitulo anterior, presenta mejores resultados en las pruebas realizadas.

3.2. Resultados computacionales

Se estudian tres tipos de problemas, en el primer tipo el nimero de
origenes es fijado, esto es, M = 1000 y el nimero de destinos varia, N &
{200,400, ...,1000}. En el segundo tipo fijamos el nimero de destinos, esto
es, N = 1000 y el numero de origenes varia, M € {200,400,...,1000}. Y fi-
nalmente, en el ultimo tipo el nimero de origenes y destinos es igual, y ambos
varian, esto es, M = N = 200, M = N = 400,...,M = N = 1000. Ademas,
para cada combinacion de parametros se han creado 10 réplicas donde varia
la semilla (costos de los objetivos). De esta forma, en las pruebas se han ge-
nerado 150 casos particulares para cada algoritmo, resultando un total de 300
observaciones.
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3.2.1. Problemas con N=1000

En esta seccion se representan los resultados obtenidos en las pruebas rea-
lizadas fijando el nimero de destinos en 1000. En la siguiente tabla se muestran
los pricipales promedios:

Algoritmo| M | N | Arcos |CPUTime medio|Media de Sol. Ext. Sop.|Media de Sol.Sop.*Arcos
trans | 200 [1000| 200000 20,2378736 148479 4,62353E+14
transC | 200 [1000| 200000 28,1814325 148479 5,99903E+14
trans | 400 [1000| 400000 77,9024709 20738,6 1,02064E+15
transC | 400 [1000| 400000 | 111,9644765 20738,6 8,70992E+414
trans | 600 [1000| 600000 | 182,0450584 26811,3 1,05346E+15
transC | 600 |1000| 600000 | 292,3064177 26811,3 2,09107E+15
trans | 800 {1000| 800000 | 338,6426136 324574 1,71432E+15
transC | 800 [1000| 800000 | 521,9985392 324574 6,17641E+14
trans [1000{1000|1000000 538,95165 37970 2,16878E+15
transC [1000{1000|1000000| 804,2010306 37970 1,21854E+15

En el siguiente grafico podemos visualizar el tiempo que tarda cada algo-
ritmo en funcién del nimero de origenes, donde se observa la ventaja en tiempo
que presenta el algoritmo propuesto:

200-

600 -

Algoritm
trans
—* fransC

400-

CPUTime

200-

200 400 600 8OO 1000
QOrigins

Para visualizar cuantas veces es més rapido un algoritmo que otro, se rea-
liza el ratio de los tiempos del algoritmo clasico entre los tiempos del algoritmo
propuesto:
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1.40-

I ! ! ! !
200 400 500 200 1000
Origins

Se observa cémo el algoritmo propuesto es del rango de 1.39 a 1.60 veces
mas rapido que el clasico.

Para estudiar la complejidad practica que presenta el algoritmo clasico
frente al algoritmo propuesto, se propone estudiar el comportamiento de la va-
riable CPUTime, tomando las siguientes variables independientes: X =ntimero
de soluciones eficientes extremas soportadas (Ext.Sol.Sop), Y =ntmero de arcos
(Arcs). El modelo que se propone es:

CPUTime =C) + Cyx X x Y (3.1)

En C queremos estimar el tiempo que tardé en obtener la primera solucion,
y en Cox X Y ® queremos estimar el tiempo empleado por el algoritmo propuesto.
Desde que el algoritmo realiza tantas iteraciones como el ntimero de soluciones
soportadas, la variable X debe aparecer elevada a 1 en el modelo. Mientras que
en cada iteracion del algoritmo se examina una fraccion del niimero de arcos
(pudiendo ser todos en el peor de los casos). Para esto en el modelo aparece Y%,
donde « debera ser menor o igual que 1 (y mayor que cero).

Se implementa este modelo no lineal en R, usando RStudio, mediante la
funcién nis(). Tomando como rangos iniciales (0,100] para C7, 0,0000001 para
Cy vy (0,1] para a. Los coeficientes estimados y coeficiente de determinacién
obtenidos aplicando el modelos sobre los datos del algoritmo propuesto son:

Coefficient | Estimate
c1 1.000e — 02
Co 1.286e — 07
« 8.364e — 01
R? 0.9869792

Se puede observar como el coeficiente de determinacion es muy proximo
a 1, por tanto, el modelo explica bantante bien la variabilidad en la variable
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CPUTime, en el algoritmo propuesto.

En la siguiente gréafica se observa el comportamiento del modelo propuesto
sobre el algortimo propuesto, donde NSPA es el niimero de soluciones extremas
soportadas * nimero de arcos (origenes*destinos) y CPUTime el tiempo compu-

tacional:

400-

Algoritm

trans

CPUTime

200-

' ' ' '
Te+10 Ze+10 3e+10 4e+10

NSPA

Los coeficientes estimados y coeficiente de determinaciéon obtenidos apli-
cando el modelos sobre los datos del algoritmo clasico son:

Coefficient | Estimate
1 1.000e — 04
co 1.106e — 07
a 8.783¢ — 01
R? 0.9780218

Se puede observar como el coeficiente de determinacién es muy proximo a
1, por tanto, el modelo explica bantante bien la variabilidad en CPUTime, en el

algoritmo clasico.

En la siguiente grafica se observa el comportamiento del modelo propues-
to sobre el algortimo clasico, donde NSPA es el niimero de soluciones extremas
soportadas * nimero de arcos (origenes*destinos) y CPUTime el tiempo compu-

tacional:



800 -

600 -

CPUTime

200-

400 -

'
1e+10

I
2e+10
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'
3e+10

NSPA

'
4e+10
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Algoritm

transC

Concluimos que la complejidad del algoritmo se puede estimar con el mode-
lo propuesto. Ademés se observa una mejora del algoritmo propuesto respecto
al algoritmo clasico.

3.2.2.

Problemas con M=1000

Ahora trataremos los resultados obtenidos en las pruebas realizadas fijando
el nimero de orgenes (M=1000).

En la siguiente tabla se introducen los principales promedios:

Algoritmo| M | N | Arcos |CPUTime medio|Media de Sol. Ext. Sop.|Media de Sol.Sop.*Arcos
trans [1000| 200 | 200000 26,2119361 15543,4 6,40207E+14
transC {1000 200 | 200000 31,7521229 15543,4 6,27851E+14
trans [1000| 400 | 400000 98,439106 21989,9 1,78186E+14
transC [1000| 400 | 400000 119,460601 21989,9 1,32467E414
trans [1000| 600 | 600000 | 221,5516992 27768,2 1,64374E415
transC [1000| 600 | 600000 | 301,0227352 27768,2 1,42605E415
trans [1000| 800 | 800000 371,3004475 32966,9 4,48425E4-14
transC [1000| 800 | 800000 | 527,9743422 32966,9 9,57529E+14
trans [1000{1000|1000000| 539,1522359 37970 2,16878E+15
transC [1000{1000{1000000 805,758686 37970 1,21854E415

En el siguiente grafico podemos visualizar el tiempo que tarda cada algo-
ritmo en funcién del niimero de origenes, donde se observa la ventaja en tiempo
que presenta el algritmo propuesto:
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800-

600-
Algoritm

400- trans
¥ fransC

CPUTime

200-

' ' '
200 400 G600 &oo 1000

Destinations

Para visualizar cuantas veces es més rapido un algoritmo que otro, se rea-
liza el ratio de los tiempos del algoritmo clasico entre los tiempos del algoritmo

propuesto:

Ratio

1.2- i i i ' '
400 600 800 1000
Destinations

Se observa cémo el algoritmo propuesto es del rango de 1,21 a 1,49 veces

mas rapido que el cléasico.

Los coeficientes estimados y coeficiente de determinacion obtenidos apli-
cando el modelo sobre los datos del algoritmo propuesto son:

Coefficient | Estimate
c1 1.000e — 02
Ca 1.286e — 07
a 8.523e — 01
R? 0.9944208
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Se puede observar como el coeficiente de determinaciéon es muy proximo
a 1, por tanto, el modelo explica bantante bien la variabilidad en la variable
CPUTime, en el algoritmo propuesto.

En la siguiente grafica se observa el comportamiento del modelo propuesto
sobre el algortimo propuesto, donde NSPA es el nimero de soluciones extremas
soportadas * nimero de arcos (origenes*destinos) y CPUTime el tiempo compu-
tacional:

500-

400 -

Algaritm

[

=

=
'

trans

CPUTime

200-

100-

1e+10 2e+10 3e+10 4e+10
NSPA

Los coeficientes estimados y coeficiente de determinacion obtenidos apli-
cando el modelo sobre los datos del algoritmo clasico son:

Coefficient | Estimate
c1 1.000e — 04
Co 1.020e — 07
o 8.823e — 01
R? 0.9783016

Se puede observar como el coeficiente de determinacion es muy proximo
a 1, por tanto, el modelo explica bantante bien la variabilidad en la variable
CPUTime, en el algoritmo clasico.

En la siguiente gréafica se observa el comportamiento del modelo propues-
to sobre el algortimo clasico, donde NSPA es el niimero de soluciones extremas
soportadas * ntimero de arcos (origenes*destinos) y CPUTime el tiempo compu-
tacional:
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800-

600 -

Algoritm

transC

CPUTime
2

200-

' '
2e+10 3e+10 4e+10

NSPA

'
1e+10

Concluimos que la complejidad del algoritmo se puede estimar con el mo-
delo propuesto. Ademads se observa una mejora del algoritmo propuesto respecto
al algoritmo clasico.

3.2.3. Problemas con N=M

Por dltimo trataremos los resultados obtenidos en las pruebas realizadas
igualando el nimero de origenes y destinos, variando en {200,400, ..., 1000}.

Los principales promedios de los resultados obtenidos en las pruebas realiza-
das, se muestran en la siguiente tabla:

Algoritmo|N=M| Arcos |CPUTime medio|Media de Sol. Ext. Sop.|Media de Sol.Sop.*Arcos
trans 200 | 40000 1,1474515 3784,2 5,85159E+12
transC 200 | 40000 1,2967974 3784,2 6,07094E+12
trans 400 | 160000 12,6243418 10302,7 2,52666E+414
transC | 400 | 160000 15,665899 10302,7 2,67431E+14
trans 600 | 360000 64,7014775 18526,3 7,51918E+14
transC | 600 | 360000 80,9636599 18526,3 8,83838E+14
trans 800 | 640000 | 231,5776174 28044,3 8,37391E+14
transC 800 | 640000 334,4205045 28044,3 7,00784E+14
trans | 1000 |1000000 539,46469 37970 2,16878E+15
transC | 1000 |1000000| 806,3772191 37970 1,21854E+15

En el siguiente grafico podemos visualizar el tiempo que tarda cada algo-
ritmo en funcién del nimero de origenes, donde se observa la ventaja en tiempo
que presenta el algritmo propuesto:
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Para visualizar cuantas veces es mas rapido un algoritmo que otro, se realiza
el ratio de los tiempos del algoritmo clasico entre los tiempos del algoritmo

propuesto:

400 600 a00 1000

Origins=Destinations

Se observa céomo el algoritmo propuesto es del rango de 1,13 a 1,49 veces

mas rapido que el clasico.

Los coeficientes estimados y coeficiente de determinacion obtenidos apli-
cando el modelo sobre los datos del algoritmo propuesto son:

Coefficient | Estimate
c1 1.000e — 02
[ 1.004e — 07
« 8.553e — 01
R? 0.9951207
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Se puede observar como el coeficiente de determinaciéon es muy proximo
a 1, por tanto, el modelo explica bantante bien la variabilidad en la variable
CPUTime, en el algoritmo propuesto.

En la siguiente grafica se observa el comportamiento del modelo propuesto
sobre el algortimo propuesto, donde NSPA es el niimero de soluciones extremas
soportadas * nimero de arcos (origenes*destinos) y CPUTime el tiempo compu-

tacional:

400 -

Algoritm

trans

CPUTime

200-

Oe+00 1e+10 2e+10 3e+10 4e+10
NSPA

Los coeficientes estimados y coeficiente de determinacion obtenidos apli-
cando el modelo sobre los datos del algoritmo clasico son:

Coefficient | Estimate
a1 1.000e — 04
Ca 1.020e — 07
«@ 8.850e — 01
R? 0.9860345

Se puede observar como el coeficiente de determinaciéon es muy proximo
a 1, por tanto, el modelo explica bantante bien la variabilidad en la variable

CPUTime, en el algoritmo clasico.

En la siguiente grafica se observa el comportamiento del modelo propues-
to sobre el algortimo clasico, donde NSPA es el niimero de soluciones extremas
soportadas * nimero de arcos (origenes*destinos) y CPUTime el tiempo compu-

tacional:
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Conclusiones

En este trabajo se realiza un estudio algoritmico y computacional del Pro-
blema de Transporte Biobjetivo. Proponiendo una variante del algoritmo clésico
para la resolucion de dicho problema.

Se busca que el algoritmo propuesto presente mejores resultados frente al
algoritmo clasico, por ello, se analizan los datos obtenidos en diversas pruebas
computacionales.

El hecho de que en el problema de Transporte Biobjetivo Clasico subyace
un grafo bipartito completo, permite observar que el algoritmo propuesto en el
capitulo anterior, presenta mejores resultados practicos.
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Apéndice

A.1. Problema equilibrado

s Cuando tenemos un exceso en la oferta, esto es,

iai > zn:b]
j=1

=1

creamos un destino ficticio (n+1) para el que su demanda seria

m n
bny1 = E a; — E bj
i=1 j=1

y el costo de trasportar ese exceso de demanda desde cualquier origen al
destino (n+1) es cero, es decir,

C,erl:O, Vi € {1,,771,}

= Anédlogamente, cuando tenemos un exceso en la demanda, esto es,

iaz‘ < ibﬂ
j=1

=1

creamos un origen ficticio (m+1) para el que su oferta serfa

n m
Am+1 = E bj - E a;
j=1 i=1

y el costo de trasportar ese exceso de demanda desde el origen (m+1) a
cualquier destino es cero, es decir,

Cm+1j =0,y 6{1,...,n}
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In this work, an algorithmic and computational study of the Biob-
jective Transport Problem, a particular case of the minimum cost
flow problems over networks, included, in turn, within Linear Pro-
gramming is carried out.

Before dealing with the Biobjective Transport Problem, the Uniob-
jective or Classical Transport Problem is introduced, using a vari-
ant of the Simplex Method for its solution. Then we move on to the
study of the Biobjective Transport Problem, implementing a vari-
ant of the classical Parametric Simplex algorithm for its resolution.
Finally, a computational study is carried out where, by means of
the results obtained in different computational experiences, we
observe the advantages that the proposed algorithm can provide
against the classical algorithm.

1. Introduction

i

The Classical Transportation Problem is a Linear Programming
problem, posed as one of the first problems within Operations
Research. This problem tries to determine an optimal solution
of a bipartite directed graph, with arcs leaving the warehouses
and arriving at the markets, satisfying the respective supply and
demand constraints. When we have two objectives, i.e., we want
to minimize (or maximize) two objective functions. This problem is
called the Biobjective Transportation Problem, and its algorithmic
and computational study is the purpose of this paper.

2. The Classical Transportation Problem

In the classical transportation problem, we try to establish the
number of units to be transported from each of the origins to each
of the destinations, minimizing the overall costs and satisfying the
supply and demand constraints. The corresponding model is:

m n

min dz = Z Z CijTij
i=1 j=1

n
ZZ,‘J =a;,VieU
i=1

m
Z‘Elﬂ = b] VjieV
=

@y >0,Y(i,j) € A

sujeto a:

3. Bi-objective Transport Problem

In the bi-objective transport problem, we want to minimize (or
maximize) two objective functions. To do this, we will pose the
parametric problem and obtain a supported extreme efficient so-
lution. And, starting from this solution, we will look for the rest
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of the supported extreme efficient solutions. The corresponding
model is:

min c(z) = (c'(z), A(z)) = ( Z c}jx,-j, Z

(i,5)€A (i,5)eA
sujeto a: - Z zij = —a; VieU
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An algorithm for its resolution is proposed and executed in an ex-
ample, obtaining the following efficient frontier of the problem:

"

®)
4. Computational experiences

Several computational tests are performed, where 150 particular
cases are generated for each algorithm, resulting in a total of 300
observations. We try to study the behavior of the CPUTime vari-
able by using the following non-linear model:

CPUTime =C1+Cyx X xY“

5. Conclusions

The fact that a complete bipartite graph underlies the Classical
Bi-objective Transport problem, allows us to observe that the pro-
posed algorithm presents better practical results.
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