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Resumen - Abstract

Resumen

Este trabajo esta dedicado al estudio de métodos lineales multipa-
so, siguiendo la linea que presenta Ernst Hairer y coautores en dos
sus textos clasicos "Solving Ordinary Differential Equations”Nonstiff
and Stiff problems editados por Springer y que han sido ampliamente
citados en la comunidad cientifica del andlisis numérico de ecuacio-
nes diferenciales. Se iniciard comentando algunos métodos cldsicos
desarrollados historicamente (Adams Bashforth, Adams Moulton,
Nystrom, etc), y se continuard en los siguientes capitulos con los
métodos lineales multipaso mas generales, centrandose en el estudio
del orden, la estabilidad y las propiedades de convergencia. Se co-
mentardn y demostraran importantes resultados, asi como dos de los
Teoremas establecidos a lo largo del siglo XX por el gran matemdti-
co sueco Germund Dahlquist, los cuales han desempenado un papel
clave en el estudio de la estabilidad y convergencia de los métodos
lineales multipaso.

Palabras clave: Métodos Lineales Multipaso — Orden de Consis-
tencia — 0-estabilidad — Convergencia — Dominio de estabilidad —
Boundary Locus.
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Resumen - Abstract

Abstract

This paper is dedicated to the study of linear multistep methods by fo-
llowing the line presented by Ernst Hairer and coauthors in his clas-
sical books 7"Solving ordinary differential equations” non-stiff and
stiff problems, edited by Springer. The textbooks have been widely
quoted and constitute a cornerstone in the numerical analysis com-
munity. Our work will start with some classical multistep methods in
the historical order they were developed by Adams Bashforth, Adams
Moulton, Nystrom, etc. We will continue in the following chapters
with general multistep methods focusing on the study of order, sta-
bility and convergence properties.

Important results will be discussed and demonstrated, as well as two
of the theorems established throughout the 20th century by the great
mathematician Germund Dahlquist, which play a crucial role in the
study of stability and convergence of linear multistep methods.

Keywords: Multistep Linear Methods - Order of Consistency -
0-stability - Convergence - Stability Region - Boundary Locus.
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Introduccion

Los métodos multipaso fueron introducidos a mitad del siglo XIX alrededor
de 1855 por Adams, quien auxilié a Bashforth (1883) que estaba investigando
en problemas de capilaridad y queria determinar la forma de una gota de sangre
(u otro liquido) siguiendo el modelo fisico que conduce a un sistema de ecua-
ciones diferenciales no lineales que no pueden resolverse exactamente usando las
técnicas analiticas estandard. Adams le propuso usar métodos multipaso de tipo
explicito o implicito basados en la integracion numérica, los cuales hacen uso de
la informacién obtenida en varios pasos anteriores, es decir, de la solucién numé-
rica obtendia en un nimero prefijado de pasos anteriores, digamos k, avanzando
paso a paso la integracion hasta el punto final del intervalo de integracién. Esto
representa una diferencia importante con los métodos de un paso, los cuales ha-
cen uso solo de la informaciéon del paso anterior. Es curioso que con la excepcion
del método de Euler que es de un paso y orden 1 (es decir da errores globa-
les en el punto final del tamano del paso usado en la integracién), los métodos
multipaso fueran propuestos antes que los métodos de un paso. Esto se debe a
que permiten obtener érdenes de convergencia mas altos que los métodos de un
paso (por ejemplo los métodos de tipo Runge-Kutta). Sin embargo, el inconve-
niente de los métodos de tipo multipaso con respecto a los de un paso, estriba
en que necesitan valores adicionales de arranque, no provistos en el Problema
de Valor Inicial (PVI), y a menudo hay que recurrir a métodos Runge-Kutta
para proporcionar estos valores adicionales de arranque. Ademas los métodos de
un paso tienen mejores propiedades de estabilidad, lo que permite avanzar la
integracion con tamanos de paso mayores, lo cual en muchos casos compensa el
hecho de que los métodos multipaso alcancen mayor orden en un solo paso de
integracion. Digamos que los principales cddigos usados en la actualidad (en el
software corriente) para integrar PVI se basan o bien en métodos de un paso
de tipo Runge-Kutta o en métodos lineales multipaso (métodos de Adams para
problemas no stiff) o métodos BDF, para problemas de tipo stiff (solucién anali-
tica muy estable, en el sentido de que pequenas perturbaciones en el valor incial
conducen rapidamente a la soluciéon exacta con valor inicial sin perturbar). En
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esta memoria abordaremos los aspectos de consistencia, 0O-estabilidad, conver-
gencia y estabilidad lineal de los métodos lineales multipaso.

Consideramos PVI para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
order (EDOs),

y/ = f(ta y)7 y(tO) = Yo, te [t07 t*]a lo = 07 Y, f(ta y) € R™.

Para su integracién mediante métodos multipaso (de k pasos), vamos a usar
una particion uniforme del intervalo de integraciéon. Por tanto, para un tama-
no de paso fijo h = t*/N, donde N es el nimero de pasos que vamos a dar
para alcanzar el punto final del intervalo ¢*, definimos los nodos del intervalo
en la forma t, = nh, n =0,1,2,..., N. La integracion se avanzara paso a pa-
so obteniendo asi una solucién discreta de la forma (¢,,y,), n = 0,1,...,N.
Los k primeros valores se denominan valores de arranque o valores iniciales
(tn,yn), n=0,1,...,k—1, ysi k> 2 entonces los valores de arranque adicio-
nales (t;,y;), j = 1,2,...,k — 1, deben ser suministrados por algin algoritmo
conveniente. Observe que (tg, yo) lo proporciona el valor inicial. Una vez obteni-
dos los valores de arranque de forma conveniente entonces se calculan todos los
demas (t,,yn), n =k, k+1,..., N, mediante el método lineal multipaso elegido.
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Métodos Clasicos

En este capitulo iniciamos el estudio de los métodos lineales multipaso,
mencionando algunas féormulas de los métodos clasicos multipaso més desta-
cadas a lo largo de la historia del analisis numérico, incluyendo relaciones de
recurrencia de coefientes tanto para métodos explicitos como implicitos.

Considerando Problemas de Valor Inicial

'(t) = f(t,y) )
{z(to)zyo Vo teltot] to=0

comenzaremos describiendo los métodos explicitos de Adams (también conoci-
dos como métodos de Adams-Bashforth) de k pasos.

1.1. Meétodos Explicitos de Adams

Si conocemos y(t,), el valor exacto para y(t, 1) serd

oltwir) = vt + [ Wt = y(t) + / e @)

Supongamos que conocemos las aproximaciones numéricas ¥, Y, _1, ..., Y., . a las
derivadas de solucién exacta y'(t,), ..., ¥ (tn—x) (= tn, ..., tn_k), podemos expresar
f de la forma siguiente

fi= fti,yi) =y, para i =n—k,...,n. (1.2)

Por tanto, podemos sustituir y(t,) por y, y reemplazar la funcién f(t,y(t)) en
(1.1) por el polinomio de interpolacion a través de los puntos (¢;, f;)|i =n — k, ..., n.
Utilizando la férmula regresiva de Newton-Gregory podemos expresar este poli-
nomio en la forma siguente
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k-1
[—s
plt) =it + 1) = -1/ () 9
=0 J
donde
Vofann, an:fn_fn—l 7 Vj+1fn:ijn—Vj_1fn—1, ]Z 1
3:t_htn — t=t, + sh.

Con este cambio estamos tomando ¢, como origen de coordenadas y h como
unidad de longitud. Por tanto,

1 k-1 k—1

tn+1 tn+1 . [ —8 . .
/ y' (1)t = / p(t)dt = h/ 2 :<—1>”( j >ij"d5 =h VY ()

donde vy; debe tener la siguiente forma

w5

Para

Si deseamos expresar las diferencias regresivas en términos de f,_;, entonces
obtenemos para los distintos valores de k

0
k:zl:ynﬂ—yn:hzwvjfn:hfn

J=0

1
k=2: Yn+1 — Yn — hZ’Y] vj fn = h(fn + %(fn - fn—l))
=0

= W5 = 3 )
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1.2. Meétodos Implicitos de Adams

En los métodos implicitos de Adams (también conocidos como métodos de
Adams Moulton) se usa el polinimio interpolador a la derivada y'(¢) en los nodos
bnt1,tn, oory tn(k—1) @ pesar de que no se conoce el valor Y (tnt1), pero esto nos
dard una férmula suponiendo que ese valor se conozca

p*(t) = p"(tn + sh) = p"(tnia + (s = 1h)
llamamos p = (s — 1) y tenemos

k k
. g - —s+1 .
p© =20 (1) 9 d = 0 () 9
o J —0 J
j j
considerando s como la variable s = % Luego, tenemos que

tny1 tn+1 1 k —s+1 . i .
| vwdes [ pwa= | Z(—l)ﬂ( | >v”fn+1d8 S
tn tn s=0 =0 §=0

J

donde

Para

Los primeros ejemplos son de la forma:
0
k=0:Yn+1— yn :hZﬁ V) fot1=hfn

=0

1
E =1 =00 =h Y% T far = Wfuar = 5 (s = ) = [ s + 3]

Jj=0
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1.3. Relacion de Recurrencia de los Coeficientes

1.3.1. Adams Explicito:

Veamos que pueden obtenerse, de forma sencilla, los coeficientes ;. Con-
sideramos G(t) funcién real que tiene 7; como coeficientes en su desarrollo de
Maclaurin, es decir

G(t) =)yt
=0

Con la definicién de ; y suponiendo que la serie converge (entonces [t| < 1),

tenemos
c0r=3 (i [ (F)ee) = [ ()

J=0 J=0

como sabemos que la serie converge absolutamente para [t| < 1, y aplicando el
teorema binomial se obtiene que

G(t) = /01 (i (_]8) (—t)j> ds = /01(1 —)5ds

(1-1—7 (1-0"" 1 — 13
- 1n(1—t)]0: T(i—0) Wm(i—t) In(i—t)

Esto nos queda que

00 ; ¢
Ui ;W BRI

esta ultima expresion podemos reescribirla de la forma siguiente

~ In(1-1¢) 1

G(t) = 1.3
=G = (13)
Haciendo los calculos pertinentes
(1=t 1=1+t+2+t>+ ...
t du t MQ u3 ¢ 1 1
—In(l-t)= | —4——= [ (1 Ndp = | =t B+
n( ) 1y /O(+u~|—u)u ,u+2—|—3—|— ) —|—2 +3 +

De la expresiéon (1.3) deducimos que

t 2 tn
l14+=-4+—=4+..+

5173 n+1X%+7ﬁ+7ﬂ“Hn+%fﬂ:1+t+ﬂ+“.
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+ ( 41 )+ ( LS )+ 4 ( T )"
Y0 94! 270 V2 271 370 Tn 2%_1 SR 17@
=1+t+t"+..

Comparando coeficientes de potencias respectivas de ¢ en ambos miembros se
obtiene la siguiente relacion, la cual permite computar los coeficientes «; de
forma recursiva,

Tn Tn—1 Yo
— =1
1 * 2 Tt n+1 ’

n=0,1,2....

1.3.2. Adams Implicito:

Igual que el caso explicito es posible dar una férmula recurrente sencilla,
para calcular los coeficientes «;, . En efecto si ponemos

G (t) = 7t
=0

se tiene, bajo las mismas suposiciones de convergencia, que

=S (o f (7))o f (B oo

y aplicando ahora el teorema binomial

1

Jj=0

tenemos que
t

G*(t) = o v
() Z_: BT =y
Esta ultima expresion podemos reescribirla de la forma siguiente

In(1 —t)
ot

Procediendo de forma analoga al caso explicito deducimos que

G(t) =1 (1.4)

70+(’71+§70)t+(’72+§71+§%)t +---+('yn+§7n71+---+n—“%)t +..=1

Comparando coeficientes de potencias respectivas de t en ambos miembros se
tienen que

Sl 1L [ sin=0
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1.4. Meétodos Predictor-Corrector

La combinacion de un método multipaso explicto con uno implicito da lugar
a un método de prediccion y correccién, o bien “Método Predictor-Corrector”,
donde el método explicito predice una aproximacion de y,.1, luego se evalua
la funcién con dicha aproximacién y luego el método implicito la corrige. Los
distintos modos PEC, PECE, PECEC, PECECE, apareceran dependiendo del
niumero de evaluaciones (E) que se hagan y del nimero de correcciones (C).

Por ejemplo, para obtener un método Predictor-Corrector basados en los méto-
dos de Admas de dos pasos, debemos elegir el Adams-Bashforth de dos pasos
como predictor y el Adams-Moulton de dos pasos como corrector.

Aplicamos primero (ABs) y calculamos una estimacion inicial de yfloll

h

0 0

P yﬁll = .%(Ll) + 5(3f7(10) - faSAzl)

A continuacién, evaluamos la funcién en la aproximaciéon calculada

E: fr(z(jr)l = f(tn—l-lu ygﬁl)

Luego aplicamos el corrector (AMs), para mejorar la aproximacion obtenida

h
C: yg—f)—l = yg) + E(5f$r)1 + SfTSO) - f7(10—)1>

El ejemplo visto es el (PEC'), modo Predecir-Evaluar-Corregir, que es una de las
diferentes variantes del método Predictor- Corrector. Existen otras posibilidades
como el modo (PECE) :

h
Py = + 5600 = 12
E: fé% = f(tn+1>y7(10jz1)
h
C: 97(11421 =y + E(5f$r)1 +8fV — f(l_)1)

E: f7§21 = f(tn+173/7(:121)
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1.5. Métodos Explicitos de Nystrom

Los métodos de Nystrom se basan también en cuadraturas, pero usando
el intervalo [t,_1,t,+1] en lugar del [t,,t,41], como se us6 en los métodos de
Adams. Por tanto,

Y(tur1) = y(taos) + / " iyt

tn—1

De la misma forma que en Adams explicito, Nystrom reemplaza la funcion des-
conocida f(t,y(t)) por el polinomio interpolador tal que

pt) = plta + sh) = 3 (-1 (‘) 7

=0 J
y obtenido asi la férmula siguiente
k—1
p(t) = p(tn +sh) =) (=1)k; 7 fa,
=0

donde

1.6. Métodos Implicitos de Milne-Simpson

Consideramos la ecuacion integral

Y(tur1) = y(taos) + / " iyt

tn—1

Procediendo de forma similar al caso Adams Implicito, sustituimos el integrando
por el polinomio interpolador p*(t) en los nodos t,41,tn; ..., ta—(k41), tal que

p*(t) = i(— y (_8 " 1) V7 fas,

J

—_

y obtenemos la férmula implicita

k
Yn+1l = Yn—1 + hz kj* Vj fn—i—la

J=0

e ()

donde
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1.7. Meétodos BDF

Hasta ahora, las formulas de los distintos métodos vistos se han obtenido
partiendo de la forma integral de la ecuacion diferencial y sustituyendo y'(t) por
el polinomio de interpolacién a la derivada en varios nodos. Por tanto, se tratan
de férmulas basadas en la integraciéon numérica.

Los métodos BDF son férmulas basadas en la derivacién numérica (backward
differentiation formulas). Fueron introducidas independientemente por Curtiss-
Hirschfelder (1952) y Mitchell-Craggs (1953) y popularizadas por Gear (1971)
para la integracion de problemas stiff.

Sea p(t) el polinomio que interpola a (¢;,y;) en j = n,n —1,...,n — (k — 1)

y que pasa ademads por (t,11,Yns1). Exigimos ahora que este polinomio verifique
la ED en el punto ¢,1;

pl<tn+l) = f(tn-i-la yn—i—l)' (15)

Luego, tenemos

k
—s+1 . t—1t,
b0 =0 (T S s =5 =t

Para obtener con formula para y,. 1, impondremos la condicién (1.5), teniendo
asi:

dp
%(t = th) = f(thrlu Z/n+1) = fat1

:% di <i(—1)j <_Sj+ 1) v yn+1>

J=0

Desarrollandolo tenemos que

dp _ Lo
dt|,, — h ds
n+1

=1

D‘IP—*

b 11
Z VJ Yn+1 = 7 Z ; YV Yn+1
j=0

j=0
Teniendo en cuenta los desarrollos pertinentes !, llegamos a la siguiente igualdad

Z V/ Yns1 = hfpy1  formula BDF de k pasos.

j= 0

. <—5+1) (s (=) (s —Do(-s—(j-2) d <—s+1>

:—1J
J g! T ds J (=1

s=1
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1.8. Experimentos Numéricos

A efectos de comprobar el orden de los métodos de forma experimental
vamos a considerar la ecuacion del calor con un término fuente, de modo que
tenga solucién exacta suave, conocida de antemano y fijaremos condiciones de
frontera de tipo Dirichlet y una condicién inicial.

ur(z,t) = Uge(z,t) + g(z,t), x€(0,1), te]0,2]

u(0,t) = a(t) := exp(—t), u(l,t) =0(t) :=4exp(—t), t€]0,2] (1.6)

uw(x,0)=(z+1)% z€(0,1).
Elegimos g(z,t) = —(2? + 2z + 3) exp(—t), de modo que la solucién exacta de
la EDP es

u(z,t) = (z + 1)* exp(—t). (1.7)

Si discretizamos la ecuaciéon en la variable espacial usando diferencias centrales
de segundo orden

h)—2 —h h?
UH(ZL‘) _ U(l" + ) U(l'> +"U(517 ) . —0(4)(113 + th), |9h| <1,
h? 12
obtenemos, tras usar la particién (xj =jh,g=1,...,N, h= N;H) del inter-

valo (0,1) en N subintervalos, el siguiente sistema de ODEs en el intervalo

ull(t) = h_Z(_Zul + ul) + g(xb t) + h_2a(t)>
u;(t) :h_Q('U,j,1 —ZUj+Uj+1>+g($j,t), ] :2,3,...,N— 1, (18)
uy(t) = h™2(—2un +uny_1) + g(an,t) + h2b(t),

donde wu;(t) = u(x;,t). No se cometen errores en la discretizacién espacial pues
Uzzzz (2, 1) = 0. Usaremos N = 4 para ver los errores cometidos por los métodos
de Adams y BDF en el punto final de integraciéon ¢* = 2 (en la norma euclidea
ponderada) y confirmar el orden de convergencia de los métodos. En el capitulo
5 usaremos también este ejemplo para verificar los intervalos de estabilidad li-
neal de los métodos anteriormente mencionados.

En la Tabla 1.1 podemos apreciar que los métodos explicitos presentan pro-
blemas de convergencia si At no se reduce de forma adecuada. Cuanto mayor
es el nimero de pasos k, mas reduccion en At debe hacerse para que el método
conveja. Esto se explica por las propiedades de estabilidad lineal que se veran
en el capitulo 5. El orden de convergencia de los métodos p puede verse en dicha
tabla de forma experimental cuando los métodos convergen. En el caso de los
métodos Imlicitos de Adams puede confirmarse en en la Tabla 1.2 su orden de
convergencia p = k + 1. Ademas estos métodos presentan menos problemas de
estabilidad que los explicitos, pues convergen para valores mayores de At.
Finalmente para los métodos BDF', Tabla 1.3, puede apreciarse que no presentan
ningin problema de estabilidad y los métodos convergen (con orden k).
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At =273

=

At =274

1 Métodos Clésicos

At =27°

At =276

At =277

At =277

At =27°

At =271

[\

8.6066e+11
p

1.3787e+423
-2.2953e+01

6.3177e+35
3.6858e+01

3.0753e+41
7.9028e+4-01

1.2052e4-16
2.0034e-+00

3.1791e-10
2.0017e+00

3.9656e-11
2.0008e+00

4.9518e-12
6.7850e-01

w

8.6066e+11
p

1.3787e+23
-3.7221e+01

6.3177e+35
-4.2059e+01

3.0753e+41
-1.8893e+01

1.2052e+-16
8.4400e+01

3.1791e-10
8.4971e+01

3.9656e-11
3.0030e+00

4.9518e-12
3.0015e+00

>

4.5849e+10
p

2.8048e+23
-4.2476e+01

8.5334e+39
-5.4756e+01

4.2506e+-55
-5.2145e+01

5.9919e-+56
-3.8173e+00

1.3297e+10
1.5498e4-02

7.2068e-14
7.7288e+01

4.5284e-15
3.9923e+00

Tabla 1.1: Errores en el punto final t* = 2 usando Adams-Bashforth de k =
2, 3,4 pasos, usando los At indicados y valores de arranque adicionales exactos.
Cuando el método converge el error de cada método puede leerse como p =~
log, (e(At)/e(271 At)), donde €(At) representa el error global en el punto final en
la norma euclidea ponderada al hacer la integracién temporal con paso At.

k|l At =273

At =274

At =27°

At =276

At =277

At =277

At =279

At =2710

—_

4.6086e-06
p

1.1525e-06
1.9981e+-00

2.8815e-07
1.9995e+-00

7.2039e-08
1.9999e+-00

1.8010e-08
2.0000e+00

4.5025e-09
2.0000e+00

1.1256e-09
2.0000e+00

3.5186e-09
2.0000e+00

[\

2.5068e-06
p

1.4746e-07
4.0875e+00

1.8218e-08
3.0169e+00

2.2642e-09
3.0083e+00

2.8221e-10
3.0041e+00

3.5226e-11
3.0021e+00

4.3994e-12
3.0013e+00

5.5070e-13
2.9980e+00

w

1.4674e-05
p

5.4032e-06
1.4414e4-00

3.6537e-10
1.3852e4-01

2.2555e-11
4.0178e+00

1.4013e-12
4.0086e+-00

8.7605e-14
3.9996e-+00

5.1221e-15
4.0962e+-00

1.9652¢-15
1.3821e4-00

Tabla 1.2: Errores en el punto final ¢t* = 2 con Adams-Moulton de k£ = 1,2,3
pasos (orden k + 1), usando los At indicados y valores de arranque adicionales
exactos. El error de cada método puede leerse como p ~ log,(e(At)/e(271At))

k|l At =273

At =274

At =27°

At =279

At =277

At =277

At =279

At =210

[\

8.1052e-05
p

1.9329e-05
2.0680e+00

4.7200e-06
2.0339e+00

1.1662¢-06
2.0169e+00

2.8985e-07
2.0085e+00

7.2251e-08
2.0042e+00

1.8036e-08
2.0021e+00

4.5058e-09
2.0011e+00

w

8.0479e-06
p

9.3223e-07
3.1099e-+00

1.1220e-07
3.0546e+00

1.3764e-08
3.0272e+00

1.7044e-09
3.0136e+00

2.1205e-10
3.0068e-+00

2.6444e-11
3.0034e+00

3.3008e-12
3.0020e+00

~

8.5754e-07
p

4.7999e-08
4.1591e+00

2.8464e-09
4.0758e+-00

1.7331e-10
4.0377e+00

1.0692e-11
4.0188e+-00

6.6522e-13
4.0065e+00

4.2393e-14
3.9719e+00

8.2203e-15
2.3666e+00

Tabla 1.3: Errores en el punto final t* = 2 con métodos BDF de k = 2, 3, 4 pasos
(orden k), usando los At indicados y valores de arranque adicionales exactos. El
error de cada método puede leerse como p ~ log, (e( At)/e(271 At)).
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Error y Condiciones de Orden

En la seccién 1 del trabajo, “Métodos Lineales Multipaso Clasicos”, vi-
mos que los métodos multipaso tenian en comin que tanto las aproximaciones
numeéricas y,, como los valores f,, = f(t,, y,) aparecen en combinaciones lineales.

Ademas, debemos saber que existen métodos multipaso atin més generales que
los métodos vistos. Estos son de la forma

k k
Z QpYnis = hz Bsfnis, método lineal de k pasos. (2.1)

s=0 7=0

Los coeficientes ay, 85 son parametros reales independientes de h y de variable
n. A lo largo de esta seccion asumiremos que

ar # 0, |ao| +[B] >0

de esta manera la expresién (2.1) es una férmula de k pasos, la cudl se pue-
de resolver siempre respecto a ¥y, para valores de h suficientemente pequenios,
que son los de interés, pues la convergencia tedrica se prueba siempre para h — 0.

Los diferentes métodos numéricos (2.1) dependen exclusivamente de los coefi-
cientes oy v 5. Ademads, distinguiremos entre métodos explicitos (B = 0) e

implicitos (B # 0).

2.1. Error Global y Error Local

Se entiende como error global del método multipaso (2.1) a la diferencia
entre el valor y(¢) de la solucién exacta del problema (PVI) y el valor obtenido
por el método después de n + k pasos, pues hemos considerado que el método
necesita k valores adicionales de arranque y por tanto seria el error dado por el
método tras n pasos de integracién dados con el método considerado,
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eg(tnik) = Y(tnrk) — Ynt- (2.2)
El andlisis de error local se hace asumiendo que los valores previos usados por
el método son iguales a los valores de la solucién exacta del (PVI), es decir

Yntj :y<tn+j)7 paraj:(),l,...,k—l.

Por lo tanto, para evitar confusién, denotaremos por ¢, al valor obtenido,
asumiendo y,4+; = y(tntj) : J = 0,1, ...,k — 1, definiendo asi el error local del
método multipaso (2.1) mediante la diferencia siguiente

ei(tnik) = Y(tnik) = Unik (2.3)

Con el objetivo de medir el error local, asociaremos a (2.1) el operador de dife-
rencia lineal L definido por (observe que para la solucién exacta de la ODE se

tiene que y'(t) = f(t,y(t))),

k k
Ly ta,h) = > agy(tn + jh) = hY_ By (ta + jh), (2.4)
j=0

=0
donde y(t,) es una funcién diferenciable definida en un intervalo que contiene

tn+7h,Vi =0,1,..., k. Haciendo uso de la definicién (2.3), tenemos que el método
lineal multipaso verifica que:

k-1 k-1
el + B (bt Tre) + D y(tnsg) = 1Y Bif (b ¥ (tnsy)) = 0.

=0 =0
Realizando la diferencia entre la expresion anterior y la expresién (2.4) tenemos
que

L(y, tn, h) = ary(tnsr) + hBef otk Unik) — (bnir — MBS (tntk, Unti))
= ape(tnsr) — hBRLf (tngr, Y(tntn)) — ok Inrr)]-

Aplicando el Teorema del valor medio; 3 1,k € (Y(tnik), Unix) tal que

L(y7 tn7 h) = ak€l<tn+k) - hﬁkfy(tn—&-ka nn+k)el(tn+k)
= larl — hBefy(tnsk, k) er(tngr)]€r(tnsr)
Mediantes los calculos anteriores, se deduce el siguiente Lema:

Lema 2.1. Considerando la ecuacion diferencial y' = f(t,y),y(to) = yo donde
f es continuamente diferenciable y sea y(t) su solucion. Entonces el error local
verifica

eitntr) = Y(tntr) = Unar = (and — hﬂkfy(tn+k77n+k))7lL(Z/a tn, h),
donde n es un valor entre Y(tnir) Y Ynik-

Esto nos dice que practicamente el error de discretizacion local y el error
dado por el operador son de la misma magnitud, es decir

eitnr) = (051;1 + O(h)) L(Yn: tn, h).
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2.2. Orden de los métodos multipaso

Como consecuencia de la acumulacion del error local tras n pasos de tamano
h se espera que el error global tenga una potencia menos en h que la que tiene
el error local, pues la suma de n errores locales es n O(hP™!) = O(RhP), ya que
n-h=tparan>1,t>0. Luego, demostraremos mas adelante que

e1 = Ot = e, = O(K?) (bajo ciertas condiciones razonables)

Usaremos de nuevo el operador diferencial L (2.4), con el fin de explicar e intro-
ducir el concepto de orden para los métodos multipaso.

Un método tiene orden de consistencia p > 1 cuando verifica:
Ly, tn, h) = O(h"*)
para todas las funciones y(t) suficientemente regulares. Veamos que condiciones

debe cumplir la expresion (2.4) para que la afirmacién anterior sea cierta.

Supondremos por simplicidad que y(t) es analitica en el intervalo correspon-
diente, entonces usando el desarrollo de Taylor para y(t,.s) = y(t, + sh) y
Y (tnss) = ¥ (t, + sh) alrededor de un punto ¢ = ¢, se tiene que

Y(tnrs) = y(tn, + sh) = y(t,) + ' (tn)sh + ... + ¥ () (sh)? + ...

q!
Yy (tn)
Y (tnrs) = ¥ (tn + sh) = y(tn) +y"(ta)sh + ... + T(sh)q + .
Por tanto, podemos escribir
k k
L(y, tm h) = Z asy(tn+s) - Z 5sy,<tn+s)
s=0 s=0
Syt ey )
=> ") p (sh)"—hY_ B, 0 (sh)
s=0 q=0 s=0 =0
N - q y'(t,) q S - ! y () I+1
:Z ZO‘SS q! h _Z Zﬁss 1T h
q=0 \s=0 =0 s=0
tomamamos ¢ = + 1
[e's) k (q 00 k (141
=5 () S () Fe
q=0 s=0 q q=1 s=0

I
= |l
5
<
-
N
+
()¢
PN <
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A partir de estos calculos se deduce el siguiente Teorema:

Teorema 2.1. Los métodos multipaso

k k
Z ArYn4s = h Z ﬁsfnJrs
5=0 =0

tienen orden de consistencia p exactamente, si y solo si:

(i)Y oy =0

k k
(17) quas = quq_lﬁs para g =1,2,....p
s=0 s=0
k k
(i) > " # > (p+ 1)
s=0 s=0

Los polinomios caracteristicos 6 polinomios generadores del método
lineal multipaso (MLM) (2.1) son:

k k
0o(Q) = aul®, a(Q) =D B¢’ (2.5)

La introduccion de estos polinomios esta justificada por el siguiente argumen-
to. Considerando sucesiones Z, = (2o, 21,...) y denotando con E el operador
desplazamiento E'z, = z,,1 podemos escribir las ecuaciones (2.1) de la forma

k

k
Z(asEs)yn = hz<5sEs)fn — Q(E)yn = h0<E)fn
s=0 s=0

Teorema 2.2. Los métodos multipaso

k k
jg:‘ykyn+s::}L§E:ﬁgjh+s
s=0 =0

tienen orden de consistencia p exactamente, si y solo si se cumple alguna de las
condiciones siguientes
(1) o(e") — ho(e") = ChP™ + O(hPT2), C #0
(if) o(Q)
logC
Observaciéon: Las condiciones para consistencia de orden 1, también lla-
madas condiciones de consistencia, pueden ponerse en la forma siguiente

o(1) =0, J(1) =o(1)

o) =C[C—-1P+O0(C -1, C#0
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2.3. La constante de Error

Hay métodos que tienen el mismo orden pero proporcionan diferentes erro-
res globales y estos se distinguirdan por su constante de error.

Se denomina coeficiente de error de los métodos (2.1) al primer coeficiente distin-
to de cero Cp4; del operador diferencial lineal L. En consecuencia, los métodos
(2.1) tienen orden de consistencia p si

L(y, tn, h) = Cp  RPFy®HL (1)) + O(RPH?) (2.6)

siendo C)4, el coeficiente de error, el cual viene dado por

1 - +1 - p
Cpi1 = m <Z sSPrag — (p+ 1) ZS ﬁs> (2.7)

s=0 s=0

El problema que tenemos con este coeficiente de error es que si multiplicamos
la férmula (2.1) por cualquier constantes no nula, el método lineal multipaso no
varfa (da las mismas soluciones), sin embargo la cosntate de error esta afectada
por la constante multiplicativa usada. Por ello C}, 11 no es adecuada como medida
de precision del método. Como ya hemos mencionado con anterioridad, los erro-
res globales son de orden p si el método tiene errores locales de orden p+ 1 y es
convergente (lo cual asumiremos de momento, y se vera en capitulos posteriores).

Supongamos que arrancamos con valores iniciales exactos para el PVI

{y’(t) = f(t,y)
?/(0) = Yo

donde y; = y(t;),7=0,1,....k—1,t; = jh con t € [0,t*].
Entonces asumiendo e, (t,) = p(t,)h?+O(hPT), (esto es cierto, pero no podemos
afirmarlo en este momento), podemos escribir e, (t,) = y(t,) — y,. Por tanto, se
puede considerar

~ eg(tn)  y(tn) —yn
siendo este el error global escalado por hP. Considerando ahora la solucién exacta
del P.V.I y (2.6) se obtiene la siguiente expresion:

k k
N )0 S Bif (tsg y(tass)) = B Coiry® () +O(W2) = L(y, tn, h)
j=0

J=0

(Escribiremos L,, en vez de L(y,t,,h) por comodidad de notacién). Y ademas,
tenemos
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k k
Z QYntj — I Z Bif (tntjs Ynts) =0
j=0 §=0
Realizando la diferencia de estas dos tltimas ecuaciones deducimos que:
k k
Z ajeg(tnts) — hz B (f (tntjs Ynts) — ftntjs Ynrs — €g(tnj)) = Lan
j=0 j=0

Haciendo uso del Teorema del Valor Medio, deducimos que existe (o,1; €
(0,1) punto intermedio) tal que,

k k
> ajeg(tneg) =Y Bify(tusis y(tnss) — Tnsieq(tns))eg(tnsi) = La.
7=0 7=0

Deducimos ahora que

k k
Z ajeg(tnis) —h Z Bify(tnis y(tnsj))ei(tnrj)
=0

J=0

= WPy T (k) + O + Olhe (1)), (29)

Dividiendo ahora por h?, deducimos (suponiendo que el método es convergente)
que,

k k
D ailylturs) = P> Bify(tusss y(tnrs))eu(tars)
=0 =0

= hCp 1y P (tyr) + O(F?). (2.10)

k k k
Suponiendo consistencia se tiene que E a; = 0, g B = g Jjoj y ademas,
J=0 j=0 §=0

k
para los polinomios fundamentales o(¢) y ¢(¢) tenemos Z B =o(1).
=0

De la expresién (2.10) se obtiene, al usar la notacién J,4; = fy(tntj, Y(tnts)),

k k k
. . C
Z Oéjeg(tn+j) —h Z ﬁjJnJrj@g(thrj) =h O__I()_]'-_)l (Z ﬁjy(erl (tn+])) + O(hz)
j=0 j=0 j=0
(2.11)

Observe que la segunda parte de la igualdad se obtiene mediante el Teorema del

Valor Medio al escribir,



2.3 La constante de Error 17

(Z 5j> y P (tgn) = Z B [y (tnrg) + WP (tnn) — 97 ()]

J=0

donde y(p+1(tn+k) _y(p+1(tn+j) = (] - k>hy(p+2 (thrk) +O<h2> = O(h) Por tanto,
nos queda

K k
(Z 5;’) Y (b)) = Z Biy P (t, + jh) + O(h).
=0

J=0

Volviendo a la expresién (2.11) y despreciando los términos de orden h? nos
queda

k

k
Z O‘jég(tnﬂ') = hzﬁj (fy(tn+j> y(tnﬂ'))ég(tnﬂ') + %y(m_l(?ﬁnﬂ')) :
J=0 '

7=0
(2.12)
Suponiendo que los valores iniciales son exactos se tiene que é,(t;) =0, j =
0,1,...,k — 1. Por otro lado, la féormula (2.12) no es otra cosa que el resultado
de aplicar el mismo MLM al PVI
/ _ *
{m ) = AB)z(t) +b1), te]0,t] (213
z(0) =0,

siendo A(t)

B o(1)
multipaso (2.1

Tyt yt) y b(t) = Sor1y 1) (1), Por tanto, si el método lineal
2) converge tenemos que

1t || &(t2) = (ta) [|= 0.

Teniéndose ademas que
éy(ty) —x(t,) = O(R"), p>1. (2.14)

La solucién del problema lineal de coeficientes variables de (2.13) nos queda de
la forma:

t
z(t) = C / R(t,s)yP*Y(s)ds, C = %, (2.15)
0 o(1)

donde R(t,s) = Y (t)Y(s)™!, siendo Y () matriz fundamental de soluciones del
sistema diferencial 2'(t) = A(t)z(t). Teniendo ahora en cuenta (2.14) y (2.15) se
explica porqué la constante de error de un método lineal multipaso de orden p
viene dada por C' = (CT’H)I. Observe que los errores globales son proporcionales a
esta constante si el método convergiera.
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2.4. Métodos Irreducibles

Sean o(¢) v o(¢) las férmulas de los polinomios generadores del método
(2.1) y supongamos que tengan un factor en comin ¢(¢). Luego,

6O o0
CO=20 7Y=L

son los polinomios generadores de un nuevo método linear multipaso.
Considerando una sucesién Z, = (z, 21,...) y denotando con E el operador
desplazamiento FZ, = Z, .1 podemos escribir este nuevo método de la forma
siguiente

0" (E)yn = ho™(E)f,
Si multiplicamos esta expresién por ¢(F) observamos que cualquier solucién de
este nuevo método es también solucién del método

Por ende, deducimos que estos dos métodos son equivalentes.
Denotando por L* el nuevo operador diferencial asociado al nuevo método, y
C; 41 a su nueva constante de error se tiene que

L(y.t,h) = (E)L*(y,t,h) = Cp W o(E)y®H (1) + O(h*?) - (2.16)

Sabemos que ¢ es un polinomio de la forma o(¢) = ag+a;(+. .. +aiC”, el cual,
puede ser expresado de la forma siguiente

2(0) = P+ (D450 (DD = G+ (O (O .

Introduciendo el operador desplazamiento y una funcién regular f(¢) tenemos
que

p(E)f(t) = @(f)f(t)w’(1)(E—f)f(t)+%so”(1)(E—[)Zf(t)Jr- -y (E=1)=0(h)
Por lo que la expresion (2.16) es equivalente a

L(y,t,h) = (E)L*(y,t,h) = Cpap(L)R 1y ®H () + O(h*?)
de lo que deducimos que Cpiq = gp(l)C; 11, ¥ consecuentemente,

*
Op+1 o Cp+1

o(l)  o*(1)

Concluimos que ambos métodos tienen la misma constante de error.

Todos los calculos anteriores nos muestran que aquellos métodos multipaso con
polinomios generadores que posean factores en comin no son interesantes. Por
ello, asumiremos que o(¢) y o(¢) no tiene factores en comun.

Llamaremos métodos irreducibles a los métodos que cumplan la propiedad
anterior.
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O-Estabilidad y Primera barrera de Dalhquist

Durante el siglo XX, matematicos como Heinz Rustishauser o Germund
Dalhquist observaron que la existencia de un error local pequenio y un alto or-
den para ciertos métodos linales multipaso no implicaba que estos fueran de
utilidad, pues la solucién numérica puede presentar una considerable inestabi-
lidad incluso para tamanos de paso h muy pequenos. Cuando un método sea
estable en estas situaciones se dird que no es 0-estable. Esta teoria y sus impli-
caciones en la convergencia es la que vamos a desarrollar en este capitulo.

Para el estudio de la O-estabilidad de los métodos generales (2.1) nos centra-
remos en el comportamiento de la solucién cuando (h — 0), es decir,

ORYntk T Up—1Yntk—1 + ... + oYy = 0. (3.1)

Tomando y; = (% en (3.1), y dividiendo entre (", obtenemos el polinomio carac-
teristico de la ecuacion en diferencias anterior

0(¢) = " + e 1Ge1 4 o + g = 0. (3.2)

La magnitud de las raices del polinomio anterior caracterizaran las propiedades
de O-estabilidad del método.

Cuando las raices del polinomio caracteristico tienen multiplicidad m > 1, apa-
recen soluciones de (3.1) de la forma y, = n*~1(", Vi = 1,...,m. Tenemos asi el
siguiente resultado.

Lema 3.1. Sean (i,...,(; las raices del polinomio generador o(¢) = 0, con
ma, ..., my sus respectivas multiplicidades. Entonces la solucion general de (3.1)
viene dada por

Yn = p1(N)CY + o+ pi(n)G
donde los p;(n) son polinomios de grado m; — 1
Definicién 3.1. Los métodos multipaso (2.1) son 0-estables, si el polinomio

caracteristico o(¢) = 0 satisface la condicién de raices (root condition), es
decir, que Vi = 1,...,1, |G| < 1 y que todas las raices con mddulo 1 sean simples.
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Definiciéon 3.2. Importante destacar tres definciones basicas:

I. Los métodos se dicen fuertemente cero-estables si la inica raiz de mddulo
1 es( =1y esta es ademas simple.

11. Los métodos son débilmente cero-estables si son 0-estables y posean al-
guna raiz simple con modulo 1.

111. Los métodos que no cumplan la condicion de las raices son inestables.

Para los métodos explicitos e implicitos de Adams:

Yntk = Yn + R(Brfr + .. + Bofr—kt+1)
Yntk = Yn + A(Brfor1 + o + Bofr—r+1)

tenemos, o(¢) = ¢* — ¢¥1. Ademés de tener la raiz simple 1, hay k — 1 rafces en
0. Por lo tanto, los métodos de Adams son 0O-estables (fuertemente O-estables).
Sin embargo, los métodos de Nystrom explicitos y de Milne-Simpson, se tiene
que o(¢) = ¢* — ¢*72, con lo cual aparece una nueva raiz ¢ = —1, de médulo 1
lo que los hace débilmente cero-estables.

El siguiente teorema resume las propiedades de estabilidad de las familias de
formulas multipaso anteriormente vistas.

Teorema 3.1. Los métodos de k-pasos Adams Bashfort, Adams-Moulton, Nys-
trom y las formulas generalizas de Milne Simpson son 0-estables para todo k > 1.
Los métodos de k-pasos BDF-formulas son 0-estables para 1 < k < 6, pero ines-
tables para k > 7.

3.1. Maximo Orden Posible de Consistencia para
Métodos Lineales Multipaso 0-Estables

Es habitual en el estudio de las propiedades de convergencia de los mé-

todos, jpor qué no usar simplemente los métodos multipaso de maximo orden
de consistencia posible (puede conseguirse métodos de orden 2k con k pasos) y
olvidar las clases especiales como los métodos Adams y Nystrom?
La respuesta estd en las propiedades de 0-estabilidad de los métodos (pues ve-
remos que una condicién necesaria para convergencia es 0-estabilidad) y aunque
este hecho fue investigado por muchos autores durante la primera mitad del
siglo XX para métodos particulares, fue Germund Dahlquist quien dio el re-
sultado general que caracteriza el orden de consistencia maximo para métodos
0-estables de k pasos. Este resultado se conocoe como la “primera barrera de
Dahlquist”
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Teorema 3.2. El orden de consistencia p de un método lineal 0-estable de k-
pasos debe satisfacer que

k+2sik es par
p << k+1sik esimpar
k st el método es explicito

A continuacién veremos algunas notaciones y lemas que nos seran de gran
utilidad para la demostracion del Teorema anterior.
En primer lugar presentamos la transformacion greco-romana (de Mébius):

z+1 ¢+1
< Z =
z—1 (—1

¢ = (3.3)

Figura 3.1: Transformacion Greco-Romana

Esta transformacion lleva de forma biunivoca cualquier punto del semiplano
Re z < 0 dentro del disco |¢| < 1, el semiplano superior Im z > 0 sobre el
semiplano inferior, los puntos del eje imaginario en el circulo |(| = 1. Ademaés
(=oocuando z =1y ¢ =0 para z = —1.

Consideramos los polinomios:

R(z) = (Zgl)kmo :Z

S(2) = (Zgl)ka@ - Zb

donde ¢(() verifica condicion de las raices si y solo si las raices z; de R(z) tienen
parte real negativa 6 bien Rez; = 0 y z; es simple.
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Lema 3.2. Los métodos generales (2.1) que tienen orden de consistencia al
menos cero y son 0-estables, verifican:

(i) ar =0yap_, =2"%d(1) £0
(17) Todos los coeficientes de R(z) tienen el mismo signo

Demostracion. (i)

~ B Y (F) = St

j=0
_ 1 k
=ap+ a1z + -+ apz

Si ( =1 ¢ z = +o0i, luego dividiendo entre z¥ y tomando limite:

R(z) 1
Luego, R(z) = ap—12"t + -+ + a1z = (52)%0(¢), volvemos a dividir y tomar
limites:

lim
Z—00 zk

R _ 1)k 1 1
tim 55 =ou-s = lim G0 = el S

2 . o(Q) K
= — lim —2% = 2% /(1).
ok 1 d(1)
Demostracion. (ii)

Cc

R(z) = ap_1 [[(z+2) [T (4 w)* +03)
j=1

7j=1
teniendo en cuenta la factorizacién anterior, donde —z; son las raices reales y
—u; £ 1v; son los pares conjugados de raices complejas.

Si un polinomio tiene, por ejemplo, raices —1, 3,2 + 41 se tiene que

p(z) =k(z+1)(z—3)((z —2)* +4%), parak#0

Por tanto, para R(z) = ax_1[[;_;(z + 2;) [T5=; ((z + u;)? +v}) se tiene por
estabilidad que xz; > 0, u; > 0, entonces deducimos que todos los coeficientes
tienen el mismo signo. a
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Lema 3.3. Los métodos (2.1) tienen orden de consistencia p si, y solo si

-1 p—k p—k+1
R(z) (logz i 1) —S(z) =Cp1 <§> +0 <2) . cuando z — 00

z—1 z
(3.4)

Demostracion. Si (2.1) tiene orden de constencia p si, y sélo si

0(¢)
log(C)

—0(0) = Cpa(( =P +O(C 1", (=1

Luego, como R(z) = (55%)F0(¢)S(z) = (52)"0(¢) donde ¢ = 2t} se tiene que:

02 Y g () ro () -

z—1

R(z) 2 \""* 2 P

Y Gy =C 2

log(zy ~ 9 = G <z—1) o -
R(Z) 1 p—Fk 1 p—k+1

————S)=C - Ol -

log(z2h) ~°13) = o <z) oG

Por tanto, Cj | = 20=FC\1q, cuando z — 00 O

Lema 3.4. Los coeficientes de la serie de Laurent

+1\"" 2
log (z — 1) =5 pz = a2 — szt — (3.5)

satisfacen que pigjrq >0, Vj >0

Demostracion. Teniendo en cuenta

2 ’LU3 n

loa(1 - w w

og( —w)—w+7+?+...+7+...]wl<l

l0g1+w—2<w+w—3+w—5—|—...+ w —i—) lw| <1
1—w 3 5 2n +1 ’

haciendo el cambio w = 1 = |z| > 1 & |w| < 1, luego
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z _ _ _
25(1—,ulz 2 — pzzt — 5270

Veamos ahora que 41 >0, Vj >0

n+1

1 I 1 4 1 44
=5 BTy T 3Ty BT I T35 15 945
Buscamos el coeficiente de 272"
1 1 1 1 I 0
mt+1 Mop 1 Moy T3 gy Ty T T ey T
= los coeficientes j1; satisfacen la relacién de recurrencia:
1 1 1 1
. — [l o = 3.6
Hon-tF ghlon=s o sy g TG T S o T (36)
sustituyendo ahora n + 1 por n tenemos:
1 1 1
Mont1 + S Hon—1 + ...+ U3 + (3.7)

3 om — 1 m+1  2n+3

Multiplicando (3.7) por (2n+3) y restandole la expresion (3.6) multiplicada por
(2n + 1) nos queda que :

n—1
2n+3 2n+1
2 3) Uay, i - — -
(2n + )M2+1+ZN2+1<2(n_1)+1 2(n—z)—1>
7=0
Luego,
ot T L5y T 2 1)
Como g5 — 575 =55 > 02 1= >0=>p3 > 0= ... = g1 >0>0

O

En este punto ya poseemos las herramientas necesarias para proceder con
la demostraciéon del Teorema 3.2.

1
o4 ) (1 =z 2 =gz — sz % — .. )
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Demostracion (Teorema Dahlquist).
Insertando la serie (3.5) en la férmula (3.4) se obtiene que

2
= Pu(2) + diz7 +dez P + O(277)

!
R(z) (logz+ ) —S(z) = (a0 +arz+ ...+ ap_12"") (f e SN

donde
k—1
dy = — E H2j+1G25 = —HU1Go — (302 — UsAy4 . ..
=0
k
dy = — E H2j1102j—1 = —[3a1 — fi5a3 — f7ds . . .
=1

Todos los sumandos de d; y de ds tienen el mismo signo (por el Lema 3.3 y el
Lema 3.4). Ademas, por el Lema 3.2 se tiene que a,_; # 0.

Por tanto, dy # 0 si k es par y dy # 0 si k es impar. Se deduce, por la formula
(3.4), que si k par entonces p — k < 2y si k es impar se tiene que p — k < 1.

Las dos primeras afirmaciones del teorema han sido demostradas, veamos ahora
quepﬁkparag—’ZSO.

Asumimos, por contradiccion, que p > k. Entonces si p — k > 0 se tiene que

a a
Pk(Z):Z(go—(IQ/,Ll—CMMg—...)+<§1—CL3,LL1—CL5IU3—...>+...:S(Z).

Para p1; = 0 con j par, se cumple la siguiente igualdad:

S() = R(2) (5 -y Mj2j> > (i usasj> (Y

J=1 \s=j

tomando z = 1 obtenemos
S(1) = k=1 /k-1 1
i~ (3-50) (o) st
j=1 j=1 \s=j

que teniendo en cuenta que

k
S(2) =52 Y Bilz+ 1) (z—1)"7 = 8(1) = 2%&2’“ = Bk
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k k k—1
1 | y
R(z) = 2720@‘(2 +1)(z— 1) = Zajz'“ = S(1)=ap = Zaj
J=0 =0 =0
Bk

y que todos los a; tienen el mismos signo que a,_1, se concluye que o > 0, lo
cual es una contradiccion.
Por el lema 3.4, z — 1, se tiene que

> 1
;u]:g-

Luego el primer sumando de (3.8) es estrictamente positivo. Utilizando de forma
aditiva el lema 3.2 se demuestra de forma similar la no negatividad del segundo
sumando.

O

Los métodos multipaso O-estables que alcanzan el orden mas alto posible
k + 2 tienen una estructura muy especial.

Se denominan métodos simétricos a aquellos que coinciden con su adjunto.
Es decir, los que verifican

Qj = —Qp—j, B = Br-s 7=0,1,....k

La regla Trapezoidal es un método simétrico (observe que se llega el mismo valor
si se da un paso de tamano h y luego un paso hacia atras con paso —h):

h
Ynt+1 — Yn = E[fn + fus1], que aplicando la R.T. con paso —h tenemos:
h h
Yn—1 —Yn = _§[fn + fn—i—l] = YUn — Ynt1l = _E[fn—f—l + fn]

h
& Ynt1l — Yn = §[fn + fn-f—l]

Teorema 3.3. Los métodos multipaso 0-estables de orden k + 2 son simétricos.
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Convergencia de los métodos multipaso

Dahlquist fue el primero en presentar una demostracion de la convergencia
general para los métodos lineales (g, o), dando condiciones necesarias y suficien-
tes de la misma. Se introdujo posterioremente, usando las ideas de Butcher, una
forma mas elegante de probar los resultados de convergencia previamente obte-
nidos por Dahlquist. Las ideas de Butcher se basaban en plantear las féormulas
multipaso como férmulas de un paso en un espacio dimensional superior. Esta
formulacién permite dar caracaterizaciones algebraicas elegantes de estabilidad
y ademas es idoneo porque se generaliza facilmente para el andlisis de los méto-
dos multipaso cuando el paso de integracion es variable.

No se puede esperar una convergencia razonable de los métodos numéricos, si el
problema de la ecuacién diferencial

y/ - f(ta y)v y(tO) =Y (41)

no posee una solucién tnica. Por lo tanto, asumimos como hemos hecho desde
el principio las siguientes hipotesis,

f es continua en D = {(t,y);t € [to,t"], || y(t) —y |[|< b} (4.2)

donde y(t) es la solucién exacta de (4.1) y b algin nimero positivo. Ademas,
asumimos que f satisface la condicién de Lipschitz, es decir,

Ifty) = fE2) IS Llly—=| para(ty),(tz) €D (4.3)

Si aplicamos los métodos multipaso (2.1) con tamano de paso h al problema
(4.1) obtenemos una secuencia de soluciones y;. Ademéds, dados ¢ y h tales que
(t — to)/h = m es un ntmero entero, usaremos la siguiente notacién para la
soluciéon numérica sobre el punto ¢:

Yn(t) = Yn, sit—to=nh. (4.4)
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Definicién 4.1. Presentamos las definiciones de convergencia y de convergen-
cia de orden p:

i) Los métodos lineales multipaso (2.1) son convergentes, si para todos los

(PVI) (.1) satisfacen (4.2) y (4.5),
y(t) —yp(t) =0, h—0, tE€ [ty,t"]
stempre que los valores iniciales satisfagan
y(to + th) — hy(to +ih) -0, h—0, i=0,1,...,k—1

it) El método (2.1) es convergente de orden p, si para cualquier problema
(4.1) con f suficientemente diferenciable, existe un hy positivo tal que

I y(t) —yn(t) |< ChP, para h < hg
stempre que los valores iniciales satisfagan
| y(to +ih) — yn(to +ih) ||< Coh?,  para h < hg, i =0,1,....k —1

Asumimos claramente mediante esta definiciéon que existe una solucién de
(4.1) en [to, t*].

El objetivo de esta seccién es demostrar que la estabilidad junto con la con-
sistencia son condiciones necesarias y suficientes para la convergencia de los
métodos multipaso. Esto se expresa en el famoso resultado

convergencia = establidad 4 consistencia

Teorema 4.1. Si el método multipaso (2.1) es convergente, entonces necesaria-
mente presenta

i) 0-estabilidad
it) Consistencia (consistencia de orden 1) <= (1) =0A ¢'(1) = o(1)

Teniendo en cuenta la estructura de los métodos (2.1) !, procedemos a la
demostracién del teorema.

Demostracion. i) Convergencia = 0-estabilidad

Aplicamos los métodos (2.1) para el PVI

k k k k
Yo(Q) = i’ o(Q) =D Bi¢" Y aynts =h Y Bifurss donde fuij = f(tnsjs Ynts)
j=0 j=0

j=0 j=0
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o
y(0) =0

donde se tiene que h = %, (h - 0< N — 00).

k
Sif=0=> ayus;=0n=01,..,N—k (4.5)
§=0
Elegiremos ahora valores iniciales convenientes y(()h),y§h), ...,y,ih_)l de modo que

limy, o yi(h) =0 (:=0,1,...,k —1). Recordando que las soluciones de (4.5)

vienen dadas mediante combinaciones lineales de las potencias de las raices del
polinomio caracteristico:

o) =0= Zajcj =0 (4.6)

Sea (; una raiz arbitraria de o((), veamos que |(1| < 1 o bien si se tiene |(;| =1
entonces (; es simple:

Si 3|¢1| > 1 = y, = h(¢] cumple la ecuacién (4.5) y la condicién impuesta a los
valores iniciales, pues si h — 0 entonces y; = h(} — 0 parai = 0,1,....k — 1.
Por otro lado, tenemos que

yn =yp(t*) = h((l)N = h(@)t*/h de donde deducimos que

|t*/h

lyn| =h|G|)" " — oo,  por lo tanto |¢; > 1, llegando asi a una contradiccién.

Si |(1] = 1 y tiene multiplicidad mayor que 1, entonces
yn = Vh ngy’

es una solucién particular de (4.5) que ademas verifica y;(h) — 0 cuando h — 0
parai=0,1,....k — 1.
Por otro lado, Yy = y,(t*) = NVh(()Y, y tomando ahora | - |, se tiene:

t* t*
‘yAﬂ :=<A]V/E’C1’N>:: pJ\/E::: ?;\/”‘:: 2;6; — 0Q, h — 0.

Para ambos casos se obtienen soluciones que no convergen a la solucién exacta
y = 0 en el punto ¢ = t*. Esto nos lleva a una contradiccion con la hipdtesis de
convergencia. Por tanto, el método (2.1) debe ser O-estable.

O
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Demostracion. ii) Convergencia =-Consistencia.

o
y(0) =1

cuya solucién es y(t) = 1 para t € [0, 1]. Aplicamos el método siguiente :

Tomando el PVI :

k
Zozjynﬂ =0, n=0,1,.... N —k
5=0

(4.7)
Yo=1, n=0,1,...k—1
Si escribimos n = N — k, con N = %, tenemos:
k k
Zaij_k+j = aoyN—k“f‘alyN—k—&-l'f‘m"’akyN = 0 = Zajyh(t*+(j_k)h) = 0
j=0 Jj=0

Tomando h — 0 en (4.7), se tiene que limy, o yp(t*+ (j — k)h) = lmyp_0 y, (t*) =

k
1= Z a; = (1) = 0. (Primera condicién de consistencia).
=0

y =1
y(0) =0
con solucién y(t) =t = y(t*) =t, (t* =Nh < h=5 N — 0o < h—0).
Aplicamos el método multipaso

Para probar la segunda condiciéon de consistencia elegimos el PVI {

k

k k
Z&jyn+j = hZijn+j = hZBJ = hO’(l)
j=0 J=0

§=0
Buscamos una solucion del método de la forma y,, = Ct,,, con C' = z%, (1) #
0, ademas se tiene que C' = 1 por convergencia. Por tanto, se tiene:

Zajynﬂ = ho(1) = Zosz'(n +j)h =ho(1) & hC Y (n+ jla; = ho(1)

J=0 J=0

Es bastante notable y sorprendente que las condiciones i) y ii) del Teorema
anterior, obtenidas de exigir convergencia sobre ecuaciones diferenciales muy
simples ¢y’ = 0y 3/ = 1, resulten no solo necesarias sino también suficientes para
la convergencia. Esto lo veremos en las préximas sesiones de este capitulo.
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4.1. Formulacién como método de un solo paso

Estamos en el punto en que es 1til reescribir un método multipaso como
un método de un paso en un espacio dimensional superior.
Los métodos (2.1) pueden ser escritos de la forma

k—1 k
. B;
Yn+k = — Z a_iyn+j + Z Oé_ifn+j (48)
=0 =0

ademas, trabajaremos con el supervector
T T T T ko
Yn = (yn+k—1’ o Ynats yn) eR™ Yntj € R™

donde m es la dimensién de la ecuacién diferencial.
El método multipaso (4.8) puede ser escrito de forma compacta como

Yoo = (A® I)Y, + hd(ty, Y, h) (4.9)
siendo,
Yl = Gl s A= | o 00D
0 O 1 0

donde ® denota el producto de Kronecker A ® B = (a;;B). En este caso A® [
es matriz de bloques de dimension mk con bloques (m,m). Para una mayor
sencillez de presentacién supondremos a veces que m =1y A® [ = A.

La primera componente de (4.9) seria de la forma

(073 (0770 «
Yn+k = — lynJrkfl - Qyn+k72--- - _Oyn + h@(tn; Yn7 h)
Qg k Qy

=

k
donde @,k (tn, Yo, h) = Z jf(tn+j,yn+j), deduciendo asi @;(t,,Y,,h) = 0,
—
7=0
parai=n-+k —1,...,n+ 1. Por tanto,
D(tn, Yo, h) = (1 @ ¥ (t,,Y,, h), dondee; = (1,0,..,0)"
y
k-1 k—1
U =U(t,, Yo, h) =Y Bif(tn + jhynss) + hBLS (tn +kh, b0 =Y a;yn+j>

=0 =0
(4.10)
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con

,. = &7 al. = %

P

La formula implicita (4.10) se deduce de la expresion (4.8):

k—1

Yntk = — Z XYy + W (4.11)
=0

donde

k k
U = Zﬁ;fnJrj = Zﬁ;’f(trwrja yn+j)
j=0 J=0

k—1

= Zﬁ;-f(tn + 30 Yng) + B nskes Yntk) 5 Ynik & Yo
=0

sustituyendo ahora (4.11) en f,x se obtiene (4.10).

Los siguientes lemas expresan los conceptos de orden y estabilidad en esta nueva
notacion.

Lema 4.1. Sea y(t) la solucién del problema (4.1). Paran = 0,1,2, ... definimos
el vector Y, 11 como la solucion numérica de un paso tal que

Vi1 = (A® I)Y, + hd(t,,Y,, h)
con valores inciales exactos

Y(t,)" = (y(tn+k—1)T>y(tn+k—2)T» -~-ay(tn)T)

i) Si el método (2.1) es de orden 1 y satisface (4.2), entonces existe hy > 0 tal
que para h < hyg,

—k

S

1Y (tys1) = Your < hw(h), 0<n <

donde w(h) — 0, cuando h — 0.
i1) Si el método multipaso (2.1) es de orden p y f es suficientemente diferenciable,
entonces existe una constante M tal que para un h suficientemente pequeno

~

% t
1Y (tns1) = Yo [|< MAPT 0<n < y k

Demostracion trivial mediante las definiciones de error local y orden de
consistencia ya vistas en los capitulos anteriores.
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Lema 4.2. Suponiendo que el método multipaso (2.1) es 0-estable. Entonces
existe una norma vectorial (en R™*) tal que la matriz A de (4.9) satisface

A<
en la norma matricial subordinada.

Demostracion. Si el método multipaso (2.1) es O-estable = los autovalores de
modulo 1 son simples y solo pueden tener multiplicidad algebraica mayor que 1
(ta(A) > 1) cuando |A| < 1.

El polinomio caracteristico de la matriz A es el polinomio caracteristico del
k

método (2.1),siendo p(¢) = Z a;¢’ el que nos interesa para la O-estabilidad.
=0

Por la forma de Jordan 3T € C** tal que
T AT = J = blockdiag(Jy, Jo, ..., J,.)

es decir

(/1) () N1
TLAT = . ,donde J=| . q| Ldimg>1

() g
(4.12)
En la matriz (4.12) se pueden ordenar los bloques de Jordan, es decir, los pri-
meros bloques pueden elegirse de modo que tengan los autovalores simples (en
particular los de médulo 1) y después colocamos el resto de bloques de dimen-
siones superiores.

Considerando ahora la matriz

N1 -0
J = 0 A , dim J; =m
: 1
0 --- \
la premultiplicamos por
10 - 0
1
Dy (e) =
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y lo postmultiplicamos por D;(€), se tiene que

Ae- 0
_ 0N .
D) - Ji-Di(e) = | = By(e)
. . €
0 - N

Tomando || - ||, se observa que || Bi(€) ||oo= |Ni| +€ =] B(e) ||< 1 si el método
(2.1) es 0-estable. Consideramos un € > 0 tal que e+ Maz|\| < 1 donde |\| < 1
y A; es autovalor de A. Por tanto,

Si T AT =J — B YT 'ATB(e) = J.

donde
Bi(e)
B(e) =
B, (e)
Llamamos T, = T'B(e), T.' = B~ ()T,
T AT, = J. (4.13)
donde
Ji(€) A€
Je: , para Jl<€>: LTl e
Jr(€) Y

Deducimos asi que || J¢ ||o= 1, por la 0-estabilidad. (Recuérdese que las normas
son equivalentes en espacios de dimensién finita).
O

4.2. Demostracién de la convergencia

Ahora se puede establecer el teorema de convergencia para métodos mul-
tipaso.

Teorema 4.2. Si el método multipaso (2.1) es 0-estable y de orden 1 entonces es
convergente. Si el método (2.1) es 0-estable y de orden p entonces es convergente
y de orden p.

Demostracion. Probaremos solo la segunda parte del Teorema, pues la primera
consiste en repetir practicamente los mismos argumentos que veremos a conti-
nuacion.
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Supongamos sin pérdida de generalidad que f(t,y) estd definida para todo
y € R™ [to, t*] v satisface la condicién de Lipschitz

1f(ty) = Ft2) < Ly =21,

para z € R™. Ademds, f € CP([ty,t*] x R™. Veamos que la funciéon ¥ esta
definida de la forma

k—1 k—1
U =U(ty, Yo, h) =Y Bif (tutih, Ynss) +hBLS (tn + kh, b =) a;ynﬂ-) , W e R™*

j=0 7=0

es Lipschitz respecto al argumento central YT = (yi,, ,...,9, ). Llamando
V' = Ynsp1 - n) Yy ¥ =¥(tn, Yy, h) comprobamos que

siendo L* la constante de Lipschitz. Estudiando la primera parte de la desigual-
dad se tiene

k-1
v — Ep = B; (f(tn+j> yn-i-j) - f(tn-‘rja gn-‘rj)) +
=0
k-1 k-1
BLlf (b R =~ Bitmsg) = f (i R = Binsi)],
=0 =0
tomando || - ||, y por desigualdad triangular tenemos que
k-1 k-1
10 =@ <D B Yns = G 1| HIBLL N & =) = B (Yt — Tnss) |l
Jj=0 7=0
k-1 k-1
& —w|< Z BNl s = Ty | HRLIBL | & = || +L[ 3] Z |Bjlnts = Un |l

k-1
(L= hLIB) | & =& (|< LY (18 + 1BIBD | s — T I,
§=0

Escribiendo v; = |8} +|8.] - |8}], y tomando un hg > |h| tal que 1 —hoL|B;] < 1
se obtiene la siguiente desigualdad

k—1

- L
V1< oS [ Yss — Ty |-
H H (1—h0L‘ﬁ;€|) g JH +J +J H
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Definimos ahora una nueva norma;

Y= mx s

Por tanto, R R
| =l <C-|lY =Y,
donde
I k-1
C=——— . para V|h| <h

El resto de la demostracién procede ahora de la misma manera que para los
métodos de un solo paso. Teniendo en cuenta los procesos

Yn+1 :(A ® [)Yn + h¢(tn7 Yna h)
Ynﬂ =(A® I))A/n + ho(tn, Y, h) +¢,, siendo ¢, el error local

donde ffn es la solucion exacta. Definimos el error global €, := }Afn —Y,,, entonces:
€ns1 = (A® Dep 4+ h(G(tn, Yo, h) — ¢(tn, Yo, h)) + €y
tomando norma ahora, se tiene

lenia 1< TAS L - [l en || +hL" [ €n |

<M e |+ I G 1< e (e

< p(n+1)hL*

+ [ | <A +RLY) |l en |+ [ £a |

€1 |+l oot D+ G |IS -

eo ||+ Cu I+ Nl by I+ || Lz | 4+ + €™ [ 4o |])
= el | g || 405 (1 4 T g 2T e,

donde

0 = max || ¢; ||< CrPT
0<j<n

Luego, se tiene

* *
nhL 6hL -1

* e
w1 €2 o | 46 E
* €t"+1L* - ]_
Fensr < e ]l e | T

y como e > 14 hL* para * > 0, podemos escribir

etnt1l” _ 1
h L~
Por tanto, si || € [|= O(h?) =|| €, [|< O(hP)

tny1L* 1

* 6
S eL tn+1 H €0 H +Chp I

Fensa 1< e Jleo || +€°
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En este capitulo estudiamos que restricciones se imponen al tamano de
paso “h” para realizar integraciones estables (obtener soluciones acotadas) en
sistemas lineales 3/ (t) = Jy(t) para intervalos largos (en realidad semi-infinitos,
t € I = [ty,00) en caso del que el sistema sea estable Lyapunov, Re A\(J) < 0.

Aplicando un MLM (p, o) (métodos (2.1)) de k-pasos al sistema auténomo con
coeficientes constantes 3’ = Jy, se obtiene

k k
D iyt =0T Bt (5.1)
=0 =0

y suponiendo ahora que J diagonalizable, es decir J = SDS~! con D matriz
diagonal, podemos escribir (5.1) en la forma

k k
Z AlYptj = hSZ BjDSilynJrj, (52)
7=0 7=0

observe que en este caso S es una matriz regular cuyos vectores columna son
vectores propios de J y D es la matriz diagonal formada por los valores propios
de J, ordenados acorde a los autovectores correspondientes (columnas de S).

Expresensado el vector ¢, = (yn,;)i~; como combinacion lineal de los autovecto-
res, T, = S7'y, & Sz, = y,, y premultiplicando por S~! en (5.2) obtenemos

las siguientes expresiones

k k k k
E Tptj = h E BiDxypyj <= g Tntji = N g BiNiTnyji i=1,2,...m
J=0 J=0 J=0 J=0
k

— Z(Oéj — i) Ty =0, py = hX;

j=0
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La ultima expresion es equivalente a que apliquemos el al M.L.M (g, o) al pro-
blema (test de Dahlquist)

y@t) =X AreC,
obteniendo de este modo la ecuacion siguiente

> () = 1By)yni; =0 (5.3)

J=0

la cual utilizaremos para el estudio de la estabilidad lineal.

5.1. La Region de Estabilidad

Analizando el polinomio caracteristico de (5.3) se obtiene

M»

(¢ ) = 0(¢) — uB)G = (5.4)

J=0

que depende del parametro complejo p, y denotaremos por (;(u), i =1, ...,k a
las k raices del polinomio.Las soluciones de (5.3) estdn uniformemente acotadas
si y s6lo si w((; ) verifica la condicién de las raices (C.R).

Asi pues, se denomina dominio de estabilidad absoluta S del método li-
neal (p,0) al conjunto

S ={pueC|n(p) verifica la C.R y tiene grado exacto k}
Definicién 5.1. El MLM (p,0) presenta A-estabilidad si C~ C S.

A veces es desesable considerar S como un subconjunto del plano complejo
ampliado (la esfera de Riemann C), en este caso definiremos el dominio de
estabilidad por

S ={pueCuU{oo} | m(¢; ) verifica la C.R y tiene grado exacto k}
El punto del infinito pertenecera a .S si y sélo si el polinomio ¢ verifica la C.R,
es decir, w((; u) = 0. Esto equivale a
1
—0(¢) —o(¢) =0
1

y para p = oo las raices de 7((; ) son las de o(().

Para el caso de u = 0, 7({;0) = o(¢) y la condicién de estabilidad se reduce al
capitulo III de la 0-estabilidad. Esta claro que para todo método 0O-estable 0 € S.
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Teorema 5.1. Todas las soluciones del M.L.M (p, o) estin acotada paray’ = Jy
con J diagonalizable si y sélo si h\ € S,VYA € o(J)

[lustraremos el dominio de estabilidad usando como ejemplo particular el
método explicito de Adams de orden 4

h
yn+4 - yn+3 + ﬂ(55fn+3 - 59fn+2 "’ 37fn+1 - 9fn)7

siendo su polinomio caracteristico 7((; 1) = 0 de la forma

95

59 37 9
= (U g g = Sl + op =0, (5.5)

Observacion: Debe recordarse que todos las funciones meroformas de varia-
ble compleja ¢ = f(z) son conformes (conservan los angulos y la orientacion) en
un dominio D con tal que f’(z) # 0, Vz € D.

Sea (1 = (i(p) raiz del polinomio (5.7) tal que (;(0) = 1. Aplicando el de-

sarrollo de Taylor se tiene que ¢;(p) = 1+ ¢{(0)n + O(p?), por tanto, derivando
7(Cy; p) con respecto de p se tiene

0'(G)¢i () = a(Cr) — po'(G) G (1) =0,

y sustituyendo en p = 0

J(1)G(1) = a(1) =0 = ([(0) = -~

fb\
—~

—_
~—

Teniendo en cuenta las condiciones de consistencia (o(1) =0, ¢'(1) # 0,0(1) =
0'(1)), llegamos a que
Cu(k) =1+ p+0(u?)

Esta expresion nos dice que si p se desplaza localmente al semiplano complejo
izquierdo la raiz |(;(p)| < 1, es decir, ¢;(p) se mueve dentro del disco unidad.

The Boundary Locus. La localizacién de la frontera para el dominio de esta-
bilidad S consiste en encontrar aquellos valores de u para que alguna raiz (;(u)
tenga modulo 1.

Luego, si |¢| = 1 = ¢ = € = cos +isen § para algtin § € (—7, 7], se tiene que

o(e") = po(e") =0 = p = 52233

Por tanto, podemos definir el Boundary Locus como el conjunto
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o(e”)

BL={neClu=""7

0 € (—m,m} (5.6)

A continuaciéon damos el siguiente resultado que relaciona el BL con la fronte-
ra del dominio de estabilidad 0S. La demostracion usa conceptos topoldgicos
bésicos y la omitiremos por brevedad.

Teorema 5.2. Para un MLM (p,0), el Boundary Locus (5.6) contiene a la

frontera del Dominio de Estabilidad lineal 0S. Ademds el BL divide al plano
complejo en un numero finito de componentes simplemente conexas abiertas S;,

y se tiene que si un punto z € S; N Int(S), entonces S; C Int(S). Y si z € S;
verifica z ¢ Int(S) entonces S; N Int(S) = 0.

5.2. Ejemplos

La idea para obtener el BL de un método multipaso es sustituir y,, por (",
siendo ¢ = €, y despejar p.
Considerando el método

k k
> yni; = h D> Bifur; =0
j=0 j=0

aplicado al test de Dahlquist 3y’ = Ay, se obtiene

K K
Y Ynrs = 1Y Biyns; =0, = hA
=0 =0

sustityendo ahora por vy, = (" y diviendo por ("

k
‘ ¢ 2 ¢ (©)
Dol =nd B¢ = p=— =T
j=0 j=0 S8,

=0
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5.2.1. Métodos de Adams

Los métodos explicitos de Adams (vedse seccién 1.1) aplicados al problema
Yy’ = Ay nos dan

k—1

1
. . —8
Yntt = Yo T 1YYV Yoy con %:(—1)’/ ( .)ds.
0

j=0 J
Sustituyendo ahora por y, = (" y diviendo por ("

k—1 ‘ C_l
C—lz,uZ%‘(l—C_l)j ==
i=0 2{:7@(1'—'C_1)j

J=0

obteniéndose asi el BL, para el anterior valor de y, de la forma

BL={u®) €C :¢=¢"0¢c]0,2n)}

Para el caso de los métodos de Adams explicitos y & = 1, se obtiene que
BL, = {e% : 6 € [0,27)}(circulo del método de Euler). Se puede observar
en la figura 5.1 como el dominio de estabilidad decrece a media que se incre-
menta el orden.

De forma muy similar se obtien el BL para los métodos implicitos de Adams
(seccion 1.2)

k1 1
Yni1 = Yn + ujzovj-‘ V! Yni1, con ) = (—1)j/0 (_S; 1) ds.
Sustituyendo y,, = (" y diviendo por ¢"!
k-1 .
T ) D TE Ry RN :
7= V(L=

Jj=0

Para k = 1, se obtiene la regla trapezoidal la cual es A-estable. Para k = 2, 3, 4, 5,
los dominios de estabilidad son mucho més grandes que los de los métodos ex-
plicitos (vedse figura 5.2).

En la figura 5.2, los dominios de estabilidad de los métodos de Adams inclu-
yen las componentes conexas del BL que tienen para real negativa y que estan
acotadas.



42 5 Teoria Estabilidad Lineal

L
i

< =

Figura 5.1: BL de Adams Bashforth de orden k = 2,3,4,5

- g

Figura 5.2: BL de Adams Moulton de orden k£ = 2,3,4,5

Q
(L

5.2.2. Meétodos de Nystrom

Utilizaremos el ejemplo particular de Nystrom explicito para k = 1, la regla
del punto medio:
Ynt+1 = Yn—1 + thn

obteniendo la ecuacién 7((; )

(—¢!
2

C-1-2u=0=p=
sustituyendo por ¢ = €% se obtiene que 1 = isen 6.

La curva del BL se mueve hacia arriba y abajo del eje imaginario entre 4.
Todos los autovalores en el interior del semiplano negativo conducen a inesta-
bilidades computacionales. Esto es causado por la segunda raiz de ¢(¢), la cual
se desplaza fuera del circulo unidad cuando p se mueve hacia la izquierda. Por
ejemplo, si tomamos pu = —1

G=-1+2

C—-14+20=0=
G=-1-V2=[G|>1

Este fenémeno es conocido como estabilidad débil de la regla del punto medio

y fue el punto de partida de los estudios de estabilidad lineal emprendidos por

Dahlquist desde mediados de los anos cincuenta del siglo XX.
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5.2.3. Métodos BDF

The backward differentiation formulas (véase seccion 1.7) presenta su BL
de la forma

k
= ZO%(l — Y, (=¢"0e|0,2n).

Se observa en la figura 5.3 que para k = 3,4,5 los métodos pierden cada vez
mas estabilidad en una parte del eje imaginario. En la figura 5.3, las regiones de
estabilidad de los BDF son las que quedan fuera de las regiones acotadas. Solo
presentan A-stabilidad (L-estabilidad) los casos k =1, 2.

N Y

Figura 5.3: BL. de Adams Moulton de orden k = 2,3,4,5

5.3. La Segunda Barrera Dahlquist

Desde los anos veinte hasta los anos sesenta del siglo XX, muchos ana-
listas numéricos buscaron en vano la obtenciéon de métodos lineales multipaso
A-estables para integrar sistemas lineales estables Lyapunov en intervalos lar-
gos. Fué Dahlquist en 1963, quien prob6 por primera vez el teorema conocido
como segunda barrera de Dahlquist. Antes de probar ese resultado necesitamos
el siguiente teorema previo.

Teorema 5.3. Sea un método lineal multipaso (o, 0) irreducible, entonces

A-estable < Re (%) >0 V|¢|>1 (5.7)

Demostracion. Veamos primero que A-estabilidad =Re (%) > 0,V[C] > 1.

A-estabilidad implica que C~ C S(dominio de estabilidad), es decir, para Re
p < 0 dado, las raices del polinomio o(¢) — po(¢) = 0 cumplen la condicién de
las raices. Luego,

0(¢)
a(¢)

Re,ug()(:)<Re §O=>|(|§1),
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esto es equivalente a

|Q|>1:>Re<%>>0

Probemos ahora que Re (%) > 0,V|¢| > 1 = A-estabilidad.

Fijamos o con Re pp < 0y sea (y una raiz de o((y) — poo(¢p) = 0. Por tanto,
nos bastara con probar que (y verifica la condicién de las raices. Se tiene que
o(Co) # 0, pues en caso contrario o(¢y) = 0 = 0({y) = 0 = {p,0} tienen una
raiz en comun, llegando asi a la contradiccion de que el método seria reducible.

_ 0(C)
Por lo tanto, py = o (c0)

. Q(Co)
o= a(Co)

Si |G| > 1= Re (g(ég))) > 0 por hipdtesis, llegando nuevamente a una contra-

[

diccién pues Re py < 0. Deducimos pues que, |(p] < 1.Falta por demostrar que
(o es una raiz simple si |(y| = 1.

Por un argumento de continuidad de (5.7) se sigue que |(o| =1y Re pg < 0 es
absurdo. Por tanto, |(y| = 1 implica que Re 1o = 0. Desarrollando en un entorno
de (o, se obtiene que

%—uo:01<<—<o)+cz<<—<o>2+---

Si 7 = 0, se tendria que

Re (%—uo) =Re (Co(¢ —¢)*+...) =Re (%)

llegando a una contradiccion, pues Re (¢ — (y)? < 0 para algtin || > 1 con ( tan
préximo como se quiera a ¢y (Observe que (¢ — (p)? gira da una vuelta completa
cuando (¢ — (o) gira media vuelta). Luego, C; # 0 para

%—Hoz (€= Co)(C1+Co(¢ —Co) +-.)
apreciandose asi, que (j es raiz simple. O

Teorema 5.4 (Segunda Barrera Dahlquist). Sea un MLM (p,0) A-estable e
irreducible, entonces su orden de consistencia

i) p<2
1

i1) p = 2 = la constante de error satisface que C' < T

siendo —1—12 = C'r la constante de error de la regla trapezoidal.
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Demostracion. Orden de consistencia p impica que
o(e") — ha(e") = Cp BPT + O(RP*?)  h— 0 (5.8)

Sabiendo que o(e”) = o (1 +h+ g—? +.. ) y llamando ahora b = 1+h+§+. 4

1
o(e") = 9(1)4—@’(1)1)—1—5@”(1)1)2—1-. .= 04+o(D)h+O(R*), h—0, o(l)#0
Diviendo la expresién (5.8) entre ho(e"), se obtiene
1 h
L_ole) =Ch ' +0O(), h—0, C= Co1 constante de error

h o o(eh) o(1)
Realizando el cambio de variable e = ( & h =In¢ (h - 0 & ( = 1),y
teniendo en cuenta que In¢ = (¢ — 1) + O(¢ — 1)%,¢ — 1, se tiene que

1 o)

e ag = O 01y, (o (5.9)
Para la regla trapezoidal (A-estable), se tiene entonces que
1 or(¢) _ i(( — D40 - 1)2’ (=1 (5.10)

¢ or(Q) 12
Restando (5.10) y (5.9), deducimos que

(O A PR A W 2
A =2~ o (o 12)@ 1)+ O — 1) (5.11)

Luego, si el método tiene orden p = 2 entonces C' es la constante de error del
método, pero si p > 2 se tiene que C' = 0. Teniendo en cuenta estas afirmaciones

junto con Re(gT(O> = 0si|(|] =1y que A-estabilidad implica Re<ﬁ> > 0 si

or(¢) G
|| > 1, concluimos que

¢—Co

Por tanto, d(¢) es una funcién analitica en || > 1 y en { = co. Por tanto, Re
d(¢) alcanza su maximo y su minimo en la frontera |(| = 1. Entonces,

si Red({)>0 en [(|=1=Red(()>0 en [{|>1
Eligiendo ahora ( =1+ ¢, con Re € > 0y |¢] < 1, y teniendo en cuenta (5.11)

tenemos que

0 <Red(() = <—C — %) e+ O(e?), (5.12)

pero esto es imposible si C' = 0, por lo que C # 0 = p = 2, demostrando
asi la primera parte del teorema. Para que se cumpla (5.12) se debe dar Re
(—C’ — %) >0=0< —%, concluyendo asi la demostracion.

O
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A continuacion ilustramos la teoria de la estabilidad lineal usando el pro-
blema dado en el capitulo 1 (1.6)-(1.8), con valor de N = 19 lo con implica
h = Az = 1/20. En este caso todos los autovalores de la matriz D son negativos
y estan distribuidos en el intervalo (—800,0). Los métodos BDFy con k£ < 6 no
tienen problema alguno para integrar este problema pues sus regiones de esta-
bildad contienen al semieje real negativo. Esto puede apreciarse en la Tabla 5.1,
donde hemos usado el BDFy, el cual da buenos resultados incluso para valores
At grandes. Sin embargo, los métodos implicitos de Adams (los explicitos tienen
mayores problemas de estabilidad) deben verificar, para realizar integraciones
estables, que —800At € Sy, siendo S el dominio del Adams implicito de k£ pa-
sos. Para ilustrar estos hechos hemos usado el método implicito de Adams con
k = 3, el cual nos lleva a una restricciéon en el tamaifio de paso de

3
At <1:=—=237510"3.
77800

En la Tabla 5.2 puede verse que si At > 7 las integraciones son inestables, mien-
tras que cuando At < 7 estas no presentan ningiin problema de convergencia.

BDF4| At =20 | At =271 | At=2"2 | At=2"3 | At=2"* | At=2"% | At=2"% | At=2""7
4.5993e-02] 1.3438e-04 | 7.5314e-06 | 4.2889¢-07 | 2.4002¢-08 | 1.4233¢-09 | 8.6660e-11 | 5.3457e-12
P 8.4189e+00|4.1573e+004.1342¢+00|4.1594e+00|4.0758¢+00|4.0377e+00|4.0189e+00

Tabla 5.1: Errores en el punto final t* = 2 con el método BDF de k = 4 pasos
(orden 4), usando los At indicados y valores de arranque adicionales exactos. El
orden del método puede leerse como p ~ log,(e(At)/e(271 At)). Hemos usado en
este caso N = 19.

AMs| At=2"% | At=2"" | At=2"% |[At=2"" [At=2""0|At =27 At =272 |Ar =271
[3.7571e+25[1.8701e+51]3.3731e+68[2.9201e-07|1.1952¢-15[2.2714e-15|2.4964e-15]1.0355¢-14

Tabla 5.2: Errores en el punto final t* = 2 con el método Admas Moulton de
k = 3 pasos (orden 4), usando los At indicados y valores de arranque adicionales
exactos. Hemos usado en este caso N = 19. Vemos que aparecen inestablidades
para valores de At > 3/800.



Conclusiones

“Ninguna investigacion humana puede ser llamada ciencia real si no puede

demostrarse matemdticamente”. Leonardo da Vinci

Este trabajo de fin de grado se apoya en el entendimiento y manejo de las
siguientes areas:

Los Métodos Numéricos son el pilar de conocimiento necesario para poder
realizar y comprender la base de este trabajo, al igual que el uso de programas
tales como Matlab para poder computar ejemplos y ver sus comportamientos.
Todas las asignaturas de la rama del Andlisis Matematico son de vital im-
portancia para el desarrollo de las demostraciones y formulas planteadas en
el trabajo.

Tener nociones béasicas de Topologia, en especial, la Teoria de Conjuntos es
de gran ayuda para facilitar el entendimiento de algunos conceptos.

El gran desarrollo tedrico y el planteamiento de algunos ejemplos nos han per-
mito obtener algunas conclusiones muy claras y destacables:

El proceso de crear un método numérico para la resolucion de EDOs no
es trivial. Se requiere conocer conceptos como el orden de consistencia, la
estabilidad, etc.

El planteamiento de las férmulas multipaso como férmulas de un paso en
un espacio dimensional superior permite dar caracaterizaciones algebraicas
elegantes de estabilidad, facilitando asi, el estudio de los métodos multipaso
cuando el paso de integracion es variable.

La importancia de la eleccién del tamano de paso “h” para la realizacion de
integraciones estables.
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Abstract ‘

his paper is dedicated to the study of multistep linear methods following
the line presented by Ernst Hairer, along with other mathematicians, in
two of his books. Tt will begin by commenting on some classic methods
developed during history (Adams Bashforth, Adams Moulton,. . .), and
will continue in the following chapters with general multistep methods
focusing on the study of order, stability and convergence properties .
Important results will be discussed and demonstrated, as well as two of
the theorems established throughout the 20th century by the great math-
ematician Dahlquist, which take a crucial role in the study of stability.

1. Classical Linear Multistep Methods

here are families of classical multistep methods developed through-
T out the history of numerical analysis in the 20th century. A very
famous example is the explicit k-step Adams method, also known as
Adams-Bashforth methods.
k-1 )
Yn+1 = Yn + hz Vi 7 fus
j=0

where

2. Error and order conditions

eneral formulas for multistep linear methods are shown along with
local and global error definitions.

k k
Z QpYnts =h Z Bs fnts-
s=0 =0

These general methods are also expressed in the form of a differential op-
erator in order to see what conditions are necessary for a method to have
order of consistency p. There are methods that have the same order but
provide different global errors and these will be distinguished by their
error constant. In addition, the characteristic polynomials are shown,
which take a crucial role throughout the paper.

3. Zero-Stability and the First Dahlquist Barrier

asic definitions of zero stability are presented such as strongly zero-
B stable, weakly zero-stable, or unstable. A multitude of lemmas and
necessary applications are shown, such as the use of the Greco-Roman
transformation,

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Septiembre, 2021

in order to demonstrate an important result: the Dahlquist First Barrier
Theorem

4. Convergence of Multistep Methods

he objective of this section is to demonstrate that stability together

with consistency are necessary and sufficient conditions for the con-

vergence of the multistep methods. This is expressed in the famous result
convergence = stability + consistency

Butcher’s ideas introduced a higher quality to the proofs, who wrote the

multistep formulas as one-step formulas in higher dimensional space.

Yii1 = (AR 1)Y, + h®(ty, Yy, h)

5. Linear Stability Theory

mportant definitions are presented such as the stability domain and
its boundary, also known as the boundary locus or the root locus curve
15

s
]

In addition, another great dahlquist result is shown, the dahlquist second
barrier th(“,()l'&‘,Hl.
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