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Resumen · Abstract

Resumen

El objetivo de este trabajo es el estudio de los métodos Runge-Kutta-
Nyström (RKN) para la resolución de problemas de valor inicial
(PVI) en ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) de segundo or-
den. En primer lugar, profundizaremos en el estudio de los métodos
Runge-Kutta (RK) para PVIs de primer orden, ya que los RKN son
una extensión natural de ellos. Esto es importante ya que abordar
directamente la convergencia de los métodos RKN es bastante com-
plejo sin conocer antes cómo se deducen las condiciones de orden de
los métodos RK y, en particular, la teoŕıa de las series de Butcher.
A partir de esta teoŕıa, demostraremos dos teoremas relevantes. El
primero da una acotación rigurosa del error local del los RK y se
usa para demostrar el segundo, que nos asegura la convergencia de
dichos métodos. Establecida ya esta base sólida, pasaremos a ex-
tender estos métodos a los PVIs de segundo orden, definiendo los
métodos RKN y estudiando su orden y convergencia. Finalizaremos
esta memoria aplicando estos métodos para la integración temporal
de la ecuación de ondas y testando su comportamiento con varios
experimentos numéricos.
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Abstract

The aim of this work is to study Runge-Kutta-Nyström (RKN)
methods for solving initial value problems (IVPs) in second-order
ordinary differential equations (ODEs). First, we will delve into
the study of Runge-Kutta (RK) methods for first-order IVPs, sin-
ce RKNs are a natural extension of them. This is important since
tackling directly the convergence of RKNs is quite difficult without
first knowing how the order conditions of RK methods are deduced
and, in particular, the theory of Butcher series. Then, we will prove
two relevant theorems. The first one gives a rigorous bound of the
local error of RK methods and is used to prove the second one, which
ensures the convergence of RK methods. Having established this solid
foundation, we will extend these methods to second-order IVPs, de-
fining RKN methods and studying their order and convergence. We
will conclude this report by applying these methods to the time inte-
gration of the wave equation and testing their behaviour with several
numerical experiments.
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Introducción

Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden apare-
cen en infinidad de aplicaciones. Cuando se intenta modelizar fenómenos f́ısicos
en los que intervienen fuerzas, siempre proporcionales a la aceleración, las ecua-
ciones de segundo orden surgen de forma natural. Otro ámbito en el que se usan
a menudo es el de la resolución numérica de ecuaciones diferenciales en deriva-
das parciales hiperbólicas, cuando se discretizan parcialmente usando diferencias
finitas, elementos finitos, volúmenes finitos, etc. Una forma de resolver estos sis-
temas es transformarlo en problemas de primer orden de mayor dimensión, pero
en muchas aplicaciones, sobre todo cuando las ecuaciones no dependen de las de-
rivadas primeras, se sabe que es más ventajoso resolver directamente el sistema
de segundo orden.

En este trabajo estudiamos una clase de métodos numéricos que dan aproxi-
maciones a estos problemas con gran precisión y eficiencia, los métodos Runge-
Kutta-Nystöm (RKN). Los cuales son una extensión de los métodos Runge-
Kutta (RK), que se ven en la asignatura Ecuaciones Diferenciales II del tercer
curso del Grado, a los sistemas de segundo orden. Nuestro objetivo es, en primer
lugar, profundizar en algunos aspectos de estos métodos RK que no se suelen
ver en dicha asignatura y que luego son necesarios para entender los RKN, in-
troduciendo estos posteriormente.

Esta memoria se organiza de la siguiente manera. En el primer caṕıtulo
se presentan los métodos RK y la formulación general de los mismos. En el
siguiente caṕıtulo se define el orden de los métodos RK. Además, introducimos
unas nuevas series denominadas series de Butcher, con las que podremos calcular
las condiciones de orden de estos métodos. En el tercer caṕıtulo se estudia la
convergencia de los RK acotando el error local y el error global. En el cuarto,
se introducen los métodos RKN y, al igual que se hizo en los RK, se estudia
su formulación general, el orden y las condiciones necesarias y suficientes para
alcanzar un orden determinado. Por último aplicaremos los métodos estudiados
para aproxiamar numéricamente la solución de la ecuación de ondas.
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Métodos Runge-Kutta

Los métodos Runge-Kutta tratan de aproximar numéricamente la solución
del problema de valores iniciales (PVI)

{
y′ = f(t, y), t ∈ [0, T ], y, f ∈ Rm,
y(0) = y0

(1.0.1)

donde
f : [0, T ]× Rm −→ Rm es continua en [0, T ]× Rm (1.0.2)

y Lipschitz respecto de y, i.e.,

‖f(t, y)− f(t, ȳ)‖ ≤ L‖y − ȳ‖ ∀y, ȳ ∈ Rm, t ∈ [0, T ] (1.0.3)

Aunque en [1] y [3] se definen primero los métodos expĺıcitos y luego se
ampĺıa el estudio a los impĺıcitos, para simplificar la exposición hemos optado
por definirlos en general, tal y como se hace en [2].

1.1. Primeros métodos Runge-Kutta

El método de Euler, llamado aśı en honor a Leonhard Euler (1707-1783),
es el más simple de los métodos Runge-Kutta. Además, sirve como base para
construir métodos más complejos.

Si tenemos una aproximación yn a la solución de (1.0.1) en un punto tn ≥ 0,
el método de Euler nos da una aproximación a la solución en tn +h mediante la
fórmula:

yn+1 = yn + hf(tn, yn) (1.1.4)

Podemos reescribir el método, denotando fn = f(tn, yn), como

K1 = fn, yn+1 = yn + hK1

Con esta formulación queda claro que para hallar la aproximación yn+1

tenemos que evaluar una vez la función derivada f , lo que supone su principal
coste computacional. Por ello, se dice que este método es de una etapa K1
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Ejemplo 1.1.1. Queremos aproximar la solución del siguiente problema

{
y′1 = y1 + 2y2

y′2 = 3y1 + 4y2

y1(0) = y0,1 = 1
y2(0) = y0,2 = −3

mediante el método de Euler. Es de la forma (1.0.1) con f(t, y) = Ay, A =(
1 2
3 4

)
e y0 = y(0) =

(
1
−3

)
por lo que

y1 = y0+hAy0 ⇒
(
y1,1

y1,2

)
=

(
1
−3

)
+h

(
1 2
3 4

)(
1
−3

)
⇒
{
y1,1 = 1 + h(1− 6)
y1,2 = −3 + h(3− 12)

Si, por ejemplo, h = 0.1, entonces la solución aproximada será

y1 =

(
1 + 0.1(−5)
−3 + 0.1(−9)

)
=

(
0.5

3.9

)
,

o si h = 0.01,

y1 =

(
1 + 0.01(−5)
−3 + 0.01(−9)

)
=

(
0.95

3.09

)

Combinando pasos del método de Euler y fórmulas de cuadratura se fueron
proponiendo diferentes métodos de un paso, en la literatura.

Método de Euler impĺıcito.
Este método de una etapa viene dado por

yn+1 = yn + hfn+1 (1.1.5)

Lo podemos reescribir como

K1 = f(tn + h, yn +K1), yn+1 = yn + hK1

Si queremos aproximar la solución del PVI dado en el Ejemplo 1.1.1 con el
método impĺıcito (1.1.5) en un paso t = h tenemos

y1 = y0 + hAy1

Por tanto, para calcular y1 en este caso tenemos que resolver este sistema de
ecuaciones

y1 − hAy1 = y0 ⇒ (I − hA)y1 = y0 ⇒ y1 = (I − hA)−1y0

Si h = 0.1 tenemos que
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y1 =

(
0.9 −0.2

−0.3 0.6

)−1

·
(

1
−3

)
=

(
0
−5

)

y si h = 0.01 se obtiene que

y1 =

(
0.99 −0.02

−0.03 0.96

)−1

·
(

1
−3

)
=

(
0.95
−3.1

)

Observamos aśı que utilizando el método (1.1.5) al igual que con el (1.1.4)
para aproximar la solución necesitamos evaluar la función derivada una vez
en cada paso, pero en el método (1.1.5), además, hay que resolver un sistema
de ecuaciones impĺıcitos. Por esto el método se llama impĺıcito.
Método de Runge.

Como bien indica su nombre este método fue obtenido por Runge en 1895 al
tratar de generalizar la regla del punto medio para cuadraturas. El método
resultante es

yn+1 = yn + hf(tn +
h

2
, yn +

h

2
fn) (1.1.6)

Podemos reescribir el método de la siguiente manera:




K1 = f(tn, yn)
K2 = f(tn + h

2
, yn + h

2
K1)

yn+1 = yn + hK2

aśı que para aproximar la solución yn+1 tenemos que evaluar dos veces la
función derivada f , por lo que este método se dice que es de dos etapas K1 y
K2.
Método de Heun.

Este método al igual que el anterior tiene dos etapas y se escribe de la siguiente
manera




K1 = fn
K2 = f(tn + h, yn + hK1)
yn+1 = yn + h

2
(K1 +K2)

(1.1.7)

Regla impĺıcita del punto medio.
Es un método impĺıcito de una etapa

{
K1 = f(tn + h

2
, yn + h

2
K1)

yn+1 = yn + hK1
(1.1.8)

Regla trapezoidal.
Se trata de un método impĺıcito de dos etapas que viene dado por
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K1 = fn

K2 = f(tn + h, yn +
h

2
(K1 +K2))

yn+1 = yn + h(
1

2
K1 +

1

2
K2)

(1.1.9)

1.2. Formulación general de los métodos Runge-Kutta

En general, un método Runge-Kutta (RK) de s etapas se define como un
método numérico que dada una aproximación yn a la solución del PVI (1.0.1), con
f verificando (1.0.2) y (1.0.3), en un punto tn ∈ [0, T ], nos da una aproximación
a dicha solución en el punto tn+h ∈ [0, T ], que denotamos por yn+1 y obtenemos
mediante la siguiente formulación





K1 = f(tn + c1h, yn + h
∑s

j=1 a1jKj)

K2 = f(tn + c2h, yn + h
∑s

j=1 a2jKj)
...
Ks = f(tn + csh, yn + h

∑s
j=1 asjKj)

(1.2.10)

yn+1 = yn + h
s∑

i=1

biKi (1.2.11)

donde los vectores K1, K2, . . . , Ks se llaman etapas del método RK. Aunque
en general no es necesario, habitualmente a estos coeficientes se les pide que
cumplan

s∑

i=1

bi = 1 y
s∑

j=1

aij = ci, i = 1, 2, . . . , s (1.2.12)

Además se define la tabla de Butcher asociada al RK (1.2.10)- (1.2.11)
como

c1 a11 a12 · · · a1s

c2 a21 a22 · · · a2s

...
...

...
...

...

cs as1 as2 · · · ass
b1 b2 · · · bs

donde los coeficientes (aij)
s
i,j=1 forman la matriz A que se denomina matriz de

coeficientes del RK, el vector c = (c1, c2, . . . , cs)
T es el vector de nodos o

vector nodal del RK, y el vector bT = (b1, b2, . . . , bs) es el vector de los pesos
del RK.

Utilizando esta notación las condiciones (1.2.12) se escriben como
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bT e = 1, Ae = c (1.2.13)

donde eT = (1, 1, · · · , 1) ∈ Rs (vector unitario) y, como consecuencia, a un
método RK definido con la matriz de coeficientes A y vectores b y c se suele
denotar como RK(A, b).

Por ejemplo, la tabla de Butcher de los métodos (1.1.4), (1.1.5), (1.1.6),
(1.1.7), (1.1.8) y (1.1.9) son, respectivamente

0 0

1

1 1

1

0 0 0

1
2

1
2

0

0 1

0 0 0

1 1 0

1
2

1
2

1
2

1
2

1

0 0 0

1 1
2

1
2

1
2

1
2

Según la forma de la matriz A los métodos RK se suelen dividir en dos grandes
grupos:

Cuando la matriz A es triangular inferior estricta, el método RK se llama
expĺıcito (RKE), obteniéndose aśı sus etapas de manera recursiva.
Cuando la matriz A no es inferior estricta, es decir, cuando aij 6= 0 para
algún j ≥ i, el método se denomina impĺıcito (RKI). Como ya vimos en la
sección anterior, para calcular sus etapas tendremos que resolver un sistema
impĺıcito de dimensión s×m (1.2.10).

En este último caso hay que plantear la pregunta de si el sistema impĺıcito
de las etapas (1.2.10) tiene solución y, además, su unicidad para que la fórmula
de avance (1.2.11) esté bien definida.

Teorema 1.2.2 (Existencia y unicidad de los métodos RKI). [3]
Sea f : R × Rm −→ Rm la función derivada del PVI (1.0.1) verificando

(1.0.2)-(1.0.3). Si

| h |< 1

L ‖ A ‖∞
, L = constante de Lipschitz de f,

el sistema impĺıcito (1.2.10) del RK(A, b) admite solución única (K1(h), . . . , Ks(h)),
que puede obtenerse por iteración funcional.

Aplicando el teorema de la función impĺıcita incluso se puede garantizar
que si f ∈ Cp(R× Rm),

Ki(h) ∈ Cp([0, h∗]) para cierto h∗ > 0 con h∗ <
1

L ‖ A ‖∞
Para acabar con este caṕıtulo, incluimos la siguiente propiedad de los méto-

dos RK que nos servirá en el siguiente para simplificar su estudio:
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Teorema 1.2.3. [1] Si un RK(A, b) verifica las condiciones (1.2.12), da exac-
tamente la misma aproximación cuando se aplica al PVI no autónomo

y′ = f(t, y), y, f ∈ Rm

y(t0) = y0
(1.2.14)

que cuando se aplica el problema autónomo asociado:

z′ = g(z), z, g ∈ Rm+1

z(t0) = z0
(1.2.15)

donde

z =

(
t
y

)
, g(z) =

(
1

f(t, y)

)
, z0 =

(
t0
y0

)

Como consecuencia, podemos estudiar los métodos RK solamente sobre
problemas autónomos.
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Orden de los métodos Runge-Kutta. Series de

Butcher

Para estudiar si un método RK(A, b) (1.2.10)-(1.2.11) da una buena apro-
ximación a la solución del PVI (1.0.1) o no, tenemos que estudiar su error
‖ y(tn) − yn ‖. Este estudio se hace indirectamente usando el llamado error
local

l(t0, h) = y(t0 + h; t0, y0)− yRK(t0 + h; t0, y0)

donde y(t0+h; t0, y0) denota la solución exacta del PVI local y′ = f(t, y), y(t0) =
y0, t ∈ [0, T ] e yRK(t0 + h; t0, y0) denota la aproximación dada por el método en
t0 + h a dicho PVI que parte del mismo vector inicial y0.

En este caṕıtulo seguiremos el planteamiento dado en [3] y [4], hemos uti-
lizado una notación parecida a la dada en [1] pues nos parece más simple.

Se dice que el RK tiene orden p (u orden de consistencia p) si y sólo si

l(t0, h) = O(hp+1), h −→ 0

Por el Teorema 1.2.3, será suficiente estudiar el error local sólo sobre pro-
blemas autónomos:

y′ = f(y), y(t0) = y0, t ∈ [0, T ], (2.0.1)

donde f : U ⊆ Rm −→ Rm, y0 ∈ U , con f verificando (1.0.2) y (1.0.3) y al
método se le exigen las condiciones (1.2.12).

Mediante el desarrollo de Taylor de la solución exacta local y(t0 + h; t0, y0)
tenemos

y(t0 + h; t0, y0) =
∞∑

j=0

y(j(t0)

j!
hj =

∞∑

j=0

Cjh
j, Cj :=

y(j(t0)

j!

Si consiguiésemos un desarrollo igual para la aproximación yRK :

yRK(t0 + h; t0, y0) =
∞∑

j=0

CRK
j hj
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tendŕıamos una condición inmediata para calcular el orden del RK:

l(t0, h) = O(hp+1)⇐⇒ Cj = CRK
j , 0 ≤ j ≤ p

Esta idea fue aplicada por J.C. Butcher (Nueva Zelanda, 1933) cuando
construyó un nuevo tipo de desarrollo en serie que actualmente se llama serie de
Butcher en su honor. Para introducir este desarrollo en serie primero tendremos
que introducir varias notaciones y conceptos nuevos.

Cuando tratemos con funciones vectoriales de la forma f : Rm −→ Rm,
denotaremos las derivadas parciales de cada componente de f como:

f ji :=
∂fi
∂xj

, f jki :=
∂2fi

∂xj∂xk
, f jkli :=

∂3fi
∂xj∂xk∂xl

, . . . , f i1,i2,...,ini :=
∂nfi

∂xi1∂xi2 . . . ∂xin

Si f admite derivadas parciales k−ésimas en y0, se define la derivada de
Frechet k−ésima en y0 como la aplicación

f
(k)
[y0] : Rm × Rm× (k· · · ×Rm −→ Rm

(u1, u2, . . . , uk) ↪→ f (k)(u1, u2, . . . , uk) =



F1
...
Fm


 ∈ Rm

donde

Fi = f
(k)
i (u1, u2, . . . , uk) =

m∑

j1,j2,...,jk=1

f j1j2···jki (y0)u1
j1
u2
j2
· · ·ukjk , 1 ≤ i ≤ m

Por convenio: f
(0)
[y0] = f(y0). Y, por simplificar la exposición, supongamos

por ahora que f ∈ C∞(U). Veamos cómo se usan para calcular las derivadas de
funciones de varias variables.

Proposición 2.0.1. Si g : R −→ Rm, f : Rm −→ R y z := f ◦ g, entendiéndose
que las derivadas de la función g y la función z son las derivadas ordinarias y
las de la función f son las derivadas de Frechet evaluadas en g(t), se tiene:

z(t) = f(g(t)) = f(g1(t), . . . , gm(t)), z′(t) =
m∑

j1=1

f j1(g(t))g′j1(t) = f ′(g′)

z′′(t) =
m∑

j1=1

(
m∑

j2=1

(
f j1j2g′j2(t)g

′
j1

(t)
)

+ f j1g′′j1(t)

)
= f ′′(g′, g′) + f ′(g′′)

z′′′(t) =
m∑

j1=1

(
m∑

j2=1

(
m∑

j3=1

(
f j1j2j3g′j3(t)g

′
j2

(t)g′j1(t)
)

+ f j1j2g′j2g
′′
j1

+ f j1j2g′′j2(t)g
′
j1

(t)

+ f j1j2g′j2(t)g
′′
j1

(t)
)

+ f j1g′′′j1(t)
)

= f ′′′(g′, g′, g′) + f ′′(g′, g′′) + f ′′(g′′, g′)

+f ′′(g′, g′′) + f ′(g′′′)
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En consecuencia si y es la solución exacta de (2.0.1), en función de la
derivada de Frechet de f en y0 se tiene:

y′(t0) = f

y′′(t0) = f ′(f)

y′′′(t0) = f ′′(f, f) + f ′(f ′(f))

y′′′′(t0) = f ′′′(f, f, f) + f ′′(f ′(f), f) + f ′′(f, f ′(f)) + f ′′(f ′(f), f)

+f ′(f ′′(f, f)) + f ′(f ′(f ′(f)))

Para poder simplificar y generalizar estos desarrollos a cualquier derivada
se usan un tipo de aplicaciones, denominadas árboles, que se asocian a cada
derivada de Frechet.

Se llama árbol ordenado monótonamente de orden q a cualquier apli-
cación

τ : {2, 3, . . . , q} −→ {1, 2, . . . , q − 1} con τ(i) < i,∀i = 2, 3, . . . , q. (2.0.2)

Por definición, τ0 : 1 −→ 0 es el único árbol de orden 1 y ∅ es el único árbol de
orden 0. Se suele denotar como ρ(τ) = q el orden del árbol τ , LTq al conjunto

de árboles ordenados monótonamente de orden q y LT =
∞⋃

q=0

LTq

Estas aplicaciones se representan gráficamente mediante los grafos de la
Tabla 2.1.

Si τ ∈ LTq, se define la diferencial elemental de f asociada a τ en y0,
y se denota por F (τ)(y0), al vector

F (τ)(y0) =



F1(τ)(y0)

...
Fm(τ)(y0)


 ,

donde cada Fi(τ)(y0) es la suma de productos diferenciales de f asociadas al
grafo de τ . Por definición se considera

Fi(∅)(y0) = y0, Fi(τ0) = fi, 1 ≤ i ≤ m

Teorema 2.0.2. Existe una relación biuńıvoca entre todos y cada uno de los
términos de la derivada q-ésima de y(t) con los árboles ordenados monótona-

mente de orden q, es decir, y(q(t0) =
∑

τ∈LTq

F (τ)(y0).

Corolario 2.0.3. Si y(t) es anaĺıtica en y0 se tiene el desarrollo en potencias

de h: y(t0 + h) =
∑

τ∈LT

F (τ)(y0)
hρ(τ)

ρ(τ)!
.
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Orden Árbol Grafo Derivada

1 σ(1) = 0 1 y′j1 = fj1

2 σ(2) = 1 1

2

y′′j1 =
∑
j2

f j2
j1
fj2

3 σ(2) = σ(3) = 1 1

32

y′′′j1 =
∑
j2j3

f j2j3
j1

fj2fj3

σ(2) = 1, σ(3) = 2 1

2

3

+
∑
j2j3

f j2
j1
f j3
j2
fj3

4 σ(2) = σ(3) = σ(4) = 1 1

42 3

y′′′′j1 =
∑

j2j3j4

f j2j3j4
j1

fj2fj3fj4

σ(2) = σ(3) = 1, σ(4) = 2 1

32

4

+
∑

j2j3j4

f j2j3
j1

f j4
j2
fj3fj4

σ(2) = σ(3) = 1, σ(4) = 3 1

23

4

+
∑

j2j3j4

f j3j2
j1

f j4
j3
fj2fj4

σ(3) = 2, σ(2) = σ(4) = 1 1

42

3

+
∑

j2j3j4

f j2j4
j1

f j3
j2
fj3fj4

σ(2) = 1, σ(3) = σ(4) = 2 1

2

43

+
∑

j2j3j4

f j2
j1
f j3j4
j2

fj3fj4

σ(2) = 1, σ(3) = 2, σ(4) = 3 1

2

3

4

+
∑

j2j3j4

f j2
j1
f j3
j2
f j4
j3
fj4

Tabla 2.1. Árboles ordenados asociados a las derivadas sucesivas

Se dice que dos árboles τ1, τ2 ∈ LT son árboles equivalentes, y se denota
por τ1 ∼ τ2, si y sólo si son del mismo orden q y existe una permutación σ del
conjunto {1, 2, . . . , q} con σ(1) = 1 tal que

σ ◦ τ1 = τ2 ◦ σ sobre {2, 3, . . . , q}

Teorema 2.0.4. La relación ” ∼ ” definida anteriormente es una relación de
equivalencia en LT, es decir, verifica

(a) τ ∼ τ, (b) τ1 ∼ τ2 ⇒ τ2 ∼ τ1, (c) τ1 ∼ τ2 y τ2 ∼ τ3 ⇒ τ1 ∼ τ3.
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De esta relación de equivalencia se deduce que si τ1 ∼ τ2 entonces F (τ1)(y0) =
F (τ2)(y0), ya que lo único que se hace es un cambio en los contadores de los
sumatorios.

Por ejemplo,
1

42

3
y

1

23

4
son equivalentes, siendo σ la permutación

σ(1) = 1, σ(2) = 3, σ(3) = 4 y σ(4) = 2

F




1

42

3


 (y) =

∑

j2j3j4

f j2j4j1
f j3j2 fj3fj4 =

∑

k3k4k2

fk3k2k1
fk4k3 fk4fk2

=
∑

j2j3j4

f j3j2j1
f j4j3 fj2fj4 = F




1

23

4


 (y)

Aśı definimos el conjunto cociente T = LT/ ∼ que denominaremos conjunto de
los árboles de ráız y cuyos elementos denotaremos como

T =




∅, , , , , , , , , , . . .




.

Además se define Tq = {τ ∈ T : ρ(τ) = q}. Por último, definiremos para cada
τ ∈ T el cardinal de τ como α(τ) = card(τ) = {número de árboles de LT
equivalentes a τ}.
Corolario 2.0.5. Si la solución exacta y(t) del PVI (2.0.1) es anaĺıtica en t0:

1. y(q(t0) =
∑

τ∈Tq

α(τ)F (τ)(y0)

2. y(t0 + h) =
∑

τ∈T

α(τ)F (τ)(y0)
hρ(τ)

ρ(τ)!

Para simplificar más los desarrollos y los diferentes elementos, cada árbol se
pude descomponer en árboles más “pequeños”. Dados k árboles no vaćıos
τ1, τ2, . . . , τk ∈ T , denotaremos como

τ = {τ1, τ2, . . . , τk}

al nuevo árbol construido de la forma

τk· · ·τ1 τ2
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cuyo orden es ρ(τ) = ρ(τ1) + ρ(τ2) + · · · + ρ(τk) + 1. A los árboles τ1, τ2, . . . , τk
se les llama árboles hijos de τ .

Teorema 2.0.6. Si τ = {τ1, τ2, . . . , τk}, entonces

F (τ)(y0) = f
(k)
0 (F (τ1)(y0), . . . , F (τk)(y0)) =

(
m∑

j1,...,jk=1

f j1···jki Fj1(τ1)(y0), . . . , Fjk(τk)(y0)

)m

i=1

2.1. Series de Butcher. Condiciones de orden de los
métodos RK

Sea a una aplicación a : LT −→ R que verifica a(τ1) = a(τ2) si τ1 ∼ τ2. Se
define la serie de Butcher o B-serie asociada a ”a” en el punto y0 como la
serie formal en potencias de h:

B(a, y0)(h) :=
∑

τ∈LT

a(τ)F (τ)(y0)
hρ(τ)

ρ(τ)!
=
∑

τ∈T

α(τ)a(τ)F (τ)(y0)
hρ(τ)

ρ(τ)!

Dada g : I0 ⊆ R −→ Rm de clase C∞(I0) siendo I0 un entorno del origen,
se dice que g es representable en serie de Butcher si y sólo si existe una
aplicación a : T −→ R tal que

g(q(0) =
∑

τ∈Tq

α(τ)a(τ)F (τ)(y0), q = 1, 2, . . .

En tal caso, se tiene
g(h) = B(a, y0)(h), h ∈ I0

Del Corolario 2.0.5 es evidente que la solución exacta del PVI local autóno-
mo (2.0.1) es representable en serie de Butcher

y(t0 + h) = B(a, y0)(h), donde a(τ) = 1,∀τ ∈ T (2.1.3)

Lo interesante es que la solución numérica de los métodos RK también se
puede representar en serie de Butcher. Antes de escribir dicha serie necesitamos
introducir un nuevo producto vectorial.

Dados dos vectores cualesquiera u, v ∈ Rs, se define el producto directo
de u y v como el vector u ·v = (uivi)

s
i=1. Para distinguirlo del producto ordinario

de matrices, escribiremos siempre el śımbolo · , mientras que para el producto
ordinario no lo denotaremos.

Lema 2.1.7. Dado un RK(A, b) (1.2.10)-(1.2.11) aplicado al PVI autónomo
(2.0.1), se tiene que la solución numérica en t0 + h es representable median-
te la siguiente serie de Butcher:
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yRK(t0 + h) = B(ω, y0)(h) (2.1.4)

donde
ω(∅) = 1,
ω(τ) = γ(τ)bTΦ(τ), ∀τ con ρ(τ) ≥ 1,

(2.1.5)

siendo γ(τ) la aplicación γ : T −→ R (”densidad de τ”) definida como

γ(∅) = γ(τ0) = 1
γ(τ) = ρ(τ)γ(τ1)γ(τ2) · · · γ(τk), si τ = {τ1, τ2, . . . , τk} (2.1.6)

y Φ(τ) se calcula recursivamente por

Φ(∅) = 0, Φ(τ0) = e
Φ(τ) = (AΦ(τ1)) · (AΦ(τ2)) · · · · · (AΦ(τk)), si τ = {τ1, τ2, . . . , τk} (2.1.7)

En consecuencia, comparando la series de Butcher (2.1.3) y (2.1.4) se ob-
tiene directamente las condiciones para que el error local de un RK sea de un
orden p determinado:

Teorema 2.1.8 (Condiciones de orden de un método RK). Un método
RK(A, b) tiene orden p ≥ 1 si y sólo si

bTΦ(τ) =
1

γ(τ)
, ∀τ con ρ(τ) ≤ p.

Además, también obtenemos una expresión del error local:

Teorema 2.1.9 (Error local de un método RK). Un método RK(A, b) de
orden p tiene un error local dado por

l(t0, h) =
∑

τ∈T,ρ(τ)≥p+1

α(τ)(1− γ(τ)bTΦ(τ))F (τ)(y0)
hρ(τ)

ρ(τ)!

Para simplificar más las condiciones de orden, se puede usar la aplicación
densidad dada en (2.1.6) para calcular el cardinal de cada árbol.

Lema 2.1.10. Para cualquier τ ∈ T con ρ(τ) = 1 se tiene

α(τ) =
ρ(τ)!

γ(τ)σ(τ)
, (2.1.8)

donde γ es la aplicación dada en (2.1.6) y σ : T −→ R se define como

σ(τ0) = 1
σ(τ) = n1!n2! · · ·n3!σ(t1)n1 · · ·σ(τk)

nk , si τ = {τn1
1 , τn2

2 , . . . , τnk
k },

siendo {τ1, τ2, . . . , τk} árboles distintos entre śı.
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Ejemplo 2.1.11. Veamos como son las funciones γ, Φ y ω y el cardinal del árbol

τ =

γ(τ) = ρ(τ)γ
( )

γ ( ) = 5 · 3 · 1 = 15

pues γ
( )

= ρ
( )

γ ( ) γ ( ) = 3 · 1 · 1 = 3.

Por otra parte Φ(τ) =
(
AΦ
( ))

· (AΦ ( )) = (Ac2) · (Ae) = Ac2 · c, ya

que Φ
( )

= (AΦ ( )) · (AΦ ( )) = (Ae) · (Ae) = c2.

Por lo tanto ω(τ) = 15bT (Ac2 · c). Además, σ(τ) = σ
( )

σ ( ) =

2!σ ( )2 σ ( ) = 2 por lo que el cardinal es α(τ) = 5!
15·2 = 4.

En el caso del árbol τ = tenemos que:

γ(τ) = ρ(τ)γ
( )

γ ( ) = 6 · 8 · 1 = 48

porque γ
( )

= ρ
( )

γ ( ) γ ( ) = 4 · 2 · 1 = 8 con γ ( ) = ρ ( ) γ ( ) = 2.

Calculamos a continuación Φ(τ) =
(
AΦ
( ))

· (AΦ ( )) = (A(Ac · c)) ·
(Ae) = (A(Ac ·c)) ·c, ya que Φ

( )
=
(
AΦ
( ))

·(AΦ ( )) = (Ac) ·(Ae) = Ac ·c,
Φ
( )

= AΦ ( ) = Ae = c. Por tanto ω(τ) = 48bT (A(Ac · c) · c).
Y por último calculamos el cardinal de τ σ(τ) = σ

( )
σ ( ) = σ ( )σ ( )σ ( ) =

1⇒ α(τ) = 6!
48·1 = 15.

Además por el Lema 2.1.7, el Teorema 2.1.8 y el Lema 2.1.10 concluimos,
por ejemplo, que para que un método RK tenga orden 3 debe cumplir las si-
guientes condiciones de orden:

Orden τ α(τ) γ(τ) Φ(τ) F (τ)(y) Condición de orden

1 1 1 e f bT e = 1

2 1 2 c f ′(f) bT c = 1
2

3 1 3 c2 f ′′(f, f) bT c2 = 1
3

1 6 Ac f ′(f ′(f)) bTAc = 1
6

Tabla 2.2. Condiciones de orden
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Convergencia de métodos Runge-Kutta

En el caṕıtulo anterior hemos visto una forma sistemática de deducir el
orden de consistencia de un método RK sobre PVIs autónomos. Sin embargo, el
objetivo del estudio de la convergencia de los métodos es analizar su error global
para PVIs en general.

Más precisamente, se considera el PVI

y′ = f(t, y), y(t0) = y0, t ∈ [t0, tf ], y, f ∈ Rm (3.0.1)

con solución única y(t) en [t0, tf ], suponiendo que f , además de ser continua y
Lipschitz respecto de y, se tiene para cierto δ > 0, f ∈ Cp(Tδ), donde

Tδ = {(t, y) :‖ y − y(t) ‖≤ δ}, δ > 0

es un tubo de amplitud δ alrededor de la solución exacta y(t).
Para aproximar dicha solución tomamos una partición cualquiera de [t0, tf ]:

P = {t0 < t1 < · · · < tN = tf}, hj = tj+1 − tj, j = 0, 1, . . . , N − 1

y aplicamos un método RK(A, b) de s etapas

Ki = f(tn + cihn, yn + hn
∑s

j=1 aijKj) 1 ≤ i ≤ s,

yn+1 = yn + hn

s∑

i=1

biKi, n = 0, 1, · · ·N − 1
(3.0.2)

Se llaman errores globales del RK(A, b) sobre la partición P a

en := ‖y(tn)− yn‖, n = 0, 1, · · · , N

Queremos demostrar rigurosamente que estos errores tienden a 0 para toda
partición P tal que hmáx = máx{hn}N−1

n=0 −→ 0. Para ello será necesario acotar el
error local de los métodos. Hay que tener en cuenta que las condiciones de orden
vistas en el caṕıtulo anterior se basan en las series de Butcher, cuya convergencia
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no se probó. Aśı que en este caṕıtulo obtendremos la acotación rigurosa del error
local para los métodos que cumplen las condiciones de orden dadas en el Teorema
2.1.8. En particular, demostraremos detalladamente los teoremas de acotación
del error local y del error global enunciados en [3].

3.1. Acotación del error local

Teorema 3.1.1. Si el RK(A, b) (3.0.2) es de orden p y f ∈ Cp(Tδ), existe
h∗ > 0 tal que para todo | h |≤ h∗ se tiene1

‖ y(t+ h)− yRK(t+ h; t, y(t)) ‖ ≤ hp+1

(p+ 1)!

[
máx
s∈[0,1]

‖ y(p+1(t+ sh) ‖

+ (p+ 1)
s∑

i=1

| bi | máx
s∈[0,1]

‖ K(p
i (sh) ‖

]
(3.1.3)

donde

K
(p
i =

∂pKi

∂hp
(t, h)

Demostración. Como f ∈ Cp(Tδ), la solución exacta y(t) de PVI (3.0.1) es
derivable con continuidad hasta orden p + 1, por lo que aplicando el desarrollo
de Taylor con resto integral hasta orden p de y(t)

y(t+ h) =

p∑

j=0

hj

j!
y(j(t) +

∫ t+h

t

(t+ h− ξ)p
p!

y(p+1(ξ)dξ

Haciendo el cambio de variable ξ = t+ θh, θ ∈ [0, 1], dξ = hdθ, t+h− ξ =
(1− θ)h, obtenemos que

y(t+ h) =

p∑

j=0

hj

j!
y(j(t) +

hp+1

p!

∫ 1

0

(1− θ)py(p+1(t+ θh)dθ (3.1.4)

Sabemos por el Teorema 1.2.2 que

yRK(t+ h; t, y(t)) = y(t) + h

s∑

i=1

biKi(h) con h −→ 0, (t fijo)

donde Ki(h) = f(t+ cih, y(t) +h
s∑

j=1

aijKj(h)), 1 ≤ i ≤ s y Ki(h) ∈ Cp([0, h∗]).

Por lo tanto aplicando Taylor con resto integral a Ki(h) hasta orden p − 1
obtenemos:
1 Podemos considerar cualquier norma ‖ · ‖ en Rm, aunque habitualmente se usa la norma eucĺıdea

o la uniforme
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Ki(h) =

p−1∑

j=0

hj

j!
K

(j
i (h) +

∫ h

0

K
(p
i (ξ)

(h− ξ)p−1

(p− 1)!
dξ.

Realizando el cambio de variable ξ = θh, θ ∈ [0, 1] obtenemos que

Ki(h) =

p−1∑

j=0

hj

j!
K

(j
i (0) +

hp+1

(p− 1)!

∫ 1

0

K
(p)
i (θh)(1− θ)p−1dθ,

por lo que

yRK(t+ h; t, y(t)) = y(t) + h
s∑

i=1

bi

p−1∑

j=0

hj

j!
K

(j
i (0)

+
hp+1

(p− 1)!

s∑

i=1

bi

∫ 1

0

(1− θ)p−1K
(p
i (θh)dθ

(3.1.5)

Por ser un método de orden p, y(t+h)−yRK(t+h; t, y(t)) = O(hp+1), por lo que
al restar (3.1.4)-(3.1.5) se eliminan los términos hasta orden hp obteniéndose aśı

y(t+ h)− yRK(t+ h; t, y(t)) =
hp+1

p!

∫ 1

0

(1− θ)py(p+1(t+ θh)dθ

− hp+1

(p− 1)!

s∑

i=1

bi

∫ 1

0

(1− θ)p−1K
(p
i (θh)dθ

(3.1.6)

Tomando normas

‖ y(t+ h)− yRK(t+ h; t, y(t)) ‖ ≤ hp+1

(p− 1)!

{
1

p

∫ 1

0

(1− θ)p ‖ y(p+1(t+ θh) ‖ dθ

+
s∑

i=1

| bi |
∫ 1

0

(1− θ)p−1 ‖ K(p
i (θh) ‖ dθ

}

≤ hp+1

(p− 1)!

{
1

p

∫ 1

0

(1− θ)pdθ máx
θ∈[0,1]

‖ y(p+1(t+ θh) ‖

+
s∑

i=1

| bi |
∫ 1

0

(1− θ)p−1dθ máx
θ∈[0,1]

‖ K(p
i (θh) ‖

}

.

Como

∫ 1

0

(1− θ)pdθ =
1

p+ 1
y

∫ 1

0

(1− θ)p−1dθ =
1

p
se tiene

‖ y(t+ h)− yRK(t+ h; t, y(t)) ‖ ≤ hp+1

(p+ 1)!

[
máx
θ∈[0,1]

‖ y(p+1(t+ θh) ‖

+ (p+ 1)
s∑

i=1

| bi | máx
θ∈[0,1]

‖ K(p
i (θh) ‖

]



18 3 Convergencia de métodos Runge-Kutta

�

Para acotar el error global no será suficiente con acotar el error local. Ne-
cesitaremos, además, demostrar la siguiente propiedad de los métodos RK dada
en el Lema 3.1.2, que demostraremos seguidamente. Para ello, expresamos los
métodos RK en la notación de Henrici de la siguiente manera:

yn+1 = yn + hΦ(tn, yn, h) (3.1.7)

donde

Φ(tn, yn, h) =
s∑

i=1

biKi (3.1.8)

se llama función incremento, entendiendo que Ki = Ki(tn, yn, h) son las eta-
pas del método dadas en (1.2.10).

Lema 3.1.2. La función incremento Φ(t, y, h) tiene una constante de Lipschitz
Λ respecto de y en [0, T ]× Rm × [0, h0] dada por

Λ = L | b |T (I − h0L | A |)−1e, (3.1.9)

donde L es la constante de Lipschitz de f ,

| b |T= (| b1 |, . . . , | bs |), | A |= (| aij |)si,j=1, h0 <
1

Lρ(| A |) ,

y ρ(| A |) denota el radio espectral de la matriz | A |.
Para demostrar este Lema, previamente necesitamos el siguiente resultado:

Lema 3.1.3. Dados dos vectores u, v ∈ Rn, se define la desigualdad ’≤’ com-
ponente a componente como

u ≤ v componente a componente⇐⇒ ui ≤ vi, ∀i = 1, · · · , n.

Esta desigualdad verifica las siguientes propiedades:

Sean u, v, w ∈ Rn cualesquiera . Si u ≤ v + w componente a componente,
entonces u− v ≤ w componente a componente.
Sean u, v ∈ Rn, A ∈ Mn×n inversible. Si Au ≤ v componente a componente
y A−1 tiene todos sus elementos ≥ 0, entonces u ≤ A−1v componente a
componente

Demostración del Lema 3.1.3. La demostración del primer apartado de este lema
es inmediata. Para el segundo, basta observar que todos los elementos de v−Au
son no negativos, por lo que A−1(v − Au) ≥ 0. �
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Demostración del Lema 3.1.2. Consideramos t ∈ [0, T ], y, ȳ ∈ Rm y h ∈ [0, h0],
y denotamos para simplificar

Φ =
s∑

i=1

biKi, Ki = f

(
t+ cih, y + h

s∑

i=1

aijKj

)

Φ̄ =
s∑

i=1

biK̄i, K̄i = f

(
t+ cih, ȳ + h

s∑

i=1

aijK̄j

)

Aplicando normas

‖ Φ− Φ̄ ‖≤
s∑

i=1

| bi |‖ ∆Ki ‖, ∆Ki := Ki − K̄i

Por la condición de Lipschitz de f ,

‖ ∆Ki ‖≤‖ f
(
t+ cih, y + h

s∑

i=1

aijKj

)
− f

(
t+ cih, ȳ + h

s∑

i=1

aijK̄j

)
‖≤

≤ L ‖ ∆y ‖ +Lh0

s∑

j=1

| aij |‖ ∆Kj ‖, ∀i = 1, . . . , s, ∆y = y − ȳ

Esta desigualdad se puede reescribir definiendo

V =



‖ ∆K1 ‖

...
‖ ∆Ks ‖


 ,

como



V1

V2
...
Vs


 ≤




L ‖ ∆y ‖ +Lh0 (| a11 | V1+ | a12 | V2 + · · ·+ | a1s | Vs)
L ‖ ∆y ‖ +Lh0 (| a21 | V1+ | a22 | V2 + · · ·+ | a2s | Vs)

...
L ‖ ∆y ‖ +Lh0 (| as1 | V1+ | as2 | V2 + · · ·+ | ass | Vs)


 ,

es decir, la desigualdad componente a componente,

V ≤ L ‖ ∆y ‖ e+ Lh0 | A | V donde e =




1
1
...
1




Aplicando el primer ı́tem del Lema 3.1.3,
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(I − Lh0 | A |)V ≤ L ‖ 4y ‖ e componente a componente

Por las propiedades elementales de las matrices convergentes, existe (I −
Lh0 | A |)−1 si y sólo si ρ(Lh0 | A |) < 1, lo que tenemos por la hipótesis

h0 <
1

Lρ(| A |) . Además, se tiene

(I − Lh0 | A |)−1 =
∞∑

r=0

Lrhr0 | A |r

por lo que tiene todos sus elementos no negativos. Por tanto, aplicando el se-
gundo ı́tem del Lema 3.1.3

V ≤ L ‖ ∆y ‖ (I − Lh0 | A |)−1 e

Finalmente, como estamos tratando con vectores con elementos no negativos,
llegamos a

‖ Φ− Φ̄ ‖≤| b |T V ≤ (L | b |T (I − Lh0 | A |)−1e) ‖ 4y ‖≤ Λ ‖ ∆ ‖,

donde Λ = L | b |T (I − Lh0 | A |)−1e, obteniendo aśı la tesis del Lema. �

3.2. Acotación del error global

Teorema 3.2.4. Si un RK(A, b) (3.0.2) es de orden p y f ∈ Cp(Tδ), y conside-
ramos una partición cualquiera

P = {t0 < t1 < t2 < · · · tN = tf}

de [t0, tf ]
hmáx := máx

j
hj ≤ h̄ = mı́n{h∗, h′}

donde h∗ es el valor dado por el Teorema 3.1.1 y

h′ <
1

Lρ(| A |) , siendo L la constante de Lipschitz de f,

entonces se tiene que

‖ y(tn)− yn ‖≤ hpmáx

C

Λ

[
eΛ(tn−t0) − 1

]
, n = 0, 1, . . . , N,

donde
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C =
1

(p+ 1)!





máx
t∈[t0,tf ]

‖ y(p+1(t) ‖ +(p+ 1)
s∑

i=1

| bi | máx
t ∈ [t0, tf ]
h ∈ [0, h∗]

‖ K(p
i (t, h) ‖




,

Ki(t, h) = f(t+ cih, y(t) + h

s∑

j=1

aijKj(t, h)), 1 ≤ i ≤ s,

siendo Λ la constante de Lipschitz (3.1.9) de la función incremento Φ del RK
(3.0.2).

Demostración. Denotamos para n = 0, 1, . . . , N ,

en :=‖ y(tn)− yn ‖, ȳn := yRK(tn; tn−1, y(tn−1))

Sumando y restando la solución del RK en en obtenemos para n ≥ 1 que

en =‖ y(tn)− ȳn + ȳn − yn ‖≤ ln+ ‖ ȳn − yn ‖
ya que el error local en tn es ln =‖ y(tn) − ȳn ‖. Veamos que ocurre con el
segundo sumando. Sabemos que

ȳ = yRK(tn; tn−1, y(tn−1)) = y(tn−1) + hn−1Φ(tn−1, y(tn−1), hn−1)
y = yRK(tn; tn−1, yn−1) = yn−1 + hn−1Φ(tn−1, yn−1, hn−1)

luego, por el lema 3.1.2

‖ ȳn − yn ‖ =‖ y(tn−1)− yn−1 + hn−1 (Φ(tn−1, y(tn−1), hn−1)− Φ(tn−1, yn−1, hn−1)) ‖
≤‖ y(tn−1)− yn−1 ‖ +hn−1Λ ‖ y(tn−1)− yn−1 ‖≤ (1 + hn−1Λ)en−1

Por lo tanto {
en ≤ (1 + hn−1Λ)en−1 + ln, n ≥ 1
e0 = 0

Si x ' 0 entonces aplicando Taylor tenemos que ex = 1 + x + x2

2!
+ · · · por lo

que 1 + x ≤ ex. En nuestro caso resulta que 1 + hn−1Λ ≤ ehn−1Λ, luego

{
en ≤ ehn−1Λen−1 + ln, n ≥ 1
e0 = 0

Realizando iteraciones en el proceso

en ≤ ehn−1Λen−1 + ln ≤ ehn−1Λ(ehn−2Λen−2 + ln−1) + ln ≤ eΛ(hn−1+hn−2)en−2

+eΛhn−1ln−1 + ln ≤
[
n−1∑

j=1

eΛ(hn−1+hn−2+···+hj)lj

]
+ ln ⇒

en ≤
[
n−1∑

j=1

eΛ(tn−tj)lj

]
+ ln ≤ eΛtn

[
n−1∑

j=1

e−Λtj lj + e−Λtnln

]
= eΛtn

n∑

j=1

e−Λtj lj

= eΛtn
n−1∑

j=0

e−Λtj+1lj+1
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Por el teorema 3.1.1 lj+1 ≤ Chp+1
j . Además, por hipótesis hp+1

j = hpjhj ≤
hpmáxhj de modo que

en ≤ CeΛtn
n−1∑

j=0

e−Λtj+1hp+1
j ≤ CeΛtnhpmáx

[
n−1∑

j=0

e−Λtj+1hj

]

La suma
n−1∑

j=0

e−Λtj+1hj es una suma inferior de Riemann de e−Λt en [t0, tn], por

lo que la acotamos por su integral, completando la demostración:

en ≤ CeΛtnhpmáx

∫ tn

t0

e−Λtdt = CeΛtnhpmáx

[
−e
−Λtn − e−Λt0

Λ

]
= hpmáx

C

Λ

[
eΛ(tn−t0) − 1

]

�
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Métodos Runge-Kutta-Nyström

En muchas aplicaciones hay que resolver sistemas de segundo orden

y′′ = f(t, y, y′) y(t0) = y0, y
′(t0) = y′0 y, f ∈ Rm, t ∈ [t0, T ] (4.0.1)

Para aproximar numéricamente su solución se puede transformar en una ecua-
ción diferencial de primer orden de dimensión 2m, considerando el vector
z = (y, y′)T

z′ =

(
y
y′

)′
=

(
y′

f(t, y, y′)

)
= g(t, z) z(t0) = z0 =

(
y0

y′0

)
(4.0.2)

Como hemos visto en el caṕıtulo anterior, si resolvemos el problema (4.0.2)

mediante un método RK(A, b), denotando Ki =

(
ki
k′i

)
y z1 =

(
y1

y′1

)
,

Ki = g(t0 + cih, z0 + h

s∑

j=1

aijKj) =




y′0 + h
s∑

j=1

aijk
′
j

f

(
t0 + cih, y0 + h

s∑

j=1

aijkj, y
′
0 + h

s∑

j=1

aijk
′
j

)




z1 = z0 + h
s∑

i=1

biKi =




y0 + h

s∑

i=1

biki

y′0 + h
s∑

i=1

bik
′
i




(4.0.3)

pues z0 + h

s∑

j=1

aijKj =

(
y0

y′0

)
+ h

s∑

j=1

aij

(
kj
k′j

)
.

Podemos simplificar estás fórmulas ya que tenemos que kj = y′0+h
s∑

l=1

ajlk
′
l,

por tanto,
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y0 + h

s∑

j=1

aijkj = y0 + h

s∑

j=1

aij

[
y0 + h

s∑

l=1

ajlk
′
l

]
=

= y0 + h

s∑

j=1

aijy0 + h2

s∑

j=1

s∑

l=1

aijajlk
′
l = y0 + hy0ci + h2

s∑

l=1

[
s∑

j=1

aijajl

]
k′l

Denotando

āil =
s∑

j=1

aijajl, b̄i =
s∑

l=1

bjali (4.0.4)

obtenemos

k′i = f

(
t0 + cih, y0 + cihy

′
0 + h2

s∑

j=1

āijk
′
j, y0 + h

s∑

j=1

aijk
′
i

)

y1 = y0 + hy′0 + h2

s∑

i=1

b̄ik
′
i y′1 = y′0 + h

s∑

i=1

bik
′
i

(4.0.5)

En esta adaptación de los RK se obtienen buenas aproximaciones numéri-
cas, pero, principalmente es sistemas en los que f es independiente de y′, se pue-
den mejorar con los llamados métodos Runge-Kutta-Nyström. En este caṕıtulo
presentamos dichos métodos según las indicaciones de [3], aunque siguiendo una
notación diferente, más consecuente con la usada en los caṕıtulos anteriores.

4.1. Métodos Runge-Kutta-Nyström

E.J. Nyström fue el primero que consideró que el problema (4.0.1) se puede
aproximar por (4.0.5) pero sin que sea necesario que se cumplan las condicio-
nes (4.0.4). Estos métodos se denominan métodos Runge-Kutta-Nyström
(Ā, A, b̄, b) en su honor (RKN).

Ejemplo 4.1.1. Un ejemplo es

0

1
2

1
8

1
2

1
2

1
8

0 0 1
2

1 0 0 1
2

0 0 1

1
6

1
6

1
6

0 1
6

2
6

2
6

1
6

c Ā A

b̄ b
(4.1.6)

Al igual que para los métodos RK, para estudiar la convergencia de estos
métodos se usará el error local.
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Definición 4.1.2. Un método RKN (4.0.5) tiene orden p si para el problema
(4.0.1) suficientemente suave se cumple que

y(t0 + h)− y1 = O(hp+1), y′(t0 + h)− y′1 = O(hp+1) (4.1.7)

Si estos métodos se aplican a PVIs de la forma

y′′ = f(t, y) (4.1.8)

se simplifica obviado la matriz A por lo que la tabla de Butcher quedará de la
forma

c Ā

b̄

b

Ejemplo 4.1.3. El método RKN del Ejemplo 4.1.1 sobre el problema (4.1.8) se
reduce a

0

1
2

1
8

1 0 1
2

1
6

1
3

0

1
6

4
6

1
6

Por otra parte un método RKN, usanso la notación vectorial (4.0.2)-(4.0.3)
se puede escribir en notación de Henrici (3.1.7), como los RK, de la siguiente
forma

z1 = z0 + hΦ(t0, z0, h) (4.1.9)

donde

Φ(t0, z0, h) =




y′0 + h
s∑

i

b̄ik
′
i

s∑

i

bik
′
i




Por lo tanto, los RKN son un caso particular de un método de un paso.
Si tenemos que el método es de orden p, entonces

z(t0 + h)− z1 =

(
y(t0 + h)− y1

y′(t0 + h)− y′1

)
=

(
O(hp+1)
O(hp+1)

)
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por lo tanto z(t0 + h) − z1 = O(hp+1). En consecuencia, podŕıamos aplicar el
Teorema 3.2.4 para probar su convergencia. Para ello es necesario pedir que
g(t, z) en (4.0.2) sea continua y Lipschitz respecto de z, es decir

‖g(t, z)− g(t, z̄)‖ ≤ L‖z − z̄‖, ∀z, z̄ ∈ R2m, ∀t ∈ [0, T ] (4.1.10)

Consideramos la norma ‖z‖∞ = máx{‖z1‖, ‖z2‖} en R2m, siendo ‖ · ‖ la
norma elegida en Rm. Entonces, como

‖g(t, z)‖ = ‖
(

z2

f(t, z1, z2)

)
‖ = máx{‖z2‖, ‖f(t, z1, z2‖},

(4.1.10) es equivalente a que

‖f(t, y, y′)−f(t, ȳ, ȳ′)‖ ≤ Lmáx{‖y−ȳ‖, ‖y′−ȳ′‖}, ∀y, y′, ȳ, ȳ′ ∈ Rm,∀t ∈ [0, T ]
(4.1.11)

Por tanto, si f es continua en [0, T ]× Rm × Rm y cumple la condición (4.1.11),
la función incremento Φ del RKN verifica la condición de Lipschitz por el Lema
3.1.2 y, en consecuencia, aplicando el Teorema 3.2.4 el método RKN es conver-
gente de orden p si es consistente de orden p.

Nuestro objetivo ahora es deducir las condiciones de orden de estos méto-
dos. Para ello se realiza una extensión de la teoŕıa de las series de Butcher.

4.2. Derivadas sucesivas y árboles ordenados

Al igual que con los RK, la teoŕıa de las series de Butcher se desarrolla
sobre problemas autónomos:

y′′ = f(y, y′) (4.2.12)

Siguiendo una notación análoga a la usada para deducir las condiciones de
los RK, denotaremos

f ji :=
∂fi
∂yj

, f j
′

i :=
∂fi
∂y′j

, f jki :=
∂2fi
∂yj∂yk

, f j
′k′

i :=
∂2fi
∂y′j∂y

′
k

, f jk
′

i :=
∂2fi
∂yj∂y′k

, . . .

teniendo en cuenta que

y′′i = fi(y1, . . . , ym, y
′
1, . . . , y

′
m) i = 1, . . . ,m, (4.2.13)

donde el sub́ındice i denota la posición i-ésima del vector y. De forma análoga a
los RK, se intenta asociar a una aplicación (árbol), a cada uno de los términos
de las derivadas sucesivas de la solución exacta y(t).

Derivando y(t) se tiene
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y
(3
i =

m∑

j=1

∂fi
∂yj

(y, y′)y′j +
m∑

j

∂fi
∂y′j

(y, y′)y′′j =
m∑

j

f ji y
′
j +

m∑

j

f j
′

i fj (4.2.14)

y
(4
i =

m∑

j,k

f jki y
′
jy
′
k +

m∑

j,k

f jk
′

i y′jfk +
m∑

j

f ji fj +
m∑

j,k

f j
′k
i fjy

′
k +

m∑

jk

f j
′k′

i fjfk

+
m∑

jk

f j
′

i f
k
j y
′
k +

m∑

jk

f j
′

i f
k′

j fk

(4.2.15)
Observamos que hay que diferenciar las derivadas respecto de yj e y′j, por

lo que a cada sumatorio se le asocia un árbol que tendrá dos tipos de vértices:
“vértices flacos”1 (si la derivada es respecto de y) y “vértices gordos”2(si la
derivada es respecto de y′).

Definición 4.2.4. Un N-árbol ordenado monótonamente de orden
q ≥ 1 (labeled N-tree) es un árbol ordenado monótonamente que esta defini-
do mediante la aplicación

τ : {2, 3, . . . , q} −→ {1, 2, 3, . . . , q}

junto con la correspondencia

τ ′ : {1, 2, 3, . . . , q} −→ {“flaco”,“gordo”}

que satisface:

1. la ráız de τ es siempre gordo, es decir, τ ′(1) =“gordo”
2. un vértice flaco tiene como mucho un hijo y este tiene que ser gordo.

Al conjunto de N-árboles ordenados monótonamente de orden q lo denotamos
por LNTq.

Al igual que los métodos RK los elementos {1, 2, 3, . . .} se asocian a sub́ındices
{j1, j2, j3, . . .} pero para simplificar presentación se reescribe como {i, j, k, . . .}.

Por tanto, los sumatorios de y
(3
i se asocian respectivamente a los árboles

τ1 =
i

j y τ2 =
i

j , y, se denotan las diferenciales elementales,

Fi

(
i

j

)
=

m∑

j

f ji y
′
j y Fi

(
i

j

)
(y0, y

′
0) =

m∑

j

f j
′

i fj

De la misma manera, los sumatorios de y
(4
i se asocian respectivamente a

los árboles
1 Traducción de “meagre vertex”
2 Traducción de “fat vertex”
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i
kj ,

i
kj ,

i

k
j ,

i
kj ,

i
kj ,

i

k
j y

i

k
j

Y las deiferenciales elementales se denotan por

Fi

(
i

kj

)
=

m∑

j,k

f jki y
′
jy
′
k, Fi

(
i

kj

)
=

m∑

j,k

f jk
′

i y′jfk, Fi

(
i

k
j

)
=

m∑

j

f ji fj,

Fi

(
i

kj

)
=

m∑

j,k

f j
′k
i fjy

′
k, Fi

(
i

kj

)
=

m∑

jk

f j
′k′

i fjfk,

Fi

(
i

k
j

)
=

m∑

jk

f j
′

i f
k
j y
′
k y Fi

(
i

k
j

)
=

m∑

jk

f j
′

i f
k′

j fk

Cuando un vértice no tiene hijos decimos que es un vértice extremo
(end-vertex). Además, si no hay confusión denotaremos τ en lugar de (τ, τ ′).
La definición de las diferenciales elementales para árboles de mayor orden se
complica mucho por la notación. Por ello, en [3] la explicación de la siguiente
forma.

Definición 4.2.5. Si τ ∈ LNTq definimos

Fi(τ)(y, y′)

como una suma sobre los ı́ndices de todos los vértices gordos de τ y sobre los
ı́ndices de todos los vértices extremos flacos. La expresión general de esta suma
es un producto de expresiones del tipo:

∂rfi
∂yj · · · ∂y′k · · ·

(y, y′) = f j···k
′···

i (y, y′) e y′k

Varios árboles pueden tener asociada la misma diferencial elemental. Se
pueden identificar dichos árboles con la siguiente relación de equivalencia.

Definición 4.2.6. Dos N-árboles ordenados monótonamente τ y ν son equiva-
lentes si tienen el mismo orden (q) y existe una biyección σ : {1, 2, . . . , q} −→
{1, 2, . . . , q} con σ(1) = 1 tal que τ ◦ σ = σ ◦ ν en {2, 3, . . . , q} y τ ′ ◦ σ = ν ′.

Ejemplo 4.2.7. El árbol asociado al segundo sumatorio de la derivada de orden
4 (4.2.15) y el asociado al cuarto sumatorio son equivalentes, pues existe la
biyección σ tal que σ(j) = k y σ(k) = j verificando la Definición 4.2.6. Esto se

traduce en que Fi

(
i

kj

)
=

m∑

j,k

f jk
′

i y′jfk =
m∑

j,k

f j
′k
i fjy

′
k = Fi

(
i

kj

)
pues

lo único que cambian son los nombres de los contadores.
En cambio, obsérvese que el quinto sumatorio no es equivalente a los anteriores,

ya que Fi

(
i

kj

)
=

m∑

jk

f j
′k′

i fjfk 6= Fi

(
i

kj

)
, y no podemos encontrar

una biyección tal que verifique las condiciones de la Definición 4.2.6.



4.3 Derivada de la solución numérica 29

Definición 4.2.8. A la clase de equivalencia de los N-árboles ordenados monóto-
namente de orden q se le denomina N-árboles de orden q, que denotaremos por
NTq. Además, denotamos por α(τ) al número de elementos de la clase de equi-
valencia de τ .

Con estas definiciones podemos escribir y(4 como

y
(4
i =

∑

τ∈LNT3

Fi(τ)(y, y′) =
∑

τ∈NT3

α(τ)Fi(τ)(y, y′)

Además igualando a (4.2.15) se obtiene que α(τ) = 1, ∀τ 6=
i

kj y

α

(
i

kj

)
= 2. En general,

Teorema 4.2.9. La solución exacta de (4.2.13) cumple que

y(q) =
∑

τ∈LNTq−1

F (τ)(y, y′) =
∑

τ∈NTq−1

α(τ)F (τ)(y, y′), q ≥ 2 (4.2.16)

4.3. Derivada de la solución numérica

Para desarrollar la solución numérica en serie de Butcher, reescribimos el
método (4.0.5) como sigue

gi(h) = y0 + cihy
′
0 +

s∑

j

āij(h
2ϕj(h)), g′i(h) = y′0 +

s∑

j

aij(hϕj(h))

y1 = y0 + hy′0 +
s∑

i

b̄i(h
2ϕi(h)), y′1 = y′0 +

s∑

i

bi(hϕi(h))

(4.3.17)
donde

ϕj(h) = f(gj(h), g′j(h)), j = 1, . . . , s, (4.3.18)

por lo que ϕj(0) = f(gj(0), g′j(0)) = f(y0, y
′
0), ∀j.

Nuestro objetivo es desarrollar gi(h), g′i(h), y1 e y′1 en serie de potencias
de h, para lo que se necesita calcular sus derivadas respecto de h en h = 0.
Obsérvese que y1 tiene una expresión similar a gi(h) e y′1 a g′i(h), por lo que si
desarrollamos gi(h) y g′i(h), el desarrollo de y1 e y′1 será el mismo, salvo por los
coeficientes {b̄i, bi}.

En (4.3.17) aparecen expresiones del tipo hϕ(h) y h2ϕ(h), que tendremos
que derivar. Denotando

(g(h))(k) |h=0=
dk

dhk
g(h) |h=0, k ≥ 0



30 4 Métodos Runge-Kutta-Nyström

y aplicando la Regla de Leibniz para cualquier ϕ(h), se tiene

(hϕ(h))(q) |h=0 =

q∑

k=0

(
q

k

)[
h(k(ϕ(h))(q−k)

]
|h=0=

(
q

0

)[
h(ϕ(h)))(q)

]
|h=0

+

(
q

1

)
(ϕ(h)))(q−1) |h=0= q · (ϕ(h))(q−1) |h=0

(4.3.19)

(h2ϕ(h))(q) |h=0 =

q∑

k=0

(
q

k

)
(h2)(k(ϕ(h))(q−k) |h=0=

(
q

0

)[
h2(ϕ(h))(q)

]
|h=0

+

(
q

1

)[
2h(ϕ(h))(q−1)

]
|h=0 +

(
q

2

)
2(ϕ(h))(q−1) |h=0

=
q!

(q − 2)!2!
2(ϕ(h)(q−2) |h=0= q · (q − 1) · (ϕ(h))(q−2) |h=0

(4.3.20)
Ahora vamos a aplicar esto a ϕ(h) = ϕj(h) para obtener las derivadas de

gi y g′i en h = 0. Para cada etapa i = 1, · · · , s y cada componente l = 1, · · · ,m

((gi(h))l)
(1) |h=0= ci(y

′
0)l +

s∑

j=1

āij(h
2((ϕj(h))l)

(1) |h=0= ci(y
′
0)l (4.3.21)

((g′i(h))l)
(1) |h=0=

s∑

j=1

aij(h(ϕj(h))(1))l |h=0=
s∑

j=1

aij(ϕj(0))l =

(
s∑

j=1

aij

)
fl(y0, y

′
0)

(4.3.22)

((gi(h))l)
(2) =

s∑

j=1

āij(h
2(ϕj(h))l)

(2) |h=0=
s∑

j=1

āij2(ϕj(h))l |h=0

= 2

(
s∑

j=1

āij

)
fl(y0, y

′
0)

(4.3.23)

Para la derivada segunda de g′i y la derivada tercera de gi tenemos que usar
las fórmulas (4.3.19), (4.3.20), las derivadas anteriores y (ϕj(h))(1). Aśı, para
l = 1, · · · ,m,

(ϕj(h))
(1)
l = (fl(gj, g

′
j))

(1) =
m∑

k=1

fkl (gj, g
′
j)(gj(h))

(1)
k +

m∑

k=1

fk
′

l (gj, g
′
j)(g

′
j(h))

(1)
k

(4.3.24)
Por tanto,
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(ϕj(h))
(1)
l |h=0 =

m∑

k=1

fkl (y0, y
′
0)cj(y

′
0)k +

m∑

k=1

fk
′

l (y0, y
′
0)

s∑

r=1

ajrfk(y0, y
′
0)

= cj

m∑

k=1

fkl y
′
k |(y0,y′0) +

(
s∑

r=1

ajr

)
m∑

k=1

fk
′

l fk |(y0,y′0)

Para simplificar la notación, a partir de ahora entendemos que fk, yk e y′k están
evaluadas en (y0, y

′
0). Una vez hallada la derivada de ϕ podemos deducir que

(g′i(h))(2) |h=0 =
s∑

j=1

aij(hϕj(h))(2) |h=0=
s∑

j=1

aij2(ϕj(h))(1) |h=0 (4.3.25)

por lo que, cada componente l = 1, · · · ,m verifica

(g′i(h))
(2)
l |h=0 =

s∑

j=1

aij

[
2cj

m∑

k=1

fkl y
′
k + 2

(
s∑

r=1

ajr

)
m∑

k=1

fk
′

l fk

]

2

[
s∑

j=1

aijcj

]
m∑

k=1

fkl y
′
k + 2

[
s∑

j,r=1

aijajr

]
m∑

k=1

fk
′

l fk

(4.3.26)

Además,

(gi(h))(3) |h=0 =
s∑

j=1

āij(h
2ϕj(h))(3) |h=0=

s∑

j=1

āij3 · 2(ϕj(h))(1) |h=0 ⇒

(gi(h))
(3)
l |h=0 =

s∑

j=1

āij3

[
2cj

m∑

k=1

fkl y
′
k + 2

s∑

r=1

ajr

m∑

k=1

fk
′

l fk

]

= 3 · 2
[

s∑

j=1

āijcj

]
m∑

k=1

fkl y
′
k + 3 · 2

[
s∑

j,r=1

āijajr

]
m∑

k=1

fk
′

l fk

(4.3.27)
Para la derivada tercera de g′i y la derivada cuarta de gi necesitaremos,

además de todo lo anterior, para cada l = 1, · · · ,m, derivando respecto h en
(4.3.24),

(ϕj(h))
(2)
l =

m∑

k,q=1

fkql (gj(h))(1)
q (gj(h))

(1)
k +

m∑

k,q=1

fkq
′

l (g′j(h))(1)
q (gj(h))

(1)
k

+
m∑

k=1

fkl (gj(h))
(2)
k +

m∑

k,q=1

fk
′q

l (gj(h))(1)
q (g′j(h))

(1)
k

+
m∑

k,q=1

fk
′q′

l (g′j(h))(1)
q (g′j(h))

(1)
k +

m∑

k=1

fk
′

l (g′j(h))
(2)
k

Por tanto,
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(ϕj(h))
(2)
l |h=0 = c2

j

m∑

k,q=1

fkql y
′
ky
′
q +

s∑

r=1

ajrcj

m∑

k,q=1

fkq
′

l fqy
′
k + 2

s∑

r=1

ājr

m∑

k=1

fkl fk

+

(
s∑

r=1

ajr

)2 m∑

k,q=1

fk
′q′

l fkfq +
s∑

r=1

ajrcj

m∑

k,q=1

fk
′q

l fky
′
q

+2

(
s∑

r=1

ajrcr

)
m∑

k,q=1

fk
′

l f
q
ky
′
q + 2

(
s∑

r,p=1

ajrarp

)
m∑

k,q=1

fk
′

l f
q′

k fq

Aśı tenemos que

(g′i(h))(3) |h=0 =
s∑

j=1

aij(hϕj(h))(3) |h=0=
s∑

j=1

aij3(ϕj(h))(2) |h=0 (4.3.28)

Por componentes,

((g′i(h))l)
(3) |h=0 =

s∑

j=1

aij

[
3c2
j

m∑

k,q=1

fkql y
′
ky
′
q + 3

s∑

r=1

ajrcj

m∑

k,q=1

fkq
′

l fqy
′
k

+3 · 2
s∑

r=1

ājr

m∑

k=1

fkl fk + 3

(
s∑

r=1

ajr

)2 m∑

k,q=1

fk
′q′

l fkfq

+3
s∑

r=1

ajrcj

m∑

k,q=1

fk
′q

l fky
′
q + 3 · 2

(
s∑

r=1

ajrcr

)
m∑

k,q=1

fk
′

l f
q
ky
′
q

+3 · 2
(

s∑

r,p=1

ajrarp

)
m∑

k,q=1

fk
′

l f
q′

k fq

]

(4.3.29)
Analizando los resultados obtenidos observamos que, usando la misma apli-

cación densidad (2.1.6) que para los árboles de LT (sin distinguir si los nodos
son gordos o flacos)

(g′i(h))
(2)
l |h=0= γ( )

s∑

j=1

aijcjFl( )(y0, y
′
0) + γ( )

s∑

j=1

aij

(
s∑

r=1

ajr

)
Fl( )(y0, y

′
0),

gi(h))
(3)
l |h=0 = 3 · γ( )

(
s∑

j=1

āij

)
cjFl( )(y0, y

′
0)

+3 · γ( )(y0, y
′
0)

s∑

j=1

āij

(
s∑

r=1

ajr

)
Fl( )(y0, y

′
0)

y que
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(g′i(h))
(3)
l |h=0= γ

( ) s∑

j=1

aijc
2
jFl
( )

(y0, y
′
0)

+γ
( ) s∑

j=1

aij

(
s∑

r=1

ajrcj

)
Fl
( )

(y0, y
′
0)

+γ
( ) s∑

j=1

aij

(
s∑

r=1

ājr

)
Fl

( )
(y0, y

′
0)

+γ
( ) s∑

j=1

aij

(
s∑

r=1

ajr

)2

Fl
( )

(y0, y
′
0)

+γ
( ) s∑

j=1

aij

(
s∑

r=1

ajrcj

)
Fl
( )

(y0, y
′
0)

+γ
( ) s∑

j=1

aij

(
s∑

r=1

ajrcr

)
Fl

( )
(y0, y

′
0)

+γ
( ) s∑

j=1

aij

(
s∑

r,p=1

ajrarp

)
Fl

( )
(y0, y

′
0)

Aśı vemos que en el caso de las derivadas (gi(h))(q) |h=0 aparecen unos

coeficientes acompañando al
∑

j=1

āij y en las derivadas (g′i(h))(q) |h=0 aparecen

los mismos coeficientes pero acompañando a
∑

j=1

aij. Esto motiva la siguiente

definición:

Definición 4.3.10. Para un N-árbol ordenado monótonamente τ denotamos por
Φi(τ) a una suma sobre los ı́ndices de todos los vértices gordos de τ , cuyo término
general viene dado por productos de expresiones del tipo:

akl si el vértice gordo “k” tiene un hijo gordo “l”,
ākl si el vértice gordo “k” está conectado a través de un hijo flaco con “l” y
cmk si el vértice gordo “k” está conectado con m vértices extremos flacos.

Por ejemplo,

Φj( ) = cj Φj( ) =
s∑

r=1

ajr

Φj
( )

= c2
j , Φj

( )
=

s∑

r=1

ajrcj = Φj
( )

, Φj
( )

=

(
s∑

r=1

ajr

)2

,

Φj

( )
=

s∑

r=1

ājr, Φj

( )
=

s∑

r=1

ajrcr, Φj

( )
=

s∑

r,p=1

ajrarp

Esto se generaliza para cualquier derivada:
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Teorema 4.3.11. gi y g′i de (4.3.17) satisfacen

(gi)
(q+1) |h=0= (q + 1)

∑

τ∈LNTq

γ(τ)
s∑

j=1

āijΦj(τ)F (τ)(y0, y
′
0) (4.3.30)

(g′i)
(q) |h=0=

∑

τ∈LNTq

γ(τ)
s∑

j=1

aijΦj(τ)F (τ)(y0, y
′
0) (4.3.31)

donde γ(τ) es la aplicación definida en el Lema 2.1.7 .

Por la similitud de gi y y1, g′i y y′1 se deduce que:

Teorema 4.3.12. La solución númerica de un método RKN, (y1, y
′
1), satisface

(y1)(q) |h=0= q
∑

τ∈LNTq−1

γ(τ)
s∑

i=1

b̄iΦi(τ)F (τ)(y0, y
′
0), q ≥ 2 (4.3.32)

(y′1)(q−1) |h=0=
∑

τ∈LNTq−1

γ(τ)
s∑

i=1

biΦi(τ)F (τ)(y0, y
′
0), q ≥ 2 (4.3.33)

donde γ(τ) es la aplicación definida en el Lema 2.1.7.

En la Tabla 4.1 se detallan los árboles y los correspondientes derivadas
sucesivas.

Por lo tanto tenemos una fórmula general para hallar las derivadas de y1 e
y′1, y aśı poder calcular el desarrollo en serie de potencias de h.

4.4. Condiciones de orden

Para realizar el estudio del orden de un método RKN tenemos que comparar
las series de Maclaurin en potencias de h de la solución del método,

y1 = y0 + y′0h+
∞∑

q=2

(y1)(q) |h=0
hq

q!
= y0 + y′0h

+
∑

τ∈NT

α(τ)γ(τ)

(
s∑

i=1

b̄iΦi(τ)

)
F (τ)(y0, y

′
0)
hρ(τ)+1

ρ(τ)!

y′1 = y′0 +
∞∑

q=1

(y′1)(q) |h=0
hq

q!
= y′0

+
∑

τ∈NT

α(τ)γ(τ)

(
s∑

i=1

biΦi(τ)

)
F (τ)(y0, y

′
0)
hρ(τ)

ρ(τ)!
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con las series de la solución exacta y su derivada,

y(t0 + h) = y0 + y′0h+
∞∑

q=2

y(q)(t0)
hq

q!
= y0 + y′0h

+
∑

τ∈NT

α(τ)F (τ)(y0, y
′
0)

hρ(τ)+1

(ρ(τ) + 1)!

y′(t0 + h) = y′0 +
∞∑

q=1

y(q+1)(t0)
hq

q!
= y′0 +

∑

τ∈NT

α(τ)F (τ)(y0, y
′
0)
hρ(τ)

ρ(τ)!

Aśı obtenemos el siguiente Teorema:

Teorema 4.4.13. Un método RKN es de orden p si y solo si

s∑

i=1

b̄iΦi(τ) =
1

(ρ(τ) + 1) · γ(τ)
para los N-árboles τ con ρ(τ) ≤ p− 1,

(4.4.34)
s∑

i=1

biΦi(τ) =
1

γ(τ)
para los N-árboles τ con ρ(τ) ≤ p. (4.4.35)

Ejemplo 4.4.14. Para que un método RKN tenga orden 3 debe cumplir,

s∑

i=1

bi = 1,
s∑

i=1

b̄i =
1

2
,

s∑

i=1

bici =
1

2
,

s∑

i,j=1

biaij =
1

2
,

s∑

i,j=1

b̄iaij =
1

6
,

s∑

i=1

b̄ici =
1

6
,

s∑

i=1

bic
2
i =

1

3
,

s∑

i,j=1

biciaij =
1

3
,

s∑

i=1

bi

(
s∑

j=1

aij

)2

=
1

3
,

s∑

i,j=1

biāij =
1

6
,

s∑

i,j=1

biaijcj =
1

6
,

s∑

i,j,r=1

biaijajr =
1

6

Sin embargo, estas condiciones de orden se reducen cuando aplicamos el
RKN (4.0.5) a problemas del tipo:

y′′ = f(y) (4.4.36)

En estos problemas desaparecen las diferenciales elementales que contienen de-
rivadas con respecto de y′. Por consiguiente, se considera solo el siguiente sub-
conjunto de N-árboles:

Definición 4.4.15. Un N-árbol τ se llama N-árbol especial o SN-árbol, si los
vértices gordos sólo tienen hijos flacos.

En consecuencia, podemos enunciar un Teorema análogo al 4.4.13 pero para
SN-árbol:
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Orden τ ρ(τ) α(τ) γ(τ) Φi(τ) Fi(τ)(y, y′)

1 i 1 1 1 1 fi

2 i

j

2 1 2 ci
∑
j

f j
i y
′
j

i

j

2 1 2
∑
j

aij
∑
j,k

f j′

i fj

3 i

kj

3 1 3 c2i
∑
j,k

f jk
i y′jy

′
k

i

kj

3 2 3
∑
j

aijci
∑
j,k

f jk′

i fky
′
j

i

kj

3 1 3

(∑
j

aij

)2 ∑
j,k

f j′k′

i fjfk

i

k

j

3 1 6
∑
j

āij
∑
j

f j
i fj

i

k

j

3 1 6
∑
j

aijcj
∑
j,k

f j′

i f
k
j y
′
k

i

k

j

3 1 6
∑
j,r

aijajr
∑
j,k

f j′

i f
k′
j fk

Tabla 4.1. N-árboles y diferenciales elementales asociados

Teorema 4.4.16. Un método RKN (4.0.5) para la ecuación diferencial especial
(4.4.36) es de orden p, si

s∑

i=1

b̄iΦi(τ) =
1

(ρ(τ) + 1) · γ(τ)
para los SN-árboles τ con ρ(τ) ≤ p− 1,

(4.4.37)
s∑

i=1

biΦi(τ) para los SN-árboles τ con ρ(τ) ≤ p. (4.4.38)

Por tanto, las condiciones de orden 3 para PVIs del tipo (4.4.36) son solamente:

s∑

i=1

b̄i =
1

2
,

s∑

i=1

b̄ici =
1

6
,

s∑

i=1

bi = 1,
s∑

i=1

bici =
1

2
,

s∑

i=1

bic
2
i =

1

3
,

s∑

i,j=1

biāij =
1

6



5

Aplicación a la ecuación de ondas

Supongamos que tenemos una cuerda de longitud L sujeta por sus dos
extremos en la cual se producen pequeñas vibraciones. Además asumimos que
la cuerda está totalmente estirada, elaborada de un material homógeneo y no
hay gravedad. La vibración a lo largo del tiempo se puede describir mediante la
ecuación [5]

utt(x, t) = α2uxx(x, t), x ∈ [0, L], t ≥ 0, (5.0.1)

donde u(x, t) es el desplazamiento vertical desde la posición de equilibrio del
punto x de la cuerda en el instante t, por lo que utt representa la aceleración
vertical de la cuerda en el punto x.

De esta manera la ecuación (5.0.1), que se denomina ecuación de on-
das, puede interpretarse como que la aceleración en cada punto de la cuerda
es proporcional a la tensión de la misma y que será mayor cuanto mayor sea la
convexidad de u.

Se puede obtener una aproximación a la solución de (5.0.1), mediante el
uso del Método de Ĺıneas. Consideramos el ejemplo

utt = α2uxx, t ≥ 0, x ∈ [0, 1]

u(x, 0) = sin(2πx), ∀x ∈ [0, 1]

ut(x, 0) =
1

2
sin(πx) ∀x ∈ [0, 1]

u(0, t) = u(1, t) = 0, ∀t ≥ 0

(5.0.2)

cuya solución exacta es conocida:

u(x, t) =
1

2πα
sin(πx) sin(παt) + sin(2πx) cos(2παt) (5.0.3)

por lo que podremos comprobar numéricamente la eficiencia y la precisión de
los métodos que vamos a testar.

Para aplicar el método de ĺıneas primero se realiza una partición equiespa-
ciada del intervalo [0, 1] : xi = i∆x, ∆x = 1

M+1
, 0 ≤ i ≤ M + 1. Se aplica la

ecuación (5.0.2) sobre los puntos interiores de dicha partición
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utt(xi, t) = α2uxx(xi, t), i = 1, . . . ,M

ya que los valores para x0 = 0 y xM+1 = 1 vienen dadas por las condiciones
de frontera de Dirichlet homogéneas. Si aproximamos el segundo miembro de la
ecuación mediante diferencias finitas centrales de segundo orden, se tiene cuando
∆x −→ 0,

uxx(xi, t) '
u(xi +∆x, t)− 2u(xi, t) + u(xi −∆x, t)

∆2
x

− ∆2
x

12
uxxxx(xi, t) +O(∆4

x)

(5.0.4)
Suponiendo entonces que ∆x es suficientemente pequeño, aproximaremos la so-
lución de (5.0.2) por la del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

utt(xi, t) = α2u(xi+1, t)− 2u(xi, t) + u(xi−1, t)

∆2
x

1 ≤ i ≤M, t ≥ 0 (5.0.5)

O, denotando,
wi(t) = u(xi, t), w′′i (t) = utt(xi, t)

se reescribe, 



w′′i = α2wi+1 − 2wi + wi−1

∆2
x

1 ≤ i ≤M

wi(0) = sin(2πxi)

w′i(0) =
1

2
sin(πxi)

teniendo en cuenta que w0 = u(0, t) = 0 y wM+1 = u(1, t) = 0.
Se agrupan todas las componentes vectorialmente

U =




w1

w2
...
wM


 , U0 =




w1(0)
w2(0)

...
wM(0)


 =




sin(2πx1)
sin(2πx2)

...
sin(2πxM)


 , U ′0 =




w′1(0)
w′2(0)

...
w′M(0)


 =




1
2

sin(πx1)
1
2

sin(πx2)
...

1
2

sin(πxM)




y definiendo la matriz,

A =
α2

∆2
x




−2 1 0 · · · 0 0 0
1 −2 1 · · · 0 0 0
0 1 −2 · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · · · · 1 −2 1
0 0 · · · · · · 0 1 −2



∈MMxM(R)

el PVI de segundo orden se escribe
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U ′′ = AU = f(U), U(0) = U0, U ′(0) = U ′0 t ≥ 0 (5.0.6)

Para la integración temporal de este sistema aplicaremos los métodos RKN vistos
en el caṕıtulo anterior.

En particular, los métodos que usaremos serán:

1
2

0

1
2

0 1
2

0 0 1
2

0 0 1

1
2

0

1
2

0 1
30

1
2

0 0 0 1
12

0 0 0 1
2

0 0 0 1

1
2

1
8

1 0 1
2

1
6

1
3

0

1
6

4
6

1
6

1
5

1
50

2
3
−1
27

7
27

2 3
10
−2
35

9
35

14
336

100
336

54
336

0

14
336

125
336

162
336

35
336

M1 M2 M3 M4

Los métodos M1 y M2 son de orden 2 y han sido propuestos en [6] como
apropiados para resolver problemas del tipo (5.0.6) por tener un buen orden de
dispersión y tener disipación nula (zero-dissipation). Estas propiedades de los
métodos se saben que son buenas cuando la matriz A de (5.0.6) tiene autovalores
reales negativos de módulo grande, como es el caso de nuestra matriz A, cuyos
autovalores son

λk = −4
α2

∆2
x

sin2

(
kπ

2(M + 1)

)
, k = 1, . . . ,M, (5.0.7)

por ser una matriz Toeplitz tridiagonal, por lo que el módulo de los autovalores
aumenta cuando ∆x → 0. Los métodos M3 y M4 lo hemos extráıdo de [3] y
tienen órdenes 4 y 5 respectivamente.

Al resolver el problema mediante este proceso se producen dos tipos de
errores, uno debido a la discretización espacial (5.0.4) y el otro debido al méto-
do RKN empleado. A los primeros lo llamaremos errores espaciales y a los
segundos errores temporales. Además llamaremos errores globales a la di-
ferencia entre la solución numérica y la solución de la EDP (5.0.2).

Para estudiar los errores debidos a la integración temporal mediante los
métodos RKN, hemos creado un código en Octave en el que realizamos dicha

integración en el intervalo t ∈ [0, T ] a paso fijo h =
1

N
, dado un número de

pasos N , y lo comparamos con la aproximación de la rutina ode45 de Octave1

con tolerancia del error relativo y absoluto de 10−13. En las Tablas 5.1 y 5.2
presentamos los errores temporales, en norma uniforme, que hemos obtenido
para cada método, tomando una malla espacial de M = 40 puntos en el caso
α = 1, tanto para la arpoximación de la solución exacta del PVI (5.0.6) como
para su derivada.

1 https://octave.sourceforge.io/octave/function/ode45.html

https://octave.sourceforge.io/octave/function/ode45.html
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M1 M2

N yt y′t

20 2.119710e+25 8.344529e+26

40 4.593201e+15 2.678235e+17

80 2.100631e-04 5.051369e-02

160 4.739199e-05 1.261993e-02

320 1.156237e-05 3.154445e-03

640 2.872754e-06 7.885774e-04

1280 7.170738e-07 1.971422e-04

2560 1.791988e-07 4.928543e-05

5120 4.479530e-08 1.232135e-05

10240 1.119852e-08 3.080337e-06

N yt y′t

20 2.101617e-04 1.409401e-02

40 6.282098e-08 7.929858e-05

80 1.570310e-08 1.979143e-05

160 3.925687e-09 4.945627e-06

320 9.814196e-10 1.236265e-06

640 2.453579e-10 3.090574e-07

1280 6.134146e-11 7.726384e-08

2560 1.533930e-11 1.931601e-08

5120 3.840123e-12 4.829125e-09

10240 9.670875e-13 1.207352e-09

Tabla 5.1. Errores temporales para M = 40 y α = 1

M3 M4

N yt ytp

20 3.491711e+03 2.262343e+05

40 1.150342e-06 7.448185e-05

80 3.951982e-08 4.666419e-06

160 1.462807e-09 2.918446e-07

320 5.993528e-11 1.824389e-08

640 2.708611e-12 1.140325e-09

N yt y′t

20 5.232102e-06 6.123710e-06

40 1.650590e-07 9.467875e-08

80 5.171276e-09 1.594315e-09

160 1.617696e-10 2.851186e-11

320 5.112799e-12 5.857537e-13

640 2.163825e-13 1.380562e-13

Tabla 5.2. Errores temporales para M = 40 y α = 1

Debemos observar que, por el alto orden de los métodos M3 y M4, rápida-
mente alcanzan la precisión del ode45 de Octave, por lo que los resultados para
tamaños de paso h menores que 1/640 no son relevantes. En las Tablas 5.1 y 5.2
se observa claramente la diferencia de aplicar un método de orden 2 o superior.
También hay que observar que, salvo el M4, ninguno de los otros tres métodos
es capaz de dar la solución aceptable con solo 20 pasos, lo que revela que estos
métodos tienen algunos problemas de estabilidad. Si queremos comprobar que
un RKN de orden p ≥ 1 está alcanzando dicho orden sobre un problema con-
creto, podemos hacerlo tomando el error temporal obtenido integrando a paso
fijo h y a paso h/2. Como sabemos que, para h suficientemente pequeño, y C
independiente de h, si error(h) denota la norma uniforme del error temporal
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integrando a paso fijo h,

error(h) ' Chp ⇒ error(h/2) ' C
hp

2p
' error(h)

2p
⇒ 2p ' error(h)

error(h/2)
⇒

p ' log(error(h))− log(error(h/2))

log 2

Como log(h) − log(h/2) = log 2, ∀h > 0, si dado un N0 ≥ 1 consideramos los
errores obtenidos con las sucesiones anteriores con paso fijo h para h = hk =
h0

2k
, k = 0, 1, . . . siendo h0 =

1

N0

. Se tendrá

p '
log

(
error

(
h0

2k

))
− log

(
error

(
h0

2k+1

))

log 2

por lo que si dibujamos en una gráfica en escala logaŕıtmica los pasos (hk, error(hk)),
k = 0, 1, 2, . . . y el método está integrando el problema con el orden p previsto,
esta gráfica será aproximadamente un recta de pendiente p. Podemos ver esto
en las Figuras 5.1 y 5.2 en escala logaŕıtmica para M = 80, α = 1 y α = 10,
con los cuatro métodos considerados.
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10−4
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E
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o
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M2

M3

M4

Figura 5.1. Errores de la solución exacta y de su derivada cuando α = 1 y M = 80

En estas gráficas podemos ver claramente que los errores de cada método
generan rectas de pendiente 2 (M1 y M2), 4 (M3) y 5 (M4) respectivamente,
aunque en este último caso la recta se convierte rápidamente en horizontal ya
que se alcanza la precisión del ode45 de Octave con muy pocos pasos. También
se puede observar que aunque el M1 y el M2 tienen el mismo orden, M2 da
mucha más precisión que el otro. Además, se observa que todos los métodos
empeoran su precisión cuando α = 10 respecto al caso α = 1, lo que se debe al
aumento del módulo de los autovalores (5.0.7) de la matriz A de (5.0.6).
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M4

Figura 5.2. Errores de la solución exacta y de su derivada cuando α = 10 y M = 80

Finalmente, en la Tabla 5.3 hemos comparado la aproximación con la so-
lución exacta de la EDP (5.0.3) obteniendo los errores globales de cada método.
Vemos que todos los métodos alcanzan el mismo error global porque los errores
temporales son muy inferiores a los errores espaciales. Además, podemos ver
que cuando duplicamos el número de puntos de la malla espacial se obtiene un
error global, que se debe solo al error espacial, que es casi 4 veces inferior, lo
que corrobora que la discretización espacial está aproximando correctamente con
orden 2 a la solución exacta.

M 10 20 40

M1 6.60e-02 1.82e-02 4.78e-03

M2 6.60e-02 1.82e-02 4.78e-03

M3 6.60e-02 1.82e-02 4.78e-03

M4 6.60e-02 1.82e-02 4.78e-03

M 10 20 40

M1 8.11e-01 2.30e-01 6.05e-02

M2 8.04e-01 2.29e-01 6.00e-02

M3 8.04e-01 2.28e-01 6.00e-02

M4 8.04e-01 2.28e-01 6.00e-02

Tabla 5.3. Errores globales para α = 1, α = 10, respectivamente, y N = 29N0 donde N0 =
M

2
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Abstract

THe aim of this work is to study Runge-Kutta-Nyström (RKN) meth-
ods for solving initial value problems (IVPs) in second-order ordi-
nary differential equations (ODEs).

1. Runge-Kutta methods

ARunge-Kutta (RK) method of s stages given an approximation
yn to the solution of the IVPs

y′ = f (t, y), t ∈ [0, T ], y, f ∈ Rm, y(0) = y0

at the point tn, with f satisfying certain conditions, gives an ap-
proximation to such a solution at the point tn + h, that we denote
by yn+1, obtained by the formulation

Ki = f (tn + cih, yn + h

s∑

j=1

aijKj), 1 ≤ i ≤ s, (1)

yn+1 = yn + h

s∑

i=1

biKi (2)

Coefficients of the RK: A =
(
aij
)s
i,j=1 , b = (bi)

s
i=1 , c = (ci)

s
i=1

2. Order of Runge-Kutta methods

THe RK has order p if and only if

l(t0, h) = O(hp+1), h −→ 0.

An application

τ : {2, 3, . . . , q} −→ {1, 2, . . . , q − 1} con τ (i) < i,∀i = 2, 3, . . . , q

is called labeled trees of order q. LT= set of all labeled trees.
Theorem. A RK method has order p ≥ 1 if and only if

bTΦ(τ ) =
1

γ(τ )
, ∀τ ∈ LT with ρ(τ ) ≤ p

where ρ(τ ) = order, Φ(τ ) and γ(τ ) are functions that only depend
on the RK coefficients.
Example: conditions for order 3: bTe = 1, bT c = 1

2, bT c2 =
1
3, b

TAc = 1
6

3. Convergence of the Runge-Kutta methods

THeorem. If a RK is of order p and f ∈ Cp(Tδ), there is h̄ > 0 such
that if we consider any partition P = {t0 < t1 < t2 < · · · tN = tf}
of [t0, tf ] with hmax := maxj hj ≤ h̄ = min{h∗, h′} then

‖ y(tn)− yn ‖≤ h
p
max

C

Λ

[
eΛ(tn−t0) − 1

]
, n = 0, 1, . . . , N,

where C is independent of h and Λ is the Lipschitz constant of the
function Φ(tn, yn, h) =

∑s
i=1 biKi.

4. Runge-Kutta-Nyström methods

ARunge-Kutta-Nyström (RKN(Ā, A, b̄, b)) method gives an ap-
proximation to the solution of the second order IPVs

y′′ = f (t, y, y′) y(t0) = y0, y
′(t0) = y′0 y, f ∈ Rm, t ∈ [t0, T ]

by the following formulation

k′i = f
(
t0 + cih, y0 + cihy

′
0 + h2∑s

j=1 āijk
′
j, y0 + h

∑s
j=1 aijk

′
i

)

y1 = y0 + hy′0 + h2∑s
i=1 b̄ik

′
i y′1 = y′0 + h

∑s
i=1 bik

′
i

(3)
A labeled N-tree of order q is a labeled tree τ together with the
mapping τ ′ : {1, 2, . . . , q} −→ {“meagre”,“fat”}.
Theorem. A RKN method is of order p if and only if
s∑

i=1

b̄iΦi(τ ) =
1

(ρ(τ ) + 1) · γ(τ )
for the N-trees τ with ρ(τ ) ≤ p−1,

s∑

i=1

biΦi(τ ) =
1

γ(τ )
for the N-trees τ with ρ(τ ) ≤ p

where ρ(τ ) = τ order, Φ(τ ) and γ(τ ) are functions that only de-
pend on the RKN coefficients, and in that case, it is convergent of
oder p.

5. Application to the wave equation

WAve equation



utt = α2uxx, u(0, t) = u(1, t) = 0 t ≥ 0, x ∈ [0, 1]

u(x, 0) = sin(2πx), ut(x, 0) =
1

2
sin(πx), ∀x ∈ [0, 1]

(4)

Method of lines: the partial derivate uxx is dicretized with
second-order finite differences, obtaining the WP

U ′′ = AU = f (U), U(0) = U0, U ′(0) = U ′0 t ≥ 0.

Test with methods M1, M2 of order 2, M3 order 4, M4 order 5.
Temporal errors for y and y′ wiht α = 1, M = 80:
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