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V:En3nn'neciente.trabajohde F.‘Maunicin”(Menricio;nl974) sei‘

analiza lafrelajacién de un sistema.de dos'spines~1/23'corfeepon;
idlentes a dos nucleos 1dentlcos perteneclentes a. una molécula |

- grande sumerglda en un campo magnetlco estac1onar10 y unlforme,
"»provocada por el acoplamlento de los splnes con el medlo molecu-‘
lar, Se con51dera que ‘los nucleos estan situados en 1o que en
resonancla magnetlca se denomlna p051c10nes no equlvalentes. En
tales cond1c1ones, el campo magnetlco efectlvo ex1stente en las
:prox1m1dades de cada nucleo sera 11geramente dlferente dando lu-
'gar a dlstlntas separac1ones entre los eorrespondlentes n1veles
Zeeman (Pople, Schnelder Yy Bernsteln, 1959) :

~Es. 1nteresante observar que al tratarse de splnes 1/2

“que por lo tanto unlcamente tlenen asoclados momentos dlpolares
magnéticos, el mecanismo mediante el que tlene-lugar el acopla- -
'"miento'de los estados del spin con;el,medie'ngieculer sejanCre-
ta en-ia interaecién de'dichos momentos dipolares conllos cam-
- pos magnetlcos fluctuantes as001ados a 1os grados de libertad
de dlChO medlo (Pople, Schnelder y Bernsteln, 1959, Ramsey, 1955).
:,_Se denomlnara "red""prec1samente a estos grados de llbertad con
'los que los Splnes 1ntercamb1an energla. .
| En el caso de una muestra de- muchas moleculas es ‘razona- ;'_
_ble cons;derar que los'dos splnes pertene01entes a una’ de ellasi
- no estan acoplados con ‘los. de otra a. traves del medlo molecular,
de tal manera que cada par de splnes poseera su propla red.
| En el modelo que se presenta en prlmer 1ugar se con31de;_!
ﬂra.a la red_como,un medlo armonlco en equlllbrlo-termlco a una
'temperatura T y en el 11m1te estadlstlco, de forma que sus mo-_

dos normales son lo suflclentemente nUMEeTrosos  como para dar 1u-



:Agar a un espectro denso (cuas1-cont1nuo)

. En el. c1tado trabaao se da una descrlpclon del 51stema

chomblnado splnes-red con51derando su evoluc1on dlnamlca en la
'representaclon de Helsenberg. Se obtlenen a51 las ecua01ones
A_cuantlcas de Langevin para la evoluclon de los operadores del
s1stema de spines, ellmlnado los. operadores de 1a red de 1as

_ecuac1ones de-mov1m1ento de‘Helsenberg del sistema total.

En el presente trabago anallzamos el modelo descrlto an-
terlormente mediante la. formula01on del operador dens1dad del
51stema, 81gu1endo para ello el metodo de Nakaalma-Zwanz1g, el
'cual permlte obtener una. ecuaclon de evolu01on para el operador
:dens1dad redu01do del 51stema de splnes, a partir de 1a que ‘se’
obtienen las ecua01ones de evoluclon para 1os valores esperados
de los operadores dlnamlcos de dlcho 51stema.u

| En el capltulo IT se hace una breve expos1c1on acerca de,
las propledades del- operador dens1dad de un 31stema cuantlco,-
1ntroduc1do a partlr de la deflnlclon de valor esperado para un
: operador cualqulera del 51stema, escrlblendose su ecuacién -de -

Aevolu01on en las representac1ones de Schrodlnger Helsenberg e

'1nteracc1on. Se 1ntroduce, tamblen, en este capltulo 1a opera—'

fclon "traza parclal" sobre las varlables de una parte del 51s-

tema total que conduce al concepto del "operador den31dad re-_
~ducido” asoclado a dlcha parte.' “

| | Anallzamos en. el capltulo ITT el metodo de Nakaalma-Zwan-
521g de - una forma general Este metodo sé basa en el hecho de que.;
en muchos problemas no es necesarla toda la 1nforma01on conte- |

nida en el operador den31dad, por lo que se utlllza 1a tecnlca

,edel operador de proyecclon para separar dlcho operador den51dad



en una parte "rélévanté“ y’bfra "iffelevante"; de forma que es-
o ta ultlma no, contrlbuya al calculo de valores esperados de 1n-g
terés.  f | _wm;m' | | |
Se 1ntroduce en este capltulo el "Operador" cuantlco de

.‘Llouv1lle, deflmdo ‘como el conmutador del Hamiltonlano del sis-
~b‘!:emaL, el cual actia sobre el congunto de operadores (espac1o de
leouv1lle) deflnldos ‘sobre . el espaclo de Hllbert de los estados
cuantlcos del 31stema, por lo que normalmente se le denomlna

superoperador de Llouv111e" o "L10uv1111ano"._En funcidén de es-

'te superoperador se escrlbe 1a ecuaclon de evoluclon para el

- operador den51dad del 51stema total ("ecuac1on de Von Neumann-

“Llouv1lle"), siendo dlcha ecuacidén . el punto de partlda para el
desarrollo del. método de Nakaglma-Zwan21g. \”.

' Introduciendo de una manera. adecuada en la ecuac1on de
”Von\Neumann-Llouv1lle el operador de proyecclon, ‘se obtlene una -
ecuaclon de evolu01on para 1a parte relevante del operador den—

7 51dad del tlpo
£

‘% i ,,f{, ()(e) . joez <) ) e Doe T ti’.ii"

»denomlnada lecuacidn de. Nakaalma-Zwan21g"; en la que.el super- B
'operador de Llouv111e efectlvo Qﬁf g el nucleo 1ntegra1 k:%)
y ‘1a 1nhom0gene1dad ]:@) ; quedan deflnldos en’ funclon del ope-
} rador de proyecc1on, del superoperador de Llouv1lle y de las

B cond1c1ones 1n101ales del problema. '

La ecuatién (1 1) es una ecuaclon.1ntegro-diferenc1al en"'
 }el tlempo de caracter no-markov1ano, es de01r, el valor: de 1a ‘
parte relevante en un clerto 1nstante depnde del valor que to—,

N

me dlcha parte en todo 1nstante anterlor, s1endo una ecua01on



exacta. que descrlbe un proceso rever51b1e, constltuyendo un ex-.

3

r'celente punto de’ partlda para la apllca01on de dlversas aproxl-‘

‘,'mac1ones.‘_f_,f.‘ S %Q%Ej'

‘En el capltulo IV se pre01sa 1a 1magen f131ca de 1os Spl-

.nes.. y de’ la red con obJeto de 1ntroduc1r las prlnclpales relaclo-g

nes matematlcas que se van a utlllzar en capltulos posterlores.

“'ZTamblen se descrlbe ‘en este capltulo la forma del Hamlltonlano
. de 1nterac01on splnes-red exponlendose las pr1nc1pales hlpote-

:351s que se efectuan sobre el modelo.-

El proceso de relaaaclon de los splnes aloaados en 1a red

en este . caso en. que esta se encuentra en equlllbrlo termlco a.

atemperaturalT se descrlbe en el capltulo V a partlr de la ecua—'

ﬂ'c1on de Nakaglma-Zwan21g, de. forma que en 1a parte relevante del
'operador densidad del 51stema comblnado splnes—red S+E,(L) en—.

>vtre ‘como factor el operador den51dad reducldo del s1stema de Spi-

nes, p & ’ para lo cual se deflne el operador de proye001on

o en funclon de la operaclon traza par01al sobre 1as varlables de

la red 'T}B ; Medlante la aprox1maclon de W1gner-We1sskopf

lyde 1a h1potes1s de acoplamlento debll y con31derando que las o

pr0p1edades estadlstlcas de la red mno se afectan sen31blemente'
durante el proceso de- re1a3a01on, se obtlene una ecua01on de evo-,
1u01on para el operador den51dad reduc1do del 51stema de splnes

en la representa01on de Schrodlnger en fun01on de los Operadores

;de creaclon,.G;f ¥ de anlqullaclon, GL_,,vasoclados al spin.

'n en dlcha representac1on.v‘

A cont1nuac1on se pasa a determlnar 1as ecua01ones de evo-

V_luclon para los valores esperados de los operadores dlnamlcos

"del‘s1stema de-splnes, utll;zandose_para ello la ecuacién de -

2N



. O

'evoluclén para el operador den51dad reducldo del 51stema de spl-‘

' nes obtenlda anterlormente. chhas ecuaclones muestran la 1nfluen-

'cla de la presenc1a de un spin en el proceso de relaaaclén del

otro medlante 1la aparlclén de termlnos cruzados correspondlentes

_a operadores de cada uno de los splnes._‘

Se determlna a cont1nuac1on 1a solu016n de. orden cero de

estas ecuaclones, en la que aparece claro que la 1nfluencla de

1la red en la evolu01on de los. splnes se caracterlza, fundamental-
mente, por un amortlguamlento a 1a vez que por un desplazamlen-

to en: la frecuencla 1ntr1nseca de cada spin, dependlentes ambos

de la temperatura de equlllbrlo. De este modo, se pone de manl-’

flesto la conducta 1rrever31ble del 31stema de splnes que le lle-

'va a alcanzar el equlllbrlo con los grados de llbertad de ‘la red,

" la cual actla como un "baifio. térmlco"

A partlr de 1a soluclon de orden cero se obtlene ‘una so- - -
lucidn aprox1mada para las ecuaclones 1ntegrales obtenldas con -

anterlorldad partlcularlzandose dlcha soluclon para el caso en

que: 1os dos splnes se encuentren en pos1c1ones equlvalentes.

En el capltulo VI se aborda el calculo de 1a fun01on de

corre1a01on ord1nar1a,‘<<ﬁf@)qrai>z as001ada al - spln n, emplean-'

'do para ello el metodo de Mor1-Zwanz1g basado, tamblen, en la

técnica del operador de proyecclon. Ta funclon de corre1a016n
obtenlda, que da una descrlpclon de la fluctuaclon del" Spln al-

rededor del equlllbrlo, se usara para determlnar 1a poten01a ab-

“sorblda por el sp1n en. un experlmento de RMN obtenlendose el.

perfll de 11nea a5001ado a dlcho sp1n en 1a aprox1maclon de al-

f.tas temperaturas.

-~ E1l resto del trabaao se dedlca al estudlo del amortlgua-'

s



g

: m1ento de 1os splnes en e1 caso llmlte de. baJas temperaturas,
AfT = 0 en.el. que ya no son razonables las h1potes1s efectuadas
_anterlormente sobre el comportamlento estadlstlco de 1a red.
»Para ello se parte de nuevo de la. ecuac1on de Von Neumann-Llou-
'v1lle para la evoluc1on del operador den51dad y se con51dera
' que 1n1c1almente uno de los splnes se encuentra en su estado exX-

'.cltado 'y el otro en el fundamental.

Las soluclones obtenldas dan la evoluc1on de las pobla01o-

vnes de los splnes, es dec1r, la evolu01on de da probabllldad de

permanenc1a o de tran51c1on en los estados de la energla sin .

v'perturbar, estando de acuerdo con las obtenldas por F.,Maur1c1o
"jfen el trabago citado, -en . el cual se utlllza para este problema

'_-la tecnlca del operador resolvente asoc1ado al Hamlltonlano del

sistema.



II. EL OPERADOR DF‘NSIDAD DE_UN_SISTEMA CUANTICO



21 :: ""_<'~'2.i."DefiniCi6n; propiedades y ecuacién de evolucidn del

-_QpéradOr'densidad;ff-

§-§ZM‘W?"*‘f_ | Normalmente, el estado de urr 51stema cuantlco, €en un c1ef-7
| " to 1nstante,-no se encuentra determlnado totalmente, 51endo pre-'
ciso 1ntroduc1r, para la. descrlpclon cuantlca .del mlsmo, un con—
~-cepto matematlco muy comodo, el operador den31dad, el cual fa01-
'<11ta la apllcac1on 51multanea de 1os postulados de 1a Mecanlca
Cuantlca y del célculo de probabllldades.
‘En este apartado exponemos, de una manera breve, los. pun— :
’tos ba51cos en.que se basa la descrlpclon de un sistema cuantl-}
_co mediante el Operador den31dad (Fano, 1957, Tolman, 1967, ter
'Haar, 1961 Jancel, 1963, Cohen-Tannoudgl, Diu y Lalo&, 1973,.
Louisell,. 1973) |
| Supongamos que se han efectuado sobre el s1stema en estu-‘
‘dlo suflclentes medldas como para determlnar que en un clerto _
.'1nstante, fg ., s€ encuentra en el estado (?‘Gn:> Entonces, el"
. vector estado del s1stema en- un 1nstante t, PKLU:>,-vendré da-

do por la soluc1on formal de la ecuac1on de Schrodlnger indepen-

dlente del tlempo .

. j(ﬂ t ) ﬂ | -:‘  ‘: :”{4 L
l%m> e,. IW&>.‘.~T (2.1)
eh'donde__jelles el Hamltonlano dél s1stema.f‘ | |  ' -
Si Fg es un operador arbitrario del s1stema cuantlco en.
f_la représenta01on de Schrodlnger, el valor esperado de dlcho ope-
irador en el 1nstante t viene- dado por (Cohen—Tannoudal, Diu y

l Laloe, 1973) .'.“ lvv7=}-;"»~'ii   'l_,:,;. '7 ”

<h> ;;<%m{?Hwb”‘Maiﬂ‘kaaﬁ




Ahora bien, teniendo en cuenta qué'elfprbducfb escalar'pé-,
ra todo par de estados cualesqulera, IV)> y |4’> del s1stema,

'Mv1ene dado por (Cohen-Tannoudgl, D1u y Laloe, 1973)

<\o|w> - T (w><m
:obtenemos‘para el valor esperado dei F; oy la expresion 't
| <'F; >; = Tr Fs l‘{'s({)><‘!’s(’cl - (2.3) '»

En muchos casos, es practlcamente 1mp051b1e efectuar las

_'suf1c1entes medldas sobre el s1stema como para conocer su esta-

“vdo en un’ 1nstante dado, por lo que el valor esperado del opera-

- dor en cuestlon no esth. deflnldo de una manera unlca, sino que,._,
 'por el contrarlo, se encuentra suaeto a una dlstrlbu01on proba—
blllstlca. ‘ |

: Supongamos, entonces, que unlcamente se conoce que el sis-:
tema se encuentra en un determlnado estado, l W.>', con probabl-
- lidad Fi. 5'51endo
2R =4 , R=z20 (2 uy
\*J C .. . c o :"". ':‘ o .
En estas condlclones, se hace prec1so promedlar el valor
"esperado f:ﬁg >; , deflnldo en (2 3), sobre esta dlstrlbu01on de
| probabllldad deflnlendose,'entonces, el valor esperado de ks
" como i . : ,‘ ::‘ f» e o o

KR :--z Tr wwu e
? L

Observemos pues, que 1as probabllldades 1nterv1enen en dos-
'».nlveles dlferentes el prlmero corresponde al caracter 1ncom-'

j~‘p1eto de 1a 1nformaclon 1n101a1 sobre el estado del s1stema (ta--



les situaciones SOn.igualmeﬁte'tratadés en MecéniCa'Esﬁadistica
Clé51ca) v el segundo a. 1a 1ncert1dumbre (especiflcamente cuén— -

‘tlca) llgada a los procesos de medlda."

En el caso en que se puedan efectuar las suf1c1entes medl—-

- das’ sobre el 31stema para: poder determlnar que se encuentra -en

-un estadoAdetermlnado,:lW b)>,en'e1-1nstante to, entonces, las

_ relaciones (2.4) se.simplifican a:

R = S . (2.6a)
y,‘én'dicho Casé,ilos'vaiofes'ésperédds définidos.én (2.3) y en
(2.5) coinciden : | |

KR << F >> S (2.6b)
La ecuacidén (2. 5) suglere deflnlr el operador den31dad del -

,_51stema, en un- 1nstante t, como- :
{5 (Jc) = s P-' I“J"S(Jc)><“f’s(+)[ R
¥ R
- con lo que dicha ecuac1on puede escrlblrse en- la forma :
<< >> v Fz-(? m. L ey
A partlr de la- ecuac16n (2 7), podemos obtener fé01lmente
 '1a forma del operador dens1dad en la representaclon de Helsenberg

teniendo en cuenta que ambos operadores estén rela01onados por

| la expre51on (Loulsell 1973)

O iwaet) . iweet) -
(H(%co) = et et (2.9)

obteniéndose'para el operador ‘densidad en la réﬁresentacién de -




10
ﬁeisenberg :

: (“ ': Z\P:‘?Pl*n><\k)ui . o | . | . '(‘2.105
donde VI¢H>~= PPS&oY>. o o -

Evidentemente se tiene

i

Te i) gy = o |
| Litats) . i(e-to) |
= Te (e*”  "TEe*" T (H) =
_ SA R (E-to) A pt-t.)
= e (F% e’ by " - )?

T (R aw) = KRy ean

KR ()

H

en donde se ha utilizado la propiedéd de invariancia ciclica de -
la operacidn traza. |
Puésto que normalmente sé~trabaja‘eﬁ.la representacién de
Schrﬁdinger, suprimiremos én 16 sucesivo el subindice s,excepto
en las situaciones en que sea preciso remarcar que nos encontra-
mos en dicha representacién.
El operadqr densidad presenta algunas'pr0piedades importan-
tes.} A . . e e
_'i).Es un operador hermitiqo : eT =.f.

En'efecto': _ o
et = > R (Ivar{vw] ) = % Boly@><y®l= ¢ (2.12a)
. L G T R L SETRPIE
ii) Su tfaza es la unidad..

En efecto :

U
TN

T¢-= R Golve) == R (2.120)



vy Tr 3({-; :

. A

, 111) Sus elementos de matrlz dlagonales son. reales v p051t1vos

en cualquler representac1on.., »]m‘

L En efecto, si- |¥7> es un ket cualqulera, se tlene :

<\e|@|v> g_ R <‘€l‘\’(e)>\we)l‘t”>

'n,'

= r<@|w{-)>l 0 (2.a2)

o iv) Los elementes'diagonales jacen”en*el'intervaio [O'; 1] .

En efecto, de 1as propledades 11) y 111) se deduce que :

0 < <“€ l ()t) | \°> | L (2.12d4)

- En efecto, debldo a la hermltlcldad del operador den51dad-

puede ser dlagonallzado por una- transformaclon unitaria :

e U(’U

_4» ‘ : o
51endo 41 ll Y puesto que 1a traza es 1nvar1ante baJo una

transforma01on unltarla, se tlene :-: S ‘ | y
e Te gt Z(m (EH o (2aze)

ya que e"% es un’ operador dlagonal cuando ei lo es,.yjlos e'”
‘son los elementos dlagonales de e{” que, ev1dentemente, veri-
flcan la- propledad 1v) | | | |

Guando en un determlnado 1nstante t°,>conocemos el estado

del 51stema, se tlene la 1nforma01on més completa que es p031b1e

1_acerca de dicho 51stema, y se dlce,'entonces, que el s1stema se

encuentra en un estado " uro". En este caso se verlflca la re-y
’

"'; lac1on (2 63), y el operador dens1dad en dlcho 1nstante se redu-

BN
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ce a :
fi) = v ><vidl G
y por taﬁto‘:v‘ |

P = ¥ t2) > <Yt YEID<EE = plt) (2.13D)

quedando, de esta manera, caracterizado el estado "puro" por :

Te ¢* = 4 R o (2.1%0)

Cuando no se conoce de manera precisa el estado del siste-
ﬁa éh algln instante, sino que esté caracterizadO‘pof una distri-
- bucibén de probabilidades, se dice que el sistema se encuentra
en un estado "mezcla"; y'segﬁn la propiedad iv) y la relacidn

(2.13¢), la caracterizacidén de dicho estado seri :

La ecuacidén de evolucidn en el tiempo del operador densi-
| dad, se obtiene a partir de (2,7) y de la ecuacidén de Schrddin-
ger : |

< K 1

= He 1¥:8)) _- '(é:15)

En efecto, feniendo en cuenta que F@< es independiente

del tiempo, derivéndo cbh réspécto dql tiempo en (2.7),resulta :
PRV R N B INI0) A TN RCACINE
S Tt Yoo Tt | S Tt

o= % Ry ("JQ |,~Ps(g)><+s_(£>.| S EAGHTEAON ‘1{’5) =
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[ T, o001 T eas

que es: la conoclda ecua016n de von Neumann.
En este trabajo, trataremos con un 31stema cuantlco gober—

nado por un Hamlltonlano- X ’ del que desconocemos 1a'solu016n

~de su ecua01on de valores propios correspondlente, pero . que se

' puede escrlblr en forma de dos sumandos :

: de tal modo que el Hamlltonlano TM ) del cual se conocen los
. valores proplos, puede tomarse como 51stema de referen01a, utl—
'llzandose sus vectores proplos como estados base para la evolu-

"~ cidn del 51stema de Hamlltonlano ‘?f Ev1dentemente, un esta—

do base no corresponde a un estado estable del 31stema real, pu-
es el termlno fg{ introduciréi una perturba01on en el mlsmo.n

En estas condlclones, se puede obtener el- Operador den51-

,{dad del s1stema en la representa01on de 1ntera001on, el cual es—

té relaclonado con el operador den51dad en la- representaclon de

‘-T;Schrodlnger por (Loulsell 1973)

o ‘-A"}e“t' _‘_Wt L
@“) = et FI(&) e L asy

- con. 1o que, haciendo uso de (2. 7), se obtlene para el 0perador

densﬁad en la representa01on de 1nterac01on, la expres1on :

@ (_{)_vzg = {é(,'ll-l\kl.fu)}< "h(ic'){ ‘f (2.19)

_siendo

o4f.

U her
o lew> = e o> 2i20)
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.:En este Qaéo, la ecuacién (2.16), adopta la forma :

. 2R —-a-p_t——(—) ":l [ ‘J(o + .‘;fi ; es (k)] o . . (2.21)
'a.partirlde ia cual, sustituyendo.(2.185, se oﬁtiene
itk 3_%@ = L#ie, @l ey
siendo - _‘ | | |
- ) _,l_ PJ{ot .. ) ~£ wot K A | , B
R = oeh R e R T  (2.23)

déndonos (2.22) la ecuacidn de evolucidn del operador densidad a

en la representacién de interacciédn.

Veamos ahora la interpretacién fisica de los elementos de
matriz del operador densidad :
En funcidn de los estados estacionarios de la energia no

pertufbada, podemos escribir :

Clvw> = % c:(e) In> ‘ (2,~_é4)

siendo C:(*);'laramplitud de probabilidad de medir la energia

E, ,en el instante t. En esta base,’ los elementos diagonales del

"operador dghsidad;_vehdrén'dédos por :

= R <m[\k(£)><'-\kkt)"m>': -

== Ro<mive> ] -

- % P‘Y l Cm (t),-' . ‘ (2»25'8.).

que es la probabilidad de encontfar el sistema, en el instante

't, en el estado [ m) mientras'que,los_gléméntos no diagonales

son de la forma :
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S elpmled> = R v BB my -
: %acjm ,C:'f("c)»' ~_(2.'25b) )

‘e_déndonos la corre1a01on entre los estados h‘> y lW‘> }'

| Sl se supone que en el 1nstante 1nlclal, el 51stema se en-h
vbcuentra en el estado An> de la. energla no perturbada,puesto
',que dlcho estado no es un estado esta01onarlo del s1stema real

en el 1nstante t ‘el estado del s1stema serd :
W(t)> 2 Com(®) Awm> = (2.26),
'AAvdonde los an(ﬁ son las amplltudes de probabllldad de permanen-,
'cla, para m = n, o de trans1c1on, para m # n. Puesto que el 31s-~
tema se encuentra en el estado .puro lv\> ' tendremos

-s;,m R B (2 27)
'y segun (2 25), los elementos de. matrlz dlagonales del operador '
,dens1dad, en un 1nstante t vendrén dados por i

<m\ ert>|w> y cm ml e '.(2.'28>

Vdandonos 1as probabllldades de permanen01a y trans1c10n con res-
& pecto a los estados base. o K -

En: resumen, toda la 1nformac1on que se tiene acerca del
's1stema, tanto en el caso de un estado “puro" eomo en el caso’ R
“de una "mezcla" estadlstlca de’ estados, queda caracterlzada por
“Iel operador den81dad, cuyos elementos de matrlz dlagonales nos

' expresan, en la representaclon eleglda, las probabllldades de
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'encontrar el 31stema en los dlferentes estados de 1a energla

- sin’ perturbar, 31endo p051b1e expresar el valor esperado de"f-'“

”ﬂcualquler observable deflnldo sobre el s1stema por 1a. ecuacidn

.(2 8, que en’ la base eleglda, {'l“‘> } ) adopta la forma :

< F > -" Tr,j( F ,’()m)_f %‘j'(n \ E ,prfm>?_~ *gg;ég),

_”2;2. El operador_dehsidad reducido.,

" En muchos problemas*de Mecénica Estadistica Cuéntica se -
esta 1nteresado en medldas de observables deflnldos, unlcamente,
en una parte del s1stema flSlco en cons1dera01on. En tal caso,

‘resulta utll 1ntrodu01r la opera01on "traza parclal", que lleva

- al concepto de "operadon dens1dad reduc1do" ‘asociado a la par—*,'

- te de 1nteres (Hus1m1, 1940 Cohen—Tannoudgl, D1u Ng Laloe, 1973)

a partlr del cual es p051ble determlnar los. valores esperados
-de- dlcnos observables. | . |

" Para ello, consideremos dos subs1stemas 1ndepend1entes A

’4

- Y. B. El espa01o de los estados del 31stema A4-B vendré dado,;"'

“entonces, por el . producto tensorlal

g ‘c‘:’A" (2 30)

' 'temas A y B respectlvamente. Sl {lﬂn>} es una base. de aA Y.

S donde EA y Es son los espa01os de los estados de los sub51s--

{lb@} una base de gs " entonces, los kets lan bn> lan>| 5h>for- :

- gg : N N
_man una base de. , o« - .

N

‘Dado un operador cualeSquiera"F?“ s que unlcamente actue'

‘fsobre_ei}SQbespacio:‘(SA (o el 555), se puede prolongar dlcho
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.operador al espacio total <S- , de la siguiente forma :

F=Fe ia - ( F - 41 s F ) (2.3

donde {ﬂa ( iA ) es el operador 1dent1dad del subespa01o Ea

- Ea.

~Por;otra pafte, el operador densidad; ?A.;B , del siste-
ma total, es un operadoruque actla sobre‘ei espacio 5 y ¥y &
partir de él1, puede construirse un operador (% (o pg ), que
no actiie més que'Sobre,jE> (- Eg ) Con este obaeto, ‘se 1ntro-“
duce la 0pera01on "traza parcial con respecto ‘a B —ﬂ~ y Qque

define el operador €A ‘y denomlnado "0perador dens1dad reduci-

- do" correspondiente al subsistema A, como :

P = .T;B Pasn ‘ ' : (2.32a)
¥y cuyos elementos de matriz, em la base(dé dicho subespacio, son:
aulplay = 3 (<ad<bl) fre (Taw>165)  (2.320)

De forma andloga se define el "operador densidad reducido"

asociado al subsistema B :

_ 6%‘ = ._W;Al 6%45 | - . '(2;53a)

‘definido por los elementoé de matriz :

<bhlpelbh.> 2(<ahl<ul) (M(lmmo) (255b>

La traza total sobre €A+ B s €N 1a base {ldh bh)} viene

dada por :

‘I; Goe = T 2 (<onl<hal) fue (1a215)  aisay
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-apare01endo clara 1a dlferen01a entre las opera01ones de traza

par01a1.y_de traza total de la compara01on de la ecua01onj(2 54):

'_con las ecua01ones (2 32b) y (2 33b). A partlr de dlchas ecuacio-

nes se obtlene, ademés, que':

Tr#_e,q..i-e = T;-A (T(‘.g €A+6-) .=‘,‘T;6 (T\’/‘x FA-{cs) _ (2.35)
de donde se deduce que' eA. Yy (5 .son operadofes cu&a traza es

1gual a la unldad, pudlendose verlflcar féc1lmente, a partir de

sus def1n1c1ones, que son hermltlcos y cumplen todas las pro-

,pledades (2 12) correspondlentes a un ~operador densidad.

Con51deremos, ahora, un observable F} que actia unlcamen-

" te en EA ’ segun la ecua01on (2 51) su prolonga01on en &- seré

él operador P

siendo 45 el operador identidad en’ Ee . Se obtiene, entonces,

para el valor esperado de dicho'operador, la expresidn :

<7FZ>£_"=’F( eAw) ZS—(@KM) e,wm(:anwogy

= % (<anl<!o l) R @ 41 (lan>lbn'>)
x ,,( < | Kb ) lm () ( l-aé > 1 m)' =
| “=.' = =, <a. (ma“> <th bk->

(<ah|<5,l. ) fuos 1) ('l_ah>m>) O Gy

" en donde se ha 1ntroduc1do la re1a01on de cierre sobre la base

{lan, bh>}
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=5 (el >)’(<aul<‘5u‘f)v =4 @

Teniendo en cuenta que :
Chulbu? = Spur (237

"~ 1la ecuacidén (2.36 ) puede escribirse en la forma £

<E,

M

> (% < @, by | (He(ﬂl: O, b,&) <an.i Blawy

= <ol wlad<anl Rlawy =

W

= S <alfwEla) = T (R o) (2.38)

en donde se ve que la operacidn de traza barcial —T}A', permié
te calcular el valor esperado, <’ >Q y como si el subs1stema
A estuviese-sblo y tuviese a eA como operador den31dad.

Sl en un 01erto 1nstante, el estado del 51stema puede po-

nerse como producto :

|w+)> m (9> Ix@(e>> SR (2:39)°

se verlflca que el Operador den81dad en dicho 1nstante v1ene da-.
do .por : |

Crvalt) = fal) ® po(v) . , (2.40)
siendo : | | | | -

bty = e ><eml - (2.41a)

N

b = | Xa@P<Xed '._(_2;415)'
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'Lé‘bperacién'traza.parcial da ahora :
Tea (0a® Ps) = fa i - - (2.428)

((A@ Fe) = (6 o (2.42b)
Ahora bien, a partir de-un operador densidad cualquiera,

en general no factorlzable como en (2, 40), si calculamos los

'operadores densidad reduc1dos, (ﬁ y Ps ¥ formamos el pro-~

l ducto :

Pase - ba @ fa | | o (2.43)

en general €k+5 seré diferente de‘€A+6 Y, por tanto, si el
operador dens1dad no puede factorlzarse como en (2.40), hay una
' 01erta "corre1a01on" entre los subsistemas A y B, que no viene
expresada en el operador €A+a definido en.§2.43);

La evolucidn del operador densidad total viene dada por
la ecuacidn de von Neumaﬁn (2.16), mientras que él_ﬁroblema de
la e#olucién en el tiempo de ?A' y' (e' es mls complejo de des-
‘ crlblr utlllzandose normalmente, para ello, tecnlcas de 0pera-

dores de proye001on, como veremos. en apartados posterlores.



.
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3,1, Introduccidn.

'Unb deflos.formalismds genérales més cominmente utiliza- e

“dos para-desarroliar la teoria cuéntica.de.los sistemas disipa-

tivos, es el que'comienza planteando las écﬁaciones dinfmicas

del operador densidad del sistema, en la representacidn de Schrﬁ;
\dlnger 0 .en 1a de 1nterac01on, debido a que "dicho operador des-
cribe la conducta estadlstlca del sistema sin referen01a expli-

cita al mecanismo de amortlguamlento.. -

. Son diversos los desarrollos que se pueden_plantear dentro
de este contexto, A laslecuaciones resultantes de.los mismos se
ies denomina, generalmente, "ecuaciones fundamentales", las cua-
: leé.fuerdn.introducidas, en Mecédnica Cuintica, por Pauli'(Pauli,.
1928) para describir la'relajacién de sistemas macroscdpicos en
~equilibrio tépmico. Pauli obtiene una ecuaciédn Ffundamental a par-
tir de la ecuacidén de Schr¥dinger, baséndose en la hipbtesis de.
que los coeficienteé del desarrollo de la funcibn de onda del
sistema en términos de las autofunciones'dé la enefgia, tienen
fases aleatorias en todo inétante; Esta hipdtesis hace posible

una descripcidn dindmica del siStema-eh.téfminos de los nfmeros
de oéupdcién de los nivelés'dé ehefgié; en lugar de en términos |
de 1as amplltudes de- probabllldad de la funcidn de onda con res-
-pecto a los autoestados de la energla. En posterlores trabaJos
sobre ecuaciones fgndamentales.se_demuestra que dicha hipbtesis
es 1nnecesar1a. |

- Van Hove (Van Hove, 1957) obtlene una ecuac16n fundamental
en el limite de un 51stema 1nf1n1to, obteniendo la misma ecuacidn
'Swenson (Swenson, 1962) de una forma més general Una tercera

'ecuac16n fundamental fue obtenlda por Nakaglma (Nakaglma, 1958),
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e 1ndepend1entemente por Zwan21g (Zwanz1g, 1960), ha01endo uso,

ambas obtenc1ones de las técnicas de operadores de proyec01on..

"‘Una cuarta ecuacidn fundamental fue obtenlda por Resibois R4 Pri-

goglne (Prlgoglne y Re51b01s, 1961), v una quinta ecuacidn fue
obtenida por Montroll (MOntroll, 1962).Zw3nzig (Zwanzig, 1964)
demuestra1lérequivalencia entfe estas ecuaciones fundamentales,

En esté capitulo presentamos el método seguido, indepen-
dien%emente, por Nakajima y por Zwénzig.:Esencialmente,este'mé-
todo se basa en que eﬁ ﬁuchos problemaé-de Mecénica Estadistica
.Cuéntica,no.es necesario, generalmeﬁte,'un conocimiento comple-
: to'del operador_estadisfiéo densidad, lo cual es debido al‘hecho
.de.Que finicamente se esté intefesadé.en determinados observables
Y a que ﬁnicamente'ée COnsidéran ciertos tipos de condiciones
.iniciales'dél problema., | |

En el método de Nakaglma-Zwanz1g se dlstlngue en el opera-
- dor densidad, una parte "relevante' 'y una parte "1rrelevante"
‘que no contrlbulrla al calcu10fde valores esperados. Con objeto
de obtener la parte "releVante" del'opefador densidad, se hace
- uso de un determlnado operador de proye001on, viniendo prescrl—
'ta la. forma de dlChO operador por el problema flSlCO en estudlo
'y por las condiciones inciales. .

.ée define e1.6pera§of'dé projéqciép,.F>' (fDiF)}, de"tai..-

. forma que :

CPOB T fa() . Garte relovente) | (3.1a)
_(i_.F>)(MQ-= P: (1) | (pa:ﬁe.irrelevante) | (Eoib)

Por lo'tahto; el operador densidad del sistema puede escri-

‘birse en la forma :



o - P eu) c - PS‘ em ( (+)+ SRR "ca;é‘i" |

con 1o que, segun la ecuacidn (2 8),'el valor esperado de un
observable cualqulera, F?_; del 81stema, tenlendo en cuenta que
01 f) no contrlbuye al calculo de valores esperados, vendrla da-

do por.i* . S o _ ‘. | :
'<-'F>t- Tr(F(M W(Fpﬂm ey

De esta manera, el problema de determlnar la evolu01on en

"--f el tlempo de los valores esperados de los. operadores de 1nteres,

' ;>quede ‘reducido al de la determ1nac1on de una ecua01on para. la

"evolucidn de la parte relevante del operador den81dad ("ecuac16n
- de Nakaglma-Zwanzlg), y que seri obtenlda en un apartado poste-

* rior,

gf 3,2, vEl'éuperoperador de Tiouville.'

. %.2.1. ‘Aigebré de supérOPefAdorés;‘Q‘

Para obtener una ecua01on de evolu016n preclsa de la par-
te_"relevante" pa(f) del operador dens1dad total, partlremos

.de la ecudcidn de evolu01on (2 16) para dlcho operador o ,
NA L La] o

31endo gfevel Hamlltonlano cuéntlco del s1stema.

Se deflne, entonces, el "operador" hermltlco Sf y por £

CJF - 40 F] e



donde F: ‘es. un operador cuéntlco cualesqulera del 31stema, con

'lo que la ecuaclén (3 4) toma 1a forma s

= M o bg '€(Jc) o N ;!:-(3;6)

4t

que se conoce con el nombre de "ecuacidén de von Neumann-Liouvi-

lle".

'El “operadorh vﬁf D 1ntroducldo por Kleln (Kleln, 1952),

actua sobre el conjunto de los operadores deflnldos en el espa-

cio de Hllbert de los estados cuantlcos del s1stema, y tlene el

efecto, en una representac1on dada, de transformar una matrlz'

de dos {indices en otra matriz de dos fndices :

_(ux F)% - £ [‘4'13,1-—7,3* = %{( ?eF);;_.—- (F jﬁ)i}}

k.0 R . )
s L s (o S;«' - Wy ) R
. k. - o o

: que se puede poner de la forma

(%Zp F);'; ‘ Z_ “‘Z%,u h(’, o ' ' ' (3 ’7) '

'kt

De esta manera, el "operador"'cuantlco de L10uv111e es una

creacidn matematlca con’ elementos de matrlz en una representa-

cibén dada, caracterlzados por cuatro indlces s

c Yy debldo a que actua sobre: operadores se le conoce comunmente,

" con el nombre de "superoperador de Llouv111e" [ "Llouv1111ano"

" Este superoperador presenta algunas propledades 1nteresan—
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 tes | B
"Vi).Los'elemeﬁtosAde matriz de la forma &Z;;,hk " son nulos.
' En efecto : , | ' r | ) ' _
szo,i.zl,kh. = ()}’ﬂh Sik T '}eh. &u) = .— (H.. - ‘(Vu) =0 (3.9,
ii) Zh; D&& Rk : o -, 2> %hh,L} =0

"k
- En efecto '

‘}l_:_ Of,thh = —;\L Z—_(je“‘ 'Sgh Wh& (gms = '}em ‘}{’“)_0 (3.90)

Respecto al algebra de estos superoperadores se tienen las

- dos éperacmnes evidentes de suma : | | |
(bf + & ),LJ T (‘mz;,,u'f (oﬁ)qhe - , ..(5'.1.0a-)
y producto : .; N o ‘_ | .,:
(&/) f )A* ke ; (»8);,;_:,?@ ‘(bf.a-)mf,_gz’ o - 7,(.5,'.'10b)

El superoperador unldad"/i » se define por.:
L4 =AL = & . - L (3.11a)

siendo sus elementos dé matriz de la fofmé7:
94-Lj,ht‘ =. gih 5&( . } . _ CB.llb)
El algebra de superoperadores puede ser reduclda fac1lmen—.
‘te al algeora de matrlces ordlnarlas ; representando un - operador
'por una matrlz, se puede escoger alguna forma arbltrarla de or-
dena01on de pares de sublndlces, de manera que el par (1,3) sea '

. denotado por un fuico sublndlce entero . o x ),y de esta manera la

'matrlz F;A es_reemplazada por un vector Fi“) s y-se puede es-



cribir, ahora, lé ecuacidén (3.7) devla'fdrma-;.

‘ (‘5{ F_)(u_). e :BZ fi(u)(,x) .F—(m- |
donde buedewverse que el Supefoperador':&f ha sido sustituido
por una matrlz con dos 1ndlces, lo que 81gn1flca que el algebra

de superoperadores es 1somorfo al 4lgebra de matrlces ordinarias

(Zwanz1g, 1960)

3.2.,2. FEl espacio de Liouville.

'Se denomina de esta forma al4domihio de éplidacién dellsu—
peroperador de Liouville, & el cual es, preéisamentegvellcon—'
Junto de los operadores deflnldos sobre el espac1o de Hllbert |
'de los. estados cuantlcos del 31stema.' '
| Supongamos que el Hamlltonlano, ¢ | del s1stema, puede
‘ponerse como suma de una parte 'sin perturbar, EME y Y de~una :
perturbacibn, j{i ySiendo conocido el espectro_del Hamiltonia-
no sin pertufbar,' i”o _ , . PR _ |
. j@o_{n >_';§{ E;“‘\.w7f o :f': TR _(3.12)=
constltuyendo {l ﬂ } un conJunto ortonormal . completo en el es-:‘

pacio, de los estados cuantlcos del s1stema, verlflcando, por. tan-

‘to, las relac1ones - _ '
Sy = e G
% \V\><V\l A (3.13b)

Si {lV‘ } es una base en el espa01o de los estados, el con-

. \v
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junto de operadores {1“>”f“4}( {‘“ n' >>} en la notacién de Ba-
»ranger), forman una base en el espa01o de L10uv1lle. En efecto,'A
dado un operador cualesqulera, F{ ,-s1empre se puede_poner co-

mo. comblna01on lineal demdlchos operadores,.en la forma :
Foo= 2 R 1ad><w | . (3.14a)
nn' . ) o .
siendo |
Fow = <n | F V\> N ' (3.14b).

y dlcha comblna01on lineal (3. 14a) es unlca, puesto. que la repre-

'senta01on matricial del: operador F correspondlente a los es-‘
-~ tados base {IV‘>j} es Unica.
En particular; el operador unidad se puede poner de la for-

‘ma :

V\V\

fﬂ. = Z S |“><Wl - : (3. 15)
ObserVemos que los elementos de matrlz de un operador per-

teneciente a dlcha base, son de la forma :

< | (\ vy Y - <»«\W'><W"\”‘> * S S -(3 16).

y el producto de dos de estos operadores es otro operador perte-

‘neciente a la. base

_‘(ln V\>>)(\V\ W“>>\ \V\><V"lv‘“><v‘“" : ‘V‘ V"">> Sw (3, 17)

Veamos, ahora, como actua el superoperador de L10uv111e
sobre los elementos de la base. Tenlendo en cuenta la relac1on

"(3 5), que nos da la. deflnlclon de &f ’ tendremos

o o w - A (o WS = Ty ) (3.180)
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cuyos elementos de matrlz son de la forma

<l (»f ta, h.-.._'>>).|-w> (<n \TM | w*><w"ln> < :w~><w"|3u n>

\l

( ':Hym gny\ T ‘:}(h n SM-') (3.18b)
:que son preclsamente los elementos de matrlz &in'nuW(, obteni—v
 dos en la ecuaclon (3. 8) | | |

El superoperador de Liouville ASf ',‘pﬁede’coﬁéiderarse,
tamblen, como suma de dos térmlnos, oZ° y-“&fi. ’ correspondlen-'
tes a los superoperadores de Llouv1lle asoc1ados a 1os Hamilto-
nianos :WD b2 :M Ly resPectlvamente. A partir de (3 5) _puede

" 'verse .que’ 1os operadores de la base son- operadores proplos del

superoperador °ZN'
RN TIPTN —i'i (“:J€° |n><w-\';~' \n><v{-\7€°) = 
(Eh xw><w1 - 1> E )- W [ <l

- (3. 19a)

cuyos elementos de matrlz son :

(°f )Y\ W_, e <V‘ I (0{0 \ W, W">>) I W> (Uvm' gv\w' 3h' e (3. 19b)
s1endo, por tanto, dicho superOperador dlagonal en la represen—
'ta01on escoglda. T |

" Es 1nteresante observar que la con001da ecua016n de Helsen—

berg para la evoluclon de un operador cualesqulera,‘FT E " que

- _no dependa exp11c1tamente del tlempo, ‘puede ponerse en funclon

 de1 superoperador de L10uv1lle . aei", en 1a forma :

%{? : C ", F-'] - i éf'F» o . ‘(5'“-'2_10_).
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;quya solucién formal es : . -
x o
F'(’c]-f- F(O) o (3.218)
'equlvalente a la ecuacidn :

e%gﬁ ' -4t

Fm Fope”™ .~4““’~@gmy

"“_rbﬁlu01on usual de 1a ecuacién de Helsenberg.

En la representac1on de 1nterac01on 1a evoluclon de un ope-
rador viene dada por :

I Tt Siwet

I-_(t) l—'»e_' o E (3.22)

" que puede ponerse-en]funcién del superopérador‘ &fo', en la for-

. ma s

EH)= e Fey 323
mientras que pdra la evolu01on de un superoperador cualesqulera,

*ﬁ sen dicha representa01on, se tiene, analogamente a la ecua-

clon (3 22 ), 1a expres1on (Loulsell 1975)

. '. _.—]e‘t -4'3€t . , | :
-(df)r'(%)' ek °2” EF T (3i2)

.~

5.203, 'Solpcién formal de la eécuacidn de Von Neumann-Liou-

ville.
'Uné~vez 1ntroduc1do el superoperador de Llouv1lle, &f",

la ecuac1on de von Neumann—L10uv1lle (3. 6), puede ser resuelta

de una manera formal como un problema de valor 1n101a1



Wil
K

L - _.4.9?-(: L o
. e(":) = e o | ((0) : | (3.253_) |

"donde el.super0perador unitario fe T puede ser. calculado

por el desarrollo en serie de la funclon exponenc1al, 51gu1en—

.do la regla de producto de superoperadores, dada por la ecuacibn

(3. 10b), para obtener las potenclas de 'df .

La solucién (3.25a).puede ponerse en forma matricial como :

‘ ' . _ch(: - | ' - :
BT ) P N IS

Por otra parte;’la.aplicacién'de la ecuacidn. (3.5) a 1la

_..8olucidbn (3.25a) permite'pbtener la solucidn usual :

;F(f) =e  flo). et L (3.26)

equlvalente a la (3 25a). Ahora blen, la.- solu01on en func1on del
_superoperador de Llouv1lle presenta, esenclalmente, dos ventagas
'1mportantes.respecto a la soluclon (3 26). La prlmera cons1ste

- en que permlte escribir en una forma més manejable el desarrollo

perturba01onal del correspondlente operador de’ evolu01on. En efec.

to, el desarrollo perturbac1ona1 de exp(~—9€t) es't

AW (¢ -ty _Lwet,

. _A 'th _ A .Jfot | .
e—ﬁ ' = e.t\.. | f A‘t -e'-h jed e;.a. L
| 'x (b-t) L LWO(tot)  iwet,

J At& I . '7? * ‘]2‘ ko e

et W

‘ ' que apllcado a la soluclon (3 26) supone, para el termlno n-8si- -

‘mo en la perturba01on, comblnar contrlbu01ones de dlversos érde-

N

'nes desde ambos lados de F(O) . Por el. contrarlo, al escrlblr

p CJo
df‘ como suma de una parte s1n perturbar, Qf sy ¥ de una per-

T T TO PHR. R [P . [T e Aty e am pres e - - . —p—
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, ‘ S
turbaciébn, &f ~,'el desarrollo perturbaclonal de exp(»tjt') tle-

 ne la misma forma que el de exp(-—ﬂ(t)

Lt it i (b -ty g0t
e = o thie' Y TP

S il -t) Lot (h-ty) | _idog,
.""(—.4-)]0“'} at, e of'te_.-} “fie

(3.27)

. y cuando este desarrollo es apllcado a la solu016n (3 25a), la

: perturba01on aparece siempre a la izquierda de R(Q), no siendo

necesario combinar contribuciones desde los dos lados,

La segunda,y esta es la principal ventaja de la solu01on :

; basada en el superOperador de Llouv1lle, es que nos permlte lle-

gar a una expresién muy s1mp1e para el "resolvente" asociado a

. . la ecuacidbén de von Neumann-Liouville. En efecto, efectuando 1a

transformada de Laplace en ambos miembros de la ecuacién (3.253),

. ¥ teniendo en cuenta que :

Ll L et Lol [

‘se bbtienefla'eCuaCién':

s €(s) {(0 .~,_;i oL é%s) . : ;i , -_._(3.2§a)

siendo €(S la transformada de- Laplace de €H)

ot Lot

- 1a solu01on formal de (3 29a) puede escrlblrse como ':

~

'f‘s’ T2 ge) L (3.290)




' A SR : | . . I : | |
donde. (S+%J£)-es el “re301vente"'a80ciado al superoperador de

Llouv1lle, en funclén del cual puede obtenerse, fécllmente, {”t

‘sin més que tomar 1la transforma01on 1nversa de Laplace en ambos

'mlembros de la ecuacidn (3 29b)

sf i €‘”’ & ;7> 00 3,31y

e({;) .=

donde C es el contorno habltual en 1a transforma01on de Laplace,

que se extlende ‘desde - A0 g T+ &00 en el plano de la varia-

ble compleaa S= T+At ) de -modo que G: sea una constante p051--

_ tlva tal que no haya 51ngular1dades de (S+*i£) a la ‘derecha de

C. "

3.3, Ecuacidn dé Nakéjima-Zwaﬁzig.. :x'

Nekajima y Zwanzig 6btienén; indepehdientemente,.una_eéua-
cibn de evoiucién de 1la parte "Teiefante" del bperador'densidéd ‘
total utlllzando, para ello, la tecnlca del operador de proyec-

clén. El punto de partlda es. la ecuacidn (3 6) de von Neumann- '

Llouv1lle, en la cual se lntroduce, de-una manera adecuada,‘el

'dpefaddr'dé'proyeCCiéh F> deflnldo ‘por 1a ecuaclon (3 1)

Tomando la transformada de Laplace en ambos mlembros de la

ecuac16n (3 6) se obtlene, como ‘se. ha v1sto en el apartado ante—i

rior, la ecuacidn :

RICRNCE f-'-w-sf-*e“ksr

Apllcando a esta ecuac1on por la 1zqu1erda los proyectores-

:_F) (4 F)), respectlvamente,'se obtienen las ecuaciones

‘\

..'.'S"‘,,Pé‘(s)_ N Pe(o —.-—‘“ P'ef_‘ é"(S)" t - :'-’v(3.'32a)



s (47-?)_@(5)_ -~ (/1- P) -(?io)'_,="¥i (/_1f P)-if éf'ﬂ“  (3.32D)

e ' -Por otra parte, aplicando la transformada de Laplace a la

ecuacién (3.2), resulta :
A oA A : - -
() = fals) + fz(s) (3.33)

A A
. 'siendo (%(9 y ¢z(s) las transformadas de ILaplace de balt) 3 Prlt)
respectivamente. ' ) '
A partir de las ecuaciones (3. 32) v (%3.33) se obtlenen las

ecuaciones : |
S fe® B Petd) = -i P2 L iPLEE (3.34a)
s ?I(s) - P = —i(A-P) (Aﬂ(s) - 4 (A—P)o‘f’é(s) (3.34b)
Resolviendo la ecuacién (3.34b) para 5;6) ; resulta :

4 o
s + 4 (4-P)¥¢ FI(O)

b9 =

- L '(A-—fp % A,L (s) | |
S i(4-PIE DGO G

‘que sustituida en’ la ecuacidn (3 34a), permlte obtener :

LA . _ ' .i o ’
S(DR(SY). - .&(c) = -k pdf& (S) - 4 ng $+4(4 9)&5 F‘I{O)
o e S+ A(4-P)L “-Pg @“”; L (3.38)

ecuacidn que da la solu01on para la transformada de Laplace de
la parte "relevante" del Operador dens1dad

Efectuando la transformacidn 1nversa de Laplace en los dis-
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q

-i(1-P)X

e

\Jé‘-iw -

Fig. jIII.l’— Contorno de integracién para la ecuacidn (3.39a).

‘tintos términos de 1a solucidn’ (3.36), se obtiene :

" RIS ST A-R(e)." |
[__1 (.s é\Q(S) - &(o\) = Lf [L ( ‘X__—-'ji‘(k)")]_ = —fkt - ‘(3_’57)
L (_L Py (g (s)) | (-A Pa.l (e ) = - PLlely)  (3.38)
= ( . '?°f S+4 a B &(o)),’_- ‘P A i [4? ® cramE B0
(3. 39a)

donde el contorno de integrac'ié‘n C correspon&e a la recta -

: <or1entada (0‘ A0, (rmw) ‘o Observese que la funcibn del :|.ntegran— '
do’ de Ia ecuacidn (3.39) presenta un polo en S=—A('1-P)ef , con
lo que, _a fln de apl:l.car el teorema de- los resuluos a 1a inte- ) |

gral (3. 39), el contorno de 1ntegrac:|.on C. ha de cerrarse, te-~

_nlendo en cuenta que es t > .0, en el semlplano 1zqu1erdo del pla-=

‘no compleao s, tal iomo 1nd:Lca la F:Lg. III l., de manera que la
s N

contrlbu01on de € tlenda a cero. La aplicacibn del teorema

- -de” los res1duos nos permlte eSCI‘lblI‘, entonces, para la integral
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-(3;39a)‘ié fo:ma t |
(- ( P A e )=‘.‘_—x-'P-d‘_Res.-( : )p()

844(4. P)s‘f S+ 4..(4 P)Y

=-iP2 e ) (3 39b)

Flnalmente, para obtener la transformada 1nversa de Lapla-

‘ce del Giltimo término del segundo mlembro en la ecuacidén (3.36),

1

se apllca el teorema de convolucidn a dlcha transformada (Morse
'y Feshbach 1953) : puesto que :
' U itaee) ot " ~
L Pd A-PI& ) = P e - . (4-P)¥ :
( S+ 4(4-P)¥ [ ) ) o | (3.40&

L (h) = Gw) G

~ resulta para la transformada invérsa deiLéplace_del producto :

“L, : ( Pi.'sJ,L(i P)gf .(4 p)“{ FR(S)) -

'-4(4 P | |
[P h ‘ (4 P)of&(‘(: ¥) A2 (3_.40c

Tomando, pues, ‘la transformada 1nversa de Laplace en" ambos
xmlembros de la ecuac1on (3 36) y sustltuyendo ‘los resultados ob-
'itenldos en las ecua01ones (3. 37), (3.38), (3. 39b) y (3 40) se

obtiene para la evolu01on de la parte "relevante“ del operador

densidad la ecuacidn

o Agn(t) = -4 P& Glt) - 4 Pof e (4 N <15
.4t , . ' I -0

o S m*(4 P)¥ (1 S .
- f A4z PL e . (4 P) sep@({-b (3.41)
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que se conoce. con el nombre de "ecuacidn de Nakaalma-Zwanz1g",
y que puede ponerse en la forma més simple :
: ’, ¢ : ' . -
ng-z,q&@ &H)+'LJ%I<W)&GJH + T (¢ (3.42)
t : _ T

[+

en la que el superoperador de Liouville "efectivo", bfg; .y €1

"néicleo integral", K (¢) ., y la "inhomogeneidad", 1 (¢) , vienen

dgdas por : |

Sy = PLP ~ N L (3.432)
:KM = = Pd P (1-P)LP | (3.43Db)
I.(Jc) = -4 P¥ 4€-L(J-P)fft 0s () | . | - .(3,43@

La écuaoién ( 3.42) es una ecuécién exacta, satisfecha por.
la parte "relevante" del operador densidad. Eneste sentido, es
equlvalente a la ecuacidn de von Neumann—Llouv1lle, y resulta,
simplemente, del hecho de que {inicamente se estd interesado en

una. parte de la 1nformaclon contenlda en el operador densidad
.total Observemos que dlcha ecua01on contlene una 1ntegra1 de: o
convolu01on, que expresa la conducta no-marcov1ana de (&Fﬂ (el
valor que toma el operador: densidad en un- cierto 1nstante t, de;-
pende del valor que toma dicho operador en todo instante anterior
t-% T >0 ), por lo que al "nficleo 1ntegral" K (¢) s Se
'1e denomlna tamblen "fun01on memorla". ' L .

La ecuacidn de Nakajima—Zwanzig constituye un excelente
'punto de partida para diversas aproximaciones, segin la natura-

" leza dellﬁroblema en estudio, describiehdo de forma exacta 1é
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evolucidén de un proceso "reversible"” debido a la presencia de

la. integral de convolucidn.
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4, 1. El modelo f1s1co..

‘ tlcos de spln 1/2, perteneclentes a una molecula 51tuada dentro
rde un campo magnetlco Yy unlforma, Yy locallzados en p05101ones

o—equlvalentes. En estas condlclones, el campo magnetlco efec- :
tlvo en un entorno de cada nficleo.es dlferente, dando Jugar a
le aparicidn de dos diferentes niveles de energia Zeeman (Pople,
Schneider y Bernstein; 1959).

Por otra pafte, los spineS‘nucleérés-esfaréﬁ acoplados al
medio moiecular, 1é "red", el cual lo cons1deramos formado por -
todos los grados de llbertad que 1nteracc1onan con 1os spines.
'--Cons;deraremos-a esta "red"‘comq unlmedio_arménico denso (cuasif
.;_continuo).en el limitevestadisticdglde tal manera que el ntimero
de grados de libertad de la misma es‘lo suficientémente érande
como para que cualquler mov1m1ento organlzado 1legue a ser tan

complejo que pueda con51derarse como caotlco.

4,2, -Descripeidn- cuantlca de los subsistemas.

4.2, 1. El 51stema de splnes.,

Sea . una partlcula, n, de spln 1/2 SQ define;el opergdot;_.
de spin_asoq1ado a dlcha_partlcula, mediante la ecuacién :

";.—\2,“'0—7/\ | o Lo (801

—fn - &

donde las componentes del operador vectorlal de Paull,VGT\ y Ve-.

. rlflcan 1as re1a01ones de conmuta01on H

Lo, ed =2aa 0 (hew
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en las que los indices ,i';'j k corresponden ‘a una permuta-.'

016n ciclica cualqulera de X " j N Z ’ y las relaclones de an-

tlconmutaclon :

Lot il = 28 oy
Resulta dtil definir los operadores (ho-hermiticos)
o o= L (e S 3
obteniéndose para estos operadores, a partir de las- relaciones

&.2)y (4.3), las relaciones de cbnmutacién::

L @5, G‘M’"] = F e | (&)

[ & &7] = ia? _ (4.p)

[: G—v-I , QTAE'] = to ot : (ll-'.ll-c).

L e '0‘.{_] = -Gt o | (4.42)

'y»las»de»aﬁficonmutacién ;

'q?_'u i =0 S )"

C TR ]+ =4 R CNESE

De las ecuaciones ( )'6btenemos

@ e

(e}

(4.5b)

]
o

A B T2 s N assa - L g
-Los valores propios de'Q:\ estan definidos por la ecuacidn



Al

5> = S| 5. a L (e

T~

_____—Fuesto que G} es un\epnrador lineal hermltlco, Sn ha

de ser un nﬁmero real, obtenlendose récilmente (Merzbacher, 1961)

con lo que la ecuacidén (4.6) puéde escribirse como : .
W l-nd> =+ -nD - L (#.7a)
e n> -4 | +‘w> . (470

siendo F—“> (\+“>) el estado proplo del operador TaZ . correspon-
diente al valor prOplO +1 ( l) Ev1dentemente, estos estados de-

beran verlflcar las rela01ones de ortogonalldad :

<+h1—ﬂ> RS Hl+“> f- (4.8a
que ‘obedecen los vectores pr0p10s pertene01entes a dlferentes

valores propios.’
Sl eleglmos los kets proplos normallzados a la unldad pue~

de escribirse :

-que son las condlclones de normallza01on..

'plos [*H>*y '-“> de forma que dlChOS kets constl,’y

P
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Jen><enl + 1-nd<onl = 4 - (4.8¢)

Por tanto, é cada spin n 1le corresponde un espacid'dé'Hil-
bert bidimensional. En lo sucesivo trabajaremos siempre en la
repreéentacién correspondiente a los eStados base I+W>;y_\‘-ﬂ>

'qﬁe verifican las ecuaciones (4,7). |
o A partir de las ecuaciones (4.4) se encuentran laé relacio—

nes. :
N o
oY = 3 (1+ @%) - (4.9a)
o = L (4- w?) | (4.9b)
La actuacidén de los operadores no-hermiticos G?i'sgbre

. los estados base | W) , se obtiene ficilmente a.partir de las

ecuaciones (4.7) y (4.9), resultando (Louiseil, 1064) .

@ d-n> =0 o (4.108)
f'“> o o (o)
T D B i | S (4.i0c)
S Ewl e

4.2.2. Energia de un spin 1/2 en un campo magndtico

estacionario y uniforme.

El Hamiifoniano para un sbin 1/2 en reposo, sumergido en
. —_

un campo magnético estacionarid'}4o y en la direccidn z, viene



e

; dado por (Merzbacher, 1961)
Ry = zf H (e
siendd  Xn»-1a razén glromagnetlca del splﬁ,_Definiendo
o H. w2
como la frecuen01a asociada al spln n, la ecuac16n @-11) se
convierte en : | |
. R s
He = -~ w & o (wa13)
) _ . _ D | L .
con lo que los vectores propios de ,tww son los de T, y se

" verifican-las relaciones :

Wv\__ l + V\> = (+_V\>' . ’ (4.143.)
'. w ‘.. ’ " - -.
Ko V-0 =- t : "V‘> | (4.14b)
X w,
Aparecen, por tanto, dos nlveles de energia, E} ='—15- y

| R ~RW‘A
t?\— az
(Flg. Iv. 1. e Se expllca ahora la nota01on [+V“> para 1os esta~

sy .cuya separacidén es proporcional al campo magnético ,

.-dos proplos de q% ’ motlvada por el hecho de que 1la apllca-:” -
Aclon de un. campo magnético.en la dlre001on b4 hace que 1e corres—
-pondan al spin, en el caso. de un proton, mayor energla para el .
 estado-de valor proplo -—1 habltualmente denomlnado "estado co-
rrespondlente .a 1a posicidn antlparalela", que para el estado
'de valor proplo -+1 denomlnado "estado correspondlente a la po-
'sicién paralela", . |

Las relaciones: (4 4f) ¥ (4-5 ) son pre01samente las que

'deflnen a los operadores de- crea01on y de an1qu11ac1on de fer-
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'YElQ£§§_EEQEi°S de G2 - . Estados ' Valores propios de Lo
-4 —— J+ny o Ero Bl
. .. N ' L ) ' . .‘> . .—.— twn
w4 o R A

Fig. IV.1 -,Nivelés de'energia de un spin-l/2"colocado en
) -un campo magnetlco estac1onar10, paralelo al

eJe Z.

miones (Sakurai;‘1967), 1o-qué sugiére interpretar, fbrmalmehte,'
esta 51tuac10n, como si se tartase de un 51stema de un unlco es=-
tado dlnamlco, P+”> ’ de energla Tk uh\ , al que corresponde el
errador de creacibén, Tn." , y el de - anlqullaclon, T 51endo
[-n> el estado cofrespondiente a 1a -ausencia de ferMibnés; o}
estado de vacio, lo cual esté de acuerdo con las. ecuaclones (4 10
- De acuerdo con esta 1nterpreta01on, ‘hemos de trasladar el -
-orlgen de energlas (hasta ahora s1tuado en el punto equldlstan-’
'te de los n1veles Zeeman) al nivel 1nfer10r, con 1o que el Ha-

miltoniano- (4 13) toma la forma :
. L ‘R-w" N B 'kwn ) . *kw | : ~_' N
-l}ﬂn T"_T G:‘2+T “—3—” (’1-@3\2) . ..---..{4;15).

'que haciendo uso de la eduécién (4.9b ) puede escribirse como

AN

o= 7P Pl s T (sae)



Se-definé, éhora,:un nuevoloperador hermitico :
No = €& N (% 1)
que goza de la propiedad :
No = @6 a6 = @ (4- & 8) 6 = Noo (ha1s)
de donde :
No (No - 4) = 0 L (#19)

que nos dice que los valores propios de N w han de ser cero o

uno, verificéndose las ecuaciones :
No 140> = G @ [+n) = GF [—n) ={|+n>  (4.20a)
No 1-0> = @ 6 |- n> = 01-n> (4.20D)

de modo que los valopes prbpios de h]n nos indican el nﬁmefo;
de fermiones correspondientes a los estados [+"V y |-w> , por

lo que é Nu se 1e denomina "operador nimero de ocupacidén". En
. funcién de este operador Nn s €1 Hamiltoniano (4.16) toma la

forma :
.'Jf’,., ='~1§ wa Nu - : - “--'(4?21).

Se-define el superoperador de ‘Liouville :fk , asociado

al Hamiltoniano ?f W 4 COmMO

R £t o

'siendo F un operador cualqulera del 31stema de splnes. Puede

verse facllmente que los operadores @@ Yy G? son operadores
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proplos de 5€h con Vaiores propios' Wa y ~Wa ,'iespectiva-

mente. En efecto :
oot = [ ] 2w lere, ®t] =t GF .2s)

En funcién de & , la ecﬁaéién de Heisénberg del movi-
miento para cualquier operador () del s1stema de spines, que
no dependa expllcltamente del tlempo, es’

,éia%(i).-_-' fl—-[ Ao F(ﬂ]e i b F(t} - (4 24)

Por lo tanto, tenlendo en cuenta la ecuaciédn - (4 2%), en
: la representa01on de Helsenberg, las ecuaciones de mov1m1ento

para los operadores Th , &y N. , seran :

T A P N A T
s A & = hwn © (w.25b)
No = 44N = 0 T (3.250)

Integrando formalmente estas ecuaciones se obtienen las =~

- soluciones
(L) = W) e - o 0 (4.26a)
G(t) O (0) C T (ks 26b)
Na@ = Noe T ey
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4.2.3; La red.

Los grados de llbertad de la molécula, a 1a cual pertene-

cen los nucleos, y ‘de sus alrededores 1nterac01onan con los spi=~.

;:nes, y suponen un: medlo para el amortiguamiento. no-radlatlvo .pa=- .

.ra.los estados exc1tados deulos splnes.vHemos denomlnado rred!.

al sistema formado por dlchos grados de 11bertad (POple, Schnei-

. der y Bernsteln, 1959).

Consideraremos a la red como un medio armdénico,. cuyo Hamil-

- toniano puede escribirse'como suma de Hamiltoniands de oscilado-

- res armonlcos 1ndepend1entes (modos proplos de v1brac10n) cuyas.

frecuenc1as se despliegan de una forma cuasi-continua. En estas

condlclones la descr1pc1on cuantlca de dlcho s1stema es 1nmed1a—ﬂ

ta (Cohen—Tannoudal, Diu y Laloe, 1975) Al os011ador Y (VY re-

prsenta el conjunto de indlces necesar1os para caracterlzar a.

dlcho oscilador), de frecuen01a Wy s le corresponderan los ope-

. . + e s . i
- radores no-hermiticos de creac16n, b, , y de aniquilacidn, by,

que verifican :
W)  wen
Y laé feiac;ones de conmutaclon . ;T"' L T e
R R A
Cobad = Db, 6T e

El Hamlltonlano correspondlente al oscllador V pﬁede

escribirse como

= 1w, (b+b,,+—j—) N (4.29)

B ot U PRV P S .- B
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Para obtener los valores prOplos de -jﬂ,‘, resulta conve-

.nlente definir el 0perador :.'

N, = bf b, -‘"”‘f: :”%'1; ,jf.3—(4.30)_

'~ que verifica :

1]

| Suyb‘) E st

(b, NoiT
T I>+ Nu-]A

sw.'brf R (205

~Al.contrario que b:i y E' ’ el operador PJV es heré

'7m1t1co, como se desprende 1nmed1atamente de su deflnlclon J de -

la ecua01on(4 27), encontrandose fé011mente para- la ecua01on de -

valores proplos de este operador (Cohen—Tannoudgl, Diuv y Laloe,.

1973) .

Nf-‘nf> - “f ‘""> L ey

.. siendo N, un nlmero entero positivo o nulo. De andloga forma

' se encuentra que :

b Iy = (m)* - Yy
Ab: ) = (V\u+ 4) IV\» +. /1> S 1‘(~4-3.3b).

Estos'resultados pefmiten detérminar ihmediatamente los.v

valores proplos del Hamlltonlano qu .”En'efectovzz

'- <m:wm, - txw,, <n,\(N,,+ 4 )(m S L) hw 38

N~ -

El estado fundamental,. l0y> , esté definido por 1g“c¢ndi-.

" eidn ;-
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boas> =0 )

'fjmlentraSﬁque los  demis- estados pueden ser generadOSma partlr de=r

gt
este por apllcac1on sucesiva del operador Em- ,.medlante la fér-

C

l'V\v> = "(V\p!)% \ 0, Co '.(4.36)

y el congunto de todos ellos constltuye una base ortonormal en

el espa01o del oscilador V ) verlflcandose,,por tanto, las re-

laciones

T K al> = g, s N O 1)
Z. Im>‘<m.="i'ﬂ.. B (4.370)

Puesto que 1la escala absoluta de energlas es arbltrarla,

puede tomarse el estado fundamental como orlgen de energlas,pa-

ra lo que basta escrlblr el Hamiltoniano de 1a ecuac1on (4.29)

como ¢ o ‘ i | N

Normalmente, a cada estado Ino ) se le as001a un congunto

de Wu cuantos 1dentlcos, 1lamados fonones, cada uno de los

cuales tlene una energia R owy ,mlentras que al estado fundamen-

- - tal, | Ou> y Se le denomlna estado de vacio.. De este modo, los’
.:valores_prOplos de fV dan el numero de fonones del estado co-
-rrespondiente, por. lo que a AL; se le denomlna operador numero

. de ocupaclon, apare01endo, ahora, Justlflcada la denomlnaclon de -

bt ¢ bu ) como operador de creacién (an1qu11a01on) de un fo-

W i

14
non,



“Se define el superopérador de ILiouville '&?u,,iasociédo

al Hamlltonlano r}()u ,como

R [% B I )
Y, procedlendo de una forma analoga a como se€’ obtﬁViéfon las
ecuaciones (4.23),Apuede verse fa01lmente que 10s operadores b,

y b, , son operadores propios de Lo ~eon valores proplos
'cuu_‘y‘—tpu respeétivamenté. En efecto : |
J 5 [%, by | = ‘wp[Nu,bﬂ = e by (8.80)
Hac1endo uso de esta ecuacidn, se bbtiene para la evolu-
- ¢ibn de los operadores de Helsenberg b (¢) v b,(%) ,<las,ecua—l

ciones :

Ciwet

b (t) = bolo) & _ O (#.418)

. - | LUJV'E’ P ’ .

b (8) = b (o) e B C L

Sl consideramos todos los osclladores de la red, el Hamil-.

" toniano de 1a misma puede escrlblrse como ry
'}es = Z ,1&7 = Z T wo Np z T\ Wy l:) bu . (4—.’4—2)
El espac1o de los estados de la red sera el proahcto ten-"

.sorlal de los espacios de cada’ oscllador, con. 1o que se obtlene

~una base multlplcando tensorlalmente las bases obtenldas ‘para

cada uno de ellos. Un. elemento generlco de dlcha base puede es-

cribirse como :

‘ V\A ’ V\g

Ly e gwyawye ey T (RS
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verificlndose las relaciones :

'<V}4.V\=,-..'| n;.,v\z‘_,'...>;:_-_-—|';r__ g‘;\p " ! B (4_44&)
Z Imeme> <ﬂ”‘_*' T - AR ('SR )

El.operador Hamiltoniano iWB'L?Aactuando‘sobre un estado

cualquiera:de la base dari :

| "}?s (w;. We, ooy My, D7 = ( ‘/; o JR w;,) | s, g, o vy, > (4.45)
mlentras que 1la actua01on de los operadores br vy b, sobre es-

tos estados base viene dada por :
by e, v e, > = (o) g, a4, S (4.46a)

bp lV\4‘ V‘_z,- Y] 'V‘”,"'.> = (V\U+4-)4A IV\;)MZI—..'/ V\U*.A""'> (4‘046b)

bes fonones obedecen la estadisti¢a'de_Bosé-Einstein,En

efecto, consideremds el 6sci1ador YV en equilibrio térmico con
"un foco calorlflco a temperatura T "En estas condlclones el os-

| cilador no esta en un estado puro (es 1mpos1ble descrlblr su es-
.tado por un ket del espac1o de Hllbert correspondlente) La in-
'forma01on par01a1 que se posee sobre él y 1os resultados de 1la
umecanlca estadlstlca permlten caracterlzarle por una mezcla es;

, tadlstlca de estados esta01onarlos [n > con pesos estadlstlcos

BT

'propor01ona1es, respectlvamente, a e , » siendo k ‘1a cons-

. tante de Boltzmann y Exw"la energla del estado (Mu>w;.Laé
prOpledades estadlstlcas del oscilador v1enen descrltas por el

“operador den51dad (Jancel 1969)

W lame -
()u‘ .= Z,,eﬂ L . .“(4.47)
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, L _ :
siendo ﬁ» (kTW . El coeflclente ‘ ZZ es una constante ‘de nor-

mallzac1on eleglda de manera que la traza de Pv sea,;gual a;'

la unldad denomlnandose "func16n de partlclon“; y viene dada

por :

. -
~.

7 _Zu 71 e e (4.48) -
‘A partlr de 1a ecuacidn (4.47) puede obtenerse, fécllmen-
te, el niimero medio de fonones asoc1ados ‘a-la frecuenc1a W, “en
el equlllbrlo térmico a una temperatura T
<Thj > N tpUi- — .‘» - Yf (4.49)
: 4 S . _

.- que es 1a-iey de distribucién de'Boée-Einstein.

Queda asirprecisada'la'imagen fisica de 1a”red cuyo papel
~consiste, s1mp1emente, en proveer un bano de fonones para la re-

1agaclon de la energla Zeeman de los splnes.

4,3, Fl1 Hamiltoniano de interaécién.

Pasemos, ahora, a prec1sar el modelo de 1nterac01on Spln—
red de espe01al 1mportanc1a para la obtenc1on ae una ecua01on'
de evoluc1on para el operador den81dad redu01do del s1stema del»
splnes. Con81deraremos que esta 1ntera601on v1ene caracterlzada
por o | |

: 1) Cada pareaa de sPlnes de una molecula no esta acoplada,
'medlante su 1nteracclon con, el medlo, a otra pertene01ente a una -
_segunda molecula. En estas condlclones, sblo es preclso -conside- :
rar dOS'SplneS, l y 2 que denotaremos con el 1nd1ce genérico n{

'a los que corresponden las energlas Zeeman t LUn 1lgeramente
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dlferentes.

2)_E1 acplamlento spin—red €s. llneal y puede ser escrlto .

‘(Nltzan y Jortner, 1975) como :

(4.50)

dqn@e,jel-sublndlce V'  recorre todos los modos.de la red ‘mien-
tras que n ='1, 2 & G;nu y'tjnw son constantes que descrlben
la'intenéidad'del~acopiamiento

3) E1 acoplamlento es debll, esto es, los camblos introdu-~
éldos en los splnes en un ciclo son’ pequenos. En termlnos cuan-

tltatlvos, el .que los camblos s1gn1flcat1vos en los spines: ten-

- gan lugar durante un - tlempo grande comparado con su periodo de

i osc11aclon, significa que las constantes '(;n, . gn» deben

ser pequefios comparados con W, :
IGV\UI'_’ 'v%nv‘ 44'(/\).4 T (q_ 51)
En estas 01rcunstanc1as puede apllcarse la aprox1maclon

resonante (RWA) y retener en el Hamlltonlano (4, 50) unlcamente

‘los termlnos que conservan la energla -en primer orden (Gordon,

 Walker y Loulsell 1963 y Estes, Kell y Nardu001, 1968)

WSB JF\ Z_(ém, !>+0‘., Lt Gn, b 0‘.‘) ‘ (452)'
Con: este tipo de 1ntera001on, la an1qu11ac1on de un fonon

31gn1flca que un Spln es llevado de su estado fundamental al es-

 tado excltado, mientras que 1a desex01ta01on de un Spln del es-

tado excitado al fundamental seré& asociado con 1la creag;on de

un fondn.

- 4).E1 nﬁmerq de modos de ia‘red esptan grandely laiinter-.

..acciénllq_suficientemehte'débilfcbmo-para Que la distribucién



estadisfica'déiiés‘modoé no dambie apréciébleménte”dﬁfante'ld
i;;;_j" 1ntera0016n. ‘Por tanto, se con81dera que 1a red permanece en equn
o llbrlo termlco durante el proceso de relaaa01on de ‘los splnes,
;4\\ ". viniendo dado en todo 1nstante el nfmero medio de fonones aso-

\\clados a 1a frecuencia (W, por- la ecuaclon (4.49).

\\

“BEvidentemente la ex01téci6ﬁ-térmiCa de la red hé sid6 ori-'
ginada por el acbplémientO'de esta con otro foco calorifico, pé4
. rO este acoplamlento serd tan débil que puede ser 1gnorado duran-
' te el tiempo de’ 1nterac016n con el 31stema de spines (el tlempo
de relgaa01on del bafio, - Q?e_, serd mucho menor que el tlempo de
. reélajacidn, B , de 1los spines)‘ | | -
| Segln el modelo de interaccidn que acabamos de exﬁoner vy
‘de acuerdo con las ecuaclones (&, 21), (4. 42) y (4. 52), el Hamil-
tonlano del sistema comblnado splnes-red viene dado por la. ecua-
cibn : - |

L

_— _ — — # ,
j{‘ = ‘k Z— (_,U-n Ny‘ + t Z W‘, l_‘):- EU + t Z_ (Gv\u L: G_h- + th bu U-h+) (4‘.55)'
n=4 ’ - * W0 . o
'siendo |
1. 6,\,, ( <L w,,‘ :
~donde n = 1, 2y v, regbrré todos los mddos de la red.
' Conviene hacer notar'qué este Hamiltoniano cbntiené'%oda .
- la acecidn del campo de'foﬁénes‘sobre>1és spines, asi como la .-

reaccidén de estoe sobre aquellos.
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5.1. El operador‘degﬁroyecdién deI problema.

‘Nuestro obaetlvo, ahora, es la apllcac16n del método de'
Nakaalma-Zwan21g, expuesto ‘en el eapitulo III al estudio-de’ 1a

relagaclon de los spines acoplados’ debllmente a 1a red.

- El\puntp de partida es, evidentemente, la ecuacién (3.6)
‘de von Neumann - Liouvi11e4para la evolucidn del bpérador densi-

' dad, Pg;g(f), del sistema combinado spines-red :
Al g (5.1)
| g T T b
siendo &f el superoperador de Liouville asociadd al Hémiltbnia-

_ nho del 31stema splnes-red 1}6 y dado por la ecuacidn. (4.53)..

En prlmer 1ugar abordamos el problema de hallar una ecua-

. ¢ibn de evoluclon para el operador den51dad reduc1do del s1ste-

ma de splnes,nes({). Esta ecua01on la obtendremos utlllzando la.
técnica del operador de proyecc1on deflnldo en (3 1), de forma |
que en la parte "relevante"” del operador densidad ?s+s(t), en-
tre como factor esCH

Sl. Qs+gfﬂ es el-operador densidad que daracteriza~al sis-'
"tema comblnado splnes—red los operadores- densidad reducldos @ “)
y 6@ (t) ; correspondlentes al s1stema de spines y a la red res-
pectlvamente, vendran dados, 31gu1endo 1as ecuaciones’ (2 32&) T

(2.33%a), por :
F(‘(z) T\"B €5+3 (f o _ .. P . (5.2a)

‘€e<*’ ) Trs _;&#B_I({): e (5.20)

- - siendo 1r3 (. les ) 1a operacién traza-parcial sobre las varia-

—



. bles.de la red (del 51stema de splnes) tal como se deflnlo en

el apartado 2 2

Resulta ev1dente, entonces, que el operador de proyec016n"

'_de Nakaalma - Zwan21g correspondlente a este problema, vendré
'“fﬁf“~dado en func1on de la opera01on‘1;& (traza parclal sobre las
A:varlables de la red) Introduclmos, pues, un operador de proyec-

. eiébn $>A.; 1ndepend1ente del tlempo, deflnldo por :

P = GT“‘B L S - (5.3)'

',dohde el operador G 'ha de ser tal que se verlflque la prople-
4 . _
,dad de 1ndempotencla para F> F’.E_FD " por 19 que habra de-

nfverlflcar la condlclon :

T’ =4 W

' La forma concreta de (37 vendra dlctada por e1 problema :

'f1s1co en estudlo y por las condlclones 1n1c1ales 1mpuestas al
sistema (Haake, 1973, Agarwall 1974) En nuestro caso, supone-

. mosS que los splnes se acoplan a 1a red en el 1nstante t = O, y :

puesto que antes de estar.acoplados ambos'51stemas son indepen-

~ 'd1entes, el operador den51dad del 51stema splnes-red en’el ins< °

‘.tante 1n101a1 seré factorlzable en la forma (a. 40),Aes de01r :

o ) - €(o> & (o) BRI gem)

con 1o que en el 1nstante t = 0, las partes "relevante" e "1rre-

"71evante" de dlChO operador den31dad vendran dadas por

€S+B (O = G F (o) | . (5 6a) .

('i P) €s+:3 (0 (FB (O) - G) ( (a) .. '(5.6b)..‘.



en donde hemos hecho uso de 1as ecua01ones (2 42) y (5 3)
' Las ecuaciones (5 6) nos muestran la relac16n ex1stente'“

entre el operador (; Y las condlclones 1nlclales del proble- |

'"Af\ma. Escogemos, entonces,;[g de forma que la parte "1rre1evan—j

te" ael operador dens1dad en el 1nstante 1n101a1 dada por la

ecua01on (5 6b),_se anule. Para ello, el operador (; ha de to- .

mar‘la_forma ¢

con 1o que las ecuaclones (5 6), que nos dan las condlclones ini-

clales para las partes "relevante" e "1rre1evante" del operador

den31dad total, se conv1erten -en -  
€g+e(o) = Pefo € 09. ;‘,'   ‘ - (5. 8a)A
(4 P). €s+a(o) = (@» (0) - €.3(o)) Ps(o) -0 (5.80)

donde (70$ es el operador den51dad del s1stema de splnes en el
Ainstante inicial, que dependera de. como se. haya preparado dlcho
_ 51stema, mlentras que €3(0 , que es el 0perador dens1dad de la
- red en dlChO 1nstante, nos descrlblré la 51tuaclon de equlllbrlo-
termlco en . que esta se encuentra, v1n1endo dado por la ecuac1on
(Jancel 1963, Lev1ne, 1969) e __' ‘ 4 |
o - (Tr— f”")_v."%%- .9
7.: 31endo /3 (k’F) 'y donde tMB es el Hamlltonlano de 1a red da—
~do por la ecuacién (4 42) . ‘ ; ‘ ‘ | B : _:
- Teniendo en cuenta las ecuac1ones (5 3) y (5 7), p;ra la

parte relevante del operador den31dad total ‘en un 1nstante t |
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cualquiera, se tendri :

R F> P5+a 05 Pe(°) be (¥) ch5310)

con lo- que los’ operadores dens1dad redu01dos del sistema de Spl—

nes y de la red en el instante"t, vendrén dados, en funcidn del
cperador de proyeccidn P s pOr :

Tre P pw

>
=
"

(5.11a)

S
—_
=
i

Fs(o) + T— (/i P) Psrs (£) (5.11b)

5.2. El1 superoperadof de Tiouville del problema.

Segin la ecuacidén (4. 53), el Hamiltoniano del sistema com-
binado splnes—red puede escrlblrse como suma de una parte sin

0 i
perturbar, tW sy ¥ de una perturbacion, tﬁ

}}{) = vj(o + j@i

- (5.12)
donde : o '

P}fo

j{i

siendo ﬁﬂg ; j(e y' j?ss

H

j?{ * jeé

(5.iéa3'
Wss

|

(5.13b)

1os Hamlltonlanos del sistema de
splnes, de la red y de la 1nteracc1on entre ellos, v1n1endo da-
,dos, respectivamente, por las ecuaciones (4.21), (4.42) y (4.52)

N

La ecuacibén (5.12) nos permite escribir el superoperador
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- de Iiouville &ﬁ. ’ deflnldo en (3 5), asoc1ado al Hamlltonla-

no & » como suma de dos termlnos :

of i +¢4' L eas

~

'~ donde, segln las ecua01ones*(5 15), &f y’ &P - vienen dados

por. : o . o ‘ _
&fi = &Qé o .:_  '{, .:l(5;;5b)>A

siendo &ﬁ; ’ &fs yfmzza, los superdperédores de Liouville aso-
‘ciados a los Hamiltonianos gﬁ;“, :Ws y ijse-',’reSpectivamenA

 te, y definidos como :.

xéﬁ = ‘é% i[ ims)»  ]_ o : .-(5.16a)
Ze | = —JfT [‘Jl’e 1 | (5.16b)
éz;e‘ = 41— [‘]ﬁe j l'.ﬂ; ; (5;1605!

APuéstB que'la eb@adiéhfdg évdluéiéﬁ:para“éi opérador den-
-sidéd‘reduéido dei Sistema de’spinés‘se obtiene introduciendo'-
en. 1a ecuacibén (5.1) el operador de proyec01on F) ,‘definidﬂ"
‘por las ecuaciones (5.3) y (5.7), resulta 1nteresante cons1de-
~ rar 1a actuacibén de dicho operadof sobre 1os superoperadores |
deflnldos por (5 16) A51, debido a que FDf unlcamente depen- |
de de las variables de la red v a que &Q est& defindo sobre

el 51stema de. splnes, ambos conmutan :

.PJ’;;'_ = ez‘é- P. ! - (57
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1%

mientras que debldo a la propledad de invariancia cicllca de la

_traza tendremos que :>
s we, -0 (s

 Pof dtra'parte, teniendo en cuenta que Qés 'es'linealfen
) . C + o 1 - : T, _ . .., ) . o
S bp. 'y bb - puesto que segin la ecuacidn (4.52)*.1&3 lo es,
' se obtiene que R
P ose P =0 (5.19)
Resulta 1nteresante, por ultlmo, resaltar aqui el hecho .
_de que, segin las ecuac1ones (4.23), 1os operadores de crea016n,
""GTf.-, y de an1qu11a01on, PR asoc1ados al spln n, son opera-
‘ dores proplos de dﬁ ; mientras. que los operadores b:' y ,50 ’

~ segun la ecuacidn (4.40), asoc1ados al modo YV , son operadores

. proplos de ﬁfe K verificéndose. 1as relaclones

| ?fs- oj‘—' = e eE - (5.20a)
s b=, LI (5.20D)

5.3.  Propiedades estadisticas dé los operadores’ kb'y b, .

El valorreSperado medio de cualquier operador'cdrfesron—
_ diente a la red se obtiene a partir del operadorrdensidad,' ga R

‘dado por lavgcuacién (5;9');.mediante la'expfesién (2.8).
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Las ecuaclones (4 44b) y (4 45),‘nos permiten escrlblr en -

_ 1a representaclon de 1os vectores proplos de -.:.: - 7';1
N | -4 "kf”(“Awa +V‘;wz+ ) ' o C
S ? Z Z— [ V‘A."Vh ) ><V\4 W,,.. \ | (5.21)
: A : - "*“u'f' o c ' . . L e
o siendo B A o
- —\ o ) S _2_ ,- '—#'F (v, wy + V\,_Ql.).,_ +) ' Co X
L= 2 e ‘ I '(5.22) |

M Vg, - - . =0 . . . .
A partlr de estas ecuaclones es 1nmed1ato encontrar el va—u

1or esperado medio del operador 5.60) bo) correspondlente a la
“_red en equlllbrlo termlco a’ la temperatura T. En efecto, ha01en-

do. uso de 1as ecua01ones (2 8) y (5. 21) se- obtlene que .

o e Cenweny
( g;m_ b,,-‘(o)_> = Z Z p( wy | i

L PRI YR

r<MbgwmiL' >t m.leMAMm >

Segun las ecuaciones (4 44a) y (4 46) esta expre31on es

dlstlnta de cero solo si v -Lﬂ . Entonces e

* o @ o --k(s(mww“ *-';v“-” w;,';'.?;)"
‘Gu@mm> Z &wZ: e T e

‘.-V\‘ V\' 20.: )
t<m, ey S

Debido a que los veqtores propibs'defijﬂs son ortonorma-

;. 1es :

K (A (g - V‘uwu-f‘ )

‘r\' e

N

ROICINCR S



"se obtiene :
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Sustituyendo ZZ} por su valor, dado por«lalecuacién'(5.22)

< (0) bu'(0)> SDU‘ ?;5 V\U ¢ = va‘- t i - (5 23)
bt —t\ﬁ'“vww ‘ p,w" '
> e - e -4
iz o o . S . .

 expresidn que haciendo uso de la ecuacién (4.49), puede escri-

birse,como : o ‘ . .
<h@ b @) = < N, > Ko (5.248)

Procedlendo de aniloga forma a.como se ha obtenldo esta

. ecuacidn, . se encuentran las rela01ones :

b bl - (N, 4) Son (5.20)
<‘BD(5)"bv.coJ_>='0 | O (5a20)

KBeoBey=0 (2

5 4 _Ecuacidn de evoluclon para el operador dens1dad redu—:

~eido del sistema de splnes.

La apllca016n de la teorla de Nakaglma-Zwan21g a nuestro

problema conduclré a una ecuacién del tipo de la (3. 41) para la

evoluclon de la parte relevante del operador dens1dad €;+Bﬂ)

Dado que el operador den51dad reduc1do del 31stema de splnes se

obtiene a partlr de dlcha parte relevante tal como 1nd1ca la

N

P—
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.- ecuac16n (5.11a), obtendremos una ecuaclén de evoluciébn para el
S operador den31dad reducido ( (). sin mls que aplicar a la.ecua-.
cidn (3.41) la opera01on traza parc1al sobre las var;ables de

la I‘ed., TV‘B

1 S L (4-P)2t )
M{i{({;) = —iv-};g POZ,D Fs(e)' - /(4—|_('6 PO{ et- S ‘(4_P)€5,+\3(o)’
o
' t
~i(4-P)L T
'ﬂs JJ?S pbf e ( (/i-P)QZaPPS;}B({:j"E) (5.25)
siendo FD el oﬁeradop de'proyecciéh defiﬁdo en .las ecuaciones

(5.3) ¥y (5.7). La ecuacidn anterior puede escribirse en la for-

I 4 3
- ma mas simple :

J’@(i&) - i ANACEE LJ% K fst-5) + T (5.26)
¢ .

donde haciendo uso de las ecuaciones (5.17),(5.18) y (5.19), el
superoperador de Liouville efectivo, df&_‘, el nilicleo integral,

K, v 1a'inhomogeneidad,-I{{).,‘vienen‘dadOs.por :

Ly - T PP -4 ey
Kt = T ot I L map s Gim
= ‘“7; 58 e—L(A'-P) (/i P) 'fse p

o L (A-P) Lt
| I(U = 4 _l—rs-.Dsz“ ot (/L-P) b () = O (5 2?c)

La ecuacidn (5 25) es una ecuacidn 1ntegro-d1feren01al en
el tiempo homogénea, y por lo tanto de caricter no-marcoviano,
descrlblendo la dlnamlca del sistema de spines bajo la 1nfluen—

cla de la red, redu01endose, ev1dentemente, a la ecuaclon de

N

.......
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von Neumann-Iiouville :
_0‘(5(‘:)4:‘ —(—&Fs(e) o "'(5.28)
en el caso en que no hublese acoplamlento spin-red.
La ecua016n (5.25) -es formalmente exacta, requlrlendo su
soluclén, en general, un- desarrollo perturbaclonal de la expo-
nenclal exp [ (4 P)J%] én funclén -del super0perador de L10uv1-_

lle de interacclon J§34, con lo que el desarrollo‘perturbac1o-

" nal del nficleo 1ntegral F<“ﬁ , seria :

KW - -5 T o U m[ (1-p )on Lol (1-0) s P (5229
- donde : . o )
olt) = € »(&& L o (5.30)
tenlendo unlcamente sentido este desarrollo perturbaclonal 51
puede ponerse en funcidn de un pequeno parametro ad1mens1onal :
del orden de (9@@3 /6 +JE .Es ev1dente que si el acoplamien-
to entre los spines y la red fuese 1o suflclentemente fuerte pa—v
.ira que el desarrollo (5.29) no converglese, la teoria de Naka-
Jlma-Zwan21g no. serla pratlcamente apllcablé. | ‘

Observemos que, segun las ecuaciones (5 27) vy (5. 29), el
. - segundo termlno en el mlembro de la derecha de 1a ecuacl6n (5 26)
| es, al menos, de segundo orden en la perturbaclén, ‘estando los
A térmlnos de orden superior contenldos en -la exponenclal de: la
"‘ecuac1on (5.27b). Ahora blen, segun la’ hlpéte31s 2) del’ aparta-i

“do &4, 3., €1 acoplamiento spln-red es debll, por 1o ‘que en la
" ecuacidn (5. 26) pueden desprec1arse los términos perturbaclona-

. 1es de orden superior frente a los de segundo orden, 1o cual se
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consigue'tomando n = O en el desarrollo (5 29) (Haake, 1973,
_ Agarwal 1974), con 1o que la ecuac16n (5 25) se reduce a 1a ex-'
‘pre316n s | o o

Mjf ;'-“f P(Jc JMT@ ofss Mo () oz”se, P(o € (&- t) (5. 31)_‘

:f con Al g)dado por (5.30).

La ecuacidn anterior, que nos da una eéuaclon de evolucién
-_para el operador densidad reducldo del 51stema de spines en la

: representaclon de Schrodlnger, puede ponerse en una forma mas
maneaable pasandola a la’ representac1on de 1ntera0016n. Para ello
: hemos de tener en cuenta la’ ecua016n (2 18), que puede escribir—
'-se en fun01on del superoperador de Llouv111e sin perturbar qu )

'»como : _
: l -—L ofa AT .. ’ '~ . :
b = €5 _ <_5.32)
siendo € el operador den51dad reduc1do del s1stema de splnes
en la representa01on de 1ntera001on.

Sustltuyendo la ecuacidn (5.32) y.su derivada respecto del

tlempo en la ecuacidn (5 31), se ‘obtiene :

Lol g{’@f(w‘: B Lf 'e f €§-(Jc)__

dt :
..'fi.iﬁt . id {ﬂ L
= -1t € fa?t s g ua () szfs pme NGO
o (5.33) -
Multlpllciﬁdo ambos mlembros de esta ecuacién por la 1z-
<4 at L . N '
qulerda por € ¥ puesto que :

‘al ser &f ( Jc)‘ O , por conmutar los opeiaddres He _y-.€§bﬂ';'
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tendrempé para la ecuacién (5;33)'1a‘expresién”:

R s
60 - = ok fd'é lrsfse Z)of}s pe(o) ¢ p;a 7)

GHT e
SR (5.35)
;qué, haciendo uso de las ecuaciones (3.24) y (5.50)5~toma la
fd:.""nla . o S | . 4
I N t . . * N . . . |
”_P_%S_t(ﬁ)_ = - f At g ste (Jf QZﬁs«s (JC "‘) Fe(o) eg (Jc "5) - (5.36) -
: o . : .
.siendo Qﬁs “)el superoperador de Llouv111e asociado al Hamllto-.
: :nlano :ﬁﬁe(a en la representac1on de interaccidn.

Haciendo uso de las ecuac1ones (5.20) se thienen.las re~-

laciones :

Bt . et 4 Lot

e  bhao =e Bf & - (5.379)
T \{;t ¥ ' - wuw N |

et Lt - ot B ot (5.37b)

convio‘que j&&(ﬂlviene dado por T
.-I ) .» ‘ly’t A . 7
o ) = 7 Mg =

L@t '-wu,,,,f) o

tz(emm e _+Gm,B¢ ) (538
Con’ obaeto de poner 1a ecuac1on (5 36) en forma més expli-'
’clta procedemos, a contlnua01on, a desarrollar el operador que
'aparece en el 1ntegrando de dlcha ecuac1on Para ello, segun la’

ecuacidén (5.16¢), se obtiene 1la expres1on :

0 T (7)o pE-T) =



| =_.;'{\Tf [._ ,}Fs: [_ ?(se ({' '5) Pglo) ‘051({"?;)_.' ]'_' ‘

( ‘J(se ‘}fse o) &(o) €‘<+ t) 'Wsc(ﬂ@;w)&({— r) ‘}(m ({ %),

B se{{’ Ly @;(O) €s t-%) ‘}éﬁ L+ @,(0) Ps(é-’B ‘JPSG (t- ’E WSG“’)) (5.39) .

en la que tomando la operaclon traza parclal sobre las varlables

de la red, TrL,, , resulta :
7‘—’6( e (+) &8 (e %) @‘o) P*(* ,,>) ‘=‘
B Tre (‘;{S@, (+) W (o) (B(o)efa z))
_é_ T (‘;L{?SB (x) pg (0) 61(4 %) 7(’59 (Jc @)
. _% Te (W2t 6)p<)el(e o W (w) _
+.% Im (&(o) PS(Jc;y);(SG(Jc T ‘J{’SB(Jc) T
CAsAAcAL

.donde, con obJeto de 51mp11flcar la nota01on, utlllzamos los

simbolos /q para de31gnar los dlstlntos sumandos ‘del segun;

.do miémbro.‘ ‘. h | |
 Por otra parte, segun la ecuaclon (5. 58), se tiene para

: el producto ,}&e f)j(}s&(Jc 3), la expreslon :
'1&3 (+) ;}(ge(e %) = o R |
- o A'.w,,..-t /~ Wi ({;—'t) |
Z— [ Ghu Gv\l E*- BU' 0_;1 QA . e . o
w )J' ., a . . :

,pr” t o - L u')‘,-,:. ('t' ‘t)

+Gn,,G,,,.b 6 5, crh.' e



—aWont  w,(t-F)

+ }
' .+ G:; 'GM'o' E.; G}:‘- b ¢ (Y»\T’ e e

C o : ‘ ' AWt W (t-%)
H-,M.+ GV‘U G:u' bu 0-h+ bu' qu e - e . J‘(S‘oq-la}]

De anidloga forma se obtiene:el. producto -

'}esc ({‘ ") d‘:e ({' ' N
R 2 LG B i S

vlu‘

s iWome (£-%)  _iwont
+ wa Gn: !):n (S-,.T ‘;)D G-n+ e . e '. .

| A N . AW (A-F)  wp t
e . ’ + Gu‘v' Guv bu‘ Q‘hT }),, dn” € e

-4 Wu‘u'(":'k) - w +

+ .Gv'u' Gy\: Bp' 0‘:\‘*‘ bu Q‘w*L e ) e N _] |

, (5.41b)
Haclendo uso de (G.41la ), resulta para el primer sumando, .

A,, ,en la ecuacién (5.40)1a expresion :

B Aa. ="4-Z—r"e ( WSG ({' ‘}(gg ({' t) @?(o) e‘i (¥ ?"))

Aw.,xc ;w,,h.'('”;)'
Z[ Trg (G,, GW E+¢, Bu. e e - QQ(O)PI(% ,,))

M‘l)'

. o Lo, + Wi (4: %,)
+ ,l’B (Gm} G".'Dl. IDD (ry: _E”; q‘h:‘ e - e v ' )

pe (o) ()S

. it LW (£-0) 7
+ _T;’B (th G\no L Euu Tw e “ e 08 FS({ t”)

- K iwat RO
T (65 G bodt b 08 & )

‘que, teniendo en cuenta la propiédad de invariancia ciclica de
-la traza y la conmutatividad de los operadores. del sistema de.

spines y de la red, adopta la forma :



. /;'w‘”?t AWva (El't.)

Z« [Gwcuv qu,(b 1’) Pg(o)>¢“ Toar FS({. %)e

w,v'

AWpat i o (£-75)

+ G..uG'., —[\:.5 (B b,,n PB(o)) o g(f z)e , e .

—‘anf iw,,.,;x(é -3’)

G 6w T (b b foto) @t es (-5 e

‘ —l:wv‘»\t s(.(J«J,;t,," (‘:-7)

¥ G G T (b 5,_).'(06(00 ot r,.* €f(+- e; e o

ecuacidén que, haciendo uso de las ecuaciones (5.24), puede es-

cribirse como :

A,

—é; Teo (Heolo) Wt feo) pE(L-%)) =

It

. V . | . ! : . wh'h-t ' j—w‘);‘l ?;
Z [Ghu.Gw; <Nu>‘. a0, Q}T &I({__'E;) eA e AR
wn v o . . )

Wt -Luwuit]
e

4 (;w Gw (<[\/p> +4)<r iy @(Jc ”6) e
. (5.42a)
Proéediendo de andloga forma a como se hé"dbteﬁido lé

. ecuac1on (5 42) para 1os restantes sumandos /& de la ecua-

cidn (5. 40) resultan las expre51ones

A, ;-_i,; T (120 ‘pe(o>'esz+_-;)_ W) -

S S L et iegas
= - Z:[Gmu'&-» (<M,>T-_‘+4) q, ef(&—z) i € ] .e |
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cAWant  _iWow ¥ ,
e’ T

e L Y SN SRR VO s TS et *(5.42b)
A=A T (R e feele-m WA M) -
-—Awuu't —tWous
== [Gnu G\nv (<N\J +/i)(r‘" €$%'\6)6;‘ . e N

, | | gwwkt: LW s
4G GM, <Nu>T G PEE-3) O e e~ ]
' | | | (5.42¢)

.Aq = —f—,_ T (&60) Q;(’c"’) ‘:f((:e -%) se (+))

AL WLt o T

Z_ECWGW<N>€(%IO’ ot e e

“,wh v -
/lww‘”_t_‘. ,Lwyn“b
o+ Gw G (<r\/u +/i)€(e ?5)0’ .~ e e '
| | (5.424)
Fécilmente pueden observarse: las relaciones :
. i +'
AA. = Aq
(5.43)
+ B
'Al = Ag,

La ecuacidn de evolu01on (5 36) viene dada en funcidn de

' .Z_Las A por : .

od siﬁ)‘_. f % s A s .‘+ )2 )
- 'iu_ = - fo d (A4 A. + Aa. Aa)
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('I' . IA Ii C L) (s
S notaclén 31mpllflcada, en la qﬁe :7 - } . '
T - J 4% A S CH

~viniendo dados los /xé por las ecuaciones (5.42).
‘Nuestro interéds se centra en la resolucidén dé la ecuacidn
(5.44), Con este objeto, efectuamos la transformada de Laplace

en dicha ecuacién : » 1 S

L.(J{;Q)Lv L_(I I +I,4I;)  '?":<54aA
3 pussto que o o - o -
| L;'(*f{fgégJ"=' R I N F Y
obtenegioé para la ecugcién. 4(5‘.46),11_tilizar'1:do la propi_ed'éé de 1i-

.neélidad.de_la tiénsformada défLéplace, la~eXpresi6n : - _
'A:' T . A .
G -l - —,[-L.(I L(I LTyl )] (.48

Las transformadas de Laplace que aparecen en el segundo
mlembro de esta ecuacidn se obtendran de una manera expllclta.
'sustltuyendo por sus valoresIldados por 1as ecua01ones ( 5 42)

:'y (5. 45) Tenemos asi que } N
-L(L\-_:_L'(f d A,-)= IS | N
L {[ I th [¢.. cM<N,,> e

+G:p Gw.u-(<1\/u»>7+i) 6‘36‘,\. ( (+ t) e’”’”.'“f ."w"“'?"] }
e (5.49)



s

SR = T 2y o A

Ly >

_-71.

Por otra parte, 1a prlmera propiedad de translaclon para
la transformada de Laplace (Morse Y Feshbach, 1953) prescrlbe,

que si :

L A | Ny | - '
L (F®) = j(s) o ‘ (5.50a)
se verifica, entonces, que.: . |
A : .
[ (e“’t {——[{—)) = j’(s-a) o (5.50b)

mientras que el teorema de convolucidn de dicha transformada

(Morse y Feshbach,‘l953> dice que si ; |
L (R(’c)B = Fis) L (V(%)) z 6’(5) (5.51a)
se verifica la relacidn :

l_{ J de F?("é)\/(%-e }',= ?-rsw”f(f).' NCE 51b)

La aplicacién de (5. 50) 3 (5.51) en 1a ecuacidén (5. 49) a
las fun01ones :

hy /‘- wuw T

t ‘ s :
Fe = [, ds e HECY

V(+ (7 ¢ =2 b g
permite obtener la ecuacidn : |

Ghu GM < >T 0.~ G:\.* é]’ ('5 -'i wv"‘).

TR ) S = 4 Weu = 2 Wopt

T Y RRL i . (S-Fkodwn)}” (5.52a)

S + /iwu‘u + A Wonr-
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Procedlendo de analoga forma a. como se ha obtenldo la ecua—
nla- -~ . c¢ibn (5. 52&), resultan para las restantes transformadas de Lapla-

ce en la ecuacidén (5 48) 1as expre31ones :

. L (1_3) .- Z { G G.‘vw (<Nu>-r 44). I ét(s';liwn-n) 0_.;“+

NS S — A an — A Wpn'

Gy G <N

S + iwnl“ +'i'wuu‘

N F: (mw;-n) ()T }(5.52b'

L (I] { Guw Gt (<Na>1-+4)

S"- 4-wny\ 44‘”\)“

- *(srivnn) &

Gl G < NoD

S“/qun—ltwuu

+

o é‘: (s - i) 5.7 (50520

L
L(—-[&): hm'lg{v Gy\v Gw < >

_—
S +/~Wv~v\ + L Wy (s (S"H"wuu) ;;. (R )

Gt G (N34 4)

S—LW,,,V. --L(/U,,.‘

gg( 5- 4 Wien) G ﬁ’.} (5.524,

Sumando las cuatro ecua01ones (5.52) y sacando factor co-
mfin los términos con 1guales coeflclentes en las 1nten31dades

| ‘del acoplamlento, se tlene &'T; |
(I)+l_(l) (L)« L(T -
{ Goe G (<MD, 4 1)

S 4 A Wyn + A Wy

 ?:. jEi:A

nn' Y

(‘ I é: (s+ iw'v...,v,) .‘

AL ,* ' o .
- o;.‘ fs (5+iwun) ;r;) +

 Buw G NS s as e
e e (e E(S”w““) {25 hu) 55)



Rt

Gnv wo (<N> +/i ( 0‘ (5,15 va‘“\ g‘,\f‘ o N

) S - /(-wv‘" —’4 wx)m‘v_

F fs -Aan) G} Vi )

G,,.,, Guu <N0> (G_h € (§4LUJ,\“) 6—.,.- - (] (S+A.w.m) Q’h Tu )}

S+ A'anl + 4w,

{ 6ot Gun (N5, +4) [ ()(ww“ﬂ

S + AWpn +- A Wy

L GGl N [ r+€ (s_mu -

s —Aw,\“ _,(_OU‘;,Q

G G ( %+ 1) [, f 'is_—.@wnx'cnf] -

5 - ,L ‘A)M"“.—li.wl)n":

o Gw Gw <I\/ > [G‘“, e (5“_%.,‘)@- ]}

s + LWu' + 'Lw))u
= BA‘ -t B&. + Ba + B e ' o (5 53)
en la que se utlllzan los 51mbolos EBA para de51gnar 1los dis-

.‘tlntos sumandos en que’ se ha desglosado el mlembro de la dere-

cha de la ecua01on (5 48), que ahora queda de la forma K

1]

(BgBQ Bg+8) (554)

A partlr de esta ecuaclon para la transformada de Laplace

sf p”;(s') , ;(:"(o)

~~ide1 operador dens1dad redu01do del 31stema de splnes en la repre-
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'sentaCién de interaccién, puéde‘ObtenerSe'una'ecuacién de. evolu=-
"clén en el- tlempo ‘para dlcho operador. Con este obaeto, efectua-v
mos 1a transforma016n 1nversa de Laplace en ambos mlembros de

\$la\§cua01on‘(5.54)

Llsgo-go) = -L(BBB B (i)
Tenlendo en cuenta que .: ) | |
L APE@
[_ (s( (s)—€s(0))" o?JC S 'f'(5°56>

y la propledad de- 11nea11dad de la transformada 1nversa de Lapla-

ce, la ecua01on (5 55) puede escrlblrse como-
»J%tf#-_. o (;54) _‘ ) L (B)+ L (8. )} (5.57)

donde.:

LB - j ds B G

siendo los EB los dlstlntos sumandos de la ecua01on (5. 55),

"‘el contorno de 1ntegra01on ¢ la recta orientada (7 -ca>, 7+«a>)

‘Bl 51gu1ente paso es, pues, la evalua01on de las transfor-

.madas 1nversas L_ (fBL , deflnldas por la ecua01on (5 58) Para
ello, hacemos uso, ahora, de la’ aprox1ma01on de ngner—Welsskopf
((Welsskopf y ngner, 1930), la cual es aqui razonable debldo a

: fque, segun la hlpote51s 4) del apartado 4.5.,-1as.frecuenclas

de_los modos de la red estén lo suficientemente préximas-como

:'gpara que se les pueda a31gnar una den31dad jw(w) . En'cohéréé

.to esta aprox1mac1on cons1ste, apoyandose en que- el espectro de

la red es lo suf1c1entemente denso, en reemplazar la suma :EE.

7por una 1ntegral sobre la frecuenc1a y una suma sobre los restan—
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: tes nimeros - cuantlcos ( P ) que deflnen el modo, s1n més que

' asociar a dlcho espectro una dens1dad de nlveles."

Apllcando esta aprox1mac16n a la transformada 1nversa de
Laplace de 84 y primer sumando.en la ecuacidén (5.53), se obtle—
_ne-: v | | |
-4 4l st
L (BA) = == J ds e Z JCP
T . 7-7.:.\7' V\V\'

l Gj: qu{ (< Nu‘>\_ + A-) iv.(w)

S+ 4 (W= W)

[fn R {Js (www)]} (5.59)

que puede escrlblrse en la forma :

+-

|_ (B) _zm L ds e‘ Z[m*,f ( (us,.,_J

Tawe

/ A’w 3 GG (<“v"“”>+4) 4 (5.500)

5’44.(0.) Wn)

Tenlendo en cuenta que, debido a 1as hipbtesis efectuadas
en el apartado 4,3, tanto Guo como <:Nw042y §v~ﬂ“) varian sua-
venente con la frecuencla de los modos, la func;on 1ntegra1 que 

.aparece en- (5 59b), f dw ZG Cuu((Up(W)>+4£(W)

S+ Alw- w) .
'4te y se comporta blen en el semlplano ‘de 1la derecha del plano a

var:.a muy suavemen-

-compleao S= 7+*UJ Por otra parte, la h1potes1s de acoplamlento
~débil prescrlbe que : ? G’ ha de ser una fun01on que- varle len-
tamente con t, y en consecuencla su transformada de Laplace @(9
seré una func1on muy "plcada"_en 1as prox1m1dades de s=0 y'j
por lo tanto, debido a la propledad de translaclon de dlcha trans
formada descrlta en la ecuaclon (5. 50), e(suuhu)ha de ser . un
,iOperador muy "plcado" en las prox1m1dades de S-—LMNM., 10 que o

nos permlte .considerar a @J5+whn)como un operador con un polo

31mple cerca de S—-Lwnn.u,
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En'eStas condiciones, tomandof ¥ suficientemente peque-

- fio ‘en la ecuaclon (5 59b), ‘la contrlbuclon al contorno 1ntegralg

'estaré domlnada por el polo de (Q(S+“%n)en SZ-LMAM » de ‘modo

o P

‘que la contrlbu01on a la 1ntegral se centra en una pequena re-

~gibn del plano complego préxima a S -t W, Las varlaclones de

(5 26 Guor Nt +4) fuqw) * N
la funclon. Aw e i (W= wn) . dentro de esta pequena reglén

- son despreciables, de forma que se puede reemplazar por su va-

-llor cerca del polo de ((S*Ww), y escrlb:l.r (5.59b) como :

(no" w ' ' t)«x
i(B) P Jd, ZGM G-w (<NU'(W)> +'i) It .) 4

.
ITA pE: dse [crh a. p(mwu)

q —Awn'n + L(w W..)

- - - ZGv'Ghv' (<Nu-[w)2—*4' J () —,cw,..,‘t -'+ ‘
—_k%jod (W (U)-/(«V . [W;,Q‘lé ‘_%]

. (5 60)
Haclendo -uso de la 1dent1dad (Morse Yy Feshbach 1955)
1 __4_.,— Lo oiwsen) |

. donde vp (valor principal) significa que en toda-integracién don-

de 1ntervenga la dlstrlbu01on anterlor se debe tomar la parte

.pr1nc1pal en el sentldo de. Cauchy de la 1ntegral, podemos escri- »

blr para una funclon F(x) la relaclon Y

. - Fx)
IM4'I X £in, @)Jf F#) JX +AT rYaJ -
. 7—>m —Os e ) : _ , - (5 61b)
dbnde_ f %ndlca que se trata de la parte pr1n01pa1.

Apllcando la relac1on (5 61b) a. la ecuacidn (5 60) se ob-A

nwn!

W‘wu

4 ,4.Tl' (< N(w“)> +4) Z Gh.,- G..,,. 3‘,.(:»,. )[Q_;‘,fw M]equ }
o e | (5.62)



Definimos, ahora, 1os pardmetros :

CAw =

,‘-Ufrz7»:

= gof dw Z GG b @) . 6-5;63&)‘
| w - wn o -
o ' : A . 09 | > Nw(w) v}( |
A fa.ogw Gm\ G;".i 5 ! ¥ (5.6
Xn‘n': = —rr %— Ghuu -6:.: {V' (w;\_-) ' (5.636)

Puesto que 1a 1nten51dad de acoplamlento del spin n con
'la ‘red es pricticamente constante para los modos en una banda
centrada en la frecuen01a.6“w del spin, y al ser la dlferencla
.Eentre las frecuenc1as de los dos splnes muy pequena, mucho me-

- . nor que el ‘ancho de- banda, puede efectuarse la aprox1ma01on :

| Gv\u‘ : qu' o ‘ '
| RS (5.64)
Ghu' Wt ’ G-w‘ r’ A

segun la cual los parametros definidos por (5. 65) son reales e

' 1ndepend1entes de ny n, pudlendose escrlblr H

Ak Aw : (5.65b)
o Lf‘. Lo (5 650)_

g ‘En func1on de estos parametros la ecuaclon (5 62) adopta

la forma :

) L(B =-&Z(/\TU;¥[_\W+#{(<N(W6-)> {_4)[@;\ Q’h. e (*)‘]ekql”t,

" (5. 66a)
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Procedlendo de analoga forma a como’ se ha obtenldo la ecua-
Eme 0 eibn (S, 66a), resultan para las restantes transformadas 1nversas

. de’ Laplace I (B) 3 deflnldas por (5 58), las expres1ones_:

. ._:  L—%Bﬂ: A % (A*rw- l‘.’L,X‘<.N(-w“' )[q‘_'g‘ 2 Ptk ] *w»f«% (5...‘56b)‘

".,[_ (B)--L Z(Aw+/\w—~/«(}/(<h/(w )>44)[<n, +)<r]e””“
| ~ (5.66¢)

' - | qu\nt '
:.L-%(BA]‘: i %(AT +LX<N(WM)>§[GI €l% \ ]e (5.664)

~

Sustltuyendo los valores obtenidos en las ecuaciones (5. 66)
f.en la ecua01on (5.57 ), resulta, para la ecuac1on de evoluclon
en el tlempo del. operador dens1dad reducldo del 51stema de Spl—

" nes en 1a representac1on de 1ntera001on, la expre31on B

Mt {L(& L(B) &)*L(B«)}
T

= Z (Aw+/\w){[¢+ T P(%)]e ,” +[f e(*m ‘w {}'.
- *Z 'ATw {[Gu_-,q.-v'-? ;-eg(e)]e’f - + [q‘n. e (JC 'I Lw,\n*}

_qu v\

| —}_?{'(<N(u}, >+4 {[m G esw]e - [f» MW &t}
e m,a.me T by
- G 67)'

Pasemos, ahora, esta ecua016n a 1a representa01on de Schro-

dlnger. Segun la ecua01on (5 32), tendremos :
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ecuac1on .que. derlvada respecto del tlempo nos permlte obtenezzurv

‘la expre316n T

AC J ' .N) f:_t} Mta

At e " (5-69)

o de manera que sustltuyendo (5 68) y (5 69) en la ‘ecuacién (5. 67),

) -A\{St

multlpllcando ambos mlembros de dlcha ecua016n por [ _}w'A, y

haclendo uso de las ecua01ones (5 20a) asi como de"

&”((e [j( ((e)] an[o: o €l+>] (570)

f 'se obtlene para 1a ecua01on de evoluclén en el tlempo del opera—
dor den31dad reducido del s1stema de splnes, en la representa—

' clon de Schrodlnger, 1a forma 3

A’W‘J S W [o‘h ‘T' (Jc)]

| ey Z. (ATou}Aw) {[0’5 E {—)] [qh,((*)f ]}
—A ME_ Aco {[o:,«*é ﬂ] [6‘»_ JMU

_,Zg((w(w +¢){[<n 5 g(e)] [cr M ]}

ZKNWD {[01,« M] [o: 2L ]S (5.47'1)

donde n, n E { 1 2 } ’ y 1os parametros reales Z&.w A‘” y X
5v1enen deflnldos por. 1as ecua01ones (5 63), mlentras que el pa—-'
rametro <T¢Uh3>’corresponde al numero de ocupaclon medlo para

‘ e1 modo de frecuenc1a bUw ) vlnlendo dado, segln la ecua016n:7

N
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o (4 49), por S

<N(wu-> v ra N CR
é ‘.'1,.:.,,‘_, SR 4 .:_v . ._ '__‘ A

Tomando los conaugados hermltlcos de los dos mlembros de
1la ecua01on (5 71) se obtendré la ecuacidbn de evoluclén en el
tiempo del operador '€+HfA, pudléndose comprobar, féc1lmente,_

.i que dicho operador verlflca una ecuaclon 1dent1ca a la- (5. 71)
al ser reales, segin las ecuaclones (5. 64), los parémetros que

aparecen en ella, verlflcandose, por tanto, que :.

P“) F L »‘.'(5.'75)'

en cualquler 1nstante t.

. 5.5, Ecuaclon de evoluclon para los valores esperados de

los operadores del s1stema de splnes.

Nuestro 1nterés se centra, ahora; en encontrar y. resolver
‘fA_las ecuaclones de . evolu01on para los- valores esperados de 1os
.operadores dlnamlcos del 51stema de splnes.
Segun la ecua01on (2. 8) 51"‘F; .€s un operador cualesqule-.
"V.ra del 31stema de splnes, el valor eSperado de dlcho operador.

\5en un 1nstante t v1ene dado por A
'~ <‘Fz f’rc_ ('F [ R 8

: s1endo T}s 1a operaclon de traza par01al sobre 1as varlables o

_del s1stema de splnes y 0 ﬂ) el operador den31dad de dlcho 51s-5



s

<'tema Es ev1dente que si se conoce la ecua016n de evoluc16n en

- el tlempo para. el 0perador dens1dad Q H) » puede hallarse 1a

: ecuac16n de evolueidn para el valor esperado del 0perador en cues-
tidn sin més que derlvar respecto del tlempo en 1a ecuaclon (5 74

: \a( <Fpe »T;s- ( A ) '-,';:(5,.!75-)-:~
ST AE At - -

Asi pues, a partlr de la ecuaciébn’ (5 71) se obtlene la |

‘ ecua016n de evoluclon :

At '
f;,Zi(Aw+Aw)lr{F[®, p,(e)] r[ﬂ‘»,/sle *]}

nownt

Cd<Fx z w. To, {F[« o:-,@m]}

i S MW T {Fls, m*&f*% F[w,m)o— 1}

now'

 ~ Z_J(<N(W)>+¢)T?S{F[m,mete)] F[crh p(e)f 1}

'.—_ Z x<Nwl> lrs{FN f*(sm] F[cn (wm]}

o Tenlendo en cuenta 1a ecua01on (5 74) y 1a propledad de

1nvar1ancla ciclica de 1la traza, la ecuacidn anterlor puede es-

crlblrse en la forma':

ARy L n-,ﬂ>

+/~Z (ATw+Aw){<[F q’*]cr > +<<rh [F c-,.]>}
ey z Ao {([m Pl s <«r:{¢‘+ F]>}-_}_
_Z x((N(w“)>+ﬂ{<[Fﬂ]¢> <<r*[ F'Dt}

_""_ % 3’<N(Ww)>1- { < [ F'n,oﬂh- +> < T [ Q—;\ L r]>} :
T e
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De esta manera, para el valor esperado del: operador de crea
.
. clén. q;;m oy asoclado al Spln n, se obtlene la ecuaclén de evo-‘-

Jucién : o Lo
0?<;1+>;. = | .4"_ E;.wn- <[o‘+<r. ﬁ ])
B z (N +Aw){<m e z _+<“‘+[u:,<r, 1)

M‘V\" h

S A {([m RRak >; < [m,w]x}
'—Zx(<N(w“)>+4){<[<r:, e <<r‘“[<r «1>}‘

- Z 2{<N(ww)> {<[m ,m«:z +<¢ C<r Ty
o \ ’ (5. 77a)
I donde n, n' y n"e{l 2}
- Sumando primero sobre n’en la ecua01on (5 77a) y tenlendo :
en cuenta las relaciones (4.4) 5 (4. 5) asi como el. hecho de que

en el 1nstante 1n1c1a1 los’ operadores correspondlentes a dlstln—

tos splnes conmutan, dlcha ecua01on toma la forma -
Cd<ay ;Aw <o,
LA
| : ~—AZ(AW+AW) < 0’,\"2;,
Aw <q:\ Q-n">'k'4:.
- z z((<N(w > +4) g_-,.-f-,‘a'-;%z -
+ Z 3( <N(w > '< Sﬂf“, m>; o  .'"‘?“;""“l_ﬂ(s.‘77b)<

. sumando -ahora sobre n Y teniendo en cuenta que :
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,“_-q-n*. 0':.7" = . {r Q—V\ = 0_;‘1. .
13 ecuac16n (5 77b) se. conv1efte en
MZ* o A (We - 2 D Aw) T, L
At ' ’ e T ” .
—U(A4°2<N(Wn)>)<‘r+> (K+A_Aw)<“-m+“_1>
o (5 77c)

.DefihighdoAlos pérémetros;;
w: _— - (IQATw“}  /;\ W) T o (5',78_;)_
- p b (s
la ecuaclon (5. 77), que nos da. la e%oluc1§£ eg el tlémpo.dei va-

- lor esperado del operador de creaclon G} asoclado al spln n,

puede escrlblrse como :
LTI L Lwicma - g (s e NeY)
edb e e L
- M'*<kn: o:*)ir i -.w‘, (5.79)
Medlante el mlsmo proceso seguldo para la’ obtenclon de la
~ ecuacién (5 79 ,. resultan para los valores esperados del opera-_
o dor de an1qu11a01on, 'Wl, K y del 0perador G} ,'gsoclados‘alﬁ
‘ spin n, las ecuaclones de evolu016n :
6{<¢> :' ,L AZ<[_¢A‘¢- q-n ]> _ . o
S odt | ' | -
| Y Z (Aw ‘AW {<[<r G ]m-\> <ar-+[<rh,<r ]>}



- /.:-+A-Z. Aw {<[(r ¢n1¢“+>*',+<<r [G; Ly ]>}
« 'A-Z.KKN(W | +4){<[<r q"_(cr >+<<r [r mD}

-—ZX<N(w )> ‘K[G‘ ]<rn*> <¢ [m 0‘]/}
= _'.;.'w, {ﬂ‘vz'”?i“}:—. mm.;m;s %
...- z 3/ (<N(Q “+4) <‘¢A «>
N +ZX<NW>>< <r¢> =

‘_=. -,& (wh“} ;.z-'Ail;,_:-wa) <<r>t

'A}—,5(4+Q<N(w)>)<f>¢—(( »Aw)(m T
- o | (580)

| _,:.AZ'<%F;5>' =i .‘Z.—}'_u;n.i([f<rv.‘fxtrhv-,".,-"_'Gﬂ.>:‘..:'  .
oAb T DR
o 41-2 ("/\Tw+Aw "{([G"’ m"]m‘z + <<rv [6 "“]zg .
+e = _A {<[¢ m« >+ : <¢ (a0 1>&
C Z b’KN(W +4§ {{[«‘ q;*] T > (tf [wh "]>}

| ' - — S_ (f<M(w )> {([w ¢h]q:*> <¢ [q:* W‘D}'



‘-:'l_A'.zZ( w +/\U~J){<Q‘n_¢n >"' <(r U'n>}

’ -MZZ AT('U {(6‘ Tt > = <’<r G— >} :-/}j'“'”:‘hij..’x'

nit

4 -ZZ_ gf (<N(w,)>r+i) {(q‘,‘ P > + <®l Ty >*}

. Z 2(<N(W ). { o >‘ + <g-’ «:>¢‘_1  -

1

ey iKm ey, vKns ey
N —e;A’w{<¢h+«r-'> - <¢+<r;>5jﬂ_=
= ',.a?x - 2y (4424 N(w, D) <<r3> |

({J«,«.Aw) <G‘h (Y].} + ae((_,tAw)<ﬁ q‘m‘>

o En funclon de los parametros ww Y }0( E deflnldos por

4y < o @ Yo o+ 4 y < NMn))T f{A < ®"°?’2'~_ o wny

(5 81)5

M

'.las ecuaciones (5. ‘78), las expres:Lones (5 80) y (5 81) pueden T

escrlblrse como

i_é_q:-::?e '.::' —'k wa <§]':,. - X(4+J<N(UJM\>)<U-
TaE

= ,_o<’.‘:.<lo:‘}-'<rm->;. o (5.82)

‘Ao{<;;n>c_

- 2y (i) <y,

| 2w  <,®*@:2 RS Q’JZ"_ o ‘.(5.83);1



de qh "y y\f ' y N

<o

donde n, mefl 2},, n # m.”;;y

Segun la- ecuaclon (4.9b) la relaclon entre el valor espe- )
- rado del operador :G;?

",Nn

.y el valor esperado del operador nimero
., asociados al spin n, es :

<<|'.}?> = . /L—é<N.\ ‘o (584)'

'obtenlendose a partlr de la ecuacidén (5. 83) para la evoluclon
R del valor esperado de - Ny\

g la expre316n :
- 'd(ANQZ ='=25 <N[U/u)> —.23’{/1+°2<N(W)>)<-l\/u>t'.:'

. t B | o T
- < Tt 0 _>_ "‘ * <v:+_ <r.;.>‘ (5.85)
‘Las ecuaciones dlferen01ales (5 79), (5. 82) y (5. 85) ‘son
| del tlpo R |

7 | (589
. que en forma‘integral'puéde'escpibirsef:
| Jcl S JR(E-t) DR
}(J« {(o) e" ',+;- J{ .3(&') e (5.87)
. Deflnlendo el. parametro :
J X (/i* <. < N(Wn> 3 (5 88)

resulta, entonces, para la evoluclon de 1os valores esperados

las ecua01ones :

O i 'J). A -'.(w )(H)
. . i YT - ,(.'-T -t

<&z e [A’c <<1’+ "‘Z-,Q | -

'”}(5.89aj

'~rm et



Ty
’l L v II

e

£
— (AW + - -(er*)(% U
G = > e | fau (R e
o L A SN T
<Ny = ST + ((NO W)Q_ |
B ¢ .
~ 20T (4 t) LT (E-t)
—cxfa& L6y e /A{ <®*ET P &
' o S _ (5.89¢c)

en las que se pone de manifiesto la influencia del spin m (m # n)
en lé evolucidn del spin n, debido.a estar ambos acoplados al.

mismo medio. Esta influencia viene expresada por los términos

en el pardmetro X , dado por (5.78b), que aparecen en dichas

ecuaciones.

Debido ‘a la presencia de términos integrales las ecuacio-

1_ nes (5.89) no tienen solucidén exacta. Ahora bien, puesto Que he-

mos supuesto que :E.IC%VI Jw(W) es practicamente constante en las
prox1m1dades de ws= Wa gy despre01ab1e en el resto del eje real,

el desplazamiento Lamb A.u)_, dado por la ecuacidn (5 6%a), pue-

o dg considerarsé nulo AU)— 0 (von Foerster, 1972). Por otra par-
.te,' X es mucho menor -que. .XI. s CoOmo puede verse efectuando-

una estima nimerica a 1a temperatura ambiente para la frecuencla

asociada al spin de un protén (a’ st 5x105 T e Esto suglere

escrlblr.como solu01onrde Qrden cero dehlas ecuaciones (5.89)

(AUJ -t

_'_<'57‘+Z - <®*> e S 5500y

—Gw! v ()t

QA <f“7;- © - | | oy
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" que corresponden a la evoluclon de un spin 1ndepend1entemente

0

- de. la presenc1a del otro. STl s G

La soluclon obten1da-prescribe~una conducta. irreversible

. para el spln n, el cual evolu01ona desde . cualquler estado inicial

arbitrario hasta alcanzar una 31tua01on de equlllbrlo con los
grados de 11bertad de la red (para t —>.00 ) »
i partir de la ecuaciébn (5. 90c) puede observarse que, de~

bido al termlno exponenclal 1a pob1a01on del spin n 1ra cambian-

| do_desde su valor 1nlcla1,l<’NQ2>, Qorrespondlente at=0, has-

ta alcanzar un valor de equilibrio,,<*¢n eq. 3 para t;—>'00,; da-

do por ;4' S . , , . , o
<NV\>Q = —_— (5.91)

lo que esta de acuerdo con la estadlstlca de Ferml-Dlrac, Yy ex- .

presa el hecho de que la red se comporta como un "bario termlco"

‘;.para los splnes..

Esta tendencia del spln de evolu01onar 1rrever31blemente

o desde cualquler estado 1n101a1 ha01a un estado de equilibrio,re~ -

fleaa el hecho de tratar con un 51stema en el llmlte estadlstl-"

co, la red, en el que de51st1mos de efectuar con51derac1ones ml-

,croscoplcas debldo a su gran complealdad La 1ntera001on de ca-

da spln ‘con la red constltuye un acoplamlento d1s1pat1vo, 1ntro-

T
_ductor de un factor de-: amortlguamlento, X“ s que da cuenta de
la d1s1pa01on ) relaJaclon del estado preparado inicialmente. ¥

~de un- camblo, Wn , en la frecuencla 1ntr1nseca, CUn ,.del.spin.

N
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A partir de ias ecuaciones (5 90). se - obtiehen;'héciendo”

“uso de las (4 5) y (4. 9), las expres1ones de orden cero para

' los valores esperados de ‘ '_, .  fy :: Alzﬁ‘”
i x 'j£ ;:_Lw-t ;1ﬁf£ . )
T _zw;t awiey et |
- <W> = A( <®*>a“ e <f‘> e . ) e - (5.92p).
W2 = (4- — ) - (4= <KRE2 - ——— e .92
_<”_Z ' ( - ) (»  <' e w IR

doﬁde s -
- <-¢n?.2 <  '= A= 2 N

leeren01ando las soluclones anterlores se obtlene :

4 <an '_“ P I RS
—p = W< % - 1 }<__m_>; ST e
Ai&k :i_wn" '<01”77t _5.'(](,\T.'f<@v>>tlfu‘: i ,(5‘.9'%)
4 m-; 3 4_.'_{5_:,-?<_¢“22, B
Ta ( ( L ) (5930

_ -ecuac1ones que son equlvalentes a las- ecua01ones macroscépléas.'
7., de Bloch para el sp1n n (Abragam, 1961), donde (36 ) es el tlem--
. po de relagaclon longltudlnal T ;wy (('Y- es el tlempo de re-
laaaclon transversal‘Tﬂ . - ' o
" Las solu01ones de orden cero (5 90) pueden utlllzarse pa~ h
N ra obtener una soluc1on aprox1mada de las ecuac1ones 1ntegrales
(5 89) Con objeto-de obtener dlcha soluclon haremos uso de la

7aprox1ma01on semlclas1ca de suponer que los dos splnes son es-
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tadisticamente independientes. Esto permite escribir el valor
esperédo del producto“de operaddfeékcomo el producto,de,los Va-  
lores espefados bara dada ‘uno de 1os operadorés (White, 1970
Agarwal 1974). Esta aprox1maclon es razonable en este caso de
acoplamiento debll al considerar que 1a temperatura de la red
es lo suflclentemente alta como para que las propledades esta— ’
. disticas de la misma se mantengan 1nalteradas durante el proce—-
. 80 de rela3ac1on.‘ |

De esta manera, ha01endo uso de la ecuacién (5 84), se ob-

tlenen las . expres1ones :

. A . | l(/.wm —-.h’m)'&
OG- <R - e KRR, = ey, €

: | } : (Aw:_ d'T_.p_(_‘l'){- .
-2 <®:2{,<Nn2 - Nt e

VA t S
S LR <y @ 5 | ot (5.9%)

S | o - - Jﬁ¢+UW
GG R = .<<Y.;Z -2 KN KT = <@y e |

(/-w +bfm + XﬂT)t

=e <N - <u“>eg,{} {672

—(‘w"""b/m) .

Ky o @ BN CR T

}

t= (/4' wmv\ + K“T-_‘. XWT) -{:

Z_W‘@;Z - <Gt <Gm>,,. ; | S (5.942)

S (i~ §T - 1.7 | -
Gz <lewz e S (5.94)

W

| T <¢w+0—_>

que sustituidas en las ecuaciones integrales (5.89) permiten ob~ -

tener :



(o - @T)t

Loy = <G e

<<r>

PR o Gl STt

U XT-}-/‘-WWW\

_ 2w <G (<N> - <N, eaﬂ { (w‘°'—x,lr M*)t'

IS.\+ Yoo

- wa\n- B

L 2<% <Ny Y { (iwd ¥V _

K,. b’y.. 4 A W
S - _(Lw‘ KJ){
<<ﬂr> <0‘ > e | ‘
| | ‘ S ' —(,Lw,.'.-t-z{,,"’)‘t
_ O(, <q-m>o {e e /
.lf»:r o '

B A

0’ +b’w+/.ww\

91

‘A y-(iw;‘-'(.?)t'} .

—

(Lw,. —Kh )t
e S5

'e“,w" —x*)t}

(5. 95a)

-(lzw..'-\-l:)'(: v
e ThT

BUEYARYE My 2(<Nu‘> <N,>ea{ (‘Ww+a’m +,z)’,\)t _(m“( )t

Qo T > <N >m { é(if"?“'.* (;T)t- 'e_(’ga)_,:+x.3))c} |

' —(T—/‘-ww\/\' S .
R
< NO < N 2 ( <N N = < NO@Q |
L _wesracan {ef*“w—“-x*w oy
LT =T + 4w o _

~_ ‘.. o™ <Gi\*‘>a <¢v:>o'. 4{5_(-"}wm5+xm + ¥ )t e""&,b'} "
XTI A Wew - S
o | - ,(5-950)_

Al estar 1as frecuenc1as de 1os plnes muy proxlmas se pue-

~ de con31derar que s
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(5.96)
y'efectuar la ﬁproximacién :
oy ‘v T T - ) o _
Xv‘ = YM = X - (5-97)
1ndepend1ente de n vy m. En funclon del parametro YT' '

-las ecua-
clones (5 95) adoptan la forma :

,~<@> <¢+> ( f“t

. o ( y ™ AWa
g X< ? e - )
. . '(;)M“

. - _3’ {t At |
_ i -QZO(<¢M <Nw>@q__ (e‘t

/lw,ik)
- e '

_‘ ...z.o(<¢:>o (<N“ <N 24) -1t (e(L-u./r“-lx )L-— .e,wJ &)'

(5.98a)

s(u»+r)t
COz's <ex e

PPN P IR I -aw;e)': o
ww“‘ -

. ‘ 4" ‘ c ‘ L ','- ‘-
‘20‘ <¢m> <Nv\ o -yt (é ‘w“_“{- S w,.{:)

-—l4..zo(.<<fw KN.\‘? <N>ez,,l e ‘e(w_fz_“ -e_w"%)

.23 +AUJM,\ '

 (5.98b)
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Wew o
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' sdlucibnes que dan cuenta de la influencia del s@in m‘en el
amortlguamlento del n. Notese que. en el equlllbrlo (t=> o ) los -
valores esperados de Gl _} ,_Af y hl son los’ mismos que .
_los obtenldos en la solu01on de orden ceros

" Es ;nteresante cons1derar.el gaso particular‘en gue‘los_'
dos spines se .éncuentran lbcaiizadoé'en'posiCiones equivaléntes;

" para la que : ' |

Wy = W (5,99)

'y_ias ecuaciones (5.98).adqptanlla'f6rma':

- ' QU% -J)E"”
—.'<><<cr 2(4"‘2<N>eq)t |

. _ »‘1{"4: (i@:j—'b*)t '

Ly XL (<N, - {NO%) (4- & ) e |

o  (5.100a)
< :G-V\—Z - <¢n > e S '

— (AW, +5“'){:
P >o (A 2 <N.\>“,) te



+ AX*<Q,W\ (<Nn\> <Nn>ea) (/1 e ?-U“ ‘f) e h r ) o
. R . (5.1000)

<~> '<N'vr>;1 ; ?1<'<-~‘4' < za

(<x<<m> <®7, +M* <G‘n*>°<m: a) t e 2{‘_(5--.100?:). '

en las que los termlnos que en las ecuaclones (5. 98) estaban  “

~d1v1d1dos por (Nm“' aparecen, ahora, llneales-en t._i

: 5f6 Dependencia -de 1a températﬁra;"

Al plantear en el capltulo IV el problema.en estudlo una
de’ las hlpote51s efectuadas era la de suponer que la red perma—i
_;nece en equlllbrlo termlco durante el proceso de relagac1on delr
' 51stema de splnes, por 10 que en todo 1nstante el numero medlo
S‘,:de ocupaclon para cada modo '9,, v1ene dado por (4 49)
o <N(w = K-ow; /i‘ -» : |
'adonde N (k77 ) 51endo 'k‘ ‘la constante de Boltzmann y T 131“}1

'.temperatura de equlllbrlo. Aparece claro, entonces, que 1a 1n—.g~
"fluenc1a de 1a red sobre el 51stema de splnes debera depender o
de dlcha temperatura. | | |

: En efecto, segun se. ha v1sto en el apartado anterlor, uno N

- de los efectos de’ la 1nterac01on de los splnes con 1a red es el

" .de produc1r un desplazamlento en la frecuenc1a 1ntr1nseca Wy.

-de cada uno de 1os splnes, dando lugar a la ‘nueva frecuen01a .



s - (B ATw) P -<s*:1:’6f~>;3

=g

'donde los parametros Au) y A rquedan deflmdos por las LCUa =i

ciones (5. 63a) y (5.63b) respectivamente.. - -

,ﬂg;,w“f El.parédmetro lku’fcorresponde~al—desplaéamientO‘Lamb:oriaia;

ginado como consecuen01a de estar los splnes acoplados a un sis-

: tema, la red cuyo -espectro se despllega en una banda cuas1-con- '

tinua de frecuen01as, hablendo 51do ya ampllamente estudlado en

NUmMeTrosos articulos (Bethe, 1947, Loulsell 1973, Agarwal 1974)

Ahorablen, en la expresidn (5. 101) aparece ademés otro ‘

aitermlno, A w | que depende de 1a temperatura Yy que es prec1sa--'

?mente el termlno que reflega la contrlbu01on termlca al despla—

zamlento. Dicho termlno ha s1do estudlado re01entemente de una .

forma extensa 5 con datos numerlcos por Walsch (Walsch 1971) y

.por Barton (Barton, 1972)

Resulta mas 1nteresante observar la dependen01a de la cons-

~~tante de amortlguamlento con la temperatura, ya- que esencialmen—

te nuestro 1nteres se centra en’ el proceso de relagac1on del sis—

}.tema de splnes.

Segun se ha visto en. el apartado anterlor la. constanteff_

.efectlva de. amortlguamlento venla dada por (5. 58)

R e e

';_donde el barémetro- _X [ quedaba deflnldo por la ecuacidn (5 630)

‘mlentras que <WVU%J>4 Oy dado por (5 .72), es el numero de ocupa—

01on medlo para el modo correspondlente a la frecuenc1a del. Spln

n, v1n1endo dada, entonces, la constante efectlva de amortlgua- g

"mlento por :

N



"T_mlento.depende de la temperaturarde equilibrio..
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ﬁ:= ( e+ A S (5.102)
| et o o

ecuacién en la que aparece clara la forma en que el amortlgua-

' . A altas fempéraﬁuras -
M —— ikpe, L Gaon
- y'para'(5;102) se tiene entonces: :
A ——>':J/ 2+ Fpw 1(44 2kT ) (s.108)
f;_.o-’ | . ‘k{f’wn . twn . . ) AA

" En el 1imite a béjas temperatufas ya no‘es~cofrecto Supo-

" ner que las propledades estadlstlcas de la red permanecen 1na1—
'teradas durante el proceso de relaaac1on del s1stema de’ splnes

¥ la apllca01on de la teoria de Nakaglma-Zwan21g en dlcho caso

resultarla mucho mas compllcada, por lo que- abordaremos esta si- -

"‘tua01on,en el capitulo VII ¢on una tecnlpa dlferente.,
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.1,'16.1. Intfoduccién;'-l

Un observable A carcterlstlco de un s1stema (o de una par;»
te del mlsmo) que se encuentra en equlllbrlo térmlco experlmen-l;
" tard con el tlempo pequeilas fluctuac1ones alrededor de su valor
‘;de equlllbrlo, exlstlendo entre- los. valores A(t) para tlempos~=¥§

dlferentes una 01erta corre1a01on, es declr, el valor de A en |
-.un determinado instante t' 1nf1uye en todos los valores que to-

ma en instantes posterlores t, pudlendose caracterlzar este he- .
- cho’ medlante la funclon de correlac1on ordlnarla en el tlempo'
'-asoc1ada a. dlcho observable, definida por (Kubo, 1957, Zwanz1g,

1967, Lev1ne, 1969)

| f (t' &") <A(e" (f')>'.-f~ ‘I}' (ga A(t") A)) (e.1)
donde @,' es el operador densidad canonlco del s1stema y A(t)
es la conocida solu01on de Helsenberg 4
£t -_':Ht it
A/H = e’ A e’ = @

'siendo” ?f el Hamlltonlano del 51stema y Qf' el suberoperador"
'4,de L10uv111e a8001ado a 3@ |

La deflnlclon anterlor puede generallzarse para el caso
.'de las fluctuac1ones de dos observables, Ay B, que se desv1an -
"51multaneamente de sus valores de equlllbrlo, deflnlendose, en-

tonces, la funcién de corre1a01on ordlnarla en el tlempo as001a-

_da a dlChOS operadores -€COmo ' |
;)As(t' ") = <E’>(’c" A(£)> o - (6.2a)..’

U.donde <i :> s1gn1f1ca el promedlo sobre alguna colect1v1dad

en equlllbrlo termlco.

N
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Dado que la fun016n de dlstrlbuclon sobre una colect1v1dad

-en equlllbrloves 1nvar1ante con unvdesplazamlento en el tlempo,-;

_~1a funclon de. correlaclon (6 2a) puede escrlblrse como . o

y,mm*:. <|3'(os A.'(Ju "> < B<°) Aw> " (6.2b)

en donde se ha trasladado el orlgen de tlempos a t".
En nuestro problema concreto’ deflnlremos la fun01on de co-

rrelaclon ordinaria en el tlempo asociada al spin n por f

j’ <01(o)v:(+)> S (6.3)

la: cual da una descr1pc1on de 1a fluctua01on del- Spln alrededor '

: de su equlllbrlo.

Para el cédleulo de las”funciones de'eorrelacién haremos

‘uso de un formallsmo analogo al empleado en la: teorla de Nakaal-

i ma—Zwanz1g. Este formallsmo es debldo a Mori (Mori,- 1965), el

cual demostro que la tecnlca del operador de proyec01on apllca-
da . a un 51stema dlslpatlvo conduce a la ecuacidn generallzada

de- Langev1n para la evoluclon de una magnltud dlnamlca. Denomi-

naremos a dlcho formallsmo como "metodo de Mor1—Zwanz1g"

Rec1entemente Klm y Wilson (Klm y Wllson, 1975) y Bose Al

-Ng (Bose y Ng, 1975) han calculado fun01ones de correlac1on en -

el tlempo usando la tecnlca de Morl-Zwan21g. Los prlmeros anall—

' zan el problema de un os01lador armonlco ‘sumergido. en un bano

.

termlco Y baao 1a h1potes1s de acoplamlento débil, desarrollan

~un esquema perturbaclonal para calcular las func1ones de corre- h

laclon en. el. tlempo as001adas a. dicho 51stema. Los segundos apllé

can el mlsmo formallsmo al. problema del laser. En el problema'

ﬂplanteado en este trabaao segulremos el esquema perturbaclonal



o Aempleado en. 1os articulos cltados anterlormente._

En el ultlmo apartado de este capitulo haremos uso de 1a:‘ 
'_fun01on de correlaclon en el tlempo obtenlda,para determlnar la'
potencla absorblda.por cada»spln en: un experlmento de RMN; |

.o

-6.2.' Determinacién de las funciones de correlacién'dél

sistema de spines.

Pasemos a estudlar 1la fun01on de correla01on de prlmer or-
"~ den, o funclon de-: correlaclon ordlnarla, asoclada al spln n, de--.

- Vflnlda por (6 3) como ﬁ _ .

fn(’c) = <W(a> w (t)_>_f'
donde ‘Wlk‘y‘uﬁl“ son, respectlvamente, 1os operadores de crea—
cidn y an1qu11a01on de dicho spln.

Para calcular la funclon de correlac1on ; (t) , 1ntrodu-

--clmos el operador de proyecc1on P deflmdo por :

L) A(t)>
LG T (0)>

que ev1dentemente verlflca 1a propledad de 1ndempotencla P2 = P.

P'A(.J;) ‘_’Gu (),

El punto de partlda del formallsmo de Morl-Zwan21g es la A

»ecua01on de Heisenberg para la evoluc1on del operador U}(H

'@';,'(Jc) A [’:K:, sr;&ﬂ,; Mfw; (+> <6 5).
siendo ﬁ% el Hamlltonlano del 51stema splnes-red dado por 1a

ecuac1on (4 53), y Q{ el superoperador de ILiouville definido -

-como-el conmutador‘de t%y.__ L ;“"}.
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' Tomando“ la transformada de Laplace en ambos miembfos de

la ecuacidn (6.5) se obtiene :

Sl TaTes) = Gat (o) = A bfﬁ(S) L (648):

A o | .
donde Gw~(s) es la transformada de Laplace de Tn (¥)

o
A -st ' : o
W (s) = /a?t e qu-(t) ‘ (6.7)
5 :
La ecuacidn (6.6) puedelescribirse como :

: ‘ . A . A |
Shres) - 0@ = iLP . + 4 (4-P) G (6.8)

: qué multiplicada sucesivamente por la izquierda por P y por -

(1 -'P)-pefmite obtener el par de ecuaciones :

~ ' a A . : A ’ ’ :
SPGs) - Par = i PLPGE ++ PL4-P) G (s) (6.92)

- S(4-P) T (5) - (4-P) o:-¢'<o-) = i(A-P)LP &\n-(s)+&(/i-P) L(1-P) T (s)
A partir de (6.9b) se -obtiene para. a-iD)GQVS) la expre-

« 2 )
sion @

C(APYGCs) s A (P) 6T+

S - L(A-PYL -

4 ; £ (A-P) Z R w5y 6.10) .
S - A(4-P)L o _ (

que'sustituida en_Q6.9a).dé.:

'S P C/”\MTCS) ~ PGr@) =4 PLP Cocs) 4+ 4P _____'{ i, (1-P) Ta09)
- | S-i(-P2 T
_pe____ 4 (4-P) R P.G/‘::(s) (6.11)

S—i(L-P)¢



| (,i_'p) '..Q‘,,-(o) =_' 0‘3‘(9); : G.‘.:(o)'

) donde ‘4Q(€)> es la func1on de. correlaclon ordlnarla asoclada

ecuaclon analoga a la (3 36), obtenlda en e1 apartado 3. 3., pa-

- Ta 1a transformada de Laplace de la parte relevante del operadorA
‘ den31dad del 81stema. Procedlendo como entonces, efectuando la
"fytransforma01on inversa de Laplace en (6 11) se obtlene como

ecua01on de evoluc1on de PG}(H la’ expres1on :

: x-('i P)tf‘t

| P(r (Jc 4P°{P¢(t)+L P&/’e (»L P)c:(o)

‘ ey o | TR :
- J“, Pof.e o (4- P)gZPo: (+-~) - (6.12)

-
“

Tenlendo en cuenta, ahora, 1a forma del operador de pro-

-_M'yecc1on P, deflnldo por (6. 4) se ‘tiene que ;

< ij(a). ¢u'(0)>
<q;\ (0) 0‘ (0)>

<6.13a>1

Po(t-%) = G <“" ) e “‘)> G f“'.“‘t)

+ -
LT @) O (o) LG O (o)7 ' (6.13b)

al spin n. -

La sustltu01on de (6. 13a) y (6 13b) en (6. 12) permlte ob- .

tener para la ecuaclon de evoluc1on de dlcha fun01on de correla-

.. -cién la expres1on

-f,_(ﬂ ~='. y _Q“ fur) - ffod-t ey e ey
donde - c T e
L LR Ee>

. - - < 0‘;‘-\—(3? 01-(0)> .

*(6.153)
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.siendo‘Fn(t) la fuerza aleatoria de, Langevin, definida po; :

(6. 12)

Mol gERO
| LG 6> T

)

' C-Plet
R = - 2 (4- P)af«, @ =

L il-P)et . R
pr)e  Y G ) 0 (6.16)

. La ecuacidén (6.12) fue obtenida en primer iugar por Zwan-

zig (Zwanzig, 1961) para una funcién de correlacidn cldsica y

'_postériormente‘fue-aplicada por Mori (Mori, 1965) al estudio de .

un 51stema dlslpatlvo, siendo el el prlmero en identificar a

" F (t) como la fuerza aleatorla en la ecuacidn generalizada de

Langevin.

La func1on rj(H y que- como puede verse en la ecuacidn
(6 l5b) es la correlacidn en el tlempo de la fuerza aleatorla ,
F (t), se conoce con el nombre de "funcidn memorla" (2 menudo =
se la denomina también. "fun01on amortlguamlento") puesto que re-
la01ona el valor de la func1on de correlacién en el instante t
con su valor en todo 1nstante anterlor f % ('?5<1t ), expresan-‘

donos, de esta manera, el caracter no-markov1ano de la ecua01on

Nuestro: 1nteres se centra en la resolu01on de la ecua01on

(6. 14) en el limite del acoplamlento deb11, para lo cual segul-

Aremos el esquema perturba01onal desarrollado por Kim* y Wllson :

‘ y por Bose y Ng en los trabaaos citados en la blbllografla.

Como se ha v1sto en apartados anterlores el Hamlltonlano

. del‘s;stema puede considerarse como suma de dos términos :



. ‘j{ .': }3{0 + j?sa o v. - (6.17)

. donde '}{ 'ﬂs“ﬂ’e es el Hamlltonlano correspondlente al s:.ste-
- ma splnes-red sin 1nteracc1onar y 7(m3 es:. el Hamlltonlano de
1ntera001on dado por (4. 52).. De 1gua1 forma el superoperador de,

Llouv1lle as001ado a sz puede‘con51derarse como suma de dos

- termlnos‘: _ o o L
'. Qf;.'oz(f?_; ';fs;-" I (6:18)
\ siehdo AeZ"o .y' 57‘:-3 los super0peradores de L:Louv111e asc:Lados -
.a jf "y W:a respectlvamente. ' R _ '
Abordamos, ahora, el calculo de JL.,\ dado por (6 15a) Ha-
clendo uso del Hamlltonn.ano (4 53), de las rela01ones de conmu-—

' ‘taclon (4. l-l-) g de las ecuac:l.ones (Ll- 5), se obtlene :

eh - %m« ¢] _4&_ [7f fl . _x; [ﬂ«m ¢] _—

-="' _.'. wh ‘rh. + ( anu_ Gn'u bv -(rn':‘. + GV‘: b:(r“‘—) (r“—

[

-0

“n 7 - = G by ° e 19)

que sustltulda en (6 l5a) permlte obtener la expres:.on :

R o (ar (o). ef e co)> w'n Gw <b (0) & (o)>
S <<r, (o) o (o)> T 40‘.:‘(0) [ to)> |
El calculo de <l—> GZ >puede ser ei‘ectuado hac:.endo uso

N
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4< L (o) ¥ <°>> < buo) Tw*<°>> +i / A <:fse b oo o’:(t)> Loy

- < by -(05 . 0:‘“(\7)2

®e

de un deSarrbllo perturbacional;lsegﬁn—ei cual el promédio tér--

mlco ‘de-un;: operador cualqulera A del 51stema puede expresarse“@-

.. en 1a forma (Klm y W1lson, 1973)

<> - i < Am>,z oW e
donde <:A:7 "es el valor esperado canonlco de A sobre el s1ste-‘
ma sin acoplar Y ,.y -

o it
A(f)‘= e A

des1gnando por 67 Vl) los termlnos de: orden superlor en 1a per-

Axturba01on. De ésta forma se obtiene :

(6 22)
s1endo ‘

" - st “Awpat |
RN UAN b @) < e ’ b0 67

Pﬁesto que < :Z ’1ndlca el promedlo candnico sobre el

s1stema sin acoplar, se tlene que :

T ( '&p}_@m;_ b ‘@}a{) T}e (ee(o) lw)) ‘R(@(o) to))

<5,<o>>g .<®fcg$>,; =0 (6..23‘) .
Por otra parte, utlllzando (4 52) se obtlene la expre31on :

‘ZOSB -L G; — [:Vss' 'bpkqﬂf]< L=

?

= Z "G.;».;» ‘!30,‘. o+ ot L:‘— ¢“T) !30 G"*-

w '

- b, 0’,,;“' (2 G b, oa* +G:, L; 0';.'-‘) -
R wv' : - - .



E L (BreeLiee)
.-+. % mul (!99' L +f+ - ‘).)v“by?‘-. q—v\‘r Q"M+> ot ’ L.A .
= Gm., (b by 7 G ID b q-:;_o:.:_) - (624

.. que sustltulda en (6.22) y teniendo en cuenta las relaciones
L (5.24), permlte.obtener en prlmer.orden'en la perturbgclon la

expresién :

,< b, (o) <r+(o)> f<°2";e L, () o‘n*(o)> e o J{; =

ll

J (/“7 € qu“ '{Gm) [<in> <¢v~ (0) Gt (")> - (/{ <Nv>)<¢u(°)¢k

+ Gwm [<Nu <q—w- Ca) ﬂ+(0)> [/{ +<Nu>) <Q‘;\+(O) Tl (0)>—] } =

G Ee st ]
o Gw Lo T <°)> te it - (6.25)
”; Sustiﬁgyeﬁqo (6.25)'e9.§6.20):j.tenieg§§.eﬁ cﬁgp#é‘qué.?‘
"<:q;*0ﬂAqlT(92%é“ - _<55}f($)¢;10>>5p:5é“;-j* .:: ‘1(5;é6)

se -tiene para {1, la forma :

- . _ : .2 . _ : 10y g~ YA
_ __n_n = —.'va +4 J‘d{: Z‘)_ (Gv\vl {<N">r_ (4+2<Nv?-) (‘r“ (o) i {O)Z]Q
B AR S G TE0) Ty |
o - _ | : - (6.27)
" Haciendo uso de la idehtidad';'

'DO'

w



’ ..y efectuando en (6,27) la aprox1maclon de ngner-Welsskopf,ues-‘:

tudlada en: elﬂapartado 5. 5., se tlene para (6 27) la expre316n

N = cwaidT 2 !6., ,.(wh)l [wa»nm = (A+=2<mwu)2\<vmg (@

C LTW) T o) > -
i @ j do T 16l [Qipors. - (4s 2 <Wnteln) <o w1 ]
< Tt o) I (o)>o (W - w,)

. ''(6429)
Introdu01endo los parametros X ., Aw ¥y VAT“’3 defini-
dos por las ecuac1ones (5.63), resulta : | |
J). ~ _ i {X <Ntwh)> -~ (4+ 2L NM«)}) <<rk+(ox® 2y
o “n o LEHEILTI @R
_L'AT(}) ' + A (Aw +~2Aw)}
L) W@
C(we - b2t - A
A o 40‘.:‘(0) o
L duan o m L
=4 | LX (4+°<3< " ~ (6.30)

<¢h+(°) “—v\- (0 )><,

Pasemos, ahora, al calculo de la fun01on memorla F7u) da~

“da por la ecuaclon (6 15b). Para ella es necesarlo calcular en
primer lugar la fuerza aleatorla de Langev1n, F (t), a5001ada"'“

- al. spin n. Efectuaremos el calculo de dicha fuerza dentro del

esquema perturba01onal anterior, en el cual puede escrlblrse el

operador de proyec01on P deflnldo en (6 4), en la forma :

'. dondé x

B AW o Giro) LTty Al

| ' (6.32)
LA @) Ty 3, \ :

I ETIRE TS 5 -
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Efectuando un desarrollo en serie para la exponen01al
LU- PPt
e 'y la fuerza aleatoria de :‘Langevin adopta la forma::

' T 2P SO o o

et R e (FR)Y R o+ O(V) 0 weamy

-, donde -designamos por. O(v?) los términos de orden superior en
el desarrollo en serie. |

Haciendo uso de (6.19) y teniendo en cuenta que :

(1-8) @) = G o) = g JHOTDZ o (63
. . . | <»q-“¢(vo) q;: (o)>o .. .

- la ecuacidn (6;33)'puede escribirse como :

—aw,t

Fw - = Gn b wie ¢ T+ o) (6.35)

con lo gque Fg = FQ(O), vendri dado por :

Ros = O b ©) G <°) + 0(v2) (6.36)
En el limite del acoplamiento débil puede evaluarse [1(9

en el segundo orden en 1a perturbacidén reemplazando <F—FT:£?:¢;7
por <:F' R‘”%%éﬂ&f >> , obtenlendose de esta manera : ’

Mo - <RRO2 U Z e e b <y B ]
S .4(]-“ (o) Q‘h‘(o)k - o - <<I‘..*(a) 0'.,;(0_)2- ‘ — =

= |6.,1° :Nuf7 'e—igut. : ' o

. <tz (63D
' .<(R,.+_(o) T )y > N o . , .

Sustituyendo (6.37) en (6.14) se obtiene para la ecuacién .

de evolucidn de la funcién de correlacidn gm&) y la expresidn :

LN



»‘fmﬁ)

donde L. viene dado por (6.29).

| t 2 Cwt o
i ‘S\_hsz(ﬂ _ /d?;; !-G“VIE <N”> e { ({- '5) (6 38)

o LT ) T te) £ E )

Definiendo .
e | i | -
L. = [dz Z léwl <NJ> e f“ (- %) (6.39)
y efectuando 1a‘transformacion de Laplacé,en'ambés miembros de
esta ecuacidn se obtlene :
- : vn; N A '
Ih(s.) = = ,G < > J )

S + « wy,

(6.40)
siendo

| L B | .
) = LTFe) Gre> L (6.41)

. A

"y O<(s) la transformada de Laplace de T .
| Mediante 1la aproximacién de Wigner-Weisskopf en la ecua-
clon (6 40) resulta : |
o

A ' = Gm,[ Nv,(u)) w'.(w o g
t[w(sx = JidaL.‘ ‘ << :> & ) f;(s) B (6.42)

gy AW

‘& partir de la cual, tomando la transformadavinVersa de Laplace,

se obtiene la expresidn » o .

S Wrioo . e o __
INAE joﬂs e f () jdw 2 G <N"'(UJ)> !"'(“’) . (6.43)
QURES Yo L gy AW ST

Ahora blen, segin se analizd en el apartado 5. 5 -la fun-

_c1on f dw {é”" L0 )

S+ 1w . .
¢l eje imaginario, varia suavemente y 'se comporta bien en el se-

y7 que presenta.una cortadura en



mlplano derecho del plano complego S. Por otra parte, en ausen-
' c1a de acoplamlento al operador GRCO) 1e corresponde en la i

1.‘representa016n de’ Helsenberg el Operador {7“

_q;—m = e W@ |
y en el llmlte del acoplamlento debll la 1ntera001on del spin n
. con la red 1ntroduce un operador, U;(%) , que varia lentamente

con el tlempo tal que (Maurlclo, 1974)

ﬂ?(t) = q-n‘(_’c)e-_' S (6.4-4)"
a partlr del cual, hac1endo uso’ de la prlmera pr0p1edad de trans-

‘,‘1a01on para la transformada de Laplace, se obtlene
Toresy = g’f;(s n%\ o (6 45)
Puesto que GkYé) ‘es un operador que varia. lentamente con
A .
el tiempo, (W (S+iw.) serd un operador.muy "picado" en las pro- -
ximidadés de §:=—lxun ,‘lo cual’permite considerar a Gf(k+iwn)
como un operador con un polo simple cerca de S= —tuu. T, segun
(6.41), la’ fun01onA g (9 tamblen tendra un . polo en dlcho punto.
) Tomando '7 suflclentemente pequeno ‘en la ecua01on (6. 45),
la- contrlbuclon al contorno de la 1ntegra1 estara domlnada por

'-el polo de .}j (S) y de modo que la contrlbuclon a la 1ntegral

(6. 43) .se centra en una pequena reglon del plano. complego pro-

5 16w XN L

- SQLw
tro de esta pequena reglon son despre01ables, de forma que se

- ,
: x1ma a S~-“U . Las varlaclones de X ) de n-A'
. o .

puede reemplazar por su valor cerca del polo de - fmfs) y Y 8-

Lcrlblr (6 43) como E



I L N T
L (t) = jdw i |Gl <N“'( &% f"‘(_) __4_[ ds eSk fw(s) =700
. /o . 7+A, .(U—w,\) > ' '2“4 ‘7._,'_30‘- . . i
. : = 16,.. (> A :
. . - J J_w o [ l <N (w)>r ’j (w) J;{t) (6.46)
e oy —ag L

Haciendo uso de la 1dent1dad (6 28) se obtlene para: (6. 46)
la expresidén : - .

e o [ Eler s e

AT = !Gh.,.(whilf ), (w;) < N(wh)),-} Jult) (6.47)

. ‘ T s
que en funcidn de los pardmetros A_“’ y (’. puede escribir-
se como : .

Tot) = -2 (Aw + 2y <Nwa ) | &)

(6.48)
Sustituyendo (6.30) y (6.47) en la ecuacidén (6.38) resul-
ta para la ecuacién de evblucién de: g {H o
A} J‘;(P) ={- £ (W - Aw - 2N ) {}/(44-2<N(Wh)>)} f () (6. 49)
. Introdu01endo los parametros _%f j"U ’ deflnldos por :

- g((4 + 2 LN >._)'_

(6.50a)
Cwd = . - (Aw + zATw) (6.50b)
la ecuacidn (6.49) puede esdribirse como



§* 7'  .A',‘-iy'  }11[1;

_cuya solucién formal es :
N ‘(wwmt;. T
: £n(%) = g (0) T e ;?f-i : AR (6 52)
fun01on que describe la fluctuacidn del Spln n alrededor del
'equlllbrlo, observandose en ella la ex1sten01a de un- amortlgua-_
' mlento- N;. , dado por (6. 50a), y un desplazamlento de 1a frecuen-
cia del‘SPin_expresado'por la ecuacidn (6.50b), resultado que ‘

‘estéd en consonancia con el obtenido en el capitulo. anterior.

6.3, Potencia absorbida en un experimento RMN,

Pasemos a detrminar, ahora, 1a potencia absorbida por los
' splnes en un experlmento de RMN Para ello con51deraremos al s1s-_
tema de splnes en equlllbrlo termlco con el bafio a una tempera-
tura’ T. De esta manera dlcho 51stema v1ene cracterlzado por el
 operador den81dad canonlco : | A
: | :.--_.P.Tj{s ' ‘ | | u A )
’@ = € | L (6.53)
v T (‘2 pqg):- _ S S

con f OQT) "siendo T la temperatura de equlllbrlo Y 9(5 el

:_Hamlltonlano del . s1stema de splnes, deflnldo por. la ecua01on

ﬂf(. e En estas condlclones se con31dera apllcado a 1os splnes
un campo de r. f, llnealmente polarlzado, transversal a la d1—_
'rec01on Z - (en la cual hay apllcado un campo magnetlco estac1o-

nerio y unlforma que provoca el desplazamlento Zeeman de las



T pseed

energias), dado por 1a'ecuabi6n':
-

‘HA({):~%: < H4 Ca:cuf A '.f;  »;f3 f :f¥; - f(6;;4)7t

y lo suflclentemente debll como para que la respuesta del 51ste-

'  ma sea 1ineal, es decir, propor01onal a la ex01tac16n (Teoria

‘de respuesta llneal) (Levine, 1969, Whlte, 1970).
-La poten01a absorbida del campo de r.f. por el sp1n n vie-

| ne dada por (Abragam, 1961 Whlte, 1970)

s = AMH | ’ AHM‘(H  -:' 0<6'.-5 5> 
M S - M, (JC_ e T

- donde la barra indica un promedlo en. el tlemDo a lo largo de. un ;

perlodo del campo apllcado, y M x(t) es la componente en la di-

‘-_'recqlon X del-momento magnetlco del spin Mn’ que tenlendo en

cuenta . la'ecuacién ¢ ) viene dado, en funeidn del operador vec-
1tor1al de Paull, por P | . C . o
M - ¥ L T?_(p(e) Tn ),- =
- 51endo ‘m\ ‘la razon glromagnetlca del spin. ‘_ o
A partlr de P4 (50 y Hxh(&f) . deflnldés com&ﬂiés‘trﬁﬁs;'
formadas de Fourler de P1 'y %Lk(k) ; respectlvamente, se pue-
de 1ntroduc1r, en la hlpote31s de respuesta 11nea1 y para el ca=

4k
S0’ de’ splnes 1oca11zados, la suceptlbllldad X: (jlﬁ’) . me-3:

gy dlante la ecuac1on . . R : L |
|VI [_Q_) [Aw'r = X (Jm'fw) H h(w) - (8.57)

‘donde J, k:({jx,y,z} . Hac1endo uso. de (6 54) se obtlene f_

N



- Hi ) - 21 / de & ety = L

- i;"; { s-(m;u) .5 ((;)‘L:'f'utx_f} B R

- 'que sustltulda en (6 57) permlte escrlblr {dm»:: yWrQywﬁ‘5mu+%3%y

CAT LS SRS )

QM .
~ Por otra parte, el Hamlltonlano de 1ntera001on spln-cam-.

"~po de r. f. es

'J( (Jc z- x T H (L) = -ty,, H X s wt - (6.60)
Ty la ecua01on de evoluclon del operador den51dad del s1stema de ’

- spines, en estas condlclones, v1ene dado por :

aeQQl_; ( l ii}a .f j ; | ‘
ae ['j( :u K é“)j A

cuya soluclon puede ser aprox1mada medlante s ;
| : f(#: &) 3 IR
/.
@(e) J [p(e Y(U)] X% - (6.62)

.donde -iﬁ- es. el superoPerador de L10uv111e asoc1ado a. j?g‘Q”

Tomando @Cﬂ”)- @YA, s1endo ( el operador den81dad cand~ .

" nido « deflnldo por (6 55), y reemplazando en el conmutador @(ﬁ)

pdr, a,_ ’ resulta para (6 62), ellglendo t como. orlgen de tiem~

_pos, la expre31on s

'--pm_: RS f w whw] & e
Sustltuyendo (6 60) en (6 63) y efectuando el camblo de

:  }var1ab1e £ --t", se obtlene N
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oD

0 = [ E HJ [p (] o o e moee (®le)

‘ecuacidén que sustituida en (6 56) permlte obtener :'f cmmt Eal -

S 3_‘ > T L ' I
Ryl A [ [0 0r )] 6 o ol o) e}
| ~ (6.65)

donde < \>%- indicé'el promedio térmico en el equilibrio, por

1o que <35x72 , segun se vib en el capitulo anterlor, es nulo.

Tomando la transformada de Fourier de (6.65) ¥ tenlendo

_en cuenta que :

Te (Lo, ool e} - <Ieiee) o 1X  (eee)

- resulta la ecuacidn :

: 4 B et X Nt ' |
M - A [ M @) Q‘ fde -

1

Y 1 |
17\ g de {f <[0~ J(_') G‘.« ]><osw({ t)ol‘fi“} Q

i\l
n

‘;¥;Eﬁﬁﬁf{£?ffﬁﬁ- 6‘]>e?9w (ﬁ+@

2 Yz | |

» . L ,,;L)’c
P <rerie)erl>e
A | (6.67)

'que comparada.cbn (6.59) y haciendo uso de la .propiedad de trans-

' "lacién en el tiempo para la funcidn de correlacidnm :

CBE AWM # KBEOAEY (6.68)

fpermite obtener la expresidn : . TN

X“( W) = t’“Jl<Emf&ym?T>e“¢AeSUL;L;yf@)ﬂﬁJg
| oo e (6.69)



 s;endo : s

‘  R xm (w) f<m dCh o i> e Jt o (670)

o Sustltuyendo (6 69) en . (6 59) se. obtlene';»' L ';,.mé -

M '9 . H‘ {V M S(ﬁw X (w 5(51 w) } S <'6.7‘_1‘.>

‘ cuya transformada de Fourier es :

L

M:'(‘?) 2 J {X“(w) S(mw) +J£ (w) é(ﬂ w)Be pas

4 { K ;e.-"',“i‘ : = @ &Y e

. u B '  ><)<~.‘ - .
2H, '{er I: () s wt & T Y. (W) Leuw‘t} (6.72)
';_ donde-Re e Im significan parte reai e.imaginarié‘respectivamen— :

te. |

'La ecuacién (6.72) permiﬁé.obtener paré~la potencia absor—

bida por el spin, dada por(6.55), la expresién':

| Q: 4 Hf ‘*’ ‘{ vl?a' X:x("’) CO_;.wf senwt - «-IV,,'}L’:((w) selwt } o '
M T e
'. eh'dohde;'éeéﬁﬁ_(6;70), es :

T M) s R R | <rerw et o™ a e

- Haciendo uso de las relaciones ( - ) se tiene que :

RO A DA A O AN I R FE DI



=il @, 01> (T Tl & 1> BRI

R <[¢h ) 6T IO e d> " “(ersy

 En~Ql cdlculo, sin embargo, despreciaremos  los términos : -
<f(0J(H.mf]>y<f[hﬁfw,ﬂkfjj> , puesto que el resultado final es
calculado en-la vecindad de W= Wn Esto es equivalente a lé :
aprox1mac1on resonante efectuada en el apartado 4,3,, En estas

'condlclones (6. 74) puede escribirse como :

T Ko = - B e [ o ((Lar ey

- LIO ,Q‘M"‘]>> } (6.76)
Lé fﬁncién de correlaqiéﬁ : | |
PRORERPER S s D e

recibe, cominmente, el nombre de "funcidn respuesta’™, y descri-

be la cdnduotafdisipativa del spin., Su transformada de Fourier,
. N . - 00' o . . M < M :. . °
o _ '/i : S '
.¢h (w) - 2 ? “:) é ) é“" . _ ‘ _(6.‘78)
. -~ o : _ . .
_ se denomina "densidad ésbectral" asociada a @ (+) ', y es una
'funcién real al ser @hTt) una funcidn de correla01on corres-

pondlente a dos operadores hermiticos. congugados, verlflcandose,h

por tanto, la relac1on :

é}:m S et (6.79) -

Utilizando 1la propiedad de.translééién (6.68) se buede‘}*t?
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~ escribir ¢

o}: ®) - <[ Gi*,m-(—m>. LG, T ]>  (6.80)
: , ‘ L
con lo que 1a ecuacidbn (6 76) adopta 1a forma :

T - - %L e {) (e;mm Cpw)dat e

- Se define la funcidn densidad espectral asociada a la fun-
cién de correlacidén ordinaria, ;w(ﬂ , COmOo :

(&

Tow) = A | <aro) G e At (6.82)
- “« _ (Geee

-

la cual estéd relacionada con ¢K(W) mediante el "teorema de fluc-
tuacidén-disipacidén" (Callen y Welton, 1951, Kubo, 1957, Levine,
' 1969) |

7\‘/zw)

$ow) = (4 - ¢ T (w)

(6.83)

Sustltuyendo (6 52) en (6 82), la densidad espectral

‘v1ene dada por :

e t o T T
2 ha(9) N C 2 R o A R IR, )
J— _ Re. f e . ) S 0(’{' =
4 Ce v A ‘. . B

(v

' ]_V\(w)

o

2 ) A

-(6.84) )

VE; (UJ(A)) + (KWT)"’.‘
Ly (6 78) puede escribirse como : |
4&(u)=-;.ﬁiﬁ1§2 (,(- e ") b  (6.85)

- o (wew) e ()?



- Por otra parté, se tiene‘que
w .e. . w SR _
- ; - - it : | :
j gule) ¢ At = ]-Q(H.qhu) e dt (6.86)

siendo 9 &) 1a funcidn paso de Heaviside

‘- 4 ,t=o0 [ |
oo {o tczo - .' (6.87)

cuya transformada de Fourler es(Cohen—Tannoudal, Diu y Lalog,

1975)

.Q(w);..é_; jeuc) e“”% Xé = —V_—; _4_+_VT;F_1_T g(.;u) '(5.8'8),

Apllcando a (6.86) el teorema de convolu01on para la trans-
. formada de Fourier (Morse y Feshbach, 1953) se obtlene, ha01en-

do uso de (6.88), la expre51on :

[‘” O «) (g““:, Q J CP (w) 9((0 w\ Oewi -_-..
““) .;: L Y
AW e = w) 6.89
§>~I - - aﬂ'_‘XQ - aw dx( )' ' F - )

y.anéiogamente :

. | [fa:‘(é); éi"“ft?_“

(]

J 9(e) 9: (Jc)"e'fwf b - "

LW

f . (-w) 9(;{-@') .J_w"_-'“
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50) . : | = L J~ L A o B b (- w) 2 (6+90)
' ; _ : v © L. W~ w' ) v L -
mm 1_Sustituyendo»(6.89)_y (6;90)_én“laﬁecuaci6n (6.76) :resul-.

y

Iwi’ y:% (w )

.. ¢b\ ('—W)). =

2 .k d,an,(OJ{A i ‘eﬁpw) { . X“T.-. - K K:_ } .
“ (e (1) (e gD
- ’ (6. 91)
Para altas temperaturas (-kr‘4<< kl ) se puede hacer la

‘ aprox1mac:L on

u--e““') > hpe o he 62

* con lo que la ecuacibn (6.73); haciendo uso de 1a_(é.9l), pué—

de escribirse como

R SR . |
S E AN I (R S S SO
| ' RT  lw-w)® 4 ar (W)t (T |

fque‘nés da la pbtehcié absgfbida‘por ei é§in n en ﬁﬁ.expériméﬁ;

'to ‘de RMN cuando - el campo de T £. apllcado es de la forma (6 54)
Observese que el campo llnealmente polarlzado (6.54) co-

- rresponde a la superp051clon de dos campos circularmente pola-"

' rlzados del tlpo "; .
HA(-I:) = Hi (as wt X + Hy sew-wi 3 - (6 94')

de frecuenc1as 1guales v Opuestas. Sl se desea determlnar la res-

Tpuesta del spln n en la dlre001on x a este ultlmo campo, se ob-,



tlene . de forma analoga a como se ha determlnado (6 72), la ex=
pre51on T | . |

T f’;rﬁKCU_¥Q}l {Re aa uuut w«IuL% (u)wMuw} (6295)
o verlflcandose las relac1ones (Abragam, 1961) |
R X:A"a.;) : Re XZ ) ,+Re' X2 (-e) (6.96a)
I. :*m), = To X6 - T. yc (-w)  (6.960)

"donde X (“0 es 1a suceptlbllldad asoc1ada al campo clrcularmen—

te polarlzado, hablendose suprlmldo el sublndlce n con obJeto de
fa0111tar la nota01on. | |

o Comparando (6 91) y (6 96b) se obtlene {

T X:,(w) - JR R fee) (ﬁ . Jw ) 69
o : é( .' (w w,, +(Jh , : :
v el perfll de 11nea, L ( W ), que es proporc1onal a i%'Iw\Yx?w)

(Abragam, 1961, Levine, 1969, Whlte, 1970), vendrid dado por

Lv.(w\ ~— s . (6.98)
“ (w-wi) o« (> R

que corrésponde-a'ﬁn perfil de tipd 1orehfziano5éentrado en
w.= W, . ,ydé semiancho a la'intensidad"mitadl ¥

w - ®
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7.1. Introduccién. . i‘a"‘,wf

‘<ﬁ1_4 _Unamdemlas h1p6te51s mas 1mportantes entre las que $B apn—e

: yaba nuestro modelo era, como ‘vimos, que 1as propledades estadis-

e tlcas ‘de 1a red permanecian 1nalteradas durante el proceSO“de*‘ :

relaaaclon del s1stema de splnes,.h;pote51s vallda en el caso-.
Qe altas temperaturas peio;tdfalménteiincoibeétafpara‘él easo i*::
a&e bajas témperatufas, en caya'situacién“hemos:defreplantear-nﬁé-
'vamenté-elaproblema. | | ‘

.Segﬁn sé'ha'indicado.én la intraduccién‘al'trabajo;‘el'pro;
blema abordado en este capitulo se refiere al amortlguamlento
del 51stema de splnes en el caso 11m1te de baaas temperaturas,

. T ; 0o, medlante la evolu01on del operador dens1dad dada por la |
__ecuac1on.de-von Neumann—Llouv1lle,'a partlr del-cual obtendremos
- 1la evolu01on de las pob1a01ones de los splnes suponlendo que en_‘
'_el 1nstante 1n101a1 uno de ellos se. encuentra en su estado excl-‘
‘tado. | | |
| Es 1nteresante observar qué, .en un sentldo estrlcto, el
proceso de formac1on de. un estado 1nestab1e 'y su subs1gu1ente
desex01ta01on constltuyen un fenomeno de colls1on, pero si ocu-.
'frre que el sistema preparado en un estado 1nestab1e tlene una -
'v1da suflclentemente larga, ‘como ocurre en el 31stema en estudlo
en el que el acoplamlento-es debll- no hay por que-cons1derar
el modo de forma01on, pudlendose estudlar 1la desexc1taclon 1nde—
pend1entemente.» ‘ | _ .
- Para el estudlo de 1a evolu01on del Operador den51dad ha-.
remos uso del- superoperador de L10uv1lle 1ntroducldo en el capi-_

tulo III._Las ventagas que presenta-el tratamlentO»del proble-

 'ma medlante la técnica de dlcho superoperador con respecto al’

\ .

: tratamlento habltual para la evoluc1on del operador dens1dad en



funclon del Hamlltonlano del 31stema fueron enumeradas -y estu-'

dladas en dlcho capltulo.

Pasaremos a estudlar en prlmer lugar el subespaclo de los N

estados del problema asi como el subespaclo de Llouv1lle. En el

apartado 31gu1ente anallzaremos detenldamente la forma del- super-

' operador de’ L10uv111e en este caso. Flnalmente, cons1deraremos

formalmente la evoluclon del operador densidad del 51stema utl-

 lizando para ello la técnlca del resolvente asoclado al super-

operador de L10uv111e del problema e 1nterpretaremos los resul-

tados a 1os que 1legamos.._. ' o e

7.2, Planteamiento aéilprobiéﬁaa4>'

 2lé;1."Elléubeépacio.de-losTestadbé.z

Segun se vib en. el apartado 4 3.,.e1 Hamlltonlano del 51s-f

" teéma puede escrlblrse como suma de- los Hamltonlanos sin- pertur-'

bar correspondlentes a los splnes y a 1a red, y del Hamlltonla-

.. 1o asoclado al acoplamlento entre ellos

'}( T}ea + \j(sb ',>=. '-

"

+ Zw Nﬂ +t Zw.,b L, +t\Z(GWE ¢,*G,‘,Lm)
‘ (7.1)

81 no exlstlese el termlno -’ﬂzé _se tratarla de un s1ste—.

- .ma formado por los sub31stemas alslados 1ntegrados por los Spl-

.nes y la red cuyos estados estaclonarlos, que se- obtlenen me-_
dlante el producto tensorlal de los estados estaclonarlos de ca-

da sub31stema, constltulrian una base del mlsmo.'



AR TR

[

'Escfibiendq':

7(' '?(s + 'Ye (72)

1

el Hamlltonlano (7. 1) puede espararse en dos sumandos :

e w CRe e
‘ SO .
Consideraremos al s1stema ~:w como 51stema de referencla

utlllzando sus estados proplos de la energla como estados base.

' El término 1&6 s que corresponde a ‘la 1nteracc1on de los splnes

v la red, sera el causante del amortlguamlento de. los estados

excltados del 51stema de splnes, y de la forma expllclta del mis—

.ﬂzmo, dada en la ecuacidén (7. 1), se . desprende que el aCOplamlento

entre ambos provocaré- s1mples procesos de emisidn o absorcidn de
un fonon y los. correspondlentes camblos en el estado de cada spin

- Los estados esta01onarlos de iW% podemos de31gnarlos en

: genefal por lt«4 *¢:> , donde los 51gnos -+_Ay - 1ndlcan quev
el spln correspondlente, el l o el 2, se. encuentra en el estado

" excitado o en el fundamental respectlvamente, mlentras que los

vectores pr0p10s de tWB serén 1os estados con un numero defl-
nldo de fonones para cada modo D {Wu1:> Los' estados estaclo—

o
narlos de tw se obtlenen, entonces, multlpllcando tensorlalmen—

~te estos vectores proplos de cada sub51stema.,

Puesto que para estudlar los fenomenos de amortlguamlento

"Acon31deramos que .el s1stema se. ha preparado, en un 1nstante 1n1-
'clal “en un estado base correspondlente a un Spin excltado y el
'otro en el estado fundamental estando 1a red en el estado de

'ﬂvaC1o de fonones ‘{CL}>’, por encontrarse 1nlcla1mente a tempera—

,'tura cero, 1os unlcos estados base que pueden corresponder al




i !

'y dado que el térmlno de 1nterac01on. ths provoca 51mp1es pro-

Rt

estado inicial son :

U4y = leaez, 06> ey
> ;:_f‘l‘-,i,.;@,; o> o ow

PN

cesos de emisién o absorcién de un fonén, 1os estados anterlores

' .solo estan conectados a los :

l_.-\'o,,,>: = -4,-2 }‘1-/1,-,.-),  . o -I..v_(7'.‘5')'

qﬁe dorresponde a'ios spinés;éﬁ el:estado~fundamentai y presen-

“.cia de ﬁn‘fonéﬁ, simboiﬂzando el subindicé ))T al conjunto.de’

numeros cuantlcos necesarlos para determlnar el estado del s1s-'

I ‘tema en cada caso.’

f, La red constltuye un s1stema cuas1-cont1nuo de forma que

51 el conaunto de 1ndlces 5))5 de cada modo lo escrlblmos como ;

o {(» V' } 51endo W 1a frecuen01a asoclada al mismo y {173 el:k

‘resto de los indlces, cualquler suma sobre D puede escrlblr-
- como una’ 1ntegral sobre la frecuencla y una suma sobre los

"restantes 1ndlces 51n ‘més- que a3001ar al espectro de la red. una”'

A'den51dad de-nlveles- Xw(hﬂ ZZ; '> }du)zE3fw (aprox1maclon de 'i'

v

~ ngner-Welsskopf) "En estas clrcunstan01as los modos se hacen

contlnuos NE aparecen, ahora, en las re1a01ones de conmuta016n o

a'(4 28) para los operadores bﬁ y B funclones delta de Dlracf_‘
l'para los 1nd1ces contlnuos en sustltu01on de las deltas de’ Kro—j':

,'necker. El estado de vaclo de fonones contlnua s1endo un. estado
'normado,.pero en 1as-relac1ones de‘ortonormalldad-(4.44) para

.ellresto.de los éstados;.laa deltaé de Kfonackér.ae convierten
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en'funcionés-deltas de Dirac en los fndices que se han hecho con-

tinuos. Por: 31mp11c1dad de notac16n tomaremos JDJD)=Ii y escri-

blremosz —> MwZ S

Al ser ' |®Yy W) vectores propios de 'H° se verificac’

rédn las ecuaciones
(B -Ffw)le> =0 (e
(W - Fw)ln> = o _' (7.6b)

y como hemos elegido dichos estados convenientemente normaliza-

. dos, tendremos las relaciones de ortonormalidad :

<w l Wy = .Sm' | . o (7.73)
<% l B> = 5,’,;. . - | .'-'('7'.7b)
<nley = O | | o (7.7¢)

donde Sv»' rqprésenta un producto de deltas de Kronecker para

los indices discretos y.de funciones deltas de Dirac para los

indices continuos.

Dada la forma del términO'de aco?lamientb, si el estado .

1n101a1 del sistema esta descrlto por una superp031c16n -de esta—

dos ‘“)’ Yy l%b> , €1l estado del. 51stema en cualquier instante

«

correspondera a una comb1nac1on lineal de estados de este tlpo,

por 1o que dichos estados formaran una base completa en el sub-‘"

‘espacio de Hilbert al que estld restringido nuestro problema pu-

diéndose escribir, por tanto, la relacidn de cierre :

S b><el ¢ S fe><el - 4 s



,'donde para los indlces contlnuos las sumas han de reeplazarse

o ALl

.por 1ntegrales. '
' Los elementos de matrlz del Hamlltonlano de 1nteracc1on-v

:‘“twgs en este subespac1o pueden escrlblrse, dada la forma de di-

]

._cho Hamlltonlano, como :

< 2 : t}u\ w>

= (7.92)
< m Too .l-f»»> =0 } T Gy
< " l‘J&e o> V,.., + 0 o (7.9¢)

o mlentras que haclendo uso ae - las ecua01ones (7. 5) y ('7 6) asi
como las relaclones de ortonormalldad (7. 7), los elementos de

matriz del Ha'm-llt'onlano total .'}W. , vendrén dados por : '
<ml ‘?J( n JR W SM' ‘("7:.’1-0‘a')
< P,, lf}{” l ‘f’»> - f;\ Wy SW‘ | | »'(7'.‘1'01?)
< V\ l"&?l‘f’u> =\/n,, - (710c)

Se concreta de esta forma nuestro problema en el estudlo
de dos nlveles dlscretos acoplados a una serle de naturaleza

contlnua, ‘Yﬁ y cuya representa01on esquematlca es




.“V1lle &? asociado gl- Hamllfﬁﬁlanv" ge'”como .'"‘_ S

dondé ':

_ 7.2;2.' El éubeSpacio de Liouville. o g

En el capitulo III se ha deflnldo el superoperador de - Llou-

4

ZF-Lw Fl .. aw

»siendo F un operador arbltrarlo del 31stema. Se ve1a entonces

que el superoperador Sf' 'actuaba sobre el conaunto de operado-

‘.res deflnldos sobre el espaclo de Hllbert de los estados cuantl-

cos del 51stema, constltuyendo dicho conjunto- de operadores el
espaclo de ILiouville asoclado al superoperador d/ ;.

Puede con31derarse al superoperador de Llouv111e como ‘una
apllca01on del espac1o de L10uv1lle en si mlsmo, transformando,

en una representac1on dada, una matrlz de dos indlces en otra

' matrlz de dos 1ndlces

(g/r—) i =S _»Qa*»‘j:l’i' ':P‘¥ s '(7,_12)

P4

siendbv&ig, P4 los elementos de matriz de -&f' en dlcha repre—
'senta01on, los cuales v1enen deflnldos por la ecuac1on (3 8) y

- verlflcan las propledades (3 9)

Puesto que segun la ecuaclon (7 5) el Hamlltonlano del sis-

o .
.;tema puede con51derarse como suma de dos termlnos, j{ ha :Hla ,
_ el superoperador de L10uv1lle '&qu, a5001ado a dlcho Hamlltonla-.

'no, puede escrlblrse, tamblen, como suma. de dos termlnos

j o{ - 02‘;5 .. (715)

A A S A T




siendole?:', Qﬂj ¥y &ﬁg los superoperadores de L10uv111e
’asociados‘a-f* Ws yj(e y Wse, -respeqtlvament.e, y dei{;nl.‘d-osmdea ;m,
B forma analoga a Sf | . - R
| Pasemos ahora a buscar una’ base en el subespaclo de Llou-"
_av1lle de nuestro problema. En el capltulo III se ha v1sto como‘.
a partia de una base deflnlda en el subespac1o de los estados
del 31stema podia construlrse una base en el subespa01o de Liou-
ville asoclado, sin més. que formar operadores a partlr de dlChOS
estados base y sus respevtlvos bra. , .
| De esta forma, dado que {lh) I}’u>} , con ne i 1, 2} , cons
'tltuyen una base en el subespaclo de los .estados del 51stema,»
ﬂsuna ‘base en el’ correspondlente subesba01o de Llouv111e estaré

formada por el conaunto de operadores

{ln><v~l 1n><\o., m><n1 m>\%.|} - (7.15)

- con n, n € {1 2 } y donde destacamos que el sublndlce v -encle—

brra al menos un indice contlnuo, w y que por tanto las sumas
que aparezcan ‘sobre dlcho indlce deben 1nterpretarse como 1nte-'
grales. ‘Utilizando la nota01on de Baranger el conaunto de opera-

dores (7 15a) puede escrlblrse como.-"

{ lm w >> | IM ‘ﬁ,>> 'f Y’;;’Yl>> l‘f’v \%l>>} (7 15b)

| El hecho de que estos operadores formen una base en el sub-
. espacio. de Liouville del problema es ev1dente, ya que todo ope-~
rador del sistema puede escrlblrse como comblna01on 11nea1 de”
’estos operadores, s1endo dlcha comb1nac16n unlca puesto que la

N

'representa01on matrlclal de dlcho operador en la base de los es-

"1_1 tados del 31stema, a partlr de la cual se ha construldo los ope—.

radores base, es tamblen dnica., -



La répresentéclon matr1c1a1 de un superoberédor (superma-4
ﬁTtrlz) se Qb%tene_mgdlante 1as representaclones matrlclales,‘en
la base de los\estados del s1stema, de 1los operadores obtenldos;
.al actuar dlChO superoperador sobre los 0peradores base ‘del sub-
: espa01o de L10uv1lle. As1, 51 ,j- es un. superoperador arbltra--

:7r10,‘sus elementos de matrlz son de la forma :

Jijee = GI(T \’k><&l)l§>,. L (7.16)
donde los subindi¢es L., j . R Ty @' e corresppnden-a~los-l
distintos estados base de>nuestro sistema.VUn elemento de matriz

del superOperador queda, de esta forma, caracterlzados por cua-.

_tro indlces, los dos primeros corresponden a una flla de la su-

T permatrlz v los dos Gltimos . a una columna. Es de esta manera co-

mo en el siguiente apartado anallzaremos los elementos de matrlz

del superoperador de Liouville AR

4

"Es Gtil 1ntrodu01r ahora unos superoperadores de proyecclon

“: andlogos a los conocldos proyectores de Feshbach, que posterlor-.

- -mente nos serv1ran para manejar adecuadamente algunas ecuaciones.

o 'forma :

Se deflnen los superproyectores F> A Cl s de 1a 51gu1rnte

F> 425:4 F%n' K , f ,  V-";-L'(7;1%a):
C? _= % Z (Qmu + OUV\ + Qvu) : l" (7.1'7b)

(Pm-)q,ke . gm S,}n' ik Se o '{..: .(7,.18;)'

Q)i = Sm 51u Su;f‘s,:e' L qasy
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(Ol - S Spsese am

de manera que;-si J ‘és,_.uﬁ_..'s‘ujptlarc-)'pei‘a“dor.;g.r‘bii-:.x-afio‘, e t_ienfe.;;
(Pm ,‘.‘},heif Iq,ke Sm .Sva',n' - | . (7.1'9§)'.

'_ ( Qv\_v j—')LJ,k_t- = I,.qu 8“ 5&*’ (719b)
( Qun )L,,ke - L,ka | &';.Sjg -_ . ‘:(7..1'9c)
(@vv T.)Ls,k( = Ij_,l;d.:' @» <.§.j.y- _’ L - (7-'1,9d).'
¥ actuando por la' dei;eci;a :g'el éupefop;e;'gdor.':- ' |
(:m‘, - Tym ss e
A( T @m, ) A{) i — T ;‘;,-»;;e 5 gks@, | N.'__,.(?_-.‘eob-). .
'_( 3 6 ) O
(I Qw A){ Kt =]Jk2 . SwSeu  : 'A-(7'.'éold)f

S es de01r, los superproyectores deflnldos proyectan sobre 1a co=~

K rrespondlente flla o columna de la supermatrlz segun actuen por

..la 1zqu1erda o por la derecha del superoperador._ '

" De acuerdo con las deflnlclones (7 17) para F> y CQ



;< - ‘:; _ :‘1 S?j‘ ; 1'1;°fj.” '5'2 ,"'4:‘gtha1,::l:;]i : 

f]'y ha01endo uso de las (7 18) se. verlflcarén las relac1ones o

Pi-p . Q*-aQ PQ = Qe 0 @

P+ (Q 5 4 - | '/_f.;},ga = "".“y_S;h " Sje - (72

o A7.2.§. 'El'superoperadar-dé-Libuvilie.j:

Segun se ha v1sto en el apartado anterlor el. superoperador :
‘de L10uv1lle del problema, puede escrlblrse como suma de dos tér-

" minos . : - _:":';.2- L 'f - ‘._”%
j-§f‘=iQfol*’&%sf'a>
siand6~g' ‘
 f&f6:=J:&§ 4n&%?»

Estamos 1nteresados ahora en anllzar la forma matr101a1

"'.&e-'df» o chha forma se obtlene hallando los elementos de matrlz

‘.en la representac1on de 1os estados base del 31stema, de’ los ope-.
: -,radores resultantes de actuar &f sobre los operadores ‘base.-
del subespac1o de L10uv1lle. . | _
| De esta manera, haclendo uso de 1a deflnlclon de &/o j
-:aobtlene para la actuaclon de dlcho superoperador sobre los ope- -

"radores base (7 15)



e el

N ;ff. | zo,,><a. ]

~..eon lo

‘_Amatiiz
(J’a

(Qh

L éf [M>><:¥%
s H@><n\

-

(w |u><m\ u><wl*.1e)

_.(*}e ¢u><\0.,l - l ><%! 'Jf )

(’Jf m><M —.m>< l*JH

f::(7.2éa) 

"55-(7523b) 

."—‘ (:K (R;><%%l - pﬁﬁ><%b(j?‘>

(7.23¢).

<7.23a>

que tenlendo en cuenta (7 6) y (7 7), 1os elementos de

Y\.V\'

, NV

(i
(D =

xno nulos. de Q??fson}:
- <@ l(&‘."’_ {'M.>Af<.'wll)'\w; = "

< '\*«A'_l'( L lih‘>'<\0; (_)l.f;}”:

'<m(»z"°m><\eﬂ)m.> w,,-wu

- <ol !"ﬁa>{»~l)l*->' - c?»

‘w\n_* UJ-‘M' : =

_'wnn', ] .

S W - OUU:; fpnwv f’.(7,24b)
' wuw _._

(7.243)

i»k7;246)

(7.24d)

B Analogamente, ‘para. la actua01on del superoperador &@6 so-

.bre los operadores base (7 15) se obtlene :

| '&éegln:><u'{"
':7§£;lh><ﬁJ

02’53 | &X o -

el BXM ;

" AN

(WSB I'fu><ﬁ; l :

(?&6'“><“q"'“><“(j&8)

- (% |n><m - n> <«> A *J(fss>

(%e m><nz - m <w\ %3)

| \lov><~(au ( ‘}&3)

G

'_(7{2sc)f

"f'(f 255>:

.y ha01endo uso de las ecuac1ones (7 7) y (7 9), se obtlene para B

: ulos elementos de matrlz no nulos de Qig

las expresiones
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- 6/53) V‘_‘V‘nfw'.:' = <V\|(vfss lV‘><“'|)l?u> "—’ <vx‘|7(se,\‘(’,,> —L (7 26a
" (m <m( 2| m><wmm > - _i_«,mpge m>-- Vw '("7-;_251;

| V

(%83.~m v wl(ofseln><m)|n>-— <%I‘J€se\ > (7. 26c

(fse)v'v nv | < \a»' (°fse l“><‘€u,)l\’p = ———(‘G,-I‘J(m(n> V"”' (7. 26d.

. (.oée)w‘n,un. -'V=‘ M l(“\fs |l€u><“l) l y'> = “ <\"' |'st@\%>— V_:u(7026e

N

| (“(2056>vy', un» A.

<m(az¢.;m,><nu)m\>_”—./ <ul qemfm ) <7 268
(Lo)om

S

<% | (sfésm><f,.))|u> <\a,,‘|‘ym|n> Novir 26

M

(uzis)'m#.w?.. <nl(¢€—sm><%- )f\%>———<“17(fe|‘f’v> V“” (7.26h

donde los sublndlces n_ .y-..u pueden t'omar'los mismos 'V‘Valores que

ny )).

. _ _ , o
Observese que: mlentras el superoperador u{ , es dlagonal
,el superoperador i“fss unlcamente tlene elementos .no nulos fue--.‘

) j ra de la’ dlagonal prlnc:!.pal. :

.~ 7.3. FEvolucidn de las poblaciones del sistema de s'pinés..

' 731 ' Deé‘cripcién matemitica. ;,j

Supongamos que el sn.stema de splnes se ha preparado, en

- .un clerto 1nstante t = O,' en . el estado dlscreto lV\> Ly n€{l 2}

- del Hamlltonlano s1n perturbar 7(0 . El Qperador de_nsldad del --

N

e i e et - L e o
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sistema correspondiente a este estado puro, vendré dadbupor i
poy = [n><ml o (g.27)

'e1 cual_da una informacidén completa del sistema en dicho instan-
te, y cuya evolucidn en el tiempo deSCribiré la desexcitacién
- del estado 1n101al Pasemos a estudiar como determina. el super-
operador de Llouv111e, &f sy €1l comportamiento dlnam;co del
sistema en estas circunStancias.

Para el estudio dé-la evolucién'dei operador densidad, par-
tlremos de la ecuacidn de von- Neumann—L10uv1lle no relat1v1sta

e 1ndepend1ente del tlempo : |

cuya solucidén nos darid el operador densidad en el instante t.

= i p) S _' (7.28)

Puesto>que Qf‘ es independiente del tiempo, al serlo;je ’

la solucidén formal de la ecuacién (7.28) serd :

- it R

fe) = e . po) - (7.29)
' que;satisface la condicidn de,pqntorno.(7.27).

“Nétese que el operador densidad en cualquier instante vie-

ne dado, también, por :

0l = v @> <y " (7 30)
siendo‘ l *J:> la solu01;n.formal de la ecuacidn de Schrodlnger :
l+(e1> = ¢ ' |+(o)> o (7.51)'

donde |‘F(o)>: [w> , con lo que :
- S Lt im0 .
pel = e pa et . (7.32)

AL
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- ecﬁacion equlvalente a la (7 29) obtenlda anterlormente.a“

.. Las dos preguntas que ‘nos- planteamos a contlnua016n son T
"il) i Como se vacia el estado 1nestab1e |M7’ -

2) ¢ Como evoluclona la poblaclén del otro estado dlscreto \wﬂ) ,
-mé{l 2} ,Hl%Ilé ,' - :

Las respuestas a: dlchas preguntas constltulrén el fln prln-
01pal de este capltulo. Es ev1dente que tal planteamlento nos4
11eva a enfrentarnos con el problema del célculo de 1la probabl-:
’lldad de. encontrar el s1stema, en un- 1nstante t,‘en el mlsmo es-
‘tado |“>' en- el que ha 31do preparado, y de la probabllldad de~
trahs1c1on al estado !VM>> (m # n), probabllldades que vienen - |

_'dadas por

.F>(M W {)

i
i\

< lv@ > o <l 0> <nlv @
- = < -_“("V“’?<‘-‘“*).()M>":j' <l e'(e)l.v">‘ .='-€;n'(t)'? sz
Pl £) - '-|‘<w\‘| \’v.m,>"‘|2 'V.="‘ <w H(e)) <»« lwe)> =

<W|‘t’(£)><‘{’({-){w> <m1((e>(w> €,m({) (7 53b>‘

K que corresponden a 1os elementos de matrlz dlagonales (poblaclofﬁ

._ines) del operador dens1dad en d1cho 1nstante, concretandose, por‘
;{tanto, el problema planteado en el. estudlo de dlchos elementos

. de matrlz.. . O | . “ | :

| Slgulendo una tecﬁlca s1m11ar‘a la utlllzada por Goldber-a

\-gsr e Watson para anallzar la soluc1on de 1a eouaolon de Schro-»
‘dinger en estos casos (Goldberger y Watson, 1967), hallamos la

f“transformada de Laplace del superoperador e $. | ,Aobtenléndos
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Y

0-ioo.

. Figf. VII.1 - Coritorno de !-integz_-écién para la ecuacidn "_('7.35).

L) - J A AV
- —(§+( \f)t o | ; . .
e L. S R

L

| o (7 34)
Tomando la transformada 1nversa de Laplace en- ambos miem— )
'_j,.‘__bros de la ecuac1on anterlor resulta c
S ‘”“ q,-'- §+ & »2‘ . € DI S g
L siéndd' C4 . el contorno de 1ntegrac:Lon habltual en la transfor-
.maclon de Laplace, que se extlende de 'G‘ - /. oo ”a_ G‘ + ioo .

"f.,en el plano de la varlable compleaa S= G‘+At ’ de modo que 0“

: sea una constante pos1t1va con obJeto de que no haya sn.ngularl-‘ '

"‘_"dades de - (54 Lo‘f) a la derecha de , : (Flg. VII 1 )

Efectuemos ahora un camb:Lo de varlable de 1ntegrac16n en

N



3 C ‘7 R C&

‘Fig. VII.2 - Contorno de integracién para 'lé.'ecﬁaci'énﬁ-’ (7.37)

. la ecuacidm (7:35) escribiéndo
Cselizo o ase

con lo que :

‘-;J;Qz r? : 7?7}7:’;*‘_f",;;f-*?<7.ssp>-

ds

HaCiendd Z = w+ *—9' ) se tlene que a Sz T-200 Je. corres-

ponde Z 09+k7 ¥y a s G'HOO le corresponde Z:—OD +*7 . En
el plano de la var:n.able complega z el contorno C4 ha glrado
. en.el sentldo pos:Lt:Lvo 90 ’ como se’ 1nd1va en la Flg. VII 2
Con este camblo la ecuac1on (7 35 puede escrlblrse como L
'-i 58‘6 . i . , e /-Z

e . uéni, - Cl A’z -.sf

donde Gy va ahora desde . 00 + Ay hasta -+ "7
Ev1dentemente, las relac:.ones anterlores son rela01ones

entre superoperadores y ha de tnerse presente que su s1gn1flca-

‘do es el de que: los elementos de matr:.z del superoperador de la

N\

'-'_‘:1zqu1erda son 1gua1es a los correspondlentes elementos de matrlz ‘



del superOperador de la derecha..4; 
f; En el factor (2 sf) puede reconocerse el resolvente aso—
:61ad0 al superoperador de Llouv1lle Adg;az-* | . |
6() Z_)of _ e T

- en funclon del cual puede escrlblrse (7 37) en la forma s

le’ = A f aﬂz,e_‘z- '.(;'(4.)—._ @39
o : G, : S
o Las ecua01ones (7 29) y (7. 39) permlten obtener para el

- operador den31dad en un 1nstante t

(9&) f A2 ei 'l.‘fGl(z) p@f"';,_ o "(_"7‘.‘40‘)»

operador dens1dad que nos propor01ona una descrlpclon completa -

' para la evoluclon del 31stema en: funclon del resolvente.

- Para las probabllldades de permanen01a en el nlvel \h)“;
’ en el que ha sido preparado el 31stema, Yy de trans1clon al esta-
wm > E dadas por las ecua01ones (7 33), se obtlenen enton-

i ces les expre51ones‘f
| A()\.m J dr e fG(a) p(o)]m (7.418)

Por otra parte, 1a ecuac1on (7 12) ¥ el hecho de que al
‘ser @b)‘lw><ﬁ| y eon lo qpe el finico elementprde:matrlz.noenu-

AN

'310 seré ﬂm(d -i, permiten ésdribir :

4 [_ G(%) F(o)]m Z ’[6(%)] . M em (O : |



[G(%)e(a)] VV\W\ V Z [ 6(%)] mn Pq_ (0,:5{_ (0)
. : _-GM"MI Mn'(%)_ @'," () G“m —in (.2) o E ('7.4-2b)
: por 1o que las ecuac1ones (7 41) pueden escrlblrse en la forma Q.

'e""f()‘)_‘ ’zérfc J% é _..-z - GM,M @ (743

By f 6"* o G @ @

© . siendo :

conn, mé{l 2}, n;ém.

.7;3:é;ﬁ EleméthS'de matriz delvsupéioperaddr'G(z) édrré8¢ 

. ' o
L pondlentes a los estados dlscretos de X

-«

'  Segun 1aS/ecua01ones (7 43) las poblaclones de 1os estados‘f
dlscretos del sistema vienen expresadas ‘en fun01on de 1os ele-f
'. mentos de matrlz del superoperador resolvente G(z) correspondlen-

tes a los 1ndlces dlscretos. En este apartado abordaremos el pro-

“.”a blema de la determlnaclon de dlchos elementos de matrlz.
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De 1a deflnlclon del superoperador resolvente (7. 38) tene—

mos la ecua01on :
51endo z ‘una varlable complega (Z—tu+47 ) yi.el superoperador

unidad definido por (7.22).

La ecuacidén (7.22 ) permlte escrlblr la (7 45) como :

(Z f)(P+Q 6(2) /l N \ .'__('7.46)'

o lo que es lo mismo :

(2-Z) PG + (2-2)Q6® =4 - - (7.47)
‘ Teniendo en cuenta quéAlos elementos'de matriz de G(z) qué
nos. interesan para la'evaluacién de-las poblacionés del sistema
son los elementos de la forma l;x} wn. (2) sy €8 decir, los ele-
mentos de matriz correspondlentes al bloque columna (n,n), mul-

'tlpllcaremos (7.47) por 1a derecha por el superproyector Fﬂn ’

" resultando la ecua01on :

(2-£) P 6o R;, C(2- D) RED P = P 7k

De esta ecuacidn obtenemos otras dos multlpllcaﬁdo por la :
-1zqu1erda por ‘ F> v por | CZ’ | ' . B |
P(2-%) PG(2) R = P x)acm Pm, = Pu ‘.4_<7.49a>

Q(z-x) PGM R + Q(z cz G(% P = 0 (7 49b>'
"donde se ha hecho uso de las ecuaciones (7. 210) Si multlpllca-

"mos ahora la (7.49a) por la 1zqu1erda por los superproyectores

| p%n : FLVn:;Afznh y &, _,resPectlvamente, con n # m, se ob-~




- ”5fiéne el'sistema”dé ecuacioneS':

| P (- @) PG(z PM + Pnn (z 6? G(?) PM = Ra (2508

:   va (? ff) pG(%) Pnn + an (2 af) Q G(e) Pv'm ‘-'“: (7.500)

"":TJF%w (2— )Pc(e Rm-+‘»m~(z“—f). ‘_Q .@(;)P,.»n':-o o (7.50¢)
k *Pmm (e -of) P e Fzm + Rum (2~ )52 6(4) w0 @ 50d)
| Al ser z una varlable compleaa conmuta con 1os superopera-
dores de proyecclon, y hac1endo uso de la deflnlclon de “pf‘ ;.V

;dada por (7 17a), y de 1as ecuaclones (7 24a) resultan las expre-

L 51ones

M -. PM (2 : oz") P 2 PM - P,;”JP:. 'ZP N <751a>
Pm = wp . 2P - PXP -2 ofmmP

o (Z | “’"?i), ‘“‘ (7. 51b>
o Pm(zuf)P 2 R " Rn ¢ p -z P.“.,'; azﬂ:n m S

(2 WM) Pm . e (7 51c)

P.m (2 - uz”) P -z Pmm;-. Pm ¥, P 2 Pw«  :_:. , o 51d>

"‘:5 De forma analoga,_hac1endo uso de las ecuac1ones (7 l7b)

y (7 26 ) se obtlenen i

‘v 'i 'A ) R“(E-\‘B)Q : ‘p Z{ Se)m nu &nu + (-.Se) y;w R (qu\-} ." a

R -i'z‘_ (vm, 0 - o> e
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R (MP _z{(x).,;;; M(@;QM;M,&M}

_A%_ %L_( VM @m, Vo QM)_ .__;.(7,'5-21,).

‘. Rh (2‘ 5£)0= "» Pw\v\ &pQ Z‘{ 56) mn, WD Q ' .“.‘{fss)mn ,on ()\\Jw}

Z ( va &wv va Qvn) ) .. (7-520) :
| R‘"‘ (2'“2‘9)0 =- pmm"%()?" - E—{ SB "o, MY &mu ' ( )\mww v aum}

| = 't\ (anv va - ‘/lmu vm) i' : (7-52d)
- :1 Sustltuyendo (7 51) y (7 52) en las (7 50) se obtlene el -

: .s1stema de ecuac1ones B

.z 'G,h,';,(z v h S VL G - £ % VN ,G,ﬂ ) =4 (7.538)
(Z- Wlnw} Gy\w\,u';l (2) o+ "%‘ 2 ~\/* ,. Gnu vnn(%) - 4{ ZV l/,)\p va v\u(z) = O
- (Z- W‘MM) GWV\ wn (2) + "f_‘\' %V“ W\V VI.V\ (%) -/—1_&" ZU\/WV GUV\ ““'(2) =0 -
ST e T T . 530) ~
T _‘.- . . i . .
Z _G',“'“ () _+‘£ %V'“ 6""““(})'“ 5 ZI/W GV“ e ”’ =0 (2. 53d).._-

' Por otra parte, a partlr de la ecua01on (7 49b) multlpll-fj

'candola por la. 1zqu1erda por los superproyectores anu K (Qun

B f.:fy &uv"‘ donde o ‘puede ser n o m (n, m 6{1 2'} ), resulta el ..

: 31stema de ecuac1ones f7<”

62 .(;Qoz?’_)' PG P + (,2 (2-2)Q G (__‘z)f‘P..;:.- = O  _1_'(7.-54§):



| ,@»Q (z- &) P G2 P+ Qowlz- L) Q 6@ P - o ,(7.545).,‘.
Qo (2 _'..af') PGa) PM'}? »0;; (z;a!’)a G(e_) P = 0 (7.540)

Al ser 2z una varlable compleja conmutari con los superope- .
' radores de proyeccidn y haciendo uso de las ecuaciones (7.17a)

'y (7.26 ) resultan las expresiones :
Q‘n‘u-‘(e ‘Sﬁo) p."= - (Qv\‘u Qﬂ P = - (ste)wu n'n' Pwn\ " (Qée).,\ v, niml P,\-m- =
= A Ve B e A Ve R o - (7.559)
QDW (2 - J) P =7 62’)»"‘:&0":) =. _"(f{sg)bh',w'hl‘_pn'w - (Bgs“\s)vw,m""_ Pm.'n-' = -.
-_‘_ _ —/L ! . -4_’ ¢ ' C . b
| - + Vh‘u PV\'M‘ - t \/wng P,“nhl . . ~. ) (7 55 )
Bor (2-2)P =2 Quo P = 0 o (7550
o Analogamente, haciendo uso de las (7. l7b), (7.24b) 3 (7.24¢c;

y teniendo en cuenta la forma del superproyector (2. , dada por

“la ecua01on (7 26), se obtlenen las expre51ones :
Qhu (2 o{)Q - Z(]V\U hu v‘u'. iy “Zu—- (&pX§>h‘D,V'D Qu)u =

=. (2_ W“'?} 67“-,_,- - -4; %T Vvﬂu‘ Qv‘y - » | (7.568.) i

V.avw (2 - Q-p) 6? 2 ()2:)»\' ->.°Zﬂ))rl pnt C)w‘i".%_(5{;6)”;‘"‘;;)' Quu =

(2— Wunb')AQ'vn' + "jr" %;'.VW.,,I. Qw)'. : (7056b)



L donde n'y m’
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(20 2 Ao - L Qo = Z- (oo Qe+

o+ (\f;‘i) ryy', v-'x) &M)}' } =
= (Z" Wu.u')lC\)u;‘ -+ ——-i- 2. (un' Qu-nl ". VV:,, 'awu-)- " (7'560)

. Sustltuyendo (7. 55) vy (7. 56) en 1as (7. 54) resulta el sis-
tema de ecuaciones :

Voo

-k : V\lV\'Iv\V\ {%) +, ’—Tk"' ) Gv\'m‘,vw\ (2) + (2" (/‘)WU)_ Gw‘u‘vm (2) 7

% zy‘.‘;\—lu: Gu'u,.mn (Z—) = '0- A (7.578.)

* x . . . o ‘
,.V;'v G (2) = y%—"— G et i (3 + (2 - won) G_W,. ()
| + = _!ﬂﬁ"

O t\ : u;)",vw\v(%)' ) =. O (7-57b)

(2-‘ {/\J'_JU') 46.uu'.nn. (2') A+- zy.:' 'V_I:‘R:'Lj" | Guv\',nh (})

. +*
= Y g
. -_— 9 VI"V‘

G m (z)»-_- = 0 (7.57%)

(n # mf ) pueden valer n 6 m: (n, mé {l 2} De

A partlr de la ecua01on (7. 57c) se obtienen :

. 'GD;',vih (z) = — m! %( ;'.Gun“y‘..\.{ Gh\ul wn (3‘)) (7.583)
G 0= m g T G - 2 G ) (.

Sustituyendo estOS'elementos de.matrizv en las (7 57) pue—.

, de observarse que el cuarto termlno de dlchas ecuac1ones es de

segundo orden en la perturbac1on, por lo que en el llmlte del.



- acoplamlento débll puede despre01arse frente a los restantes tér-
- mlnos que son de prlmer orden en: la perturbac1on, quedando enton-

ces el 31stema (7 57) redu01do a’ las dos ecua01ones :

e +'.‘/t; Gm )+ (z i) c,,,”‘“- o (7.5%)

| - V;\“) G;"V‘".iﬂv‘ {2) — V;") GW‘""—,V\\A( + (2"' wun) th nw ‘?—') O (7 59b) .

Ua partir_de»las cualeé Se.qbfienen :
. 'Gﬂ'v‘.nh‘l‘?’) == : ( ko G‘n'ﬁ'.v\\n_i(}) _+ \‘/:‘T:-‘-) 6“"“',“""‘” {3)) - (7.603.)

-2 - wn'u; o

Z - Wa.lvt" . K

‘ Por sustitucidn de los elementos de matrlz (7 60) en las

ecuac1ones (7 53) se obtlene el ‘nuevo s1stema :

L A N R S
( ] R v‘. 2 - {{un’ , . t\ ZU- z - W on ) 'Gn .'vw\ ( )
e R £ B R CHR (z) =Y
2 WL : e £ v g o (/JI;V\ .
| BT I (7 6la)

,.l»-'

- Tz nn,an ‘(% + - WV\\M - "_" .

Vool ‘ﬁ;f11'f - ;'€_7;‘ V£v>vf: - ' '
—l—"‘ ) G 191 - £z e Cromnn (3] = 0
R I A (7 6lb)

lvnvl
) 2 ww\)
Sy C "Vmur' R N 4 Vnu an : o .
. —f:-i R ) Gm.m"\h-v'(%)."' —1\-3_ = 2 ‘_whv .'Gvi“m'“v\ (%) =0
| SR S | © (7.61c)

| Yoy Yoo m S
i . D‘\V\y\‘} + W“""—LZ
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dzlele o w4 _%_;-——2 o ,csmf O
Z ) Gh\m nn l?)" O
' 2- Wom
EERER (. 614)

iz 4 W0

. ‘t‘t v Z-Wm‘u- ’

1'81stema de ecua01ones en. las‘que se. han escrlto como factoresﬂ‘.;
‘los elementos de matrlz del superoperador resolvente G(z) corres-
';.}pondlentes a- los estados dlscretos del 51stema 51n perturbar.

Con obgeto de 51mp11f1car el 51stema de ecuaciones anterlor

' j deflnlmos las matrlces R y S con los elementos_2 “

Run (2, wn-) S A s o (7.629)
S o t”‘w?_i 2‘ “Hw - e, o

~

’f; = T (7.620)

* : l)<. . z _W‘,nn

Sv\h“,.(é; w‘“!'v.) :‘

_en funclon de los cuales 1as ecua01ones (7 61) pueden escrlblr- .

‘se en lalformg': | ‘
{ z- R (?w) — S“(aw)}GMn)—Rm (2w) Gmn )
_Sm (2(,) Gmm ot ( 76%)
:"'—'RM (; QA Gn; nAn(% | fz wm- m;“(z w)— n (% ;;.“)}G..m ,%) |
_gm (zwm) GM ,., “_-" | o (7 63b)
—Sm-\ ( -%:m Gnn'.,.,‘(%)‘"{ {z-ww — Rm. ( %. "wm} —E. -m« o wn)} Gm‘w )

e Re ) Gl ) = 0 (50




Swe (20) .G-a‘-w'in#l.@) = Rem () Gon ) G
- | - o (7 63d)”
;Qque es un - 31stema de cuatro ecuaclones cuyas 1ncogn1tas son. pre.;“

.  clsamente los elementos de matrlz del superoperador resolvente

.~correspond1entes a- los estados dlscretos del s1stema 31n pertur-

: A_hbar, y cuya resoluclon abordaremos en apartados posterlores. ,

7.3.3. Propledades analltlcas de las funclones R (z) y '

Snn——l'

o En el 31stema de ecuaclones (7. 63) aparecen como coeflclen—

'  tes los elementos de matrlz de R y S deflnldos por (7. 62), los |
' cuales ha01endo aparecer expllcltamente la frecuenC1a en. los nu-

meros cuantlcos que descrlben los estados contlnuos, pueden es- .

'chrlblrse como :

O 'Ez';;‘f-. : (2*'a“")f“ L

S T ’.m ; _ e T T
R '(-z.iwv.».,)-eai f ;ea; Fhovt (7.60)
L (? wh) et T L
'w'donde se 1nd1ca expllcltamente el hecho de que el‘eépectroléon-ﬁf-

iitlnuo esta llmltado 1nfer10rmente en. 1a energla v que se: toma '
15 como orlgen de energla preclsamente ese llmlte 1nfer10r.<z

La funclon compleaa (7 64a) presenta una cortadura en. el

f  eae real para valores de fCU3> (Uw'tal como se 1ndlca en la Flg. 



W

Fig., VII.3 - Cortadur'a_par'g-ll-a' funcién (7.64a)

. VII. 3., En’ efecto, ha01endo uso de la- 1dent1dad

e xeasig ,f-’ ESrs

s *-’. S(x a) O (7.65)

- se- ob-tienen'para' valorés de - W> Wan dos determlnaclones pos1-— .
_;~b1es para los elementos de matrlz. (’7 64a) segun nos aprox1memos

’Val e,je real a partir del semlplano super:.or o 1nfer10r I

- : * - 7 . . - Z va. n‘u'4 . .
. Snn' [(AH' Wuu) = —4‘ 1im £ Xw' v _.__._

BRIt (W) piy -
"-__.—f““, [w+ w,..i) +A,L Xw.(w+ W..Au) (‘7.66)

‘donde los elementos de matr:.z f" ‘J?V"."-A y Jw' esténdeflnldos

' ‘por

|

o ,._‘j“w (W'+Wn--) = _.4_ @ f JUJ n Vv«l) o - (7.673_) .
o 'Kw.w (wan_n) = —;— . % Vn.‘;_b‘. .W‘;M" .VV"" U' ou; ww‘;f'.- o = (7.67b)
| No ocurre esto si w< ww- :- ’ pues la dlstrlbu01on 5(w+w,..

h Z"‘—-w) solo opera cuando w' puede ser 1gua1 a W4UJM" y w’ es

v e+ L e e
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VVA 51empre p051t1va. Por tanto, la funclon 'Sn\(z'*ULﬂ) presenta

‘1{gfuna cortadura en el eae real a partlr del valor w. --‘“u"-,ha;'

o j%cla las W p051t1vas, 51endo W=-4UW' un punto de ramificacién

'y escrlblremos

_gw@ (We @) T L fe (W Wi} > (7.68a)-.

"gv‘n' (w #‘w,._..-) | , ' w;_‘<—.w,.-- “ (7.68b),. ]

.;:.donde, como es habitual,'se‘consideraxque Vnw y V;v' decre—

-cen lo suf1c1entemente rapldo cuando hﬂ\: aumenta para asegurar
.:;a_convergen01a de_la funclon»'XMV(W+-ww0., | L A
‘ "La fuﬁciéﬁﬁéomplejal(7;64b)'presenté una‘cortédura en‘el»
e éJe real . para valores de W< wQQJ: , como se indica en la Flg.»
VII.4. En efecto, procedlendo de forma analoga que para los . ele-
k mentos de matrlz (7. 64a), ha01endo uso de 1a identidad (7. 65)
'se obtlenen, para valores de LU V%" ; dos determ1nac1ones po-
sibles segun que nos aprox1memos al eJe real desde el semlplano

' superlor o desde ‘el 1nfer10r B

.-'an. (w-w,.) } Itw\ ; r JLU' b » . : :

7-a.aA+}: s (UJ -'UJ.}-,") -_*-,LV, + w\ .

:i ::‘_?.Wﬂ‘ (w'w” : + /(- X\AV\ ) "w +(AJuu) - (7-69)

' -estando deflnldos 1os elementos de matrlz anh' -pof s

(P / dor Few ey

(W- W) + w!

?V\l" (w w”‘ "':

 }jﬂthdeﬂde_a¢uardo con 1&Jh§tac16nf(7;67b)flosvelementOS:defﬁa_'
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T Wat

- Fig. VII.4 - Cortadura para la funcién (7.640).

triz (}';‘“- (—W+QQ--) son de la forma :
oy

- ‘Kyrvﬁ (_‘W+ War ) - L}ﬁ- > 'sz.'u',_:;);w,,.- V,\fur,-p+w,.,A ; (7.70_b)

v

';vﬁ.;_ No ocurre esto si &)>¢Uw pues la dlstrlbu01on g((g+wu: W}
sblo opera cuando W puede ser 1gua1 a ~Ww+ Wa y W' es
siempre positiva. Por tanto, la funéién .Q“w(z-amd- presenta
' uﬁa cortadura en el eje real a.partirvdelwvalor w= Wu hacia
las W ﬁegativas, siendo Q}; Wae  un pﬁnto de ramificaqi6n;

. Y escribiremos :

| A Pnw (W= War) T L ;n-OwU+@md WL We (7.71a)
ORI (w-w) - : | o
G (o ) ,‘w>Lu.,-- (7.71b)
-donde 1as hlpétes1s efectuadas anterlormente sobre el éomporta-.
mlento de - Vaw 'y ,VC;.‘ aseguran la convergenc1a de la fun—
 eibn ‘%“W(w-cuwj . A |
"Com ya se ha 1ndlcado en el capltulo Iv, los nlveles de’ Co
'energla de los splnes estan tan prox1mos uno a otro ‘que sus res-
' pectlvos acoplamlentos con un mlsmo estado continuo son préctl-}

’camente 1gua1es 3




. w“-|+W~
12 o
‘ - W

'Wn"’ —'w ’

\/V\,V" Wee ¢ = VM;V', Wan -

" . _Fig. VII.5 - Simetria de los acoplamientos.

. <<7._7a)>

hlpote31s que permlte escrlblr las (7 67a) b (7 70a) como

IVW

—(6u+ w,,.-) +w

\I

(]

G A(‘f”fw-*")':f—‘f;.@j J‘”"' Ww'! ?}(w f' (7.730)

(w w.,‘) +. W'
que son funclones reales e 1ndepend1entes de n, n y n,.'

A partlr de 1as ecuac1ones (7 73) puede encontrarse fa011-:

i‘mente 1a relaclon :

L g = Jw Ll )



Por otra parte para. valores de o comprendldos entre
los puntos de- ramlflca01on, U!-- Wir 3 W= 0&n', 1os acopla-‘
‘mientos :vaQW+LHm T mgg;g;ag' son 51metr1cos respecto de

E LUwu'.y por tanto iguales (Fig,l VII.S. ), pudlendose escrlblr :

V. ;. 'M,..'T - \/ww 'fi <7 75)?

Las hlpote31s (7 72) y (7 75) permlten escrlblr (7 67b) y
' (7 70b) como 3

-K(¢u+¢um. %m.(u/+cﬂwd X  f u:.':  :-‘{"(7-76)l

'1_parametro real 1ndepend1ente de n Yy n, en’ el que suponemos que

1a var1a01on de los ac0plam1entos con la frecuencla es lo sufl-

. cientemente lenta como para abandonar la: dependen01a de OU de

- dicho parametro..-
En. estas condlclones, los valores que toman los elementos

de matrlz de R y S segin- que nos aprox1memos al eje real desde.

el semlplano superlor o desde el inferior del plano complego Zy

'v1enen dados. por

Lwdsww (.78,
Nt .(W:‘l-'whn) = - | . .
' ?Lw[<-fww.i'j_ A;i"(7.7?b)[

&J(w) o w > p._‘.-.[;' L (.en).
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 233;4;A Determinaciones sobre el eje real de 1os'é1ementosr

. dé'matriz-de"é(z) correspondientes é’losuesfados'

S o
disc¢éretos -de j‘ .

Nuestro 1nteres se éentra, ahora, en hallar las determlna-_
clénes sobre el eJe real de los elementos de matrlz de G(z), co-‘
rrespondlentes a los estados dlscretos de la energla sin pertur—
bar, seglin que nos. aproxlmemos a dlcho eae desde el semlplano
o superlor 0 desde el 1nfer10r del plano complejo z. Para ello,.ha-

-remos ‘uso del s1stema de ecuaclones (7 63) ¥ de las (7 76) y.

' (7 77), que nos dan las determlna01ones sobre - el eae real de los

- -elementos de matriz de Ry S.

Segun vimos en el apartado.anterlor, 1os elémentos de ma- |
trlz de Ry S presentan cuatro puntos de ramlflca01on sobre el
"eaevreal correspodlentes a los valores *w, y Ujm,, n, m €
,{l 2}'n # m. dependlendo, por tanto, las determ1nac1ones de los
elementos de matrlz de G(z) del 1ntervalo del eJe real al que
‘nos aprox1memos. | . |

Al ser’ U/ y uhn' muj proiimSS, con31deraremos tres 1nter—

,.valos en el ege real (a> “Q) ( “ﬁ.aﬁ) (“Q @ ),;'Slendo::

Wy f"ﬁﬂn (Wn.wgy,:: .
e (7.79) -
Wt max. (W, W) S
'sobfe los cuales calcularemos 1as'determ1nac1oﬁes pos1bles de
1os elementos de matrlz de G(z). Anallzaremos, pues, los s1gu1en-
'.tes casos $ - | | '

1) Caso en que w € (4qérua) 1



,,,,,,,,,,,
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Las determ1nac1ones de los elementos de matrlz de R y S
sobre este 1ntervalo v1enen dadas por las ecuac1ones (7 77a) y
(7 78a) con lo que el s1stema de ecuac1ones (7.63) puede escri- }
’ blrse, segun que nos aprox1memos al eje. real desde el semlpland

superlor o 1nfer10r, en el 1ntervalo _( Q&,(U4) .como':
(W + g(w) ' %(w) * 4.;.{) Gm‘ - (w)' (%,(w) ) Ghm n (w)

. (W . q) 6o 9))— = 4;‘(7'.80a>
—(%{UJ):‘{J nnhur . + (w . w”m +j(W) ?(‘U) +‘2/'J) GMM M ({"))
e LT - | R (5(;») “J) G;M','M ':w)4;'_-' 0 (7. 80b)
(@) Gl + (u V{1 -afw**tﬂ G ()
- (@m) “5) 6,,,,“ o W) = Q (7.80¢)
w2y G ) - (gm":gﬂ Giw m
(0 {9 £24) e @)= 0 (7:800)

Efectuemos ahora un camblo parclal de base de forma que
el superoperador cuya representa01on matrlclal en el subespac1o

S i

de los estados dlscretos es.’

}(wh oacw). -,'gj(;,;)., °J("') o

ORI wm-JfW’“»f“’) o —}“”)
e e sfwwaw R

(7.81)



tenga una representac1on dlagonal. -

La matrlz A puede escrlblrse en 1la forma }'f

( }{wn@cw)) I o A | (7.82).

'51endo I la matrlz unldad y C 1a matrlz"

'glw)ﬂf ; 73@0  . ‘0‘
o w.,_,_ | aw) x
-f(w) ' %(w) 0

(7.83)

‘ 7.mde'manéra'§ue el problema de la diagonalizacién de A se reduce .

al deAla diagonalizacién de C. Con este objeto;'seguimos el pro-
‘ceso usual de dlagonallza01on de matrlces, de forma que la nue-
va matrlz dlagonallzada tendra como elementos dlagonales las rai-

ces del_determlnante :

I R T R TP P B
DT-Cl= g dwm 0w -
S SR juﬂ f;n'jO-’n~ ’A?wmn>  -@bd7 ; 
To e g N
';x'c'x:w..;)o_-u;n»_ w; a)+({ a) -'L‘-<7’-84>'

| La 1nfluenc1a del termlno,;(j ﬂ ) y de octavo orden en‘
',fla perturbaclon, solo modlflcara 1lgeramente los polos que apa-
‘7receran-en las ecuac1ones . 118), pero preclsamente en ia,re—'
f'glon donde estan 51tuados dlchos polos puede sustltulrse g. j'ﬁ:

%, por sus valores en el orlgen del plano compleao en el que,ﬂ
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-'segﬁn la ecuacién (7.74), 35 q'.j. En’ estas condlclones, es ra—;
ﬂzonable suprimir desde ‘ahora dlcho térmlno en la ecua01on (7 84),

'obtenlendose la ecuaclon :

it (%-’wm\ (5= ma) = 2 X (4 (7.85)

= 0

cuyas raiéeé son-:
}_)3,= o .,réiz d@ble; ..A.‘ - - (7.863)
s 1 A O

La representa01on matrlclal de C segin el camblo parc1a1

: de ‘base reallzado es

(7.87)

" siendo

(7.88a) .

_(7.8§b)

que ev1dentemente no corresponden a las aﬁfeflores y.que con ob-
Jeto de fa0111tar la notacién segulremos escrlblendo por (p“m.
Haciendo uso de las ecuac1ones (7 82) 5y (7 87) la matrlz

A dlagonallzada adopta la forma :




J“”*?‘“’ ~f"O'-.:.i,_';‘.:-f'.voj o
A,.lo'_",. wm -}cw)wacw) O 0.
T ST L ﬂ Co }lwmzw). ;

~ De acuerdo con este camblo parclal de base el s1stema de

‘.ecuaclones (7 80) puede escrlblrse,ien el 1ntervalo L— \
de la. forma ﬁ |
B (w+ jéglz"—*i*zf)'_éi.uglu). +A() Gnmm(‘*f) *HY Gm - (‘”) ’1- SR
Ll B R (2 908)
Hiy G ) & (w+ g W ® unemmwuy GM . ')[- 0
o S R A
. ‘i’,ca(Gme w) "+ ., (U”L; ? w’“" - “2() Cmv' Mn (w) b 'L(T G"‘“‘ hw (w) =
T I o+ ' :
-’f'*'m;n-n,.m @ *ip ai.m 2+ ( w +; 9 w) em ) =0
o . o ' (7 90d) 

'cuya resoluclon nos 11eva a dos determ1nac1ones, sobre el 1nter-'
'lealo [ ua U%J del eJe real, para 1os elementOS\de matrlz del
superoperador resolvente, G(z), correspondlentes a los: estados -
wdlscretos de la energla 51n perturbar, segun que dlcho 1nterva-  ;
C lo desde el semlplano superlor o 1nfer10r.: ‘

' ILa soluc1on<de1‘s1stema,(7.90)~puedeAeScribirse’éomo':'f

“ Gn.".’“ m(w _ (bug ? +.uﬂ[ au g wm_f zq (w+ f; wmtf’-*?f * JJJ
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G ) = 2 (Wef-q* i.*-i),( )w*m-— Whin 2] oy

| IR :'__ —15 (kH- .4‘+2LJ)_ '»' "ﬁ"
GW\W\.MV\ (W) . N Dt(W) | -

| Asi‘e‘ndo "_[_)‘-‘@ el dgte@nip@*géide :'lols q&éf{iciénte:s‘ :
AA D (w) (cq o ea) (o = oumza)(w ‘|9 e lﬂ 4%333;?‘(’7;“92) |
' custivugents @.92'; (r.o1> a0 »

(w»,!{ ?+2L )[(w')'»f 9+.z«a (w+X? u)m,‘+zu +L‘), ]
. : S (7 93a)

Gn;v\vm (W) | +"J(W4{ ? wmm'—"‘z‘)) B .
T o) ]

. o (7593b)
':G;w“hh( )_ : : o +LJ(uH-i o - ~ W *atl)" h
| (U) * +2l‘3.) [((““‘{ ”J W“""+z‘” w+f - mua‘“}) + L«)’ ]

.,‘_‘2)2’ L . ‘ (7 950)
(w-r} 7+at3)[(w+j *g Wy\w+-zla-)(w*"‘a—wlf)'\m 4td) 4—&:3 _](7 93(1)'

B Ghnvnhvx (U)) =

o _que son las determlnaclones en el 1ntervalo (WA. Wt) de los o

".;elementos de matrlz de G(z) correspondlentes a los estados dlS—

'”,,cretos de la energla 51n perturbar.

@': 2) Caso en que w €. (uu 00) .“VR‘

Las determlna01ones de los elementos de matrlz de R y S.



o _en este 1ntervalo v1enen dadas por 1as ecuac:Lones (‘7 '7'7a) Y

(7. ‘78b), con lo que el 31stema de ecuaclones (7 63) puede escrl-'_

_blrse,:en elllntervalo (wa,0) " ‘1, como 3
. (w +J‘W’ fafw) 4 6 M '?' é@i em.m;.wﬁ'- -
o BRI .(Aj(w) +£3) Gwm - (w) = /L (794a)
g Gl + (o u;;,;’; j(w) ,-»'74;;;_4;(,) em '”;;)f '
L ey + (/jlw) +LJ G rm, ;n (w) (794b)
((;cwﬂ ) G m + (o- | w . ,;;) ot :; ) GWM
BRI | ' _.?(ug éSmw ;;?§) ‘ﬁ ffo i .(7;94q) 
(j@ : L)) Gmm(w .— gcw) Gw <w)
| 4+ (w+ J(w) g(w) _M,)r) Gym n : ' ?OU ;,“(.’7-."94d)'._

Medlante el camblo parclal de base efectuado en el caso '

“,anterlor, gl sistema (7. 94) adopta la forma S
el 5{ ?n e @ i Gi u}m; S h ame
1 (w. ‘WM +é 9 +LJ an M; (W) + ,LX Gw‘w (M‘- o: ('795b)
G e G0 0w

" ii@)ﬁ Gl(w) + ’( QJ.ff {714) GW.AM = ‘o:-_;; __;._'_:‘;;<~<7‘.'9-5'a>*
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 en estudio

- Gurwn W) = S R s
e (e g W) gt o
G ) = 34 —_ (7-9m)
- (wel=q2ip) (wg -t 2] +y® 0
.Gwm n (W) = O B : ] , : (7.98¢)
GMM Wl = 0 - o - (7.984)

7.3.5. Propiedades analiticas de los elementos de matriz

de G(z) correspondientes a loa’estadds diScrétosa

de la energia sin perturbar.

Con obaeto de efectuar las 1ntegra01ones de las ecuac1ones
(7.43) para las pobla01ones de los nlveles | n>’, néfgl 2} »en
cada 1nstante, es preciso’ reallzar ain un. estudlo mas general
de las propledades analltlcas, en el plano complejo 2y de los

'elementos de matrlz del superoperador resolvente T
4 - S
.G(z) : (z— )7 (7.99)

"las cuales dependeran9 ev1dentemente; del espectro de Qf'..
Puesto ‘que desconocemos el espectro de’ ?f hemos de
'suponer, en prlnc1p10, que se trata del caso mas general en el
que el Hamlltonlano jF -posee un espectro continuo en el eje
real a partlr de E = O, y un espectro dlscreto, de energlas E

“7parte del cual puede estar superpuesto al espectro contlnuo.



'”.cuya resoluclon nos lleva a dos determlnaclones pos1b1es .en’ el
1ntervalo ﬁUQ ) para 1os elementos de matrlz de G(z) co—lr
- rrespondlentes a los estados dlscretos de la energla s1n pertur-H

“bar

f“m(w): o § % wmﬂ— ,.[.; ~('7966\)

(,’A,.fj-gth)(.WM'”JfW““ o m +‘}

-(w+J ‘;1“3() (w% G - Wmf—“n +4* v

G () = 0 : - :;{;: (960

G =0 ey
- 3) Caso en?qué we (—07 w;) e '

' Procedlendo de forma analoga al caso anteflorvyAtenlendo

B en‘cuenta que las determ1nac1ones de los elementos de matrlz de
,1R Yy S en este 1ntervalo v1enen dadas por 1as ecua01ones (7. 77b)

b (7 78a), el 51stema de ecua01ones (7 63) puede escrlblrse, efec.

‘tuando el ‘mismo - camblo parclal de base que en casos. anterlores,
nlfde la forma -_;.“: | o |
’(17*!-'n.a-*5‘_}:¢' t ;':".i“" A ﬁ..d ST e .

o ((’U\" g‘&'] i.-l'y)" _Gnn:;vvﬁ"_lf’”)'f ;:':4,"( 3’ 'Gnm. nn (W) = /i S (7-973)
L +"X G avwn (w) + ((,) an +{ 7 +L3¢) va-;,':ry;o(w)'i: 0 (7.97b)
,.(w-.- W + !:g f-w.)'*-ew‘,m-hrfwv__.,;w-- G (w)y=0 (7970
“_f,‘u{ Gmw (w) 4 (w +J -9 “7 G o i <w) =0 (7 97d>‘7'?

cuya resolu01on nos lleva a las dos pos1b1es determ1nac1ones en '

el 1ntervalo ( 00 “h) para los elementos de matrlz de G(z)
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-, Fig.. .VII.6 - Espectro de.un Hamiltoniano;wjﬁl e general v... ..

.Désignemos-por b a1 conjunto de nfimeros cuéntiCOS'qué
sirven para.distiﬁguir los estados propios del espectro conti-
nuo de igual energla. Los estados propios dlscretos se designan
por IEA>> .y los contlnuos por |?>t >‘,-de modo que tendremos»

la- relac1on de cierre :

le:‘><tl Z/JE LeyCeE - 4 (o
. El-espectro de '&f_ se obtendri a partlr de la definicién_
(3.5) | |
JF - LW F] - 4? (‘F - F) - (7.101)
siendo Foun operédbr cualesquiera del sistema.
Como se ha visto en- el apartado 3 2 2., a partlr de una’
" ‘base en el espaclo de 1os estados del sistema puede formarse una

base en el. espa01o de Llouv1lle, la cual, en este caso, estara

deflnlda por. los operadores";
{ lE>< E, | o E-,><E>E‘I CIsEDL EL']_.I' | b E|>.<VL?'E""‘}.. (7.102)
verificénddse‘las ecuécibnes,de vélores propios-:

BZ)"(~E;><E;,1 - -f;- '.(E-L - Aa-.) A|_E-><.Eul (7.103a) -



- _siendo : -

D LIES<El s L (R-EVIESGEL T (qaomy
o el - —i: (F-E) Bereal 0 aoe)
'*of lbr‘}(g‘ B~ (p B) [bEScrEl '14_’(‘75‘1’63&’)”

 'aparec1endo claro, entonces, que el espectro de &f § esté cons-
-‘tltuldo por una serle de contlnuos 51tuados en el eae real con-

una serie de valores dlscretos superpuestos a ellos.

Ei ©  E; 0 E=0 o E

x
k

’;Fig.'iVII.7'—‘Espectro'del-superopefador dexLiou§ilie.”§fl».

Sea |M:> un estado normado (de norma: flnlta), y pasemos a
"AAcons1derar las propledades analltlcas del elemento de matrlz del.

superoperador resolvente :

G (z GW wm = <Mf( “*><“‘3W> (7. 104) "

El operador |4f><4” puede ponerse ‘como - comblna01on 11neal-A

| de los operadores base (7 102)

+ 2& A,,E P I};F‘ >< I + Z A.,E ver \bF'><BE"\
o ~ L bs'yE'* A .
< : R | (7 105)’



A = LEuSml B>

Ai.bE;. = '_'».'<-E;._\M‘><A'\ LE‘> | ' : |
S T (7.106) -
A - A<b_'E'l,u><)ulvF;>' |
 Ave - {EE'IM><M1_H B>

" Haciendo uso de las ecuaciones (7.103) y (7.106), resulta :

A el = = A W?><t‘l+-§L' Asver |5><5E(
2-¢ .t B- Wi | o AbE Z- A bE

I L= Asers HbEDCEL + ST A e |5r ><b c"\'
#BE Z - wbs',?' - - bEE 2 wbE BE" .
o (7.107)

| con lo que el elemento de matriz G (z) vendrd dado por :

Uf”, z—_ww | -*“; Z - Wine

| _\_2 ’(UH,E ><E ,/U>l 1<U(5E ><L'E"',U>[ (7 108)
'» A bE' S Z wbe.,- _ L,E bE' N i L«JBE 55:

' Esta expres1on nos: permlte reallzar el 51gulente ana11s1s
.segun los valores que tome z. Sl z es dlferente de cualquler va-
- lor proplo -de ,&f ,‘ex1ste 51empre un numero pos1t1vo no nulo

. ZX , que representa 1a dlstan01a de z. al valor proplo mas cer-

- cano, - tal que :

: AN

2=l 2= mel, - Wil 12 il > A




165

Puesto que todos los numeradores que interviene.n en (7.108)

' son positivos, se puede pbner :
|G| < i_ (; 1<ma><a.w'>|*+ %; \<ma'><k,g-m>#

+ E_ l(ul LE' ><E' | > |F + Z |<u\l>t‘ SLEE \M>| )
: ('7 109)

.' y u;andg lavITela01on de cierre ('7.100) : |

) G < ‘i‘ {-?kul&ﬂ‘ (;2_<~|"a._><a.m> .
) a = <l bEDL 55‘1@?)
4+ %‘I <u|5g‘>|§(%— <u'\a><am>' ‘

R 2 <M \!9‘E,"><5'E“.‘M>>} )

ll

- > (Z<MlE S<E \u> + Z<ut5€ ><5F (u>)

{<«uw>l A4 | | . (7.110)
ya que se Ha supuesto a |4> normalizado. Por tanto, G (z) es-.

t4 acotado si [2 w“\ (2 wass\ [2- W el l‘z‘ wbe sel > A

Por otra parte, de_ (_'7.108) se tlene :
A6 | = KaESGEIOER o <l <)l
JZ, ) <, 4! (2_ W»(L')'Zv _ 4 bE - (2 - e ).z

o = Ll EXKE, ] = Ko |5.Ef><5»ré'!|w>.].‘ N

A,bE" (2 - e o)t o bEwE (2 - (Wie wer )

Y _s_iguiendo el mismo .razonamiento que para (7.110) resulta :



‘ d6w® G 2) ‘ L (g

Las ecuaclones (7 110) NG (7 111) 1mpllcan que G (z) y su | i

prlﬁera derlvada estén acotadas en. toda la reglon del plano com-

plejo que no contenga al esPectro de &f ) 51endo por tanto o

fG (2) analltlca en dicha reglon (Churchlll 1960 Cohen-Tannoud-
- §i, 1966). | B ’
En el caso en Que z tiendéfhaCié'uno-deilds-véiéres pro-

', plos del espectro dlscreto de o2 . €1 término preponderante
|<ma><s= [ > ? ‘
(? Wiir)

dlcho caso a 1nf1n1to. Luego 1os valores proplos del espectro

) el cual tenderéa en

en G (z) es, entonces,'j

' dlscreto de &f3 son en general polos de G (z) que tlenen .por
reSLduo a - |<M|E"><Ell~b4 . Puesto que 1os valores proplos de

L &€ son reales, dlChOS polos estaran necesarlamente sobre la
cortadura, verlflcandose [) m» =0., para-lo cual-tendrlan que’
ser 1guales a cero. las partes real e 1mag1nar1a de (7. 92), pero
esto es 1mp031b1e al ser UMw\¢CUmn . Por tanto, @f no tlene
'espectro dlscreto. .A : _ | - |

Se ve, pues, que la funclon G (z) no - tlene polos en el pla-

no complego Y es analltlca en todo el plano si exceptuamos la

cortadura.

7.3.6. Pob1a01on del n1ve1 lhj>

-Como se ha v1sto en el apartado 7 3 l., la poblaclon del
nivel (V‘>', en el que ha 51do preparado 1n101a1mente el siste-

'ma,'viene.dada por la ecuaclon,(7o43a)



@m (H- f Jz ot  Guinin (z) | o fi_"(7.;1(1_2)_'
Con obaeto de apllcar a esta 1ntegra1 el teorema de los |
' re31duos, ‘debemos cerrar convenlentemente el contorno de 1nte- :
:wgraclon‘z Ca . correspondlente -a la recta orlentada (00+wv-—~
—OD4—A7 ) Al ser t;>O ha de cerrarse dlcho contorno en el se- )
. mlplano 1nfer10r de manera que la contrlbu01on deA éi;t’ haga
tender a cero la 1ntegra1 sobre - el tramo de contorno suplementa—
-rio. ‘Aparece, entonces, la dlflcultad de no - poder cons1derar un

3 contorno cerrado en la reglon ‘de analltlcldad de la funclon S

">(;m,nh(2) ’ pues; como se ha v1sto en el apartado 7 3 5., dlcha

7i fun01on presenta una. cortadura a 1o 1argo de todo el eae real

no pudlendose, entonces, cerrar ‘de una manera tr1v1al el contor-A
no C, en el semiplano 1nfer10r.l | o .
| Con el fin de salvar estaldlflcultéd.prdcedemos a’prolén#;
. Agaripor cdnﬁinuidad7la funcién-13nn““(2)"én ellsemiplanb infe-
 r1or a partlr del valor que toma en el semlplano superlor. El
_valor tomado por la fun01on prolongada por contlnuldad sérd di-
A__ferente del valor tomado en el mlsmo punto por la determ1nac1cn _
de 1a funclon orlglnal. ' . _
i Se ha. -visto en el apartado 7.3, 4., ‘que la funclon.(EnnmJUU
o tomaba dlferentes valores para sus. p081b1es determlnaclones so—ff

5 bre el . eJe real seglin que se. alcanzase dicho ege ‘en dlferentes-.-‘

'-_1ntervalos. En consecuen01a, se. obtendran dlstlntas prolongaclo-

'nes en. el semlplano 1nferlor para dlcha fun01on segun cual sea

el intervalo del eje real a partlr del cual se tome la determl—:_ 

.naclon 1n101al de la funclon. s | “
-uErocedemos, pues, a prolqhgaf analiticamente' l1a funcién’

N



-'(;wnnn(z) en el semlplano 1nfer10r partlendo del semlplano.su-
'Aperlor a las dlferentes hogas de Rlemann segun cual sea el 1n-vq
~ tervalo del eae real. sobre el que se efectua dicha prolongaclén.
:Llamaremos, asi, prlmera hoga de Riemann (I) al semlplang‘supe-
rior, segunda hoja de Riemann (II) a la regién delIsemiplanb in-
.: ferior comprendida entre las redtas <N=-CU¢ y UJ=(N%' v tercera
hoja de Riemann (III) a la reglon del semiplano inferior compren-
'_dlda entre la recta W= W, e 0 -, y cuarta hoja de Riemann

(IV) a 1la reglon del-semiplanojinferiof comprendida entre la rec-

ota wi-w. oy -0

o Las prolongaclones analltlcas de Z;mﬁ¢hn(z) .én cada una
- de 1as dlferentes hojas de Rlemann (SHMW;' Gnnh“(¥ C}MNJZX
" se obtendran a partlr de los valores que ‘toma la func1on G o ()
'en cada uno de los intervalos {'WIJUQ', (Q&,OO) 'y @0%‘Q#>nw-

. diante las definiciones

+-.T,__ ( ) - (2’-4—} %, an«\-sZ,LA')(ZA—} a (/th""‘?‘-,)’) +~23’ (7.113a)
' D+lL z)
"-.‘.G:’frm‘(z) _Z *3& 3 Won + ‘?f o '<7;1i3?>>
I D*m_(a) T L T
G’:\?\M ‘(2). : 2+£ -4 - (A)nw -|- A«b’ - . .. _ ' e . 'v (7.1130)
. . E)*]I-(z) T |

 siendo : ) -
D) = ( z +}—q I“‘:?f)(z‘-?*)' (2~ ;_2;}) o (7.114a)
WO, A [
= (2 q+\ (? ”.]) - | -.i -> (7.114¢)
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Fig. V.i.I.SH - Contormo Cf .
con ;_
o= w (whooa) g oy  aise
Py = 4 { W t'(;uin‘- 451)@3 +g - ;? -/‘3/ | .(’7_.]..15b)
4 =z 1 w'“ - (“’“W‘ - 4 “3 ‘L? f s | o (:f.lléc)'

Al ser el término (% g de segundo ‘orden en la perturba—
,cién, sblo modificaré 11geramente 1a p03101on de los polos, v
. dada su relatlvamente 1enta varlaclon hemos omitido su dependen-

o«

cia-de W » 7 por lo tanto de.z en la prolongaclon analltlca,

para la determlna01on de 10s mlsmos. o

Apllcando, ahora, el teorema de los re51duos al contorno
de la Fig. VII.8., en la que con los 1ndlces I, II IIT y Iv se -
"indica si nos encontramos'sobre ‘la prlmera,'segunda, tercera o

. cuarta hoja de Riemann respectivamente, y teniendo en cuenta que
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ios éoﬁtornos IT, ““III -j IV‘ n6chntribuyén en'nada para R~:>cv
: mlentras que los céntornos IL’ IIL v IIIL para el lazo L y los¢mw
' contornos IL’ IIL ¥ IVﬂ para el 1azo I producen una contrlbuclén
que no tlene 1nteres para t pequenos al ser.X<K°9n(Mower, 1966),.

' la ecuacidh (7 112) puede escrlblrse éomq-:‘.a
. . ‘sz ' ‘- -. ’- )
| QM(% = = f Jz C Gem 3 (7.118)

_La- fun01on (;nnnn(Z) no tlene polos én 1a'primera hoja

de Rlemann y los polos correspondlentes a. sus prolonga01ones ana-
+1L ~

lltlcas,(;nnnw (2\ Yy YUnn; nw(i\ ,. al encontrarse 81tuados fuera

' '»—de1 contorno de 1ntegrac1on CT‘3 pues de 1as ecuac1ones (7 1l5b:

¥y (7 1150) se desprende que las partes reales de los polos P
ﬁ+ estan contenldas en el 1ntervalo @“ﬁ-c”;x dado que 1os
p051b1es valores de"Xa . £:A,{ @ ¥ CUHM t son mucho menores
que’ Wn ;. no contrlbﬁyen enila apllca01on del teorema de los
re51duos. En estas condlclones, 1os unlcos polos que contrlbuyen
a la 1ntegral (7. 116) corresponden a los puntos, ZO‘ 9- f 3*527
Z*{_J, dados por la ecuaclon (7 115a), 51tuadoé en :la. segunda .

. hoaa de- Rlemann, con. 1o que ‘se tendra :

pym (4: { I?eswluo [ Za, Q Q—Lif va]im (Z)

. _t t
‘ - + Res'xc?uo own Z+ 6‘6 * Gy\n WA
| - . + R'eﬁw?@o ;gm. .'2-— JC Q vw\ nV\ (2) _} ' (70117) '

Al encontrarse los polos Z; y Ze en una reglon prox1-_

‘ma al orlgen del plano complego z, y al ser 1as varlaclones de



o

| f(w) ;y a(uﬁ ‘en esta reglon despre01ables, pueden reemplazar—: 
- se dlchas funclones por su valor cerca del. orlgen, con lo que,
R 'segun 1a ecuac1on (7. 74) €s. ﬁ 9 Q , resultando para 1os po- :

. los de. la segunda hoaa de Rlemann 1as expre51ones :‘ *"

- 'ZOAA

' Zi (wnm - ‘IW ) - ‘ZL . (7.118b) :
En estas condlclones, puede escrlblrse para (7 117)

‘ ,-::_\- £, e izt
Pm(e 4 (2" - “’"U et ay?

(-ZLJ +2 )(JAJ + 2~ ) + (z++2kd)(2+- 2-—) -

‘ _L-?—t

¢(L' .
(Z- -4--21.{) (2-—24_)

L (a19)

Deflnlendo K

_&h&

,fU?*,;<;l.. _,,'  “__jj'”-_  . (7.1208)

4/3

ECNTo s oA o gamm

'u' e

B la-ecuac1§n (7 118b) ée cgﬁv1erte ep E

'v"-Zs" s2h - %izr; o B (7.121) |

2‘-:Qé?ifiqé?apsé“ias‘?elégiééeéf!‘“"‘ B -
2& +4;y“ ‘ .A 7 

Z_+4q ;;zA



-';’Con_esta,noﬁaciéngia.écuéciéh (7;118)_pﬁede‘escﬁibir3e'coe'
fe® ‘_-".e‘”’b'( 445 -2y -+ J 'e—l Ax o -J"e"z'A ) .

]

)
1\

Y- M AT L A SR B oL SR ol B IRPPS
IR N e YOO R G R o
S N -7 "'«'";J(Aﬂf'I.)" ’ e ) B
) expre51on que nos da 1a poblac1on del nlvel | > 5. en el que _
: ha 51do preparado el s:.stema 1n101a1mente, en el 1nstante t.
| : Pasemos a anallzar los s1gu1entes casos : '
l) El parametro A es un niimero real._
Entonces, se- verlflca que wnw- > Z‘K Ly y 1a ecuac:.on ('7 122:

: adopta la forma K

p““({)v:-*/\f'é—r e' .J =, ?Ae );) {4+ tos. z(A a)"t}
o

= A;‘e o { Az*f COSJ (L\L_'—zgz)"/”cj} (a2

; que representa un proceso d1s1pat1vo gobernado por dos termlnos, ‘

; uno que decae exponen01a1mente y otro osc11ator10 amortlguado f'-'
de. frecuenc1a ~2(A Jz)é | o |
- Cuando J << A ‘1a. poblaclon del nlvel \V\> v:Lene dada
POr‘-.'V . Lo _@. .-;~w' : : T oo
= ».l L a ;ixtn }iA< SR ,}7ﬂfff. o
FW G ey
‘if'que nos da una ley exboﬁenclal para.la desex01tac1on del n1vel

\

"\“:>' _1dentlca a la que obtendrlamos si- no ex1st1ese el otro’

:'niV§1: UM:7 acoplado al contlnuo..El tlempo de v1da,:{}:lgldél ; 



‘nlvel (W> esfa defiaidajpdf 1a'falaéiéa::
| e tn
eé'dedir_ﬁﬂ‘. | | B
Al ir aumentando la 1nten81dad del acoplamlento'la dapen-

<den01a de la pob1a01on con el tlempo se va hac1endo cada vesz me-

. nos exponen01a1 mlentras que el perlodo de oscllaclon aumenta.

2) El parametro A es 1mag1nar10 puro.'

En este caso puede escrlblrse P
A= f— 'A*)J__./»z
¥ la eauaciéh‘(7fl22)itoma la farﬁa :
| : _.zyt |
U.— n*

) ?w»(’c = { A +y aasl« (51_/\*)’%} (7‘.1_246l)

. que corresponde como en el caso anterior a un proceso disipati-

VO. o :
. 3) El parametro A es nulo (A ){
En este caso crltlco resulta para la. ecuac1on (7 122) la

‘forma :

pm(a = e (4 W‘) R o (7’.127)-
"que 51gue correspondlendo a un. proceso dlslpatlvo gobernado, aho--
ra, por dos termlnos, uno que decae exponen01almente y otro cua-.
dratlco. La ecuac1on (7 127), como en los casos anterlores, tlen-.

~

fde a cero cuando S ;zco-. ‘\f:~



Al

- 7.3.7. Poblacién.del nivel ()h>?

Pasemos ahora a calcular 1a 1ntegral (7 45b)

'ZU.L.A 2

‘ww?que~ndslda la-pOblacién~deT-niveI“‘\Wf>””enJéI“in§ﬁante't;-CUan; -

do el sistema ha sido preparado 1nlclalmente en el estado IW>’,
Dado que la funcidn (;mw mnﬁﬂ presenta unlcamente una cor-
tadura en el 1ntervalo;(—wh‘”¢) del eae real, al ser nulas sus
determlna01ones sobre los 1ntervalos (U’2 )- y (o0, “ﬁJ -'
finimos, de forma analoga que en el apartado anterlor, 1a prolon-
“:8301on analltlca de Cﬂmm mn(?) en.la segunda hoaa de Riemann

. como :

Gimna (@) = — =20 S (7.129)

S D**(2) T |
-siéndb': - , ;

DV*I(z) = _('z - zo)(z-2+)(2 -2.)

con | -
Zoz a £ - J/.
(wnm - 4{) + 3 £ - -24

Efectuando el mismo razonamlento que para la obtenclon de

(7 116), 1a ecuaclon (7 128) puede escrlblrse en la forma t

pw\m(f = f A’z e“zt GW M(Z) (7;130)



. Fig. - VII.O '-:"-Contorh.of C%—. S

‘f:donde *C:T es el contorno de la Flg. VII. 9.,lﬁu

: Puesto que - Gmm wn (%) no t:.ene bolos en lé pr:l.mera ho;]a de
: Rlema.nn, los unlcos polos que 1nterv1enen en la apllcaclon del
 teorema de los residuos corresponden a 1a prolongaclon analltl-
bca en. la segunda hoga de Rlemann, ) 'Zo y Z+ ) 'y dlcho teorema

perm:Lte eSCI‘lblI‘ ('7 130) en 1a forma o

L}t

pw\m[/c)= { Resw?uo en Zo‘ aze A-‘e Gmm wa :(é“)

. Lo ’. _{‘I" to -
4 Resia(u_a e 2+ oQa . L%' :,\.;y;._m (2.

-~

+ '-Qe‘slduo @u 2- afe e .} wa wne (1) } e (70131) e

) La h1potes1s efectuada en el apartado anterlor sobre el

termn.no (&} }) Y permlte poner los polos de :Lnteres como e



B ;.:17(;‘:

- Zo A=. _JLX .A
I A
“'Z?4='t(@*e*-4az)--z%i.

1o que permlte escrlblr para (7 131) :

: t : o 2t ‘ . i
e et
‘ (z%apz )(2LJ+2 ) (v 2iy)(z-2)
L _Az_t . 'A',i.:,‘u;.'.f R : e
2% L O as

'(?f+ij(z‘fgdu,

que puede expresarse con ayuda de las (7. 120) como ;t'
£ _ 3
3.)( ...2(. A’C

s e (g

ARy
e ) (s
fexﬁfeéisq que ﬁéé dé ia pébiadién dellniQelliﬁA>':en él instan-
te t.. | T | | |
o Pasemos a con51derar‘los 31gulentes casos ::

E l) El barametro A es real. J |

- Entonces la ecua01on (7 133) adopta la forma :

‘:'  _ ,th : ' , "
pwwk ) = '_.‘Z'(JALQ ) { 4- (.os ~<°— (A "J ) l'!’/ }

ecuacién que pone de manlflesto el acoplamlento entre 1os nlve-'»
les l“:> y \WC> a traves del medlo. Se trata de un’ proceso
dlslpatlvo gobernado por una fun01on exponen01a1 hd por una fun—A.
clon osc1lator1a amortlguada de frecuenc1a. 2 (Al XL)A
2) El parametro A es 1maglnarlo puro.;_g

" Entonces se verlflca :




e
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et

- AT

N o, ok : |
R/ ekt (- )T (7.135)

3) A = 0. En este caso resulta :.

. . ’ _axt I
o (b) = e o (7.136)

En estos dos casos Giltimos, asi como en el primero, se ve-

. rifica la relacidn :

"' : : oyt | v
(m(u_ ~ o8 = @ (7.137)

‘ecuacidn que nos da la relacién entre las poblaciones de los ni-

veles discretos en todo instante.



111,

A cont:.nuac:.on se representan las poblac:Lones correspon— |
dlentes a cada Spln para los tres casos : a) A>X b) A Y
y c) A = 0. . T T
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CONCLUSIONES.



' Los resultados fundamentales a 1os que se llega ‘en esta

memorla pueden resumlrse ‘en 1os s1gu1entes puntos e

1.- Se obtlene la ecuacién (5 56) para 1a evoluclon del:

;0perador den31dad redu01do del 31stema de splnes medlante el mé-

o todo de Nakaglma-Zwan21g, 31endo una ecua01on 1ntegro-d1ferenc1al

en el tlempo, de caracter no-markov1ano. Dicha ecuaclon es exac-'
ta y descrlbe un proceso "rever51ble", constltuyendo un excelen—'

ﬂjte punto de partlda para dlversas aprox1ma01ones.

. 2 - Hac1endo uso. de la aprex1maclon de W1gner-Welsskopf
lfsuponlendo que 1a red se encuentra en equlllbrlo termlco a tem-*'
'pperatura T (no muy baaa) durante el proceso de relaaa01on del
51stema de splnes b tenlendo en cuenta que el acoplamlento es
'bdebll se obtlene, a partlr de (5 56), 1la ecua01on (5 71), que
'les ahora de caracter markov1ano, para la evoluc1on del operadori
' dens1dad redu01do del s1stema de splnes. Esta ecuac1on viene da—
. da en’ func1on de 1os operadores de crea01on,_67.,\+ y de anlqul- 3
'-plaolon,AQ;f ’ asoclados a los splnes,’en la representaclon de

" Schrddinger. -

3 - A partlr de (5 75) y (5 71) se obtlenen las ecuaclo--a
ivenes de evoluclon (5 79),~(5 82) y (5 85) para los valores espe-.
”a_rados de los operadores dlnamlcos del Spln n, 1as cuales en for—;.
ama 1ntegral pueden escrlblrse como (5 89) |

Es 1nteresante observar en estas ecuaclones la presencla

' '“de termlnos cruzados que . dependen de 1os operadores dlnamlcosAf

?fdel otro sp1n lo cual refleaa la 1nfluen01a de cada sp1n en el -
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gproceso de relaga01on del otro como consecuencia de estar ambos.m

~acop1ados al mismo medlo.

4.-E hec.:h‘o de.-que' el parédmetro A(U ’ deflnldo por

(5. 63a), sea pricticamente nulo (von Foerster, 1970), y de que

T

el parémetro X sea‘mucho menqr que d ‘ , como puede apre—

n

ciarse en una estimacidén némerica a temperaturas normales, su-.

glere tomar como solucidén de orden cero de las ecuaciones (5.89)

" las (5.90), las cuales pohen claramente de manifiesto la éxisé‘

tencia de un amortiguamiento en el sistema de .spines, que,pre-

parado en un estado inicial arbitrario, evoluciona irreversible~

--mente hacia una 31tuaclon de equlllbrlo. La apar1c1on de esta

conducta 1rrever51ble esta motlvada por la gran cantidad de gra-

dOS’de libertad de la red la cual se encuentra en el 1limite

‘estadlstlco, de manera que cualquler mov1m1ento organizado de
los splnes al 1ntera001onar con la misma, llega pronto a ser

tan compleao que podamos con51derarlo como caotlco.

Las ecuaclones (5 90) establecen que cada espe01e de Spl—
nes verlflca las ecuaciones de Bloch en las-que aparece-para'

cada espe01e un tlempo de rela3a01on longltudlnal 'T;— [ilT

'y otro transversal, (M que practlcamente son 1guales pa-

‘ra cada spin.:

.

Se= En el equlllbrlo (para tlempos muy grandes) se obtle-'

ne para el valor esperado del operador numero de ocupa01on del

spin n la ecuac1on (5. 91), que es preclsamente la 1ey de dlstrl-

\

‘bucibn correspondlente a una colect1v1dad de fermlones en equl-

'llbrlo termlco, 10 que esta de acuerdo con la 1dea de que la red



se comporta como un "bafio térmico" para los spines. .-

;j 6.- El ac0p1am1ento de los Splnes a la red 1ntroduce un
'pequeno desplazamlento de 1la energls Zeeman de cada spin, como.
'se pone de manlflesto en 1a ecuac1on (5. 78a), en la que apare-,'
ce 1a frecuenc1a modlflcada bUm ;. | |
4 Este desplazamlento consta de dos termlnos, uno de . ellds,”.

ACU ' deflnldo por (5 65a), es el desPlazamlento Lamb producl-‘
fdo como consecuen01a de estar acoplados los . ‘spines a un cuasi-
‘ ,contlnuo (1a red), mlentras que el otro, QfAT%f; deflnldo por‘ '

(5 63b), reflega 1a contrlbu01on termlca a dlChO desplazamlen- x

A 'to,’i' S

??stiéndog:!‘

o 7.-1a constante efectiva de-amdrtiguamientd paré'el spinF 
' T
‘.n, 6; , Viene. dada por la ecuacién (5 88) ‘que puede escrlblr-

se en 1a forma':

- -x?’ 4 <..W°’f"-’f>f’

.X:; o l(; N.(ub)t 4U|0MM_

. Bs de destacar que >K:i no solo depende de la 1nten31dad
. 'de acoplamlento con la red (medlante el parametro X ), 51no.

11'tamb1en de 1a pobla01on de fonones de frecuen01a 1gua1 a la del

-"¢  spln n, <:h/UJ :@ y la cual depende a su vez de’ la temperatura :

’”de equlllbrlo 51gu1endo la ley de dlstrlbu01on de Bose-Elnsteln.



8.- Con31derando que los splﬁes son estadistlcamente 1n-'<ﬂ
- de pendlentes, las soluclones de orden cero. (5 90) se. utlllzan @Q‘

”para determlnar ‘unas soluclones aproxlmadas de 1as ecua01ones-l‘
.1ntegrales (5. 89), obtenlendose las (5 96), partlcularlzandose
'dlchas ecuaciones para el caso en que los dos splnes estan 31-=

tuados en p031c1ones equlvalentes.v'

9.- E1 metodo de Mor1—Zwanz1g nos ha permltldo 1legar de
.forma dlrecta, baséndose tamblén en la tecnlca del operador de
B proyec01on, a 1a ecuacidn de evolu01on (6 52) para 1a funclon -
.  de correla01on ordlnar1a,<<ﬁ}(0\m~&ﬁ7 asoclada al Spln n, ‘la
Wcua1 descr1be.1a fluctuac16n‘del spln:alrededor.del equlllbrldQ'
. Es de destécér Que para'obféﬁer dichateduaciéh ée>ha Séguido un
esquema perturbaclonal analoga al empleado por Klm y Wllson (Kim
y Wllson, 1973 ) para anallzar el problema de un oscllador ar-
.ménico sumergldo ‘en un bano termlco, y por Bose y Ng (Bose y Ng,,'
’1975 ) para ‘analizar el problema’ del laser. |

"En esta ecuac1on puede observarse que la 1nfluencla de 1la ‘x
. red sobre 1os splnes se traduce én un amortlguamlento, Xn. y y -
:en un desplazamlento de la frecuen01a 1ntr1nseca del Spln, re- ”Yf
sultados que estén en consonanc1a con los obtenldos medlante 1a'.

f'apllca01on del metodo de Nakaglma—Zwan21g. o

lO.- Hac1endo uso del teorema de fluctﬁa01on—dlslpaclon -
- se obtlene, a partlr de 1a fun01on de correlaclon ordlnarla, la
ﬁpoten01a absorblda por el spln en un experlmento de RMN, ecua—f
'clon (6 93) .‘ | |

.En este caso de a00plam1ento debll, en el que e1 ancho de"fv
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-1inea es mucho menor que la’ frecuenc1a de‘resoaan01a, y»enkla
Aaprox1maclon de altas temperaturas (ﬁx H4<< LT ) se encuentra
que el perfll de llnea asoclado a cada spin es de tlpo lorent- :I
21ano, ecuacidbn (6 98) . ‘ ' |

©

11.- Para estudiar 1a evoluclon de las. pob1a01ones del sis-

~ tema de splnes en el caso llmlte de bajas temperaturas se 51gue

la tecnlca del "resolvente" a5001ado al super0perador de Llou--;
ville del 51stema. ‘De esta manera se obtlene para la poblac1on
.del spin n en el 1nstante t, cuando el 51stema ha s1do prepara-'~'

. do 1n101almente con dlcho spin en su estado excitado el otro en |
f"el.estado fundamental y la red en el estado de vac1o, las_ecua-,a'

ciones (7‘123),,(7.126)'y (7.127), qae-représentannuh proCesoi

‘,_dlSlpatlvo gobernado por dos termlnos, uno que decae exponen01al-

mente y otro amortlguado que, segun los casos, es osc1lator10,
hlperbollco ‘0 cuadratlco, y que es consecuen01a de la’ presen01a
del otro spin acoplado al mlsmo contlnuo.<

Cuando la dlstan01a entre 1os nlveles es mucho mayor que

el amortlguamlento, 1a poblac1on @m(t decae segun la ecua016n

(7. 124), que es el decalmlento exponen01a1 que hublesemos obte-'
:1fn1do si solo ex1st1ese un spln. Por tanto,ien este caso la pre- .
”sencla del otro Spln no afecta a 1a relaaa01on del prlmero. Es e

'de destacar que al ir pasando de s1tuaclones en que la- dlstan01a

o entre 1os nlveles es mucho mayor que el amortlguamlento a otras

en que este es mayor que aquella, la dependencla temporal de la
poblaclon se va haclendo menos exponenclal. : |
Para la pobla01on emm(f se obtlenen, en 1as mlsmas condl- .

‘i;clones 1n1c1ales anterlores, 1as ecua01ones (7 134), (7 135) y.
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(7.136). Esta poblacidén es una funcidn émortiguAda que, segin
los casos es oscilatbria, hiperbdlica o cuadrética; y pone de
‘ménifiesto el acoplamientq entre los spines a travéé_del conti-

nuo.

12.- Es de destacar que tanto en el céso de altas tempe-
raturas como en el-casorlimite de béjés temperaturas; los resul-
tados obtenidos en esta memoria cdincideﬁ con lqé obtenidos por
F. Mauriéio en el trabajo citado, en el cual se analiza el pro-
blema mediante la técnicé de Langevinveh el casd,de altas tem-
' pefaturas, y.mediante'la técnica del resolvente asociadoial Ha-

'f_miltoniano.del sistema para T =0,
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