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I. INTRODUCCION.'



En un reciente.trabajo de P. Mauricio (Mauricio,.197^) se

analiza la relajación de un sistema de dos spines 1/2, correspon

dientes a dos núcleos idénticos pertenecientes a una molécula

grande sumergida en un campo magnético estacionario y uniforme,

provocada por el acoplamiento de los, spines con el medio molecu

lar. Se considera que los núcleos están situados en lo que en

resonancia magnética se denomina posiciones no equivalentes. En

tales condiciones, el campo magnético efectivo existente en las

proximidades dé cáda núcleo será ligeramente diferente dando lu

gar a distintas separaciones entre los correspondientes niveles

Zeeman (Pople, Schneider y Bernstein, 1959).

Es interesante observar que al tratarse de spines 1/2, y

que por lo- tanto únicamente tienen asociados momentos dipolares

magnéticos, el mecanismo mediante el que tiene lugar el acopla

miento de los estados del spín con el medio molecular se concre

ta en la interacción de dichos momentos dipolares con los cam

pos magnéticos fluctuantes asociados a los grados de libertad

de dicho medio "(Pople, Schneider y Bernstein, 1959» Ramsey, 1953)

Se denominará "red" precisamente a estos grados de libertad con

los que los spines intercambian energía. •

En el caso de una muestra de muchas mpléculas es razona

ble considerar que los'dos spines pertenecientes á una de ellas

no están acoplados con los de otra a través del medio molecular,

de. tal manera que•cada par de spines poseerá su propia red.

En el modelo que se presenta en primer lugar, se conside

ra a la red como, un medio armónico en equilibrio térmico a una

temperatura T y en el límite estadístico, de forma que sus mo- ,

dos normales son lo suficientemente numerosos cómo para dar lu-



gar a un. espectro denso (cuasi-continuo),

En el citado trabajo se da una descripción del sistema:

combinado spines-red considerando su evolución dinámica en la

representación de Heisenberg. Se obtienen así las ecuaciones

cuánticas de Langevin para la evolución de los operadores del

sistema de spines, eliminado los operadores de la red de las

ecuaciones de movimiento de Heisenberg del sistema total.

En el presente trabajo analizamos el modelo' descrito an

teriormente mediante la formulación del operador densidad del

sistema, siguiendo para ello el método de NaJcajima-Zwanzig, el

cual permite obtener una ecuación de evolución para el operador

densidad reducido del, sistema de .spines, a partir de la que se

obtienen las ecuaciones de evolución para los valores esperados

de los operadores dinámicos de dicho sistema.

En el capítulo II se hace una breve exposición acerca de

las propiedades-del operador densidad dé un sistema cuántico,

í^^^oducido a partir de la definición de valor esperado para un

operador cualquiera del sistema, escribiéndose su ecuación de

evolución en las representaciones de Schrodinger, Heisenberg e

interacción. Se introduce, t^-oibién, en este capítulo la opera-'

cion "traza parcial" sobre las variables de una parte del sis

tema total, que conduce al concepto del "operador densidad re—
•  . , M '

ducido" asociado a dicha parte.

Analizamos en.el capítulo III el.método de Nakajima-Zwan-

zig de una forma general. Este,método se basa en el hecho de que

en muchos problemas no es necesaria toda la información conte

nida en el operador densidad, por lo que se utiliza la técnica

del operador de proyección para separar dicho operador densidad
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en una parte "relevante" y otra "irrelevante", de forma que es

ta última no contribuya al cálculo de valores esperados de in^^

terés. ■ ■ ■

Se introduce en este capítulo el "operador" cuántico de

Liouville, definido como el conmutador del Hamiltoniano del sis

tema, el cual actúa sobre el conjunto de operadores (espacio de

Liouville) definidos sobre el espacio de Hilbert de los estados

cuánticos del sistema, por lo que normalmente se le denomina

"superoperador de Liouville" o "Liouvilliano", En función de es

te superoperador se escribe la ecuación de evolución para el

operador densidad del sistema total ("ecuación de Yon Neumann-

Liouville"), siendo dicha ecuación el punto de partida para el

desarrollo del método de Nakajima-Zwanzig. .

Introduciendo de una manera adecuada en la ecuación de

Yon Neumann-Liouville el operador de proyección, se obtiene una

ecuación de "evolución para la parte relevante del operador den

sidad del tipo :

+ xw (1.1)
M  ;■ Jo ■ '

denominada "ecuación de. Nakajima-Zwanzig", en la que el super
operador de Liouville efectivo » el núcleo integral Kf"t)
y la inhomógeneidad I (-t) , quedan definidos en" función del ope
rador de proyección, del superoperador de Liouville y de las

condiciones iniciales del problema.

La ecuación (1.1) es una ecuación integro-diferencial en

el tiempo de carácter no-markoviano, es decir, el valor de la

parte relevante en un cierto instante depside del valor que to

me dicha parte en todo instante anterior, siendo una ecuación



exacta que describe un proceso reversible, constituyendo un. ex-;-

celente p>unto de partida para la aplicación de diversas aproxi

maciones. ■

En el capítulo IV se precisa la imagen física de los spi-

r Ues- y de la red. con objetO;..de introducir, las-,principales .relacio

nes matemáticas que se van a utilizar en capítulos posteriores.

También se describe en este capítulo lá forma del Hamiltoniano

de interacción spines-red, exponiéndose las principales hipóte

sis que se efectúan sobre el modelo.

El proceso de relajación de los spines alojados en la red,

en este caso en,que esta se encuentra en equilibrio térmico a

temperatura T, se describe en el capítulo V a partir de la ecua

ción de Nakajima-Zwanzig, de forma que en la pairte relevante del

operador densidad del sistema combinado spines-red,.^s+b (ti , en
tre como factor el operador densidad reducido del sistema de spi

nes , (t) , para lo cual se define el operador de proyección

én función de la operación traza parcial sobre las variables de

la red, Trg . Mediante la aproximación de Wigner-Weisskopf,

de la hipótesis de acoplamiento débil y considerando que las '

propiedades estadísticas de la red no se afectan sensiblemente'

durante el proceso de relajación, se.obtiene una ecuación de .bvo-

lución para el operador densidad reducido del sistema, de spines

en la representación de Schrodingér en función de los operadores

de creación, , y de aniquilación, , asociados al spín

n en dicha representación.

A continuación se pasa a determinar las ecuaciones de evo

lución para los valores esperados de los operadores dinámicos

del sistema de spines, utilizándose para ello la ecuación de



evolución para el operador densidad reducido del sisljema de api

ñes obtenida anteriormente• Dichas ecuaciones muestran la influen

cia de la presencia de un spin en el proceso de relajación del

otro mediante la apanición de términos cruzados correspondientes

a operadores de cada uno de los spines.

Se determina a continuación la solución de orden cero de

estas ecuaciones, en la que aparece claro que la influencia de

la red en la evolución de los spines' se caracteriza, fundamental

mente, por ún amortiguamiento a la vez que por un desplazamien

to en la frecuencia intrínseca de cada spín, dependientes ambos

de la temperatura de equilibrio. De este modo, se pone de mani

fiesto la conducta irreversible del sistema de spines que le lle

va á alcanzair el equilibrio con los grados de libertad de la red,

la cual actúa como un "baño térmico".

A partir de lá solución dfe orden cero se obtiene una so

lución aproximada, para las ecuaciones integrales obtenidas con •

anterioridad, particularizándose dicha solución para el caso en

que los dos spines se encuentren en posiciones equivalentes.

En el capítulo VI se a.borda el cálculo de la función de

correlación ordinaria, asociada al spín n, emplean

do para ello el método de Mori—Zwanzig basado, también, en la

técnica del operador de proyección. La función de correlación

obtenida, que da una descripción de la fluctuación del spín al

rededor del equilibrio, se usará para determinar la potencia ab

sorbida por el spín en un experimento de RMN, obteniéndose el

perfil de linea asociado a dicho spín.en la aproximación de al-

tas temperaturas.

-  El resto del trabajo se dedica al estudio del amortigua-



mien.'to de los spinés en el caso iíinii;e de bajas ■temperaturas ^
T =0, en.el. que ya no son razonables las hipótesis efectuadas

anteriormente sobre el comportamiento estadístico de la red.

Para ello se parte de nuevo de la ecuación de Ven Neumann-Liou-

viíle para la evolución del operador densidad, y se considera
que inicialmenté uno de los spines se encuentra en su estado ex

citado y el otro en el fundamental.

Las soluciones obtenidas dan la evolución de las poblacio

nes de los spines, es decir, la evolución de la probabilidad de

permanencia ó de transición en los estados de la energía sin

perturbar, estando de acuerdo con las obtenidas por P. Mauricio:

én el trabajo citado, en el cual se utiliza para este problema

la técnica del operador resolvente asociado al Hamiltoniano del

sistema.



II. EL OPERADOR DENSIDAD DE UN SISTEMA CUANTICO.
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2.1. Definición, propiedades y ecuación de evolución del

operador densidad. _

; Normalmente, el estado" de un ̂srstema cuántico , -en un cie-r-

to instante, no se encuentra determinado totalmente, siendo pre

ciso introducir, para la descripción cuántica del' mismo, uín cpri-

cepto matemático muy cómodo, el operador densidad, el cual faci

lita la aplicación simultánea de los postulados de la Mecánica

Cuántica y del cálculo de probabilidades.

En este apartado exponemos, de una manera breve, los pun

tos" básicos en que se basa la descripción de ün sistema cuánti

co mediante el operador densidad (Paño, 1957i Tolmañ, 1967, ter

Haar, 1961, Jancel, 1963, Coben-Tannoudji, Diu y Laloe, 1973,

Louisell, 1973). .

Supongamos que se han efectuado sobre el sistema en estu

dio suficientes medidas como para determinar que en un cierto

instante, to , se encuentra en el estado Entonces, el

vector estado del sistema en un instante t, IVsí-t)^ , vendrá da

do por la solución formal de la ecuación de Schrbdinger indepen

diente del tiempo :

(i -t»)
\ l^ít)> = e . .(2.1) ^

en donde ^ es el Hamitoniano del sistema.

Si hs es un operador arbitrario del sistema cuántico en,

la representación de Scbrodinger, el valor esperado de dicho ope

rador en el instante t, viene dado por (Cohen-Tannoudji,, Diu y

Laloe, 1973) : -

Fr^w> ■ , (2.2)
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Ahora bien, teniendo en cuenta que el producto escalar pa

ra todo par de estados cualesquiera, I "P )> y I 4^ > ,del sistema,

viene dado por (Cohen-Tannoudji, Mu y Lalog, 1973) :

<¥1 = V (í^Xfi)

obtenemos para el valor esperado de Rs , la expresión :

<R>, = T; R i%ft)><%WI (2.3)

En muchos casos, es prácticamente imposible efectuar las

suficientes medidas sobre el sistema como para conocer su esta

do en un instante dado, por lo que el valor esperado del opera

dor en cuestión no está definido de una manera única, sino que,

por el contrario, se encuentra sujeto a una distribución proba-

bilística.

Supongamos, entonces, que únicamente se conoce que el sis

tema se encuentra en un determinado estado, I 4' ̂  , con probabi
lidad , siendo : ■ ' -

X  =-<í ■ ff > o , (2.4)
En estas condiciones, se hace preciso promediar el valor

esperado. R , definido en (2.3) , sobre esta distribución de

probabilidad, definiéndose, entonces, el, valor esperado de R

como : ' _ ' •

"  << R.R = S í? RW><^W)I ■
Observemos pues, que las probabilidades intervienen en dos

niveles diferentes : el primero* corresponde al carácter incom

pleto de la información inicial sobre el estado del sistema (ta-



les situaciones son igualmente tratadas en Mecánica Estadística

Clásica) y el segundo a la incertidumbre (específicamente cuán

tica) ligada a los procesos de medida.

En el caso en que se puedan efectuar las suficientes medi

das sobre el sistema para poder determinar que sé encuentra en

un estado determinado, I H'(tallen el instante to, entonces, las

relaciones (2.4) se simiplifican á :

(2.6a)

y, en dicho caso, los valores esperados definidos.en (2.5) 7 en

(2.5) coinciden : .

< R X - (2.6b)

La ecuación (2.5) sugiere definir el operador densidad del

sistema,, en un instante . t, como- :

S f? (2.7)

con lo que dicha ecuación puede escribirse en la forma :

<C< fs = Ir R Ps W (2¿8) .

A partir de la ecuación (2.7)» podemos obtenér fácilmente

la forma del operador densidad en la representación de Heisenberg

teniendo en cuenta que ambos operadores están relacionados por

la expresión (Lóuisell, 1973) :

f ̂  -¿O
= e', f^(i) e \ .(2.9)

obteniéndose para el operador'densidad en la representación de



lo

Heisenberg ;

fo " R' 1 'Í'h ̂  Íi'h i (2,10)

donde I ^vj

Evidentemente se tiene :

<r<C Fii (t) "»> ~ Tr K* í"t] r

= Tr ( íi e/ ^J ^

=  .Ir ( Fs e ' Ch e' ) =

=  Ir (" F fsW) = « 1-5 >X (2.11)

en donde se ha utilizado la propiedad de invariancia cíclica de

la operación traza.

Puesto que normalmente sé trabaja en la representación de

Schrbdinger, suprimiremos en lo sucesivo el subíndice s,excepto

en las situaciones en que sea preciso remarcar que nos encontra

mos en dicha representación.

El operador densidad presenta algunas propiedades importan

tes : .

i) Es un operador he.rmítico : .

En efecto': ■

^ Pr fltftlXYítlI f ^ Pr IJ-.WXrítíl = f (2.12a)
Vfr t . , ^

ii) Su traza es la unidad.

En efecto :
\

i  ̂ ^ ̂ = 4 • ■(2.12b)
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iii) Sus elementos de matriz diagonales son reales y positivos

en cualquier representación. _ .

En efecto, si I ^ es un ket cualquiera, se tiene :

<f I Y(t)><fíl)T'f> 7

=  -S i?. |<¥|T(t)>l"' > o' (2.12o)

iv) Los elementos diagonales yacen en el intervalo üo' ll .

En efecto, de las.propiedades ii) y iii) se deduce que :

O ^ 'C V l 1 f < /t (2.12d)

v) Tr ^ ^ ¿
En efecto, debido a la hermiticidad del operador densidad,

puede ser diagonalizado por una transformación unitaria :

f i U f U.^' ■ :

siendo U"\y puesto qUe la traza es invariante bajo una
transformación unitaria, se tiene ; .

Tr f' ^ (2.120.)^
I *2 'ya que ^ es un operador diagonal cuando lo es, y los

son los elémentos diagonales de 4UeV evidentemente, veri

fican la propiedad, iv),

Cuando en un determinado instante toi conocemos el estado

del sistema, se tiene la información más completa que es posible

acerca de dicbo sistema, y se dice, entonces, que el sistema se

encuentra en un estado "puro". En este caso, se verifica la re

lación (2.6a), y el operador densidad en dicho instante se redu-
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ce a ;

f(t.) = lYíU XtttJl (2.15a)

y por tanto :

-  11 (to) 1 t = C [io) (2.13b)

quedando, de esta manera, caracterizado el estado "puro" por :

Tr- ± (2.13c)

Cuando no se conoce de manera precisa el estado del siste

ma en algún instante, sino que está caracterizado por una distri

bución de probabilidades, se dice que el sistema se encuentra

en un estado "mezcla", y según la propiedad iv) y la relación

(2.13c), la caracterización de dicho estado será :

Tr < d (2.1/»-)

La ecuación de evolución en el tiempo del operador densi

dad, se obtiene a partir de (2.7) y de la ecuación de Schrodin-

ger ; ■

=  Tf, i%a)> ■

En efecto^ teniendo en cuenta que Rf es independiente

del tiempo, derivando con respecto del tiempo en (2,7),resulta :

p (.t; ii:ííw> + rf,ft)>At wyjl=

y

(Tfs IKWXtít).! - KaiVXr.ftlt Tfs) =
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=  (2.16)

que es- la conocida ecuación de von Neumann.

En este trabajo, trataremos cori un sistema cuántico gober

nado por un Hamiltonianó; ̂  , del que desconocemos la solución

.de su ecuación de valores propios correspondiente, pero que se

puede escribir en forma de dos sumandos :

■  ̂ t' ■ (2.17)

de tal modo que el Hamiltoniano ^ , , del cual se conocen los

valores propios, puede tomarse pomo sistema de/referencia, uti

lizándose sus vectores propios como estados base para la evolu-

áel sistema de Hamiltoniano . Evidentemente, un esta

do base no corresponde a un estado estable del sistema real, pu

es el término introducirá .una perturbación en el mismo.

En estas condiciones, se puede obtener el operador densi

dad del sistema en la representación de interacción, el cual es

tá relacionado con el operador densidad.en la representación de

ScbrMinger por (Lonisell^ 1973) : ' '

&ít) - e Px(t).e: V- , ; (2,;t8)-

con lo.que, haciendo uso de (2,7)» se obtiene para el operador

densilad en la representación de interacción, la expresión : .

. fiít) = s: 1^. (1) xf.ft)!

siendo

4. tJff ' ■'

lvxíi)> = ^ ̂ i+s(:^)> (2.20)
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En este caso, la ecuación (2,16), adopta la forma :

A  = [T*T , C2.21)
a partir de la cual, sustituyendo .(2.18), se obtiene ;

A  . C pw^)] '(a.as)
'ht

siendo

4-

(2.23)Kr ít) = e ' " '

dándonos (2.22) la ecuación de evolución del operador densidad

en la representación de interacción.

Veamos ahora la interpretación física de los elementos de

matriz del operador densidad ;

En función de los estados estacionarios de la energía no

perturbada, podemos escribir ; *

ls^a)> = ^ cjfífc) |n> (2;2¿i-)

siendo ]_a., amplitud de probabilidad de medir la energía

En ,en el instante t. En esta base,: los elementos diagonales del

operador densidad,' vendrán dados por ■

< m |. C(t) 1 rvi> - ^ R. i -

= ^ íR . I 1 4^ f-t) )> I =
V

(2.25 a)

que es la probabilidad de encontrar el sistema, en el instante

t, en el estado I , mientras que los elementos no diagonales

son de la forma ;



X V\ ^ < V\ iH'(t) í^> l - .

"• ̂  ̂ ít) C^ (t) (2.251d)

dándonos la correlación entre los estados 1 *^ /^ y l ^ •

Si se supone que en el instante inicial, el sistema se en

cuentra en el estado 1 ^ de la energía no perturbada,puesto

que dicho estado no es un estado estacionario del sistema real,

en el instante t'el estado del sistema será :

iv(t)> ' 'is c::(t) i».>. : ■ . (2.26)
Yí\ , , '

donde los C KVn ft) son las amplitudes de probabilidad de permanen

cia, para m = n, o de transición, para m^ n. Puesto que el sis

tema se encuentra en el estado .puro t /> ,' tendremos :

1^ ~ (2*27)

y según (2,25), los elementos de matriz diagonales del operador

densidad, en un instante t, vendrán dados por ;

<kvn l^ft) |. vv>> = I G^(-t)l"^ (2,28)

dándonos las probabilidades de permanencia y transición con res-

pécto a los estados base.

En resumen, toda la información que se tiene acerca del

sistema, tanto en el caso dé un estado "puro" como en ei caso

de una "mezcla" estadística de estados, queda caracterizada por

el operador densidad, cuyos elementos de matriz diagonales nos

expresan, en la representación elegida, las probabilidades de
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encontrar el sistema en los' diferentes estados de la energía

sin perturbar, siendo posible expresar el valor esperado de. .

cualquier observable definido sobre el sistema por la ecuación

(2.8)," que en la base elegida, {l } , adopta la forma :

F ̂  - Tr ( ^ \ F (2,29)

2.2« El operador.densidad reducido.

En muchos problemas de Mecánica Estadística Cusuitica se

está interesado en medidas de observables definidos, únicamente,,

en una parte del sistema físico en consideración. En tal caso,

resulta útil introducir la operación "traza parcial", que lleva

ál concepto de "operador densidad reducido" asociado a la par

te de, interés.(Husimi, 19^0,.Cohen-Tannoudgi, Diu y Laloe, 1973),

a partir del cual es posible determinar los valores esperados

de dichos observables.

Para ello, consideremos dos subsistemas independientes A

y B, El espacio,dé los .estados del sistema A+ B, vendrá dado, .

entonces, por el producto tensorial::

^ = 5a, ® ' (2,30)

donde 5a y 56 son los espacios de los estados de los subsis

temas A y.B respectivamente. Si íl^w^}es ,una base.de 5A y
"í^ l^k^luna base de , éntonces, lOs kets or-
man una base de 5 ,

Dado un operador cualesquiera F , que únicamente actúe

sobre el aübespacio; , 5a (o el 5^), se puede prolongar dicho
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operador al espacio total ¿ , de la siguiente forma ;

F = F ® 1 a ( F = 4.^ ^ F ) (2.51)

donde di e, ( ®1 operador identidad del subespacio

(  C?A ).

Por otra parte, el operador densidad, + 6 » ¿Leí siste

ma total, es un operador que actúa sobre el espacio <o ,7a

partir de. él, puede construirse un operador (o fe, )» que

no actúe más que sobre <?a Cd' ¿a ). Con este objeto, se intro

duce ,1a operación "traza parcial" con respecto a B, "Fr^^ , que

define el operador •, denominado "operador densidad reduci

do," correspondiente al subsistema A, como ;

.  . Pa - Pa + B (2.32a)

y cuyos elementos de matriz,, en la base de dicho subespacio, son;

~  I ^ bfe I ) Pa + e> ( l ^ l (2.32b)
•y

De forma análoga se define el "operador densidad reducido"

asociado al subsistema B :

Pb = Tr^ Pa46 . ■ (2.33a)

definido por los elementos de matriz :

I Pe I ^ (d. íA», 1 b), I j Pa+6 ( I (2.33b)

La traza total sobre Pa+6 * en la base viene

dada por :
\

Pa+B = ^ ̂ 1) Pa46 ( U«>i bki>,) (2.3^)
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apareciendo clara la diferencia entre las operaciones de traza

parcial ̂ „de-.traza total de la comparación de la ecuaci6nj-X2»

con las ecuaciones (2.32b) y (2,33b). A partir de dichas ecuacio

nes se obtiene, además, que :

Tr (?A4 6 = ( Tre fA+e) = f Tr^ fA.s) (2.35)

de donde se deduce que y fñ son operadores cuya traza es

igual a la unidad, pudiéndose verificar fácilmente, a partir d®

sus definiciones que son hermíticos y cumplen todas las pro

piedades (2,12) correspondientes a un operador densidad.

Consideremos, ahora, un observable Pa que actúa únicamen

te en ^A * según la ecuación (2.31) su prolongación en £ será

el operador :

P = FÁ' ® la ■

siendo 'SL^ el operador identidad en Ee . Se obtiene, entonces,
para el valor esperado de dicho operador, la expresión :

x;= Te i F, (.,,,(«) = =

^  !/xbfe. j.) .Ca+& í't) ( i> i b],")• ] =•

IVaI I V
fe

X  f X K bfc. (fc) i 1 av,> ¡ (2,36)

en donde se ha introducido la relación de cierre sobre la base

I  1 , b|, :
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^  (l c\>» ̂  I kfe ¿ív, l t ial ] - d. (2,37a)

Teniendo en cuenta que ;

o

<C b« I b„. > = (2.37b)

la ecuación ( 2,35 ) puede escribirse en la forma :

< í^A >t 51 ( 21 < 6ÍW, 1 1 b«l>) Ca. i I '
^ te

I  1 <¿í. ( f;^ I a..) =
n,vi'

= X < I f. (4) lí I «w > = ̂ Ir, ( f; f, ft)) (2.58)

en donde se ve que la operación de traza parcial Jr-^ , permi

te calcular el valor esperado, '"a , como si el subsistema

A estuviese•sólo j tuviese a ^a como operador densidad.

Si en un cierto instante, el estado del sistema puede po

nerse como producto ;

ltft)> = l-'eA(t)> rx« (t)> : (2.39) -

se verifica que el Operador densidad en dicho instante viene da

do por ; ■

® C& (^) . (2,4-0)

siendo ;

PaÍ') = 1 (2.41a)

=  1 X(i(Ol<.XeW( . (2.4-lb)
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La operación traza parcial da ahora :

ÍPa Ptí) = (2.¿<-2a)

.  (fA fft ) = fa (2.42b)

Ahora bien, a partir de un operador densidad cualquiera,

en general no factorizable como en (2,40), si calculamos los

operadores densidad reducidos, y fa , y formamos el pro

ducto :

PÁ4 6 = Pa ® fñ (2.43)

en general Ca + s será diferente de (^A+a y, por tanto, si el

operador densidad no puede factorizarse como en (2.40), hay una

cierta "correlación" entre los subsistemas A y B, que no viene

expresada en el operador fÁ-ta definido en (2.43).

La evolución del operador densidad total viene dada por

la ecuación de von Neumann (2.15), mientras que el problema de

la evolución en el tiempo de ('a y fe es más complejo de des

cribir, .utilizándose normalmente, para ello, técnicas de opera

dores de proyección, como veremos en apartados posteriores.
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3«1» Introducción.

Uñó de -los formalismos genérales más comúnmente utilijza- i.i

dos para desarrollar la teoría cuántica de los sistemas disipa-

tivos, es el que comienza planteando las ecuaciones dinámicas

del operador densidad del sistema, en la representación de Schró-

dinger o en la de interacción, debido a que 'dicho operador des*?-

cribe la conducta estadística del sistema sin referencia explí

cita al mecanismo de amortiguamiento.

. Son diversos los desarrollos que se pueden plantear dentro

de este contexto. A las.ecuaciones resultantes de los mismos se

les denomina, generalmente, "ecuaciones fundamentales", las cua

les ■ fueron introducidas , en Mecánica Cuántica, por Pauli (Pauli,.

1928) para describir la relajación de sistemas macroscópicos en

equilibrio térmico. Pauli obtiene una ecuación fundamental a paj?—

tir de la ecuación de Scbrbdinger, basándose en la hipótesis de

que los coeficientes del desarrollo de la función de onda del

sistema en términos de las autofunciones de la energía, tienen

fases aleatorias en todo instante. Esta hipótesis hace posible

una descripción dinámica del sistema-en términos de los números

de ocupación de los hiyelés de energía, en lugar de en términos

de las amplitudes de probabilidad de la función de onda con res

pecto* a los autoestados de* la energía. En posteriores trabajos

sobre ecuaciones fundamentales.se demuestra que dicha hipótesis

es innecesaria.

Van Hove (Van Hove, 1957) obtiene una ecuación fundamental

en el límite de un sistema infinito, obteniendo la misma ecuación

Swenson (Swenson, 1962) de una forma más general. Una tercera

ecuación fundamental fue obtenida por Nakajima (Nakajima, 1958),
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e independientemente por Zwanzig (Zwanzig, 1960), haciendo uso,

amhas obtenciones, de las técnicas de operadores de proyección.

Una cuarta ecuación fundamental fue obtenida por Resibois y Pri-

gogine (Prigogine y Resibois, 1951), y una quinta ecuación fue

obtenida por Montroll (Móntroll, 1952).Zwanzig (Zwanzig, 1954-)

'  demuestra "la equivalencia entre estas ecuaciones fundamentales.

En este capítulo presentamos el método seguido, indepen

dientemente, por Nakajima y por Zwanzig, Esencialmente,este mé

todo - se basa en que en muchos problemas de Mecánica Estadística

Cuántica no es necesario, generalmente, un conocimiento comple

to del operador estadístico densidad, lo cual es debido al hecho

"  de.que únicamente se está interesado en determinados observables

y a que únicamente se consideran ciertos tipos de condiciones

iniciales del problema,

Én el método de Nakajima-Zwanzig se distingue en el opera

dor densidad, una parte "relevante" y una parte "irrelevante",

que no contribuiría al cálculo de valores esperados. Con objeto

de obtener la parte "relevante" del operador densidad, se hace

uso de un determinado operador de proyección, viniendo prescri

ta la forma de dicho operador por el problema físico en estudio

y por las condiciones inciales.

Se define el operador de proyección P • (P'P), de tal

• forma que' :

P^(i) (parte relevante) (3,1a)

(í - P) ̂(ij - ÍO (parte . irrelevante) (3.1b)

Por lo tanto, el operador densidad del sistema puede escri

birse en la forma :
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.  - R |.ít) + (<í - P).f(-t) = R) + fi R) , (3.2)

con lo que, según la ecuación (2.8), el valor esperado de un

observable cualquiera, P" , del sistema, teniendo en cuenta que

Px (tí no contribuye al cálculo de valores esperados, vendría da
do por :

< F X = Tr f F fu)) = Tr f F f. (t)) (3.3)

De esta manera, el problema de determinar la evolución en

el tiempo de los valores esperados de los operadores de interés,

quede reducido al de la determinación de una ecuación para, la

évolución de la parte relevante del operador densidad ("ecuación

de Nakajima-Zwanzig), y que será obtenida en un apartado poste

rior.

3»2. El .superoperador de Liouville.

3»2.1. Algebra de superoperadores. ■■ , .

Para obtener una ecuación (ie evolución precisa de la par

te "relevante" , P«f't)jdel operador densidad total, partiremos
de la ecuáción de evolución (2.16) para dicho operador :

.  ̂ ¿ i .X, , ;; .

siendo ^ , el Hamiltoniano cuántico del sistema.

Se define, entonces, el "operador" hermíticb , por :

.  (3.5)
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donde F es un operador cuántico cualesquiera del sistema, con
lo que la ecuación (5.^) toma la forma : .

"(3.6)

que se conoce con el nombre de "ecuación de von Neumann-Liouvi-

lle".

El "operador" , introducido por Klein (Klein, 1952),

actúa sobre el conjunto de los operadores definidos en el espa

cio de Hilbert de los estados cuánticos del sistema, y tiene el

efecto, en una representación dada, de transformar una matriz

de dos índices en otra matriz de dos índices ;

- (Fie).;} =

=  -i- TC.. - Fe =

que se puede poner de la forma : .

í-)^j ^ (3.7)
De esta manera, el "operador" cuántico de Liouville es una

creación matemática con elementos de matriz,en una representa

ción dada, caracterizados por cuatro índices :

^ ir ~ ' (3.8)"
y debido a que actúa sobre operadores se le conoce,comúnmente,

con el nombre de "superoperador de Liouville" o "Liouvilliano".

Este superoperador presenta algunas propiedades interesan-
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tes ;

i) Los elementos de matriz de la forma tk * son nulos.

En efecto ;

4 (Tfi. - í'aV o (3.9a:

ii) ^ o^'ij = O ^ ^ b, - o
En efecto :

X ̂¿^,kh = Sjk - íh-l^ = ̂  " = ° (5.9b)

Respecto al álgebra dé estos superoperadores se tienen las

dos operaciones evidentes -de suma :

í^.1 ^ .(3.10a)

y producto :

(^i (^Jp<^,kr (5.10b)
El superoperador unidad ' d. , se define por.:

^ d ^ -i C5^ = od .

siendo.sus elementos de matriz de la forma : . •

.<íj> ■ ' . ' ■

<í xj,ke = ^¿k Sji (5.11b)
.* • • - . . . • '

El álgebra de superoperadores puede ser reducida fácilmen- .

(5.11a)

te al algebra de matrices ordinarias í. representando un operador

por una matriz, se puede escoger alguna forma arbitraria de or

denación de pares de subíndices, de manera que el par (1,^) sea

denotado por un único subíndice" entero ( <x ), de esta manera la

matriz es reemplazada por un vector F(o<) , y se puede es-
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cribir, ahora, la ecuación (3.7) de la forma :

donde puede verse que el superoperador ha sido sustituido

por una matriz con dos índices, lo que significa que el álgebra

y  de superoperadores es isomorfo al álgebra dé matrices ordinarias

(Zwanzig, 1960).

3.2.2. El espacio de Liouville.

Se denomina de esta forma al dominio de aplicación del su-^

peroperador de Liouville, o?f , el cual es, precisamente, el con—'

junto de los operadores definidos sobre el espacio de Hilbert

de los.estados cuánticos del sistema.

Supongamos que el Hamiltoniano, ̂  ,del sistema, puede
ponerse como suma de una parte sin perturbar, , y de una

perturbación, ̂  ,siendo conocido el espectro del Hamiltonia
no sin perturbar, :

.  ■ - E„»: : (3.í2>

constituyendo { | iin conjunto ortouormal completo en el es
pacio. de los■estados cuánticos del sistema, verificando, por tan
to, las relaciones ;

■  : (3.15a)

Z \ 1 ^ 1 (3.13b)
.  • . Vi .

Si.{l >^)} es una base en el espació de los estados, el con-
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¿junto de operadores {l en la notación de Ba-
ranger) forman una base en el espacio de Liouville. En efecto,

dado un operador cualesquiera, F" , siempre se puede poner co-

mO: combinación lineal de dichos operadores, en la forma :

F ^ 21 Ky.'
y\,Y\'

siendo :

(3.1^a)

(3.1^b)

j dicha combinación lineal (3.14a) es única, puesto que la repre

sentación matricial del•operador H correspondiente a los es

tados base ( 1 1 } es única.

En particular, el operador unidad se puede poner de la for

ma : •

^ ~ ^ (3.15)
Observemos que los elementos de matriz.de un operador per

teneciente a dicha base, son de la forma :

.<Vv | f 1 n", n"'>>) F'> = <w l "^') - (3.16).

y el producto de dos de estos operadores es otro operador perte

neciente a la base ;

f  .= (3.17)
Veamos, ahora, como actúa el superoperador de Liouville

sobre los elementos de la base. íDeniendo en cuenta la relación
•  ' • \

(3.5)» que nos da la definición de , tendremos :

^ 1 ^ (3.18a)
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cuyos elementos de matriz son de la forma ;

^  l .1 1 v)'^ ~ ~i~ ( ^ I 1 w') - j <y\"' I \ vx^y

' ̂ C ̂ y\^" y,' S (3,18b)
que son precisamente los elementos de matriz, of^Kv-,w , obteni

dos en la ecuación (3.8),

El superoperador de Liouville , puede considerarse,

también, como suma de dos términos, y , correspondien

tes a los superoperadores de Liouville asociados a los Hamilto-

nianos T y 'M' , respectivamente, A partir de (3,5) puede
verse que los operadores de la base son operadores propios del

superoperador

I yx , ^ A ( "JP" I n>< v\vl ^ \yxyXvx>\^°) =

- ̂  bv»0 =
cuyos elementos de matriz son : (3.19a)

' (^ )v* K. i/," K\"' - <Cv\ I f \ íwvx" '(3,Í9b)"
siendo, por tanto, dicho superoperador diagonal en la represen

tación escogida.

Es interesante observar que la conocida ecuación de Heisen-

berg para la evolución de un operador cualesquiera, E , que

no dependa explícitamente del tiempo, puede ponerse en función

del superoperador de Liouville . ^ , en la forma :

á£ = i- C Tt.F] ' i F
" T ^ (Í.2Ó)
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\  cuya solución formal es :

FW = e'^^^Fío) (5.2ia)
equivalente a la ecuación ;

.  ra] = Fío) e
fXt r-,.,

(5.21b)

solución usual de la ecuación de Heisehberg.

En la representación de interacción la evolución de un ope

rador viene dada por : .

■  ■ r-/ \ r- -t(t) - e F e (3.22)

que puede ponerse en función del superoperador , en la for-r

ma :

I— . . >¿ t
Fr (t) = e . Fío) (3.25)

mientras que para la evolución de un superoperador cualesquiera,

,en dicha representación, se tiene, análogamente a la ecua

ción (3.22 ), la expresión (Louisell, 1973) ; .

W - £ ■ ■ e . ■ ■ (3 ¿24)

3.2.3. Solución formal de la ecuación de Von Neiimann-Liou-

vilie.

Una vez introducido el superoperador de Liouville, ,

la ecuación de von Neumann—Liouville (3.6), puede ser resuelta

de una manera formal como un problema de. valor inicial :
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_>L

:, /■ . fw = , e fW : ; „,(3.25a)

donde el superoperador unitario ^ , puede ser calcuiado
por el desarrollo en serie de la función exponencial, siguien

do la regla de producto de superoperadores, dada por la ecuación

.  .(3»10b), para obtener las potencias de .

La solución (3.25a) puede ponerse en forma matricial como :

^ ^ ffeí (^) (3.25b)
Por otra parte, la aplicación de la ecuación (3»5) a la

-  aolución (3.25a) permite obtener la solución usual :

m ^ i ((O) . . (3,25)
equivalente a la (3.25a). Ahora bien, la solución en función del

superoperador de Liouville presenta, esencialmente, dos ventajas

importantes respecto a la solución (3.26), La primera consiste
en que permite escribir en una forma más manejable el desarrollo

perturbacional del correspondiente operador de evolución. En efec-

to, el desarrollo perturbacional de exp(-^'Ht ) es : '

-

i
,  / . . J- f . í . 'Jfí't-tt) . í (i -tj,)

=  e V - di, T e
■R o

que aplicado a la solución (3.26) supone, para ¿1 término n-ési-

mo en la perturbación, combinar contribuciones de diversos órde

nes desde ambos lados de . Por él.contrario, al escribir

^ como suma de una parte sin perturbar, , y de una per-
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turbación, i- , el desarrollo perturbacional de expC-^/t ) tie
ne la misma forma que el de exp(-{-^t ) ;

.  t\ .

^  = e - ̂  Js 4^1 ^ e +

t (^-4.) JK I Jij, e i.^e. e

(3.27)
y cuando este desarrollo es aplicado a la solución (3.25a), la

perturbación aparece siempre a la izquierda de ^ no siendo

necesario combinar contribuciones desde los dos lados.

La segunda,y esta es la principal ventaja de la solución

basada en el superoperador de Liouville, es que nos permite lle

gar a una expresión muy simple para" el "resolvente" asociado a

la ecuación de von Neumann-Lioüville. En efecto, efectuando la

transformada de Laplace en ambos miembros de la ecuación (3,25a)»

y teniendo en cuenta que ;

^ ̂ 41) ° [■ é'* ¿1 - [ e f w * l s e ' Vj «ít =
= -7(0);. s/rs) : ; (3^28)

se obtiene la ecuación ; ' " ~ ■

s- rr .-x o2f (pfs) . (3.29a)
■  A • • • . • '

siendo la transformada de Laplace de, ^(t) :

-st

:  ' .Lfm ' ■ LJIi.i', e''=) (5.,50>
La solución formal de (3,29a) puede escribirse como :

^ ~rrTT . (5-29b)
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donde el "resolvente" asociado al superoperador de

Liouvilleí'^: eri 'función del cual puede obtenerse, fácilmente^ :

sin más que tomar la transformación inversa de Laplace en ambos

miembros de la ecuación (3.29b) ; .

f'*' -rfítr °
donde C es el contorno habitual en la transformación de Laplace,

que se extiende desde tr— ̂ cp a (T + 103 ©n ©q plano de la varia

ble compleja s =. , d.© modo que Q" sea una constante posi

tiva tal que no haya singularidades de ^ la derecha de

c. • ■ .

3.3» Ecuación de Naka.jima-Zwanzig.

Nakajima y Zwanzig obtienen, independientemente, una ecua

ción de evolución de la parte "relevante" del operador densidad

total utilizando, para ello, la técnica del operador de proyec

ción, El punto de partida es la ecuación (3.6) de von Neumann-

Liouville, en la.cual se introduce, de-una manera adecuada, el

operador de proyección P , definido por la ecuación (3.1). ̂

Tomando la transformada, de Laplace en ambos miembros de la

•ecuación (3.6) se obtiene,- como 'se ha visto en el apartado ante

rior, la ecuación ;

Aplicando a esta ecuación por la izquierda los proyectores

P 7 (-í- p), respectivamente, se obtienen las ecuaciones :

5,Pf\s) - .PfM = . (3.52a)



33

s (d-P) - f^-P) f(=) = -X (4-P),iz? (3,5a))

Por otra parte, aplicando la transformada de Laplace a la

ecuación (3.2), resulta :

fes) = f„cs) + fi(s)

A  A

siendo y fiís) las transformadas de Laplace de Pr(+) y

respectivamente.

A partir de las ecuaciones (3¿32) y (3.33) se obtienen las

ecuaciones :

S  fs) ^ ̂  psí (3.3^a)

S  Pxfs) - (>r(o) \, = U'P) ̂ ^ (¿-P) (3.3^b)

A

Resolviendo la ecuación (3.3^t) para fxfs) , resulta ;

"  s * J. (i-P)it

-  . ■ 's ^ . . . : (5-35)

.que sustituida en la ecuación (3.3^a)» permite obtener :

Sf.ls) , = -^ Psfp^ís) - X ■ p¿í ,

: S.4X,(<1- P)¿ (3.56)

ecuación que da la solución, para la transformada de Laplace de

la parte "relevante" del operador densidad.

Efectuando la transformación inversa de Laplace en los dis-
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^r+Áop

1 i  '

(T =

\-x(i-P)£ c

<r-ioo

T

(T

í'is» III.1 - Contorno de integración para la ecuación (3.39a-).

tintos términos de la solución (3.36), se obtiene ;

= L-^ Cl( 1^')]
A-i

Jfjt)
Ái

(3.37)

L'(-^ Pd i^ u)) = P¿ .L (p.w)) = P¿ (3.58)

S 4 A. (i. ~ ̂ ) ¿^
-  fiío)) = -X Pcf

'  .¿TÍA
e

si
fi(o)

$4-/;ív|-p)^

(3.39a)
donde el contorno dé integración C corresponde a la recta

orientada ( , ̂-vico) Obsérvese- que la función del" integran
do de la ecuación ( 3.39) presenta un polo en s = , con

lo que, a fin de apilicar el teorema de-los residuos a la inte

gral (3.39), él contorno de integración C ha de cerrarse, te

niendo en cuenta que es t ̂ .0, en el semipleno izquierdo del pla

no complejo s, tal como indica la Fig. III.1,, de manera que la
.A ■ ¿t ' ■ ■ . ' ' ^contribución de 6 tienda a cero. La aplicación del teorema

de los residuos nos permite escribir, entonces, para la integral
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(3•39a) la forma ;

^  'l7Tá7Fj5 - -i R" ( ) f.'») '
-¿a - t

=  PcSif e ^x(o) (3.39b)

Finalmente, para obtener la transformada inversa de Lapla-

ce del ultimo termino del segundo miembro en la ecuación (3*36)^

se aplica el teorema de convolución a dicha transformada (Morse

y Feshbach, 1953) : puesto que ;

^ ^ M- p)^) = p<^ « a-« (3.,oa

L~ ( ̂«(s)) = (i) (3.¿l-0b'

resulta para la transformada inversa de Laplace del producto :

_/t ('i - P) tí^ ^
e  {4. p)^ (3.40c

Tomando, pues, la transformada inversa de Laplace en ambos

miembros de la ecuación (3.36) y sustituyendo los resultados ob

tenidos en las ecuaciones (3-37), (3-38), (3.39b) y (3.40) se

obtiene para la evolución de la parte "relevante" del operador

densidad la ecuación :

J /y fi\ ■

- ̂  - i 9^ e . (^xío)
M

.t

-  J ?d e - (A-P)d b) (3.^1)
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que se conoce, con el nombre'de "ecuación de Nakajima-Zwanzig",

y que puede ponerse en la forma más simple : :

A

^  -A. ^ + I í^) (3.^2)

o

en la que el superoperador de Liouville "efectivo", t/ej el
"núcleo integral", K (t) , y la "inhomogeneidad", T(t) , vienen

dadas por :

A = Pd P (3.^3a)

i {¿ - i.
k[-t) = - e""" (3.^3b)

i (-I;) - e M (3.^3c)

La ecuación (3.^2) es una ecuación exacta, satisfecha por

la parte "relevante" del operador densidad, Eneste sentido, es

equivalente a la ecuación de von Neumann-Liouville, y resulta,

simplemente,'del hecho de que únicamente se está interesado en

una parte de la información contenida en el operador densidad

"total. Observemos que dicha ecuación contiene una in"tegrai de

convolución, que expresa la conducta no-marcoviana de (el

valor'que toma el operador-densidad en un- cierto instante t, de— '

pende del valor que toma dicho operador en todo instante anterior

, por lo que al "núcleo integral" ^ ("t) , se

le denómina también "función memoria".

La ecuación de Nakajima-Zwanzig constituye un excelente

punto de partida para diversas aproximaciones, según la natura

leza del problema en estudio, describiendo de forma exacta la
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evolución de un proceso "reversible" debido a la presencia de

la integral de cOnvolución,
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^«1. El modelo físico.

El._sis1;ema en estudio es el formado por dos núcleos- idén.-..

ticos de spín 1/2, pertenecientes a una molécula situada dentro

de \m campo magnético y uniforma, y localizados en posiciones

no—equivalentes. En estas condiciones, él campo magnético efec

tivo en un entorno de cada núcleo.es diferente, dando lugar a

la aparición de dos diferentes niveles de energía Zeeman (Pople,

Schneider y Bernstein, 1959).

Por otra parte, los spines nucleares estarán acoplados al

medio molecular, la "red", el cual lo consideramos formado por

todos los grados de libertad que interaccionan con los spines.

Consideraremos a esta "red" como un medio armónico denso (cuasi-

continuo) en el límite estadístico, de tal manera que el número

de grados de libertad de la misma es lo suficientemente grande

como para que cualquier movimiento organizado llegue a ser tan

complejo que pueda considerarse como caótico.

^.2. ■Descripción-cuántica de los subsistemas.

4.2.1. El sistema de spines.

Sea una partícula, n, de spín 1/2, se define el operador

de spín asociado a dicha; partícula, mediante, la ecuación :

■  I r
■ ■ jp*donde las componentes del operador vectorial de Pauli, (Tvx , ve

rifican las relaciones de conmutación :

,C (r„\ (ü^ l = r»" (4.2a)
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en las que los índices Á , ̂ , k corresponden a una permuta
ción cíclica cualquiera de X , ̂ , y las relaciones.de an
ticonmutación ;

C  (T/, g-J ]+ - ^ ^ (^.2b)
Resulta útil definir los operadores (no-hermíticos) :

g-y,- = A ( cr.'' 4 (4.3)

obteniéndose para estos operadores, a partir de las relaciones

(4.2)y (4,3), las relaciones de conmutación :

(4.4a)

(4.4b)

.  C , r/ ] = + .

C  r/ ] = i

C  , íTm 1 ~ TvT (4.4c)

[  ] = - (íJ (4.4a)
y las de anficonmutación :

•  [-(T.*-., = ■ O- .

C ff;" , ¿

De las ecuaciones ( ) obtenemos :

=  ó:

(■K'f = 0

(¡(.¡té)

(4..4f )

(4.5a)

(4.5b)

2Los valores propios de están definidos por la ecuación



40

1 s„> = I s„> ; (¿I-.6

Faesto que es un^operador lineal hermítico, ha

de ser un numero real, obteniéndose, récil.mente (Merzbacher, 1951)

S„ = ± 4

con lo que la ecuación (4.5) puede escribirse como

^  1 ia)> - +d \-^y (4.7a)

^  1 ^ = -d l+i^)> . (4,7b;'

siendo ( 1+^)^) el estado propio del operador correspon

diente al valor propio +1 (-1). Evidentemente, estos estados de

berán verificar las relaciones-de ortogonalidad :

= <.n I+n> = o ■

que obedecen los vectores .propios pertenecientes a diferentes

valores propios..

Si elegimos los kets propios normalizados ¿ la miidad- pue

de escribirse :

que son las condiciones de normálización.-. 1

Se demuestra fácilmente qué .cualquier két; d.él- éSpáéiÓ'^

spín n puede expresarse como combinación lineal^ los kets pro

pios 1'+ y 1-"''^^ , de forma que dichos .kejjs •'constituyen- un con

junto completo,, pudiéndose escribir la relación, de cier.-"e: ,
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.|+, + l- nX-v^l = i_ (^.8c)

Por tanto, a cada spín n le corresponde un espacio de Hil-

bert bidimensional. En lo sucesivo trabajaremos siempre en la

representación correspondiente a los estados base I + y i - n")

que verifican las ecuaciones (4.7).

A partir de las ecuaciones (4.4) se encuentran las relacio

nes :

^  (Tw — f d + ̂  O (Z}.,^a.)

"Ty, = (4.9b)

La actuación de los operadores no-hermíticos sobre

los estados base 1-^^ , se obtiene fácilmente a partir de las

ecuaciones,(4.7) y (4.9), resultando (Louisell, 1954) :

(U" I - VI > = 0 (4.10a)

■  1 + ic > = o ■ (4.10b)

(K" I + n > .= 1- i^> ■ • (4.10o)

1  - n > = 1 + V\> ̂  (4.i0d)

Energía de un spin 1/2 en un campo magnético

estacionario y uniforme.

El Hamiltoniano para un spín 1/2 en reposo, sumergido en

un campo magnético estacionario Ho , en la dirección z, viene
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dado por (Merzbacher, 1961)

~ y í»» Ho (^.11)
siendo" ll'n la razón giromagnética del spín. Definiendo ;

o

12)

como la frecuencia asociada al spín n, la ecuación (4-.11 ) se

convierte en :

ÍÍkv = - — CU« (Tv,^ (4.13)
con lo que los vectores propios de son los de , j se

verifican-las relaciones :

|->"> = , .(í|..Wa)

X t-«> =-¿1^ !-«>

Aparecen, por tanto, dos niveles de energía, Evr= —~ y
.  •

\2, » separación es proporcional al campo magnético

C^is» IV.l.)» Se explica .abora la notación I — para los esta

dos propios de <3^^ ,' motivada por el hecho de que la aplica-. '
cion de un campo magnético en la dirección z hace que le corres

pondan al spín, en el caso- de uii protón, mayor -energía para el -

estado-de valor propio -1, hahitualmente denominado "estado co

rrespondiente .a la posición antiparalela", que para el estado

de valor propio h-1, denominado "estado correspondiente a la po

sición paralela".

Las relaciones (4,4f) y (4,5 ) son precisamente las que

definen a los operadores de creación y de aniquilación de fer-
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XSÍ2££S_E£2E^2®_É2_^L-.-.— Valores grogios de

-i ■

+ 1.

e:=
tí

i-«>

Fig. IV.1 - Niveles de energía de un spín 1/2 colocado en

un campo magnético estacionario, paralelo al

eje z.

miones (Sakurai, 1967), lo que sugiere interpretar, formalmente,

esta situación, como si se tartase de un sistema de un úiiico es

tado dinámico, , de energía tí iO„ , al que corresponde el.

operador de creación, , j el de aniquilación, Qü" , siendo

\~^y el estado correspondiente a la ausencia de fermiones, o
estado de vacio, lo cual está de acuerdo con las,ecuaciones (4-.10

De acuerdo con esta interpretación, liemos de trasladar el

origen de energías (hasta ahora situado en el punto equidistan

te de los niveles Zeeman) al nivel inferior, Con lo que el Ha-

miltoniano (4-.15) toma la forma :

"tf = _ I tí _ "k Wrt / y rr')
•  • • (4;15)

que haciendo uso de la ecuación (4-«9h ) puede escribirse como :

~ t\ • ÍL* íw (4,16)
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Se define, ahora, un nuevo operador hermítico

Nv, = o

que goza de la propiedad :

C (ú'(To" (T." = = Nn

de donde :

(^.17)

(^.18)

N/n ( iVir. - i) = O (4.19)

que nos dice que los valores propios de N/n han de ser cero o

uno, verificándose las ecuaciones ;

My. j + = 5;-^ ir.~ l-^^> =il + n> C4.20a)

Nw l-^y = Tn"" íT." l-»^> = O l-^^> (4.20b)

de modo.que los valores propios de N nos indican el número,

de fermiones correspondientes a los estados , por

lo que a Nm se le denomina "operador número de ocupación". En
función de este operador Nn , el Hamiltoniano (4.16) toma la

forma : . ■ ' '

.  X ='■ lí^ W. . • • (4.21).

Se define el superoperador de Liouville , asociado

al Hamiltoniano , como :

F = ^ [ X , F ] (4.22)
siendo F~ un operador cualquiera del sistema de spines. Puede
verse fácilmente que los operadores y íTw son operadores
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propios de o^v,. con valores propios ÍMa j - /respectiva
mente. En efecto ;

Tk" = -^ C . ÍH." 1 = u)v^ C íTyx'^r^" , C." ] = i wy^ (4,23)

En función de ¿^n , la ecuación de Heisenberg del movi

miento para cualquier operador Ff't) del sistema de spines, que

no dependa explícitamente del tiempo, es :

^ [ X, Fft)I= ^ of» Fft)
Por lo tanto, teniendo en cuenta la ecuación (4.23), en

la representación de Heisenberg, las ecuaciones de movimiento

para los operadores , (TI" y N n , serán ;

QTi - /L ^v\ CTvi = A. , (4.25sl)

*5^ = A 0^^, Tv. = -A. cU^ ^ (4.25b)

N^, = A N. = O (4.25c)

Integrando formalmente estas ecuaciones sé obtienen las

soluciones ;

■  'X CAjjfl t
OTv (t) = (o) e ■ (4,26a)

_ / l y*— ^ •'3Tv"(t) - ;T^~(o). e. • •.(4i26b)

N»(^') ̂  ^ (4.26c)
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^.2.3» La red.

Los-grados de libertad de la molécula, a la cual.pertene

cen ios núcleos, y de sus alrededores interaccionan con los-^spi-^

.nes, y suponen un medio para el amortiguamiento no-radiatiyo pa-

^ra los estados excitados de ,los spines,^Hemos.-denominado.. "red",. .

al sistema formado por dichos grados de libertad (Pople, Schnei-

der y Bernstein, 1959).

Consideraremos a la red como un medio armónico, cuyo Hamil-

toniano puede escribirse como suma de Hamiltonianós de oscilado

res armonices independientes (modos propios de vibración) cuyas

frecuencias se despliegan de una forma cuasi-continua. En estas

condiciones la descripción cuántica de dicho sistema es inmedia

ta (Gohen-Tannoudji, Diu y Lalog, 1973). Al oscilador V (i; re-

prsenta el conjunto de índices necesarios para caracterizar a

dicho oscilador), de frecuencia 60y , le corresponderán los ope

radores no-hermíticos de creación, by , y de aniquilación, by ,

que verifican :

■  bj" = ( by)'^ .

y las relaciones de conmutación : .

■  ■ ■ ' r bu, by' J S l>¿)'

(^.27)

(¿l-.28a)

[ by, i bu , C ] = O (^.28b)

El Hamiltoniano correspondiente al oscilador V , puede

escribirse como :

X = t COy C by by + ) (4.29)
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Para obtener los valores propios de , resulta conve

niente definir el operador :

N» = U"" K " 'Ct.jo)

que verifica :

[  Ho'l = . b. (4.51a)

[ C, N^.] = - bí" (4.31b)

Al contrario que by y by , el operador - es her-

mítico, como se desprende inmediatamente de su definición j de

la ecuacion(4.27)í encontrándose fácilmente para la ecuación de

valores propios de este operador (Cohen-Tannoudji, Diu y Lalo'é,

W?) :

Ni> Wy ̂  l (4.32)

siendo n,/ un número entero positivo o nulo. De sináloga forma

se encuentra que ;

by i ^ = (v^o) - (4-. 33a)

by l >^v> = (vxy+ i)''''" rv\„-^ <l> (4.33b).

Estos resultados permiten determinar inmediatamente los

valores propios del Hamiltoniano . En efecto ; .

I  l ^ " b Wy ^ My | f Ny X") I f V ̂  (4.34)
\  •

El estado fundamental, 10y> , está definido por la condi

ción :
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L 1 0^ >. = o (4.35)

Pm.ientras^qtie ios demás estados pueden^ ser generados—a partir-de-

este por aplicación sucesiva del operador ÍdÍ , niediante la fór-
c

muía ■ ; • ■ • • -

" ~i ^ (4.36)

y el conjunto de todos ellos constituye una base ortonormal en

el espacio del oscilador y , verificándose, por tanto, las re

laciones :

<C 1 Ky = S ni, (Zi.,37a)-

=  i_ (4.37b)
rtu = o

Puesto que la escala absoluta de energías es arbitraria,

puede tomarse el estado fundamental como origen de energías,pa

ra lo que basta escribir el Hamiltoniano de la ecuación (4.29)

como ;

-  í\ Wu Ni p , (4.38)

Normalmente, a cada estado se le asocia, un conjunto '

de cuantos idénticos, llamados fonones, cada uiio de los

cuales tiene una energía 1^ Wp ,mientras que al estado fundamen

tal, I » se le denomina estado de vacío.. De este modo, los

.valores propios de l\lp dan el número de fonones del estado co

rrespondiente, por lo que a NÍp se le denomina operador número

de ocupación, apareciendo, ahora, justificada la denominación de

bp*" ( bu ) como operador de creación (aniquilación) de un fo-
non.
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se define el superoperador de Liouville , asociado
al Hamiltoniano ,comp :

V  , V ' '
y procediendo de una forma análoga a como se' obtuvieron las
ecuaoiones (4,25), puede verse fácilmente que los operadores b„
y b/ , son operadores propios de , oon valores propios

VOu . y - respectivamente. En efecto :

Haciendo uso de esta ecuacián, se obtiene para la evolu-
cién de los operadores de Heisenberg b, W 7 W (t) t 1®® ®
clones : ' ^ .

.  b:(i) - C(b) ^ ^
(4.41b)

b. (t) - b„ (°) e

Si consideramos todos los osciladores de la red, el Hamil-
toniano de la misma puede escribirse como.

' 5. = r t w» N4 - I. w ('^•'^2)
-El espacio de los estados de la.red será el producto ten-

sorialde los espacios de cada oscilador, con lo que se obtiene
una base multiploando tensorialmente las bases obtenidas para

■cada uno de ellos, ün elemento genérico de diCba base puede es-
cribirse como :

ivu> - ('^.'^3)■
\y^A, - • • , ,
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<*^..<^«,■• • 1 v\;, - IT (4.V<-a)

> < ni, - ■• \ = jL (4.44-b)21.

operador Hamiltoniano -y actuando sobre un estado

cualquiera de la base dará ;

Tfñ ^ cOy) 1 y^i, .. .> (4.¿í.5)
mientras que la actuación de los operadores y b^ sobre es
tos estados base viene, dada por :

k 1^1, \ y^i, v^x, ■■ ■, y^i>-^. -■ ■y (¿i-.^ea)

•  bí, l *^1, lAi, . . .^ .. . > = I I^,. Mi, -- •/10^44-, 46b)

Los fonones obedecen la estadística de Bose-Einstein.En

efecto, consideremos el oscilador ü en equilibrio térmico con

un foco calorxfico a temperatura T. En estás condiciones el os

cilador no esta en un estado puro (es imposible desctí^í^^ su. es
tado por un ket del espacio de Hilbert correspondiente)». La in

formación parcial que se posee sobre él y los resultados de la
mecánica estadxstica permiten caracterizarle por una mezcla es—

^sdxstica de estados estacionarios í con pesos estadísticos
proporcionales, respectivamente, a e , siendo k la cons
tante de Boltzmann y h vm, la energía .del estado t , Las

propiedades estadísticas del oscilador vienen descritas, por el
operador densidad (Jancel, 1969) :

f. = z-yé^^' (^.^7)



51

siendo (kT) « El coeficien'te ~Z- v es una constante de nor

malización elegida de manera que la traza de sea igual a

la unidad, denominándose "función de partición", y viene dada

^ por

1—

y  ~ 1 r e (^.48)

A partir de la ecuación (4,47) puede obtenerse, fácilmen

te, el numero medio de fonónes asociados a la frecuencia I0t> en

el equilibrio térmico a uiia temperatura T :

^  - <L

que es la ley de distribución de Bose—Éinstein,

Queda así precisada la imagen física de la red, cuyo papel

consiste, simplemente, en proveer un baño de fonones para, la re

lajación de la energía Zeeman de los spines.

4,3» El Hamiltoniano de interacción.

Pasemos, abora, a precisar el modelo de interacción spín-

red, de especial importancia para la obtención de una ecuación

de evolución para el operador densidad reducido del sistema de

spines. Consideraremos■que ésta interacción viene caracterizada

por :

.1) Cada pareja de spines de una molécula no está acopladaj
mediante su interacción con el medio, á otra perteneciente a una
segunda molécula. En estas condiciones, sólo es preciso conside

rar dos spines, 1 y 2, que denotaremos con el índice genérico n,
a los que corresponden las energías Zeeman ti ligeramente
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diferentes.

2)--El, ácplamiento spín-red es.lineal y puede ser escrito

(Nitzan y Jortner, 1973) como ;

'Jfse = X. f Lr.O

donde el" subíndice recorre todos los modos de la red, mien

tras que n = l, 2y y son constantes que describen

la intensidad del acoplamiento

3) El acoplamiento es débil, esto es, los cambios introdu

cidos en los spines en un ciclo son pequeños. En términos cuan

titativos, el que los cambios significativos en los spinés, ten

gan lugar durante un tiempo grande comparado con su período dé

oscilación, significa que las constantes 7 deben

ser pequeños comparados con Wi\ :

I  51)

En estas circunsta-ncias puede aplicarse la aproximación

resonante (RWA) y retener en el Hamiltoniano (4.50) únicamente

los términos que conservan la energía en primer orden (GprdOn,

Walker y Louisell, 1963 y Estes,. Keil y Narducci,, 1968)

%& - ^ ̂  f Ga^ Lj" g;-') (4.52)

Con- este tipo de interacción, la aniquilación de un fonón

significa que un spín es llevado de su estado fundamental al es

tado excitado, mientras que la desexcitación de un spín del es

tado excitado al fundamental será asociado con la creación de

uñ fonón.

4) El número de modos de la red es. tan grande y la^ inter

acción lo suficienteiriente débil como para que la distribución
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estadística de los modos no cambie apreciableménté durante la

interacción. Por tanto, se considera que la red permanece' en equi

librio térmico durante el proceso de relajación de los spines,

viniendo dado en todo instante el número medio de fonones aso-

-ciados a la frecuencia U)^ por la ecuación (^-^9).

Evidentemente la excitación térmica de la red ha sido ori

ginada por el acoplamiento de- esta con otro foco calorífico, pe

ro este acoplamiento será tan débil que puede ser ignorado duran

te el tiempo de interacción con el sistema de spines (el tiempo

de relajación del baño, , será mucho menor que el tiempo de

relajación, » de los spines).

Según el modelo de interacción que acabamos de exponer y

de acuerdo con las ecuaciones (^.21), (4.42) y (4,52), el Hamil-

toniano del sistema combinado spines-red viene dado por la ecua

ción : ■

^  cuv, ^ tr Id,, + ̂  ̂  C (4.53>
siendo

/■ (• '^V\

donde n = 1, 2 y y recorre todos los modos de la red.

Conviene hacer notar que este Hamiltoniano contiene toda

la acción del campo de fonones sobre los spines,: así como la
reacción de estoe sobre aquellos.



Y»__APLICAGI0N de la TEORIA DE NAKAJIMA - ZWANZIG AL ESTUDIO
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3»1» El operador de proyección del problema.

Nuestro objetivo, ahora, es la aplicación del método de

Nakagima-Zwanzig, expuesto en el capítulo III, al estudio de'la

^relajación de los spines acoplados débilmente a la red.

El punto de partida es, evidentemente, la ecuación (3.6)

de von Neumann — Liouville para la evolución del operador densi—

dad, ̂ $+8 (t), del sistema combinado spines-red :

^  (t) (5.1)
dlt ■

siendo el superoperador de Liouville asociado al HamiltOnia-

no del sistema spines-red, ^ , dado por la ecuación (^.53).

En primer lugar abordamos el problema de hallar una ecua

ción de evolución para el operador densidad reducido del siste

ma de spines, (^) • Esta ecuación la obtendremos utilizando la

técnica del operador de proyección definido en (3.1), de forma

que en la parte "relevante" del operador densidad en

tre como factor f^ ("t) . '

el operador, densidad que caracteriza al sis

tema combinado spines—red-, los operadores densidad reducidos ^5^^)
y Pb » correspondientes al sistema de spines y a la. red res-
pectiyamenté, vendrán dados, siguiendo las ecuaciones (2.32a)" y

(2.33a), por ;

=  "1^6 ■ ,(5.2a)

(5.2b)

siendo (r^ ( I r5 ) la operación traza parcial sobre las varia-
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bles de-Xa red (del sistema de spines) tal como se definió en

el apartado 2.2,

Resulta evidente, entonces que el operador de proyección

de Nakajima - Zwanzig correspondiente a este problema, vendrá

-dado en función de la operación "1^^- (traza parcial sobre las
variables de la-red). Introducimos, pues,:un operador de proyec

ción P , independiente del tiempo, definido por :

P ̂  G T^e (5.3)

donde el operador G ha de ser tal que se verifique la propie

dad de indempotencia para P , P = P , por lo que habrá de

verificar.la condición :

G = ¡[ ;

La forma concreta de G vendrá dictada por el problema

físico en estudio y por las condiciones iniciales impuestas al

sistema (Haake, 1973» Agarwall, 197^)» En nuestro caso, supone

mos que los -spines se acoplan a la red en el instante t = O, y

puesto que antes de estar acoplados amhos sistemas son indepen

dientes, el operador densidád del sistema spihes-red'en el ins

tante inicial será factorizable en lá forma (2.4-0), es decir :

\  '») - (5.5)

con lo que en el instante t = O, las partes "relevante" e "irre

levante" de dicho operador densidad, vendrán dadas por;

P fs4 6 ío) = G fs- íoj (5.6a)

(i - P\ G-'&ío) - ( pg (o) - Q) (o) (5.6b)
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en donde hemos, hecho uso de las ecuaciones (2.42) y (5.3).

Las-ecuaciones (5.6) nos muestran la relación existente

entre el operador G y las condiciones iniciales del proble-

.^a. Escogemos, entonces, G de forma que la parte "irrelevan

te" del operador densidad en el instante inicial, dada por la

ecuación (5,6b), se anule. Para ello, el operador G. ha de to

mar la forma :

G  = : f6 (») (5.7)

con lo que las ecuaciones (5,6), que nos dan las .condiciones ini

ciales para las partes "relavante" e "irrelevante" del operador

densidad total, se convierten en

.Pfs..,5(o) = (5.8a)

(■1 - P) ío) fsC) - O (5.8b)

donde ©s el operador densidad del sistema de spines en el

instante inicial, que dependerá de. como se haya preparado dicho

sistema, mientras que ^0^^) , que es el operador densidad de la
red én dicho instante, nos describirá la situación de equilibrio

térmico en que esta se encuentra, viniendo, dado por la ecuación

(Jancel, 1963, Levine, 1969) : •

fe fo) - ( ke <2 ) e (5,9)
siendo ^^3-íkT), y donde es el Hamiltóniano de lá red, da
do por la ecuación (4,42),

Teniendo en cuenta las ecuaciones (5.3) y (5.7), para la

parte relevante del operador densidad total en un instante t
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cualquiera, se tendrá ;

'  P fs + o ít) _ i.^) í-t) ^'-('5.10)

con lo- que los" operadores densidad reducidos del sistema de spi-

nes y de la red en el instante"t, vendrán dadps, en función del

operador de proyección P , por ;

fs i-i) - Icq P Ps+e. ft) (5.11a)

fe (i) ^ fe f-i - P) fs+6 (t) (5.11b)

5»2. El superoperador de Liouville del problema.

Según la ecuación (^#53)» ©1 Hamiltoniano del sistema com

binado spines-red puede escribirse como suma de una parte sin

perturbar, ^ , y de una perturbación, :

^  ̂ T- . (5.12)

donde : '

'  ' ■ - ífs' Tfs (5.13a)

=  "ífsB (5.13b)

siendo , ^0 y ^ss los Hamiltonianos del sistema de

spines, de la red y de la interacción entre ellos, viniendo da

dos,, respectivamente, por las ecuaciones (4,21), (4,42) y (4,52),

La ecuación (5.12) nos permite escribir el superoperador
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de Liouville , definido en (5*5)» asociado al Hamiltonia-

no ^ , como suma de dos términos : --

donde, según lás ecuaciones-C5.13)» ^ 7 vienen dados
por ; -

=  (í's ^ o/b (5.15a)

d*'-. ' dsQ (5.15b).

siendo los superoperadores de Liouville aso

ciados a los Hamiltonianos y ^s6 , respectivamen

te, y definidos como ;

cfs = ̂  . .1 (5.16a)

'  Va í X ] (5.ieb)
.  Ti

<^56 = ^ t j (5..16c)

Puesto que la ecuación de evolución para el opérador den

sidad reducido del sistema de spines se obtiene introduciendo

•en.la- ecuación (5.1) el operador de proyección • P ", definido

por las ecuaciones (5.3). y (5.7)* resulta interesante conside

rar la actuación de dicho operador sobre los superoperadores.

definidos por (5.16). Así, debido a que P únicamente depen

de de las variables de la red y a que ds está defindo sobre

el sistema de spines, ambos conmutan :

P/s = /s- P . (5.17)
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mientras que debido a la propiedad de invariancia cíclica de la

traza tendremos que : ■ , .

P^'b. =, O (5.18)

Por otra parte, teniendo en cuenta que es lineal en

y  . puesto que según la ecuación (4.52) lo es,

se obtiene que :

P c/s6 P = ^ . (5.19)

Resulta interesante, por último, resaltar aquí el becbo

de que, según las ecuaciones (4.23), los operadores de creación,

, y de aniquilación, , asociados al spín n, son opera

dores propios de o?s , mientras que los operadores bj" y ,

según la ecuación (4.40), asociados al modo P , son operadores

propios de , verificándose las relaciones :

ofs Cr^" = - Cüv, (5.20a)

by = -CPy J:>j (5,20b)

¿u: . = . - K ■ ' ' (5.2pc)

5.3. Propiedades estadísticas dé los operadores' j

El valor esperado medio de cualquier operador correspon

diente a la red se obtiene a partir del operador densidad, *

dado por la ecuación (5.9 ), mediante la expresión (2,8).
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Las ecuaciones (4,44b) y (4,45), nos permiten escribir en

la representación de los vectores propios de :

"7—1 - t/I ("a + MiC044 - ■ • )
fa - ^ 2_ ^ , I v\írvii; (5.21)

-  =0

siendo :

- k f Wa. ¥ V\ 3.1^1. ¥...)Z \~ - p (. "i *■ -t- • • ■ ;
=  2__ e (5.22)

«l. Mi,- •• -

A partir de estas ecuaciones es inmediato encontrar el va

lor esperado medio del operador .bt W correspondiente a la
red en equilibrio térmico a la temperatura T. En efecto, hacien
do uso de las ecuaciones (2,8) y (5.21) se obtiene que :

<  (o) b„.(o)> = ^ ^ ,
= O

Mi,-- . M^,-.. = <3

Según las ecuaciones (4,44a) y (4,46) esta expresión es
distinta de cero sólo si V = v • Entonces

/ L+ / A L / >"\ ~y-^ C K ---Íí/i -4 IAuÍO^a- -;).< b, ío) b.. fo)> = Z. v^• e .
^1*"» ^**1 - : - ^ ̂

^Ai- Vi' ^ O

'' I vi;,, -:- 1
Debido a que los vectores propios de son ortonorma—

les :

b„ (o) b^>(o) y - ^
CÓ

— 4. t ̂  4^4. 4-- -4 CO,, -f )
e

- - O
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Sustituyendo Z por su valor, dado por la ecuación (5«22)
se obtiene :

' "'V. — .

<b!(o)"b,./o)> KJTÓ ^ ___J: (5.23)

2- e £.. ^

expresión que haciendo uso de la ecuación (4.49), puede escri

birse como :

L. = <( (5.24a)

Procediendo de análoga forma a como se ha obtenido esta

ecuación,.se encuentran las relaciones ;

< b^fo) b^. fo))> =, + l) (5.24b)

'C (o) by. (oj ̂  = 0 (5.24c)

<  ío). Bl. = O (5.24d)

. 5.4 . Ecuación de evolución para el operador densidad redu

cido del sistema de spines.

.  . 1*4 aplicación de la teoría de Nakajima-Zwanzig a nuestro,

problema conducirá a. una ecuación del tipo de la (3.41) para la

evolución de la parte relevante del operador densidad ps+eí"^).
Dado que el operador densidad reducido del sistema de spines,se

obtiene a partir de dicha parte relevante tal como indica la
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ecuación (5.11a), obtendremos una ecuación de evolución para el

operador densidad reducido (0 sin más que aplicar a la-ecua— .

cion (3.^1) la operación traza parcial sobre las variables de

la red", :

= -.Tra Pof fM- - xTr,

-1^3 p (5.25)
siendo P* el operador de proyección defindo en las ecuaciones

(5*3) y (5.7).. La ecuación anterior puede escribirse en la for

ma más simple :
-t

^  cTcj, \^('^) ■ ^5 {i ~ h) T (-t) (5,25)
t

donde haciendo uso de las ecuaciones (5.17),(5,18) y (5.19), el

superoperador de Liouville efectivo, d^p|. ., el núcleo integral,
, y la inhomogeneidad, T ("t) •, vienen dados por :

^e|. = Pc¿ P = ofs . . (5-27a)
■ , / ■ ■ — ■ -^(l- py^i
«(t) ̂  P e ' • f¿'P)<^P = (5.27b)

_  -I— -i ('/í - PJ áz't • • .
~  '"^li B ^ ¿ - P) '^Sü P

-r/,\ ■ -r nlü) = Irs . Íi-P) Cs.s ^ O (5.27c)

La ecuación (5.25) es una ecuación integro-diferencial en

el tiempo homogénea, y por lo tanto de carácter no—marcoviano,

describiendo la dinámica del sistema de spines bajo la influen

cia de la red, reduciéndose, evidentemente, a la ecuación de
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von Neumann-Liouville :

fs(t) . • (5.28)
M

en el caso en que no hubiese acoplamiento spín-red.

La ecuación (5.25) es formalmente exacta, requiriendo su

solución, en general, un desarrollo perturbacional de la expo

nencial exp C--C (l- én función del superoperador de Liouvi-
lle de interacción ¿ss , con lo que el desarrollo perturbacio
nal del núcleo integral K(t) , sería :

oo • ^

"KM — Z -UJt) [-t íi-Pj/se UUl] P (5.29)

..donde ;

-tíoft) = e - (5.30)

teniendo únicamente sentido este desarrollo perturbacional si

puede ponerse en función de un pequeño parámetro adimensipnal

del orden de , Es evidente que si el acoplamien

to entre los spines y la red fuese lo suficientemente fuerte pa

ra que el desarrollo (5.29) no convergiese, la teoría de Naka-

O'ima-Zwanzig no sería práticamente aplicable.

Observemos que, según las ecuaciones (5.27) y (5.29)", el

segundo término, en el miembro de la derecha de la ecuación (5.25)

es, al menos, de segundo orden en la perturbación, estando los

términos de orden superior contenidos en la exponencial de la

ecuación (5.27b). Ahora bien, según la hipótesis 3) del aparta-'

do 4.3., el acoplamiento spín-red es débil, por lo que en la

ecuación (5.26) pueden despreciarse los términos perturbaciona—

les de orden superior frente a los de segundo orden, lo cual se
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consigue tomando n = C en el desarrollo (5.29) (Haake, 1973,

Agarwal, 197^)» con lo que la écuación (5.25) se reduce a la ex

presión :
t

■= .fsí-t) - I, Ts VsB iloMÍ& Pe (o) (5.31)
con Xlo(t) dado por ( 5.30).

La ecuación anterior, que nos da una ecuación de evolución

para el operador densidad reducido del sistema de spines en la

representación de.SchrSdinger, puede ponerse en una forma más

manejable pasándola a la representación de interacción. Para ello

hemos de tener en cuenta la ecuación (2,18), que puede escribir

se en función del superoperador de Liouville sin perturbar ' ,
como :

fsli) = _ -(5.32)
siendo el operador densidad reducido del sistema de spines
en la representación de interacción.

Sustituyendo la ecuación (5.32) y-su derivada respecto del

tiempo en la ecuación (5.31)» se obtiene :

I ̂ -f- f^"^)
=  e Irs I¿3 ¿L í'^') fs^(-t-^)

V  (5.33)
Multiplicando, ambos miembros de esta ecuación por la iz-

quierda por 6 , y puesto que :

cjfs) (5.3^)
al ser , por conmutar los operadores y fs W ,
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tendremos para la ecuación (5.33) la expresión :

UMAa. Peí")

°  ■ ■ ■ ; ■ ■ (j.s.)
que, haciendo uso de las ecuaciones (3.24) j (5.30), toma la

f oxTna : - .

.t

^ _ \ ¿jlt T^q í^sl W (5.36)
í^i .

siendo ■^sl (t) el superoperador de Liouville asociado al Hamilto-
niano ÍPsl (í) en la representación de interacción.

Haciendo uso de las ecuaciones (5.20) se obtienen las re

laciones :.

X

e
¿ is?o t X i^íPvi t I -

t CTw' = . ^ - (5.37a)

(5.37b)

con lo que viene dado por ;

%l (ií -- %e ■

~ h ^ i. G„y bu e + G».í W'J'vx 6 j (5.38'(5.38)

Con"objeto de poner la ecuación (5.36) en forma más explí

cita procedemos, a continuación, a des^rollar el operador que

aparece en el integrando de dicha ecuación.Para ello, según la

ecuación (5.16c), se obtiene la expresión ;

w  í+-í^) Ca'") CzH-l:) =
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= -^ [ %l W , [ "SfA(i-e) , -e)l I =

= ̂  ["JfseW yíi(t-ír) fo'ojfíft-») -,?&W-Peío)f/(V-í) Vf¿(t-/ír).-

- %sIi-t) f^(o) c/(l-r) %¿(i): + ,^j(o) f>l(i-t) Tfscí-'-^lífsGW) (5.39)

en la que tomando la operación traza parcial sobre las variables

de la red, Tr, , resulta :

lr,3 (^6 fs-" (+ - &)) = '

"  Tre, f Xg í-í^)

~Ir0 ( Tfsü fe(^)

-  Ai ^ A (5.40)

donde, con objeto de simplificar la notación, utilizamos los

símbolos /\x. para designar los" distintos sumandos "del segun
do miembro.

Por otra parte , según la ecuación X 5.38), se tiene para

el producto 'Jfscít) Tfse la expresión :

%l M XI ((■ -t), =

= r ll [ G„. a,„. t: (r„- t;; r.r
n'.iJ'

A Wylnl (-fc "
e

On'y' by ^ 0¿>' i S. ^
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*  -f L ^ í-t - ir)
Ont> Cdk'i?' biP Dy (Th £ 6

■  -•-A- * I + 1 ^,- . -f- ^ "7
Gvkt; Gk'ü' ¿>í? ' ■6. _| (5»^la)'

De análoga forma se obtiene .elLproducto ; .

'3(;ca-)^Cw =
^ j.^ -5— ^ i+_- |-^__ í-t-Í^)

L- WVM7 Oy' CTü,» Oy ^v> ■ (¿ ^
n.iA
kk' .j;»

A • I L X í-t-1r)
*t CPkl'i^' OvM7 bj?! di 0

-  , -k- I -*- _
CDviV \S>^v Oi_>' di' bt? di S ^

,  I + 1 4. -< C-t - -).CrPu'y b„y o^, d> bj;, d. 0 I

(5.41b)
Haciendo uso de (5.41a), resulta para el primer sumando,

W,t^'

A^ ,en "la ecuación (5.40)la expresión :

A, =•■ {-%¡ (+) (í--^) Poí°) 6r^í^-^)) =

~ L ' "^e l bk-'í^' Oy d b^i (Ty e ' e ■ P0Ío)p^(:-o)'j.

"'" '''ñ \ (pkiü (j?ki'i>' b¿j di Oí;' dk.' S ■ £ ■ p (¿>) P^['t
,  "P /" /~ ■* /^ I . ( + _ -xWi/n-t (i-lri \
+  Irs ( buy Gki'í,' bí. gi"' bí;. .d' e e

4. T r- I ;,:-4 ) • rr- + _i'Wí^'kii. í-t-rü). . -lí'e i G)''y (sv-'í?' Oy d Oí;' y^' 2 e

que, teniendo en cuenta la propiedad de invariancia cíclica de

la traza y la conmutatividad de los operadores del sistema de

spines y de la red, adopta la forma : .
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Aa = 21 [ Gwv inj ( i>:r. (>^'■(^:-^) e e
10,ij"
V'ití'

^  -K -^ . X XüJt,^Í -i ÜOJ^' (ir-'H)Oku G«'i?' ini ( ¿>¿1' Pñf'^)] p'/ít-'6)é €

+- C 6.V T. [b. bJ: Pe.O)) ■«-!.)

+ C (S.I1. Ti (U, t... í^)) <r„- C p/fr- &J e"'"'"*é "'"']

ecuación que, haciendo uso de las ecuaciones (5*24), puede es
cribirse como ;

-Al = -4r 1rs ( %l (-i-t) fofo) Cs(i-S)) =

/ y i v ^ T . — ¿A^t? vt' ^ "1+■(?,„ G„v (<N..>t píft-'6)e , e J
(5.42a)

Procediendo,de análoga forma a como se ha obtenido la

ecuación (5.42), para los restantes sumandos Ai cLe la .ecua
ción (5.40) resultan las expresiones ■:

A. -4r ( %l(i) fofo) ■ " "■ ■"■■ ■

ln.v,',U

-  /. ÍAJvt'n "t. ^ ^
e
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G^o <r.~ e e J (5.4-2b)

As -- -^ Atc ( ̂¡6 -'i') fo'''^^ fs (t-'") "JfjS (+"') -

ZL [ G„.„ G„: f<N.>, + i) <rj f7(t-r) <r.- /'"-Y'
V^,vt\u

jT^ ^ y I V T /*■ A-+  \M^X Cs(y-^) cTv,' e ■ e J

(5.^2c)

' Á Trñ ( p/fV-'í?) TiPre (t-r) (-t) j r

Xr ^ - H( / V . • f— (_ Gn'u \t\/p/^ Pj. f-lr -^) (3^"'" £ ^
V\, v\ U ■ .

+ C G.„ «^y.X + -!.) Y""'"]
(5.-9-2(1)

Fácilmente pueden observarse las relaciones :

Ai - ' Ai, '
(5.43)

A. - a:

La ecuación de evolución (5.36) viene dada en función de

las A< por :

, YY A. pj^ (A. + A.+ 4s -aA) =
J-t ~'°
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'  = - -( t^ > li +1, r^) (5..44)

notación simplificada, en la que :

Ti. ^ \ (5.45)
«7 .. .

viniendo dados los por las ecuaciones (5.42).

Nuestro interés se centra en la resolución de la ecuación

(5.44), Con este objeto, efectuamos la transformada de Laplace

en dicha ecuación ;

í- ( ^ ~ I— (L I:!. + I3 -*■ Jo) (5.46)
y puesto que ;

L  " s p/(s) p;(o) . (5.47)

obtenemos para la ecuación (5.46),utilizando la propiedad de li-

nealidad de la transformada de Laplace, la expresión ;

S  . - [.L(t) ■> LflJ *L(r.VL(Ij] (5.48)
Las transformadas de Laplace que aparecen en el segundo

miembro de esta ecuación se obtendrán de una manera explícita

sustituyendo por sus valores dados por las écuacionés ( 5.42)

y. (5.45). Tenemos así que : •

L(L^ = L ( Ipj? =

-L Í/ j» S-[ C.. <W«>T <r„- <r.,í píft M e . e
V.,v',u

(5.49)
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Por otra parte, la primera propiedad de translación para

la transformada de Laplace (Morse y Peshbach, 1953) prescribe

que si : .

L ( Fí-tl) = jes) (5.50a)
O

se verifica, entonces, que :

L f rw) = (5.50b)

mientras que el teorema de convolución de dicba transformada

(Morse y Pesbbach, 1953) dice que si ;

L (R(i)) ̂  ns) , L (Víi)) = ires) (5.5ia)

L { ¡- Jí ^ '

se verifica la relación

t

rrs). (res-) (5.5ib)

La aplicación de (5»50) y. (5*51) en la ecuación (5»^9) a

las funciones :

FN = i Jz e c¡(i -s).

5" + X

yh) = (rrs-)" = C^)

permite obtener la ecuación :

L (L) = ̂  ] : ■ (T.- (T.r
1/1.V.'. ü *- ~ L ~ A, OOj}i/i' ^ Sn,v',y S - _/t

. Cnü
+ r + / u/..„ + X f/ í ̂ 1 (5.52a)
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Procediendo de análoga forma a como se ha obtenido la ecua

ción (5*52a>v resultan para las restantes transformadas de Lapla-

ce en la ecuación C5»^8) las expresiones :

S — A. — /C
Lila.) ^ ^ (Ü" <5;."^

.V\,V\\L> L S — /C CyJ^*y^ — /C lü

<C r • X 1
I— —r P;[s^icü.'.) (r,r /•(5.52b'

í  ÍT 1 - - í i) ■ , \ r~^•I— V -L? J CTm' Pk. [
vi,v«',v I c ± A uj. 4 j.ío.,: > vS 4 4^0»^,

*

G,., G.. < N.>.
S - A.

Gy.'^ Gy,-Ü

(s-/t y5.52c:

(  Ít \ - ^ f . 4_
L. \L¿,) - ^ . 1 : —: ^ ^?rs+¿uj«vl

(S^nV . GlnL> Ni 1- ^4- ̂  /V ■ ^
THTírtnizr

*

by
-h

Sumando las cuatro ecuaciones (5.52) y sacando factor co

mún los términos con iguales coeficientes en las intensidades

del acoplamiento, se tiene : ■

L(I>Lf L) - LÍL) - L(LV:= ■ \

-  -x- / 6.! G.V f <^/■,>-^<') /■ / . -<1
l  ̂ S 4 4 4W„„. V*^- fS4.W„g

~  (J^i ^S 4-/ ^Tv"*^ J

.  OrtU G.i'tj ^ Míí^t / - * ""t . j. 4 N
s - * u)„.;. i wl- f. "»•-)- "»■ f. ís-i<^v)v).



Gv.u Gwo ^ (Tk." 0-^Í"
S  A6Cv*ty, — ̂

_  ( g-/ ¿(a;.-.) cr.' _ Cs^Aw.vl ^
S -{- -<- í^n'A ^ ̂ o t

^— S G^u G^^o -^d) r • .1
^ i —^—n 77; o:-p7rs-Aw„v J +
M,v^> ^ 5+ X6a/^.^ + /t6-J^^. ' ■ [^ ̂

Gy^u G^'j <^N./X [ r..- (t;.-^ Aw..v.)J -
■4*

^ ~ /. 6C^-« - ■*.

_  Gnu (S>^^■^ Kn/i^X + ^) ^ g;- ^ g;:^ J -
^  ̂Vi'n ■

Gnu <(¡\J^y^ . ^^•']} ~
5 -+■ X. 6A^t**n "f"

- Bi, -^ Ba + Bi Bv (5.53)
en la que se utilizan los símbolos 3x para designaj? los dis
tintos sumandos en que\.se ba desglosado el miembro de la dere

cha de la: ecuación ;(5..48.), que ahora queda de la forma : .

S fs'fs) - f='í°) = - (B, -• Si - 5, + B.) . (5.54)
A partir de esta ecuación para la transformada de Laplace

del operador densidad reducido del sistema de spines en la repre-
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sentación de interacción, puede obtenerse una ecuación de evolu

ción en el"tiempo para dicho operador. Con este objeto, .efectua

mos la transformación inversa de Laplace en ambos miembros de

la ecuación (5.5^) :

f s (o)) = - IS^ ( 6, ■+ -63 8^) . (5¿ 55)

Teniendo en cuenta que :

I ~i í -"i rí— ( ^ fs - j j.- (5.56)
y la propiedad de linealidad de la transformada inversa de Lapla
ce, la ecuación (5*55) puede escribirse como ;

^ = - { L-"í&). L"(6J 4 L-'(8.)} (5.57)
donde :

f

■  (5.58)

siendo los B¿ los distintos sumandos de la ecuación (5.53), y
él contorno de integración C la recta orientada (^ -ico ^

El siguiente paso-es, pues, Ik evaluación de las,transfor

madas inversas , definidas por la.ecuación (5.58). Pára

®ll°í hacemos uso, ahora, de la aproximación de Wigner-Weisskopf
(.Weisskopf y Wigner, 1930), la cual es aquí razonable debido a
que, según la hipótesis 4) del apartado 4,3», las frecuencias

de.los modos de la red están lo suficientemente próximas como
para .que se íes pueda asignar una densidad . En concre

to esta aproximación consiste, apoyándose en que el espectro, de
la.red es lo suficientemente denso, en rosmplazar la suma

por una integral sobre ia frecuencia y una suma sobre los restan-
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"tes números cuantieos (V ) que definen el modo, sin más que

asociar a dicho espectro una densidad de niveles.

Aplicando esta aproximación a la transformada inversa de

Laplace de , primer sumando en la ecuación (5.53), se obtie

ne :

I  Js e'* { Z X ^

"  Cm , <n,i ^ (5.59a)
que puede escribirse en la forma ; . - ,

L-'ÍB.) ] , a. t j: C r„.- , :
-  Jy.io3 n,v' ■ V'

■í Gni,. + i) (5.59b)
S" 4- -i (w - )

Teniendo en cuenta que, debido a las hipótesis efectuadas
en el apartado 4,3., tanto Ginij' como |-v7' varían sua
vemente con la frecuencia de los modos^ la función integral que
aT,a-naná /a-n • /" c; C;OV.^ Í í. , ,aparece en (.p.pyD;, g 4 á((</-cu ) * vana muy suavemen
te y se comporta bien en el semiplano de la dérecha del plano
complejo S— , Por otra parte, la hipótesis de acoplamiento
débil prescribe que ^I(^) ha de ser una función que-varíe len
tamente con t, y en consecuencia su transformada de Laplace fffs) ,
será una función muy "picada" en las proximidades de s = o y
por lo tanto, debido a la propiedad de translación de'dicha trans-

formada descrita en la ecuación (5.50), (s-^áco^.h) ha de ser un
^  -operador muy "picado" en las proximidades de S-.i-Wv,-»! , lo que

nos permité considerar a como un operador con un polo

simple cerca de 5 - ,
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En estas condiciones, tomando yj suficientemente peque

ño en la ecuación (5*59b), la contribución al contorno integiral

estará dominada por el polo de (5+ en s:= -¿u;k'ví ^ ¿e modo

que la contribución a la integral se centra en una pequeña re

gión del plano complejo próxima a s =-■<■ , Las variaciones de

la función iTlTüTrZJT) -dentro de esta pequeña región
son despreciables, de forma que se puede reemplazar por su va-

y*

lor .cerca del polo de y escribir (5«59b) como :

i-¥a> ^ íf ¡v'(^) i cí f ^

r (»

~-A^
^  I n /i)' ^i ^. kr

(5.60)
Haciendo uso de la identidad (Morse y Feshbacla, 1953) :

ñ  ̂ J '
^ = \/p —^—- :;: iir ¿^) (c.

'  ;<_cA- ^ ^,5.D-La;

donde vp (valor principal) significa que en toda integración don-
intervenga la distribución anterior se debe tomar la parte

principal én el sentido de Cauchy de la integral, podemos escri
bir para una función F(x) la relación :

í  = p F/-) ^
J  Y- i: en í >f - ¿X

/  ® (5.61b)donde J indica que se trata de la parte principal.

Aplicando la relación (5.61b) a la" ecuación (5.60) se ob

tiene :

IS^(5,) = S I' ( P ¡ ^ +

, ^ ÁTT (< N(w,.)> +i) Z cL
(5.62)



Definimos, ahora, los parámetros ;

= ' f I ^ (5.63a)
Uí - Í/J«'

AL. l" = f ^ g,.. g.,.. (5.63b)
(aJ -

— "TT "^7 ^hi?< |v' C5*65c)

Puesto que la intensidad de acoplamiento del spín n con

la red es prácticamente constante para los modos en una banda

centrada en la frecüencia del spín, y al ser la diferencia

entre las frecuencias de los dos spines muy pequeña, mucho me

nor que el ancho de banda, puede efectuarse la aproximación :

: ^ \ , (5.6^)

según la cual los parámetros definidos por (5,63) son reales e

independientes .de n y n-, pudiéndose" escribir :

Z\v,v,. 60 = 4 w • (5.65a)

/ÍL V ■ (5.65b)

vi-'" ^ . ,  (5.65c).

En función de estos parámetros la ecuación (5^62) adopta

la forma :

ti ( BJ = -^ 21 f W ̂  /\lU -t ¡f E<^v^^ (T^" plwl
^  '■ .(5.66a)
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Procediendo de análoga forma a como se ha obtenido la ecua

ción (5*65a), resultan para las restaintes tran.sformadas inversas

de Laplace L ^ definidas por (5»58), las expresiones ;

i  f'.(*)]é* (5.66b)

■ L-'(|3,) -X ((UH.iX* 1))[t.-, (¡HItr.í] ^
•  C5.66c)

L  (6¿,] = i + 'f- jr <C 1 £ (5,66d)

Sustituyendo los valores obtenidos en las ecuaciones (5»65)

la ecuación (5*57 )» resulta, para la ecuación de evolución

en el tiempo del operador densidad réducido del sistema de spi-

nes en la representación de interacción, la expresión :

cillt>\ - { L'fe.) - L'íbj.» L*(^) * L:'(a)} -
Jt

in.v.' .

A  A'^<^ {[C-, + [ f."-, (^(4) e .

; - y •( C' e - E (T.-, (T.;"] ■
•  ' . U,v.V ■ . . '

-¿ y <W«^„.)>, {[f.-, <r„f fíw] e
.  M,V«' » ■

'  (5.67)

Pasemos, ahora, esta ecuación á la representación de Schro-

dinger. Según la ecuación (5.32), tendremos :

VI w'
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ít) =» é ; ' ÍÍ-) • : (5.68)

ecuación .^ue_.derivada respecto del tiempo nos permite obtener

la expresión :

^ ̂ i ■ 4ísp"
av

(5-69)

de manera que sustituyendo (5.68) y (5.69) en la ecuación (5.67),
jÍ ^multiplicando ambos miembros de dicha ecuación por 6'" ̂  , y

haciendo uso de las ecuaciones (5,20a) así como dé ;

.  ÍVs , fsWl - 21 C írv,*" (Tn' , . (5.70)
n. I* ■

se obtiene para la'ecuación de evolución en el tiempo del opera

dor densidad reducido del sistema de spines, en la representa

ción de Schrbdinger, la forma ;

=  -X 2. Wv, [
Jh . ^ ,

^  + /ií^VÍ[Cv^ + [cr.-, ¿(+) a;.^]}

- -i, ^ A'ío _ { [ + [ 4-„+, W r„r] }: ■ •

•-. ̂  í + i) ̂ [ «-y, [ (T;-, f,(+) r„í]} : :

^ ̂  (5.71)
donde n,. n''ó { 1,2 } , y los parámetros reales , A y If
vienen definidos por las ecuaciones,(5.63)♦ mientras que el pa
rámetro corresponde al número de ocupación medio para .

el modo de frecuencia ¿ü»,' , viniendo dado, según la ecuación
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(^.49)♦ por :

< N fü..)X 7 -jjijy— ^ (5.72)
-  : e — - ¿ : - -, ■; -

Tomando los conjugados Hermíticos de los dos miembros de

la ecuación (5«71) se obtendrá la ecuación de evolución én el

tiempo del operador ^ (b] , pudiéndose comprobar, fácilmente,
que,dicho operador verifica una ecuación idéntica a la (5,71)

al ser reales, según las ecuaciones (5*64)j los parámetros que

aparecen en ella,' verificándose,, por tanto, que

-  (5.73)

en cualquier instante t.

5»3« • Ecuación de evolución para los valores esperados de

los operadores del sistema de spines.

Nuestro interés se centra, ahora, en encontrar, y resplye.r.
las ecuaciones de evolución para los valores esperados de los

operadores dinámicos del- sistema de spines.

Según la ecuación (2,8) si F es un operador cualesquie
ra del sistema de spines, el valor esperado de dicho operador

en un . instante, t viene dado por. : .

( F . (5,74)
siendo la operación de traza parcial sobre las variables

del sistema de spines y el operador densidad de dicho sis-
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"tema. Es ■.evident?e que si se" conoce la ecuación de evolución en

el tiempjo:: para, el operador densidad d) /puede hallarse lia
ecuación de evolución para el,valor esperado del operador en cues
tión sin más que derivar respecto del tiempo en la ecuación (5.74'

( F ° ;^(5.75r ^
-

Así pues, a partir de la ecuación (5.71) se obtiene la

ecuación de evolución :

dt " • . ■

:  T, I F [ <r.-, <n,í C, w] + F [ í■„^ W <r.r ] } ,

¡f (ihIMX i) Tí, { fCct,', - F [r.-, fjt) rj]}

i  <N(w..)/fI^ IFí ciF^ Wl - F [ <rv, fi-W<fF]}.

-A.

Teniendo en cuenta la ecuación (5.74) y la propiedad de

invariancia cíclica de la traza, la ecuación anterior puede es

cribirse. en la forma

^  < L Cr„-, Fl>, .
■  ■ ab •• • .

■  21 Í + Aw) { < C F, .<r.^ ] ír„r >, <- < rF [ F, ir„-Tl> }

{ < [ (ü-, Flr.í->i + < «-„r [ e, F]> jí4 X
n,v\*

- Z y í< NJKTX+i') { < [ F, + < (r„f [ r.-,FT> }

- 21 y <Níw..)>^ { < [ F.in,-] + < c;r [ r/, f]^ 1
(5.76)
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De esta manera, para el valor esperado del operador de crea

ción v*-asociado al spín n, se obtiene la ecuación dé evo^

lución :

+ 'i ^ f A'^v^ + 41^) "f ̂  f ^v.^! X í (t.t] > }

^  4*^0; .{^ [ ff;r, o;.+7 X + < X }
»',v" .

^  +i) {<[C, (i;."l r.>r>^ ^- <5,.r[g;r,

donde n, n'y n"é{l,2 }" , (5.77a)
Sumando primero sobre n'en la ecuación (5.77a) y teniendo

en cuenta las relaciones (4.4) .y (4.5) así como el hecho de que

en el instante inicial los operadores correspondientes a distin

tos spines conmutan, dicha ecuación toma la forma :

-  A Lo^ <

.  dh .

- X
.ti

+ ;c ^ A\ <- TJ' X
.  K'« ■ .

- i: )í +1)

í  < S* <n.í>t : s (5.77b)

sumando ahora sobre n y teniendo en cuenta que :
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la ecuación (5*77b) se convierte en ;

=  i - Au;)
'  ■ ■ ■ ,:■ • ■ ■

- í < hl(uj.)X) < ( ^ + A A w) < í-vj
(5.77c)

Definiendo los parámetros ;

.  CUvi ^ Myí - f Z\'^<w + ^ w) (5,78a)

= Y + ^ .(5.78b)

la ecuación (5.77)» que nos da la evolución en el tiempo del va
lor esperado del operador de creación asociado al spíh n,
puede escribirse como :

£j ^ A-o;; < g;+X - Y (a+-i. < N
• . . ■ ■ V. ,' ^ ,

^  - «x <0V rJX (5.79)

. Mediante el mismo proceso seguido para la obtención de la

ecuación (5.79)». resultan paxa los valores esperados del opera-f
dor de aniquilación, ^ , y del operador , asociados al

spín n, las ecuaciones de evolución :

é<l¿2í \ ^ z:<[<r„í<r„r,
di . ■ ■ . ' :

+ x 51 (A'^w + Aw) {<[(r„-, (r,í] + <s;.íi
•  " lA« V»
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v*',v»",

+ 4 c.-'] ?;'X (ü-l>,}

- Z f<N(w.-)X ■(<[(¡:-, 5:.-]<r„iX k<3;T{(r„í r„-]>\ =
V>',K" " , - ■ ■

- A. (/Jys ^ + X ^ ̂  ÍA^ + A ^ 0^» ^
jv>i , . .> ■

- x. ¿l-^ ^ <r;:r íj;^> •
VX" ^

~ ^ ^ f<c w (H")X "'■^y

^ , r< IV(w„..í> .< g;7 <r;^> =

=  -/L CíAJk, - <¿ At^ —A"^) , ,

+  < TzX - f|f- vi-A^^J)
.  . : V (5.80)

'X = yt 2- tOv\> ^ C Tyy^ 7 ^
"' . . . ' "■ ■, ■ ■ . , ' ■ .: : •;"• '■ '■

4 X X (A^u. + Aw) {<[ Cl<r- + <cr.^' [<r.^ ■a-vr.]>, V
n'>"

+ 4
W.

{<[ir.^ <r„'lrJ>4. > <<C..[<r„í;<!;t]'^ i¡

If (<N/(M>t +iYÍ<LC,c,í] <rv,;X Kíí t

^ (f <U(wJ^ {.<[ <rv.-7 <rv..t>^ + <;r." C <rv..V. =
h'.v>"
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.V >!

=  (A""»^ + Ai^l {<c.*. - <<r«í T^->. 1

v>" . .

+  y (<M(w^-0>t + í) { <c^-^ cr,:;X + < r^-^XV

~  ̂Nz/w^-lX { ̂ < G"^'" <r«^X^ •

=  < Cx'^<n>-X + ^^ i - <í;-(jv^XTf

. . + -2^ (< €" y

- -zx Aw I <<r.+ (r^-X -• <T^"'<r.-X!i =

+-i +/C Aw) <( ^j^+íTk-x ^ ^ a tx'l < XwtX ,

En función de los parámetros Wa y Oí. ^ definidos por

las ecuaciones (5.78)-, las expresiones (5.80) y (5.81)' püedén •

escribirse como ; ,

=■ ~ioo: <r.-X - V ^ <K''k)X) < o-«-> .
•  di- :

■ - ,<^V<r;rX ; . (5.82)

:(^i

t  < rv^^o;-X <r^-X (5.83)



donde n, , n / m. •

Según la-ecuación (4.9b) la relación entre el valor espe;-:

rado del. operador y el valor esperado del operador número

M \n •, asociados al spín n, es :

^  ̂ ' '(5.84)

obteniéndose a partir de la ecuación (5.83) para la evolución

del valor esperado de , la expresión : . - .

¡f (á+.o¿ <N/K)X) "(hJ.X
¿A-í .

-  (5.85).

Las ecuaciones diferenciales (5.79), (5.82) y (5.85) son

del tipo :

^  t (5.86)
que en forma integral puede escribirse :

D  . n -bt , -fc(l-t').jí-t) - ^ i • (5.87)

Definiendo el. parámetro :

jíta = l «2. < M . (5,88)

resulta, entonces, para la evolución de los valores esperados

de -Tu ■, y W.m las ecuaciones :

= <:«;•'>. e - <x íl+' <(rjc^>, e,

.  (5.89a)
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'n ̂  - (X .¿|i (Tw S
(5.89b)

^0

<  - (<N„>. - -é^)
fc: + /i C +4.

A, -2Ca-i') [^
- 0^ (r.-:>. e - 0^" ur é

'o (5.89c)

en las que se pone de manifiesto la influencia del spín m (m n)

en la evolución del spín n, debido a estar ambos acoplados al

mismo medio. Esta influencia viene expresada por los términos

en el parámetro ^ , dado por (5.78b), que aparecen en dichas

ecuaciones.

Debido a la presencia de términos integrales las ecuacio

nes (5-.89) no tienen solución exacta. Ahora bien, puesto que he

mos supuesto que I |v'(w) ©s prácticamente constante en las

proximidades de \x¡ - j despreciable en el resto del eje real,

el desplazamiento Lamb, , dado por la ecuación (5.63a), pue

de considerarse nulo : ^ (von Eoerster, 1972). Por otra par^

■te, es mucho menor que. , como puede verse efectuando

una estima numérica a la temperatura ambiente para la frecuencia

asociada al spín de un protón .( 3^7^. 3*10^ •][' ). Esto sugiere • .
escribir.como solución de orden cero de. las ecuaciones (5.89) •

■  ̂ - O't .<r Q- (5.90a)-

\ ^ ^ = < Gn ^ e (5.90b)
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<N.>, = .('<íw„X - ^ j' ■) 4 ^J; : . (5.90o)

que corresponden a la evolución de un spín independientemente
o

.  de la presencia del otro, -

La solución obtenida prescribe una conducta,irreversible

para el spín n, el cual evoluciona, desde cualquier estado inicial
arbitrario hasta alcanzar una situación de equilibrio con los

grados de libertad de la red (para t —^ oo ),

A partir de la ecuación (5»90c) puede observarse que, de

bido al termino exponencial, la población del spín n irá cambian

do desde su valor inicial, , correspondiente a t = O, has
ta alcanzar un valor de equilibrio, , para t —^ ^ » da

do por :

€  + A.

lo que está de acuerdo con la estadística de Permi-Dirac, y ex
presa el hecho de que la red se comporta como un "baño térmico"

,  .para los spines. .

Esta tendencia del spin de evolucionar irréversiblemente

■  desde cualquier estado inicial hacia un estado de equilibrio,re— -
fleja el hecho de tratar con un sistema en el límite:estadísti

co, la red, en el que desistimos de efectuar consideraciones mi—

.croscopicas debido a su gran complejidad. La interacción dé ca

da spin con la red constituye un acoplamiento disipativo, intro—

ductor de un factor de amortiguamiento, IfT , que da cuenta de
la disipación o relajación del estado.preparado inicialmente.y
de Un cambio, , en la frecuencia intrínseca, , del spín.
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pari:.ir de las ecuaciones (5•90) se obtienen,' haciendo.,

uso de las y (^.9)» las expresiohés de orden cero para

los valores esperados de , y :

^  e + Q ) e (5.92a)

< . = - ( é""-' - <r„-X e (5.92b)

<(!),'>, = e (5.92b)

donde :

~  A. ~ ^

Diferenciando las soluciones anteriores se obtiene .:

=  . M' <C>, - • (5.95a)

~ }!.< < : (5.93b)

.  : P X : ^ , :(5.93C)

ecuaciones que son equivalentes a las ecuaciones macroscópicas
.  • ' • ■ ■. • • -.d • • .•4© Blbch para el spin n (Abragam, 1961), .donde (*^571 es el tiem-

po de relajación longitudinal Ti , y (¡fi' es el tiempo de re
lajación transversa.1 -T.- ' ,

Las soluciones de orden cero (5.90) pueden utilizarse pa
ra obtener una solución aproximada de las ecuaciones integrales

(5*89)» Con objeto de obtener dicha solución haremos uso de la
aproximación semiclasica de suponer que los dos spiiies son es-
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"tadis"ticámente independientes. Esto permite escribir el valor

esperado del producto de operadores como el producto de los va

lores esperados para cada uno de los operadores (White, 1970»

Agarwal, 1974). Esta aproximación es razonable en este caso de

acoplamiento débil al considerar que la temperatura de la,red

es lo suficientemente alta como para que las propiedades esta

dísticas de la misma se mantengan inalteradas durante el proce

so de relajación.
«

De esta manera, haciendo uso de la ecuación (5.84), se ob

tienen las expresiones : .

n  ̂ f y / ^ 1 ítJ-

.  - e (5.99-a)

i<tó -(2 . .

, / . , . ■■ : +
-  < CV e (5.94b)

■  ■ • • y y + rj +írj)-t
íTnií' ̂  y» "C^vw . Q ^

y. y — íiJ - J^)"t
\  = <(*5^ ^ Q- . . . (5*9^0.)

que sustituidas en las ecuaciones integrales (5*89) permiten ob

tener : .
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<<r/^ = <(r/>. e

(• Uw.-Ot (xM.'-Ot
le • - e I

V - V + ̂

-(!
e. - e

o? <v<(r>v,-^>. (<t^y.>. - <W« i*- - -^í'v^H /w; - íj;)t

5yv -V ¡fyv. — i^r»n

>>2^ <<ry^y^ <^v^yec^ r -rZ _(^<^^ -iíj)tr  -rz it -CJt

Iíi7. - ííyv< + wJ w*

i
le .^ e i

(5.95a)

<^w:X f -(^'^-+¡r-'')-tr  +írj^)t + jt y

12 , - ^ J
y»^ "" íyw - «

(< +^y7)t
{ e - e

dvv ■*" íTv^ -*■ ^ .

r -(¿t-'J + rJ")-t - ̂ + yj)-t \
c - C - ^ ,

C5.95b)

<ru->y= + f<w.>, -

. ^ ^{x.í^«,v> - «wJ - ívx" -iírJ-t I ■
Íw ^ »V, «

I  (Xoy^yy+ j t ^-j-i-w'-b j
yv. v\"Í* - - /b

(5.95c)

Al estar las frecuencias de los pines muy próximas se pue
de considerar que :
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:  " i '
fe j3 U-'irt fe ñtMyyy

e  ■ + i e + xL

(5.96)

y efectuar la aproximación :
o

-  = líJ - íf"" (5.97)

independiente de n y m. En función del parámetro las ecua

ciones (5.95) adoptan la forma :

(y
4 ̂

OJ

(5.98a).

<:<r.-;^ e..-

. X. ií"̂  <2 (6 _ ^ j

.  _£«;V5¿3<>4^ . e
+

>?■>^^'<rc->y<^J,>.- <N/„y.). -i"'^Ai<^i^
"H X yví y\

•  V (5.98b)
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<Na ' V C<Mv.V -

- ¿ < (í^'^>^<rwr^ (5;98cO -
Wkvi ̂

soluciones que dan cuenta de la influencia del spín m en el

amortiguamiento del n. Nótese que en el equilibrio (t-í» «j ) los

valores esperados de , <1^ y f^v\ son los mismos que .

los obtenidos en lá solución de orden cero.

Es interesante considerar el caso particular en que los

dos spines se éncuentran localizados en posiciones equivalentes,

para la que

cu^ ^ (5.99)

y las ecuaciones (5.98) adoptan la forma :

aw: - r)t

-  « <<r.-7. (d - :

.  r.
,  . . . (5.100a)

.  - (i + íT) b . ,
</ (Tv.-^ = <<rvr>o e
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.■ ' ■ r ■ ' ■
. ■ (5-lOOb)

<K/v.>, - + (<K>. ' <wV>^^) ^

- (^ (xcTcnj-;^ t e (5.100c)

en las que los términos que en las ecuaciones (5.98) estaban

divididos por (DnvA aparécen, ahora, lineales en t.

5¿6. Dependencia de la temperatura.

Al plantear en el capitulo IV el problema en estudio una

de las hipótesis efectuadas era la de suponer que la red perma
nece en equilibrio térmico durante el proceso de relajación del
sistema de spines, por lo que en todo instante el número medio

de ocupación para cada modo ^ viene dado por (^.^9) :

<WM>t = d

donde ^:;()3T) , siendo k la constante de Boltzmann y T la
temperatura de equilibrio. Aparece claro, entonces, que la in-
flüencia de la red sobre el sistema de spines deberá depender
de dicha temperatura.

En efecto^ según se.ha visto en el apartado anterio-r,. uno
de ios efectos de la interacción de los spines con la red es el
de producir un desplazamiento en la frecuencia intrínsecá:, ^
de cada uno de los spines, dando lugar a la nueva frecuencia :
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vVl')ilW/i! = . -M/w - (Aw 4' (54i&^-))

donde los..,p.a37áme.tros Aw y quedan.definüos .por las,,ac.ua=^.-
ciones (5»63a) y (5.63b) respectivamente.

L-/.. ■ . V El .parámetro corresponde.-- al-desplazamientO-. Lamb-j? ori-is 2

ginado como consecuencia de estar los spines acoplados a un sis

tema, la red, cuyo espectro se despliega en una banda cuasi-con-

tinua de frecuencias, habiendo sido ya ampliamente estudiado en

numerosos artículos (Bethe, IW, Louisell, 1973, Agarwal, 1974).

Ahorabien, en la expresión (5.101) aparece además otro

termino, A , que depende de la temperatura y qUe es precisa
mente el termino que.refleja la contribución térmica al despla

zamiento. Dicho, término ha sido estudiado recientemente de una

forma extensa y con datos numéricos por Walsch (Walsch, 1971) y

por Barton (Barton, 1972).

Resulta mas interesante observar la dependencia de la cons

tante de amortiguamiento con la temperatura, ya que esencialmen

te nuestro Ínteres se centra en el proceso de relajación del sis—

. tema de spines.

Según se ha visto en el apartado anterior la constante

efectiva de.amortiguamiento venía dada por (5.58) ; : .

=  j'/ i + ,<K/('WK)>r)

.dpnde el parámetro jf quedaba definido por la ecuación (5.63c)

mientras que ^ dado por (5.72) , es el número de ocupa

ción medio para el modo correspondiente a la frecuencia del spín

n, viniendo dada, entonces, la constante efectiva de amortigua

miento por :
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' í — í ■ (5.102)

ecuación en la que aparece clara la forma en que el amortigua

miento depende de la temperatura ,de equilibrio.

A altas temperaturas :

e  > ¿ + . (5.103)
p -9 o ' .

j para (5.102) se tiene, entonces ;

¡- ^ ^ í ( ) (5.104)
.  '' ^ t

En el límite a bagas temperaturas ya no es correcto supo

ner que las propiedades estadísticas de la red permanecen inal

teradas durante el proceso de relajación del sistema de spines

y la aplicación de la teoría de' ITakagima-Zwanzig en dicho caso

resultaría mucho más complicada, por lo que abordaremos esta si

tuación en ei capítulo VII con una técnica diferente.
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6.1, Introducción.

Un observable A carcterístico de un sistema (o de una par

te del misrao)...que se encuentra en equilibrio térmico experimen-. .

tará con el tiempo pequeñas fluctuaciones alrededor de su valor

. de- equilibrio, existiendo- entre^ los valores - A(t)-'para tiempos-' > ^

diferentes una cierta correlación, es decir, el valor de A en

un determinado instante t'influye en todos los valores que to

ma en instantes posteriores t, pudiéndose caracterizar este he

cho mediante la función de correlación ordinaria en el tiempo

asociada a.dicho observable, definida por (Kubo, 1957, Zwanzig,

1967, Levine, 1969) :

.  = < Aít")A(H> = Tr ff, A(t") (6.1)

donde es el operador densidad canónico del sistema y A(t)

es la conocida solución de Heisenberg :

Aíi) A e\ = e

siendo ^ el Hamiltoniano del sistema y el superoperador
.de Liouville asociado a *3^ ,

La definición anterior puede generalizarse para el caso

de las fluctuaciones de dos observables, A y B, que se desvian

simultáneamente de sus valores de equilibrio, definiéndose, en

tonces, la función de correlación ordinaria en el tiempo asocia-

,da a dichos operadores como :

.  , //isfi',■(") = < . (6.2a)
donde <-•' > significa el promedio sobre alguna colectividad
en equilibrio térmico.
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Dado, qiieMa función de distribución sobre una colectividad

en equilibrio-^ invariante con uit dieaplazamiento en el tiemp'Oy^

la función de correlación (6,2a) puede escribirse como : '

/mW = <ñw - <'6('')AW> (6.2b)

en donde se ha trasladado el origen de tiempos a t".

En nuestro problema concreto definiremos la función de co-

rrelacion ordinaria en el tiempo asociada al spíh n por :

W = , .< ir.-*w (6.3)

ia Cual da una descripción de la fluctuación del spín alrededor

de su equilibrio. '

Para el calculo de las funciones de correlación haremos

uso de un formalismo análogo al empleado en la teoría de Nakaji-

ma-Zwaiazig. Este formalismo es debido a Mori (Mori/ 1965), el

cual demostró q.ue la técnica del operador de proyección aplica

da a un sistema disipativo conduce a la ecuación generalizada

de Langevin para la evolución de una magnitud dinámica. Denomi

naremos a dicho formalismo como "inétodó. de Mori-Zwanzig".

Recientemente Kim y Misen (Kim y W-ilson; 1973)'y Bose y-

Ng (Bose y Ng, 1975) han calculado funciones de correlación en

el tiémpo usando la técnica'de Mori-Zwanzig, Los primeros anali

zan el problema de un oscilador armónico sumergido, en un baño

térmico y, bajo la hipótesis de acoplamiento débil, desarrollan

un esquema perturbacional pára calcular las funciones de corre- "

lación en el tiempo asociadas a dicho sistema. Los segundos apli

can el mismo formalismo al.problema del láser. En el problema

planteado en este trabajo seguiremos el esquema perturbacional
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empleado en los artículos citados anteriormente.

En éi último apartado de.este capítulo haremos uso de íá'

función de correlación en el tiempo obtenida,para determinar la

potencia absorbida por cada spín en un experimento de RMN,

6.2, Determinación de las funciones de correlación del

sistema de spines.

Pasemos a estudiar la función de correlación de primer or

den, o función de correlación ordinaria, asociada al spín n, de

finida por (6.3) como :

donde y (H.' son, respectivamente, los operadores de crea

ción y aniquilación de dicho spín.

Para calcular la función de correlación , introdu

cimos el operador de proyección P definido por : ,

o  AM>
P A(^) = (Tv-h — ^ (6,4)

que evidentemente verifica la propiedad de indempotencia P^ = p.

El punto de partida del formalismo de Mori—Zwanzig es la

ecuación de Heisenberg para la evolución del operador :

0^.(4) " (6,5)

siendo el Hamiltoniáno del sistema spines-red, dado por la

ecuación (4,53), y o¿ , el superoperador de Liouville definido

como el conmutador de ^ , , >
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Tomando-' la transformada de Laplace en ambos miembros de

la ecuación (5.5) se obtiene :

-- (üv"(oV - A. ^-(S) (6»6):

A

donde Cjl"ís) ©s la transformada de Laplace de :

y\ I _ S t
a"v,'<'s) = Jt e' (5.7)

'O

La ecuación (5.5) puede escribirse como :

s í;-cs) - P í.-rcv + A -p) (e.s)

que multiplicada sucesivamente por la izquierda por P j por

(1 - P) permite obtener el par de ecuaciones :

P(r,<-cs) - P (TvTí^) - A P +- p(iP(i-P) crv.~í:si (5.9a)

s(¿-p)'f^'('s) - f/s.-p)(L;-(ü) = i('i-p)5Pp í.vo
(6.9b)

A partir de .(5.9b) se -obtiene para P) ̂  la expre

sión

(¿~P) 0;'-CsJ = ^ (¿ - P;), (Tvr (o\ +
5  - i P) . ■

■  -V ^ i (i-P) ¿í'P (5.10)
5 _ xa-p)^

que sustituida en. (-5.9a) da :

S P íl"Cs) - P (T^-c^) = A P ívTCs) + i- í (l-P)

«  ̂ P Í;-CS) (5.11)
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ecuación análoga a la (3.36),obtenida en el apartado 3.3., pa

ra la transformada de Laplace de la parte relevante del operador

densidad del sistema. Procediendo como entonces, efectuando la

transformación inversa de Laplace en (6.11) se obtiene como

ecuación de evolución de P la expresión :

(i ' P) "t '
Pc/ P(r,v-(t) + ̂  P V. e U-f^)

e  a-P)^ P a;-ri-r) (6.12)
'a ■

Teniendo en cuenta, aiiora, la forma del operador de pro

yección P, definido por (6,4),se tiene que :

(i-p) <r.-(o) , r>.-fo)_ ^ , (6.13a)

P (r.-(t -t) = (Tw-ro) . |a (t

!/ \ . ' (6.13b)donde ^vvít) es la función de. correlación ordinaria asociada

al spíñ n. •

La sustitución de (6.15a) y (6.l3b) en (6.12) permite-ob

tener para la ecuación de evolución de dicha función de correla

ción la expresión ; . .

= X SL^ |v^íl) - (y (6.14)

donde : ' - ; ' •

r) ^ (Hr \-íi-v, - _—^ (6.15a)
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-¡ R ft) . ■ (6.15b)
fvTMy

siendo la fuerza aleatoria de, Langevin, definida po,r :

rüít) ■= - e (i -py ^ <s-.-co) =

- - C¿- P) e ■ ^ TyTÍo) (6.16)

La ecuación (6.12) fue obtenida en primer lugar por Zwan-
zig (Zwanzig, 1951) para una función de correlación clásica y
posteriormente fue aplicada por Mori (Mori, 1965) al estudio de

un sistema disipativo, siendo él el primero en identificar a

^n^^^ como la fuerza aleatoria en la ecuación generalizada de
Langevin. . -

La función fifi) , cjue como puede verse en la ecuación
(^•15t) es la correlación en eí tiempo de la fuerza aleatoria
í'^(t), se conoce con el nombre de "función memoria" (a menudo '
se la denomina también "función amortiguamiento") puesto que re
laciona el valor de la función de correlación en el instante t

con su valor en todo instante anterior -t -'fe ( '&< t ), expresán
donos, de esta manera, el carácter no-markoviano de la ecuación

(6.12).

Nuestro interés se centra en la resolución de ia ecuación

(6.1^) en el límite del acoplamiento.débil, para lo cual segui
remos el esquema perturbacional. desarrollado por Kim y Wilson .

y por Bose y Ng en los trabajos citados én la bibliografía.

Como se ha visto en apartados anteriores el Hamiltoniano

del sistema puede considerarse como suma de dos términos :



=  + 'fsa . (6.17)

donde ^ =*^5 + ̂ 6 es el Hamiltoniáno correspondiente al siste
ma spines-red sin interaccionar y es. el Hamiltoniano de

interacción dado por (4,52). De igual forma el súperoperador de

Liouville asociado a ^ puede■considerarse como suma de dos
términos ;

^  + ^S3 - ■ ■ (6.18)

siendo y los. superoperadores de Liouville asedados

a  y ^re respectivamente.
Abordamos, ahora, el cálculo de dado por (6.15a). Ha

ciendo uso del Hamiltoniano (4.53)» de las relaciones de conmu

tación (4.4) y de las ecuaciones (4.5), se obtiene :

.  ̂'1 • ' • . ■ .

•  - - (6.19)

que sustituida en (5.15a) permite obtener la expresión :

rj . c/ (T^-(o)^ ^ ^ ^ < <rv,+fo)>^  íl_ _ _.C^„ _ ^ ^ ^
(iL/'')> tvrí<?)>

.  ̂ ■ ■ ■ ■ ■ :; ■ ■ ■ ■ ■ (6.20)
El calculo de <^13^ puede ser efectuado haciendo uso



de un desarrollo perturbacional, según el cual el promedio tér

mico de' un,roperador cualquiera A'del sistema puede expresárse íl

en la forma (Kim yWilson, 1973) :

^  i j 'C (^ss ^ iV"^) (5.21)
J o ' o

donde <CA^ es el valor esperado canónico" de A sobre el siste

ma sin acoplar , y .

Aít) = e A , :

designando por (P los términos de orden superior en la per-
turbacióiié De esta forma se obtiene :

<!>»(r/«')>= <!>,,« + ¿ hit k» + &iv')
Q

(6.22)
siendo : : .

't OJ h
LyYt) - 2. b^íG)(Tyx-^ío;

Puesto que <C indica el promedio canónico sobre el

sistema sin-acoplar, se tiene que :

=  ■ 'r ( (^10)^^(0] VMo)) =. Tr feí<?.) &})

.  = <r = O (6.25) .

Por otra parte, utilizando (4.52) se obtiene la expresión :

[  i)j' ^ ily Oy»"''

■—. ^yiV*- ty«. (Jl> + Gix'ijx 01' .



—  "^7 ^nu* . (, hu ÍV- ^

-(- S Ci^. U C-^C"^ -' L W' L  '

"'" t>^' 0"k» — Ijj^ fe>j,' crv»"*""(Tw*. ̂  " ' ■ (6.2^)

que sustituida en (6.22) y teniendo en cuenta las relaciones

(5»2^)» permite obtener en primer orden en la perturbación la

expresión :

< Ljo) (í^uo)y = i JX«^ie Lj^) ¿ >

_ t t

y= /- <^ ^ i L < <^vría) <rv.^í«?)^ - //{ + <N/.>-)

Í¿2?

/" * -/^4. \ 1 -Cfc-'p^t
~ b'vwiu. <<r«^/oy j e (6.25)

Sustituyendo (6.25) en (6.20) y teniendo en cuenta que :

<<r^-^ío) = <<J'vv-^ío) <rvr(^))> Sy,w . (6.26)

sé tiene para Jly, la forma .:

JI„ = - i J4: ̂  (d,.:, l'r^''-'>r.- <r,-ro)>.-1 -'.Hv.
•  L y<r^-ia \ tr-r.Ti^ ->

(6.27)

Haciendo uso de la identidad :
<?o'

i- ¿UJt J
J L - -n- C/,.A -t-• : . ./ ̂ 1e~ 4^ = TT- Scw) d-'^ vp -i— (6.28)

OJ
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y efectuando.; en (6,27) la aproximación de Wigner-Weisskopf,-es-- :

tudiada en;elnapartado 3*3*1 s© tiene para (6,27) la expresión ;-

ji„ = -^4 i {-ITS I
>- . rv.-ía)>

C>¿> p.

i P ^ ^2' 4/(rv.+{o)
^<r^^Lo) ̂ ^-(o)y^ ■((^■' c^.] '(6,29)

Introduciendo los parámetros (jf » ^ 7 » defini
dos por las ecuaciones (5.63), resulta :

-i _4Iíí^__ + i. fAw +.eA"w)} =
crjíc)")^

= _ (ujn - A(^ - >2. A^<y) _
<í(o;+í^) ír.'(í?)>

,^., 1^ + i-jr fA+-i (6.50)
Pasemos, ahora, al cálculo de la función memoria 17 (-t) da

da por la ecuación (6.15b), Para ello es necesario calcular en

primer lugar la fuerza aieatoria de Langevin, ' ^^(t),. asociada
al spin n. Efectuaremos el cálculo de dicha fuerza dentro del

esquema perturbacional anterior," en el cual puede escribirse el .

operador de proyección P, definido en (6.4), en la forma :

.  . p = . R > p' . . , ; (6.31)

donde ;

R Aft) = ffi'ío) Aft)>
co) c,-ío)5j

,  (6.J2)
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Efectuando un desarrollo en serie para la exponencial
,u-p)cet
^  la fuerza aleatoria de -Lángevin adopta la formad:

hwC-t) = - ^ ' P") -Tyx' -h '"(6.33') ' '

donde designamos por los términos de orden superior en

el desarrollo en serie.

Haciendo uso de (6,19) 7 teniendo en cuenta que :

(¿- P.) r„- Oí - (T^-O) <"v°' ^ ̂
Oír

la ecuación (6,33) puede escribirse como

F^ít) = ^ h^ío) a (9(\/^) (6,35)

con lo que = P^(0), vendrá dado por :

^  bt(®) (.'^) + OCv-^) (6,36)

En el límite del acoplamiento débil puede evaluarse

en el segundo orden en la perturbación reemplazando

por , obteniéndose "de esta manera :

Hit) = ^ ¿l e... Cbt <(<rrr;>

-  (6.37)

Sustituyendo (6.37) (6,14-) se obtiene para la ecuación

de evolución de la función de correlación expresión :
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^  -tW) |„/t) = >íl„í|vítl - j ^ e"' " 1 C4,.s) (s.-¿8)'

donde —0-^ viene dado por (5,29).

Definiendo

e'" (6.39)

y efectuando la transformación de Laplace en ambos miembros de

esta ecuación se obtiene :

^  ̂ L(^) (6.40)
^ 4- i OJi; ■ ■ .

siendo :

■  A■LC^) ^ ^V«-('S)> ,(6.41)
^  -

y  la transformada de Laplace de ,

Mediante la aproximación de Wigner-Weisskopf en la ecua

ción (6.40) resulta :

o=>

yi f

Th <r«) = ^ (6.42)Jo . . . í + x; . - <¡

a partir de la cual, tomando la transformada inversa de Laplace,

s'e obtiene la expresión ;

^-J— ás e^.L(s) [ J(jj ^ |>.-H (6.43)
•  . • ■ i ■ ■ ■ ■ ■

Ahora, bien, según se analizó en el apartado 5.5*'* 14 fun-

Clon j íKw ^ ^ ^—,'que presenta una cortadura en
Jo •

él eje imaginario, varía suavemente y se comporta bien en el se-



miplano derecho del plano complejo s« Por otra parte, en ausen

cia de acoplamiento al operador ^ ^ íí?) le corresponde eh'la '

representación de Heisenberg el cpsrador :

y en el límite del acoplamiento débil la interacción del spín n

con la red introduce un operador, 'Ta M , que varía lentamente

con el tiempo tal que (Mauricio, 197^) :

Tr(^) - cTp-Ct) (6.4¿<-)

a partir del cual, haciendo uso de la primera propiedad de trans

lación para la transformada de Laplace, se obtiene.':

í's'i = <r^( s +'C (6.45)

Puesto que CUv"(-t) es un operador que varía lentamente con
-A •

el tiempo, será un operador muy "picado" en las pro-
■A ■

ximidades de ^ lo cual permite considerar a

como un operador con un polo simple cerca dé 5-"iujyy y^ según
/\

Is- función también tendrá, un.polo en dicho punto.
Tomando suficientemente pequeño en la ecuación (6.43), '

la contribución al contorno de la integral estará dominada por
el polo de . , de modo que -la contribución- a la integral

(6.43) se centra en una pequeña región del plano complejo pró
xima a S.= - . Las variaciones de [dm

Jo S -t i- ^
tro de esta pequeña región son despreciables, de forma que se

A

puede reemplazar por su valor cerca del polo de , y es

cribir (6.43) como :
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T. al =
y + Á (uj-uj^) '

-  . A

ds e jyví'S)

—  -A.
Jo» i/<

16v,y' I -j y, íwj)

(6o-ío^) - '
(6.46)

Haciendo uso de la identidad (6.28) se obtiene para (6.46)

la expresión : ■

oo

Iv^a) = { Pj Jüü ■ ?
üü - OJ^

,4 /¿TT 1 (S i^'(í^») 1 |j;„ (ía'w) <C( M J" Jn(t) (^«47)

que en función- de los parámetros A"'^w y ^ puede escribir
se como ;

T^,(t) = -i ( l^uj 4 i <N/6í^^)>-r) |v,a)
(6.48)

Sustituyendo (6,30) y (5.47) en la ecuación (6.38) resul

ta para la ecuación de evolución de ^ yyí^\ ;
•  d

l^a) = (- xL - /\-oj _ A'^co) - (i 4 .2 <::N/6ivh)\) ] 1^(4) (6.49)
•Introduciendo los parámetros y , definidos por :

WJ»' - - (&U + ̂

(6.50a)

(6.50b)

la ecuación (5.49) puede escribirse como :
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íl) jv.^) (6.51)

cuya solución formal es ;

+rJ3t
►,/t) = j vx(<^) ^ ,, ,./ - (6.52)

función que-describe la fluctuación del spín n alrededor del

equilibrio, observándose en ella la existencia de un amortigua

miento IfiJ , dado" por (6.50a), y un desplazamiento de la frecuen
cia del spín expresado por la ecuación (6,50b), resultado que

está en consonancia con el obtenido en el capítulo anterior.

6.3» Potencia absorbida en un experimento RM.

Pasemos a de"tErminar, ahoraj la potencia absorbida por los

spines en un experimento de RMN-, Para ello consideraremos al sis

tema de spines en equilibrio térmico con el baño a una tempera

tura T, De esta manera dicho sistema viene caracterizado por el

operador densidad ."canónico :

f. = — (6.53)

con , ^ , siendo 1 la temperatura de equilibrio y el
Hamiltoniano del sistema de spines, definido por la ecuación .

(  )., En estas condiciones se considera aplicacio a los spines

un campo de r. f, linealmente polarizado, transversal a. la di

rección z (en la cual hay aplicado un campo magnético estacio

nario y uniforma que provoca el desplazamiento Zeeman de las
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energías), dado por la ecuación :

1^4 W. = H4. coi X ' ' (5^54)

y lo suficientemen'te débil como para que la respuesba del siste

ma sea lineal, es decir, proporcional a lá excitación (Teoría

de respuesta,lineal) (Levine,l969, White, 1970). ^

La potencia absorbida del campo de r»f, por el spin n vie

ne dada por (Abragam, 1961, White, 1970) :

.R =. - (6.55)
íi-ir di

donde la barra indica un promedio en el tienipo a lo largo de un

período del campo aplicado, y M^*(t) es la componente, en la di
rección X del momento magnético del spin que- teniendo en

cuenta, la ecuación ( ) viene dado, en función del operador vec

torial de Pauli, por ; "

-  W J Tr (y) <r^ ) (6.56)
siendo la razón giromagnética del"spin.

■A partir de Mlui y H Ak(^') , definidas como las trans
formadas de Fourier de Mía (t) y respectivamen-be, se pue
de .introducir, en la hipótesis de respuesta lineal y para el ca-^

sode spines localizados, la suceptibilidad Xl , me
diante la ecuación ;

MÍ (-«.)= f-a,"') : (6-57)
donde ¿j, k £ { x,y,z^ • Haciendo uso de (6.5^) se obtiene :
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^ I Jt cct ut Ai
^~iX>

_  _£II^ I Sfw' + w] + } (6.58)
y^TT .

que sustituida en (6.57) -perniite -escribir : • ^ . i .^4

m: u) . f iru,--) ̂  ' (6-59)
;  1/Trr ■ : .

Por otra parte, el Hamiltoniano de interacción spíñ-cam-

po de r.f. es :

--t ff;. (-1,. crY ws wt (s.eo)^ Y (T

y la ecuación de evolución del operador densidad del sistema de

spines, en estas condicionesj viene-dado por :

(6.61)

cuya solución puede ser , aproximada mediante : '

r ̂  ^ 6^ fl'- t)
^((rj - ^ ^ ) ] (6.62)

^ oo

donde • es el superóperador de Liouville asociado a ^5

Tomando « siendo ^ el operador densidad canó.:-

nico definido por (6.53)» y reemplazando, en el conmutador j

por, » resulta para (6.62), eligiendo, t como origen de tiem-

, pós, la. expresión ,.;

fit)- I +1 e ' lí' (6.63)

Sustituyendo (6.60) en (6,63) y efectuando el cambio de

variable t'-=-t" , se obtiene :
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OO

P ̂  ■-% H. [p, , cüCi-Díít" (6.¡64)
V  -'a

ecuación que sustituida en (6.56) permite obtener : -

m: w' . .
fe tíH.

- >L Tr { f (T/
Jn

(6.65)

donde 'C indica el promedio térmico en el equilibrio, por

lo que » según se vio en el capitulo anterior, es nulo.
Tomando la transformada de Fourier de (6.65) 7 teniendo

.en cuenta que :

Tr [ tp., <r.'í-t"n r/l = <[C(-f) , <r/3>o (6.se)
resulta la ecuación :

M! (.a) = 1=
. co

Mr w (2^^^ -
r co .OO ^

^  íJGLÜ' i ( [ <[ C , cr.'' 1 >
o rrír J ^ j ̂  ' ■•2. (¿TT . ' _ r£> * o

r

Z ^(ZK , ^ ! T L í-t"), í^' 1 > « ^ t" í (ji vu')

'  (6.67)

que comparada con (6.59) 7 haciendo uso de la propiedad de trans-
'lación en el tiempo para la función de correlación :

< B(^) A (O > - < 8(-t> A (<=)> (6.68)

permite obtener la expresión :

rsísi.o?, -.
a>

í ^t /(si-1--)
(6.69)
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siendo :

3.

ao

Sustituyendo (6.69) en (6.59) se/obtiene :

= ̂  { síii+^) ̂  r: m, íu--) iYIíT , ■! ■■• «•

cuya transformada de Fourier es :
. *X>

' (6Í7C))

(6.71)

M» (t) { X''^ S(sí+<-) + Í^M SU-<-)¡I jji ^
-oo.

r  ,, XX . V'''' \ 7 7-  M-i { Xv. M e , 4 M <2 j -

<e 1-1 i *1 f?e + Xvví fí^) Seuiwt ^ (6.72)

donde Re e Im significan parte real e imaginaria respectivamen

te. .

La ecuación (6.72) permite obtener para la potencia absor
bida por el spín, dada por(6.55)» la expresión :

=  ̂ Mf 6. xr (6.73)

en donde, según (6.70), es ;

;y;
A

í  r

-  Re

00

lo-t<[(r.^.(4) ; ..(ü^l> e' . (6.7^)

Haciendo uso de las relaciones ( ) se tiene que

1 > ^ (t) + M í-t) ; t (T.- 1 > =
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rC" ít) I ^ +- <^:[ íiTít) , "] '^ft^75)

- En. el cálculo, sin embargo^ ídesp-reciaremos- los- términos-':

<^[avl(ü ,01.^7 )>-y fvj, «Ti. , puesto que el resultado final es

calculado en la vecindad de , Esto es equivalente a la

aproximación resonante efectuada en el apartado 4.3.. En estas

condiciones (5.74) puede escribirse,como :

. ivw ■ I (<^[
M  '■ -/o •

-  ít) , ) } (6.76)
La función de correlación : ;

-  <í [ (5.77)

recibe, comunmente, el nombre de "función respuesta", y descri

be la conducta disipativa del spln. Su transformada deFourier,

í - h'" • (6.78)
se denomina '"densidad espectral" asociadá a , y es una

función real al ser una función de correlación corres

pondiente a dos opePadorés .hermíticós-con-jugados, verificándose,. ,
por tanto, la relación :

'f" (6.79)
Utilizando la propiedad de translación (6.68) se puede 1,

oo
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escribir :

^  ̂«"1 > (e.so)

con lo que la ecuación (5,76) adopta la forma :.

,  j, fOC

irM = - IÍl I j (6.81)

Se define la función densidad espectral asociada a la fun

ción de correlación ordinaria, , como :

^ I < (T/Co) (Ú.'(i)> e"* (6.82)
^ lo.

la cual está relacionada con 4*^ mediante el "teorema de fluc

tuación-disipación" (Callen y Welton, 195.1» Kubo, 1957» Levine,

1969) :

I T ,.A

(6.83)

Sustituyendo (6.52) en (6.82), la densidad espectral

viene dada por';

<x>

-r . si ¡„(o) f ■ ;u/-t „J^(w) - í I9e é á d-t ^

Iv, í'^) Kk
r

y (6.78) puede escribirse como ;

,

(í^y

(6.84)

(6.85)
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Por otra parte, se tiene que :

U) di (6.86)

siendo d (t) la función paso de Heaviside :

i  , t c?

Ü(l) =
o  , ^ (6.87)

cuya transformada-de Fourier es Ccohen-Tannoudji, Diu y Laloe,

1973) :

,c?¿>

Vu/t

' ~n^ J ^ ^ V. p. _i-„ + (6.88)

Aplicando a (6.86) el teorema de convolución para la trans

formada de Pourier (Morse y Peshbach, 1953) se, obtiene, hacien

do uso de (6.88-), la expresión :

r-CX?

1/4 TT

'CK>

~o^

dPn j ... • -n- ,
;  — ^ (p.iu)

.  U> - 0^^ ifTir
(6.89)

y. análogamente :

ái . =
oO

d(t) e''^Ah

a>

9  d oj' =•
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CO

X  /f) f . -jf .
m  ic flv

Sustituy^endo (5.89) .y (6.90). en..la. ecuación (6.76) res.ul-.^

ta :

L X'í") = -. <^.(-w)) =

=  I rJ • _ • \

(6.91)

Para altas temperaturas (1vJ'v.^1a« k l ) se puede hacer la

aproximación :

{i - e'"^) -> ,.hL (s.gs)
'  kx

con lo que la ecuación (6.73), haciendo uso de la (6.91), pue

de escribirse Como :

p . uf !-'■'> í í7 . \ í-'' I
^  + a:)'' j

que nos da la potencia absorbida- por el spín n en un experimen

to de RMN cuando el campo der.f. aplicado es de la forma (6.^^).

Obseryese que el- campo linealmente, polarizado (6.5^) co

rresponde a la superposición de dos campos circularmente pola

rizados del tipo : ■ ,

—5 '

HaW = n, c^s u/t X 4- toi j (6.94-)
de frecuencias iguales y opuestas. Si se desea determinar la res

puesta del spin.n en la dirección x a este último campo, se ob-
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tiene , de .forma análoga a como se ha determinado (6,72), la ex

presión ;

~  I Re ((^) eos (Aj't T'vvi (oj) sew ívHf J- (5*'95)

verificándose las relaciones (Abragam, 1951) :

Re t:'M Re Cm ; xr(-) (e,96a)

Iwx (<^) - liM 3(c M (6.96b)

donde Xc es la suceptibilidad asociada al campo circularmen-
te polarizado, habiéndose suprimido el subíndice n con objeto de

facilitar la notación.

Comparando (6.91) y (6.96b) se obtiene ;

Iw Xc'd^) = j-JL-idíl to í . : ) (6.97)

j el perfil de línea, Lj^( co ), que es proporcional a Ycl'u»)

(Abragam, 1961, Levine, 1969, White, 1970)» vendrá dado por :

í—vx (o)
+  (i:)

(6.. 98)

que corresponde • a un perfil de tipo lorentziano centrado en •

W .= íAJ„ , y de semiancho a la intensidad mitad 1(^7 •
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7»1« Introducción. . '

:aGi; -' Vi - . - üna!Kde"á3-ás :hip^ impbrtantésl entré las qúe-perápn^eG

yaba nuestro modelo, era, como viraosv qué las propiédadés estd.dís-

ticas de la red permanecían inaltéradas durante el proceso~dé-"~

relajación del sistema de spines,•hipótesis válida en el caso-

de altas temperaturas pero totalmente incorrecta para el caso j-?:

de bajas temperaturas, en cuya situación hemos de"replantear núe-

vamenté el problema.

Según se. ha indicado en la introducción al trabajo, el pro

blema abordado en este capítulo se refiere al amortiguamiento

del sistema de spines en el caso límite de bajas temperaturas,

,  T = O, mediante la evolución del operador densidad, dada por la

ecuación de von Neumann-Liouville, a partir del cual obtendremos

la evolución de las poblaciones de los spines suponiendo que en

el instante inicial uno de ellos se encuentra en su estado exci

tado.

Es interesante observar que, en un sentido estricto, el

proceso de formación de un estado inestable y su subsiguiente

desexcitación constituyen un fenómeno de colisión, pero, si ocu

rre que el sistema preparado.en un estado inestable tiéne una - ■

vida Suficientemente larga, como ocurre en el sistema en estudio

,en el. que .el acoplamiento es débil, no hay por qué • considerar

el. modo de formación, pudiéndose estudiar la desexcitación inde

pendientemente,

•  Para el. estudio de la evolución del operador densidad ha

remos uso del superoperador de Liouville introducido en el capí

tulo III, Las ventajas que presenta el tratamiento del proble

ma mediante la técnica de dicho supérópérador con respecto al

tratamientó habitual para la evolución del operador densidad en
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i • ^

función del Hamiltoniano del sisí;einaí fuepon enumeradas y estu

diadas en dicho capítulo. j- -

. Pasaremos, a estudiar,en,primer lugar él subespacip de los

estados del problema así como el subespacio de Liouville. En el

apartado siguiente analizaremos detenidamente la forma del super-

operadbíp de Lioüville en esté caso. ,Fihalménte, consideraremos

formalmente la evolución del operador densidad del sistema uti

lizando para ello la técnica del resolvente asociado al super—

operador de Liouviile del problema e interpretaremos los resul

tados a los que llegamos.

.  7*2. Planteamiento del problema^

7«2.1. El subespacio de los,estados.

Según se vió en el apartado 4.3., el Hamiltonianp del'sis-

téma puede escribirse como suma de los Hamitonianos sin pertur

bar, correspondientes a los spines y a la red, y del Hamiltonia-

no asociado al acoplamiento entre ellos ; ,

= % * -jf. - ^36

"  -t- "k .sr bt CTvr + 6Lu
■  • ■ (7.1)

Si no existiese.el término sa trataría de.un.siste

ma formado por los subsistemas aislados integrados por los spi

nes y la red, cuyos estados estacionarios, que se obtienen me

diante el producto tensorial de los estados estacionarios de ca

da subsistema, constituirían una base del mismo.



Escribiendo :

,  t' ̂ Ifs -t Tfa " (7.2)

el Hamiltoniano (7«1) puede espararse en dos sumandos ;

K ' T * ■' ■ ^ (7,5)
Consideraremos al sistema ^ como sistema de referencia

civilizando sus estados propios de la energía como estados base.

El termino *^3 , que corresponde a la interacción de los spines
y la red, será él* causante del amortiguamiento de. los estados

excitados del sistema de spines, y de la forma explícita del mis
mo, dada en la ecuación (7»l)i se desprende que el acoplamiento

®c,tre ambos provocará simples procesos de emisión o absorción de

un fonón y los .correspondientes cambios en el estado de cada spín
Los estados estacionarios de podemos designarlos en

general por I - , donde los signos + y ~ indican que
el spin correspondiente, el 1 ó el 2, se encuentra en el estado

excitado o en el fundamental respectivamente, mientras que los
vectorés propios de serán los estados con un número defi

nido de fonones para cada modo , Los estados estacio

narios de ^ se obtienen, entonces, multiplicando tensorialmen-
"te estos vectores propios de cada subsistema.

Puesto que para estudiar los,fenómenos de amortiguamiento

consideramos que el sistema se; ba preparado, en un instante ini-

♦  611 un estado basé correspóhdiente a ün spín excitado y él
otro en el estado fundamental, estando la red en el estado de

vació de fonones , por encontrarse inicialmente a tempera
tura cero, los únicos estados base qUe pueden corresponder al



estado inicial son :

I -i ̂  - I + 1 ̂ ^ Oq ̂  ■ (7*^a)

U> [-¿,+^/06> . (7.4b)

y dado que el término de interacción ^s6 provoca simples pro

cesos de emisión o absorción de un fonón, los estados anteriores

sólo están conectados a los :

.  |iñ,> = (7.5)

que corresponde a los spines en el estado fundamental y presen

cia de un fonón, simbolizando el subíndice "O al conjunto de

números cuánticos necesarios para determinar el estado del sis

tema en cada caso.

La red constituye ,un sistema cuasi-cóntinuo de forma que

si el conjunto de índices de cada modo lo escribimos como

■[ wu'i , siendo Co la frecuencia asociada al mismo y el
resto de los índices, cualquier suma sobre puede escribir

se como una" integral sobre la frecuencia y una suma sobre los

restantes índices sin más que asociar al espe<3tró de la red. uíiá

densidad de niveles Ju' (^) , 2— " ^ Jdoo 2|u'M (aproximación de
Wigner-Weisskopf). En estas circunstancias los modos se hacen

continuos y aparecen, ahora, en las relaciones de conmutación

(4.28) para los operadores y funciones delta de Dirac

para los índices contin"íios en sustitución de las deltas de Kró-

necker. El estado de vacío de fonones continua siendo un estado

normado, pero en las relaciones de ortonormalidad (4.44) para

el resto de los estados, las deltas de Kronecker se convierten
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7-.on- en funciones , deLtas de Dirac en los índices que se han hecho con-

ri- "tinuos. Fox-ss-implicidad de notación rtomaxeínos ~ Á. y escri

biremos ̂  J ¿lüJ 21 .
I» y

Al ser - y 1^2 vectores propibs de se verifica

rán las ecuaciones :

(1° - t W„) |f„> = o (7.6a)

(K" - t W„) I n]> = o . (7.6b)

y como hemos elegido dichos estados convenientemente normaliza

dos, tendremos las relaciones de ortonormalidad ;

<N ^ I ~ Suv^< (7.7a)

X'í'ip I fb>'> - / • (7.7b)

<  ̂ O (7.7c)

donde Svjj' representa un producto de deltas de Kronecker para
los índices .discretos y.de funciones deltas de Dirac para los

índices continuos,'

Dada la forma del término de acoplamiento, si el estado,

iniciál del sistema está descrito por una superposición de esta-

dos 1^2 y 1 , el estado del sistema en cualquier instante

corresponderá a una combinación lineal de estados de este tipo,

por lo que dichos estados formarán una base completa en el sub-

espacio de Hilbert al que está restringido nuestro problema pu

diéndose escribir, por tanto, la relación de cierre ;

X |k><>.[ + 2_. - d- (7.8)
lí
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donde para los índices continuos las sumas han de reeplazarse

por integrales. " i". I

Los elementos, de matriz del Hamiltoniano de interacción

en este subespacio pueden escribirse, dada lá forma de di

cho Hamiltoniano, como :
'  o

,  <>a1 1fs6 W'> = O (7.9a)

^  1 ^ ~ (7.9b)

< ̂ \-%e \ ^ 0 (7.9c)

mientras que haciendo uso de las ecuaciones ( 7.3) y (7»6) así

como las relaciones de ortonormalidad (7.7)» los elementos de

matriz del Hamiltoniano total 'Jf , vendrán dados por :

<h| •3<' I t ai„. s„„. (7.10a)

< K. 1 W I = íi W„ C7.10b)

.  ■ < M I lí l>>^ y»." C7.10O)

Se concreta de esta forma nuestro problema, en el estudio

.de dos niveles discretos acoplados a una serie de naturaleza

continua, \%> , cuya representación esquemática es :

\Z>

C  l^u>

Re¿
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7»2.2» El subespacio de Liouville.

En el capítulo III se ha definido, el superoperador ^e L'ioü-
ville asociado al HamiltCHianO' ^^ %om6 ■  ly

c/1- p] t(7.ii)
Tv

siendo F un operador arbitrario del sistema. Se veía entonces
que el superoperador actuaba sobre el conjunto de operado

res definidos sobre el espacio de Hilbert de los estados cuánti

cos del sistema^ -constituyendo dicho conjunto de operadores el

éspácio de Liouville asociado al superoperador o/ •
I'uede considerarse al superoperador de Liouville como una

aplicación del espació de Liouville en sí mismo, transformando,
en una representación dada, una matriz de dos índices en otra

matriz de dos índices :

siendo los elementos de matriz de en dicha repre
sentación, los cuales vienen definidos por la ecuación (3.8) y ,
verifican las propiedades (3.9).

Puesto que según la ecuación (7.3) el Hamiltoniano del sis

tema puede considerarse como suma de dos términos» ^ y "Jfss ,
el superoperador de Liouville ' ¿ asociado a dicho Hamiltonia-
no, puede escribirse, también, como suma-de dos términos :

/ = • í/' + ^6 ; (7.13)
donde : ^

+ ¿3 . . (7.1^)
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siendo 7 «fsB los superoperadores de Liouville

asociados a-Ws » y ^s& respectivamente, y definidos=^de¡ / ;
forma análoga a of ,

Pasemos ahora a buscar una base en el subespacio de Liou

ville de nuestro problema. En el capítulo III se ha visto como

a partia de una base definida en el subespacio de.los estados

del sistema podía construirse una base en el subespacio de Liou

ville asociado, sin más que formar operadores a partir de dichos

estados base y sus respevtivos bra.

De esta forma, dado qUe , con n é: { 1,2 } , cons

tituyen una base en el ipubespacio de los estados del sistema,

una base en el correspondiente subespacio de Liouville estará

formada por el conjunto de operadores :

{ l"><».■ I , |«><f„| , JYIX-I , ir.Xfvl} (7.15a)
con n, n'€ {1,2 ]" y donde destacamos que el subíndice D, encie
rra al menos un índice continuo, (á) , y que por tanto las sumas

que aparezcan sobre dicho índice deben interpretarse como inte

grales, Utilizando lá notación de Baranger el conjunto de opera

dores (7.15a) puede escribirse como : ' '

f  1 ^ I n¡ 'Cu'» ^ I , IVy.fi/'»}' . (7.15b)
El hecho de que estos operadores formen una base en el sub

espacio de Liouville del problema es evidente, ya que todo ope

rador del sistema puede escribirse como combinación lineal de

estos operadores, siendo dicha combinación única puesto que la

representación matricial de dicho operador en la base de los es

tados del sistema, a partir de la cual se ha construido los ope

radores base, es también única.



La representación matricial de un superoperadór (superma-

triz) se (^1^éitér=nLecC^ia^ las representacioriés láatriciaies, en '

la base de los estados del sisteiiía, de los operadores obtenidos

al actuar dicho superoperador sobre los operadores base del súb-

espacio de Liouville. Así, si J es un, superoperador arbitra-

rio, sus elementos de matriz son de la forma :

Jij.ke = <-^1 (J I líXíl) | |>, (7.16)
donde los subíndices 1 , » í » corresponden a los

distintos estados base de nuestro sistema. Un elemento de matriz

del superoperador queda, de esta forma, caracterizados, por cua

tro . ínciices, los dos primeros corresponden a una fila de la su-

permatriz y los dos últimos a una columna. Es de esta manera co

mo en el siguiente apartado analizaremos los elementos de matriz

del superoperador de Liouville
■i

Es útil introducir ahora unos superoperadores de proyección
análogos a los conocidos proyectores de Eeshbach, que posterior
mente nos servi2?án para manejar adecuadamente algunas ecuaciones.
Se d.efinen los .superproyectores "P y \ Q. , de la siguirnte
forma :

P - .21 PMV^'
, M'.M -A

(7.17a)

^  ̂ ^ Gí>n (7.17b)
siendo

^ ,h? ~ ■(7.i8a)

í (!Pmü , (7.18b)
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S^e (7«18c)

f  (7«18d)

de. manera que si J es..un superoperador arbitrario, se tiene. ::

^ Fmvv' ^ ^i.r\ C7*193.)

■ ( ̂yw 3") .cj, kt ~ X^J¿ kC v\ C7• 19b)

(  T = Xtj, jai ^Á¡/ Sjy\ ' . (7*19c)

f Qui^' I U^,k( - Xáv Xjv' (7.19d)

y actuando por la derecha del superoperador :

f X PMX') vcj, la? ■ X^j.ke ^jay» Sí y.» (7.20a)

( X = Lj, Ke Sk V (7.v20b)

C X =  T<¡m S ku (7.20c)

f x -  J~^j/ íií íbt? (7.20d)

es decir, los superproyectores definidos proyectan sobre la co

rrespondiente fila o columna de ia supermatriz según actúen por

izquierda o por la derecha del superoperador»

De acuerdo con las definiciones (7,17) para P y Q ,
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y haciendo uso de las (7.18) se verificarán las relaciones ;

rv\v\' ~ ólwif - Qy\i? - íl3u>^' (7*21a)
' ■ ■ ■ ■ ■ ■■ y- ^

P = Pwv ■ (3hL> Q ■= Qv>i> ^ Qvv Ck - Q.vv\^ P/»«' P = o
(7.21b)

P^= P tí ; , P(2 = aP = o (7.21c):

PP- ¿ - 4 - ■ (7.22)
/

7.2.3. El superoperador de Liouyille.

Según se ha visto en el apartado anterior el superoperador

de Liouville del problema, puede escribirse como sujna de dos tér

minos :

siendo : , .

. Estamos interesados ahora en anlizar "la forma matricial " •

f Dicha forma se obtiene hallando los elementos, de matriz

en la representación de los estados base del sistema, de los Ope
radores resultantes dé ,actuar . nobre. los operadores base. .

del subespacio de Liouville,

De esta manera, haciendo uso de la definición de , se

obtiene para la actuación de dicho superoperador sobre los ope
radores base (7.15) :



</° |k><»-'| = f - lv<><v,.nf»), (7.23a)

= -^( y 3^^) (7.23b)
.  "t\ . . ■

If.X^l = 4 (' IK-XM, - lí-X",!!') : (7,25o).

I feXfel = -r í - iT.Xfcl íf°) (7.234)

con lo que teniendo en.cuenta (7.5)y (7.7), los elementos de
;

son :matriz no nulos de

(c2^^)vx>^', Mv,' = I (^° I = (x>^. cju«. = (7.24a)

(7.24b)

6^jüV4,Dn = ¡ I -■ = ÍA^^v, (7.24c)

I  |T«^<(V?7'Í] I = Wy - 6üy. - tOy,^< (7.24d)
Análogamente, para.la actuación del superoperador *^6 so

bre los operadores base, (7.15) se. obtiene :

o?s8 l«X»'| = l)'><8'| .. i'"><,''|'yse) , • (7.25 a)

.c?^8 l"><f.l = ^ !X<fcl - |X.<»'vl tsj (7.25b)

^  lY.><v.l - ÍV',><vtl Xe) (7.25c)
Ae I ^><Vx( ~ {%& ifu><yA - 1 ífsa) (7.25d)
y haciendo uso de las ecuaciones (7.7) y (7.9), se obtiene para
los elementos de matriz no nulos de las expresiones :
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(•^e) = <v>l (üss I »><''Í)H?>-> - - Y (7.26a

= <'C„((ií-e|x><wOl'''>> (7.26b
tv T?

- < v>l(o!?e 1 h><f„0|v>'> = <'ft WíbU'>' --%^(7.26o
\ I ̂

=-%-C7.26d
i  "h

= < Ia'1/^6 l^t.Xv'l)! -^^(7.26e
ls ; ■

=  <ÍYll(^eífi.><^l)l V2;>> = -^<(v<ri'yg|Yl.> ̂  -^(7.26f
T"" • . " . . . .

= "<«rf& í¥'.><ft.i)ir..>= .^<vtr%«i'fi>> = .%.(7.26h
■R K .

donde los subíndices n'y P' pueden "tomso? los mismos valores que
n y W . . ■

ObServese que mientras el superoperadpr c>¿' es diagonal,
el superoperador. *^56 únicamente tiene elementos.no nulos fue
ra de la diagonal principal, • .

7»3» Evolución de las poblaciones del sistema de spines,

7»3»1» Descripción matemática. ,

Suponga,mos que el sistema de spines se ha preparado, en

un cierto instante t - O, en el estado discreto 1 v\ > , n €"{ l,2}.
Odel Hamiltoniano sin perturbar • X , El operador densidad del



sistema correspondiente a este estado puro, vendrá dado por ;

^(0) = |i^><v^l (7.27)

el cual da una información completa del sistema en dicho instan-

te, y cuya evolución en el tiempo describirá la desexcitación

del estado inicial. Pasemos a estudiar como determina el super-

operador de Liouville, ¿2^ » el comportamiento dinámico del

sistema en estas circunstancias.

Para el estudio de la evolución del operador densidad, par

tiremos de la ecuación de von Neumañn-Liouville no relativista

e independiente del tiempo :

=  ->c í/ ̂ (t) (7.28)

cuya solución nos dará el operador densidad en el instante t.

Puesto que ^ es independiente del tiempo, al serlo ^ ,
la solución formal de la ecuación ( 7.28) será :

^  (7.29)

que satisface la condición de contorno ( 7.27).

Nótese que el operador densidad én cualquier instante vie

ne dado, también, por : ■

^  I • (7.30)

siendo la solución formal de la ecuación de Schrbdinger :

^  (7.31)

donde |f((3))> = | u> , con lo que :

í  ̂ i

^(i) = ((o) e"" (7.32)
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ecuación equivalente a la (7«29) obtenida anteriormente,

Las dos preguntas que nos planteamos a continuación son ;

1) ¿ Como se vacía el estado inestable 1 v\ z' ?

2) ¿ Como evoluciona la población del otro estado discreto ,

m é:'(l,2 } y ra / n ?

Las respuestas a dichas preguntas constituirán el fin prin

cipal de este capítulo. Es evidente que tal planteamiento nos

lleva a enfrentarnos con el problema del cálculo de la probabi

lidad de encontrar el sistema, en un instante t, en el mismo es

tado \^y en él que ha sido preparado, y de la probabilidad de
transición al estado Ivw^ (m^ n), probabilidades que vienen

dadas por ;

P(v\,vA^t) = 1 < = .

=  f(t)lv>> = (7.33a)

=  ( <.1^ 1 f 1 I =

== <v. |:v-> = l (7.33b)

qué corresponden a los elementos de mátriz diagonales (poblácib—.

nes) del operador densidad en dicho, instante,'cóncretándose, por

•tanto, el problema planteado én el éstudio de dichos.elementos

de matriz• .

Siguiendo una técnica similar a la-utilizada por Goldber-

ger y Watson para analizar la sblución de la ecuación'dé'Schfb-'

dinger en estos casos (Goldberger y Watson, 1967)* hallamos la

transformada de Laplace del superoperador , obteniéndo

se ■
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' v ■ ■ ' ' • ■

0*4 ¡LOO

Q.: ■ ^

C-Áeo

O"' i >

Fig. VII.1 - Contorno de integración para la ecuación (7,35).

=  - i «, -ít .¿í/t
Me e

- Cs +1 «J^)i
£<t e

' L ^. i ^ J.S + i Re S >0. ~ S4. i v!f ^

■  - : ■ (7-.3^>
Tomando la transformada inversa de Laplace en ambos miem

bros de la ecuación anterior resulta :

Js /L .  ■ ■ ■ ■ ■ ■ .

(f . . i > ó: (7.35)
/C4 ■ ^+' 'i; .

siendo CT^ el Contorno de integración habitual en la transfor

mación de Laplace , que se extiende de ' CT - Y co . a CT + ^ 00

en el plano de la variable compleja Sr 0"+Á , de modo que cT"

sea una constante positiva con objeto de que no haya singulari

dades de ¿ a la derecha dé (Fig. VII.1.).

Efectuemos ahora un Cambio de variable de integración en



- CO + X»

/

¿y
■  ■; •

0

4 OO +

Cf

Fig, VII,2 Contorno de integración para la ecuación (7»57)*

la ecuación (7»35) escribiendo

S = - A, ̂  ■
(7.56a)

con lo que ;

ífs- = -1 jz (7.56b)

Haciendo Z = co+ , se tiene que a S" = 'C-loo le corres

ponde 3 - oc> Jr y a á = <3~+ 'icx> le corresponde 2 = -co + -ii^ , En

el plano de la variable compleja z el contorno ha girado

en el sentido positivo 90°, como se indiva en la Fig, VII.2.

Con este cambio la ecuación ( 7.35) puede, escribirse como :

.. X
-12 ̂

Ái (7.57)

donde Ci" va ahora desde úo a- á. yj hasta - co ,
Evidentemente, las relaciones anteriores son relaciones

entre superoperadores y ha de tnerse presente que su significa

do es el de que los elementos de matriz del superoperador de la

izquierda son iguales a los correspondientes elementos de matriz



del superoperador de la derecha.

En el factor (3 - ^ puede reconocerse el resolvente' aso

ciado al superoperador de Liouville of, i

V-Z,., = • (7.58)
g.y ^

en función del cual puede escribirse (7.37) en la forma :

¿''- QM (7.39)

Las ecuaciones (7.29) y (7.39) permiten obtener para el

operador densidad en un instante t :

^  j¿ G(i) ̂ (o) (7.40)
i

operador densidad que nos proporciona una descripción completa

para la évolución del sistema en función del, resolvente.

Para las probabilidades de permanencia en el nivel , i v\)> ,

en el que ha sido preparado el sistema, y de transición al esta

do i vv\)> ^ dadas por las ecuaciones (7,33), se obtienen enton

ces las expresiones

f  ■

¿ Ji.e'' (7.41a)

^  P (7,41b)

Por otra parte, la "ecuación (7.12) y el hecho dé qtié aí

ser , con lo que el, "ónico elemento de matriz no: nu

lo será , permiten escribir ;

L  - 2- [ 6(^)1 = ,



=  (o) = C^y ; (7.42a)

C (Sf^) W»vw ~ [ (Sí^)l »V,,W, ~

y  = Q,y.,^y. Ci) (7.42b)

por lo que las ecuaciones (7.41) pueden escribirse en la forma :

'  i [ X.'h t
,  ' JrrX" ir ^ (S^yv.vx^ (^) (7.43a),  ¿rri Jc^

fwMrv, (^1 = jfr j. ^ (2)
\¿TV^ JC^

siendo : •

(7.43b)

G Vxw. vxvx (2) - í 1 . (7.44a)

Gvmvm. wm (2I = 1 ( -g _ ̂  (7.44-b)
con n, m ¿ {1,2 ]f , n m.

7.3«2. Elementos de.matriz del superoperador G(z) corres-

'r-VO O

pendientes"a los estados discretos de

Según las^ecuaciones (7.43) las poblaciones de los estados
discretos del sistema vienen expresadas en función de los ele

mentos de matriz del superoperador resolvente G(z) correspondien

tes a los índices discretos. En- este apartado abordaremos el pro

blema de la determinación de dichos elementos de matriz.
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De la definición del superoperador resolvente (7.38) tene

mos la ecuación ;

(2- é) Gfí) ' i

siendo z una variable compleja ( ) y i. el superoperador

unidad definido por (7,22).

La ecuación (7»22 ) permite escribir la (7.45) como :

(2-^) (p + Q) Gn) = -i (7.46)

O lo que es lo mi'smo :

U-¿) P Gíi) + íi - ¿) Q Síí) - d ■ (7.47)

Teniendo en cuenta que los elementos de matriz de G(z) que

nos interesan para la evaluación de las poblaciones del sistema

son los elementos de la forma ,Gi á.^ ,v\y\.í?) ^ es decir, los ele
mentos de matriz correspon(Íientes al bloque columna (n,n), mul-

^iplio^-^oi^os (7®47) por la derecha por él superproyector ,

resultando la ecuación ;

.  (2-¿} PG(i)R. + (i- ¿¿) Q (Síí) P„„ , (7.48)

De esta ecuación obtenemos otras dos multiplicando por la

•izquierda por P y por (3

P GG) P„„ + Píi-V) Q G(í) B,. ' (7.49a)

P G(t) * G (i-áí) QG(i) B,, = p (7.49b)

donde se ha hecho uso de las ecuaciones (7.21c). Si multiplica

mos ahora la (7.49a) por la iz-quierda por los superproyectores

IRn , PvMfv» , Pmv» y R, respectivamente, con n / m, se ob-
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tiene el sistema de ecuaciones :

: R„ (2- -i?) PG(3)R„ + (z- ¿] Q GM R. ' R„ (7.50a)

Rn, ( 3'.~ ) P IPvi Fnwt d d ( P.n ~ . O . C7*5Ób)
■  " • 'o, ■ ^ ,

R,. (3-/) P&fi) R„ + &„ (3-/) a GW R./- o (7.50o)

R» (i -rf) P GhJ R., + P„» (3 -.iC) (2 S(4l - o (7.50d)

Al ser z una variable compleja conmuta con los superopera-

dores de proyección, y haciendo uso de la definición de P ,

dada por (7fl7a), y dé las ecuaciones (7*24a) resultan las expre

siones'.; . ' ■ ■ ■ ,-

Rn f? " - z p, -= ^ Rtyi - (7»51a-)

■ Rw, Cí - /) P = - ,2 R«,. - • szí" p = 2
•  ■ • • • • .

—  - UJnvv, ) pAw, . (7¿51b)

p 2. p., - p. p - 2 íir, - P.. = ■

=  - í^yv»^) P,V, (7,51c)

. R«1W .P - 1^) P - H P = Z P»v»vv, , (7,51d)

De.forma análoga, haciendo uso de las ecuaciones (7«17b)

y (7*26 ) se obtienen :

p  .
nwx ̂ ' nm -

Pr. fz -^)' Q - - ¿2^ í2 - - 2_ [ ^ =

"  ̂ 6?»a,3 - IRu Qi/vx) (7,52a)
•t



:  V'; ^ ^

R,^ (i - Í^) (Q = — Rm "^C? - - 2. "í fafrñ) „,VN,K\U Qmw + (i^£b1v»v«,u»v» ¿iowl ~
•  ■ . •• : • ■" , " ■ -•^, '' . -It / ' * . _ ' ._, • • • • • ^ , '• ■ ■ ..

~  f íPvii^ " Gi;m) C7»52b)

ÍR^ fz - C^] (!!? =- ^ Q -- 21 (^e) (5v^w + í^sa)rv».i y» 6?d„ } ~
L> ' . .

(2^^ - (7.52c)

R>»v» ('i - ^) {? = - Rrtív» (? = - { (^se} ty, t~, m U (3kwi> "•■ (^b)v»,,.v,w> »«-i ^ ~

^  f iC»!/' . OKVM' "". \lvnv Q y>hi}• (7»52d.)
.  Sustituyendo (7.51) y (7.52) en las (7.50) se obtiene el

sistema dé ecuaciones ;

2 Ghn,Kv»í^) ^ .2- \/iííy (^) - ,2- lAi; í^) = 4 (7.533-)
T* i> t; u .

^2 - Gh kw.nn í^) ■'■ 2- / Gny|\rtV» ~ ^ Gy^vi i'^) O
"A l/ Tx l-' '

Kv.v,). Gvv.»;,»,vr "4" Gí^í/.mv, fi)-4- (2) = O
^  • V Tv ^' .

(7.53b)

<9

. ■ .(7.53c)
2* G-Kmxx.vmaY^) "I" —^ 2- Vvv.v> G rviy.MKX í ~ 2— iG U» Gv>»*,v.* ^ ~ O (7#55d)

Por Otra parte, a partir de la ecu'ación (7.49b) multipli

cándola por la, izquierda''por los superproyectores {2v»'y , G yn'
y Q.OV , donde .n'puede ser n ó. m (n,- m t {i,2 } ),- resulta el .
sistema de ecuaciones :

Qy'ü (?' ¿f) PG('í). P„^ Í?-V) Q G(^) Rv, ^ O . (7.54a)
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(3^^. PGii) P". + Q Gd] R« - o . (7.5^b)

Oou' (2 - :^) P Gd) R. + d-A O G(i) R. - o C7.5^c)

Al- ser z una variable complega conmutará con los superope-

radores de proyección y haciendo uso de las ecuaciones (7.17a.)

y (7.26 ) resultan las expresiones :

P - ~ Q Wu ̂  P - e) i^'ü, R'rt» ~~ (^"6 ^>'rv-' R'^' ~

= 4" 4- V-v R.^. (7.55a)
i* t

{3 uv^' (? ~ ) P = - R =. - í ̂ se) iJK', vi'iAi R'y,i — P  =^ m Ki' I jn' r^'

= - R.«- - f C R..«. - ^ <7.55b)

- Qv^'^P = 0 (7.55c)

Análogamente, haciendo uso de las (7.17h), (7.24b) y (7.240)

y teniendo en cuenta la forma del. superproyector {2 » dada por

-la ecuación (7.26), se obtienen las expresiones :

-  -. .'2 6?.HV ~ 'Pv\'ü, y>'i^ Qv\'v 2— (^e) «')>, U'ü ~

=  {? - Qwo - 4" ̂  (7.56a)

Qi/tfl' [2 - Q - 'Z (Íu'ia' ~ tp C}vv\' /" ^E. f e)Lj
I »' ■

= /? - 6?i,.. + 4" ̂  (7.56b)
i



144

1 O.VV' - t)!/' - ̂  {(¿^se) ü»^',uvv +

^ ^ ñ )>" y', vi' i^' ¿^Vl'//"' ~

= {z - Q.,- 4 4 ̂  fl/„.^. (3.11, - V.v (7.56c)

Sustituyendo (7.55) y (7.56) en las (7.5/1-) resulta el sis

tema de ecuaciones ;

Gvv'vi'.nvi - Gn'w'.vi»! 4 ("2; - (>/vi,u) G/i'i; n« (2)

_ ^ = o (7.57a)
l; ' r> '

I y * í<

(i) - (i) + (z - w,j„-) nvi ("^3

*

■  ̂̂̂'-viv, (i) =- o (7.57b)

fz-cd^^) G..,,.!! (í-) -t-, ^ 1:^'
\ ji ^ »

'f -í

i/.-
* "

V^  ,„vi í^) - ú (7.57c)

■donde n'y m' (n'/ m' ) .pueden, valer n ó m-(n, m é [1,2} ).
A partir de la ecuación (7.57c) se obtienen :

•  * •íí' .. . .

= r g , t,,. ■ ^ (% G..,..,W - ,.)) (7.58a)

= - ttGt ^ „„í,>) (7.58b).
Sustituyendo estos elementos de matriz en las (7,57) pue

de observarse que el cuarto término de dichas ecuaciones es de

segundo orden en la perturbación, por lo que en el límite del
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acoplamiento débil puede despreciarse frente a los restantes tér

minos que son de primer orden en la perturbación, quedando enton

ces el sistema (7.57) reducido a las dos ecuaciones ;

% 6.. o (7.59a)

^  MV» Í2. ,"" »V\ í — O (7* 59b)

a partir de las cuales se obtienen :

Gy^'o^y^v^ U] - - — ~ ■ ( ~I~ G„'^\v.v> Gn.^' v,^ í'^)) (7.60a)
r - W/y,>Li , Tv ' ,

(') = ^ f U)) <7.60b)

Por sustitución de los elementos de matriz (7.50) en las

ecuaciones (7.53) se obtiene el nuevo sistema :

J. y _ X T JML ) r
r^)

/< . <s- ' x"" V ^ ,
e ̂  2_ V - 07^. ̂  Gv.^,v,,víi) - ¿

(7.61a)

?" a- G„„.„ (») + (b - ^

VI. u.. ;
>'■ " í - w.;, ' ''' a- " °

-  ■ ■ ■ , : ■ ■ - ■ ^ . (.y.eib)^

Vyni, « / y _ Iviul
Gn^.v^v. í?) + ( ? -lí _ >-^nw,v»w\ >• f) V , s — í/^yy^yi. ^

\ /^ \ _
J (jyy^yy^ y\v^ i^) ~ "T^ G^^vi Viv* - O

? - (AJ^y. ' i» 2 - CU,
(7.61c)
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J_ Vkv? \ * Ift 1/ »v, ,

rt- -Zr- OJIW V»

VC-. ^ - , J. ^ : K-„ K„

;? - ̂tv\ V ^ ^ ~ í^lf*

/ . J\^ (V_ „ I'' y y. ;
Í2 - -T" - T- --, )6^^...lt)^0

T\ I' ^ T* !> _ /^..^ ' '

;  (7.6id) .

sistema de ecuaciones en, las, que. se;. han. escrito.- como factores-,-.

los elementos de matriz del supéroperador resolvente G(z) corres

pondientes a los estados discretos del sistema sin perturbar.

Con objeto de simplificar el sistema de ecuaciones anterior

definimos las matrices R y S con los elementos :

'  , ■ J l/nv , ^
P.V,. (€• = 4r ̂  ^ (7.62a)

.. . ; ̂  ; 2 - '

S  , ^yi'u .,
v,.. í?; w-l = -iz ̂  : • (7.62b)

en función de los cuales las ecuaciones (7.61) pueden escribir

se en la forma ; . • .

^ ̂  ~ Rv*v% Sviw (i; ) 1 lA n.tí w ~ Rimw [i- ¡^in).Gy^y„yy\ í i)

^*<»v> j 'i (7.63a)

'^\aY-^IiV>,V>W í^) {, 2 ~ ̂yitVÍ —■' I^VVíyy, f ?. tA/v.) " GwVW.'Íav*

Grt«»v,.v».. C^) ..=■ .0 (7.63b)

("i- IaIvs) (i) + ^ UJyoin ÍRvmo (l; Ia'».) — Syv>vtA

^  Rr>>« (^- <^^) =■ O (7.63c)
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f"?; íVm) (3-) - (2^; .

^  2 "" ^Wi»» í^v».y - 5"tMw, iv,, V, ̂, í ?) - O
■(7.63d)

• -.311®. es un sistema de cuatro ecuaciones-^Guyas incógnitas; son^-pre^
cisamente los elementos de matriz del sUperóperador resolvente

correspondientes a los estados discretos del sistema^ sin pertur—

,  y cuya resolución abordaremos en apartados posteriores.

7»3.3. Propiedades analíticas de.las funciones R^^(z) y

En el sistema de ecuaciones (7.63) aparecen como coeficien

tes los elementos de matriz de E y S definidos por (7.62), los
cuales haciendo, aparecer explícitamente la frecuencia en los nú

meros cuantieos que describen los estados continuos, pueden es
cribirse como :

=  -^ I ■ : ■ :(7^64a)
•  (? + / ■ . -

:  : ■■ - / W„..) + W ; \

donde se indica explícitamente el hecho dé que el espectro con—,
tinuo esta limitado inferiormente en la energía y que se toma
como origen de energía precisamente ese límite inferior.

La función compleja (7.64a) presenta una cortadura en el
®á®'^®®1 para valores de 60 íi'w" tal como se indica en la Pig.
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tO^"

Fig, VII.3 - Cortadura para la función (7.64a)

VII.5. En efecto, haciendo uso de la identidad :

A. - A.
=  »/p -t- i II ^ (X - (7.65)•fivw ,

X-6^ ± X 7 / - í?-

se obtienen pana valores de ¿os determinaciones posi

bles para los elementos de matriz (7.64a) según nos aproximemos

al e¿je real a partir del semiplano superior o inferior :

'(S>

(tu ■I' ¡jOia") ~ , IW'
Ir* o i- Jo (lj + £a¿»«) ± ~

COv^o) + I l'nw.. (OO-I- C^„..)

donde los elementos de .matriz y |[vnv»'
por :

•. ^(2?

.  íp
-k

V\n'

^IaJ ■*" -V- Í/J '

(7.66)

están definidos

(7.67a)

(í*> + l/i^. w-í (*->^1' (7.67b)

No ocurre esto si <- 6^ n- , pues la distribución ^(uj + uj^-
sólo opera cuando ¿^' puede ser igual a í/J auj^" y oj' es

:"T'



siempre positiva. Por tanto, la función S»»-'(2 + presenta

una cortadura, en el ege real a partir del valor - tta-

cia las w positivas, siendo un punto de ramificación

y escribiremos :

'  , ■ ' ■ ■ co,.") T fhv,' (u;+ toí,..} : ■ "OJ p-- Ofj;,- (7..68a) ' „

^ H M ' [ UJ + COn'^ = T
^  i/j *" C 7 • 681d )

donde, como es habitual, se considera que y Kí-»' decre-

cén lo suficientemente rápido cuando íto^ aumenta para asegurar

la convergencia de la función

La función compleja (7.54b) presenta una cortadura en el

eje real para valores de U) ̂  , como se indica en la Pig.

¥11.4, En efecto, procediendo de forma análoga que para los ele

mentos de matriz (7.54a), haciendo uso de la identidad (7.55.)

se obtienen, para valores de 60'¿ , dos determinaciones po

sibles según que nos aproximemos al eje real desde el semiplano

superior o desde el inferior :

' D ~ \ Á n - ■ I /i l/ow l/^iy^  aIHa j ¿ÍCM* . .

~  ̂ ' -i- OJy^") . (7.59)

estando definidos, los elementos de matriz «íj mu' por

09 . . *

= 4- f í^-' - , . (7.70.)
■f» " {[jJ-OJy^o) + UJ'

y donde de acuerdo con la notación (7.57b) los elementos de ma-
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triz I'WV\| ( — son de la forma :

(-(a'+ U-'i»") - — ̂  Vil. _u^+ \/'n - u> ■*■ í>^y^,, (7*7Qt)
- ~ ^ Ño ocurre esto si ÍJ > pues la distribución í (-ú+u;v,.. - uj')
sólo opera cuando oj' puede ser igual a -(a; + íaj^a" y cu' es
siempre positiva. Por tanto, la función (z - cuy,-) presenta
una cortadura en el eje real a-partir del valor üu- cu„,. hacia

las í/J negativas, siendo cu = cu^" un punto de ramificación

y escribiremos :

RVyyv' (W-CUniij -
rt V.' /cu- + A l'yyy,. ^ 60<CU«.' (7.71a)

<  ̂y\v*' /cu — ,  oj > ooyx" (7.71t>)

dónde las hipótesis efectuadas anteriormente sobre el comporta
miento de l/i^w y Vy,»yi aseguran la convergencia de la fun-
cxon ^ Y\y\' fCu — cu yynj ^

Oom ya se ha indicado en el capítulo IV, los niveles de

energía de los spines están tan próximos uno a otro que sus res-
\

pectivos acoplamientos con un mismo estado continuo son prácti

camente iguales ; '



I4>

U>

CVm" + ̂

tün«

Uf„« - UJ

\/w;l>'W„. VW - \/m w',W,„.. - u

Pig. yil^5 — Simetría dé los acoplamientos,

V"iv' ~ \/w', (7.72)

hipótesis que permite escrihir las (7.67a) y (7,70a) como ;

. jvvv. (cj+cü„..) = ^ íP - • = (7.73a)

£j „^. Cay - 6^,»..) =
<iK?

IV» '
S l v„„|4. ,

(7.73b)

que son funciones reales e independientes de n, n'y n",

A partir de las ecuaciones (7.73) puede encontrarse fácil-

mente la relación ; • '• ' ■ ■

M f-u;) (7.74)
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Por otra parte para valores de OJ comprendidos entré

los puntos de ramificación, ÍV = - y w = í^„,. , ios acopla

mientos tO„ii y y-. son simétricos respecto de
.y por tanto iguales (Fig, 711.5,)» pudiéndose escribir :

1/m. y oy+w . - l/w t»' _<
■  > ' / '

■  t»' . - tul-t- (7.75.),

Las hipótesis (7.72) y (7.75) permiten escribir (7.57b) y

(7.70b) como :

^  + Wn" ] = I'K»»\' (— \ (7. 75)

parámetro real independiente de n y n', en el que suponemos que

la variación de los acoplamientos con la frecuencia es lo sufi

cientemente lenta como para abandonar la dependencia de (jO de

dicho parámetro.'.

En estas condiciones, los valores que toman los elementos

de matriz de R y S según que nos aproximemos al e¿je real desde

el semiplano superior o desde el inferior del plano complejo z,

vienen dados, por

- j('^) / tiU < - (7.77^)

¿yf , w < c^.i. . . . (7.78a)

,  U > UJ^., (7.78b)



7»3«^» De1:erminaciónes sobre el e.je real de los elementos

de matriz de G(z) correspondientes a los estados

discretos de ^ ,

Nuestro interés se centra, ahora, en hallar las determina

ciones sobre el eje real de los elementos de matriz de G(z), co

rrespondientes a los estados discretos de la energía sin pertur

bar, según que nos aproximemos a dicho eje desde el semiplano

superior o desde el inferior del plano complejo z. Para ello, ha

remos uso del sistema de ecuaciones (7.63) j de las (7.76) y. .

.(7.77)» que nos dan las determinaciones sobre el eje real de los

elementos, de matriz de R y S,

Según vimos en el apartado anterior, los elementos de ma

triz de R y S presentan cuatro puntos de ramificación sobre el
I  . •

eje real correspodientes a los valores y ± , n, m- €

{1,2} n m,dependiendo, por tanto, las determinaciones de los
elementos de matriz de G(z) "del intervalo del eje real al que

nos aproximemos.

Al. ser OJn y (AJvn muy próximos, consideraremos tres inter

valos en el e¿e real, A' ) , siendo :

.  . , CÁ/^ = mirt. ( tA^ry,) .

,  . ■ ^ • (7.79)
-  max. te kv, )

sobre los cuales calcularemos las determinaciones posibles de

los elementos^ de matriz de G(z), Analizaremos, pues, los siguien

tes casos : •

1) Caso en que oj 6 u/i)
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Las. determinaciones de los elementos de matriz de R y S

sobre este intervalo vienen dadas por las. ecuaciones (7«77aL) 7

(7«78a) con lo que el sistema de ecuaciones (7»63) puede escri

birse, según que nos aproximemos al eje real desde el semipleno

superior o inferior, en el intervalo como :

(íA/ + ± H _ - ( cy(c^) i: xy) M

+ (j H - 6»^n. »^V1 M = Á . (7.80a)

Gnw.w»» M + jM - ± í'^)

.  + f gL,v,« M - (? (7.80b)

•  - 7 /¿j) 6m.v,.„v, M ^ O (7.80c)

~ ^ í'ü^) - o (7.80d)

Efectuemos ahora un cambio parcial de base de forma que

el superoperador cuya representación matricial en el-subespacio

de los' estados discretos es :

/

A =

|m+ (w)

-if«)

o

•  ■ ■ Q ' ■■

(7.81)
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tenga una representación diagonal.

La matriz A puede escribirse en la forma

■  A - (-JíiA^y+ T + " C
siendo I la matriz unidad y C la matriz :

(7.82)

C =

^  0 -JM

IfJrtm 0

-i'"" 0  .

\ 0 . .  -M

-M

° /
(7.83)

de manera que el problema de la diagonalización de A se reduce

al de la diagonalización de C, Con este objeto^ seguimos el pro

ceso usual de diagonalización dé matrices,, de forma que la nue

va matriz diagonalizada tendrá .como elementos diagonales las raí

ces del determinante ;

IXT-Cl =

> 0

X ~ Cünm 0 Jíw)
. . 0 ■ . X ""

0 >.

La influencia dél término f| ' ^ ) » óL© octavo orden en
la perturbación, sólo modificará, ligeramente los polos que apa

recerán en las ecuaciones (7.118), pero precisamente en la.re

gión donde están situados dichos polos puede sustituirse '' y
c

^ por SUS valores en el origen del plano complejo en el que^
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según la ecuación (7*7^)» | - Cj • En estas condiciones, es ra
zonable suprimir desde ahora dicho término en la ecuación (7.84),

obteniéndose la ecuación :

\  ~ - *2. ^i — .0 (7*S5)

cuyas raices son

1.1
o ,raiz doble. (7.86a)

>^1 = - [. tuL. (7.86b)

La representación matricial de C según el cambio parcial

de base realizado es :

ó 0 a
N'

WrtW 0 0

0 0

0 0 0

(7.87)

siendo :

f  A • ■ T "Ta
=- L +:> J ; . . .. . (7.88a)

(7.88b)Cf

que evidentemente no corresponden a las anteriores y que con ob

jeto de facilitar la notación seguiremos escribiendo. por (jüv^^ y

67ir>V\ .

Haciendo uso de las ecuaciones (7.82) y (7.87) la matriz

A diagonalizada adopta la forma :
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/ Jilo) + ̂ (<*']
■ o:

o

o

o  ■ o ,0

Wvxyv. -JM o o

(p mwo

\

o o -|H4
(7.89)

De acuerdo con este cambio parcial de base el sistema de

ecuaciones (7.80) .puede escribirse, en el intervalo (-1^4.. ,

de la forma :

+ I - ̂  ~ ̂  ̂ 6 A ~ fw) ~ 'd.
.  ' (7-90a)

~ ̂  ̂ ^Oj I ~ ̂  ~ OJnv^ - ^ I1»A,V\A f'*^) - (Srv>vvt,viM - O -
(7.90b)

^ 1 ̂ , Iny\ (uj) I ~ (^KMM,v\ A i ,aa /w) - O

.  C7.90C)

^ ^ ̂nWjAh (^) — '^(jf (5»ma,aa CfJ 4 j "C^ "i ^vama.Aa ~ O
(7.90d).

cuya resolución nos lleva a dos determinaciones, sobre el inter

valo (-uVa.; 6^/1.) del eje real, para los elementos^^de matriz del

superoperador resolvente, G(z), correspondientes a los estados

discretos de la energía sin perturbar, según que dicho interva-,

lo desde el semiplano superior o inferior.

La solución del sistema (7.90) puede escribirse como :

D- M

(7.91a)



D^M : .■ ■ ■ - ■ ■ • ■

r" - i \ " i~ ~H = ./v — (7.9ld)

siendo D'Ci^) el determinante de los coeficientes :

D-(uj), = (w + J-^ tí<•]•), (7.92)

Sustituyendo (7.92) en las ecuaciones (7.91) se obtienen

las relaciones ;

^ + /, j) _ ' f ÍA^+ i ' i ■¿'•V) j * ~ ¿í
vJPmx, hw ^ ^ -—— ^ ^

|uJ* J-.J íii))Ifc)t|-^ Jjij)(u)+j-g-«j^„líc)f) 4 i,}''!
■  ,(7.93a)

.  ("wW-'J H}'] (7.99;^)
&L. M = it-f) . :(oj 4 I-¿^ ±¿ i¿) Ifca + / -'ÍJ - ± ¿i^-j í w+J'- Ai^j 4 j .
¡r-t , _ »2 ■ C7.93c)
tPK,»„,v,\^ ÍlO) - — —: á

que son las determinaciones en el intervalo de los .

elementos de matriz de G(z) correspondientes a los estados dis

cretos de la energía sin perturbar. ^

2) Caso en que W 6 [ uj¿^ 00) . '
Las determinaciones de los elementos de matriz de R y S



en este intervalo vienen dadas por las ecuaciones (7.77a) y

(7.78b), con lo que el sistema de ecuaciones (7.63) puede escri

birse, en el intervalo (wi/o?) , como

(co 4-jM - ^ C^)

'i' (j(^^ - Cvnn, irtw — A. (7.9^a)

—  + (ío - UJuvvi -t-j Gyíi^,

'  + (^M ± ̂jr) r^j .= O : . (7.94b)

.  ; M - o (7.9^C)

(  i Lj) Q~^y,^(íJ) - C^ÍUi] CoS>)

+ ((^+jM ±Á|) ru^) O (7.9M)

Mediante el cambio parcial de base efectuado en el caso,

anterior, el sistema (7.9^) adopta la forma :

.  (^CÜ + J - 1 (5 Vwyv. I^vi - A. (7.95a)

j  1-C|) (u^) ± Áy. o \ (7.95b)

i i¡f lo^) + fío- ^ /uy.) o (7.95c)

'  1 ■ " jt
G^^»V^.VllA /u») + ̂ 1/-'+ ^ HM»» , lAM fú") = ^ , . . (7.95d)
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en estudio :

¡  ̂ (7.98a)
(w+ ¿^) 4

^Vivvi, ny> ((/-)] — ^ ̂
+  ±Á-¡f] ( u;4 ¡-^ + y

±

v\ki ^*u) ~ O

(^VV\IV\^ Wkl (íA-'l - O

(7-98b)

(7.98c)

(7.98d)

7.3«9. Propiedades analíticas de los elementos de matriz

de G(z) correspondientes a los estados discretos

de la energía sin perturbar.

Con objeto de efectuar las integraciones de las ecuaciones

(7.^3) para las poblaciones.de los niveles ( n^ , né^[l,2} ,en

cada instante, es preciso realizar aún un estudio más general

de las propiedades analíticas, en el plano complejo z, de los

elementos de matriz del superoperador resolvente. :

.  . 6(2) = f z - (7.99)

las cuales dependerán, evidentemente, del espectro de ..

Puesto que desconocemos el espectro de , hemos de

suponer, en principio, que se trata del caso más generál en el

que el Hamiltoniano ^ poseé un espectro continuo en el eje

real a partir de E = 0, y un es.pectro discreto, de energías E^^,

parte del cual puede estar superpuesto al espectro continuo.



cuya resolución nos lleva a dos determinaciones posibles en el

intervalo oo^ para los elementos de matriz de G(z) Co

rrespondientes a los estados discretos de la energía sin-pertur

bar : -

. ̂  — j r'^ ' : j(7.96á)'
. 2- .

ttvx (l^) = ^ : ^ (7.96b)
(w+ ¡ -c^ - '^If) :

r- - : ' ^ ■ ' ■ ■ ■ ■ ■-{■uj) — o (7.96c)

M - O ■ (7.96d)
3) Caso en que (áj e (- o?, - coi)
Procediendo de forma análoga al caso anterior y teniendo

en cuenta que las determinaciones de los elementos de matriz de

R y S en este intervalo vienen dadas por las ecuaciones (7.77b)

y (7.78a),, el sistema de ecuaciones (7.63) puede escribirse, efec
tuando el mismo cambio parcial de base que en casos anteriores,
de lá forma : .

. fou f Cw') M; . y ¿ , • ■ ■(7.9.7a)

-  + G ^ O , , (7,97b)

-  ± (7.97c)

GrtiK.vtwv M 4 (tO (íA>) = O .(7,97d)
cuya resolución nos lleva a las dos posibles determinaciones en

el intervalo [- oo^-oj^.^ para los elementos de. matriz de G(z)
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El t'O
— -tur 1 ^ —

..Fig, .VII.;5 - Espectro de...un Hamiltonianoy-A -,- y-^en.. general

Designemos por ^ al conjunto de números cuánticos que

sirven para distinguir los estados propios del espectro conti

nuo de igual energía. Los estados propios discretos se designan

por I Lá ̂  y los continuos por Í b t , de modo que tendremos

la relación de cierre :

z (F.Xb.i z: me'ibE'XfeE'i = i (7.100)
Á  h J

El espectro de ^ se obtendrá a partir de la definición

(3.5) : . . ..

^ f \ (7.101),
■  ■ h . t

siendo F un operador cualesquiera del sistema,

Cbino se ha visto en el apartado 5.2.2,, a- partir de una

base en el espacio de los estados del sistema puede formarse una

base en el; espacio de Liouville,: la cual,, en este caso., estará

definida por los operadores

:  lElXtE'l , |tE'><E.|,;|bE'><t'F"l} (7.102)

verificándose las ecuaciones de valores propios :

IF.-XF^.I ' ín-F,.) iF.XFi.l (7.105a)



lE-.XtE'l = i (&- r) l>.><tF'l ; , (7.103b)

Ii-FXE.( - ^ f E'- E"i) .( brXFil (7.103o)

cíf ib^'x^Ei- 1 fríp): leext' pf : (7ao3d)

apareciendo claro, entonces, que el espectro de está cons-

tituido por una serie de continuos situados en el,eje real, con

una serie de valores discretos superpuestos a ellos.

E = o , Eih
-* »í --i N—

Fig. VII.7 - Espectro del superoperador de Liouville ,

Sea l/iA^ un estado normado (de norma finita), y pasemos a

considerar las propiedades analíticas del elemento de matriz del.

superoperador resolvente :

Gu ífz) ~ ( [ 2 - (7.10^)

El operador 1 I puede ponerse como combinación lineal

de los operadores base (7.102) : .

\M><Caa\.-- A;,i' la><F.c'i + ̂  A^>e. r^.><LE'\

Iíf'Xe^ + 2- /í,s-b-s> IbE'XiíF'l
bE', VE"

.  (7.105)
siendo :
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Áii' = I/W>< yuj F^.> : . ^

A/.be'. I :
(7.106)

Aie-i ^ <¿F'l/U><x^l F. >

Atc',,¿'&" r <kIF'|x/><yuU'E">.

Haciendo uso de las ecuaciones (7.103) y (7,106), resulta

^  ImXmI = #' lEXal + 2. —AilL. lEiXtE'l
bt'

IkC'XEJ 4^ '^bF.b'g- iKF'Xh'E"!

.  ; ■ (7.107)

con lo que el elemento de matriz G^(z) vendrá dado por :

(2) - ^ I l/U^I ^ ̂  l bEMy<4^^(

->- ^ ^ I <:u(¿E'X y E" U >1^^^;.,

Esta expresión nos permite realizar el siguiente análisis

según los valores que tome z. Si z es- diferente de cualquier va

lor propio de ^ , existe siempre un número positivo no nulo
/\. , que representa la distancia de z al valor propio más cer
cano, tal que : .\

I  l ; (?- J lZ-CJbe',b-c"r;> A
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Puesto que todos los numeradores, que intervienen en (7.108)

son positivos, se puede poner :

be'.vc'"

(7.109).
y usando la relación de cierre (7.100) : .

4-2- <^\.Le'><
•  he' ' ^

t  1 <(<A 1 b E"'^ I í 2. I E"i ")><( ̂ J.1 yU.)>

•  = . 4 <^1^> IF.X Fe W> 4 :2L<xtl¿g'><bcV>y
*  I /t. ¿ t"' /

1*^-" I _ -i- (7.110)
-  4 " A

ya que se Ha supuesto a I'U> normalizado. Por tanto, G^(z) es

tá acotado si J7- , I"?- ía^,,£.,Vg.;1 ^ A

Por otra parte, de. (7.108) se tiene :

i 6u(í) ln>(^ ■ )<;<.i|e;><tgMM>l^
(2 -UJkí.-]-^ . (2 ,-^AbG-)^

(^- ié.ve",

•  ' ' " \

y siguiendo el mismo razonamiento que para (7.110) resulta :
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<  i (7.111)
A

Las ecuaciones (7.110) y (7.111) implican que G^(z) y su

primera derivada están acotadas en toda la región del plano com

plejo que no contenga al espectro de , siendo por tanto

G^(z) analítica en dicha región (Churchill, 1960, Cohen-Tannoud-

ji, 1966). ̂

En el caso en que z tienda hacia uno de los valores pro

pios del espectro discreto de ^ el término preponderante
„  ̂ N , . K>ulO^Cz) es, entonces, • : ¿l> » el cual tenderá en

dicho caso a infinito. Luego los valores propios del espectro

discreto de ^ son en general polos de 0^(z) que tienen por
residuo a , Puesto que los valores propios de

dé' son reales, dichos polos estarán necesariamente sohre la
cortadura, verificándose = O. , para lo cual tendrían que

ser iguales"a cero las partes real e imaginaria de (7.92), pero

esto es imposible al ser (A'rtiw ^ • Por tanto, ^ ho tiene

espectro discreto.

Se ve, pueSj qUe la función G^(z) no tiene polos en el pla

no complejo y es analítica en todo, el plano si exceptuamos la ■

cortadura.

7.3.6, Población del nivel 1 ,

Como se ha visto en el apartado 7.3.1.» la población del

nivel í ^ , en el que ha sido preparado inicialmente el siste
ma, viene dada por la ecuación (7e^3a) :
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(t) = — e G^^.víaC^), (7.112)
-'ĉ 2.

Con objeto de aplicar a esta integral el teorema de los -

residuos, debemos cerrar convenientemente el contorno de inte-

¿,,gi;aqión , , correspondiente a la recta orientada'^" ( oo l

-co + ), Al ser t>0, ha de cerrarse dicho contorno en el se-

miplano inferior de manera que la contribución de 6. haga

tender a cero la integral sobre el tramo de contorno suplementa

rio. Aparece, entonces,' la dificultad de no poder considerar un

contorno cerrado en la íégión de analiticidad de la función

G n M Va (^) , pues, como se ha visto en el apartado 7.3,5., dicha
función presenta una cortadura á lo largo de todo el eje real,

no pudiéndose, entonces, cerrar de una manera trivial el contor

no en el semipleno inferior.

Con el fin de salvar esta dificultad procedemos a prolon

gar por continuidad la función Qiau, ("2^) en el semiplano infe

rior a partir del valor que toma en el semiplano superior. El

valor tomado por la función prolongada por continuidad será di

ferente del valor tomado en el mismo puntó por la determinación

dé la función original."

Se ha;visto en el apartado 7.3.^., que la función

tomaba diferentes valores para sus posibles determinaciones so

bre el eje real segiín que se alcanzase dicho eje en diférentes

intervalos. En consecuencia, se,obtendrán distintas, prolongacio

nes en el semiplano inferior para dicha función segúncual sea

el intervalo del eje real a partir del cual se tome la determi

nación inicial de la función.

Procedemos, pues, a prolongar analíticamente la función
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en él semiplano inferior partiendo del seraipLano su

perior a las .diferentes hojas de Riemann según cual sea el ,in-., .

tervalo del eje real sobre el que se efectúa dicha prolongación.

Llamaremos, así, primera hoja de Riemann (I) al semiplano supe

rior, segunda hoj'a de Riemann (II) a. la región del semiplano in

ferior comprendida entre las rectas y w = , tercera

hoja de Riemann (III) a la región del semiplano inferior compren

dida entre la recta ^ = OJj, e oo , y cuarta hoja de Riemann

(IV) a la región del semiplano inferior comprendida entre la rec

ta íaj - - y - oo , •

Las prolongaciones analíticas de G en cada una

de las diferentes hojas de Riemann, G y\v\, y\ , va w y G (■£).
se obtendrán a partir de los valores que toma la función

en cada uno de los intervalos y me

diante las definiciones :

G*?»» (■í) - * i'^ . (7.115a)
■  0*^(2)

.G*^(g) = +^lí (7.115b)

£2) = _1±L±^±^J±_^ . (7.1150);  ■ o*^í2) ' ■ , .
siendo :

(7.114a>

(^) - (? -.p+) (2 -p.) ■ (7.mb)

D ® (^) = C?- (7.114c)
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Fig, VII.8 - Contorno C-r .

con

2i - — ( - lí

h -- ^

V-

^

. 1

 í CJkww t ( U)^„ - ~

 •{ ± í - ̂(T

(7.115a)

(7.115b)

(7.115c)

Al ser el término (^-'^) de segundo orden en la perturba
ción, sólo modificará ligeramente lá posición de los polos, y

dada su relativamente lenta variación hemos omitido su dependen

cia-de UJ , y por lo tanto de.z en la prolongación analítica,

para la determinación de los mismos.

Aplicando, ahora, el teorema de los residuos al contorno

de la Fig. Vil.8., en la que con los índices 1, 11, 111 y IV se

indica si nos encontramos sobre la primera, segunda, tercera o

cuarta hoja de Riemann respectivamente, y teniendo en cuenta que
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los contornos 11^» ^ contribuyen en nada para R« cc ,

mientras que los contornos 11^ y III^ para el lazo L y los-. .^

contornos Ij/, 11^/ y IV^/ para el lazo L' producen una contribución

qüe no" tiene interés para t pequeños al ser (Mower, 1966),

la ecuación (7.112) puede escribirse como : ^

I  e ̂ ¿i) (7.116),

La función (^) no tiene polos en la primera hoja
de Riemann y los polos correspondientes a sus prolongaciones ana-

G-)- uL , . ^ 4"JJZ. -
("2^) y C7irxo¡ (2) ^ al encontrarse situados fuera

del contorno de integración Ct , pues de las ecuaciones (7.115b;
y (7.115c) se desprende que las partes reales de los polos p+

y  están contenidas en el intervalo dado que los

posibles valores de ^ ♦ í » ^ son mucho menores
que , no contribuyen en la- aplicación del teorema de los

residuos. En estas condiciones, los únicos polos que contribuyen

a la integra-1 (7.116) corresponden a los puntos ~ y

, dados por.la ecuación (7.115a-)", bituados en la segunda

hoja de Riemann, con lo que se tendrá

(i) = l^esiJwo 0v> .Ho , í/e e .

"*■ f^s-'tcíwo Z+ Ae. 6 .

Ai e a) J" (7.117)

Al encontrarse los polos y en una región próxi
ma al origen del plano complejo z, y al ser las variaciones de



|:M y <^(w) en esta región despreciables, pueden reemplazar
se dichas funciones por su valor cerca del origen, con lo que,

según la ecuación (7.74) és ' , resultando para los po

los de-la segunda hoja de Riemann las expresiones :

^  'Zo - - \ , (7.118a)

= t - •iif- \ (7.118b)

En estas condiciones, puede escribirse para (7.117) :

-•2-A^ / z , .a \ — t Zi.t -

e  ,<r
(7.119)

Definiendo :

A = (7.120a)

A = X ~ ̂  ty . (7.120b)

la ecuación (7.1l8b) se convierte, en : -

?± = : i A - . (7.121.)

verificiándose, las relaciones :

•  2*-z_ = 4A / -: ::}y

?+ .= «2 .

■  Z- '¿'■Y - z A ■



Con esta notación la ecuación (7»118) puede escribirse co-

mo i . ' ■■■ ■. ;;: ,

fn„W . .e f JAjLÍL, , _LjS__ + < g 1 . :
■  4A^ , 4 /\^ / ^

=  ;^ g ^ - J-J— e (7.122)
;  \ ^ ' /

expresión que nos da la población del nivel I , ,en el que
ha sido preparado el sistema inicialmente, en el instante t.

Pasemos a a'nalizar los siguientes casos : .

1) El parámetro A ,es un número real.

Entonces, se verifica que ^ , y la ecuación (7". 122"

adopta la forma :

f..i« ._áV
- S

ü'' ] (7.123)
;  - r

que representa un proceso disipativo gobernado por dos términos,

uno que decae exponencialmente y otro oscilatórib amortiguado

de frecuencia -2. ( A^- .

Cuando jf^ <"4 A la, población del nivel 1 viene dada
por;

- e . . . . ' >.(7.124)

que nos da una ley exponencial para la desexcitación del nivel

idéntica a la que obtendríamos si no existiese el otro

nivel acoplado al continuo. El tiempo de vida, "tr , del
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nivel l está definido por la relación :

e  ■ ■ , - e :

es decir

■tr , = ° , ■ (7.125)

Al ir aumentando la intensidad del acoplamiento la depen

dencia de la población con el tiempo se va haciendo cada véz me

nos exponencial, mientras que el período de oscilación aumenta.

2) El parámetro A es imaginario puro.

En este caso puede escribirse ;

A -

y la ecuación (7.122) toma la forma :

^  . {- t" f } (7.126)

que corresponde como en el caso anterior a un proceso disipati-

VO.- . V- ;

3)' El' parámetro-A es nulo (A = O)'.

En este caso crítico resulta para la ecuación (7.122) la

forma. ; ' '

fv-.W = (7.127)
que sigue" correspondiendo a un proceso disipativó gobernado, aho

ra, por dos términos, uno que decae exponencialmente y ptro cua

drática . La ecuación (7.127), cómo en los casos anteriores, tien

de a" cero cuando t oo , '
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7»3«7» Población del nivel (

Pasemos ahora a calcular la integral (7.^3b) ;

1  ' ^ t
■  — ■ ál- ¿ Gw,.,.„("?) ,(7.128)

V  9 Tía. > •

-•(iue .-nos- • da la población de'l nivel " 1'^V^p-en er'^ihstante t, Cuan

do el sistema ha sido preparado inicialmente en el estado .

Dado que la función G presenta únicamente Tina cor

tadura en el intervalo del eje real, al ser nulas sus

determinaciones sobre los intervalos y (-o:>,-coj,) ^ de

finimos, de forma análoga que en el apartado anterior, la prolon

gación analítica de G kvrv»., (AM en.la segunda hoja de Riemann .

como :

- _rj£l (7.129)

siendo :

^  (? - 2.)(Z-Z.) (l- ?.)

con

Zi - ± I
•  ' . . . . « ■

.Efectuando el mismo razonamiento que para la obtención de

(7*115), la ecuación (7.128) puede escribirse en la forma :

^ ̂  ] di. e"'' G (1) : (7-150)
■  ,



Fig, VII.9 "^ Contorno- .

donde Cy es el contorno de la Fig. VII.9»

Puesto que (i) no tiene polos en la primera hoja-de

Riemann, los únicos polos que intervienen en la aplicación del

teorema de los residuos corresponden a la prolongación analíti

ca en, la segunda hoja de Riemann,' "Zo y » y dicho, teorema

permite escribir (7.130) en la forma :

-  ."í Resi¿íuo et/> Zo de ^ CZ-)

4 Re^idu-i? 2-4. ■ Jie. Q.

de ■ £ •' ̂  . (V } (7.131)

La hipótesis efectuada en el apartado anterior sobre el

término - |) » permite poner lOs polos de interés como :
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•  - 1, ̂  -Jijr .

' ' ' ' ''/a.

lo que permite escribir para (7.131) :

i. ■ -1?-^ ■ ■
_  ̂ (7.132)

que.puede expresarse con ayuda de las (7.120) como ;

zyt

WVmaa
r  i -'■'1^ j V

expresión que nos da la población del nivel \^y en el instan-

te t.

Pasemos a cbnsidérar los siguientes casos :

1) El parámetro A es real.

Entonces la ecuación (7.133) adopta la forma :

á";- ,

= - : , (7.134)

ecuación que pone de manifiesto el acoplamiento entre los nive

les y a través del medio. Se trata de un .proceso. ..

disipativo gobernado por una función exponencial y por una fun—

ción oscilatoria amortiguada de frecuencia i

2) El parámetro A es imaginario puro.

, Entonces se verifica :



m

()„„/*) = (7.135)
5 - ̂  :

3) A = O, En este caso resulta ;

^  (7.136)

En estos dos casos últimos, así como en el primero, se ve

rifica la relación :

o2

-  £ (7.137)

ecuación que nos da la relación entre las poblaciones de los ni

veles discretos en todo instante.



A continuación se representan las poblaciones correspon

dientes a cada spin para los tres casos : a)

7 c) A = 0.
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CASO;

A >r

X =0.5

c



90= X

:OSVD

Ul



CASO:

A < 8

y = 0.5



CONCLUSIONES,



Los resultados fundamentales a los que se llega en esta

memoria pueden resumirse en los siguientes puntos :

1.- Se obtiene la ecuación (5.56) para la evolución del

operador densidad reducido del sistema de spines mediante el mé

todo de Nakajima-Zwanzig, siendo una ecuación integro-diferencial

en el tiempo, de carácter no-markoviano« Dicha ecuación es exac

ta j describe un proceso "reversible", constituyendo un excelen

te punto de partida para diversas aproximaciones.

2,- Haciendo uso de la aproximación de Wigner-Weisskopf,

suponiendo que la red se encuentra en equilibrio térmico a tem

peratura D (no muy baja.) durante el proceso de relajación del

sistema de spines y teniendo en cuenta que el acoplamiento es

débil se obtiene, a partir de (5.56), la ecuación (5.71)» que-

es ahora de carácter markoviano, para la evolución del operador

densidad reducido del sistema de spines. Lsta ecuación viene da

da en función de los operadores de creación,. 0^"^ , y de aniqui

lación, 07" , asociados a los spines, en la representación de

Schrbdinger. . ' . . •

3..- A partir de (5.;75) y (5.71). se. obtienen las ecuacio

nes de evolución (5.79)»-(5.82) y . (5.85) para los valores éspe-

rados de los operadores dinámicos del spín n, las cuales en for

ma integral pueden escribirse como (5,89).

Es interesante observar en estas ecuaciones la presencia

de términos cruzados qUe dependen de, los operadores dinámicos

del otro spín, lo,cual refleja la influencia de cada spín en el
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proceso de relajación del otro como Consecuencia de estar ambos

acoplados al mismo medio.

4.- El hecho de que el parámetro AáJ , definido por

(5.63a), sea prácticamente nulo (von Eoerster,. 1970), y de que

el parámetro ^ sea mucho menor que , como puede apre
ciarse en una estimación numérica a temperaturas normales, su

giere tomar como solución de orden cero de las ecuaciones (5.89)

las (5.90), las cuales ponen claramente de manifiesto la exis

tencia de un amortiguamiento en el sistema de,spines, que,pre

parado en un estado inicial arbitrario, evoluciona irreversibler-

mente hacia una situación de equilibrio. La aparición de esta

conducta irreversible está motivada por la gran cantidad de gra

dos de libertad de la red, la cual se encuentra en el límite

estadístico, de manera que cualquier movimiento organizado de

los spines,al interaccionar con la misma, llega pronto a ser

tan complejo que podamos considerarlo como caótico.

Las ecuaciones (5.90) establecen que cada especie de spi

nes verifica las ecuaciones de Bloch, en las que aparece para

cada'especie un tiempo de relajación longitudinal, Ta =

y otro transversal, U =(ííj] , • que prácticamente son iguales pa

ra cada spín.

5»-. En el equilibrio (para tiempos." muy grandes) se obtie

ne para el valor esperado' del operador número de ocupación del

spín n la ecuación (5.91) r precisamente la ley de distri-
\

bución correspondiente a una colectividad de fermiones en equi

librio térmico, lo que está da acuerdo con la idea de que la red



se comporta como un "taño térmico" para los spines.

6.- El acoplamiento de los spines a la red introduce un

pequeño desplazamiento de la energía Zeeman de cada spín, como

se pone de manifiesto en la ecuación (5»78a)í en la que apare

ce la frecuencia modificada »

Este desplazamiento consta de dos términos, uno de ellos,

Á  , definido por (5»63a), es el desplazamiento Lamb produci
do como consecuencia de estar acoplados los spines a un cuasi-

continuo (lá red), mientras que el otro, definido por

.(5^63b), refleja la contribución térmica a dicho desplazamien- .

to,. ' ■ ■ ■ " ■

7«- La constante efectiva de amortiguamiento para, el spín

n, , viene dada por la ecuación (5*88) que puede escribir

se. en la forma

■  y ¡ . :

j  ' II ^ - I (ujy,yl ¡w

Es de destacar que. KJ" no sólo depende de la intensidad

de acoplamiento con la red (mediante el parámetro ), sino

también de la población de fonones de frecuencia igual a la del

spín n, cual depende a su vez de la temperatura

de equilibrio siguiendo la ley de distribución de Bose-Einstein,

siendo
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8.- Considerando que los spines son estadísticamente in-

de pendientes:, las soluciones de orden cero (5.90) se utilizan

para determinar unas soluciones aproximadas de las ecuaciones

integrales (5.89), obteniéndose las (5.96), particularizándose

dichas ecuaciones para el caso en que los dos spines están si

tuados 'en posiciones equivalentes.

9.- El método de Mori-Zwaíizig nos ha permitido llegar de

forma directa, basándose también en la técnica del operador de

proyección, a la ecuación de evolución (6,52) para la función

de correlación ordinaria, asociada al spín n, la

cual describe la fluctuación del spin alrededor del equilibrio.

Es de destacar que para obtener dicha ecuación se ha seguido un

esquema perturbaCional análoga al empleado por Kim y Wilson (Kim

y Wilson, 1973 ) para analizar el problema de un oscilador ar

mónico sumergido en un baño, térmico, y por Bose y Ng (Bose y Ng,

1975 ) para analizar el problema del láser.

En esta ecuación puede observarse que la influencia de la

red sobre los spines se traduce en un amortiguamiento, , y

en un desplazamiento, de la frecuencia intrínseca del spín, re

sultados que están en consonancia con los obtenidos mediante la

aplicación del método de Nakajima-Zwanzig.

10.- Haciendo uso del teorema de fluctuación-disipación

se obtiene, a partir de la función de correlación ordinaria, la

potencia absorbida por el spín en un experimento de RMN, ecua-

ción (6.93)•

En este caso de acoplamiento débil, en el que el ancho de
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línea es muciio menor que la frecuencia de resonancia, y en la

aproximación de altas temperaturas k l ) se encuentra

qiie el perfil de línea asociado a cada spín es de tipo lorent-

ziano, ecuación (6,98),

11,- Para estudiar la evolución de las poblaciones del sis^

tema de spines en el caso límite de bajas temperaturas se sigue

la técnica del "resolvente" asociado al superoperador de Liou-

ville del sistema. De esta msinera se obtiene para la población

del spín n en el instante,t, cuando el sistema ha sido prepara

do inicialmente con dicho spín en su estado excitado el otro en

el estado "fundamental y la red en el estado de vacío, las ecua- •

ciones (7.123), (7»126) y (7.127), que representan un proceso

disipativo gobernado por dos términos, uno que decae exponencial-

mente y otro amortiguado que, según los casos, es oscilatorio,

hiperbólico-o cuadrático, y que" es consecuencia de la presencia

del otro spín acoplado al mismo continuo.

Cuando'la distancia entre los niveles es mucho mayor que

el amortiguamiento, la población (t) ■ decae según la ecuación

(7.12^), que es el decaimiento .expqnencial que hubiésemos obte

nido si sólo existiese un spín. Por tanto, en este caso la pre

sencié del"Otro spín no afecta á la relajación del primero. Es

de destacar que al ir pasando de situaciones en qUe la distancia

entre los niveles es mucho mayor que el amortiguamiento a otras

en que éste es mayor que aquella, la dependencia temporal de la

población se va haciendo menos exponencial.

Para la población se obtienen, en las mismas condi-

ciones iniciales anteriores, las ecuaciones (7.13^)» (7.135) y
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(7.136), Esta población es una función amortiguada que, según

los casos es oscilatoria, hiperbólica ó cuadrática, y pone de

manifiesto el acoplamiento entre los spines a través del conti

nuo.

12,- Es de destacar que tanto en el caso de altas tempe

raturas como en el caso límite de bajas temperaturas, los resul

tados obtenidos en esta memoria coinciden con los obtenidos por

E. Mauricio en el trabajo citado, en el cual se analiza el pro

blema mediante la técnica de Langevin en el caso de altas tem

peraturas, y mediante la técnica del resolvente asociado al Ha-

miltoniano del sistema para T =0,
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