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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es el estudio del Teorema de extra-
polación de Rubio de Francia, que nos da desigualdades con peso para
cualquier Lp , 1 < p <1, a partir de la correspondiente desigualdad para
un único p0, 1 < p0 <1. Para ello, se hace necesario abordar previamen-
te tópicos como: espacios Lp (espacios de Lebesgue), operador maximal
de Hardy-Littlewood en sus distintas versiones y pesos Ap o pesos de la
clase de Muckenhoupt. Se parte del estudio de operadores maximales y
sus propiedades más importantes y se trata en particular el operador de
Hardy-Littlewood y la maximal diádica. Esto da pie a introducir la teo-
ría de los pesos Ap para, finalmente exponer el algoritmo de Rubio de
Francia para generar pesos A1 y el teorema de extrapolación. En el estu-
dio de este, se presentan varias demostraciones del mismo, en su versión
no vectorial, así como alguna versión generalizada donde se sustituye el
operador por una familia de pares de funciones, quedando de manifiesto
en ellas la importancia de los pesos A1, que constituyen las piezas claves
para la factorización de los pesos Ap .

Palabras clave: Espacios Lp – Interpolación – Maximal de Hardy-
Littlewood – Pesos Ap – Extrapolación.

Abstract

The main objective of this work is the study of the Rubio de Francia ex-
trapolation Theorem, which gives us weighted inequalities for any Lp ,
1 < p <1, from the corresponding inequality for a single p0, 1 < p0 <1.
It is necessary to deal previously with topics such as: Lp spaces (Lebesgue
spaces), Hardy-Littlewood maximal operator in its different versions and
Ap weights or weights of the Muckenhoupt class. We start with the study
of maximal operators and their most important properties and we deal
with the Hardy-Littlewood operator and the dyadic maximal in particu-
lar. This allows us to introduce the theory of the weights Ap and, finally, to
present the Rubio de Francia algorithm to generate A1 weights and the ex-
trapolation theorem. In the study of the latter, several demonstrations of
it are presented, in its non-vectorial version, as well as some generalised
version where the operator is replaced by a family of pairs of functions,
showing the importance of the A1 weights, which are the key pieces for
the factorisation of the Ap weights.

Keywords: Lp spaces – Interpolation – Hardy-Littlewood Maximal Ope-
rator – Ap weights – Extrapolation.
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Introducción

El estudio de la acotación de operadores sobre los espacios Lp (X ,µ), donde
(X ,µ) es un espacio de medida, constituye un problema de alto interés en distintas
áreas del Análisis Matemático, y no solo por la importancia en sí mismo de demostrar
la acotación de ciertos operadores, sino que de este hecho se pueden inferir propie-
dades del propio espacio X , como por ejemplo en el caso de que X sea un espacio
de Banach, ser UMD, ser uniformemente convexo, ser uniformemente liso, etc.

Varias técnicas, que se han convertido en procedimientos estándars, han re-
sultado ser muy útiles a la hora de obtener acotaciones Lp de los operadores objeto
de estudio: interpolación, control vía operadores maximales, extrapolación, etc

Es precisamente el estudio y demostración del Teorema de extrapolación de
Rubio de Francia, el objetivo principal de este trabajo. El matemático español José
Luis Rubio de Francia (1949-1988) estableció su teorema de extrapolación en los tér-
minos que aparecen en la siguiente foto de sus notas, la cual agradecemos a uno de
sus alumnos de Tesis Doctoral, el Catedrático de la Universidad Autónoma de Ma-
drid José Luis Torrea.



X Introducción

Una lectura a las referencias [8] y [11] nos introduce en la vida y el recorri-
do profesional de Rubio de Francia, mientras que [3], [4], [6], [7], [10], [12], [14] [17]
y [18], nos sirven de guía en la búsqueda de resultados y nos muestran los tópicos
que necesitamos manejar antes de abordar el propio teorema de extrapolación, los
cuales marcarán los distintos capítulos de este trabajo. Algunos de estos tópicos han
sido introducidos de forma somera en la asignatura Análisis Funcional y de Fourier
del Máster. En los distintos capítulos de esta memoria se desarrollan las demostra-
ciones con detalle y se ponen de manifiesto los dos tipos de técnicas prevalecientes:
la axiomática (la adecuada combinación de propiedades ya demostradas conducen
a otras nuevas) y la constructiva (selección de cubos o bolas con determinadas ca-
racterísticas para conseguir probar las desigualdades deseadas, estudio de ejemplos
concretos, etc.).

En el capítulo 1 se introducen los espacios Lp y los Lp débiles sobre un espacio
de medida (X ,µ), y a través del estudio de sus propiedades desembocamos en los
teoremas de interpolación de Marcinkiewicz (interpolación real) y de Riesz-Thorin
(interpolación compleja). El contenido del mismo sigue el esquema de [13], aunque
también se han consultado [1] y [19].

El capítulo 2, ya tomando X = Rn y µ como la medida de Lebesgue, se dedica
al estudio de la función maximal de Hardy-Littlewood, en sus versiones centrada y
no centrada, tanto sobre bolas como sobre cubos, demostrándose que son equiva-
lentes. La acotación Lp de la maximal de Hardy-Littlewood se convierte en una he-
rramienta fundamental en el desarrollo de los siguientes capítulos. Las referencias
bibliográficas usadas para su elaboración son [6] y [13].

Dado que en el teorema de extrapolación comparecen los denominados espa-
cios Lp con peso, la medidaµ= wd x, siendo w una función no negativa y localmente
integrable, el tercer capítulo está dedicado al estudio de los pesos Ap de la clase de
Munckenhoupt y sus propiedades, ya que son esta clase de pesos los que garanti-
zan la veracidad del teorema. La redacción de este capítulo se ha hecho consultando
simultáneamente las referencias [6] y [14].

Finalmente, el último capítulo se dedica al objeto que motivó la realización
de este trabajo, el Teorema de Extrapolación de Rubio de Francia. La versión que se
presenta, inicialmente, del mismo es no vectorial y se incluyen dos demostraciones
distintas, aunque comparten como punto clave la generación de pesos de la clase
A1. Además se incluye una versión más actual del mismo en la que desaparece el
operador y es sustituido por una familia de pares de funciones. Los libros [4] y [6],
han sido las principales referencias seguidas, aunque también han servido de apoyo
[2], [12], [14] y [15], entre otras.

A lo largo del trabajo, la constante C que aparece puede cambiar de una línea
a otra.
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Espacios de Lebesgue y espacios Lp -débiles

Los espacios de Lebesgue Lp y los espacios Lp -débiles o de Marcinkiewicz for-
man parte de las clases de funciones más importantes dentro del contexto del aná-
lisis. Miden, en cierto sentido, el “tamaño” de las funciones, por lo que sus propie-
dades resultan muy útiles en diversos ámbitos. Aparecen como elementos básicos
en el marco del análisis funcional, del análisis armónico, ecuaciones en derivadas
parciales o en la teoría de probabilidad. También juegan un papel relevante en otras
disciplinas como en la física, donde, por ejemplo, proporcionan un marco teórico
apropiado para el tratamiento de señales y el análisis de ciertas ecuaciones de la me-
cánica cuántica.

Estos espacios constituyen la base sobre la que se desarrollará el estudio pre-
sentado en esta memoria, por lo que dedicamos este capítulo al estudio de sus ca-
racterísticas principales.

1.1. Espacios Lp y espacios de Marcinkiewicz

Introducimos primero los espacios de Lebesgue sobre un espacio de medida.

Definición 1.1. Sea (X ,µ) un espacio de medida. Para cada 0 < p ∑1, denotamos por
Lp (X ,µ) a la clase de las funciones medibles complejas para las que k f kLp (X ,µ) <1,
siendo

k f kLp (X ,µ) =
µˆ

X
| f (x)|p dµ(x)

∂ 1
p

, 0 < p <1,

y
k f kL1(X ,µ) = esssup | f | = ı́nf

©
Æ> 0 :µ

°©
x 2 X : | f (x)| >Æ

™¢
= 0

™
, p =1.

Cuando no haya confusión, usaremos la notación k ·kp para referirnos a k ·kLp (X ,µ).

Las clases Lp (X ,µ), 0 ∑ p <1, son espacios vectoriales complejos. Para dotar-
las de una estructura adecuada, debemos hacer la siguiente observación. En general,
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el hecho de que k f kp = 0 no implica que f sea la función nula. Para solventar esta cir-
cunstancia basta considerar enLp (X ,µ) la relación de equivalencia f ª g si, y solo si,
f = g en µ-casi todo punto. El espacio de Lebesgue Lp (X ,µ) se define entonces como
el conjunto de las clases de equivalencia, esto es, el conjunto cociente Lp (X ,µ)/ ª.

La notación k · kp sugiere que pueda tratarse de una norma para el espacio
Lp (X ,µ), pero la aplicación k·kp verifica la desigualdad triangular únicamente cuan-
do 1 ∑ p ∑1, (en este caso, se denomina desigualdad de Minkowski). Como conse-
cuencia la estructura topológica de los espacios Lp (X ,µ) es diferente según los valo-
res de p. Cuando 1 ∑ p ∑1, Lp (X ,µ) es un espacio normado, y si 0 < p < 1, se tiene
que Lp (X ,µ) es un espacio métrico con la distancia

d( f , g ) = k f ° gkp
p , f , g 2 Lp (X ,µ). (1.1)

Luego, todos los espacios de Lebesgue comparten la estructura de espacio métrico,
pero cuando 1 ∑ p ∑1 podemos disponer de una estructura más fuerte, la de espa-
cio normado.

Una de las desigualdades fundamentales cuando se estudian los espacios de
Lebesgue es la desigualdad de Hölder, de la que como consecuencia se obtiene la
desigualdad de Minkowski. A continuación recogemos la versión más utilizada en la
práctica, su versión generalizada y su interpretación cuando 0 < p < 1.

Para ello introducimos primero el concepto de exponentes conjugados. Sean
0 < p, q ∑1. Decimos que p y q son exponentes conjugados si verifican la siguiente
relación

1
p
+ 1

q
= 1,

con la interpretación adecuada cuando p = 1 ó p =1. Queremos hacer notar que la
definición habitual de este concepto se hace para valores de p y q en [1,1]. Pero si
0 < p < 1 podemos hablar también de su exponente conjugado q cuando se satisface
la relación anterior. En este caso, observamos que q < 0. Es habitual usar la notación
p 0 para referirnos al exponente conjugado de p, pues así queda más clara su relación
con p. Es fácil ver que si p 6= 1, entonces p 0 = p

p°1 .

Teorema 1.2. Sean (X ,µ) un espacio de medida y 0 < p <1.

i. Desigualdad de Hölder. Si 1 ∑ p <1, entonces

k f gk1 ∑ k f kpkgkp 0 , f 2 Lp (X ,µ), g 2 Lp 0
(X ,µ)1.

ii. Desigualdad de Hölder generalizada. Si 0 < p1, ..., pm ∑1 tales que 1
p =Pm

k=1
1

pk
,

y { fk }m
k=1 son funciones tales que fk 2 Lpk (X ,µ), entonces

∞∞∞
mY

k=1
fk

∞∞∞
p
∑

mY

k=1
k fkkpk .

1 Cuando p = 2 esta desigualdad se conoce como desigualdad de Cauchy-Schwarz.
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iii. Desigualdad de Hölder invertida. Si 0 < p < 1, y f , g son funciones medibles tales
que f 2 Lp (X ,µ) y g°1 2 L|p 0|(X ,µ), con g > 0 en µ-casi todo punto, entonces

k f kpkg°1k°1
|p 0| ∑ k f gk1.

A partir de estas desigualdades podemos deducir las siguientes.

Teorema 1.3. Sean (X ,µ) un espacio de medida y 0 < p ∑1.

i. Desigualdad de Minkowski. Cuando 1 ∑ p ∑1,

k f + g ||p ∑ k f kp +kgkp , f , g 2 Lp (X ,µ).

ii. Desigualdad de Minkowski invertida. Si 0 < p < 1, y f , g 2 Lp (X ,µ), f , g ∏ 0, en-
tonces

k f kp +kgkp ∑ k f + gkp .

iii. Desigualdad integral de Minkowski.
Sean (Y ,∫) otro espacio de medidaæ-finita y 1 ∑ p <1. Si f es una función medi-
ble definida en el espacio producto (X ,µ)£ (Y ,∫), se verifica la siguiente desigual-
dad

µˆ
Y

ØØØØ
ˆ

X
f (x, y)dµ(x)

ØØØØ
p

d∫(y)
∂ 1

p

∑
ˆ

X

µˆ
Y
| f (x, y)|p d∫(y)

∂ 1
p

dµ(x).

La desigualdad (i ) de este teorema nos permite concluir que k ·kp es una nor-
ma para Lp (X ,µ) cuando 1 ∑ p ∑ 1. Además, con la distancia generada por esta
norma, los espacios Lp (X ,µ), 1 ∑ p ∑1 son completos por lo que concluimos que
Lp (X ,µ) es un espacio de Banach cuando 1 ∑ p ∑1. En el caso 0 < p < 1 se puede
establecer que Lp (X ,µ) dotado de la distancia (1.1) es un espacio métrico completo.

Sea 1 ∑ p ∑1. El espacio dual de Lp (X ,µ),
°
Lp (X ,µ)

¢§, está formado por los
funcionales lineales y acotados definidos en Lp (X ,µ), esto es,

°
Lp (X ,µ)

¢§ =
©
T : Lp (X ,µ) °!C : T lineal y acotado

™
,

sobre el que se define la norma

kT k= sup
f 2Lp (X ,µ)\{0}

|T ( f )|
k f kp

= sup
k f kp=1

|T ( f )|.

Se puede demostrar que el espacio
°
Lp (X ,µ)

¢§ es también un espacio de Banach.
La desigualdad de Hölder (Teorema 1.2 (i)) muestra que si 1 ∑ p ∑ 1 y g 2

Lp 0
(X ,µ) entonces el funcional Tg definido por

Tg ( f ) =
ˆ

X
f g dµ, f 2 Lp (X ,µ),
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es un funcional lineal acotado en Lp (X ,µ) y kTg k ∑ kgkp 0 . La pregunta natural es

si para cualquier elemento T de (Lp (X ,µ))§ existe una función g 2 Lp 0
(X ,µ) tal que

T = Tg y, en tal caso, si es única. La respuesta a esta pregunta se recoge en el Teorema
de representación de Riesz ([19, Theorem 6.16]).

Teorema 1.4. (Teorema de representación de Riesz) Sean (X ,µ) un espacio de medida
æ-finita y 1 ∑ p <1. Dado T 2 (Lp (X ,µ))§, existe una única función g 2 Lp 0

(X ,µ) tal
que

T ( f ) =
ˆ

X
f g dµ, f 2 Lp (X ,µ).

Además, se tiene que kT k= kgkp 0 .

Este resultado nos dice que el dual de Lp (X ,µ), 1 ∑ p <1, es isométricamente iso-
morfo a Lp 0

(X ,µ). Además, podemos expresar la norma de f 2 Lp (X ,µ), 1 ∑ p <1,
mediante

k f kp = sup
kgkp0=1

ØØØØ
ˆ

X
f g dµ

ØØØØ . (1.2)

El resultado también es cierto cuando p =1, si (X ,µ) es un espacio de medida æ-
finita (ver [9, Proposition 6.13]).

Aunque, como ya hemos comentado, los espacios de Lebesgue tienen un rol
relevante en análisis, en ciertas ocasiones es necesario considerar otra manera más
precisa de medir el “tamaño” de las funciones. Aparecen entonces los conocidos co-
mo espacios de Lorentz, entre los que, en particular, se encuentran los espacios Lp -
débiles o espacios de Marcinkiewicz que analizamos a continuación.

Para ello, previamente vamos a introducir y presentar las propiedades funda-
mentales de la llamada función de distribución.

Definición 1.5. Sean (X ,µ) un espacio de medida y f una función compleja medible
en X . La función de distribución d f se define en [0,1) como

d f (Æ) =µ
°©

x 2 X : | f (x)| >Æ
™¢

, Æ 2 [0,1).

Observamos que la función de distribución d f , como está definida por medio de una
integral, proporciona información general sobre el tamaño de la función f , pero no
revela el comportamiento en un punto dado. En particular, si f = g en µ- casi todo
punto, entonces d f = dg .

La función de distribución verifica las siguientes propiedades que pueden
probarse fácilmente.

Proposición 1.6. Sean (X ,µ) un espacio de medida y f y g funciones complejas medi-
bles en X . Se tienen las siguientes propiedades:
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i. d f es una función decreciente y continua por la derecha. Además, d f = d| f |.
ii. Si |g |∑ | f | µ-c.t.p., entonces dg ∑ d f .

iii. Para todo c 2C\ {0}, se cumple dc f (Æ) = d f

≥
Æ
|c|

¥
, Æ∏ 0.

iv. d f +g (Æ+Ø) ∑ d f (Æ)+dg (Ø), Æ,Ø∏ 0.
v. d f g (ÆØ) ∑ d f (Æ)+dg (Ø), Æ,Ø∏ 0.

La función de distribución nos permite obtener la siguiente expresión para k ·kp que
será de gran utilidad en lo que sigue.

Proposición 1.7. Sean (X ,µ) un espacio de medida, 0 < p <1 y f 2 Lp (X ,µ). Enton-
ces,

k f kp
p = p

ˆ 1

0
Æp°1d f (Æ)dÆ.

Demostración. Haciendo uso del Teorema de Fubini, se tiene que

p
ˆ 1

0
Æp°1d f (Æ)dÆ= p

ˆ 1

0
Æp°1

ˆ
X
X{x:| f (x)|>Æ}(x)dµ(x)dÆ

=
ˆ

X

ˆ 1

0
pÆp°1X{x:| f (x)|>Æ}(x)dÆdµ(x)

=
ˆ

X

ˆ | f (x)|

0
pÆp°1dÆdµ(x) =

ˆ
X
| f (x)|p dµ(x) = k f kp

p .

ut

Introducimos ahora la noción de espacios Lp -débiles como sigue.

Definición 1.8. Sean (X ,µ) un espacio de medida y 0 < p < 1. Se define el espacio
Lp -débil, que denotamos por Lp,1(X ,µ), como el conjunto de funciones complejas
medibles f definidas en X tales k f kLp,1(X ,µ) <1, donde

k f kLp,1(X ,µ) = sup
Æ>0

n
Æd f (Æ)

1
p
o

.

El espacio L1,1(X ,µ) es por definición L1(X ,µ).
Cuando no haya confusión, usaremos la notación k ·kp,1 en lugar de k ·kLp,1(X ,µ).

Como ya comentamos, si f = g enµ-casi todo punto, entonces d f = dg . Así los
espacios Lp,1(X ,µ) deben ser considerados como espacios de clases de funciones,
de la misma manera que se ha hecho para los espacios de Lebesgue, esto es, dos
funciones en Lp,1(X ,µ) serán consideradas iguales si lo son en µ-casi todo punto.

Aunque la notación k ·kp,1 sirve por lo general para designar una norma, real-
mente k ·kp,1 no es necesariamente una. De las propiedades de la función de distri-
bución obtenemos el siguiente resultado que nos muestra que k ·kp,1 es una cuasi-
norma.
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Proposición 1.9. Sean f , g funciones complejas medibles en un espacio de medida
(X ,µ) y 0 < p <1. Entonces,

i. kc f kp,1 = |c|k f kp,1, c 2C.

ii. k f + gkp,1 ∑ cp
°
k f kp,1+kgkp,1

¢
, donde cp = máx{2,2

1
p }.

iii. k f kp,1 = 0 si y solo si, f = 0 en µ-casi todo punto.

El espacio Lp -débil es completo con esta cuasinorma ([13, Theorem 1.4.11]). Por tan-
to, Lp,1(X ,µ), 0 < p <1, es un espacio cuasi-Banach.

El resultado que presentamos a continuación establece que los espacios de
Marcinkiewicz son una generalización de los espacios de Lebesgue.

Proposición 1.10. Sean (X ,µ) un espacio de medida y 0 < p <1. Se verifica

k f kp,1 ∑k f kp , f 2 Lp (X ,µ),

y, por tanto, Lp (X ,µ) µ Lp,1(X ,µ).

Demostración. Sabemos que

k f kp
p,1 = sup

Æ>0

©
Æp d f (Æ)

™
.

Basta ver entonces que Æp d f (Æ) ∑ k f kp
p , Æ> 0. Para ello, escribimos

Æp d f (Æ) =Æpµ
°©

x : | f (x)| >Æ
™¢

=
ˆ

{x:| f (x)|>Æ}
Æp dµ(x) ∑

ˆ
{x:| f (x)|>Æ}

| f (x)|p dµ(x)

∑
ˆ

X
| f (x)|p dµ(x) = k f kp

p , Æ> 0.

ut

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que el contenido Lp (X ,µ) Ω Lp,1(X ,µ) es
estricto.

Ejemplo 1.11. Sea 0 < p < 1. En Rn con la medida de Lebesgue, consideramos la

función f (x) = |x|°
n
p , x 2Rn .

Observamos que | f |p = |x|°n no es integrable, por lo que f › Lp (Rn). Sin embargo,
f 2 Lp,1(Rn), pues

k f kp,1 = sup
Æ>0

Ω
Æ

ØØØ
n

x : |x|°
n
p >Æ

oØØØ
1
p
æ
= sup

Æ>0

Ω
Æ

ØØØ
n

x : |x| <Æ° p
n

oØØØ
1
p
æ

= sup
Æ>0

Ω
Æ

ØØØB
≥
0,Æ° p

n

¥ØØØ
1
p
æ
= sup

Æ>0

n
Æ · (Æ°p )

1
p
o
|B (0,1)|

1
p = |B (0,1)|

1
p <1.

ut
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Estamos ya en condiciones de ver un primer resultado de interpolación que
involucra a los espacios Lp -débiles. Este resultado generaliza así el correspondiente
para espacios de Lebesgue. Recordamos que si f 2 Lp (X ,µ)\Lq (X ,µ), entonces se
verifica que f 2 Lr (X ,µ), para cada r , con p < r < q [9, Proposition 6.10].

Proposición 1.12. Sean 0 < p < r < q ∑ 1 y f 2 Lp,1(X ,µ)\ Lq,1(X ,µ). Entonces,
f 2 Lr (X ,µ) y, además,

k f kr ∑
µ

r
r °p

+ r
q ° r

∂ 1
r ∞∞ f

∞∞Æp,q,r
p,1

∞∞ f
∞∞Øp,q,r

q,1 ,

siendo

Æp,q,r =
1
r ° 1

q
1
p ° 1

q

y Øp,q,r =
1
p ° 1

r
1
p ° 1

q

,

con la interpretación apropiada en el caso q =1.

Demostración. Asumimos que f 6= 0 pues el resultado es trivial en caso contrario.
Suponemos primero q <1. Ya que f 2 Lp,1(X ,µ)\Lq,1(X ,µ),

d f (Æ) ∑ mı́n

(
k f kp

p,1
Æp ,

k f kq
q,1

Æq

)
, Æ> 0.

Entonces, dado B > 0 podemos escribir

k f kr
r = r

ˆ 1

0
Ær°1d f (Æ)dÆ∑ r

ˆ 1

0
Ær°1 mı́n

(
k f kp

p,1
Æp ,

k f kq
q,1

Æq

)
dÆ

∑ rk f kp
p,1

ˆ B

0
Ær°1°p dÆ+ rk f kq

q,1

ˆ 1

B
Ær°1°q dÆ

= r
r °p

k f kp
p,1B r°p + r

q ° r
k f kq

q,1B r°q .

Eligiendo B de manera que

k f kp
p,1B r°p = k f kq

q,1B r°q , esto es, B =
√
k f kq

q,1

k f kp
p,1

! 1
q°p

,

se sigue que

k f kr
r ∑

µ
r

r °p
+ r

q ° r

∂
k f kp

p,1B r°p =
µ

r
r °p

+ r
q ° r

∂°
k f kp

p,1
¢ q°r

q°p
≥
k f kq

q,1
¥ r°p

q°p ,

y concluimos
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k f kr ∑
µ

r
r °p

+ r
q ° r

∂ 1
r ∞∞ f

∞∞Æ(p,q,r )
p,1

∞∞ f
∞∞Ø(p,q,r )

q,1 ,

donde

Æ(p, q,r ) =
1
r ° 1

q
1
p ° 1

q

y Ø(p, q,r ) =
1
p ° 1

r
1
p ° 1

q

.

Analizamos ahora el caso q =1. Ya que f 2 L1(X ,µ), se tiene que d f (Æ) = 0 cuando
Æ> k f k1. Luego,

k f kr
r = r

ˆ 1

0
Ær°1d f (Æ)dÆ= r

ˆ k f k1

0
Ær°1d f (Æ)dÆ∑ rk f kp

p,1

ˆ k f k1

0
Ær°1°p dÆ

= r
r °p

k f kp
p,1k f kr°p

1 ,

de donde se sigue el resultado. ut

1.2. Convolución en Rn y aproximaciones de la identidad

En esta sección tomamos como espacio de medida el conjunto Rn con la me-
dida de Lebesgue. Nuestro objetivo es establecer algunas propiedades de los espa-
cios de Lebesgue que involucran a la operación de convolución, una operación que,
como veremos, dota a L1(Rn) de estructura de álgebra de Banach. La convolución
también será la base para obtener núcleos de sumabilidad que actúan, en cierto sen-
tido, como elemento unidad.

Definición 1.13. Sean f y g dos funciones medibles en Rn. Se define la convolución
f § g de f y g mediante

( f § g )(x) =
ˆ
Rn

f (x ° y)g (y)d y, x 2Rn ,

siempre que la integral exista.

Como se deduce del siguiente resultado, si f , g 2 L1(Rn), entonces f § g <1 en casi
todo punto.

Proposición 1.14. Sean f , g 2 L1(Rn). Se tiene que f §g 2 L1(Rn) y k f §gk1 ∑ k f k1kgk1.

Demostración. Teniendo en cuenta que la medida de Lebesgue es invariante por
traslaciones y aplicando el Teorema de Fubini podemos escribir

k f § gk1 ∑
ˆ
Rn

ˆ
Rn

| f (x ° y)||g (y)|d yd x =
ˆ
Rn

| f (x)|d x
ˆ
Rn

|g (y)|d y = k f k1kgk1.

ut
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Usando la linealidad de la integral y de nuevo la invarianza por traslaciones de la
medida de Lebesgue y el Teorema de Fubini se pueden probar las siguientes propie-
dades para la convolución en L1(Rn).

Proposición 1.15. Sean f , g ,h 2 L1(Rn). Se verifica:

i. f § g = g § f .
ii. f § (g §h) = ( f § g )§h.

iii. f § (g +h) = f § g + f §h.

Las propiedades que se describen en las Proposiciones 1.14 y 1.15 ponen de mani-
fiesto que el espacio L1(Rn) con la operación de convolución es un álgebra de Banach
conmutativa.

A continuación generalizamos la desigualdad recogida en la Proposición 1.14.

Teorema 1.16 (Desigualdad de Young). Sean 1 ∑ p, q,r ∑1 verificando 1
q +1 = 1

p + 1
r .

Entonces, para cada f 2 Lp (Rn) y g 2 Lr (Rn) se tiene que f § g 2 Lq (Rn) y

k f § gkq ∑ k f kpkgkr .

Demostración. Observamos que, si p =1 entonces r = 1 y q =1 y la desigualdad
es trivial. Ocurre igual cuando r =1, pues en este caso p = 1 y q =1. Cuando q =1
se tiene que p y r son exponentes conjugados, y entonces la propiedad se sigue de la
desigualdad de Hölder.

Suponemos entonces 1 ∑ p, q,r < 1. Sean f 2 Lp (Rn) y g 2 Lr (Rn). De las
hipótesis sobre p, q y r y la relación entre dos exponentes conjugados se sigue que

1
q
+ 1

r 0 =
1
p

,
1
q
+ 1

p 0 =
1
r

, y
1
q
+ 1

p 0 +
1
r 0 = 1.

Entonces podemos escribir

|( f § g )(x)|∑
ˆ
Rn

| f (x ° y)|1°
p
q

≥
| f (x ° y)|

p
q |g (y)|

r
q
¥
|g (y)|1°

r
q d y

=
ˆ
Rn

| f (x ° y)|
p
r 0

≥
| f (x ° y)|

p
q |g (y)|

r
q
¥
|g (y)|

r
p0 d y, x 2Rn .

Sea x 2 Rn . Aplicando la desigualdad de Hölder generalizada (Teorema 1.2 (ii)) con
exponentes r 0, q, p 0 a las funciones f1(y) = | f (x°y)|p/r 0 , f2(y) = | f (x°y)|p/q |g (y)|r /q

y f3(y) = |g (y)|r /p 0
, y 2Rn , resulta

|( f § g )(x)|∑
µˆ
Rn

| f (x ° y)|p d y
∂ 1

r 0
µˆ
Rn

| f (x ° y)|p |g (y)|r d y
∂ 1

q
µˆ
Rn

|g (y)|r d y
∂ 1

p0

= k f k
p
r 0
p kgk

r
p0
r

µˆ
Rn

| f (x ° y)|p |g (y)|r d y
∂ 1

q
.
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Tomando ahora norma Lq y aplicando el Teorema de Fubini, se concluye que

k f § gkq ∑ k f k
p
r 0
p kgk

r
p0
r

µˆ
Rn

ˆ
Rn

| f (x ° y)|p |g (y)|r d xd y
∂ 1

q

= k f k
p
r 0
p kgk

r
p0
r k f k

p
q
p kgk

r
q
r = k f kpkgkr .

ut

Una versión de este último teorema para espacios Lp -débiles es la siguiente.

Teorema 1.17 (Desigualdad de Young en Lp -débil). Sean 1 ∑ p < 1 y 1 < q,r < 1
tales que 1

q +1 = 1
p + 1

r . Consideramos f 2 Lp (Rn) y g 2 Lr,1(Rn). Entonces f §g es una
función en Lq,1(Rn) y, además, existe Cp,q,r > 0 tal que

k f § gkq,1 ∑Cp,q,r k f kpkgkr,1.

Demostración. Nuestro objetivo es establecer que existe Cp,q,r > 0 de manera que

∞q d f §g (∞) ∑C q
p,q,r k f kq

pkgkq
r,1, ∞> 0. (1.3)

Fijamos ∞ > 0. Para cierto valor M > 0 que puede depender de ∞ y que se elegi-
rá adecuadamente más adelante, descomponemos la función g = g M + gM , donde
g M = gX|g |∑M y gM = gX|g |>M . Se tiene que

dg M (Æ) =
(

dg (Æ)°dg (M), si 0 <Æ< M ,

0, si Æ∏ M ,
y dgM (Æ) =

(
dg (M), si 0 <Æ∑ M ,

dg (Æ), si Æ> M .

En efecto, basta observar que |g M (x)| >Æ si, y solo si, Æ< |g (x)|∑ M , y que |gM (x)| >
Æ si, y solo si, |g (x)| > máx{Æ, M }, por lo que

dg M (Æ) =µ
°©

x :Æ< |g |∑ M
™¢

y dgM (Æ) =µ
°©

x : |g | > máx{Æ, M }
™¢

, Æ> 0.

Usando las propiedades en Proposición 1.6 (i v) y Proposición 1.15 (i i i ) se tie-
ne que

d f §g (∞) = d f §g M+ f §gM
(∞) ∑ d f §g M

≥∞
2

¥
+d f §gM

≥∞
2

¥
.

Veamos ahora que podemos elegir M de manera que d f §g M
°∞

2

¢
= 0. Para ello, esta-

blecemos primero que g M 2 Ls (Rn), para todo s > r .
Es claro que kg Mk1 ∑ M . Sea r < s < 1. Teniendo en cuenta la Proposición

1.7 y que g 2 Lr,1(Rn) podemos escribir

kg Mks
s = s
ˆ 1

0
Æs°1dg M (Æ)dÆ= s

ˆ M

0
Æs°1 °

dg (Æ)°dg (M)
¢

dÆ

∑ skgkr
r,1

ˆ M

0
Æs°r°1dÆ° sdg (M)

ˆ M

0
Æs°1dÆ

= s
s ° r

M s°r kgkr
r,1°M s dg (M) ∑ s

s ° r
M s°r kgkr

r,1 <1. (1.4)
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Por la desigualdad de Hölder se tiene que | f §g M (x)|∑ k f kpkg Mkp 0 , x 2Rn . Por tanto,
si p = 1, se obtiene que

| f § g M (x)|∑ k f k1kg Mk1 ∑ Mk f k1, x 2Rn ,

y podemos tomar M = ∞
2k f k1

para obtener | f § g M (x)| ∑ ∞
2 y entonces d f §g M (∞2 ) = 0.

En el caso de que 1 < p <1, tomando s = p 0 se tiene que p 0 > r (obsérvese que de
las hipótesis para p, q,r se sigue que 1

r = 1
p 0 + 1

q ). Luego, de (1.4) se tiene que

| f § g M (x)|∑ k f kp

µ
p 0

p 0 ° r
M p 0°r kgkr

r,1

∂ 1
p0

=
≥ q

r

¥1/p 0

M r /qk f kpkgkr /p 0
r,1 , x 2Rn .

Elegimos entonces M de manera que el término de la derecha sea igual a ∞
2 , esto es,

M =
≥∞

2

¥q/r ≥ r
q

¥q/(r p 0)
k f k°q/r

p kgk°q/p 0
r,1 , (1.5)

y de esta forma, como antes, se tiene que d f §g M (∞2 ) = 0.

Analizamos ahora el término d f §gM (∞2 ) para el valor de M que hemos tomado. Proce-
diendo como en (1.4) podemos probar que gM 2 Ls (Rn) cuando 1 ∑ s < r . En efecto,
sea 1 ∑ s < r . Se tiene que

kgMks
s = s
ˆ 1

0
Æs°1dgM (Æ)dÆ= s

ˆ M

0
Æs°1dg (M)dÆ+ s

ˆ 1

M
Æs°1dg (Æ)dÆ

∑ M s dg (M)+ skgkr
r,1

ˆ 1

M
Æs°r°1dÆ

∑ M s°r kgkr
r,1+ s

s ° r
M s°r kgkr

r,1 = r
r ° s

M s°r kgkr
r,1 <1.

Tomando s = 1 y aplicando la desigualdad de Young (Teorema 1.16), se sigue que

k f § gMkp ∑ k f kpkgMk1 ∑ k f kp
r

r °1
M 1°r kgkr

r,1 = r 0M 1°r k f kpkgkr
r,1.

Por tanto, obtenemos

d f §gM

≥∞
2

¥
∑ 2p

∞p

ˆ
©

x:| f §gM |> ∞
2

™ | f § gM (x)|p d x ∑ 2p

∞p k f § gMkp
p

∑
µ

2r 0

∞
M 1°r k f kpkgkr

r,1

∂p

.

Sustituyendo el valor de M que consideramos antes según el valor de p se deduce
que, cuando p = 1,

d f §gM

≥∞
2

¥
∑ r 0

≥∞
2

¥°r
k f kr

1kgkr
r,1 = r 0

≥∞
2

¥°q
k f kq

1 kgkq
r,1,
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donde hemos tenido en cuenta que, en este caso, r = q .
Cuando 1 < p <1, M viene dada por (1.5), por lo que, en virtud de la relación

entre p, q,r se tiene que

M (1°r )p = M°r p/r 0 =
≥∞

2

¥°pq/r 0≥ r
q

¥°pq/(r 0p 0)
k f kpq/r 0

p kgkpqr /(p 0r 0)
r,1

=
≥∞

2

¥p°q≥ r
q

¥(p°q)/p 0

k f kq°p
p kgk(q°p)r /p 0

r,1 .

De esta forma, y usando que r p + (q °p)r /p 0 = q , llegamos a que

d f §gM

≥∞
2

¥
∑ 2q (r 0)p

≥ r
q

¥(p°q)/p 0

∞°qk f kq
pkgkq

r,1.

Recopilando las estimaciones vistas se concluye que para cierta cp,q,r > 0

d f §g (∞) ∑ d f §gM

≥∞
2

¥
∑

C q
p,q,r

∞q k f kq
pkgkq

r,1,

y (1.3) queda establecido. ut

Las aproximaciones de la identidad o núcleos de sumabilidad resultan de gran
interés cuando tratamos resultados de aproximación en los espacios de Lebesgue,
como veremos a continuación.

Definición 1.18. Una familia de funciones
©
K"

™
">0 Ω L1(Rn) se dice que es una apro-

ximación de la identidad si cumple las siguientes propiedades:

i. Existe c > 0 constante tal que sup">0 kK"k1 ∑ c.
ii. Para cada "> 0, ˆ

Rn
K"(x)d x = 1.

iii. Para todo ±> 0,

ĺım
"!0+

ˆ
|x|>±

|K"(x)|d x = 0.

Una manera muy útil de obtener una aproximación de la identidad es la siguiente.
Consideramos una función g 2 L1(Rn) tal que

´
Rn g (x)d x = 1. Para cada " > 0 defi-

nimos g"(x) = 1
"n g ( x

" ), x 2 Rn . Entonces puede verse fácilmente que {g"}">0 es una
aproximación de la identidad.

Veamos ahora que un núcleo de sumabilidad se comporta como la identidad.
Como ya fue comentado, el espacio L1(Rn) es un álgebra de Banach conmutativa
con la operación de convolución. Sin embargo, carece de elemento unitario pues
no existe u 2 L1(Rn) de manera que u § f = f , f 2 L1(Rn). Las aproximaciones de la
identidad enmiendan, en cierto sentido, esta circunstancia.
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Teorema 1.19. Sea 1 ∑ p ∑1. Consideramos {K"}">0 una aproximación de la identi-
dad y f 2 Lp (Rn). Entonces,

i. Si 1 ∑ p <1, se tiene que kK"§ f ° f kLp (Rn ) °! 0, cuando "°! 0.
ii. Si p =1 y f es continua en un entorno de K µRn compacto, entonces

ĺım
"!0

kK"§ f ° f kL1(K ) = 0.

Demostración. Suponemos primero que 1 ∑ p <1.
Sea g una función continua de soporte compacto H . Podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que H µ B(0,1). Por la desigualdad triangular se tiene que

|g (x °h)° g (x)|p ∑ (2kgk1)p , x 2Rn , h 2 B(0,1).

Ya que la función constante G(x) = (2kgk1)p 2 L1(H), aplicando el teorema de con-
vergencia dominada ([9, Theorem 2.24]), obtenemos que

ˆ
Rn

|g (x °h)° g (x)|p d x °! 0, cuando h ! 0.

Consideramos ahora f 2 Lp (Rn). Ya que el conjunto de funciones continuas de so-
porte compacto es denso en Lp (Rn) ([19, Theorem 3.14]) se sigue que también

ˆ
Rn

| f (x °h)° f (x)|p d x °! 0, cuando h ! 0.

Por tanto, dado æ> 0, podemos encontrar 0 < h0 < 1 de manera que
ˆ
Rn

| f (x °h)° f (x)|p d x <
≥ æ

2c

¥p
, |h| < h0,

siendo c > 0 tal que kK"k1 ∑ c, para todo "> 0.
Tomamos ±<æ y escribimos, para cada x 2Rn ,

(K"§ f )(x)° f (x) =
ˆ
Rn

K"(y) f (x ° y)d y ° f (x)
ˆ
Rn

K"(y)d y

=
ˆ
|y |∑±

°
f (x ° y)° f (x)

¢
K"(y)d y

+
ˆ
|y |>±

°
f (x ° y)° f (x)

¢
K"(y)d y.

Hemos usado que
´
Rn K"(y)d y = 1. Tomando ahora norma Lp y aplicando la desi-

gualdad integral de Minkowski (Teorema 1.3(i i i )), obtenemos que
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∞∞∞∞∞

ˆ
|y |∑±

°
f (·° y)° f (·)

¢
K"(y)d y

∞∞∞∞∞
p

=
√ˆ

Rn

ØØØØØ

ˆ
|y |∑±

°
f (x ° y)° f (x)

¢
K"(y)d y

ØØØØØ

p

d x

! 1
p

∑
ˆ
|y |∑±

µ
|K"(y)|p

ˆ
Rn

ØØ f (x ° y)° f (x)
ØØp d x

∂ 1
p

d y

∑ æ

2c
kK"k1 ∑

æ

2
,

y que
∞∞∞∞∞

ˆ
|y |>±

°
f (·° y)° f (·)

¢
K"(y)d y

∞∞∞∞∞
p

=
√ˆ

Rn

ØØØØØ

ˆ
|y |>±

°
f (x ° y)° f (x)

¢
K"(y)d y

ØØØØØ

p

d x

! 1
p

∑
ˆ
|y |>±

|K"(y)|
∞∞ f (·° y)° f (·)

∞∞
p d y

∑ 2
∞∞ f

∞∞
p

ˆ
|y |>±

|K"(y)|d y < æ

2
,

pues, ya que
´
|y |>± |K"(x)|d x °! 0, cuando "! 0, podemos elegir "0 de tal manera

que ˆ
|y |>±

|K"(y)|d y < æ

4k f kp
, 0 < "< "0.

Por tanto,

kK"§ f ° f kp < æ

2
+ æ

2
=æ.

Consideramos ahora p =1. Sea f una función continua en un entorno de K com-
pacto. Se tiene que f es uniformemente continua en K , luego, dado æ> 0, elegimos
±> 0 tal que

| f (x °h)° f (x)| < æ

2c
, cuando x 2 K , |h| < ±.

Por otro lado, ya que
´
|x|>± |K"(x)|d x °! 0, cuando "! 0, existe "0 de tal manera

que, si 0 < "< "0, ˆ
|y |>±

|K"(y)|d y < æ

4k f k1
.

Luego, se tiene que

sup
x2K

ØØ(K"§ f )(x)° f (x)
ØØ∑
ˆ
Rn

|K"(y)|sup
x2K

ØØ f (x ° y)° f (x)
ØØd y

∑
ˆ
|y |∑±

|K"(y)|sup
x2K

ØØ f (x ° y)° f (x)
ØØd y

+2k f k1
ˆ
|y |>±

|K"(y)|∑ æ

2
+ æ

2
=æ.

ut
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1.3. Teoremas de interpolación clásicos

Un tema de interés en análisis matemático es el relativo a la acotación de ope-
radores. Los teoremas de interpolación permiten simplificar el estudio de manera
considerable. El primer resultado de interpolación aparece en el año 1911 cuando
Shur establece que si un operador es lineal y continuo en los espacios de Lebesgue
discretos `1 y `1, entonces también es acotado de `p en sí mismo para todo p ∏ 1.
A partir de este resultado, matemáticos importantes como Riesz, Thorin, Marcin-
kiewicz ó Zygmund extendieron los resultados anteriores y consiguieron sentar las
bases de la teoría de interpolación.

En este apartado analizamos los dos resultados de interpolación clásicos, el
Teorema de Marcinkiewicz, que utiliza técnicas reales y el de Riesz-Thorin que apro-
vecha los métodos de variable compleja. Señalamos que son resultados indepen-
dientes y, aunque la conclusión en ambos sea la misma, las condiciones son diferen-
tes. Así encontramos que el Teorema de Riesz-Thorin exige unas condiciones más
estrictas que el de Marcinkiewicz, ya que se requiere linealidad para el operador, pe-
ro a cambio nos da una cota más natural para la norma.

Definición 1.20. Sean (X ,µ) e (Y ,∫) espacios de medida y T un operador definido del
espacio lineal de funciones complejas medibles en X en el conjunto de funciones com-
plejas medibles en casi todo punto en Y .

i. Se dice que T es lineal si
T ( f + g ) = T ( f )+T (g ).
T (∏ f ) =∏T ( f ), ∏ 2C.

ii. Se dice que T es sublineal si
|T ( f + g )|∑ |T ( f )|+ |T (g )|.
|T (∏ f )| = |∏kT ( f )|, ∏ 2C.

Cuando se habla de la acotación de operadores entre espacios de Lebesgue ó Lp -
débiles se usa la siguiente terminología.

Definición 1.21. Sean (X ,µ) e (Y ,∫) espacios de medida y 0 < p, q ∑1. Un operador
T definido en Lp (X ,µ) se dice que es de tipo fuerte (p, q) cuando verifica

kT f kLq (Y ,∫) ∑Ck f kLp (X ,µ), f 2 Lp (X ,µ).

Y se dice que es de tipo débil (p, q) si

kT f kLq,1(Y ,∫) ∑Ck f kLp (X ,µ), f 2 Lp (X ,µ).

1.3.1. Teoremas de interpolación de Marcinkiewicz

El enunciado de este teorema en su versión orginal se debe al matemático po-
laco Marcinkiewicz. Siendo prisionero de guerra de los nazis le envió una carta a su
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profesor Zygmund con el resultado. Y esto permitió que se pudiera completar el tra-
bajo después de la temprana muerte de Marcinkiewicz en la Segunda Guerra Mun-
dial.

Teorema 1.22 (Marcinkiewicz). Sean (X ,µ) e (Y ,∫) espacios de medida y 0 < p0 <
p1 ∑1. Supongamos que T es un operador sublineal definido en el espacio Lp0 (X )+
Lp1 (X ) y con valores en el espacio de las funciones medibles en Y , verificando

kT ( f )kLp0,1(Y ,∫) ∑ A0k f kLp0 (X ,µ), f 2 Lp0 (X ,µ), (1.6)

kT ( f )kLp1,1(Y ,∫) ∑ A1k f kLp1 (X ,µ), f 2 Lp1 (X ,µ), (1.7)

para ciertas constantes A0, A1 > 0. Entonces, para cada p0 < p < p1, y para cada f 2
Lp (X ,µ), se tiene que

kT ( f )kLp (Y ,∫) ∑ Ak f kLp (X ,µ),

donde

A = 2
µ

p
p °p0

+ p
p1 °p

∂ 1
p

AÆ0
0 AÆ1

1 ,

y

Æ0 =
1
p ° 1

p1

1
p0

° 1
p1

y Æ1 =
1

p0
° 1

p
1

p0
° 1

p1

.

Demostración. Sean p0 < p < p1 y f 2 Lp (X ,µ). Fijamos Æ > 0 y definimos, para
cierto r > 0 que será elegido más adelante,

f Æ0 = f X{x2X :| f (x)|>rÆ} y f Æ1 = f X{x2X :| f (x)|∑rÆ}.

Claramente f = f Æ0 + f Æ1 . Podemos ver además que f Æ0 2 Lp0 (X ,µ) y f Æ1 2 Lp1 (X ,µ).
En efecto, tenemos que

k f Æ0 kp0
p0 =
ˆ

X
| f Æ0 |p0 dµ=

ˆ
| f |>rÆ

| f |p0°p+p dµ∑ (rÆ)p0°p
ˆ
| f |>rÆ

| f |p dµ

∑ (rÆ)p0°pk f kp
p .

Y, análogamente, si p1 <1,

k f Æ1 kp1
p1 =
ˆ

X
| f Æ1 |p1 dµ=

ˆ
| f |∑rÆ

| f |p1°p | f |p dµ∑ (rÆ)p1°p
ˆ
| f |∑rÆ

| f |p dµ

∑ (rÆ)p1°pk f kp
p ,

y es claro que k f Æ1 kL1(X ,µ) ∑ rÆ<1.
Ya que T es sublineal, se tiene que |T ( f )|∑ |T ( f Æ0 )|+ |T ( f Æ1 )| y, en consecuencia,
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©
x : |T ( f )| >Æ

™
µ

n
x : |T ( f Æ0 )| > Æ

2

o
[

n
x : |T ( f Æ1 )| > Æ

2

o
.

Por tanto,
dT ( f )(Æ) ∑ dT ( f Æ0 )

≥Æ
2

¥
+dT ( f Æ1 )

≥Æ
2

¥
(1.8)

Por otro lado, de (1.6), se tiene que

dT ( f Æ0 )

≥Æ
2

¥
∑

Ap0
0°

Æ
2

¢p0

ˆ
X
| f Æ0 |p0 dµ=

Ap0
0°

Æ
2

¢p0

ˆ
| f |>rÆ

| f |p0 dµ.

Por otro lado, cuando p1 <1, de (1.7) se sigue que

dT ( f Æ1 )

≥Æ
2

¥
∑

Ap1
1°

Æ
2

¢p1

ˆ
| f |∑rÆ

| f |p1 dµ.

Luego, de (1.8), obtenemos que

dT ( f )(Æ) ∑ (2A0)p0

Æp0

ˆ
| f |>rÆ

| f |p0 dµ+ (2A1)p1

Æp1

ˆ
| f |∑rÆ

| f |p1 dµ.

Veamos que kT ( f )kLp (Y ,∫) ∑ Ak f kLp (X ,µ). Usando la Proposición 1.7 y esta estimación
escribimos

kT ( f )kp
Lp (Y ,∫) = p

ˆ 1

0
Æp°1dT ( f )(Æ)dÆ

∑ p (2A0)p0

ˆ 1

0
Æp°p0°1

ˆ
| f |>rÆ

| f |p0 dµdÆ

+p (2A1)p1

ˆ 1

0
Æp°p1°1

ˆ
| f |∑rÆ

| f |p1 dµdÆ

= p (2A0)p0

ˆ
X
| f |p0

ˆ | f |
r

0
Æp°p0°1dÆdµ

+p (2A1)p1

ˆ
X
| f |p1

ˆ 1

| f |
r

Æp°p1°1dÆdµ

= p (2A0)p0

(p °p0)r p°p0

ˆ
X
| f |p0+p°p0 dµ° p (2A1)p1

(p °p1)r p°p1

ˆ
X
| f |p1+p°p1 dµ

= p
µ

(2A0)p0

p °p0

1
r p°p0

+ (2A1)p1

p1 °p
r p1°p

∂
k f kp

Lp (X ,µ).

Tomando r tal que (2A0)p0 1
r p°p0 = (2A1)p1 r p1°p , se tiene que
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kT ( f )kLp (Y ,∫) ∑
µ

p
p °p0

+ p
p1 °p

∂ 1
p °

(2A1)p1 r p1°p¢ 1
p k f kLp (X ,µ)

=
µ

p
p °p0

+ p
p1 °p

∂ 1
p

√
(2A1)p1

µ
(2A0)p0

(2A1)p1

∂ p1°p
p1°p0

! 1
p

k f kLp (X ,µ)

= 2
µ

p
p °p0

+ p
p1 °p

∂ 1
p

A
p0(p1°p)
p(p1°p0)

0 A
p1(p°p0)
p(p1°p0)

1 k f kLp (X ,µ) = Ak f kLp (X ,µ).

Consideramos ahora el caso p1 =1. De (1.7), tomando r = 1
2A1

, se tiene que

kT ( f Æ1 )kL1(Y ,∫) ∑
Æ

2
.

Por tanto,
dT ( f Æ1 )

≥Æ
2

¥
=µ

≥n
x 2 X : |T ( f Æ1 )(x)| > Æ

2

o¥
= 0,

y, como ya se vio,

dT ( f )(Æ) ∑ dT
°

f Æ0
¢
≥Æ

2

¥
∑ (2A0)p0

Æp0

ˆ
| f |>rÆ

| f |p0 dµ.

Luego,

kT ( f )kp
Lp (Y ,∫) = p

ˆ 1

0
Æp°1dT ( f )(Æ)dÆ∑ p (2A0)p0

ˆ 1

0
Æp°p0°1

ˆ
| f |> Æ

2A1

| f |p0 dµdÆ

= p (2A0)p0

ˆ
X
| f |p0

ˆ 2A1| f |

0
Æp°p0°1dÆdµ

= p (2A0)p0 (2A1)p°p0

p °p0

ˆ
X
| f |p0+p°p0 dµ.

Concluimos que

kT ( f )kLp (Y ,∫) ∑ 2
µ

p
p °p0

∂ 1
p

A
p0
p

0 A
1° p0

p
1 k f kLp (X ,µ).

ut

Observación 1.23 En el caso p0 = 1 y p1 =1, si T además verifica |T ( f )|∑ T (| f |), la
constante puede ser mejorada obteniendo

kT ( f )kLp (Y ,∫) ∑
p

p °1
A

1
p
0 A

1° 1
p

1 k f kLp (X ,µ).

La propiedad que se ha añadido al operador T permite suponer f ∏ 0. Fijamos Æ> 0
y consideramos ∏ 2 (0,1). Definimos entonces f0 y f1 mediante
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f0(x) =
(

f (x)°∏ Æ
A1

, f (x) >∏ Æ
A1

,

0, f (x) ∑∏ Æ
A1

,

y

f1(x) =
(
∏ Æ

A1
, f (x) >∏ Æ

A1
,

f (x), f (x) ∑∏ Æ
A1

.

No es difícil ver que f0 2 L1(X ,µ) y f1 2 L1(X ,µ). De hecho, se verifica que

k f0kL1(X ,µ) ∑ 2
≥∏Æ

A1

¥1°p
k f kp

Lp (X ,µ) y k f1kL1(X ,µ) =
∏Æ

A1
.

Las condiciones del Teorema de Marcinkiewicz para p0 = 1 y p1 =1 llevan a que

kT f0kL1,1(Y ,∫) ∑ A0k f0kL1(X ,µ) y kT f1kL1(Y ,∫) ∑ A1k f1kL1(X ,µ) ∑∏Æ.

Además,
©

x 2 X : |T ( f )| >Æ
™
µ

©
x 2 X : |T ( f0)| > (1°∏)Æ

™
[

©
x 2 X : |T ( f1)| >∏Æ

™
,

y, por tanto,

dT f (Æ) ∑ dT f0 ((1°∏)Æ)+dT f1 (∏Æ) = dT f0 ((1°∏)Æ) ∑
A0k f0kL1(X ,µ)

(1°∏)Æ

= A0

(1°∏)Æ

ˆ
f ∏ ∏Æ

A1

µ
f (x)° ∏Æ

A1

∂
d x.

Entonces,

kT f kp
p ∑ p

ˆ 1

0
Æp°1 A0

(1°∏)Æ

ˆ
f ∏ ∏Æ

A1

µ
f (x)° ∏Æ

A1

∂
d xdÆ

= p A0

1°∏

ˆ
X

ˆ A1 f (x)
∏

0

µ
f (x)° ∏Æ

A1

∂
Æp°2dÆd x

= p A0

1°∏

√
Ap°1

1

(p °1)∏p°1 k f kp
p °

Ap°1
1

p∏p°1 k f kp
p

!

=
µ

p
p °1

°1
∂ A0 Ap°1

1

(1°∏)∏p°1 k f kp
p .

Buscamos ahora el valor de ∏ 2 (0,1) que minimiza el término (1°∏)°1/p∏(1°p)/p , esto
es, el máx∏2[0,1](1°∏)1/p∏1/p 0

. Sea '(∏) = (1°∏)1/p∏1/p 0
, ∏ 2 [0,1]. Usando el criterio

de derivación, obtenemos que el valor máximo de la función ' en [0,1] se alcanza
cuando ∏= 1

p 0 y entonces,

kT f kp ∑ p
p °1

A
1
p
0 A

1° 1
p

1 k f kp .
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1.3.2. Teorema de interpolación de Riesz-Thorin

Este teorema tiene su origen en un trabajo de Riesz de 1927 y fue generalizado
casi diez años después por Thorin usando técnicas de variable compleja.

La demostración se basa en el conocido como Lema de las tres líneas de Ha-
damard.

Lema 1.24. [13, p. 36] Sea F una función analítica en S = {z 2C : 0 < Re z < 1}, con-
tinua y acotada en S tal que |F (z)| ∑ B0 cuando Re z = 0 y |F (z)| ∑ B1 en la línea
Re z = 1, con 0 < B0,B1 <1. Entonces, para cada 0 ∑ µ ∑ 1,

|F (z)|∑ B 1°µ
0 Bµ

1 , cuando Re z = µ.

Teorema 1.25 (Riesz-Thorin). Sean (X ,µ) e (Y ,∫) espacios de medida y T es un ope-
rador lineal definido en el conjunto de las funciones simples en X y con valores en el
conjunto de las funciones complejas medibles en Y . Suponemos que, para cada fun-
ción simple f en X ,

kT ( f )kLq0 (Y ,∫) ∑ A0k f kLp0 (X ,µ), (1.9)

kT ( f )kLq1 (Y ,∫) ∑ A1k f kLp1 (X ,µ) (1.10)

donde 1 ∑ p0, p1, q0, q1 ∑1. Entonces, para cada 0 < µ < 1 y f función simple en X ,

kT ( f )kLq (Y ,∫) ∑ A1°µ
0 Aµ

1k f kLp (X ,µ),

siendo
1
p
= 1°µ

p0
+ µ

p1
y

1
q
= 1°µ

q0
+ µ

q1
.

Por densidad, T admite una única extensión acotada de Lp (X ,µ) en Lq (Y ,∫), para
cada p, q verificando la condición anterior.

Demostración. Sea f una función simple en X , esto es,

f =
mX

k=1
ak eiÆkXAk ,

donde ak > 0,Æk 2 R y Ak µ X son conjuntos medibles disjuntos dos a dos y de me-
dida finita. En virtud de [9, Theorem 6.14] se tiene que

kT ( f )kLq (Y ,∫) = sup
g2Sq0

ØØØØ
ˆ

Y
T ( f )g d∫

ØØØØ ,

donde Sq 0 denota la clase de las funciones g 2 Lq 0
(Y ,∫) simples con kgkLq0 (Y ,∫) = 1.

Escribimos
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g =
nX

j=1
b j eiØ j XB j ,

con b j > 0,Ø j 2R y B j µ Y disjuntos dos a dos y de medida finita.
Consideramos la banda S = {z 2C : 0 < Re z < 1} y los polinomios complejos P y Q
dados por

P (z) = p
p0

(1° z)+ p
p1

z y Q(z) = q 0

q 0
0

(1° z)+ q 0

q 0
1

z, z 2 S.

Definimos

F (z) =
ˆ

Y
T

°
fz

¢
gz d∫, z 2 S,

donde

fz =
mX

k=1
aP (z)

k eiÆkXAk y gz =
nX

j=1
bQ(z)

j eiØ j XB j .

La función F es analítica en S, ya que

F (z) =
ˆ

Y
T

√
mX

k=1
aP (z)

k eiÆkXAk

!
nX

j=1
bQ(z)

j eiØ j XB j d∫

=
mX

k=1

nX

j=1
aP (z)

k eiÆk bQ(z)
j eiØ j

ˆ
Y

T (XAk )XB j d∫

y ak ,b j > 0. Además, F acotada en S. Observamos que

|aP (z)
k | = aRe(P (z))

k = a
p

p1
Re z+(1°Re z) p

p0
k ∑C , z 2 S,

|bQ(z)
j | = bRe(Q(z))

j = b

q0
q01

Re z+(1°Re z) q0
q00

j ∑C , z 2 S.

Luego, se tiene que

|F (z)|∑C
mX

k=1

nX

j=1
|aP (z)

k ||bQ(z)
j |∑C , z 2 S.

Calculamos cotas para F (z) en las líneas Re z = 0 y Re z = 1.

Sea z verificando Re z = 0. Veamos que k fzkp0
Lp0 (X ,µ) = k f kp

Lp (X ,µ). Usando que
{Ak }m

k=1 es una colección disjunta se sigue que

k fzkp0
Lp0 (X ,µ) =

ˆ
X

mX

k=1

ØØØaP (z)
k eiÆkXAk

ØØØ
p0

dµ=
ˆ

X

mX

k=1

ØØaP (z)
k

ØØp0XAk dµ.

Ahora, teniendo en cuenta que Re z = 0, |aP (z)
k | = |ak |ReP (z) = a

p
p0
k , k = 1, . . . ,m,

obtenemos
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k fzkp0
Lp0 (X ,µ) =

ˆ
X

mX

k=1
|ak |pXAk dµ=

ˆ
X

ØØØ
mX

k=1
ak eiÆkXAk

ØØØ
p

dµ= k f kp
Lp (X ,µ).

Análogamente, obtenemos que kgzk
q 0

0

Lq00 (Y ,∫)
= kgkq 0

Lq0 (Y ,∫)
, ya que

ØØbQ(z)
j

ØØ= b

q0
q00
j , j =

1, ...,n. Luego, aplicando la desigualdad de Hölder,

F (z) =
ˆ

Y
T

°
fz

¢
gz d∫∑

∞∞T
°

fz
¢∞∞

Lq0 (Y ,∫) kgzkLq00 (Y ,∫)
,

y, por la hipótesis del teorema,

F (z) ∑ A0k fzkLp0 (X ,µ)kgzkLq00 (Y ,∫)
∑ A0k f k

p
p0
Lp (X ,µ)kgk

q0
q00
Lq0 (Y ,∫)

.

Sea z tal que Re z = 1. De manera similar al caso anterior, obtenemos que

k fzkp1
Lp1 (X ,µ) = k f kp

Lp (X ,µ) y kgzk
q 0

1

Lq01 (Y ,∫)
= kgkq 0

Lq0 (Y ,∫)
,

ya que ahora,
ØØaP (z)

k

ØØ= a
p

p1
,

k y
ØØbQ(z)

j

ØØ= b

q0
q01
j , k = 1, ...,m, j = 1, ...,n. Luego,

F (z) ∑ A1k f k
p

p1
Lp (X ,µ)kgk

q0
q01
Lq0 (Y ,∫)

.

Por tanto, aplicando el Lema 1.24 a F , obtenemos, para 0 < µ < 1,

|F (z)|∑

0
@A0k f k

p
p0
Lp (X ,µ)kgk

q0
q00
Lq0 (Y ,∫)

1
A

1°µ 0
@A1k f k

p
p1
Lp (X ,µ)kgk

q0
q01
Lq0 (Y ,∫)

1
A
µ

= A1°µ
0 Aµ

1k f kLp (X ,µ)kgkLq0 (Y ,∫), cuando Re z = µ.

Sea 0 < µ < 1. Observamos que

P (µ) = p
µ

1°µ
p0

+ µ

p1

∂
= 1 y Q(µ) =,1

y, por tanto,

F (µ) =
ˆ

Y
T

°
fµ

¢
gµd∫=

ˆ
Y

T ( f )g d∫.

De esta forma,

kT ( f )kLq (Y ,∫) = sup
g2Sq0

ØØØØ
ˆ

Y
T ( f )g d∫

ØØØØ∑ A1°µ
0 Aµ

1k f kLp (X ,µ).

ut



2

Función maximal de Hardy-Littlewood

Las funciones maximales juegan un papel importante en análisis y una de las
más destacadas es, sin duda, la función maximal de Hardy-Littlewood. Este opera-
dor maximal resulta esencial en el estudio de la acotación con pesos para nume-
rosos operadores y constituye una herramienta primordial en la teoría de diferen-
ciación, donde se usa para obtener convergencia en casi todo punto de los valores
medios integrales de una función. Para nuestro estudio, además, tiene especial re-
levancia porque permite caracterizar a los pesos de la clase de Muckenhoupt que
tratamos en el siguiente capítulo. En este tema establecemos la acotación para el
operador maximal de Hardy-Littlewood y la utilizamos para establecer la acotación
para operadores de convolución, así como para probar el Teorema de diferenciación
de Lebesgue. Introducimos asimismo el operador maximal diádico y mostramos la
descomposición de Rn conocida como descomposición de Calderón-Zygmund, que
nos permitirá obtener un resultado de acotación con pesos para la función maximal
de Hardy-Littlewood.

2.1. El operador maximal de Hardy-Littlewood

Denotamos por L1
loc(Rn) el espacio constituido por las funciones localmente

integrables enRn . Como es habitual representamos por B(x,r ), x 2Rn , r > 0, a la bola
de Rn con centro en x y de radio r , y por |B(x,r )| a su medida. Nótese que |B(x,r )| =
r n |B(0,1)|.

Definición 2.1. El operador maximal centrado de Hardy Littlewood se define sobre el
espacio de las funciones localmente integrables como

Mc ( f )(x) = sup
r>0

1
|B(x,r )|

ˆ
B(x,r )

| f (y)|d y, x 2Rn .
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De la misma forma, el operador maximal no centrado de Hardy-Littlewood en L1
loc(Rn)

viene dado por

M( f )(x) = sup
B3x

1
|B |

ˆ
B
| f (z)|d z = sup

r>0
sup

y2B(x,r )

1
|B(y,r )|

ˆ
B(y,r )

| f (z)|d z, x 2Rn .

Observamos que si f 2 L1
loc(Rn), entonces Mc f y M f son funciones medibles,

no negativas y Mc ( f ) ∑ M( f ). Además, si para algún x0 2Rn , Mc ( f )(x0) = 0, entonces
f = 0 en casi todo punto. Se tiene así que Mc y M son operadores positivos y además,
acotados de L1(Rn) en sí mismo (nótese que kMck1!1 ∑ kMk1!1 ∑ 1).

El operador maximal de Hardy-Littlewood se puede definir de manera equi-
valente sobre cubos en lugar de bolas como sigue. Dados x 2 Rn y r > 0, denotamos
por Qr (x) el cubo de Rn centrado en x y de lado 2r .

Sea f 2 L1
loc(Rn). Se define la función maximal centrada de Hardy Littlewood

sobre cubos Mc ( f ) mediante

Mc ( f )(x) = sup
r>0

1
(2r )n

ˆ
Qr (x)

| f (y)|d y, x 2Rn ,

y la correspondiente función maximal no centrada como

M( f )(x) = sup
Q3x

1
|Q|

ˆ
Q
| f (y)|d y, x 2Rn ,

donde el supremo se toma sobre los cubos Q que contienen a x.
Todas las definiciones del operador maximal de Hardy Littlewood introduci-

das son equivalentes. Por un lado, se tienen las siguientes relaciones entre el opera-
dor centrado y el no centrado

Mc ( f ) ∑ M( f ) ∑ 2n Mc ( f ) y Mc ( f ) ∑M( f ) ∑ 2nMc ( f ), f 2 L1
loc(Rn).

Veámoslo para el primer caso. Es claro que Mc ( f ) ∑ M( f ). Sean x, y 2Rn y r > 0 tales
que y 2 B(x,r ). Entonces, B(y,r ) Ω B(x,2r ), pues si z 2 B(y,r ),

|x ° z|∑ |x ° y |+ |y ° z| < 2r.

Luego, ya que |B(y,r )| = 2°n |B(x,2r )|, se obtiene la estimación

1
|B(y,r )|

ˆ
B(y,r )

f (y)d y ∑ 2n

|B(x,2r )|

ˆ
B(x,2r )

f (y)d y,

que permite deducir el resultado. De manera similar, se establece la relación para las
maximales con cubos.

Por otro lado se tienen las siguientes estimaciones para los operadores defini-
dos sobre cubos y bolas.
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2n

n
n
2 |B(0,1)|

∑ M( f )
M( f )

∑ 2n

|B(0,1)| y
2n

n
n
2 |B(0,1)|

∑ Mc ( f )
Mc ( f )

∑ 2n

|B(0,1)| . (2.1)

Basta tener en cuenta que

Qr /
p

n(x) Ω B(x,r ) ΩQr (x), x 2Rn ,r > 0,

y que |B(x,r )| = 2°nnn/2|B(0,1)||Qr /
p

n | = 2°n |B(0,1)||Qr (x)|, x 2 Rn , r > 0. Luego,
para cada x 2Rn y r > 0,

2n

nn/2|B(0,1)||Q±/
p

n(x)|

ˆ
Q±/

p
n (x)

| f (y)|d y ∑ 1
|B(x,r )|

ˆ
B(x,±)

| f (y)|d y

∑ 2n

|B(0,1)||Q±(x)|

ˆ
Q±(x)

| f (y)|d y,

de donde se siguen las estimaciones indicadas.
La equivalencia existente entre los operadores maximales de Hardy-Littlewood

hace que podamos enunciar los resultados presentes en esta memoria en términos
de cualquiera de ellos, ajustando en cada caso las correspondientes constantes.

Nota:. En el caso n = 1, las definiciones con bolas y con cubos coinciden, ya que, en
este caso, hablamos de intervalos.

Antes de abordar la acotación del operador maximal de Hardy-Littlewood en los es-
pacios de Lebesgue vamos a calcular explícitamente la función maximal de una fun-
ción particular.

Ejemplo 2.2. En R, consideramos el intervalo (a,b) y la función f = X(a,b). Veamos
cuál es la expresión para Mc ( f ) y M( f ).
Observamos en primer lugar que

Mc ( f )(x) = sup
r>0

1
2r

ˆ x+r

x°r
X(a,b)(z)d z = sup

r>0

|(a,b)\ (x ° r, x + r )|
2r

, x 2R,

y

M( f )(x) = sup
r>0

sup
y2B(x,r )

1
2r

ˆ y+r

y°r
X(a,b)(z)d z = sup

r>0
sup

y2B(x,r )

|(a,b)\ (y ° r, y + r )|
2r

, x 2R.

Es claro que Mc ( f ) ∑ M( f ) ∑ 1. Escribimos

Mc ( f )(x) = sup
r>0

Ix (r ) y M( f )(x) = sup
r>0

sup
y2B(x,r )

Ix (r, y), x 2R,

donde, para cada x 2R,

Ix (r ) = |(a,b)\ (x ° r, x + r )|
2r

y Ix (r, y) = |(a,b)\ (y ° r, y + r )|
2r

.
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Como (a,b)\ (x ° r, x + r ) =; cuando x + r ∑ a ó x ° r ∏ b, se tiene que

Mc ( f )(x) = sup
r2Rx

Ix (r ),

donde Rx =
©
r > 0 : r > máx{a °x, x °b}

™
. De forma análoga

M( f )(x) = sup
(r,y)2Rx

Ix (r, y), x 2R,

siendo Rx =
©
(r, y) : r > 0, máx{x ° r, a ° r } ∑ y ∑ mı́n{x + r,b + r }

™
.

Distinguimos los siguientes casos:

i . a < x < b
En este caso podemos encontrar r0 > 0 e y0 2 B(x0,r0) tales que (x ° r0, x + r0) µ
(a,b) y (y0 ° r0, y0 + r0) µ (a,b). Entonces, se tiene que

Mc ( f )(x) = |(x ° r0, x + r0)|
2r0

= 1 y M( f )(x) = |(y0 ° r0, y0 + r0)|
2r0

= 1.

i i . x ∏ b
En esta situación se tiene que

Rx =
©
r > x °b

™
y Rx =

©
(r, y) : r > 0, x ° r ∑ y ∑ b + r

™

Además,

Ix (r ) = |(máx{a, x ° r },b)|
2r

=

8
>><
>>:

1
2
° x °b

2r
, x °b ∑ r ∑ x °a,

b °a
2r

, x °a ∑ r.

Y esta función alcanza el máximo en r = x ° a (ver Figura 2.1) por lo que
Mc ( f )(x) = b°a

2(x°a) .

rx °b x °a

b°a
2(x°a)

Ix (r )

Figura 2.1: Ix (r ), x ∏ b

Por otro lado, para calcular M( f )(x) podemos dividir la región Rx en tres zonas,
tal y como se indica en la Figura 2.2. En la región R1 =

©
(r, y) 2 Rx : x ° r ∑ y ∑
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a+r
™

se tiene que Ix (r, y) = (b°a)/(2r ) y puesto que en esta región 2r ∏ x °a se
sigue que

sup
(r,y)2R1

I (r, y) = b °a
x °a

.

Por otro lado, cuando (r, y) 2 R2 =
©
(r, y) 2 Rx : r ∏ x°a

2 , a + r ∑ y ∑ b + r
™

se tiene
que a ∑ y ° r ∑ b, y dado que y ∏ x ° r tenemos que

I (r, y) = b ° y + r
2r

∑ b °a
x °a

.

Por último en la región R3 =
©
(r, y) 2 Rx : r ∑ x°a

2 , x ° r ∑ y ∑ b + r
™

se tiene
también que

I (r, y) = b ° y + r
2r

.

Puede verse que esta función alcanza el máximo en el punto Q = ( x°a
2 , x+a

2 ) don-
de toma el valor b°a

x°a . Por tanto, M( f )(x) = b°a
x°a .

r

y

Q =
° x°a

2 , x+a
2

¢

a

a

b

b

x

x
y = a + r

y = b + r

y = x ° r

Q

R1

R2

R3

Figura 2.2: x ∏ b

i i i . x ∑ a. En este caso, se procede de manera análoga al anterior para probar que

Mc ( f )(x) = b °a
2(b °x)

y M( f )(x) = b °a
b °x

.

Hemos visto que

Mc ( f )(x) =

8
>>>>><
>>>>>:

b °a
2(b °x)

, x ∑ a,

1, a < x < b,

b °a
2(x °a)

, x ∏ b,

y M( f )(x) =

8
>>>>><
>>>>>:

b °a
b °x

, x ∑ a,

1, a < x < b,

b °a
x °a

, x ∏ b.
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Comparando estas dos funciones, observamos que mientras que M( f ) es una fun-
ción continua, Mc ( f ) presenta discontinuidades de salto finito (de longitud 1

2 ) en
x = a y x = b.

Asimismo, simples cálculos permiten comprobar que ambas funciones están
en Lp (Rn), cuando 1 < p ∑1. Sin embargo, no son funciones integrables.

Este hecho no es algo excepcional. Esta circunstancia se tiene para cualquier
función en L1(Rn) no nula como recogemos a continuación.

Proposición 2.3. Sea f 2 L1(Rn). Si f es no nula, entonces M f › L1(Rn).

Demostración. Como f es no nula, existe r > 0 verificando
ˆ

B(0,r )
| f (y)|d y ∏ 1.

Es fácil ver que B(0,r ) Ω B(x,2|x|), para cualquier x tal que |x| > r . En efecto, sean
z 2 B(0,r ) y x verificando |x| > r . Entonces, |z °x|∑ r +|x| < 2|x|.

Por tanto,

M f (x) ∏ 1
|B(x,2|x|)|

ˆ
B(0,r )

| f (y)|d y ∏ 1
2n |B(0,1)||x|n , |x| > r.

y, dado que h(x) = |x|°nXRn \B(0,r )(x) › L1(Rn), se tiene que M f › L1(Rn). ut

Hemos visto que la función maximal de Hardy-Littlewood no está acotada de
L1(Rn) en L1(Rn), esto es, no es de tipo fuerte (1,1). A continuación, veremos el re-
sultado que nos muestra que el operador es, sin embargo, de tipo débil (1,1).

Establecemos previamente el siguiente lema de cubrimiento cuya importan-
cia reside en el hecho de que podemos conseguir, a partir de una colección finita
cualquiera de bolas de Rn , una colección disjunta cuya medida puede compararse
con la medida de la colección original.

Lema 2.4. Sea {B1, . . . ,Bk } una colección finita de bolas abiertas en Rn. Entonces po-
demos extraer un subconjunto finito de bolas disjuntas dos a dos, {B j1 , . . . ,B j` } verifi-
cando

X̀

r=1

ØØB jr

ØØ∏ 3°n

ØØØØØ
k[

i=1
Bi

ØØØØØ (2.2)

Demostración. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que |B1|∏ |B2|∏ · · ·∏ |Bk |.
Para encontrar la colección de bolas disjuntas dos a dos procedemos de la siguiente
manera. El primer elemento será B1, luego B j1 = B1. Para elegir el siguiente elemento,
buscamos el menor índice s > 1 que verifique B1 \Bs =; y tomamos j2 = s. Repeti-
mos este proceso de manera que si hemos extraído B j1 , . . . ,B jr , elegimos jr+1 como
el menor índice que cumpla que jr+1 > jr y

Sr
m=1 B jm y B jr+1 sean disjuntos. Este
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proceso acaba tras un número finito de pasos, `, ya que partimos de un conjunto
finito.
Probamos ahora que se cumple (2.2). Para ello, veamos primero que

k[

i=1
Bi µ

[̀
r=1

3B jr .

Si Bm es una de las bolas escogidas, es claro que Bm µ S`
r=1 3B jr . Supongamos en-

tonces que Bm no fue elegida. Entonces, m › { j1, . . . , j`} y existe r 2 {1, . . . ,`} tal que
Bm \B jr 6= ;, siendo jr < m. Por tanto, |B jr | ∏ |Bm |. Veamos que Bm µ 3B jr . Escri-
bimos Bm = B(z1,r1),B jr = B(z2,r2), con z1, z2 2 Rn , r1 ∑ r2, y sea x 2 Bm \B jr . Si
z 2 Bm , se tiene que

|z ° z2|∑ |z ° z1|+ |z1 °x|+ |x ° z2| < r1 + r1 + r2 < 3r2.

Luego, la unión de las bolas no seleccionadas está contenida en
S`

r=1 3B jr . Por tanto,Sk
i=1 Bi µ

S`
r=1 3B jr y así,

ØØØØØ
k[

i=1
Bi

ØØØØØ∑
ØØØØØ
[̀
r=1

3B jr

ØØØØØ∑
X̀

r=1
|3B jr | = 3n X̀

r=1
|B jr |.

ut

Finalmente, establecemos el resultado principal de esta sección.

Teorema 2.5. El operador no centrado de Hardy-Littlewood, M, es de tipo débil (1,1)
y de tipo fuerte (p, p), 1 < p ∑1. Más concretamente,

kM( f )k1,1 ∑ 3nk f k1, f 2 L1(Rn)

kM( f )kp ∑ 3
n
p

p
p °1

k f kp , f 2 L1(Rn).

El resultado también es cierto para Mc .

Demostración. Veamos que M es de tipo débil (1,1). Recordamos que, para g 2
L1,1(Rn),

kgk1,1 = sup
©
Ædg (Æ) :Æ> 0

™

donde d f (Æ) =
ØØ{x : | f (x)| >Æ}

ØØ, Æ> 0.
Tenemos que ver que

sup
Æ>0

©
Æ

ØØ{x : M( f )(x) >Æ}
ØØ™∑ 3n k f k1

Æ
, f 2 L1(Rn).

Sean f 2 L1(Rn), Æ> 0 y EÆ = {x 2Rn : M( f )(x) >Æ}. Se tiene que EÆ es abierto.
En efecto, sea x 2 EÆ. Entonces, existe una bola abierta que contiene a x, Bx , tal que
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el promedio de | f | sobre Bx es mayor queÆ. Luego, si y 2 Bx , también se cumple que
M( f )(y) >Æ y, por tanto, Bx µ EÆ.

Haremos uso de la medida regular interior para estimar la medida de EÆ, esto
es, |EÆ| = sup{|K | : K µ EÆ,K compacto}.

Sea K un subconjunto compacto de EÆ. Dado x 2 K , existe una bola abierta
que contiene a x, Bx Ω EÆ, tal que

ˆ
Bx

| f (y)|d y >Æ|Bx |. (2.3)

Como K Ω S
x2K Bx y K es compacto, encontramos un subrrecubrimiento finito

{Bx1 , . . . ,Bxk } de K y, en virtud del Lema 2.4 podemos encontrar Bx j1
, . . . ,Bx j`

disjun-
tas dos a dos verificando

X̀

r=1
|Bx jr

|∏ 3°n

ØØØØØ
k[

i=1
Bxi

ØØØØØ .

Luego, teniendo en cuenta (2.3),

|K |∑
ØØØØØ

k[

i=1
Bxi

ØØØØØ∑ 3n X̀

r=1
|Bx jr

|∑ 3n

Æ

X̀

r=1

ˆ
Bx jr

| f (y)|d y ∑ 3n

Æ

ˆ
EÆ

| f (y)|d y,

ya que las bolas son disjuntas y están contenidas en EÆ. Entonces llegamos a que

kM( f )k1,1 = sup
Æ>0

Æ|EÆ|∑ 3nk f k1.

Para ver que M es de tipo fuerte (p, p), usamos el Teorema de interpolación de Mar-
cinkiewicz (Teorema 1.22) y la Observación (1.23). Se tiene que M está bien defi-
nido en L1(Rn)+L1(Rn) y, además se dan las desigualdades kM( f )k1,1 ∑ 3nk f k1 y
kM( f )k1 ∑ k f k1. Por tanto, obtenemos

kM( f )kp ∑ p3
n
p

p °1
k f kp , f 2 Lp (Rn).

La misma estimación se obtiene para Mc pues Mc ∑ M . ut

2.2. Operadores maximales de convolución

Las propiedades de acotación del operador maximal de Hardy-Littlewood
constituyen una herramienta muy útil para analizar la acotación de otros operado-
res. Como muestra de ello, en esta sección consideramos operadores de convolución
que están controlados por la función maximal de Hardy-Littlewood.

Observamos en primer lugar que la función maximal de Hardy-Littlewood es
un operador de convolución. Para cada función f 2 L1

loc(Rn) podemos escribir



2.2 Operadores maximales de convolución 31

Mc ( f )(x) = sup
">0

1
"n |B(0,1)|

ˆ
|y |<"

| f (x ° y)|d y

= sup
">0

1
"n |B(0,1)|

ˆ
Rn

| f (x ° y)|XB(0,")(y)d y

= sup
">0

1
"n |B(0,1)|

ˆ
Rn

| f (x ° y)|XB(0,1)

≥ y
"

¥
d y

= sup
">0

°
| f |§K"

¢
(x), x 2Rn , (2.4)

donde K = 1
|B(0,1)|XB(0,1), y, para cada " > 0, K"(x) = "°nK( x

" ), x 2 Rn . Observamos
que K es una función integrable y su integral vale 1 por lo que la familia {K"}">0 es
una aproximación de la identidad.

Veamos ahora que el operador maximal de Hardy-Littlewood controla a cier-
tos operadores de convolución con núcleo radial. Recordamos que una función f
definida en Rn es radial si f (x) = f (y) cuando |x| = |y |. Una función radial en Rn es,
por tanto, de la forma f (x) ='(|x|), siendo ' una función definida en [0,+1).

Teorema 2.6. Sea k ∏ 0 una función definida en [0,+1) decreciente y continua ex-
cepto en un número finito de puntos. Suponemos que K (x) = k(|x|) es una función
integrable en Rn. Entonces, si f es una función localmente integrable en Rn,

sup
">0

°
| f |§K"

¢
(x) ∑ kK k1Mc ( f )(x), x 2Rn .

Demostración. Supongamos en primer lugar que la función k es continua y de so-
porte compacto. Entonces K una función continua y con soporte, pongamos, en la
bola B(0,R). Por otro lado, ya que la medida es invariante por traslaciones, basta ver
el resultado para x = 0.

Sean f 2 L1
loc(Rn) y " > 0. Usando coordenadas polares y que K es radial se

tiene que

°
| f |§K"

¢
(0) =

ˆ
Rn

| f (y)|K"(°y)d y =
ˆ 1

0

ˆ
Sn°1

| f (rµ)|K"(r e1)r n°1dµdr,

donde e1 = (1,0, . . . ,0) 2 Sn°1.
Definimos las funciones F y G mediante

F (r ) =
ˆ

Sn°1
| f (rµ)|dµ, G(r ) =

ˆ r

0
F (s)sn°1d s, r > 0.

Entonces, teniendo en cuenta que el soporte de K está contenido en B(0,R) pode-
mos escribir

°
| f |§K"

¢
(0) =

ˆ 1

0
F (r )r n°1K"(r e1)dr =

ˆ "R

0
F (r )r n°1K"(r e1)dr.
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Ahora, integrando por partes, obtenemos

°
| f |§K"

¢
(0) =G("R)K"("Re1)°G(0)K"(0)°

ˆ "R

0
G(r )dK"(r e1)

=
ˆ 1

0
G(r )d (°K"(r e1)) , (2.5)

pues G(0) = 0,K"("Re1) = "°nk(R) = 0, K"(0) <1 por ser K continua y G("R) <1, ya
que f 2 L1

loc(Rn).
Si ∫n es el volumen de la bola unidad en Rn , se tiene que

G(r ) =
ˆ r

0
F (s)sn°1d s =

ˆ
|y |∑r

| f (y)|d y ∑ Mc ( f )(0)∫nr n , r > 0.

Luego, de (2.5) e integrando de nuevo por partes, se sigue

°
| f |§K"

¢
(0) ∑ Mc ( f )(0)∫n

ˆ 1

0
r nd (°K"(r e1)) = Mc ( f )(0)∫n

ˆ 1

0
nr n°1K"(r e1)dr

= Mc ( f )(0)
ˆ 1

0

ˆ
Sn°1

r n°1

"n k
≥ r
"

¥
dµdr

= Mc ( f )(0)
ˆ 1

0

ˆ
Sn°1

sn°1k(s)dµd s

= Mc ( f )(0)
ˆ
Rn

K (y)d y = Mc ( f )(0)kK k1.

Hemos probado así el resultado cuando k continua y de soporte compacto.
Para tratar el caso general, bastará establecer que podemos encontrar una su-

cesión creciente {k j } j2N de funciones definidas en [0,1), no negativas, decrecientes
en [0,1), continuas y de soporte compacto que convergen a k puntualmente y en
L1(R). Entonces, la sucesión {K j } j2N, donde K j (x) = k j (|x|), x 2Rn , j 2N, converge a
K en L1(Rn) y se tiene, en virtud de lo que probamos anteriormente, que

sup
">0

°
| f |§ (K j )"

¢
(x) ∑ kK j k1Mc ( f )(x), x 2Rn .

De aquí, aplicando el teorema de la convergencia monótona ([9, Theorem 2.14]) y
que K j °! K en L1(Rn), cuando j !1, se deduce el resultado en el caso general.

Veamos entonces cómo podemos construir la sucesión {k j } j2N con las carac-
terísticas indicadas. Como la función k es continua salvo en un número finito de
puntos podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que k es continua salvo en
x = a, con a > 0 (nótese que si a = 0, el caso es trivial). Además, puesto que k es no
negativa y decreciente, esta discontinuidad es de salto finito.

Elegimos {a j } j2N Ω (0, a) tal que a j " a, cuando j !1, y definimos, para cada
j 2N la función g j mediante
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g j (r ) =

8
><
>:

k(r ), r 62 [a j , a],

k(a)+
k(a j )°k(a)

a j °a
(r °a), r 2 [a j , a],

esto es, g j es igual a la función k salvo en el intervalo (a j , a) donde los valores que
toma g j representan al segmento que une los puntos (a j ,k(a j )) y (a,k(a)).

De esta forma obtenemos una sucesión creciente {g j } j2N de funciones conti-
nuas e integrables que convergen puntualmente a k y también en norma k · k1, ya
que kk ° g j k1 ∑C (a °a j ), j 2N, con C independiente de j . Nótese que

kk ° g j k1 =
ˆ a

a j

µ
k(r )°k(a)°

k(a j )°k(a)

a j °a
(r °a)

∂
dr

∑
°
k(a j )°k(a)

¢ˆ a

a j

µ
1+ r °a

a °a j

∂
dr = 1

2
(k(a j )°k(a))(a °a j )

∑ 1
2

(k(a1)°k(a))(a °a j ) =C (a °a j ).

Por otro lado, consideramos la sucesión {¡ j } j2N, donde ¡ j (r ) = 1, r 2 [0, j ],
¡ j (r ) = 0, r 2 [ j +1,1) y ¡ j (r ) =°r + j +1, r 2 ( j , j +1). Es claro que se trata de una
sucesión creciente de funciones continuas tal que ¡ j (r ) °!¡(r ) = 1, r 2 [0,1).

Definimos entonces k j = g j¡ j , j 2N. Teniendo en cuenta las propiedades de
las funciones g j y ¡ j , j 2N, se observa que la función k j es no negativa, decreciente
en [0,1), continua y de soporte compacto. También es claro que para todo r 2 [0,1),
k j (r ) °! k(r ), cuando j !1, y

kk °k j k1 ∑ kk ° g j k1 +kg j (1°¡ j )k1 ∑ kk ° g j k1 +
ˆ 1

j
k(r )dr, j 2N.

La integrabilidad de k nos permite concluir entonces que kk °k j k1 °! 0, j !+1.
ut

Una generalización de este teorema viene recogida en el siguiente corolario.

Corolario 2.7. Sean K una función en L1(Rn) y K0 una función integrable, no nega-
tiva, radial, continua y radialmente decreciente verificando |K | ∑ K0. Entonces, para
cada f 2 L1

loc(Rn),

sup
">0

|( f §K")(x)|∑ kK0k1Mc ( f )(x), x 2Rn .

Demostración. Basta tener en cuenta que | f §K"| ∑ | f |§ (K0)" y aplicar el teorema
anterior. ut
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2.3. Operador maximal diádico

Analizamos en esta sección otro de los operadores maximales que resultan de
gran utilidad: el operador maximal diádico. Utilizaremos las propiedades de acota-
ción de este operador para establecer una acotación con pesos para la función ma-
ximal de Hardy-Littlewood. En este estudio la conocida como descomposición de
Calderón-Zygmund va a jugar un papel fundamental.

Dado k 2Z, definimos Qk como la familia de cubos enRn cuyos vértices están
en (2°kZ)n , es decir, cubos de la forma

nY

j=1

h
m j 2°k , (m j +1)2°k

¥
, m j 2Z.

Los cubos definidos de esta manera se denominan cubos diádicos. La familia {Qk }k2Z
de cubos diádicos verifica las siguientes propiedades:

Para cada k 2Z, Qk es una partición de Rn .
Para cada x 2Rn y k 2Z, existe un único cubo Qx

k 2Qk tal que x 2Qx
k .

Dados dos cubos diádicos, o bien estos son disjuntos o bien, uno de ellos está
contenido en el otro.
Para cada k 2Z, un cubo Q 2Qk está contenido en un único cubo de Q j , j < k, y
Q contiene 2n cubos de Qk+1.

Introducimos ahora los elementos que intervienen en la definición del opera-
dor maximal diádico.

Definición 2.8. Sea f 2 L1
loc(Rn). Para cada k 2Z definimos

Ek f (x) =
X

Q2Qk

µ
1
|Q|

ˆ
Q

f (y)d y
∂
XQ (x), x 2Rn .

Observación 2.9 Comentamos algunos aspectos acerca de este concepto.

i . Dado x 2 Rn y k 2 Z, sabemos que existe un único cubo diádico de Qk , Qx
k , tal

que x 2Qx
k . Por tanto, la expresión que define a Ek f (x) está formada por un único

sumando, a saber,

Ek f (x) = 1
|Qx

k |

ˆ
Qx

k

f (y)d y.

i i . Para cada k 2 Z, Ek f es constante en cada cubo diádico de Qk . Luego si k 2 Z,
x 2 Rn, y Qx

k es el único cubo en Qk que contiene a x, entonces Ek f (x) = Ek f (y),
y 2Qx

k .
i i i . Sean k 2Z y≠=S

i Qk
i , con {Qk

i }i ΩQk . Se verifica

ˆ
≠

Ek f (x)d x =
ˆ
≠

f (x)d x.
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En efecto, teniendo en cuenta la propiedad en (i i ) y que la colección {Qk
i }i es dis-

junta podemos escribir
ˆ
≠

Ek f (x)d x =
ˆ

S
i Qk

i

Ek f (x)d x =
X

i

ˆ
Qk

i

Ek f (x)d x =
X

i

ˆ
Qk

i

1

|Qk
i |

ˆ
Qk

i

f (y)d yd x

=
X

i

ˆ
Qk

i

f (y)d y =
ˆ

S
i Qk

i

f (x)d x =
ˆ
≠

f (x)d x.

Definición 2.10. Sea f 2 L1
loc(Rn). Se define la función maximal diádica Md f como

Md f (x) = sup
k2Z

|Ek f (x)|, x 2Rn .

A continuación probamos que el operador maximal Md está acotado de L1(Rn) en
L1,1(Rn) y que la familia {Ek f }k2Z puede verse como el análogo discreto de una apro-
ximación de la identidad.

Teorema 2.11. Se verifican las siguientes propiedades:

i . El operador maximal diádico es un operador de tipo débil (1,1).
i i . Si f 2 L1

loc(Rn), entonces

ĺım
k!+1

Ek f = f en casi todo punto.

Demostración. (i ) Tenemos que ver que para cierta constante C > 0 se cumple

kMd f k1,1 ∑Ck f k1, f 2 L1(Rn).

Sea f 2 L1(Rn) y suponemos que f es no negativa. En otro caso, usamos la subli-
nealidad del operador Md y descomponemos f en sus partes positiva y negativa,
f = f + ° f °, si f es real, y en el caso de que f sea compleja, en sus partes real e
imaginaria.

Es fácil ver que para cada x 2Rn , Ek f (x) ! 0, cuando k !°1. En efecto, sean
x 2Rn , k 2Z, y Qx

k el único cubo de la familia Qk que contiene a x. Entonces,

0 ∑ Ek f (x) = 1
|Qx

k |

ˆ
Qx

k

f (y)d y ∑ 1
|Qx

k |
k f k1 = 2knk f k1 °!

k!°1
0. (2.6)

Fijamos ∏> 0. Para cada k 2Z, definimos el conjunto≠k mediante

≠k =
©

x 2Rn : Ek f (x) >∏ y E j f (x) ∑∏, j < k
™
. (2.7)

Veamos que ©
x 2Rn : Md f (x) >∏

™
=

[

k2Z
≠k .
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Es claro que si x 2S
k2Z≠k , entonces x 2≠k0 para algún k0 2Z y, entonces, Md f (x) ∏

Ek0 f (x) >∏.
Recíprocamente, sea x 2 Rn tal que Md f (x) > ∏. Elegimos k1 2 Z de modo que
|Ek1 f (x)| = Ek1 f (x) > ∏. Por otro lado, en virtud de (2.6), existe k2 2 Z tal que
Ek f (x) ∑ ∏, k ∑ k2. Es claro que k2 < k1. Por tanto, existe un único k0 2 Z, de ma-
nera que k2 < k0 ∑ k1 y para el que

Ek0 f (x) >∏ y Ek f (x) ∑∏, k < k0,

y se sigue así que x 2≠k0 .
Por otro lado, es claro que ≠k \≠` =;, k 6= `, y como consecuencia del apar-

tado (i i ) en la Observación 2.9 se tiene que, para cada k 2 Z, el conjunto ≠k puede
escribirse como unión (disjunta) de cubos de Qk . Usando además la propiedad (iii)
de la Observación 2.9 podemos deducir que

ØØ{x 2Rn : Md f (x) >∏}
ØØ=

ØØØ
[

k2Z
≠k

ØØØ=
X

k
|≠k | =

X

k

ˆ
≠k

d x ∑
X

k

ˆ
≠k

1
∏

Ek f (x)d x

= 1
∏

X

k

ˆ
≠k

f (x)d x = 1
∏

ˆ
S

k≠k

f (x)d x ∑ 1
∏
k f k1,

concluyendo así que Md es un operador de tipo débil (1,1).
Veamos ahora (i i ). Mostramos, en primer lugar, que el resultado se cumple cuando
f es continua enRn para todo x 2Rn . Sea x 2Rn y consideramos la colección {Qx

k }k2Z
donde Qx

k , k 2Z, es el único cubo de Qk que contiene a x. Se tiene

|Ek f (x)° f (x)| =
ØØØØØ

1
|Qx

k |

ˆ
Qx

k

f (y)d y ° 1
|Qx

k |

ˆ
Qx

k

f (x)d y

ØØØØØ

∑ 1
|Qx

k |

ˆ
Qx

k

| f (y)° f (x)|d y.

Sea " > 0. Puesto que f continua es uniformemente continua en Qx
0 . Luego existe

±> 0 de manera que | f (y)° f (x)| < ", cuando x, y 2Qx
0 y |x ° y | < ±. Elegimos k0 2N

de manera que 2°k0 < ± y |x° y | < 2°k0 , para todo y 2Qx
k0

. Nótese que esto es posible
pues |Qx

k |°! 0, cuando k !+1. Por tanto,

|Ek f (x)° f (x)| < "

|Qx
k |

ˆ
Qx

k

d y = ", k ∏ k0.

Supongamos ahora que f 2 L1(Rn). Puesto que, como vimos en el apartado (i ), Md
es un operador de tipo débil (1,1), [6, Theorem 2.2] nos dice que el conjunto

A =
n

f 2 L1(Rn) : ĺım
k!+1

Ek f = f c.t.p.
o
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es cerrado en L1(Rn). Hemos visto que el conjunto de las funciones continuas de so-
porte compacto Cc (Rn) Ω A. Y dado que Cc (Rn) es denso en L1(Rn) podemos escribir
L1(Rn) =Cc (Rn) µ A = A, Por tanto, para toda función en L1(Rn),

ĺım
k!+1

Ek f = f c.t.p.

Por último, asumimos que f 2 L1
loc(Rn). Ya que Q0 es un recubrimiento numerable

de Rn , es suficiente establecer que la propiedad se cumple en casi todo punto de
Q, para Q 2Q0. Y para ello, fijado Q 2Q0 basta considerar la función g = f XQ que
verifica la propiedad (i i ) puesto que g 2 L1(Rn). ut

En la prueba que acabamos de ver, la colección de conjuntos {≠k }k2Z juega un papel
esencial. Esta descomposición de Rn tiene nombre propio: la descomposición de
Calderón-Zygmund. En el siguiente teorema precisamos sus propiedades.

Teorema 2.12 (Descomposición de Calderón-Zygmund). Sean ∏ > 0 y f una fun-
ción en L1(Rn) no negativa. Existe una familia numerable disjunta {Q j } j2N de cubos
diádicos verificando las siguientes propiedades:

i . f (x) ∑∏, para casi todo punto x ›S
j2NQ j .

i i .
ØØØ
[

j2N
Q j

ØØØ∑
1
∏
k f k1.

i i i . ∏< 1
|Q j |

ˆ
Q j

f (x)d x ∑ 2n∏, j 2N.

Demostración. Para cada k 2 Z, tomamos los conjuntos ≠k definidos por (2.7). Co-
mo se comentó en la prueba del teorema anterior, ≠k = S

j2NQk
j , donde Qk

j , j 2 N,

son cubos diádicos en Qk . Consideramos la familia Q =
©
Qk

j : k 2 Z, j 2N
™
. Veamos

que esta es la colección que buscamos. Veamos que cumple las propiedades.

i . Por el Teorema 2.11 (i i ) sabemos que Ek f (x) °! f (x), cuando k !+1, en casi
todo x 2 Rn , esto es, para todo x 2 Rn \ A, con |A| = 0. Sea x 2 Rn \ A tal que
x ›S

j ,k Qk
j . Entonces Ek f (x) ∑∏ para cada k 2Z y, por tanto,

f (x) = ĺım
k!+1

Ek ( f )(x) ∑∏.

i i . Basta considerar la prueba del teorema anterior donde se vio que

ØØØ
[

k2Z

[

j2N
Qk

j

ØØØ=
ØØ{x 2Rn : Md f (x) >∏}

ØØ∑ 1
∏
k f k1.

i i i . Por un lado, observamos que ya que, para cada k 2Z, se tiene que Qk
j µ≠k , j 2N,

y por tanto,
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∏< 1

|Qk
j |

ˆ
Qk

j

f (y)d y, j 2N.

Para ver la otra desigualdad, sean k 2Z y j 2N. Denotamos por eQk
j el único cubo

diádico de la generación k°1 que contiene a Qk
j . Entonces, ya que | eQk

j | = 2n |Qk
j |,

se sigue que

1

|Qk
j |

ˆ
Qk

j

f (x)d x ∑ 1

|Qk
j |

ˆ
eQk

j

f (x) ∑
2n |Qk

j |

|Qk
j |

1

| eQk
j |

ˆ
eQk

j

f (x)d x ∑ 2n∏,

pues eQk
j 2Qk°1. ut

La descomposición de Calderón-Zygmund es una herramienta que nos va a permitir
obtener el siguiente resultado de acotación con pesos para el operador maximal de
Hardy Littlewood.

Teorema 2.13. Sean 1 < p <1 y w una función definida enRn medible y no negativa.
Entonces existe Cp > 0 de manera que

ˆ
Rn

Mc f (x)p w(x)d x ∑Cp

ˆ
Rn

| f (x)|p Mc w(x)d x, f 2 Lp (Mc w).

Además, existe C0 > 0 tal que
ˆ

{x2Rn :Mc f (x)>∏}
w(x)d x ∑ C0

∏

ˆ
Rn

| f (x)|Mc w(x)d x, f 2 L1(Mc w). (2.8)

Este teorema asegura así que el operador maximal de Hardy-Littlewood está acotado
de Lp (Mc w) en Lp (w) y de L1(Mc w) en L1,1(w).

Demostración. Atendiendo al Teorema de Marcinkiewickz (Teorema 1.22), basta
probar que se tiene la desigualdad (2.8) y que se cumple kMc f kL1(w) ∑ k f kL1(Mc w).
Veamos en primer lugar que se verifica (2.8).

Sea f 2 L1(Mc w) y supongamos que f es no negativa. En otro caso, como ya
fue comentado en la prueba del Teorema 2.11 (i ), descomponemos la función en sus
partes positiva y negativa, si f es real, y en sus partes real e imaginaria cuando sea
compleja.

Podemos observar que f 2 L1
loc(Rn). En efecto, sea Q un cubo. Teniendo en

cuenta (2.1) se tieneˆ
Q

f (x)d x = |Q|
w(Q)

ˆ
Q

w(Q)
|Q| f (x)d x ∑ |Q|

w(Q)

ˆ
Q

f (x)Mw(x)d x

∑CQk f kL1(Mc w) <1.

Aquí, w(Q) representa
´

Q w(x)d x. Por tanto, la familia { f`}`2N =
©

f XB(0,`)
™
`2N Ω

L1(Rn).
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Sea ` 2N. Veamos que f` satisface la estimación (2.8). Para ello, fijamosæ> 0 y
consideramos la descomposición de Calderón-Zygmund de f` para æ, Q = {Q`

j } j2N.

Denotamos por 2Q`
j el cubo con el mismo centro que Q`

j y cuyos lados miden el
doble. Entonces, se tiene que

©
x 2Rn : Mc f`(x) > 4næ

™
Ω

[

j2N
2Q`

j . (2.9)

Para mostrar esta propiedad, denotemos por Q(x,r ) al cubo de centro x 2 Rn y lado
2r , esto es,

Q(x,r ) =
n

y 2Rn : ky °xkmáx = máx
1∑i∑n

{|yi °xi |} ∑ r
o

.

Para probar (2.9) sea x › S
j2N 2Q`

j . Nuestro objetivo es probar que Mc f`(x) ∑ 4næ.
Sea Q = Q(x, l (Q)) un cubo centrado en x de lado 2l (Q). Tomamos k 2 Z de manera
que 2°(k+1) ∑ l (Q) < 2°k .

Entonces se tiene que Q interseca a m cubos diádicos de Qk , siendo m ∑ 2n .
Denotamos por R`

1 , . . . ,R`
m a estos cubos. Para ninguno de estos cubos podemos en-

contrar un cubo en Q que lo contenga. En efecto, supongamos que para ciertos
i = 1, ...,m y j 2 N, se tiene que R`

i Ω Q`
j . Pongamos R`

i = Q(z0,r0), con z0 2 Rn y

r0 = 2°k°1. Entonces, 2R`
i = Q(z0,2r0). Ya que Q interseca a R`

i , existe z 2 Q \R`
i , y

podemos escribir

kx ° z0kmáx ∑ kx ° zkmáx +kz ° z0kmáx ∑
l (Q)

2
+ r0

∑ 2°k°1 +2°k°1 = 2°k = 2r0,

esto es, x 2 2R`
i , y por tanto, x 2 2Q`

j , lo que contradice la hipótesis.

Como consecuencia, se tiene que 1
|R`

i |

´
R`

i
f`(y)d y ∑æ, i = 1, ...,m. Luego,

1
|Q|

ˆ
Q

f`(y)d y = 1
|Q|

mX

i=1

ˆ
Q\R`

i

f`(y)d y ∑ 1
|Q|

mX

i=1

|R`
i |

|R`
i |

ˆ
R`

i

f`(y)d y

∑ 2°kn

2°(k+1)n

mX

i=1

1

|R`
i |

ˆ
R`

i

f`(y)d y ∑ 2nmæ∑ 4næ,

de donde se deduce que Mc f`(x) ∑ 4næ.
Por otro lado sabemos que Mc >C0Mc (ver (2.1)). Luego, dado ∏> 0 y toman-

do æ = ∏C0
4n , se tiene que si x 2 Rn es tal que Mc f`(x) > ∏, entonces Mc f`(x) > 4næ.

Por tanto, teniendo en cuenta (2.9), que |2Q`
j | = 2n |Q`

j | y que 1
|Q`

j |

´
Q`

j
f`(y)d y >æ
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ˆ
{x2Rn :Mc f`(x)>∏}

w(x)d x ∑
ˆ

{x2Rn :Mc f`(x)>4næ}
w(x)d x ∑

X

j2N

ˆ
2Q`

j

w(x)d x

=
X

j2N

|2Q`
j |

|2Q`
j |

ˆ
2Q`

j

w(x)d x

∑ 2n

æ

X

j2N

ˆ
Q`

j

f`(y)

√
1

|2Q`
j |

ˆ
2Q`

j

w(x)d x

!
d y

∑ 2n

æ

ˆ
Rn

f`(y)Mw(y)d y ∑ C
∏

ˆ
Rn

f`(y)Mc w(y)d y. (2.10)

Así, obtenemos (2.8) para f`.
Veamos por último que también se tiene para f . Las funciones { f`}`2N forman

una sucesión monótona creciente de funciones no negativas que converge puntual-
mente a f . Por tanto, Mc f` ∑ Mc fm , `∑ m, y entonces,

©
x 2Rn : Mc f`(x) >∏

™
µ

©
x 2Rn : Mc fm(x) >∏

™
, `∑ m.

Además, se tiene que
S
`2N{x 2Rn : Mc f`(x) >∏} = {x 2Rn : Mc f (x) >∏}. En efecto, si

x 2Rn es tal que Mc f (x) >∏, existe r > 0 tal que

1
|B(x,r )|

ˆ
B(x,r )

| f (y)|d y >∏.

Además, existe k 2N tal que B(x,r ) µ B(0,k), entonces

1
|B(x,r )|

ˆ
B(x,r )

| fk (y)|d y = 1
|B(x,r )|

ˆ
B(x,r )

| f (y)|d y >∏.

por tanto, Mc f`(x) >∏. El contenido inverso es claro.
Luego, teniendo en cuenta además (2.10) y usando el teorema de convergencia

monótona, obtenemos

w
°
{x 2Rn : Mc f (x) >∏}

¢
= w

√
[

`2N
{x 2Rn : Mc f`(x) >∏}

!

= ĺım
`!+1

w
°
{x 2Rn : Mc f`(x) >∏}

¢
∑ C
∏

ˆ
Rn

f (y)M w(y)d y.

Veamos ahora que kMc f kL1(w) ∑ k f kL1(Mc w). Suponemos que Mc w(x) > 0,
x 2Rn , pues si Mc w(x) = 0 para algún x, entonces w = 0 c.t.p.
Si a > k f kL1(Mc w),

(Mc w)
°
{x 2Rn : | f (x)| > a}

¢
=
ˆ

{x2Rn :| f (x)|>a}
Mc w(x)d x = 0,

y ya que Mc w(x) > 0, se sigue |{x 2Rn : | f (x)| > a}| = 0. Por tanto, se tiene que | f |∑ a
c.t.p., lo que implica que Mc f ∑ a c.t.p. y kMc f kL1(w) ∑ a. Así, obtenemos la relación
buscada kMc f kL1(w) ∑ k f kL1(Mc w) y concluimos la prueba. ut
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2.4. Aplicaciones a la teoría de la diferenciación

La acotación del operador maximal de Hardy-Littlewood permite extraer re-
sultados de convergencia en casi todo punto para ciertas familias de funciones. Di-
chos resultados se obtienen como consecuencia de la propiedad que se recoge en el
siguiente teorema.

Teorema 2.14. Sean (X ,µ), (Y ,∫) espacios de medida y 0 < p, q <1. Supongamos que
D es un subespacio denso de Lp (X ,µ) y {T"}">0 una familia de operadores lineales
definidos de Lp (X ,µ) en el espacio de las funciones ∫°medibles en Y . Definimos el
operador maximal (sublineal)

T§( f )(y) = sup
">0

|T"( f )(y)|, y 2 Y .

Si existe B > 0 tal que

kT§( f )kLq,1(Y ,∫) ∑ Bk f kLp (X ,µ), f 2 Lp (X ), (2.11)

y, para toda f 2 D, existe ĺım"!0 T"( f )(y) =: T ( f )(y) para casi todo y 2 Y , entonces,
para cada f 2 Lp (X ,µ), el límite ĺım"!0 T"( f ) existe en ∫-casi todo punto. De esta ma-
nera, existe una única extensión de T a Lp (X ,µ), que seguimos denotando por T , que
verifica

kT ( f )kq,1 ∑ Bk f kp , f 2 Lp (X ,µ).

Demostración. Sea f 2 Lp (X ,µ). Veamos que {T"( f )}">0 es de Cauchy para casi todo
punto en Y . Para ello probamos que, dado ±> 0,

∫
°
{y 2 Y : O f (y) > ±}

¢
= 0,

donde O f es la oscilación de f definida como

O f (y) = ĺımsup
"!0

ĺımsup
µ!0

|T"( f )(y)°Tµ( f )(y)|, y 2 Y .

Fijamos ±> 0. Sea ¥> 0. Ya que D es denso en Lp (X ,µ), existe g 2 D tal que k f °gkp <
¥. Se tiene que,

O f (y) = ĺımsup
"!0

ĺımsup
µ!0

|T"( f )(y)°T"(g )(y)+T"(g )(y)°Tµ(g )(y)+Tµ(g )(y)°Tµ( f )(y)|

∑ ĺımsup
"!0

ĺımsup
µ!0

|T"( f ° g )(y)°Tµ( f ° g )(y)|+Og (y) =O f °g (y)+Og (y), y 2 Y .

Además, por hipótesis se tiene que T"(g ) ! T (g ) en ∫-casi todo punto. Por tanto,
{T"(g )}">0 es de Cauchy y Og = 0 c.t.p., obteniendo

O f ∑O f °g en casi todo punto.
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Luego,

∫
°
{y 2 Y : O f (y) > ±}

¢
∑ ∫

°
{y 2 Y : O f °g (y) > ±}

¢
∑ ∫

°
{y 2 Y : 2T§( f ° g )(y) > ±}

¢

∑
2qkT§( f ° g )kq

Lq,1(Y ,∫)

±q ∑
µ

2B
±

k f ° gkLp (X ,µ)

∂q

∑
µ

2B¥
±

∂q

,

y, cuando ¥! 0, se tiene ∫
°
{y 2 Y : O f (y) > ±}

¢
= 0.

Tenemos que {T"( f )}">0 es de Cauchy en ∫-casi todo punto y, por tanto, converge
c.t.p. a cierto T ( f ). Además, ya que |T ( f )|∑ |T§( f )|, se obtiene que

kT ( f )kLq,1(Y ,∫) ∑ Bk f kLp (X ,µ).

ut

Como consecuencia de este último resultado, obtenemos el Teorema de diferencia-
ción de Lebesgue, que nos permite recuperar la función a partir de sus promedios.

Observación 2.15. En las condiciones del teorema anterior se tiene que la extensión
T verifica

T ( f ) = ĺım
k!1

T (¡k ), en Lq,1(Y ,∫),

donde {¡k }k2N es un sucesión en D que converge a f en Lp (X ,µ). Obsérvese que
puesto que T es lineal en D , el valor del límite anterior es independiente de la suce-
sión {¡k }k2N elegida. Además, en virtud de [13, Proposition 1.1.9 (2), Theorem 1.1.11]
podemos asegurar que existe una subsucesión {¡k j } j2N de manera que

T ( f )(y) = ĺım
j!1

T (¡k j )(y), en ∫-c.t. y 2 Y .

Corolario 2.16. (Teorema de diferenciación de Lebesgue) Sea f una función local-
mente integrable en Rn. Entonces, para casi todo punto x 2Rn,

ĺım
"!0

1
|B(x,")|

ˆ
B(x,")

f (y)d y = f (x). (2.12)

Así, | f |∑ Mc ( f ) c.t .p.

Demostración. Es claro que basta ver (2.12) para casi todo punto de B(0, N ), N 2N,
ya que {BN }N2N es una colección numerable y Rn =S1

N=1 B(0, N ).
Sean N 2 N y fN = f XB(0,N+1). Se tiene que fN 2 L1(Rn) y fN (y) = f (y), para

todo y 2 B(x,"), cuando x 2 B(0, N ) y 0 < "< 1. Entonces

ĺım
"!0

1
|B(x,")|

ˆ
B(x,")

f (y)d y = ĺım
"!0

1
|B(x,")|

ˆ
B(x,")

fN (y)d y,
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por lo que si establecemos (2.12) para cualquier función en L1(Rn) podemos concluir
que

ĺım
"!0

1
|B(x,")|

ˆ
B(x,")

f (y)d y = fN (x) = f (x), c.t. x 2 B(0, N ).

Nuestro objetivo entonces es probar que, para toda función h 2 L1(Rn),

ĺım
"!0

1
|B(x,")|

ˆ
B(x,")

h(y)d y = h(x), c.t. x 2Rn .

Para ello haremos uso del Teorema 2.14, considerando los espacios X = Y =
Rn con la medida de Lebesgue, p = q = 1 y tomando D como el conjunto de las
funciones continuas de soporte compacto en Rn , Cc (Rn), que sabemos que es denso
en L1(Rn). Definimos la familia de operadores lineales {T"}">0 en L1(Rn) como

T"( f ) = f §K", "> 0,

donde K = |B(0,1)|°1XB(0,1). Puesto que K 2 L1(Rn), en virtud de la desigualdad de
Young (ver Teorema 1.16, con p = q = r = 1), se sigue que, para cada "> 0,

kT"(h)k1 = kh §K"k1 ∑ kK"k1khk1 ∑Ckhk1, h 2 L1(Rn),

esto es, T", "> 0, es un operador lineal acotado de L1(Rn) en sí mismo.
Teniendo en cuenta (2.4) se obtiene que el operador maximal

T§(h) = sup
">0

T"(h), h 2 L1(Rn),

está acotado por el operador maximal de Hardy-Littewood Mc . Del Teorema 2.5 se
deduce entonces que

kT§(h)k1,1 ∑Ckhk1, h 2 L1(Rn).

Veamos ahora que, para cada ¡ 2Cc (Rn), existe ĺım"!0 T"(¡)(x) =¡(x), x 2 Rn . Sean
¡ 2Cc (Rn) con soporte en B(0,r ) para cierto r > 0 y x 2Rn . Es claro que si x 62 B(0,r ),
entonces

ĺım
"!0

T"(¡)(x) = 0 =¡(x).

Por otro lado, cuando x 2 B(0,r ) podemos escribir

ØØT"(¡)(x)°¡(x)
ØØ=

ØØØØ
1

|B(x,")|

ˆ
B(x,")

¡(y)d y °¡(x)
ØØØØ=

1
|B(x,")|

ØØØØ
ˆ

B(x,")
(¡(y)°¡(x))d y

ØØØØ

∑ 1
|B(x,")|

ˆ
B(x,")

|¡(y)°¡(x)|d y, "> 0.

Considerando "0 > 0 de manera que B(x,"0) Ω B(0,r ) y usando que ¡ es uniforme-
mente continua en B(x,"0), se obtiene fácilmente que
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ĺım
"!0

T"(¡)(x) =¡(x) =: T (¡)(x).

Las propiedades vistas nos sitúan en las condiciones del Teorema 2.14 por lo que
podemos deducir que T admite una única extensión de Cc (Rn) a L1(Rn), extensión a
la que seguimos denotando por T , de manera que para cada h 2 L1(Rn)

T (h)(x) = ĺım
"!0

1
|B(x,")|

ˆ
B(x,")

h(y)d y, en c.t. x 2Rn .

Además, teniendo en cuenta la Observación 2.15 si h 2 L1(Rn) y {¡k }k2N es una su-
cesión en C1

c (Rn) que converge a h en L1(Rn) se tiene que existe una subsucesión
{¡k j } j2N para la que se cumple

h(x) = ĺım
j!1

¡k j (x) y T (h)(x) = ĺım
j!1

T (¡k j )(x), en c.t. x 2Rn .

Por tanto, puesto que T (¡) =¡, ¡ 2Cc (Rn), concluimos que, dada h 2 L1(Rn),

ĺım
"!0

1
|B(x,")|

ˆ
B(x,")

h(y)d y = T (h)(x) = ĺım
j!1

¡k j (x) = h(x), en c.t. x 2Rn .

ut

Observación 2.17. Procediendo como en la prueba de este corolario, haciendo uso
del operador maximal de Hardy-Littlewood Mc , se puede establecer que (2.12) se
verifica si sustituimos las bolas por cubos centrados en x.



3

Los pesos Ap de la clase de Muckenhoupt

En el año 1972, se publica el trabajo de Muckenhoupt [16], en el que presen-
ta condiciones que debe verificar una función no negativa w para que el operador
maximal de Hardy-Littlewood esté acotado de Lp (Rn , w(x)d x) en sí mismo, para
1 < p <1. Estas condiciones fueron denominadas, condiciones Ap y surgen de for-
ma natural al plantearse como paso previo a la demostración de la condición (p, p)
fuerte de la maximal, la condión (p, p) débil, que incluiría el caso p = 1.

3.1. Los pesos Ap : acotación (p, p)-débil de la maximal de
Hardy-Littlewood

Definición 3.1. Sea w un peso, esto es, una función localmente integrable y no nega-
tiva.

i . Se dice que w es un peso A1 si verifica la siguiente condición, denominada condi-
ción A1,

Mw(x) ∑C w(x) c.t .p. x 2Rn , (3.1)

o, equivalentemente,

w(Q)
|Q| ∑C w(x) c.t .p. x 2Q, (3.2)

para todo cubo Q, donde C > 0 es una constante que no depende de Q y M es el
operador maximal no centrado de Hardy-Littlewood sobre cubos.

i i . Se dice que w es un peso Ap , 1 < p <1, si verifica la condición Ap , a saber,
µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)d x
∂µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°p 0
d x

∂p°1

∑C , (3.3)

para todo cubo Q y donde C > 0 es una constante que no depende de Q.
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Nota:. El ínfimo de las constantes C que satisfacen, en cada caso, las desigualdades
(3.1), (3.2), ó (3.3) se denomina constante Ap del peso.

Observación 3.2 Las dos definiciones para la condición A1 son equivalentes.
Que (3.1) implica (3.2) es obvio por la definición de la función maximal M. Para esta-
blecer el recíproco, veamos que {x 2 Rn : Mw(x) > C w(x)} es un conjunto de medida
cero.
Sea x 2Rn tal que Mw(x) >C w(x). Entonces, existe un cubo Q con vértices racionales
tal que

w(Q)
|Q| >C w(x),

y, por (3.2), x 2 SQ ΩQ con |SQ | = 0. Luego,

{x 2Rn : Mw(x) >C w(x)} Ω
[

Q
SQ ,

y ya que los cubos Q se toman con vértices racionales, tenemos una colección numera-
ble {SQ }Q de conjuntos de medida nula, que permite concluir, que |{x 2Rn : Mw(x) >
C w(x)}| = 0.

Nota:. El concepto de peso Ap dado en la Definición 3.1 se puede enunciar, de ma-
nera equivalente, sobre bolas.

Previo al trabajo mencionado de Muckenhoupt se había demostrado que en
Lp (R, |x|ad x) la maximal de Hardy-Littlewood estaba acotada, para 1 < p <1 siem-
pre que °1/p < a < 1°1/p. En el siguiente ejemplo comprobaremos cómo la condi-
ción Ap , nos lleva a una generalización de este resultado en Rn .

Ejemplo 3.3. Consideramos la función |x|a en Rn . Estudiamos para qué valores de
a 2R, |x|a es un peso Ap , 1 < p <1.
En primer lugar, veamos que µ = |x|ad x es una medida doblante cuando a > °n,
esto es, existe C > 0 tal que µ(2B) ∑Cµ(B) para cada bola B .
En efecto, sea B(x0,R) una bola en Rn . Distinguimos los siguientes casos:

i . |x0|∏ 3R. Tenemos que ver queˆ
B(x0,2R)

|x|ad x ∑C
ˆ

B(x0,R)
|x|ad x,

esto es, ˆ
B(0,2R)

|z +x0|ad z ∑C
ˆ

B(0,R)
|z +x0|ad x.

Observamos que
a) Si z 2 B(0,2R)

|z +x0|a ∑ (|z|+ |x0|)a ∑ (|x0|+2R)a , a ∏ 0,

|z +x0|a ∑ ||x0|° |z||a ∑ (|x0|°2R)a , a < 0.
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b) Si z 2 B(0,R)

|z +x0|a ∏ ||x0|° |z||a ∏ (|x0|°R)a , a ∏ 0,

|z +x0|a ∏ (|x0|+ |z|)a ∏ (|x0|+R)a , a < 0.

Por tanto,

ˆ
B(0,2R)

|z +x0|ad z ∑ 2n |B(0,1)|Rn

(
(|x0|+2R)a , a ∏ 0,

(|x0|°2R)a , a < 0,

ˆ
B(0,R)

|z +x0|ad z ∏ |B(0,1)|Rn

(
(|x0|°R)a , a ∏ 0,

(|x0|+R)a , a < 0.

Se tiene lo siguiente

|x0|+2R ∑ |x0|+
2
3
|x0| =

5
3

(|x0|°R)+ 5
3

R ∑ 5
3

(|x0|°R)+ (|x0|°R) = 8
3

(|x0|°R),

|x0|°2R ∏ |x0|°
2
3
|x0| =

1
3

(|x0|+R)° 1
3

R ∏ 1
3

(|x0|+R)° 1
12

(|x0|+R) = 1
4

(|x0|+R).

Concluimos que
ˆ

B(x0,2R)
|x|ad x ∑C Rn(|x0|°R)a ∑C

ˆ
B(x0,R)

|x|ad x, a ∏ 0,

ˆ
B(x0,2R)

|x|ad x ∑C Rn(|x0|+R)a ∑C
ˆ

B(x0,R)
|x|ad x, a < 0.

i i . |x0| < 3R.
Por un lado, observamos que si z 2 B(x0,2R), entonces |z| ∑ |z ° x0| + |x0| ∑ 5R.
Así,
ˆ

B(x0,2R)
|x|ad x ∑

ˆ
B(0,5R)

|x|ad x =C
ˆ 5R

0
r n+a°1dr =C Rn+a , (a >°n).

Y, por otro lado, para obtener una cota inferior de
´

B(x0,R) |x|
ad x, distinguimos

los siguientes casos:
Cuando a < 0, tomamos B1 = B(3R x0

|x0| ,R) y escribimos B = B(x0,R) de la
siguiente manera

B = (B \B1)[ (B \ B1) .

Se tiene que
sup

z2B\B1

|z|∑ ı́nf
z2B1\B

|z|,

Entonces, puesto que la función ha(x) = |x|a , x 2 Rn , es radialmente decre-
ciente, se sigue que
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·
0

·
3R x0

|x0|
·
x0

Figura 3.1: Ejemplo 3.3, caso |x0| < 3R

ˆ
B(x0,R)

|x|ad x =
ˆ

B\B1

|x|ad x +
ˆ

B\B1

|x|ad x

∏
ˆ

B\B1

|x|ad x +
ˆ

B1\B
|x|ad x =

ˆ
B1

|x|ad x

∏ (4R)a |B1| =C Rn+a ,

ya que |x|∑ 4R cuando x 2 B1.
Cuando a ∏ 0, tomamos B2 = B(0,R) y escribimos B = (B \B2)[ (B \ B2). En
este caso, se verifica que

ı́nf
z2B\B2

|z|∏ sup
z2B2\B

|z|.

Por tanto, como ahora la función ha que definimos antes, es radialmente cre-
ciente, se obtiene

ˆ
B(x0,R)

|x|ad x =
ˆ

B\B2

|x|ad x +
ˆ

B\B2

|x|ad x

∏
ˆ

B\B2

|x|ad x +
ˆ

B2\B
|x|ad x =

ˆ
B2

|x|ad x

=C
ˆ R

0
r n+a°1dr =C Rn+a ,

cuando a >°n.

Luego, se deduce que
ˆ

B(x0,2R)
|x|ad x ∑C Rn+a ∑C

ˆ
B(x0,R)

|x|ad x
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y concluimos que la medida |x|ad x, a >°n, es doblante.
Procedemos ahora a estudiar en qué casos |x|a es un peso Ap , 1 < p < 1, esto es,
para qué valores de a la siguiente expresión es finita

sup
B

µ
1
|B |

ˆ
B
|x|ad x

∂µ
1
|B |

ˆ
B
|x|°a p0

p d x
∂ p

p0
.

Aquí el supremo está calculado sobre las bolas de Rn . Nótese que p
p 0 = p °1 y p 0

p =
1°p 0.
Sea B = B(x0,R). Distinguimos los siguientes casos:

i . |x0|∏ 3R.
Observamos que si x 2 B , entonces ||x|° |x0||∑ |x ° x0|∑ R. Por tanto, |x0|°R ∑
|x|∑ |x0|+R, de lo que sigue

2
3
|x0|∑ |x|∑ 4

3
|x0|,

ya que R ∑ |x0|
3 . Esto es, |x| es comparable a |x0|, |x|ª |x0|, y por tanto, |x|Æ ª |x0|Æ,

Æ 2R.
Así, se tiene que

sup
B

µ
1
|B |

ˆ
B
|x|ad x

∂µ
1
|B |

ˆ
B
|x|°a p0

p d x
∂ p

p0
ª |x0|a

µ
|x0|°a p0

p

∂ p
p0

= 1.

i i . |x0| < 3R.
En este caso, observamos que las medidas de la bola B = B(x0,R), |B | = Rn |B(0,1)|,
y de la bola B(0,5R), |B(0,5R)| = (5R)n |B(0,1)|, son comparables. Además, ya que
B Ω B(0,5R) y |x|ad x es una medida doblante, se tieneˆ

B
|x|ad x ∑

ˆ
B(0,5R)

|x|ad x ∑
ˆ

B(x0,8R)
|x|ad x ∑C

ˆ
B
|x|ad x.

Así, estas integrales son comparables y entonces basta analizar la estimación pa-
ra B(0,5R). Observamos que el valor

µ
1

|B(0,5R)|

ˆ
B(0,5R)

|x|ad x
∂µ

1
|B(0,5R)|

ˆ
B(0,5R)

|x|°a p0
p d x

∂ p
p0

=
√

C
Rn

ˆ 5R

0
r a+n°1dr

!√
C

Rn

ˆ 5R

0
r°a p0

p +n°1d x

! p
p0

,

es finito cuando °n < a < n p
p 0 .

Por tanto, se concluye que si 1 < p <1, la función w(x) = |x|a , x 2Rn , es un peso
Ap si, y solo si, °n < a < n p

p 0 .
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Siguiendo un proceso análogo se puede comprobar que w(x) = |x|a , x 2 Rn , es un
peso A1 siempre que °n < a ∑ 0.

Los pesos A1 juegan un papel fundamental en la teoría de los pesos Ap , como
veremos más adelante.Veamos a continuación otro ejemplo de un peso A1.

Ejemplo 3.4. La función u(x), x 2Rn , definida por

u(x) =
(

ln 1
|x| , |x| <

1
e ,

1, |x|∏ 1
e ,

es un peso A1.
Sea x0 2Rn y B = B(x0,R), R > 0. Veamos que

1
|B |

ˆ
B

u(x)d x ·ku°1kL1(B) ∑C .

En primer lugar, observamos que si B \B(0, 1
e ) =;, entonces se tiene que

ku°1kL1(B) = sup
x2B

u(x)°1 = 1, y
1
|B |

ˆ
B

u(x)d x = 1
|B |

ˆ
B

d x = 1.

Por tanto,
1
|B |

ˆ
B

u(x)d x ·ku°1kL1(B) = 1.

Si B \B(0, 1
e ) 6=;, se tiene que

ku°1kL1(B) =
1

ln(1/a)
, con a = máx{|x| : x 2 B \B(0,1/e)}.

Además, si B \ (B(0,1/e))c 6=;, entonces ku°1kL1(B) = 1.
Consideramos las siguientes situaciones.

i . Si a < 1
e .

En este caso, B µ B(0, 1
e ) y ku°1kL1(B) = 1

ln(1/a) . Distinguimos ahora los siguientes
casos:

a) Cuando |x0|∑ 3R. En este caso observamos que a = |x0|+R ∑ 4R, y, por tanto,
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1
|B |

ˆ
B

u(x)d x ·ku°1kL1(B) = ku°1kL1(B)
1
|B |

ˆ
B

ln
1
|x|d x

∑Cku°1kL1(B)
1

Rn

ˆ a

0
r n°1 ln

1
r

dr

=Cku°1kL1(B)
1

Rn

∑
r n

µ
1
n
+ ln

1
r

∂∏a

0

=Cku°1kL1(B)
an (1/n + ln(1/a))

Rn

∑Cku°1kL1(B)(1+ ln(1/a)) ∑C
µ

1+ ln(1/a)
ln(1/a)

∂

=C
µ

1
ln(1/a)

+1
∂
∑C ,

pues ln(1/a) > lne = 1, ya que a < 1/e.
b) Cuando |x0|∏ 3R. Para cada x 2 B , se tiene que

|x|∑ |x0|+R ∑ |x0|+
|x0|

3
= 4

3
|x0|,

|x|∏ |x0|°R ∏ |x0|°
|x0|

3
= 2

3
|x0|. (3.4)

Luego, puesto que |x0| < 1/e,

1
a
= 1

|x0|+R
∏ 3

4|x0|
> 1 y 1 < 1

|x| ∑
3

2|x0|
,

por lo que,

ln
1
a
∏ ln

3
4|x0|

> 0 y 0 < ln
1
|x| ∑ ln

3
2|x0|

.

Por tanto, obtenemos que

1
|B |

ˆ
B

u(x)d x ·ku°1kL1(B) ∑
µ

1
|B |

ˆ
B

ln
3

2|x0|
d x

∂
1

ln 3
4|x0|

∑
ln2+ ln 3

4|x0|

ln 3
4|x0|

∑ ln2

ln 3e
4

+1.

i i . Si a ∏ 1
e .

En este caso, ku°1kL1(B) = 1, y escribimos B = B1 [B2, con B1 = B \B(0,1/e) y
B2 = B \ (B(0,1/e))c . Entonces, se tiene que

1
|B |

ˆ
B

u(x)d x ·ku°1kL1(B) =
1
|B |

ˆ
B1

ln
1
|x|d x + |B2|

|B | ∑ 1
|B |

ˆ
B1

ln
1
|x|d x +1

y basta acotar 1
|B |
´

B1
ln 1

|x|d x.
Distinguimos ahora los siguientes casos:
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i . Cuando |x0|∑ 3R. Se tiene que

1
|B |

ˆ
B1

ln
1
|x|d x ∑ C

|B |

ˆ 1/e

0
r n°1 ln

1
r

dr

∑ C
|B |

∑
r n

µ
1
n
+ ln

1
r

∂∏1/e

0
= C

Rn ∑C ,

puesto que 1
e < |x0|+R ∑ 4R.

i i . Cuando |x0|∏ 3R. Ya que |x0|°R < 1/e < |x0|+R, se tiene que 2R ∑ |x0|°R <
1/e. Luego, R < 1

2e y entonces,

|x0| >
1
e
°R ∏ 1

e
° 1

2e
= 1

2e
.

Por (3.4) se sigue que,

ln
1
|x| ∑ ln

3
2|x0|

∑ ln(3e), x 2 B1.

Se concluye así que

1
|B |

ˆ
B1

ln
1
|x|d x ∑ ln(3e)

|B1|
|B | ∑C .

En el siguiente teorema presentamos un resultado que involucra al operador maxi-
mal de Hardy-Littlewood y a los pesos Ap de la clase de Muckenhoupt, y que pone
de manifiesto el sentido de la condición Ap .

Teorema 3.5. Sean 1 ∑ p <1 y w un peso. Entonces, se verifica la desigualdad (p, p)-
débil, esto es, para toda función f 2 Lp (w),

w
°
{x 2Rn : M f (x) >∏}

¢
∑ C
∏p

ˆ
Rn

| f (x)|p w(x)d x, ∏> 0, (3.5)

si, y solo si, w 2 Ap .

Demostración. Sea w un peso. Supongamos en primer lugar que se verifica la con-
dición (p, p)-débil (3.5). Veamos que entonces w 2 Ap .
Sea Q un cubo. Supongamos que f es una función no negativa tal que f (Q) =´

Q f (x)d x > 0.
Se tiene que si

0 <∏< f (Q)
|Q| ,

entonces,
Q Ω

©
x 2Rn : M( f XQ )(x) >∏

™
.

Por tanto, de la condición (p, p)-débil, obtenemos
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∏p w(Q) ∑C
ˆ

Q
| f (x)|p w(x)d x, 0 <∏< f (Q)

|Q| ,

por lo que, tomando supremos en ∏, se deduce que

w(Q)
µ

f (Q)
|Q|

∂p

∑C
ˆ

Q
| f (x)|p w(x)d x. (3.6)

Si tomamos ahora f =XS , donde S ΩQ es un subconjunto medible del cubo Q, con
|S| > 0, la condición (3.6) nos dice que

w(Q)
µ |S|
|Q|

∂p

∑C w(S), (3.7)

una desigualdad que claramente también es cierta cuando |S| = 0.
Veamos que la condición (3.7) implica que w 2 Ap .
Tratamos primero el caso p = 1.

Tomamos a = essinf{w(x) : x 2Q}. Entonces, para cada "> 0, existe un subconjunto
S" ΩQ verificando que |S"| > 0 y que, para cada x 2 S", w(x) ∑ a +". Por tanto, de la
relación (3.7), tenemos que

w(Q)
|Q| ∑C

w(S)
|S| = C

|S|

ˆ
S

w(x)d x ∑C (a +").

La arbitrariedad de " conduce a

w(Q)
|Q| ∑C essinfx2Q w(x),

esto es, se satisface la condición A1 ((3.2)).
Supongamos ahora que 1 < p <1.

Tomando f = w1°p 0XQ en la relación (3.6), se tiene que

w(Q)
µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°p 0
d x

∂p

∑C
ˆ

Q
w(x)1°p 0

d x

esto es, se cumple la condición Ap ((3.3)).
Supongamos ahora que w 2 Ap . Nuestro objetivo es, entonces, establecer la

desigualdad (3.5).
Cuando p = 1, haciendo uso del Teorema 2.13, de la equivalencia entre las

funciones maximales de Hardy-Littlewood y de que w 2 A1 se llega a que
ˆ

{x2Rn :M f (x)>∏}
w(x)d x ∑

ˆ
{x2Rn :Mc f (x)>c∏}

w(x)d x ∑ C
∏

ˆ
Rn

| f (x)|Mc w(x)d x

∑ C
∏

ˆ
Rn

| f (x)|Mw(x)d x ∑ C
∏

ˆ
Rn

| f (x)|w(x)d x, ∏> 0.
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Así, tenemos el resultado para p = 1.
Sean ahora p > 1 y f 2 Lp (w) que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, no
negativa. Usando la desigualdad de Hölder y que w 2 Ap , se tiene que

µ
1
|Q|

ˆ
Q
| f (x)|d x

∂p

=
µ

1
|Q|

ˆ
Q
| f (x)|w(x)

1
p w(x)

°1
p d x

∂p

∑
µ

1
|Q|

ˆ
Q
| f (x)|p w(x)d x

∂µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)
°p0

p d x
∂ p

p0

=
µ

1
|Q|

ˆ
Q
| f (x)|p w(x)d x

∂µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°p 0
d x

∂p°1

∑ C
w(Q)

ˆ
Q
| f (x)|p w(x)d x. (3.8)

Si S es un subconjunto medible de Q y f =XS , obtenemos

µ |S|
|Q|

∂p

∑C
w(S)
w(Q)

. (3.9)

Fijamos ∏ > 0 y supongamos que f 2 L1(w). Sea {Q j } j2N la familia de cubos que
nos da la descomposición de Calderón-Zygmund (Teorema 2.12) para f y parámetro
4°n∏. Entonces,

En virtud del Teorema 2.12 (i i i ), f (Q j ) > 4°n∏|Q j |, j 2N.
{x 2 Rn : M f (x) > ∏} Ω S

j2N 3Q j . Basta seguir el razonamiento hecho en (2.9),
teniendo en cuenta que ahora se trabaja con la función maximal no centrada.

Usando además las estimaciones (3.8) y (3.9), podemos escribir

w({x 2Rn : M f (x) >∏}) ∑
X

j
w(3Q j ) ∑C

X

j
w(Q j )

µ |3Q j |
|Q j |

∂p

=C
X

j
w(Q j )

∑C
X

j

µ |Q j |
f (Q j )

∂p ˆ
Q j

| f (x)|p w(x)d x

∑ C
(4°n∏)p

X

j

ˆ
Q j

| f (x)|p w(x)d x

∑ C
∏p

ˆ
Rn

| f (x)|p w(x)d x.

En el caso general, consideramos la familia { f`}`2N =
©

f XB(0,`)
™
`2N µ L1 y se-

guimos el mismo razonamiento que hicimos en la prueba del Teorema 2.13. ut

Observación 3.6 A partir de la desigualdad (3.7), deducimos lo siguiente:
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O bien w = 0, o bien, w > 0 en casi todo punto.
En efecto, supongamos que |{x 2 Rn : w(x) = 0}| > 0. Entonces podemos encon-
trar un cubo Q0 de manera que |{x 2 Q0 : w(x) = 0}| > 0 (nótese que, en caso
contrario, dado que el espacio Rn puede ser recubierto por una colección nume-
rable de cubos, llegaríamos a una contradicción con lo estamos suponiendo). Si
S = {x 2Q0 : w(x) = 0}, entonces S es un subconjunto de Q0 con |S|>0 y w(S) = 0. De
la estimación (3.7) obtenemos que w(Q0) = 0 y, también se tendría que w(Q) = 0
para cualquier dilatación Q de Q0. Por tanto se llega a que w = 0 en Rn.
El peso w es localmente integrable, o bien, w =1 en casi todo punto.
Supongamos que w 62 L1

loc(Rn), esto es, existe un cubo Q0 tal que w(Q0) =1. Usan-
do de nuevo (3.7) se deduce que w(S) =1, para cualquier subconjunto S ΩQ0 de
medida positiva. Entonces, el conjunto A = {x 2Q0 : w(x) <1} tiene medida nula
pues, de lo contrario, se tendría que w(A) =1. Como w(Q) =1, para cualquier
dilatación de Q0 y podemos recubrir Rn con una unión numerable de cubos, se
concluye que w =1 en casi todo punto de Rn.

Como consecuencia, se tiene que w, w°1 2 L1
loc(Rn).

3.2. Propiedades de los pesos Ap : desigualdad de Hölder inversa

Algunas propiedades destacables de los pesos Ap , que presentamos en la si-
guiente proposición, nos muestran que estas clases de funciones constituyen un fa-
milia encajada y creciente, donde A1 es la más pequeña, cómo se relacionan los pe-
sos de una clase con los de la clase con índice conjugado y por último, que podemos
generar pesos de cualquier clase a partir de la clase menor A1.

Proposición 3.7. Se cumplen las siguientes propiedades

i . Ap Ω Aq , 1 ∑ p < q <1.
i i . w 2 Ap si, y solo si, w1°p 0 2 Ap 0 , 1 < p <1.

i i i . Si w0, w1 2 A1, entonces w0w1°p
1 2 Ap , 1 < p <1.

Demostración. Veamos (i ). Consideramos primero w 2 A1 y 1 < q <1. Sabemos que
Mw(x) ∑C w(x), en c.t. x 2Rn , por lo que w(Q)

|Q| ∑C essinfx2Q w(x), para todo cubo Q
de Rn . Entonces,

µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°q 0
∂q°1

∑
√

1
|Q|

ˆ
Q

sup
x2Q

µ
1

w(x)

∂q 0°1
!q°1

= sup
x2Q

µ
1

w(x)

∂(q 0°1)(q°1)

= sup
x2Q

w(x)°1 =
µ

ı́nf
x2Q

w(x)
∂°1

∑C
µ

w(Q)
|Q|

∂°1

, Q ΩRn cubo,

esto es, w 2 Aq . Asumimos ahora que w 2 Ap , con p > 1. Aplicando la desigualdad

de Hölder con exponente p 0°1
q 0°1 (nótese que, al ser p < q , se tiene que p 0 > q 0 y (p 0 °

1)/(q 0 °1) > 1) tenemos que
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µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°q 0
∂q°1

∑

0
B@

1
|Q|

√ˆ
Q

≥
w(x)1°q 0¥ 1°p0

1°q0 d x

! 1°q0
1°p0

|Q|1°
1°q0
1°p0

1
CA

q°1

∑
µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°p 0
d x

∂ °1
1°p0

=
µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°p 0
d x

∂p°1

∑C
µ

w(Q)
|Q|

∂°1

,

donde hemos usado que (1° r 0)(1° r ) = 1, 1 < r <1. Se obtiene así́ que, también en
este caso, w 2 Aq .
Para probar (i i ), basta tener en cuenta que para todo cubo Q en Rn ,

µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°p 0
d x

∂µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)(1°p 0)(1°(p 0)0)d x
∂p 0°1

=
µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°p 0
d x

∂µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)d x
∂p 0°1

=
µµ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°p 0
d x

∂p°1 µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)d x
∂∂p 0°1

.

Luego, w 2 Ap si y solo si w1°p 0 2 Ap 0 .
Por último, veamos (i i i ). Sean w0, w1 2 A1 y 1 < p <1. Fijamos un cubo Q Ω

Rn . Sabemos que

w°1
i (x) ∑

µ
wi (Q)
|Q|

∂°1

, c.t. x 2Q, i = 0,1,

De nuevo usando que (1°p)(1°p 0) = 1 se sigue que

µ
1
|Q|

ˆ
Q

w0(x)w1(x)1°p d x
∂µ

1
|Q|

ˆ
Q

w0(x)1°p 0
w1(x)d x

∂p°1

∑C
µ

1
|Q|

µ
w1(Q)
|Q|

∂1°p ˆ
Q

w0(x)d x
∂√

1
|Q|

µ
w0(Q)
|Q|

∂1°p 0 ˆ
Q

w1(x)d x

!p°1

=C
w1(Q)1°p w0(Q)

|Q|2°p

√
w0(Q)1°p 0

w1(Q)

|Q|2°p 0

!p°1

=C .

Así, w0w1°p
1 2 Ap .

ut

Observación 3.8 Usando el Ejemplo 3.4 y el apartado (iii) de esta última proposición
podemos asegurar que la función
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w(x) =

8
<
:

≥
ln 1

|x|

¥2°p
, |x| < 1

e ,

1, |x|∏ 1
e ,

es un un peso de la clase Ap .

Necesitamos establecer el siguiente lema que será utilizado en la demostra-
ción de la conocida como desigualdad de Hölder inversa. Esta desigualdad nos per-
mitirá ampliar el conjunto de propiedades de los pesos Ap .

Lema 3.9. Sean 1 ∑ p <1 y w 2 Ap . Consideramos un cubo Q, S ΩQ y Æ 2 (0,1) tales
que |S|∑Æ|Q|. Entonces existe Ø 2 (0,1) de manera que

w(S) <Øw(Q).

Demostración. Sabemos, en virtud de la prueba del Teorema 3.5, que w verifica la
estimación (3.7). Como |S|∑Æ|Q| yÆ 2 (0,1), el conjunto Q \S tiene medida positiva.
Luego, aplicando (3.7) al conjunto Q \ S obtenemos que

w(Q)
µ |Q \ S|

|Q|

∂p

∑C w(Q \ S),

esto es,

w(Q)
µ
1° |S|

|Q|

∂p

∑C (w(Q)°w(S)) ,

donde C puede tomarse C > 1. Usando de nuevo que |S|∑Æ|Q|, se tiene

w(Q)(1°Æ)p ∑C (w(Q)°w(S)).

Luego, para Ø= 1° (1°Æ)p

C , se tiene que Ø 2 (0,1), y w(S) ∑Øw(Q). ut

Teorema 3.10 (Desigualdad de Hölder inversa). Sean w 2 Ap y 1 ∑ p <1. Entonces
existen constantes C ,∞> 0 que solo dependen de la dimensión, de p y de la constante
Ap de w tales que

µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1+∞d x
∂ 1

1+∞
∑ C

|Q|

ˆ
Q

w(x)d x, para todo cubo Q ΩRn . (3.10)

Nota:. El nombre que recibe esta estimación es clara si tenemos en cuenta que apli-
cando la desigualdad de Hölder con exponente 1+∞ al segundo miembro se obtiene

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)d x ∑ 1
|Q|

µˆ
Q

w(x)1+∞d x
∂ 1

1+∞
µˆ

Q
d x

∂ 1
(1+∞)0

=
µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1+∞d x
∂ 1

1+∞
.
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Demostración. Sean Q un cubo y 0 < Æ < 1. Sea Æ0 = w(Q)
|Q| . Definimos la sucesión

creciente {Æk }1k=1 donde Æk = (2nÆ°1)kÆ0, k 2N.
Construimos la descomposición de Calderón-Zygmund de w respecto al cubo

Q de la siguiente manera. Sea k ∏ 1, seleccionamos los subcubos diádicos R de Q
según la condición

w(R)
|R| = 1

|R|

ˆ
R

w(x)d x >Æk . (3.11)

Observamos que el cubo Q no cumple esta condición por definición de los Æk , por
tanto, no se selecciona. Dividimos Q en 2n subcubos del mismo tamaño y escogemos
aquellos que cumplan la condición (3.11). Repetimos este proceso indefinidamente
en cada uno de los subcubos no seleccionados y obtenemos una familia {Qk

j } j2N de
subcubos de Q verificando

w(Qk
j )

|Qk
j |

= 1

|Qk
j |

ˆ
Qk

j

w(x)d x >Æk .

Además, esta familia tiene las siguientes propiedades:

i . Æk < 1

|Qk
j |

ˆ
Qk

j

w(x)d x ∑ 2nÆk .

En efecto, si Q̃ es el cubo diádico de la generación anterior que contiene a Qk
j ,

entonces Q̃ no verifica (3.11) y se tiene que

1

|Qk
j |

ˆ
Qk

j

w(x)d x ∑ |Q̃|
|Q̃|

1

|Qk
j |

ˆ
Q̃

w(x)d x ∑ 2n w(Q̃)

|Q̃|
∑ 2nÆk .

i i . w(x) ∑Æk , para casi todo punto x ›≠k :=
[

j
Qk

j .

Se tiene

Si x ›≠k , entonces
1

|Qk
j |

ˆ
Qk

j

w(y)d y ∑Æk , j 2N.

Por el Teorema de diferenciación de Lebesgue, ĺım
|Qk

j |!0

1

|Qk
j |

ˆ
Qk

j

w(y)d y = w(x)

c.t .p.
Luego, obtenemos w(x) ∑Æk , c.t.p. x ›≠k .

i i i . Cada cubo Qk+1
j , j 2N, está contenido en un único cubo Qk

`
, para cierto ` 2N.

i v. ≠k+1 Ω≠k , ya que Æk+1 >Æk .

Sea un cubo Qk
`

, se tiene que Qk
`
\≠k+1 =

Sm
i=1 Qk+1

i , para cierto m ∑ 2n . Luego, usan-
do la propiedad (i) anterior,
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|Qk
` \≠k+1| =

mX

i=1
|Qk+1

i |∑
mX

i=1

1
Æk+1

ˆ
Qk+1

i

w(x)d x = 1
Æk+1

ˆ
Sm

i=1 Qk+1
i

w(x)d x

∑ 1
Æk+1

ˆ
Qk
`

w(x)d x ∑ 2nÆk

Æk+1
|Qk

` | =Æ|Qk
` |,

pues Æ= 2nÆk
Æk+1

.
Aplicando ahora el Lema 3.9, existe 0 <Ø< 1 tal que

w(Qk
` \≠k+1) ∑Øw(Qk

` ).

Luego, X

`

w(Qk
` \≠k+1) = w(≠k+1) ∑Ø

X

`

w(Qk
` ) =Øw(≠k ),

de donde obtenemos
w(≠k ) ∑Øk w(≠0).

Por otro lado, ya que |Qk
`
\≠k+1|∑Æ|Qk

`
|,

X

`

|Qk
` \≠k+1| = |≠k+1|∑Æ

X

`

|Qk
` | =Æ|≠k |,

y obtenemos que |≠k+1| ∑ Æk |≠0|. Tomando límite cuando k ! 1, se deduce que
|≠k |°! 0. Por tanto, como |≠0| <1,

ØØØ
\

k
≠k

ØØØ= ĺım
k!1

|≠k | = 0,

y podemos escribir Q de la siguiente manera

Q = (Q \≠0)[≠0 = (Q \≠0)[ ((≠0 \≠1)[≠1) = . . .

= (Q \≠0)
[

√
1[

k=0
(≠k \≠k+1)

!
[

\

k
≠k .

Ahora, por la propiedad (i i ) y la definición de los Æk , se tiene que

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1+∞d x = 1
|Q|

ˆ
Q\≠0

w(x)1+∞d x + 1
|Q|

1X

k=0

ˆ
≠k \≠k+1

w(x)1+∞d x

∑
Æ
∞
0

|Q|

ˆ
Q

w(x)d x + 1
|Q|

1X

k=0
Æ
∞
k+1

ˆ
≠k

w(x)d x

=Æ
∞
0

w(Q)
|Q| + 1

|Q|
1X

k=0
(2nÆ°1)(k+1)∞Æ

∞
0 w(≠k )

∑Æ
∞
0

w(Q)
|Q| +Æ∞0

1
|Q|

1X

k=0
(2nÆ°1)(k+1)∞Øk w(≠0)

∑Æ
∞
0

w(Q)
|Q| +Æ∞0

w(Q)
|Q|

1X

k=0
(2nÆ°1)(k+1)∞Øk .
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Observamos que la serie es convergente si (2nÆ°1)∞Ø< 1. Luego, tomando ∞> 0 que
verifique esta condición, obtenemos el resultado

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1+∞d x ∑CÆ∞0
w(Q)
|Q| =C

µ
w(Q)
|Q|

∂1+∞
.

Para concluir la demostración, veamos que tal ∞ existe. En efecto, si ∞ es tal que
(2nÆ°1)∞Ø< 1, se tiene que

0 < ∞< ° lnØ
ln2n ° lnÆ

, ya que 0 <Æ,Ø< 1.

ut

Nota:. Nótese que ∞ no es único y la desigualdad de Hölder inversa se verifica para
cualquier valor en (0,∞].

Como consecuencia de la desigualdad de Hölder inversa, obtenemos el siguiente
corolario.

Corolario 3.11. Se verifican las siguientes propiedades:

i . Ap =S
q<p Ap , 1 < p <1.

i i . Si w 2 Ap ,1 ∑ p <1, entonces existe ∞> 0 verificando w1+∞ 2 Ap .
i i i . Sean w 2 Ap ,1 ∑ p <1, Q un cubo y S ΩQ. Entonces, existe ±> 0 tal que

w(S)
w(Q)

∑C
µ |S|
|Q|

∂±
.

Demostración. i . Sea w 2 Ap , 1 < p <1. Veamos que para algún q , 1 < q < p, se
tiene que w 2 Aq .
Por la Proposición 3.7 sabemos que w1°p 0 2 Ap 0 y, por la desigualdad de Hölder
inversa, existe ∞> 0 verificando

µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)(1°p 0)(1+∞)d x
∂ 1

1+∞
∑ C

|Q|

ˆ
Q

w(x)1°p 0
d x.

Tomando q de manera que (q 0 °1) = (p 0 °1)(1+∞), se tiene que

µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°q 0
d x

∂ p0°1
q0°1

∑ C
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°p 0
d x,

y usando ahora que w 2 Ap y que 1 = (p °1)(p 0 °1), obtenemos

µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°q 0
d x

∂q°1

∑
µ

C
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°p 0
d x

∂p°1

∑C
µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)d x
∂°1

,

esto es, w 2 Aq . Además, q < p, pues se tiene p°1
q°1 = 1+∞> 1.
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i i . Si p = 1, entonces, para cada cubo Q, usando la desigualdad de Hölder inversa y
que w 2 A1 se tiene

1
|Q|

ˆ
Q

w(y)1+∞d y ∑C
µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(y)d y
∂1+∞

∑C w(x)1+∞, c.t. x 2Q.

Así, w1+∞ 2 A1.
Sea ahora w 2 Ap , con p > 1. Sabemos que w1°p 0 2 Ap 0 . Tomamos∞= mı́n{∞1,∞2},
donde ∞1,∞2 son valores para los que se da la desigualdad de Hölder inversa para
w y w1°p 0

, respectivamente. Entonces,

µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(y)1+∞d y
∂µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(y)(1+∞)(1°p 0)d y
∂p°1

∑C
µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(y)d y
∂1+∞ µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(y)1°p 0
d y

∂(1+∞)(p°1)

∑C ,

ya que w 2 Ap .
i i i . Sabemos que existen ∞> 0 y C > 0 tales que se verifica la desigualdad de Hölder

inversa para w .
Aplicando la desigualdad de Hölder con exponente 1+∞, se tiene que

w(S) =
ˆ

Q
XS (x)w(x)d x ∑

µˆ
Q

w(x)1+∞d x
∂ 1

1+∞
µˆ

Q
XS (x)d x

∂ ∞
1+∞

=
µ

1
|Q|

∂ °1
1+∞

µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1+∞d x
∂ 1

1+∞
|S|

∞
1+∞ ∑C

ˆ
Q

w(x)d x
µ |S|
|Q|

∂ ∞
1+∞

,

de donde obtenemos, tomando ±= ∞
1+∞ > 0,

w(S)
w(Q)

∑C
µ |S|
|Q|

∂±
.

ut

3.3. Acotación (p, p)-fuerte de la maximal de Hardy-Littlewood

Finalizamos este capítulo presentando el teorema que pone de manifiesto que
son los pesos de Muckenhoupt los que caracterizan la acotación del operador maxi-
mal de Hardy-Littlewood sobre los espacios Lp (Rn , w(x)d x), a los cuales, por simpli-
ficar, denotamos por Lp (w).

Teorema 3.12. Sean 1 < p <1 y w un peso. Entonces, M está acotado en Lp (w) si, y
solo si, w 2 Ap .
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Demostración. Sea 1 < p <1. Si M está acotado en Lp (w), se tiene que verifica la
desigualdad (p, p) - débil y, por el Teorema 3.5, se tiene que w 2 Ap .
Recíprocamente, sea w 2 Ap . Por (i ) del Corolario 3.11, existe q , 1 < q < p, tal que w 2
Aq y, por tanto, usando el Teorema 3.5, se tiene la desigualdad (q, q) - débilpara M.
Por otro lado, de (3.7) se sigue que w(S) = 0 si y solo si |S| = 0, luego, L1(w) = L1(Rn)
y se tiene

∞∞M f
∞∞

L1(w) ∑
∞∞ f

∞∞
L1(w). Aplicando ahora el Teorema de interpolación de

Marcinkiewicz, obtenemos

∞∞M f
∞∞

Lp (w) ∑C
∞∞ f

∞∞
Lp (w) .

ut
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Teorema de extrapolación de Rubio de Francia

En el capítulo anterior se estableció que si w0 y w1 son dos pesos de la clase
A1, entonces w0w1°p

1 es un peso de la clase Ap (Proposición 3.7(i i i )). Este resultado
hace que surja de forma natural, una pregunta: ¿será cierto el recíproco? Es decir, ¿to-
do peso de la clase Ap pude escribirse como producto de dos pesos de la clase A1? La
respuesta es afirmativa y fue establecida por Jones en 1980 ([15]). La demostración
presentada en ese trabajo es bastante laboriosa, y la búsqueda de una demostración
más sencilla está detrás del germen del Teorema de extrapolación de Rubio de Fran-
cia. En 1983 Coifman, Jones y Rubio de Francia presentan en [2, Theorem II] una
demostración del conocido como teorema de factorización, Teorema 4.1, en la que
aparece una técnica constructiva de una cierta función, esencial para obtener los
deseados pesos A1 que factorizan al peso Ap , y que recuerda a la técnica que hoy se
conoce como el algoritmo de Rubio de Francia y que presentamos en este capítulo
en la Proposición 4.3.

4.1. El Teorema de factorización y la generación de pesos A1

Teorema 4.1. [Factorización de pesos] Sea 1 < p < 1. Si w 2 Ap , entonces existen
w1, w2 2 A1 tales que

w = w1w1°p
2 .

Demostración. Veamos primero el caso p ∏ 2.
Sea w 2 Ap , p ∏ 2. Definimos el operador

T ( f ) =
≥
w° 1

p M
≥

f p°1w
1
p
¥¥ 1

p°1 +w
1
p M

≥
f w° 1

p
¥

, f 2 Lp (Rn).

Observamos que T f 2 Lp (Rn). En efecto, dada f 2 Lp (Rn), se tiene lo siguiente.



64 4 Teorema de extrapolación de Rubio de Francia

w
1
p M

≥
f w° 1

p
¥
2 Lp (Rn), pues ya que f 2 Lp (Rn),

ˆ
Rn

≥
f (x)w(x)°

1
p
¥p

wd x =
ˆ
Rn

f (x)p d x <1

y, por tanto, f w° 1
p 2 Lp (w). Luego, por el Teorema 3.12, se tiene que

M
≥

f w° 1
p
¥
2 Lp (w) y concluimos que

ˆ
Rn

≥
w(x)

1
p M

≥
f (x)w(x)°

1
p
¥¥p

d x =
ˆ
Rn

≥
M

≥
f (x)w(x)°

1
p
¥¥p

w(x)d x <1.

≥
w° 1

p M
≥

f p°1w
1
p
¥¥ 1

p°1 2 Lp (Rn). Análogamente, ya que f 2 Lp (Rn),

ˆ
Rn

≥
f (x)p°1w(x)

1
p
¥p 0

w(x)1°p 0
d x =

ˆ
Rn

f (x)p d x <1,

esto es, f p°1w
1
p 2 Lp 0

(w1°p 0
). Además, por la Proposición 3.7 (i i ), w1°p 0 2 Ap 0 .

Por tanto, el Teorema 3.12 implica que M
≥

f p°1w
1
p
¥
2 Lp 0

(w1°p 0
) y obtenemos

ˆ
Rn

≥
w(x)°

1
p M

≥
f (x)p°1w(x)

1
p
¥¥ p

p°1
d x

=
ˆ
Rn

w(x)1°p 0M
≥

f (x)p°1w(x)
1
p
¥p 0

d x <1.

Luego, T está acotado en Lp (Rn). Además, observamos que si f , g 2 Lp (Rn),

1
|B |

µˆ
B
| f (x)+ g (x)|p°1w(x)

1
p d x

∂

∑ C
|B |

µµˆ
B
| f (x)|p°1w(x)

1
p d x

∂
+

µˆ
B
|g (x)|p°1w(x)

1
p d x

∂∂
, B bola en Rn .

Luego,

M
≥
( f + g )p°1w

1
p
¥
∑M

≥
f p°1w

1
p
¥
+M

≥
g p°1w

1
p
¥

.

Por tanto, para f , g 2 Lp (Rn), T es sublineal, esto es,

T ( f + g ) ∑ T ( f )+T (g ), y T (∏ f ) =∏T ( f ), ∏∏ 0. (4.1)

Sea ahora f 2 Lp (Rn) con k f kp = 1. Definimos la función ' en Lp (Rn) como
sigue

'=
1X

j=1

T j ( f )

2 j kT k j
p

.
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Se tiene que ' es una serie convergente en Lp (Rn), pues

∞∞'
∞∞

p ∑
1X

j=1

∞∞T j ( f )
∞∞

p

2 j kT k j
p

∑
∞∞ f

∞∞
p

1X

j=1

kT k j
p

2 j kT k j
p

= 1.

Definimos
w1 = w

1
p 'p°1 y w2 = w° 1

p '.

Observamos que w = w1w1°p
2 . Veamos que w1, w2 2 A1.

Usando (4.1) y que T es un operador acotado en Lp (Rn), se tiene que

T (') = T

√
1X

j=1

T j ( f )

2 j kT k j
p

!
∑

1X

j=1
T

√
T j ( f )

2 j kT k j
p

!
=

1X

j=1

T j+1( f )

2 j kT k j
p

= 2kT kp

1X

j=1

T j+1( f )

2 j+1
kT k j+1

p = 2kT kp

µ
'° T ( f )

2kT kp

∂
∑ 2kT kp',

ya que T es un operador positivo. Luego,

máx
n

w° 1
p M

≥
'p°1w

1
p
¥¥ 1

p°1
, w

1
p M

≥
'w° 1

p
o
∑ 2kT k', en c.t.p. (4.2)

Ahora, ya que w1 = w
1
p 'p°1 y w2 = w° 1

p ', se tiene que

'=
≥
w° 1

p w1

¥ 1
p°1 = w

1
p w2,

y sustituyendo en (4.2) obtenemos

≥
w° 1

p M(w1)
¥ 1

p°1 ∑ 2kT k
≥
w° 1

p w1

¥ 1
p°1

y

w
1
p M(w2) ∑ 2kT kw

1
p w2.

Por tanto,

M(w1) ∑ 2kT kp w1 y M(w2) ∑ 2kT kp w2, en c.t.p.,

esto es, w1, w2 2 A1.
Sea ahora w 2 Ap , con 1 < p < 2.
Se tiene que w1°p 0 2 Ap 0 (Proposición 3.7 (i i )). Además, como p 0 = p

p°1 > 2, existen
∫1,∫2 2 A1 tales que

w1°p 0 = ∫1∫
1°p 0

2 ,

esto es,
w = ∫

1°p
1 ∫2.

ut
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Los siguientes resultados constituyen los últimos ingredientes que necesita-
mos para el desarrollo de las demostraciones del Teorema de extrapolación que pre-
sentamos en este capítulo.

Lema 4.2. Sea 1 < r <1. Si w 2 Ar y u 2 Lr 0 (w) con kukLr 0 (w) = 1, entonces existe s > 1
verificando:

i . (uw)s 2 L1
loc(Rn).

i i . M ((uw)s ) <1 c.t .p.

Demostración. Veamos en primer lugar (i ). Sea Q un cubo y 1 < s < r 0. Se tiene que
ˆ

Q
(u(x)w(x))s d x =

ˆ
Q

(u(x))s (w(x))s°1w(x)d x

∑
µˆ

Q
(u(x))r 0w(x)d x

∂ s
r 0

µˆ
Q

(w(x))(s°1)
≥

r 0
s

¥0
w(x)d x

∂ 1
(r 0/s)0

∑ kuks
Lr 0 (w)

µˆ
Q

(w(x))1+(s°1)
≥

r 0
s

¥0
d x

∂ 1
(r 0/s)0

,

donde hemos aplicado la desigualdad de Hölder con exponente r 0
s .

Por el Teorema 3.10, existe "> 0 tal que (3.10) se verifica para todo 0 < ∞∑ ". Toman-

do entonces s > 1 tal que (s °1)
≥

r 0
s

¥0
< ", esto es,

1 < s < 1+"
1+"° "

r
,

se sigue que

ˆ
Q

(u(x)w(x))s d x ∑C |Q|1°s
µˆ

Q
w(x)d x

∂ s
r
<1.

Veamos ahora (i i ).
Observamos en primer lugar que

ˆ
Rn

(u(x))r 0w(x)d x =
ˆ
Rn

(u(x)w(x))s r 0
s (w(x))1°r 0d x <1,

ya que u 2 Lr 0 (w). Por tanto, (uw)s 2 L
r 0
s (w1°r 0 ).

Por otro lado, como w 2 Ar , por la Proposición 3.7(i i ), w1°r 0 2 Ar 0 . Además, del Co-
rolario 3.11(i ), se sigue que existe ±> 0 verificando w1°r 0 2 Ar 0°±. Y, de la Proposición
3.7(i ), obtenemos que w1°r 0 2 A¥, con r 0 °±∑ ¥.
Luego, por el Teorema 3.12, se tiene que M está acotado de L¥(w1°r 0 ) en L¥(w1°r 0 ).

Tomando s = mı́n
n

1+"
1+"° "

r
, r 0

r 0°±

o
, concluimos la prueba.

ut
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A continuación presentamos dos resultados relacionados con la generación de
pesos A1, cada uno de los cuales serán claves, respectivamente, en las dos demostra-
ciones que mostraremos para el Teorema de extrapolación.

Proposición 4.3. [Algoritmo de Rubio de Francia] Sean p, 1 < p <1, y w 2 Ap . Para
cada h 2 Lp (w), el operador definido por

Rh(x) =
1X

k=0

Mk h(x)

2kkMkk
Lp (w)

, k ∏ 1, (4.3)

donde
Mk =M± k). . .±M y M0h = |h|,

verifica las siguientes propiedades

i . |h(x)|∑Rh(x), x 2Rn.

i i . kRhkLp (w) ∑ 2khkLp (w).

i i i . Rh 2 A1.

Observamos que, por el Teorema 3.12, M está acotado en Lp (w).

Demostración. Sea h 2 Lp (w).

i . Ya que los términos de la serie son positivos, se tiene que

|h(x)|∑ |h(x)|+
1X

k=1

Mk h(x)

2kkMkk
Lp (w)

=Rh(x), x 2Rn .

i i . Se tiene que

kRhkLp (w) ∑
1X

k=0

kMk hkLp (w)

2kkMkk
Lp (w)

∑ khkLp (w)

1X

k=0

kMkk
Lp (w)

2kkMkk
Lp (w)

= khkLp (w)

1X

k=0

1

2k
= 2khkLp (w).

i i i . Ya que M, es sublineal, tenemos

M(Rh)(x) ∑
1X

k=0

Mk+1h(x)

2kkMkk
Lp (w)

= 2kMkLp (w)

1X

k=0

Mk+1h(x)

2k+1kMkk+1
Lp (w)

= 2kMkLp (w)

1X

k=1

Mk h(x)

2kkMkk
Lp (w)

∑ 2kMkLp (w)Rh(x).

ut
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Teorema 4.4. i . Sea f 2 L1
loc (Rn) verificando M f <1 c.t .p.. Si 0 ∑ ±< 1, entonces

el peso
w(x) =M f (x)±

es un peso A1 cuya constante solo depende de ±.
i i . Si w 2 A1, entonces existen f 2 L1

l oc (Rn), ±< 1 y K verificando K ,K °1 2 L1 y que

w(x) = K (x)(M f (x))±.

Demostración. Para probar (i ), veamos que para cada f y Q cubo,

1
|Q|

ˆ
Q

(M f (y))±d y ∑C (M f (x))±, para casi todo x 2Q,

donde C > 0 no depende de Q.
Sean Q un cubo y f 2 L1

l oc (Rn). Escribimos f = f1 + f2, donde f1 = f X2Q y f2 =
f X(2Q)c . Así, M f (x) ∑M f1(x)+M f2(x) y, si 0 ∑ ±< 1, se tiene que

(M f (x))± ∑ (M f1(x))±+ (M f2(x))±.

Por un lado, ya que M es (1,1) - débil y 2Q tiene medida finita, aplicando el lema de
Kolmogorov [6, Lemma 5.16], obtenemos

1
|Q|

ˆ
Q

(M f1(y))±d y ∑ C±

|Q| |Q|1°±k f1k±1 =C±

µ
1
|Q|

ˆ
2Q

f (y)d y
∂±

=C±2n±
µ

1
|2Q|

ˆ
2Q

f (y)d y
∂±

∑ 2n±C±(M f (x))±

Por otro lado, para M f2, observamos que dado y 2 Q y R un cubo con y 2 R y veri-
ficando

´
R | f2(x)|d x > 0, entonces l (R) > 1

2 l (Q), ya que, en caso contrario, se tendría
que R Ω 2Q. Por tanto, si x 2Q, se tiene que x 2CnR, donde Cn es una constante que
no depende de Q. Luego,

1
|R|

ˆ
R
| f2(y)|d y ∑C n

n
1

|CnR|

ˆ
Cn R

| f2(y)|d y ∑C n
nM f (x),

y, por tanto, M f2(y) ∑C n
nM f (x), y 2Q. Así, obtenemos

1
|Q|

ˆ
Q

(M f2(y))±d y ∑C n±
n (M f (x))±.

Veamos ahora (i i ). Sea w 2 A1, entonces por al desigualdad de Hölder inversa, existe
∞> 0 tal que
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µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(y)1+∞d y
∂ 1

1+∞
∑ C

|Q|

ˆ
Q

w(y)d y ∑C w(x), c.t .p. x 2Rn ,

ya que w 2 A1. Por tanto, se verifica

w(x) ∑
°
M(w1+∞)(x)

¢ 1
1+∞ ∑C w(x) c.t .p. x 2Rn ,

donde hemos usado el Teorema de diferenciación de Lebesgue en la primera des-
igualdad.
Tomando f = w1+∞ y ±= 1

1+∞ , obtenemos

w(x) ∑ (M f (x))± ∑C w(x),

y si K = w(x)
M f (x)±

, se tiene que K ,K °1 2 L1, pues K (x) ∑ 1 y K °1 ∑C .
ut

4.2. El Teorema de extrapolación

Ya estamos en condiciones de desarrollar dos versiones de la demostración
del Teorema de extrapolación de Rubio de Francia, que aunque distintas, se apoyan
en un punto común, la generación de pesos A1.

Teorema 4.5 (Extrapolación). Sea r , 1 < r < 1. Si, para cada peso w 2 Ar , T es un
operador acotado en Lr (w) cuya norma solo depende de la constante Ar de w, enton-
ces para cualquier w 2 Ap , 1 < p <1, T está acotado en Lp (w).

Demostración. Para la demostración del teorema veremos, por un lado, que si w 2
A1, entonces T está acotado en Lq (w), 1 < q < r . Posteriormente, usando esta pro-
piedad, demostraremos que, dado 1 < p <1, T está acotado en Lp (w) si w 2 Ap/q ,
donde 1 < q < mı́n{p,r }. Para concluir la prueba, dado w 2 Ap , 1 < p <1, sabemos
que existe q > 1 de manera que w 2 Ap/q , por (i ) del Corolario 3.11. Por tanto, usan-
do las propiedades mencionadas, tendremos el resultado.
Sean r con 1 < r <1 y T acotado en Lr (w).
En primer lugar, veamos que si w 2 A1 y 1 < q < r , entonces T está acotado en Lq (w).
Sea f 2 Lq (w). Sabemos que r °q < r °1 y M f (x) <1 en casi todo punto, pues w 2
A1 Ω Aq y, por tanto, kM f kq <1. Luego, por el Teorema 4.4, (M f )

r°q
r°1 2 A1. Ade-

más, por (i i i ) de la Proposición 3.7, se tiene que w(M f )
(r°q)(1°r )

r°1 = w(M f )q°r 2 Ar .
Por tanto, aplicando Hölder,
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ˆ
Rn

|T f (x)|q w(x)d x =
ˆ
Rn

|T f (x)|q (M f (x))
°q(r°q)

r (M f (x))
q(r°q)

r w(x)d x

∑
µˆ
Rn

|T f (x)|r (M f (x))q°r w(x)d x
∂ q

r
µˆ
Rn

(M f (x))q w(x)d x
∂ r°q

r

∑C
µˆ
Rn

| f (x)|r (M f (x))q°r w(x)d x
∂ q

r
µˆ
Rn

| f (x)|q w(x)d x
∂ r°q

r
,

ya que T está acotado en Lr (w) y, por el Teorema 3.12, M está acotado en Lq (w),
pues w 2 A1 Ω Aq . Ahora, puesto que | f (x)|∑M f (x) en casi todo punto y q ° r > 0,
se sigue que ˆ

Rn
|T f (x)|q w(x)d x ∑C

ˆ
Rn

| f (x)|q w(x)d x

Veamos ahora la segunda parte de la demostración. Sean 1 < p < 1 y 1 < q <
mı́n{p,r }. Dado w 2 Ap/q , tenemos que ver que T está acotado en Lp (w).
Por dualidad, existe u 2 L(p/q)0 (w) con kukL(p/q)0 (w) = 1 tal que

kT f kq
Lp (w) =

µˆ
Rn

(|T f (x)|q )
p
q w(x)d x

∂ q
p

= k(T f )qkL(p/q)(w) =
ˆ
Rn

|T f (x)|q w(x)u(x)d x.

Observamos que, para cada s > 1, se tiene que wu ∑ (M(wu)s )
1
s . Además, por el

Lema 4.2 y el Teorema 4.4, tomando ± = 1
s , obtenemos que M((wu)s )

1
s 2 A1 y, por

tanto, T está acotado en Lq (M((wu)s )
1
s ).

Se tiene queˆ
Rn

|T f (x)|q w(x)u(x)d x ∑
ˆ
Rn

|T f (x)|q (M(wu)s )
1
s (x)d x

∑C
ˆ
Rn

| f (x)|q (M(wu)s )
1
s (x)d x

=C
ˆ
Rn

| f (x)|q w(x)
q
p (M(wu)s )

1
s (x)w(x)

°q
p d x

∑C
µˆ
Rn

| f (x)|p w(x)d x
∂ q

p
µˆ
Rn

(M(wu)s )
(p/q)0

s (x)w(x)1°(p/q)0
∂ 1

(p/q)0
,

donde hemos aplicado Hölder con índices p
q y

≥
p
q

¥0
. Sabemos, por la propiedad (i i )

del Corolario 3.7, que w1°(p/q)0 2 A(p/q)0 , ya que w 2 Ap/q .

Tomando ahora s cerca de 1 tal que w1°(p/q)0 2 A(p/q)0/s , se tiene que M está acotada

en L(p/q)0/s (w) por el Teorema 3.12. Luego, se sigue que
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ˆ
Rn

|T f (x)|q w(x)u(x)d x ∑C
µˆ
Rn

| f (x)|p w(x)d x
∂ q

p

£
ˆ
Rn

(w(x)u(x))(p/q)0w(x)1°(p/q)0d x

=Ck f kq
Lp (w)

ˆ
Rn

u(x)(p/q)0w(x)d x

=Ckuk(p/q)0

L(p/q)0(w)
=Ck f kq

Lp (w).

y, por tanto, T está acotado Lp (w).
ut

A continuación veremos otra demostración del Teorema de extrapolación en
el que se hace uso del algoritmo de Rubio de Francia para la construcción de pesos
A1.

Demostración. Sean r , 1 < r <1, w 2 Ar y T un operador acotado en Lr (w).
Dados p, 1 < p <1, y f 2 Lp (w), usando el algoritmo de Rubio de Francia descrito
en la Proposición 4.3, construimos R f y R0 f , con

R0h(x) =
1X

k=0

(M0)k h(x)

2kkM0kk
Lp0 (w)

, donde M0 f = M( f w)
w

y (M0)0h = |h|. (4.4)

Observamos que w1°p 0 2 Ap 0 por el Corolario 3.7 y, por tanto, M está acotado en

Lp 0
(w1°p 0

) y M0 en Lp 0
(w), pues se tiene

kM0 f kLp0 (w) =
∞∞∞∞
M( f w)

w

∞∞∞∞
Lp0 (w)

= kM( f w)kLp0 (w1°p0 )

∑Ck f wkLp0 (w1°p0 ) =Ck f kLp0 (w).

Además, R0 verifica las siguientes propiedades

i . |h(x)|∑R0h(x), x 2Rn .

i i . kR0hkLp (w) ∑ 2khkLp (w).

i i i . R0hw 2 A1, verificando M0(R0h)(x) ∑ 2kM0kLp0 (w).

Ya que f 2 Lp (w), por dualidad, existe una función no negativa h 2 Lp 0
(w), con

khkLp0 (w) = 1, tal que

kT f kLp (w) =
ˆ
Rn

|T f (x)|h(x)w(x)d x

y, usando las propiedades de R0, obtenemos
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kT f kLp (w) ∑
ˆ
Rn

|T f (x)|(R f (x))
°1
r 0 (R f (x))

1
r 0 R0h(x)w(x)d x.

Además, ya que R f ,R0hw 2 A1, se tiene que (R f )1°rR0hw 2 Ar por la Proposición
3.7. Por tanto, aplicando Hölder con índices r y r 0 respecto de la medida R0hw ,

kT f kLp (w) ∑
µˆ
Rn

|T f (x)|r (R f (x))1°rR0h(x)w(x)d x
∂ 1

r
µˆ
Rn

R f (x)R0h(x)w(x)d x
∂ 1

r 0

∑C
µˆ
Rn

| f (x)|r (R f (x))1°rR0h(x)w(x)d x
∂ 1

r
µˆ
Rn

R f (x)R0h(x)w(x)d x
∂ 1

r 0

∑C
ˆ
Rn

R f (x)R0h(x)w(x)d x,

ya que T está acotado en Lr (w) y | f |∑R f . Ahora, por la desigualdad de Hölder con
índices p y p 0, obtenemos

kT f kLp (w) ∑C
µˆ
Rn

(R f (x))p w(x)d x
∂ 1

p
µˆ
Rn

(R0h(x))p 0
w(x)d x

∂ 1
p0

∑C
µˆ
Rn

| f (x)|p w(x)d x
∂ 1

p
µˆ
Rn

(h(x))p 0
w(x)d x

∂ 1
p0

=C
µˆ
Rn

| f (x)|p w(x)d x
∂ 1

p
,

donde hemos usado que R y R0 están acotados en Lp (w) y Lp 0
(w) respectivamente.

ut

El teorema de extrapolación para operadores se puede generalizar para pares
de funciones como recoge el siguiente resultado.

Teorema 4.6. Sea 1 < r <1. Consideramos la familia F constituida por pares de fun-
ciones no negativas ( f , g ) verificando que, para cada w 2 Ar ,

kgkLr (w) ∑Ck f kLr (w),

donde C solo depende de la constante Ar de w. Entonces, para todo 1 < p <1 y w 2
Ap ,

kgkLp (w) ∑Ck f kLp (w),

con C solo dependiendo de p y de la constante Ap de w, siempre que el término de la
derecha sea finito.

Demostración. Sean w 2 Ap y f 2 Lp (w). Distinguimos los siguientes casos:
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i . p < r .
Construimos R f definido en (4.3) usando el algoritmo de Rubio de Francia.
Veamos que w(R f )p°r 2 Ar , esto es,

µ
1
|Q|

ˆ
Q

(R f (x))p°r w(x)d x
∂µ

1
|Q|

ˆ
Q

°
(R f (x))p°r w(x)

¢1°r 0 d x
∂r°1

∑ K

Como R f 2 A1, para cada cubo Q 2 Rn , se verifica R f (Q)
|Q| ∑ CR f (x), equivalen-

temente,

(R f (x))°1 ∑C
µ

1
|Q|

ˆ
Q
R f (y)d y

∂°1

, x 2Q,

y, por tanto,

1
|Q|

ˆ
Q

(R f (x))p°r w(x)d x ∑ 1
|Q|

ˆ
Q

C r°p
µ

1
|Q|

ˆ
Q
R f (y)d y

∂p°r

w(x)d x

=C r°p
µ

1
|Q|

ˆ
Q
R f (y)d y

∂p°r µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)d x
∂

.

Por otro lado, aplicando Hölder con índices 1°p 0

1°r 0 y
≥

1°p 0

1°r 0

¥0
, se tiene que

µ
1
|Q|

ˆ
Q

(R f (x))(p°r )(1°r 0)w(x)1°r 0d x
∂r°1

∑
µ

1
|Q|

ˆ
Q

(R f (x))(p°r )(1°r 0)
≥

1°p0
1°r 0

¥0
d x

∂ r°1µ
1°p0
1°r 0

∂0 µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°p 0
∂(r°1) 1°r 0

1°p0

=
µ

1
|Q|

ˆ
Q
R f (x)d x

∂r°p µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°p 0
∂p°1

,

pues, usando (1°p)(1°p 0) = 1 y p 0 = p
p°1 , se tiene que

(p ° r )(1° r 0)
µ

1°p 0

1° r 0

∂0
= (p ° r )(1° r 0)

1°p 0

r 0 °p 0 =
(p ° r )(1° r 0)(1°p 0)

r
r°1 °

p
p°1

= 1,

y

r °1
≥

1°p 0

1°r 0

¥0 =
(r °1)(r 0 °p 0)

1°p 0 =
(r °1)

≥
r

r°1 °
p

p°1

¥

1°p 0 = p ° r.

Por tanto,
µ

1
|Q|

ˆ
Q

(R f (x))p°r w(x)d x
∂µ

1
|Q|

ˆ
Q

°
(R f (x))p°r w(x)

¢1°r 0 d x
∂r°1

∑C
µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)d x
∂µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)1°p 0
∂p°1

∑ K ,
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ya que w 2 Ap . Concluimos entonces que w(R f )p°r 2 Ar , para toda f 2 Lp (w).
Luego,

kgkLr (w) =
µˆ
Rn

g (x)p w(x)(R f (x))
p(p°r )

r (R f (x))
p(r°p)

r d x
∂ 1

p

∑
µˆ
Rn

g (x)r w(x)(R f (x))(p°r )d x
∂ 1

r
µˆ
Rn

(R f (x))p w(x)d x
∂ (r°p)

p·r

=
µˆ
Rn

g (x)r w(x)(R f (x))(p°r )d x
∂ 1

r
kR f k

p°r
r

Lp (w)

∑C
µˆ
Rn

f (x)r w(x)(R f (x))(p°r )
∂ 1

r
k f k

p°r
r

Lp (w) ∑Ck f kLp (w),

donde hemos aplicado la desigualdad de Hölder con índices r
p y

≥
r
p

¥0
en la pri-

mera desigualdad. Para la segunda, se han usado propiedades de R f y la hipó-
tesis con el peso w(R f )p°r , y para la última hemos vuelto a aplicar Hölder con
índices p

r y
° p

r

¢0 = p
p°r .

i i . p > r .
Por (1.2), existe una función no negativa h 2 L(p/r )0 (w), con khkL(p/r )0 (w) =´
Rn h(x)

p
p°r w(x)d x = 1, tal que

kgkr
Lp (w) = kg r kL(p/r )(w) =

ˆ
Rn

g (x)r h(x)w(x)d x.

Definimos H tal que H p 0
w1°p 0 = h

p
p°r w . De esta manera, se tiene que H 2

Lp 0
(w1°p 0

).
Además, como w 2 Ap , se tiene que w1°p 0 2 Ap 0 y, por tanto, M está acotado en

Lp 0
(w1°p 0

). Construimos RH usando el algoritmo de Rubio de Francia y veamos

que w
r°1
p°1 (RH)

r°1
p°1 2 Ar .

Por un lado, aplicando Hölder con índices p°1
p°r y

≥
p°1
p°r

¥0
= p°1

r°1 , se tiene que

1
|Q|

ˆ
Q

(RH(x))
p°r
p°1 w(x)

r°1
p°1 d x ∑

µ
1
|Q|

ˆ
Q
RH(x)d x

∂ p°r
p°1

µ
1
|Q|

ˆ
Q

w(x)d x
∂ r°1

p°1
.

(4.5)

Por otro lado, como RH 2 A1 y (p°r )(1°r 0)
p°1 < 0, siguiendo un razonamiento aná-

logo al caso p < r , se tiene que
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µ
1
|Q|

ˆ
Q

(RH(x))
(p°r )(1°r 0)

p°1 w(x)
(r°1)(1°r 0)

p°1 d x
∂r°1

∑

0
@C

(r°p)(1°r 0)
p°1

µ
1
|Q|

ˆ
Q

(RH(x))d x
∂ (p°r )(1°r 0)

p°1
µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)
1

1°p d x
∂1
A

r°1

=C
p°r
p°1

µ
1
|Q|

ˆ
Q

(RH(x))d x
∂ r°p

p°1
µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)
1

1°p d x
∂r°1

. (4.6)

Multiplicando (4.5) y (4.6), obtenemos

C
µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)d x
∂ r°1

p°1
µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)
1

1°p d x
∂r°1

=C
µµ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)d x
∂µ

1
|Q|

ˆ
Q

w(x)d x1°p 0
∂p°1∂ r°1

p°1

∑C ,

ya que w 2 Ap .
Por tanto, para concluir la prueba, observamos que

kgkr
Lp (w) =

ˆ
Rn

g (x)r h(x)w(x)d x =
ˆ
Rn

g (x)r w(x)
r°1
p°1 H(x)

p°r
p°1 d x

∑
ˆ
Rn

g (x)r w(x)
r°1
p°1 (RH(x))

p°r
p°1 d x

∑C
ˆ
Rn

f (x)r w(x)
r°1
p°1 (RH(x))

p°r
p°1 d x

=C
ˆ
Rn

f (x)r w(x)
r
p (RH(x))

p°r
p°1 w(x)

r°p
p(p°1) d x

∑Ck f kr
Lp (w)

µˆ
Rn

(RH(x))
p

p°1 w(x)
1

1°p d x
∂ p°r

p

=Ck f kr
Lp (w)kRHk

p°r
p°1

Lp0 (w1°p0 )
∑Ck f kr

Lp (w)

donde hemos usado la propiedad (i ) de RH en la primera desigualdad, la hi-

pótesis con el peso w
r°1
p°1 (RH)

r°1
p°1 en la segunda, la desigualdad de Hölder con

índices p
r y

° p
r

¢0 = p
p°r en la tercera y, en la última, la propiedad (i i ) de RH .

ut

Esta última versión del Teorema de extrapolación permite demostrar de forma
más sencilla, de como se había hecho, tanto una versión tipo débil, como una versión
vector-valuada como la formulada originalmente por Rubio de Francia.

Corolario 4.7. Dado un operador T , supongamos que para algún r , 1 < r <1, y todo
w 2 Ar , T es tipo débil (r,r ). Entonces T es tipo débil (p, p) para todo p con 1 < p <1.
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Demostración. Denotemos por E∏ al conjunto

E∏ = {x 2Rn : |T f (x)| >∏}.

Podemos escribir la desigualdad (r,r ) débil de la siguiente manera

k∏XE∏kLr (w) ∑Ck f kLr (w),

lo que nos permite aplicar el Teorema 4.6 para deducir que para todo p, 1 < p <1 y
todo w 2 Ap , se tiene que

k∏XE∏kLp (w) ∑Ck f kLp (w),

es decir, que T es tipo débil (p, p).
ut

Corolario 4.8. Dado un operador T , supongamos que para algún r , 1 < r <1, y todo
w 2 Ar , T está acotado sobre Lr (w). Si denotamos f = { fi }i2N y extendemos T a un
operador vectorial como T f = {T fi }i2N, entonces para todo p, q con 1 < p, q < 1 se
tiene,

ˆ
Rn

√
1X

i=1
|T fi (x)|q

!p/q

w(x)d x ∑C
ˆ
Rn

√
1X

i=1
| fi (x)|q

!p/q

w(x)d x, fi 2 Lp (w), i 2N.

Demostración. En primer lugar, podemos asegurar que T está acotado de Lq (w),
para todo w 2 Aq , sobre sí mismo para todo 1 < q <1 por la aplicación de la extra-
polación. Este hecho nos garantiza que

ˆ
Rn

1X

i=1
|T fi (x)|q w(x)d x ∑C

ˆ
Rn

1X

i=1
| fi (x)|q w(x)d x, fi 2 Lq (w), i 2N.

Reescribiendo esta desigualdad como

ˆ
Rn

ØØØØØ

√
1X

i=1
|T fi (x)|q

!1/q ØØØØØ

q

w(x)d x

∑C
ˆ
Rn

ØØØØØ

√
1X

i=1
| fi (x)|q

!1/q ØØØØØ

q

w(x)d x, fi 2 Lq (w), i 2N,

y aplicando el Teorema 4.6 a los pares
≥°P1

i=1 |T fi (x)|q
¢1/q ,

°P1
i=1 | fi (x)|q

¢1/q
¥
, obte-

nemos el resultado buscado.
ut
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4.3. Conclusiones

Una mirada general a la prueba del Teorema 4.6, nos hace concluir que los
puntos sobre los que se apoya la misma son:

(i) La maximal de Hardy-Littlewood está acotada de Lp (w) en si mismo siempre
que w 2 Ap .

(ii) Lp 0
(w) es el dual de Lp (w).

(iii) El algoritmo de Rubio de Francia.
(iv) La desigualdad de Hölder.
(v) Propiedades de los pesos Ap .

Cuando se pueden establecer estos puntos en otros contextos, con las corres-
pondientes adaptaciones de las definiciones, la demostración de la versión propia
del teorema de extrapolación seguirá una argumentación análoga a las presentadas
en este capítulo. Sirva como ejemplo el contexto de los denominados espacios de
Lebesgue de exponente variable Lp(·)(Rn ,d x), donde p(·) : Rn ! [1,1] es una fun-
ción medible con ciertas condiciones de regularidad. En 2017 Cruz-Uribe y Wang
publicaron el trabajo [5] y en él se presenta una generalización del Teorema 4.6 en el
marco de los espacios de Lebesgue de exponente variable. Aunque la demostración
de este teorema requiere establecer ciertas condiciones propias del contexto, en ge-
neral su desarrollo se fundamenta en los mismos puntos claves que la del caso del
contexto clásico.
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