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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es el estudio del Teorema de extra-
polacion de Rubio de Francia, que nos da desigualdades con peso para
cualquier LP, 1 < p < oo, a partir de la correspondiente desigualdad para
un tnico py, 1 < pg < oco. Para ello, se hace necesario abordar previamen-
te topicos como: espacios LP (espacios de Lebesgue), operador maximal
de Hardy-Littlewood en sus distintas versiones y pesos Ap o0 pesos de la
clase de Muckenhoupt. Se parte del estudio de operadores maximales y
sus propiedades mds importantes y se trata en particular el operador de
Hardy-Littlewood y la maximal diddica. Esto da pie a introducir la teo-
ria de los pesos A, para, finalmente exponer el algoritmo de Rubio de
Francia para generar pesos A, y el teorema de extrapolacion. En el estu-
dio de este, se presentan varias demostraciones del mismo, en su versién
no vectorial, asi como alguna versién generalizada donde se sustituye el
operador por una familia de pares de funciones, quedando de manifiesto
en ellas la importancia de los pesos Ay, que constituyen las piezas claves
para la factorizacion de los pesos Ap.

Palabras clave: Espacios LP - Interpolacion — Maximal de Hardy-
Littlewood — Pesos A, — Extrapolacion.

Abstract

The main objective of this work is the study of the Rubio de Francia ex-
trapolation Theorem, which gives us weighted inequalities for any LP,
1 < p < oo, from the corresponding inequality for a single py, 1 < pgy < co.
It is necessary to deal previously with topics such as: LP spaces (Lebesgue
spaces), Hardy-Littlewood maximal operator in its different versions and
Ay weights or weights of the Muckenhoupt class. We start with the study
of maximal operators and their most important properties and we deal
with the Hardy-Littlewood operator and the dyadic maximal in particu-
lar. This allows us to introduce the theory of the weights A, and, finally, to
present the Rubio de Francia algorithm to generate A, weights and the ex-
trapolation theorem. In the study of the latter, several demonstrations of
it are presented, in its non-vectorial version, as well as some generalised
version where the operator is replaced by a family of pairs of functions,
showing the importance of the A; weights, which are the key pieces for
the factorisation of the A, weights.

Keywords: LP spaces - Interpolation — Hardy-Littlewood Maximal Ope-
rator — A, weights — Extrapolation.
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Introduccion

El estudio de la acotacién de operadores sobre los espacios L? (X, ), donde
(X, 1) es un espacio de medida, constituye un problema de alto interés en distintas
dreas del Andlisis Matemadtico, y no solo por laimportancia en si mismo de demostrar
la acotacién de ciertos operadores, sino que de este hecho se pueden inferir propie-
dades del propio espacio X, como por ejemplo en el caso de que X sea un espacio
de Banach, ser UMD, ser uniformemente convexo, ser uniformemente liso, etc.

Varias técnicas, que se han convertido en procedimientos estdndars, han re-
sultado ser muy ttiles a la hora de obtener acotaciones L” de los operadores objeto
de estudio: interpolacién, control via operadores maximales, extrapolacién, etc

Es precisamente el estudio y demostracién del Teorema de extrapolacién de
Rubio de Francia, el objetivo principal de este trabajo. El matemaético espafiol José
Luis Rubio de Francia (1949-1988) estableci6 su teorema de extrapolacién en los tér-
minos que aparecen en la siguiente foto de sus notas, la cual agradecemos a uno de
sus alumnos de Tesis Doctoral, el Catedratico de la Universidad Auténoma de Ma-
drid José Luis Torrea.




X Introducciéon

Una lectura a las referencias [8] y [11] nos introduce en la vida y el recorri-
do profesional de Rubio de Francia, mientras que [3], [4], [6], [7], [10], [12], [14] [17]
y [18], nos sirven de guia en la bisqueda de resultados y nos muestran los tépicos
que necesitamos manejar antes de abordar el propio teorema de extrapolacion, los
cuales marcardn los distintos capitulos de este trabajo. Algunos de estos topicos han
sido introducidos de forma somera en la asignatura Andlisis Funcional y de Fourier
del Master. En los distintos capitulos de esta memoria se desarrollan las demostra-
ciones con detalle y se ponen de manifiesto los dos tipos de técnicas prevalecientes:
la axiomatica (la adecuada combinacién de propiedades ya demostradas conducen
a otras nuevas) y la constructiva (seleccién de cubos o bolas con determinadas ca-
racteristicas para conseguir probar las desigualdades deseadas, estudio de ejemplos
concretos, etc.).

En el capitulo 1 se introducen los espacios L” ylos LP débiles sobre un espacio
de medida (X, u), y a través del estudio de sus propiedades desembocamos en los
teoremas de interpolacién de Marcinkiewicz (interpolacion real) y de Riesz-Thorin
(interpolacién compleja). El contenido del mismo sigue el esquema de [13], aunque
también se han consultado [1] y [19].

El capitulo 2, ya tomando X = R"” y u como la medida de Lebesgue, se dedica
al estudio de la funcién maximal de Hardy-Littlewood, en sus versiones centrada y
no centrada, tanto sobre bolas como sobre cubos, demostrandose que son equiva-
lentes. La acotacion LP de la maximal de Hardy-Littlewood se convierte en una he-
rramienta fundamental en el desarrollo de los siguientes capitulos. Las referencias
bibliograficas usadas para su elaboracién son [6] y [13].

Dado que en el teorema de extrapolacién comparecen los denominados espa-
cios L con peso, lamedida u = wdx, siendo w una funcién no negativa y localmente
integrable, el tercer capitulo esta dedicado al estudio de los pesos A, de la clase de
Munckenhoupt y sus propiedades, ya que son esta clase de pesos los que garanti-
zan la veracidad del teorema. La redaccién de este capitulo se ha hecho consultando
simultdneamente las referencias [6] y [14].

Finalmente, el dltimo capitulo se dedica al objeto que motivé la realizacién
de este trabajo, el Teorema de Extrapolacion de Rubio de Francia. La versién que se
presenta, inicialmente, del mismo es no vectorial y se incluyen dos demostraciones
distintas, aunque comparten como punto clave la generacién de pesos de la clase
Aj. Ademss se incluye una versién mds actual del mismo en la que desaparece el
operador y es sustituido por una familia de pares de funciones. Los libros [4] y [6],
han sido las principales referencias seguidas, aunque también han servido de apoyo
[2], [12], [14] y [15], entre otras.

Alo largo del trabajo, la constante C que aparece puede cambiar de una linea
aotra.
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Espacios de Lebesgue y espacios LP-débiles

Los espacios de Lebesgue L? y los espacios L”-débiles o de Marcinkiewicz for-
man parte de las clases de funciones més importantes dentro del contexto del ané-
lisis. Miden, en cierto sentido, el “tamafo” de las funciones, por lo que sus propie-
dades resultan muy ttiles en diversos 4mbitos. Aparecen como elementos basicos
en el marco del andlisis funcional, del analisis armoénico, ecuaciones en derivadas
parciales o en la teoria de probabilidad. También juegan un papel relevante en otras
disciplinas como en la fisica, donde, por ejemplo, proporcionan un marco teérico
apropiado para el tratamiento de sefiales y el andlisis de ciertas ecuaciones de la me-
cédnica cudntica.

Estos espacios constituyen la base sobre la que se desarrollaré el estudio pre-
sentado en esta memoria, por lo que dedicamos este capitulo al estudio de sus ca-
racteristicas principales.

1.1. Espacios L” y espacios de Marcinkiewicz

Introducimos primero los espacios de Lebesgue sobre un espacio de medida.

Definicién 1.1. Sea (X, u) un espacio de medida. Para cada0 < p < oo, denotamos por
LP(X,p) a la clase de las funciones medibles complejas para las que | f || 1r (x,u) < oo,
siendo

1
Il x,m = (/ If(x)lpdu(x))p, 0< p<oo,
X

I fllzoocx, =esssup | fl=inf{a>0:p({xe X:|f(X)|>a}) =0}, p=oo.
Cuando no haya confusion, usaremos la notacion || - ||, para referirnos a || - | Lr x,)-

Las clases LP(X, ), 0 < p < oo, son espacios vectoriales complejos. Para dotar-
las de una estructura adecuada, debemos hacer la siguiente observacion. En general,
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elhecho de que || f|l, = 0 no implica que f seala funcién nula. Para solventar esta cir-
cunstancia basta considerar en L£P (X, u) larelaciéon de equivalencia f ~ g si, y solo si,
f = g en u-casi todo punto. El espacio de Lebesgue L” (X, 1) se define entonces como
el conjunto de las clases de equivalencia, esto es, el conjunto cociente LP (X, u)/ ~.

La notacion || - ||, sugiere que pueda tratarse de una norma para el espacio
LP(X, ), perola aplicacion |- | p verifica la desigualdad triangular inicamente cuan-
do 1 < p < o0, (en este caso, se denomina desigualdad de Minkowski). Como conse-
cuencia la estructura topoldgica de los espacios LP (X, u) es diferente segtin los valo-
res de p. Cuando 1 < p < oo, LP(X, u) es un espacio normado, ysi 0 < p < 1, se tiene
que LP (X, u) es un espacio métrico con la distancia

dif,9=If-glh, f.gel’(X,up. (1.1)

Luego, todos los espacios de Lebesgue comparten la estructura de espacio métrico,
pero cuando 1 < p < oo podemos disponer de una estructura mas fuerte, la de espa-
cio normado.

Una de las desigualdades fundamentales cuando se estudian los espacios de
Lebesgue es la desigualdad de Holder, de la que como consecuencia se obtiene la
desigualdad de Minkowski. A continuacién recogemos la versién més utilizada en la
préctica, su version generalizada y su interpretaciéon cuando 0 < p < 1.

Para ello introducimos primero el concepto de exponentes conjugados. Sean
0 < p,q < oco. Decimos que p y g son exponentes conjugados si verifican la siguiente
relaciéon

1 1

—+==1,

p 4q
con la interpretacién adecuada cuando p =1 6 p = co. Queremos hacer notar que la
definicién habitual de este concepto se hace para valores de p y g en [1,00]. Pero si
0 < p <1 podemos hablar también de su exponente conjugado g cuando se satisface
larelacién anterior. En este caso, observamos que g < 0. Es habitual usar la notacién
p' para referirnos al exponente conjugado de p, pues asi queda més clara su relacion
con p. Es facil ver que si p # 1, entonces p' = %.
Teorema 1.2. Sean (X, u) un espacio de medida y0 < p < co.

i. Desigualdad de Hélder. Sil < p < oo, entonces

Ifgh < Iflplgly, feLP(X,m, gel? (X,w'.

m 1

ii. Desigualdad de Hélder generalizada. Si0 < p;, ..., p;m < oo tales que % =X P

yfi}{L, son funciones tales que fi € LPk (X, u), entonces

|14, = fusi

1 Cuando p = 2 esta desigualdad se conoce como desigualdad de Cauchy-Schwarz.
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iii. Desigualdad de Hélder invertida. Si0 < p <1, y f, g son funciones medibles tales
que f € LP(X,u) yg~' € LIP1(X, ), con g > 0 en u-casi todo punto, entonces

IFIplg™" 1 < 1l
A partir de estas desigualdades podemos deducir las siguientes.

Teorema 1.3. Sean (X, 1) un espacio de mediday0 < p < oco.

i. Desigualdad de Minkowski. Cuando 1 < p < oo,

If+gllp<Iflp+lgly f geLlP(X,um.

ii. Desigualdad de Minkowski invertida. Si0 < p <1,y f,ge LP(X,), f,§ =0, en-
tonces

1flp+ gy <If+glp.

iii. Desigualdad integral de Minkowski.
Sean (Y,v) otro espacio de medida o -finitay1 < p < co. Si f es una funcién medi-
ble definida en el espacio producto (X, u) x (Y,v), se verifica la siguiente desigual-

U,

La desigualdad (i) de este teorema nos permite concluir que | - ||, es una nor-
ma para LP(X,u) cuando 1 < p < oco. Ademds, con la distancia generada por esta
norma, los espacios LP (X, ), 1 < p < oo son completos por lo que concluimos que
LP (X, ) es un espacio de Banach cuando 1 < p < oco. En el caso 0 < p < 1 se puede
establecer que LP (X, u) dotado de la distancia (1.1) es un espacio métrico completo.

Sea 1 < p < oo. El espacio dual de LP(X, p), (L"J (X, ,u))*, estd formado por los
funcionales lineales y acotados definidos en LP (X, ), esto es,

p 1 1
dv(y))” s/ (/ fePavy | duc.
X Y

/ fx,ydux)
X

(Lp(X,y))* ={T:L”(X,u) — C: T lineal y acotado},

sobre el que se define la norma

T
IO _ sup |TCF.

1T =
ferrcipnioy 1 flp pi,=1

Se puede demostrar que el espacio (L” (X, u)) * es también un espacio de Banach.
La desigualdad de Holder (Teorema 1.2 (i)) muestraquesil < p<ocoy g€
LP (X, ) entonces el funcional Ty definido por

Ty(f) = / fedu FelP(X.,
X
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es un funcional lineal acotado en LP (X, ) y | Tell < ligll,. La pregunta natural es
si para cualquier elemento T de (LP (X, u))* existe una funcién g € )4 (X, p) tal que
T = T, y, en tal caso, si es inica. La respuesta a esta pregunta se recoge en el Teorema
de representacion de Riesz ([19, Theorem 6.16]).

Teorema 1.4. (Teorema de representacion de Riesz) Sean (X, ) un espacio de medida
o-finitayl < p <oo. Dado T € (LP(X, w)*, existe una tinica funcion g € LP (X, ) tal
que

TN :/ fgdu, [elP(X,w).
X
Ademds, se tiene que | Tl = lIgl -

Este resultado nos dice que el dual de L” (X, u), 1 < p < oo, es isométricamente iso-
morfo a L” (X, u). Ademads, podemos expresar la norma de f € LP(X,u), 1 < p < oo,
mediante

Ifllp= sup
lgl,r=1

/fgdu‘ (1.2)

El resultado también es cierto cuando p = oo, si (X, u) es un espacio de medida o-
finita (ver [9, Proposition 6.13]).

Aunque, como ya hemos comentado, los espacios de Lebesgue tienen un rol
relevante en analisis, en ciertas ocasiones es necesario considerar otra manera mas
precisa de medir el “tamano” de las funciones. Aparecen entonces los conocidos co-
mo espacios de Lorentz, entre los que, en particular, se encuentran los espacios L”-
débiles o espacios de Marcinkiewicz que analizamos a continuacion.

Para ello, previamente vamos a introducir y presentar las propiedades funda-
mentales de la llamada funcién de distribucidon.

Definicién 1.5. Sean (X, u) un espacio de medida y f una funcién compleja medible
en X. La funcion de distribucion dy se define en [0,00) como

dr@)=p({xeX:|f)|>a}), acl0,00).

Observamos que la funcién de distribucion dy, como esté definida por medio de una
integral, proporciona informacién general sobre el tamafio de la funcién f, pero no
revela el comportamiento en un punto dado. En particular, si f = g en u- casi todo
punto, entonces d¢ = dg.

La funcién de distribucion verifica las siguientes propiedades que pueden
probarse facilmente.

Proposicion 1.6. Sean (X, u) un espacio de mediday f y g funciones complejas medi-
bles en X. Se tienen las siguientes propiedades:



1.1 Espacios LP y espacios de Marcinkiewicz 5

i. dy es una funcion decreciente y continua por la derecha. Ademds, dy = d ).
ii. Si|gl = |f| p-c.t.p., entonces dg < df.
iti. Para todo c € C\ {0}, se cumple dcf(a) = df (%), a=0.
iv. dfygla+p) <dsla)+dg(p), a,f=0.

v. drg(ap) <ds(a)+dg(p), a,f=0.

La funcion de distribucién nos permite obtener la siguiente expresion para || - || , que
serd de gran utilidad en lo que sigue.

Proposicién 1.7. Sean (X, 1) un espacio de medida, 0 < p <ooy f € LP(X, ). Enton-
ces,

o0
£y = p/ a’ds(a)da.
0

Demostracion. Haciendo uso del Teorema de Fubini, se tiene que

p/ ap_ldf(a)da:p/ ap_l/ Xl feosa (dpx)da
0 0 X
(o0}
=// paP ™ X fopsa (D dadp(x)
xJo

If (0l
:// pa”_ldadu(x)zf If(x)lpdu(x)=||f||5-
xJo X

Introducimos ahora la nocién de espacios L”-débiles como sigue.

Definicién 1.8. Sean (X, u) un espacio de medida y 0 < p < oco. Se define el espacio
LP-débil, que denotamos por LP*°(X,u), como el conjunto de funciones complejas
medibles [ definidas en X tales || f || Lp.oo(x ) < 00, donde

1
| Flireex o = sup{adp(@? }.
a>0

El espacio L (X, u) es por definicion L (X, ).
Cuando no haya confusion, usaremos la notacion | - || p,0o en lugar de || - | Lpoo(x, 1) -

Como ya comentamos, si f = g en u-casi todo punto, entonces dy = dg. Asilos
espacios LP*°(X, u) deben ser considerados como espacios de clases de funciones,
de la misma manera que se ha hecho para los espacios de Lebesgue, esto es, dos
funciones en LP*°(X, u) seran consideradas iguales si lo son en u-casi todo punto.

Aunque la notacion | - || .o sirve por lo general para designar una norma, real-
mente || - || p,.o NO €s necesariamente una. De las propiedades de la funcion de distri-
bucion obtenemos el siguiente resultado que nos muestra que || - || o €s una cuasi-
norma.
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Proposicién 1.9. Sean f, g funciones complejas medibles en un espacio de medida
(X, 1) y0 < p <oo. Entonces,

i llcflipoo=Icll fllpoor c€C.

1
ii. | f+&llpoo < ¢p (I fll poo + 1€l poo), donde c,, = max{2,27}.
i || fll poo = 0 siy solo si, f =0 en p-casi todo punto.

El espacio LP-débil es completo con esta cuasinorma ([13, Theorem 1.4.11]). Por tan-
to, LP*°(X, u), 0 < p < 0o, es un espacio cuasi-Banach.

El resultado que presentamos a continuacién establece que los espacios de
Marcinkiewicz son una generalizacién de los espacios de Lebesgue.

Proposicién 1.10. Sean (X, 1) un espacio de medida y 0 < p < co. Se verifica
Ifllpoo<Ufllp, feELP(X, ),
¥ por tanto, LP (X, u) € LP° (X, u).

Demostracién. Sabemos que
1£11D 0 = sup{aPdp(a)}.
a>0

Basta ver entonces que a"’df(a) < ||f||p, a > 0. Para ello, escribimos

aPdp(a)=a’pu({x:|fx)] >a})=/

aPdu(x) S/ If 1P du(x)
{x:1f(x)]>a} {x:1f0)>a}

S/If(x)l”du(x)=||fllp, a>0.
X
O

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que el contenido L” (X, p) < LP*°(X, ) es
estricto.

Ejemplo 1.11. Sea 0 < p < co. En R” con la medida de Lebesgue, consideramos la
funcioén f(x) = x| 7, x e R".
Observamos que | f|” = |x|~" no es integrable, por lo que f ¢ LP(R"). Sin embargo,
f € LP*°(R™), pues

1

|

1 1 1 1
”}=sup{a-(a"’)n}|B(o,1)|v =1B(0,1)|7 < oo.

a>0

IIfIIPszili;O){aHx:IxF% >a}|%}:sup{a|{x:|x|<a_%}

a>0

=sup{a(3(o,a‘5)

a>0
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Estamos ya en condiciones de ver un primer resultado de interpolacién que
involucra a los espacios L”-débiles. Este resultado generaliza asi el correspondiente
para espacios de Lebesgue. Recordamos que si f € LP (X, ) n L9(X, u), entonces se
verifica que f € L" (X, u), para cada r, con p < r < ¢q [9, Proposition 6.10].

Proposicién 1.12. Sean 0 < p<r < g <ooy f € LP*®°(X,u) n L9*°(X, u). Entonces,
fel (X, y, ademds,

r a B
||f||r5(— ) ||f“ p.a.r f” par
r-p q- oo
siendo
1_1 1_1
_r 4q _p_ T
@par=1_1 YV Prar=1_T
p q p q

con la interpretacién apropiada en el caso q = co.

Demostracion. Asumimos que [ # 0 pues el resultado es trivial en caso contrario.
Suponemos primero ¢ < oo. Ya que f € LP*°(X, u) n L9*°(X, ),

1F1D oo 1FIE
dp(@)<m {f ,fZ' } a>0.

a

Entonces, dado B > 0 podemos escribir

Ilfllr—r/ooa"ld (a)doc<r/ooa’_1min 1o W lgoo | o
o ! o aP ' a4

B 00
—1- —1-
srllfllzoo/ a’ Pda+r||f||3m/ a " da
0 B

__T p r=p r q r—q
= m”f”p,ooB + F”f”q,ooB .

Eligiendo B de manera que

1

A1 oo ) 7

||f||p B'7P = |If||Z,ooBr7‘7, estoes, B=
||f||p,oo

se sigue que

r

||f||:s($+#)nﬂ|’”m3“"=(ﬁw—)(ufn ) (17150,

Q

y concluimos



8 1 Espacios de Lebesgue y espacios LP-débiles

1
r r T
||f||r5(;+ q—r) “f||‘;(:;67r)”f“g(foqr)y

donde

1_
-

Q=
< =
|
~ =

alp,q,r) = y Bp,qr)=

Q=
< =
Q|

1
p
Analizamos ahora el caso g = co. Ya que f € L>(X, u), se tiene que df(a) = 0 cuando
a > | fllo- Luego,

o0 I flloo I flloo
IF= r/ a'ldp(@da = r/ o lds(@da < r||f||,’3,oo/ a""Pda
0 0 0

r _
_ p r-p
= E”f”p,oo”f“oo )

de donde se sigue el resultado. O

1.2. Convolucién en R" y aproximaciones de la identidad

En esta seccion tomamos como espacio de medida el conjunto R” con la me-
dida de Lebesgue. Nuestro objetivo es establecer algunas propiedades de los espa-
cios de Lebesgue que involucran a la operacién de convolucién, una operacién que,
como veremos, dota a L' (R™) de estructura de dlgebra de Banach. La convolucién
también serd la base para obtener niicleos de sumabilidad que actiian, en cierto sen-
tido, como elemento unidad.

Definicién 1.13. Sean f y g dos funciones medibles en R". Se define la convolucion
f+gdefyg mediante

(f*g)(x)=/ fx-ygndy, xeR"
Rﬂ

siempre que la integral exista.

Como se deduce del siguiente resultado, si f, g € L' (R"), entonces f * g < co en casi
todo punto.

Proposicién 1.14. Sean f, g € L' (R"). Se tieneque fxge L'R™ y | f*glli < I fl1lgll:.

Demostracién. Teniendo en cuenta que la medida de Lebesgue es invariante por
traslaciones y aplicando el Teorema de Fubini podemos escribir

IIf*g||1S/ / If(x—y)llg(y)ldydx=/ If(x)IdX/ lgldy =1l lglh.
Rn Rn Rn Rn
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Usando la linealidad de la integral y de nuevo la invarianza por traslaciones de la
medida de Lebesgue y el Teorema de Fubini se pueden probar las siguientes propie-
dades para la convolucién en L! (R").

Proposicién 1.15. Sean f, g, h € L' (R"). Se verifica:

. frg=gxf.
ii. fx(gxh)=(f*xg) *h.
iii. f*(g+h)=f+g+f=*h.

Las propiedades que se describen en las Proposiciones 1.14 y 1.15 ponen de mani-
fiesto que el espacio L' (R") con la operacién de convolucién es un dlgebra de Banach
conmutativa.

A continuacién generalizamos la desigualdad recogida en la Proposicién 1.14.
Teorema 1.16 (Desigualdad de Young). Sean 1 < p, q,r < oo verificando %+1 ==+ %
Entonces, para cada f € LP(R™) y g € L' (R") se tiene que f + g€ L1(R™) y

1
p

If*=gllg=Iflplglr.

Demostracién. Observamos que, si p = oo entonces r = 1y g = oo y la desigualdad
es trivial. Ocurre igual cuando r = oo, pues en este caso p = 1y g = co. Cuando g = oo
se tiene que p y r son exponentes conjugados, y entonces la propiedad se sigue de la
desigualdad de Holder.

Suponemos entonces 1 < p,q,r < co. Sean f € LP(R") y g € L"(R™). De las
hipétesis sobre p, g y r ylarelacién entre dos exponentes conjugados se sigue que

1,11 1 11 1,11
g 7 p qap Y gy YT

Entonces podemos escribir
1-2 r r 1-L
I(f * &) (0] S/ [fx=mI" 7 (If(x—y)lqlg(y)lq) g™ 7dy
[RVL
A P r x "
=/ If(x=»I7 (If(X—y)Ing(y)Iq)Ig(y)lp dy, xeR".
Rn
Sea x € R". Aplicando la desigualdad de Holder generalizada (Teorema 1.2 (ii)) con

exponentes ', g, p' alas funciones i (y) = |[f = YIP'", () = 1f = nIP 18I
vy () =1gI"'P, y e R", resulta

1 1 1

r! q T

I(f*g)(x)IS(/ If(x—y)l”dy) (/ If(x—y)l”lg(y)lrdy) (/ Ig(y)lrdy)p
R” R R”?

R 7
S HE (/ |f(x—y)|”|g(y)|’dy)q-
Rn
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Tomando ahora norma L9 y aplicando el Teorema de Fubini, se concluye que
P r i
I i p r q
If=glg=Ifl,lglr [fx=I"IgWI dxdy
R JRA

p P r
=||f||,2’ lgl? Ilfll,;’llgll;7 = fllpligle.

Una version de este dltimo teorema para espacios LP-débiles es la siguiente.
Teorema 1.17 (Desigualdad de Young en LP-débil). Sean 1 < p<ocoyl < q,r <oo
tales que Ll] +1= % + % Consideramos f € LP(R") y g € L"*°(R™). Entonces f * g es una
funcién en L7°°(R") y, ademds, existe Cp, 4, > 0 tal que

Il f* g”q,oo = Cp,q,r”f”p”g”r,oo-
Demostracion. Nuestro objetivo es establecer que existe Cp 4, > 0 de manera que

Yidpeg) < Ch o I FIRIGN o ¥>0. (1.3)
Fijamos y > 0. Para cierto valor M > 0 que puede depender de y y que se elegi-
r4 adecuadamente mds adelante, descomponemos la funcién g = g™ + gy, donde

gM = gXIgIsM YEM= gX|g|>M. Se tiene que

dg(a)—dg(M), si0<a <M, dg(M),si0<a=<M,

dgM(a) = { y dgy(a)= {

En efecto, basta observar que |g™ (x)| > a si, y solo si, @ < |g(x)| < M, y que |gpm (x)| >
a si, y solo si, |g(x)| > max{a, M}, por lo que

0, sia=M, dg(a), sia>M.

dgM(a):,u({x:a<|g|sM}) y  dgy, (@) =p({x:|gl>méax{a, M}}), a>0.

Usando las propiedades en Proposicion 1.6 (iv) y Proposicion 1.15 (iii) se tie-

ne que
Y Y
Apag(Y) = dpoghty g, (V) < dpgu (5) +dfegy (E)

Veamos ahora que podemos elegir M de manera que d, gm (%) = 0. Para ello, esta-

blecemos primero que g™ € L¥(R"), para todo s > r.
Es claro que IIgMIIOO < M. Sea r < s < co. Teniendo en cuenta la Proposicion
1.7y que g € L"*°(R") podemos escribir

00 M
Ig™is = s/ a*dgu(@)da = s/ a’ ! (dg() — dg(M)) da
0 0

M M
SSIIgII;oo/ as"‘lda—sdg(M)/ a’lda
0 0

s _ S ~
= Mgl ~ M dg (M) = —— Mg} o0 < oo, (1.4)
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Porla desigualdad de Holder se tiene que | f * gM(x)I =|fllpllg /, x € R™. Por tanto,

si p =1, se obtiene que

M,

If g <1 flg¥lloo < MIfll;, xR,

y podemos tomar M = ﬁ para obtener | f * gM(x)I < % y entonces df*gm(%) =0.
En el caso de que 1 < p < oo, tomando s = p’ se tiene que p’ > r (obsérvese que de
las hipotesis para p, g, r se sigue que % = # + %). Luego, de (1.4) se tiene que

1

, p l/p’ In
MP rllgll?,oo) =(§) M flplgle, xeR™.

/

M
If*g (x)|S||f||p(p,_r

Elegimos entonces M de manera que el término de la derecha sea igual a %, esto es,
y)q/r( r )q/(rp’)

M=(1

-ql —-qlp’
5 LA, gl (1.5)

y de esta forma, como antes, se tiene que d, gu & =o.

Analizamos ahora el término dy.g,, (%) para el valor de M que hemos tomado. Proce-
diendo como en (1.4) podemos probar que gy € L*(R") cuando 1 < s < r. En efecto,
seal < s<r.Se tiene que

(0.0}

00 M
IInglﬁzs/ as_ldgM(a)da:s/ as_ldg(M)da+s/ as_ldg(a)da
0 0 M
(o0}
sMsdg(M)+s||g||;,OO/M a* " lda
_ s _ r _
=M° rIIgII?,oo+ :MS ’Ilglli,oo = r_—sMS ’IIgIIZ,OO < oo.
Tomando s = 1 y aplicando la desigualdad de Young (Teorema 1.16), se sigue que
r _ _
If*gumllp = fllpllgmly < IlfllpmM1 "Igloo =" M I FlIplgI, oo
Por tanto, obtenemos

')/ 2[7/ zp p
divgy | 5| == If * gm0IPdx < —|f *gumll
/ gM(Z) yP {x:lf*gml>%} yP P

2r g
5(7M1 r||f||p||g“;,oo) :

Sustituyendo el valor de M que consideramos antes segtin el valor de p se deduce
que, cuando p =1,

drg (£) =7 (2) 1108 0 = (X) 11 N e
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donde hemos tenido en cuenta que, en este caso, r = ¢.
Cuando 1 < p < oo, M viene dada por (1.5), por lo que, en virtud de la relacién
entre p, g, se tiene que

_ i (YYTPAIT (TPl p) " ')
MA-1p — pprplr (5) (_) ”f”pcf r ”g”par p'r

_ (%)P—Q(i)w‘q)/ﬁ ||f||?, p”g”(q p)r/p

De esta forma, y usando que rp + (g — p)r/ p’ = g, llegamos a que
Y (p-a)/p'
dpegy (3] =270 )P(q) Y U191

Recopilando las estimaciones vistas se concluye que para cierta cp g,r >0

li

dpegM) = dpegy (5] = 251 F 118N e

y (1.3) queda establecido. |

Las aproximaciones de la identidad o nticleos de sumabilidad resultan de gran
interés cuando tratamos resultados de aproximacion en los espacios de Lebesgue,
como veremos a continuacion.

Definicién 1.18. Una familia de funciones {ICE}DO < LY(R™) se dice que es una apro-
ximacioén de la identidad si cumple las siguientes propiedades:

i. Existe ¢ > 0 constante tal que sup,. | Ccll1 < c.
ii. Para cadae >0,
Ke(x)dx=1.
RV!
iii. Para todo d >0,
lim [Ce(x)|dx =0.
e=0" Jx|>6
Una manera muy ttil de obtener una aproximacién de la identidad es la siguiente.
Consideramos una funcién g € L' (R") tal que Jgn 8(x)dx = 1. Para cada ¢ > 0 defi-
nimos g¢(x) = Ei,,g(f), x € R". Entonces puede verse facilmente que {g:}.>o €s una
aproximacion de la identidad.

Veamos ahora que un ntcleo de sumabilidad se comporta como la identidad.
Como ya fue comentado, el espacio LY(R™) es un dlgebra de Banach conmutativa
con la operacién de convolucién. Sin embargo, carece de elemento unitario pues
no existe u € L' (R") de manera que u * f = f, f € L'(R™). Las aproximaciones de la
identidad enmiendan, en cierto sentido, esta circunstancia.
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Teorema 1.19. Sea 1 < p < co. Consideramos {IC¢}e~0 Una aproximacion de la identi-
dady f € L?(R™). Entonces,

i. Sil<p<oo,setienequelllC; * f— flrwny — 0, cuando e — 0.
ii. Si p=ooy f es continua en un entorno de K < R" compacto, entonces

lim I1Ke * f = fllzoxy = 0.
Demostracion. Suponemos primero que 1 < p < oo.

Sea g una funcién continua de soporte compacto H. Podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que H < B(0, 1). Por la desigualdad triangular se tiene que

lg(x—h) - g’ < 2lgls)?, xeR", heB(,1).

Ya que la funcién constante G(x) = (2 glloo)” € LY(H), aplicando el teorema de con-
vergencia dominada ([9, Theorem 2.24]), obtenemos que

/ lg(x—h)—gx)|Pdx — 0, cuando h — 0.
[R"

Consideramos ahora f € LP(R"). Ya que el conjunto de funciones continuas de so-
porte compacto es denso en L” (R") ([19, Theorem 3.14]) se sigue que también

/ |f(x—h)- f(x)|Pdx — 0, cuando h — 0.
Rn
Por tanto, dado o > 0, podemos encontrar 0 < iy < 1 de manera que
a\pr
Fe=h - fePdx< (=), 1hi<ho,
R7 2c

siendo ¢ > 0 tal que || K. |1 < ¢, para todo € > 0.
Tomamos § < 0 y escribimos, para cada x € R",

(Kg*f)(x)—f(x)z/ Kg(y)f(x—y)dy—f(x)/ Ke(ydy
R R”
=/ (fx-y-fW)Kepdy
lyl=6
+/ (fx=y-fW)Key)dy.
|y|>6

Hemos usado que fR" Ke(»)dy = 1. Tomando ahora norma LP y aplicando la desi-
gualdad integral de Minkowski (Teorema 1.3(i7i)), obtenemos que
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(1 ao

1
s/ (IICg(y)I”/ |f(x—y)—f(x)|”dx)”dy
|yl<é R

o g
<= —|IKel1 = =,
2CII el )

(1

s/ eI £ == £, dy
|y|>6

/ (fe=»-fO)Kedy
lyl=é

/ (fx-»-fw)Kedy
lyl=é

p

Yy que

1
Po\®
/ (fe=»-FO)Kedy dx)
ly1>6

/ (fx=y-f)Ke(n)dy
lyl>6

p

g
<2|fl, s IKe(nldy < >

pues, ya que fly\>6 IKe(x)|dx — 0, cuando € — 0, podemos elegir €y de tal manera
que

g
IKeWldy < ——, 0<e<eo.
/|y|>6 eWylay 4"f”p 0

Por tanto,
o 0
IKe* f=fllp<5+=
exf=flp<5+5
Consideramos ahora p = co. Sea f una funcién continua en un entorno de K com-

pacto. Se tiene que f es uniformemente continua en K, luego, dado o > 0, elegimos
6 >0tal que

=0.

Ifx—h)-fx)l< 20_0' cuando x€ K, |h| < 6.

Por otro lado, ya que fl A>6 IICe(x)|dx — 0, cuando € — 0, existe ¢y de tal manera
que, si0 < e < g,
o

K dy< .
/y>5' Wy < s

Luego, se tiene que

sup\(/Cs*f)(x)—f(x)|S/ IKe)Isup|f(x—y)—f(x)|dy
xekK R xeK

S/ IKe()sup|fx—y) - f(x)|dy
lyl=é xekK

TS

=0.

+2||f||oo/ Kep)l s 2+
lyl>6 2
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1.3. Teoremas de interpolacion clasicos

Un tema de interés en andlisis matemadtico es el relativo a la acotacién de ope-
radores. Los teoremas de interpolacién permiten simplificar el estudio de manera
considerable. El primer resultado de interpolacién aparece en el afio 1911 cuando
Shur establece que si un operador es lineal y continuo en los espacios de Lebesgue
discretos ¢! y £, entonces también es acotado de ¢” en si mismo para todo p = 1.
A partir de este resultado, mateméticos importantes como Riesz, Thorin, Marcin-
kiewicz 6 Zygmund extendieron los resultados anteriores y consiguieron sentar las
bases de la teoria de interpolacién.

En este apartado analizamos los dos resultados de interpolacién cldsicos, el
Teorema de Marcinkiewicz, que utiliza técnicas reales y el de Riesz-Thorin que apro-
vecha los métodos de variable compleja. Sefialamos que son resultados indepen-
dientesy, aunque la conclusién en ambos sea la misma, las condiciones son diferen-
tes. Asi encontramos que el Teorema de Riesz-Thorin exige unas condiciones mas
estrictas que el de Marcinkiewicz, ya que se requiere linealidad para el operador, pe-
ro a cambio nos da una cota més natural para la norma.

Definicién 1.20. Sean (X, u) e (Y,v) espacios de medida y T un operador definido del
espacio lineal de funciones complejas medibles en X en el conjunto de funciones com-
plejas medibles en casi todo puntoenY .

i. Sedice que T es lineal si
» T(f+=T(H+T(g.
» TAAf)=AT(f), AeC.
ii. Sedice que T es sublineal si
» [T(f+@N=ITNI+IT@)I
= [TANI= AT, A€C.

Cuando se habla de la acotacién de operadores entre espacios de Lebesgue 6 L”-
débiles se usa la siguiente terminologia.

Definicién 1.21. Sean (X, u) e (Y,v) espacios de medida y 0 < p, q < co. Un operador
T definido en LP (X, ) se dice que es de tipo fuerte (p, q) cuando verifica

ITfllcacyy < Clifllrx,w,  f€LP (X, ).
Y se dice que es de tipo débil (p, q) si

IT fllzacovyy < Cliflrx,w,  f€LP(X,p).

1.3.1. Teoremas de interpolacién de Marcinkiewicz

El enunciado de este teorema en su versién orginal se debe al matematico po-
laco Marcinkiewicz. Siendo prisionero de guerra de los nazis le envié una carta a su
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profesor Zygmund con el resultado. Y esto permiti6é que se pudiera completar el tra-
bajo después de la temprana muerte de Marcinkiewicz en la Segunda Guerra Mun-
dial.

Teorema 1.22 (Marcinkiewicz). Sean (X, ) e (Y,v) espacios de medida y 0 < py <
p1 < co. Supongamos que T es un operador sublineal definido en el espacio LP° (X) +
LPY(X) y con valores en el espacio de las funciones medibles en Y, verificando

IT (A zrocoyvy < Aoll fllzrox,w,  f€LPO(X, ), (1.6)

IT(A ey < Al fllm x,w,  fELPYX, W), 1.7

para ciertas constantes Agy, A1 > 0. Entonces, para cada py < p < p1, y para cada f €
LP(X, ), se tiene que
1T zerw < Al fllex

donde :
»
A=2| L4 P Ay’ AT,
P—-bPo P1—P
y
1_1 1_1
P n po P
=71 YV M1TT 7T
Po P1 Po P1

Demostracién. Sean pg < p < p1y f € LP(X, ). Fijamos a > 0 y definimos, para
cierto r > 0 que serd elegido mds adelante,

foa = fX{x€X:\f(x)|>ra} y fla = fX{xeX:lf(x)\sra}-

Claramente f = fi* + f*. Podemos ver ademds que f;* € LP°(X, ) y f* € LP' (X, p).
En efecto, tenemos que

IfgE e = /X |fIPodp = /m LFIPPP dp < (ra)Po P /m IfIPdu
>ra >ra
< ra)?PIfIb.

Y, andlogamente, si p; < oo,

||f1“||51=/|f1“|mdy=/ Iflpl_plflpd,us(ra)pl_”/ \fIPdu
X |flsra

|flsra

<(ra)"PIfIIh,

yes claro que || f}* | (x ) < ra < oo.
Ya que T es sublineal, se tiene que |T(f)| < IT(fO"‘)I + | T(fl"‘)l y, en consecuencia,
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{x: 1T > ab < fxc TR g}u{x:mffm >g}

Por tanto,
drp(a) <dT(f”‘ ( )+dT(f1 (a)

Por otro lado, de (1.6), se tiene que

dT(fo po/|fo 17od M‘ ) /|f>m|f|p°du-

Por otro lado, cuando p; < oo, de (1.7) se sigue que

pP1

a A
dr(fg) (5) NOK /| ﬂsmlfl’“ dp.

2

Luego, de (1.8), obtenemos que

(2Ao)p°/ AN /
d (a) < | |Pod + — [ fIP dp.
T(f) @ Jiira f P jera fIPtdp

17

(1.8)

Veamos que | T(f)lzr(vv) < Al fllzr(x,1- Usando la Proposicion 1.7 y esta estimacion

escribimos
IIT(f)Ilfp(Y'V) = p/ a”_ldT(f)(a)da
0
o0
SP(ZAo)pO/ a’”—po_l/ If1”P°duda
0 |fl>ra

+p(2A1)’”1/ al?—m—l/ If1P duda
0 |flsra
Il

=p(2Ao)”°/ Ifl”O/ " aP M\ dady

+p(2A1)”1/ IfI”l/I aP P ldadu

p(ZAO)p /|f|lﬂo+lo Pod p(2A1)p1 /|f|P1+P—P1du

- (p po)rp Po (p p1 )rP—p1
_ (AP 1 @ADL\ s
W

Tomando r tal que (2Ap)"° r”l”ﬂ = (2A;)P1 rP17P se tiene que
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5 1
p p 14 _ 1
1T ey, )S( + ) CANPIPYPYP | fll e x,
Y \p-po p1-p ( ) H

p1-p

1
1 1
’ (2A0)P\ 1w |
:( P_, P ) (2A1)”1( u )l 1l
p—po p1—p cApn

polp1—-p)  p1(p—po)

1
p p P p(p1-p0) 4 P(P1-P0O)
=2( + —) A A N fllerx,w = Al flloeoxw-
p-po pi-p) ° ! : g

Consideramos ahora el caso p; = co. De (1.7), tomando r = ﬁ, se tiene que

a

1T N oy < 5

Por tanto, o o
drge) (E) =p(fre x> E}) =0,

y, COmo ya se vio,

a) - (2Ap)"°

it p
arpt@ = drg (5) < S5 [

Luego,

{00} (0]
||T(f)||€p(yvv) = p/ a”_ldﬂf)(a)da < p(ZAO)”O/ a”_p"_l/ If1P°duda
0

0 1> 5%

241111
=p(2A0)p°/ |f|po/ a’pf’”"*ldad,u
X 0

_ PRAYP AP / PP POy,
pP—Ppo X

Concluimos que

- Po 2]
p_\p -k
) A()p Al b ”f”Lﬂ(X,,u)'
(1]

ITHlrryvy <2 (

m}

Observacion 1.23 En el caso pg =1y p1 = oo, si T ademds verifica|T (f)| < T(f), la
constante puede ser mejorada obteniendo

11
1T rrw < LAS Ay Pl fllEe -

p-1

La propiedad que se ha afiadido al operador T permite suponer f = 0. Fijamos a >0
y consideramos A € (0,1). Definimos entonces fy y fi mediante
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0, f&)=AL,

Adn fO)> A4,
filo)= o
Fo, f)=A4

No es dificil ver que fy € L' (X, ) y fi € L°(X, p). De hecho, se verifica que

Jfox) ={

Aa
Ifollpox,m = Z(Al ) "f”LP(Xp) v Ml = A_l

Las condiciones del Teorema de Marcinkiewicz para po =1 y p1 = oo llevan a que
ITfollpreoyy < Aollfollixw ¥ T Alliowy < Al fillieoxw < Aa.
Ademyds,
{xeX:IT(HI>a}c{xe X:IT(f)|>A-Na}u{xe X:|T(f)l>Aa},
¥ por tanto,

AO”ﬁ) ”Ll (X,

dry(@) =drp (A-AVa)+dry(Aa) =drp (1-ANa) < 1

__ % /
(1—/1)(1 fz%f

*© A Aa
p p-1__ 20 _
ITfl, < p/o a - /fzﬁ‘f (f(x) X )dxda

1f(x)
5, /

_ PAo
T1-1

(P ) oAy
_(p—l_)(l Aw’l

Aa
fx) - A—l)dx.

Entonces,

(f(x) - —) aP%dadx
Ay

p 1

p_
e

= IW ; IIfII’”)

1

115

Buscamos ahora el valor de A € (0,1) que minimiza el término (1—A)"YPA0=PP_ esto
es, elmax;eo (1 — D)YPAVP' Sea p(A) = (1 - WVPAVP', A € [0,1]. Usando el criterio
de derivacion, obtenemos que el valor mdximo de la funcién ¢ en [0,1] se alcanza
cuando A = % y entonces,

P 5.
||Tf||p5ﬁA0Al ||f||p-
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1.3.2. Teorema de interpolacién de Riesz-Thorin

Este teorema tiene su origen en un trabajo de Riesz de 1927 y fue generalizado
casi diez afios después por Thorin usando técnicas de variable compleja.

La demostracién se basa en el conocido como Lema de las tres lineas de Ha-
damard.

Lema 1.24. [13, p. 3§] Sea F una funcion analiticaen S = {z€ C:0< Re z< 1}, con-
tinua y acotada en S tal que |F(z)| < By cuando Re z = 0 y |F(z)| < B; en la linea
Re z=1, con0 < By, By <oo. Entonces, paracada0 <60 <1,

|F(2)| < Bé_eBe, cuando Re z=10.

Teorema 1.25 (Riesz-Thorin). Sean (X, u) e (Y,v) espacios de mediday T es un ope-
rador lineal definido en el conjunto de las funciones simples en X y con valores en el
conjunto de las funciones complejas medibles en Y. Suponemos que, para cada fun-
cion simple f en X,

1Tl Lao v, < Aol fll o 1.9

IT (N par vy < ALl Flle oo (1.10)

donde 1 < py, p1, Go, q1 < co. Entonces, para cada0 < 0 <1y f funcion simple en X,

ITPlzacv,m < A AL Flle g,

siendo
1 1-60 6

1
—=—+— y = —.
p pPo P1 q o q
Por densidad, T admite una tinica extension acotada de L” (X,u) en L9(Y,v), para
cada p, q verificando la condicion anterior.

1-60 0

Demostracién. Sea f una funcién simple en X, esto es,
m .
a
f=) are'“ Xy,
k=1

donde a; > 0,a; € Ry A < X son conjuntos medibles disjuntos dos a dos y de me-
dida finita. En virtud de [9, Theorem 6.14] se tiene que

IT()Lacy,v) = sup
gESqr

)

/ T(f)gdv
Y

donde Sy’ denota la clase de las funciones g € Lq/(Y, v) simples con ”g”Lq’(Y,v) =1.
Escribimos
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n .
g=7. bjelﬁjXBj,
j=1
conb;>0,6; e RyB; cY disjuntos dos a dos y de medida finita.
Consideramos la banda S = {z€ C:0 <Re z <1} y los polinomios complejos Py Q
dados por

! !

ra=La-9+L:z y Q(z)zi,(l—z)+i,z, zZ€S.
Po P 9o h
Definimos
F(Z)=/T(fz)gzdv, z€S,
Y
donde

m n .
Z P(2) kaA y g.= Z ij(Z)el'BjXBj.
k=1 j=1

La funcién F es analitica en S, ya que

m . n .
F(2) :/ T(Z ai(z)elakXAk) Z bJQ(z)ezﬁj XBjdv
Y o\k=1 j=1

m

n
_ Z Z P(z) zaka(Z) lﬁj/ T(XAk)XBjdV
Es Y

y ax,bj > 0. Ademds, F acotada en S. Observamos que

P _ r
ﬂl Re z+(1-Rez) o —

P@)|_ Re(P(2) _
la, “|=ay =a, <C, ze€S§,
Q(2), _ 1Re(Q(2) ke z+0-Rea <
|bj |:bj =b]1 OSC, zZ€S.

Luego, se tiene que

m n _
IF(a)l<CY. Z ap @b @< c, zeS.
k=1j=1

Calculamos cotas para F(z) enlaslineasRez=0yRez=1.

= Sea z verificando Rez = 0. Veamos que | f| IL,,O(X 0 ||f||L,,(X W Usando que
{AR}" -, €s una coleccion disjunta se sigue que

m m
P(2) jia po . _ P(2) |Po
Il £z |LP0(Xu) /ng_l)ak e kXAk) du= sz_l‘ak |7 X4, dp.

P
Ahora, teniendo en cuenta que Rez = 0, Iak(Z)I la|ReP@) = a]f", k=1,...,m,
obtenemos
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nm n
i p

q

Andlogamente, obtenemos que ||gz|| ° = IIgIIq \bQ(Z)i =
(y L v’

1,...,n. Luego, aplicando la des1gualdad de Holder,

~.
Il

,yaque

F(z) = /Y T(£) 82V < | T(£2) | sy 1821

y, por la hip6tesis del teorema,

q!

F(2) = Aoll fzllLro x, ) IIgzlqu(/)(Y] = AoIIfIILp(X ) IIglqu ¥y
= Sea z tal que Re z = 1. De manera similar al caso anterior, obtenemos que

|q/1

— q
IlfzILm(XH) IIfIILp(XH) y IIgzqui(Y =gl

L4’

L

ya que ahora, |a; | = a "y |bQ(Z)| =b.',k=1,..,m, j=1,.., n. Luego,

F(Z) Al”f”Lp(X#)”g”Lq (YV)

Por tanto, aplicando el Lema 1.24 a F, obtenemos, para0 <6 <1,
) q’ 1-6 ql 0

F(2)] < | Aol 1115 081" A1||f||L,,(Xm||g||

L9 (Y,v) L' (Y,v)

= Ay AN fllr el gl )y cuando Rez=6.

Sea 0 < 6 < 1. Observamos que

1-6 6
P = (—+—)=l @ =1
P Po p1 v oQ

M portanto,
F(H):/ (fo) godv = /T(f)gdv.
Y

De esta forma,

IT(Lacyy = sup
8€Sy

/ T(f)gdv|< A0 AN Fllr -
Y
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Funcion maximal de Hardy-Littlewood

Las funciones maximales juegan un papel importante en andlisis y una de las
mads destacadas es, sin duda, la funcién maximal de Hardy-Littlewood. Este opera-
dor maximal resulta esencial en el estudio de la acotacién con pesos para nume-
rosos operadores y constituye una herramienta primordial en la teoria de diferen-
ciacién, donde se usa para obtener convergencia en casi todo punto de los valores
medios integrales de una funcién. Para nuestro estudio, ademads, tiene especial re-
levancia porque permite caracterizar a los pesos de la clase de Muckenhoupt que
tratamos en el siguiente capitulo. En este tema establecemos la acotacion para el
operador maximal de Hardy-Littlewood y la utilizamos para establecer la acotacién
para operadores de convolucién, asi como para probar el Teorema de diferenciacién
de Lebesgue. Introducimos asimismo el operador maximal diddico y mostramos la
descomposicién de R” conocida como descomposicién de Calderén-Zygmund, que
nos permitird obtener un resultado de acotacién con pesos para la funcién maximal
de Hardy-Littlewood.

2.1. El operador maximal de Hardy-Littlewood

Denotamos por LIIOC(R”) el espacio constituido por las funciones localmente
integrables en R”. Como es habitual representamos por B(x, r), x € R", r > 0, alabola
de R" con centro en x y de radio r, y por |B(x, r)| a su medida. Nétese que |B(x,1)| =
r"|B(0,1)|.

Definicién 2.1. El operador maximal centrado de Hardy Littlewood se define sobre el

espacio de las funciones localmente integrables como

1
M = B — dy, e R".
(N s-;l:g [B(x, )| JBx,r) Fidy,
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De la misma forma, el operador maximal no centrado de Hardy-Littlewood en Lll0 (R™M
viene dado por

1 1
M(f)(x) =su —/I (2)ldz=sup sup ——— |f(2)ldz, xeR".
! 338 |Bl /g ! r>€y€B(£r) [B(y, Nl JB(y,r) f

Observamos que si f € LIIOC(R”), entonces M, f y M f son funciones medibles,
no negativasy M.(f) < M(f). Ademas, si para algtin xo € R", M.(f)(xp) = 0, entonces
f =0en casitodo punto. Se tiene asi que M,y M son operadores positivos y ademas,
acotados de L*°(R™) en si mismo (nétese que | M [loo—co < M |loo—co < 1).

El operador maximal de Hardy-Littlewood se puede definir de manera equi-
valente sobre cubos en lugar de bolas como sigue. Dados x € R” y r > 0, denotamos
por Q;(x) el cubo de R” centrado en x y de lado 2r.

Sea f € Llloc(IR”). Se define la funcién maximal centrada de Hardy Littlewood
sobre cubos M (f) mediante

1
M (f)(x) =sup

r>0 (2r)"

/ Ifldy, xeR",
Qr(x)

y la correspondiente funcién maximal no centrada como

1
M(f)(X)=sup—/|f(y)|dy, xeR",
Q3x|Q| Q

donde el supremo se toma sobre los cubos Q que contienen a x.

Todas las definiciones del operador maximal de Hardy Littlewood introduci-
das son equivalentes. Por un lado, se tienen las siguientes relaciones entre el opera-
dor centrado y el no centrado

Mc(f)sM()<2"Mc(f) 'y M) s M) <2"M(f),  feLy R.

loc

Vedamoslo para el primer caso. Es claro que M, (f) < M(f). Sean x,y €e R" y r > 0 tales
que y € B(x, r). Entonces, B(y,r) < B(x,2r), puessi z€ B(y,r),

lx—z|<|x—yl+|y—z|<2r.

Luego, ya que |B(y, r)| =27"|B(x,2r)|, se obtiene la estimacién

n

2
. Ndy < —— »ady,
Bl Jsom? O = B 20l Jaan T P

que permite deducir el resultado. De manera similar, se establece la relacién para las
maximales con cubos.

Por otro lado se tienen las siguientes estimaciones para los operadores defini-
dos sobre cubos y bolas.
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2n M(f) 2n 2n M.(f) 2n
7 = = y - < < .
nz|B0,1)] M) |B(0,1)] nz|B0,1)] Mec(f) 1B(0,1)]

(2.1)

Basta tener en cuenta que
Qr/yn(®) € B(x,1) < Qr(x), xeR",r>0,

y que |B(x,r)| = 27"n"2|B0,DIIQ,, /| = 27 "IBO,DIIQ,(x)], x € R", r > 0. Luego,
paracada xeR"yr >0,
21’1
n™2|B(0, DI1Qs, /5 (0 Sy, 0

IfWldy < lf»idy

|B(x, )| JB(xs)
2”

<2 Wldy,
[B(0, DI1Qs ()] S5 (x) Fidy

de donde se siguen las estimaciones indicadas.

La equivalencia existente entre los operadores maximales de Hardy-Littlewood
hace que podamos enunciar los resultados presentes en esta memoria en términos
de cualquiera de ellos, ajustando en cada caso las correspondientes constantes.

Nota:. En el caso n =1, las definiciones con bolas y con cubos coinciden, ya que, en
este caso, hablamos de intervalos.

Antes de abordar la acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood en los es-
pacios de Lebesgue vamos a calcular explicitamente la funcién maximal de una fun-
cién particular.

Ejemplo 2.2. En R, consideramos el intervalo (a, b) y la funcién f = X, 5. Veamos
cuél es la expresidn para M (f) y M(f).
Observamos en primer lugar que

X+r

1 [(a,b)n(x—1,x+71)]
M.(f)(x) =sup — Xap (2)dz =sup , XER,
r>0 21 Jx—r r>0 2r
y
1 [y b)ny-ry+
M(f)(x)=sup sup —/ Xap(2)dz=sup sup (@binly=ry r)l’ xeR.
r>0 yeB(x,1) 2r y-r r>0 yeB(x,r) 2r

Es claro que M. (f) < M(f) < 1. Escribimos

Mc(f)x)=supIy(r) yv M(f)(x)=sup sup I.(r,y), xeR,
>0 r>0 yeB(x,r)

donde, para cada x € R,

_la,bn(x—-rx+r)l _la,bn(y-ry+rnl
I:(n) = 2 y Lny)= 2 .
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Como (a,b)n(x—r,x+r)=¢@cuando x+7r<a b x—r = b, se tiene que

M. (f)(x) = sup I(r),

r€Ry
donde Ry = {r >0:r >max{a— x, x - b}}. De forma analoga

M(f)(x)= sup Ik(r,y), x€R,
(r,y)eR*

siendo R*={(r,y) : r >0, max{x—r,a—r} < y <min{x+r,b+r}}.
Distinguimos los siguientes casos:

i.a<x<b
En este caso podemos encontrar ry > 0 e yy € B(xg, rg) tales que (x —rp, x+ 1) <
(a,b) y (yo — 10, Yo + 10) < (a, b). Entonces, se tiene que

|(x—r0,x+ro)I:1 v M(f)(x)zl(yo—ro,yo+ro)|21'

Mc(f)(x) = 27 27

ii.x=b
En esta situacion se tiene que

Ry={r>x-b} y R ={(rny):r>0,x-r<y<b+r}

Ademas,

I(r) =

1
|(méx{a, x—r},b)| _ 2 2
2r b

Y esta funcién alcanza el maximo en r = x — a (ver Figura 2.1) por lo que
M (f)(x) = 525%.

1

b—a x(r)

2(x—a) /\
‘ x—b xX—a r

Figura2.1: I, (r),x=b

Por otro lado, para calcular M(f)(x) podemos dividir la regién R* en tres zonas,
tal y como se indica en la Figura 2.2. En la region Ry = {(,y) e R* : x—-r <y <
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a+r} se tiene que I(r,y) = (b—a)/(2r) y puesto que en esta regién 2r = x— a se
sigue que

sup I(r,y)=
(ny)eR X—a

Por otro lado, cuando (1,y) € R, ={(r,y) e R : 1 = 5%, a+r <y < b+r} se tiene

quea<y-r<b,ydado que y = x — r tenemos que
b-—y+r < b-a

Iny= 2r xX—a

Por dltimo en la region R3 = {(r,y) € R* : r < 5%, x—r < y < b+r} se tiene
también que
Iy = 22Y*T
2r
Puede verse que esta funcién alcanza el méximo en el punto Q = ( %, %) don-
de toma el valor %. Por tanto, M(f)(x) = %.

y=b+r

Figura2.2: x= b

iii. x < a. En este caso, se procede de manera anéloga al anterior para probar que

M(DW=—"% v M =222
¢ “20b-x Y S h_x
Hemos visto que
_b-a  _, b-a _
2(b-x)’ - h—x =%
M(Hx) =< b a<x<b vy MPFHx)=<{1 a<x<b,
b- —
a x=b, b a' x=b.

2(x—a)’ x—a
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Comparando estas dos funciones, observamos que mientras que M(f) es una fun-
cién continua, M.(f) presenta discontinuidades de salto finito (de longitud %) en
x=ayx=bhb.

Asimismo, simples calculos permiten comprobar que ambas funciones estan
en LP(R"), cuando 1 < p < oco. Sin embargo, no son funciones integrables.

Este hecho no es algo excepcional. Esta circunstancia se tiene para cualquier
funcién en L' (R") no nula como recogemos a continuacion.

Proposicién 2.3. Sea f € L' (R"). Si f es no nula, entonces M f ¢ L' (R").

Demostracion. Como f es no nula, existe r > 0 verificando

/ lfnldy = 1.
B(0,r)

Es facil ver que B(0,r) < B(x,2|x]|), para cualquier x tal que |x| > r. En efecto, sean
z € B(0,r) y x verificando |x| > r. Entonces, |z — x| < r + | x| < 2|x|.

Por tanto,
Mf(x) = ! lfldy = x| >
~ IB(x,21xD| Jpo,n yiar= 2 B(0,1)]|x|"’ ’
y, dado que h(x) = |x|7"* Xrmpo,r) (X) ¢ L' (R™), se tiene que M f ¢ L' (R™). O

Hemos visto que la funcién maximal de Hardy-Littlewood no esta acotada de
LY(R™ en L'(R™), esto es, no es de tipo fuerte (1,1). A continuacién, veremos el re-
sultado que nos muestra que el operador es, sin embargo, de tipo débil (1,1).

Establecemos previamente el siguiente lema de cubrimiento cuya importan-
cia reside en el hecho de que podemos conseguir, a partir de una coleccién finita
cualquiera de bolas de R”, una coleccién disjunta cuya medida puede compararse
con la medida de la coleccién original.

Lema 2.4. Sea {By, ..., By} una coleccién finita de bolas abiertas en R". Entonces po-
demos extraer un subconjunto finito de bolas disjuntas dos a dos, {Bj,, ..., Bj,} verifi-
cando

(2.2)

k
U B
i=1

4
> [B;|23™"
r=1

Demostracion. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que |By| = |By| = --- = | Bg|.

Para encontrar la coleccién de bolas disjuntas dos a dos procedemos de la siguiente
manera. El primer elemento serd By, luego Bj, = B). Para elegir el siguiente elemento,
buscamos el menor indice s > 1 que verifique B) N By = @ y tomamos j, = s. Repeti-
mos este proceso de manera que si hemos extraido Bj,,..., Bj,, elegimos j,+1 como
el menor indice que cumpla que j,+1 > jr y U}, _, Bj, Y Bj,,, sean disjuntos. Este
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proceso acaba tras un namero finito de pasos, ¢, ya que partimos de un conjunto
finito.
Probamos ahora que se cumple (2.2). Para ello, veamos primero que

Si By, es una de las bolas escogidas, es claro que B, < Ule 3Bj,. Supongamos en-
tonces que By, no fue elegida. Entonces, m ¢ {ji,..., j¢} y existe r € {1,..., ¢} tal que
Bm N Bj, # @, siendo j. < m. Por tanto, |Bj,| = |Bj|. Veamos que By, < 3B;,. Escri-
bimos By, = B(z1,11),Bj, = B(z2,12), con 21,23 € R", rp <r, yseaxe€ Byn Bj,. Si
z € By, se tiene que

lz—z|<|z—2z1|+ |21 — x|+ |x— 22| <11+ 11+ 12 <317.

Luego, la unién de las bolas no seleccionadas esté contenida en U‘_, 3B;, . Por tanto,
Uk, B; cU’_,3Bj, yasi,

¢ ¢ ¢
<|U3Bj,| <} 13B,1=3" ) IB),I.
r=1 r=1 r=1

k
UB:
iz1

Finalmente, establecemos el resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.5. El operador no centrado de Hardy-Littlewood, M, es de tipo débil (1,1)
y de tipo fuerte (p, p), 1 < p < co. Mds concretamente,

IM(H)ll100 <3"Ifl1, feL'®RM

||M(f)||pssﬁp’j1||f||p, fel'®).

El resultado también es cierto para M.

Demostracién. Veamos que M es de tipo débil (1,1). Recordamos que, para g €
LI,OO(RYI),
gl 0o = sup{adg(a): @ >0}
donde dy(a) = |{x:|f(x)| > a}|, a>0.
Tenemos que ver que
2 If 1 on

sup{a|{x: M(f)(x) > a}|} =3"——, feL'®R".

a>0 a
Sean f e L'(R™), a >0y E, = {x e R" : M(f)(x) > a}. Se tiene que E, es abierto.
En efecto, sea x € E,. Entonces, existe una bola abierta que contiene a x, By, tal que
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el promedio de | f| sobre B, es mayor que @. Luego, si y € By, también se cumple que
M(f)(y) > ay, por tanto, By € E.

Haremos uso de la medida regular interior para estimar la medida de E,, esto
es, |Eq| =supi{|K|: K < E,, K compacto}.

Sea K un subconjunto compacto de E,. Dado x € K, existe una bola abierta
que contiene a x, By c E,, tal que

lfNldy > alBxl. (2.3)
By
Como K < Uyeg Bx ¥ K es compacto, encontramos un subrrecubrimiento finito
{By,,..., By} de K'y, en virtud del Lema 2.4 podemos encontrar ijl oo ij[ disjun-
tas dos a dos verificando

4
Y 1By, 137"

r=1

k
U B,
i=1

Luego, teniendo en cuenta (2.3),
k
IK|=|{ By,

=1

1

" 4 3n 4 3n
<3 ZIBx,-,Iser_1 . If(y)ldyS;/E Ifidy,
=1 B, @

r=1
ya que las bolas son disjuntas y estdn contenidas en E,. Entonces llegamos a que

IM(f)ll1,00 = sup alEq| < 3" fl1.
a>0

Para ver que M es de tipo fuerte (p, p), usamos el Teorema de interpolacién de Mar-
cinkiewicz (Teorema 1.22) y la Observacién (1.23). Se tiene que M esta bien defi-
nido en L} (R") + L®(R") y, ademas se dan las desigualdades ||M(f) 1,00 < 3"l fll1 y
IM(f)llco < Il floo- Por tanto, obtenemos

3»
||M(f)||ps%uf||p, FeLlP®M.

La misma estimacion se obtiene para M, pues M, < M. |

2.2. Operadores maximales de convoluciéon

Las propiedades de acotacién del operador maximal de Hardy-Littlewood
constituyen una herramienta muy ttil para analizar la acotacién de otros operado-
res. Como muestra de ello, en esta secciéon consideramos operadores de convolucién
que estan controlados por la funcién maximal de Hardy-Littlewood.

Observamos en primer lugar que la funcién maximal de Hardy-Littlewood es

un operador de convolucién. Para cada funcién f € Llloc([R{") podemos escribir
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1
MDD = B0, D Jye Y
= il:g m |f (x = »IXBo,e(Mdy
= sup — / If(x— y)IXB(on(y)dy
£>0 £ |B(0 1|
=sup(|f1=K;)(x), xeR”, (2.4)
>0

donde K = g5 XB(0,1), ¥ para cada & > 0, Ke(x) = £ "K(%), x € R". Observamos
que K es una funcién integrable y su integral vale 1 por lo que la familia {/C;}¢50 s
una aproximacién de la identidad.

Veamos ahora que el operador maximal de Hardy-Littlewood controla a cier-
tos operadores de convolucién con nucleo radial. Recordamos que una funcién f
definida en R” es radial si f(x) = f(y) cuando |x| = |y|. Una funcién radial en R” es,
por tanto, de la forma f(x) = ¢(|x|), siendo ¢ una funcién definida en [0, +0c0).

Teorema 2.6. Sea k = 0 una funcién definida en [0, +o00) decreciente y continua ex-
cepto en un ntimero finito de puntos. Suponemos que K(x) = k(|x|) es una funcion
integrable en R". Entonces, si f es una funcién localmente integrable en R",

sup (If1* Ke) (x0) < [ K1 Mc()(x), xeR™

e>0
Demostracién. Supongamos en primer lugar que la funcién k es continua y de so-
porte compacto. Entonces K una funcién continua y con soporte, pongamos, en la
bola B(0, R). Por otro lado, ya que la medida es invariante por traslaciones, basta ver
el resultado para x = 0.

Sean f € LIOC([R”) y € > 0. Usando coordenadas polares y que K es radial se

tiene que

(Ifl*Ke)(0)=/ If(y)IKg(—y)dy=/ / llf(TH)IKs(rel)r”_lder,
R7 0 Sn-

donde e; = (1,0,...,0) € S*1.
Definimos las funciones F y G mediante

.
F(r) =/ |f(r&)|do, G(r) =/ F(s)s" 'ds, r>o.
Sn—l 0

Entonces, teniendo en cuenta que el soporte de K estd contenido en B(0, R) pode-
mos escribir

00 eR
(If1 % Ke) (0) :/ F(rr" 'Ke(rey)dr :/ F(r" 'K.(reydr.
0 0
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Ahora, integrando por partes, obtenemos
R
(Ifl * Ke) (0) = G(eR)K,(eRey) — G(0) K¢ (0) —/ G(r)dKe(rey)
0

=/ G(rd (=Ke(re1)), (2.5)
0

pues G(0) =0, K. (eRe;) = 7 ""k(R) =0, K¢ (0) < oo por ser K continuay G(eR) < oo, ya
que feLl (R™).

loc
Si v, es el volumen de la bola unidad en R”, se tiene que

;
G(r) = / F(s)s" lds= / Ifldy < M () O)v,r", r>0.
0 lylsr
Luego, de (2.5) e integrando de nuevo por partes, se sigue

(If1* Ke) (0) < Mc () (0)vy, / r’*d (—=Ke(re1)) = Mc(f)(0)vy / nr" 'Ky (repdr
0 0

00 rn—l r
_Mc(f)(m/0 /Sn_1 k() doar

=Mc(f)(0)// s" 1 k(s)dOds
0 gn-1

= Mc(f)(O)/ Kydy =M OIK].
Rn

Hemos probado asi el resultado cuando k continua y de soporte compacto.

Para tratar el caso general, bastard establecer que podemos encontrar una su-
cesion creciente {k;} jen de funciones definidas en [0, 00), no negativas, decrecientes
en [0,00), continuas y de soporte compacto que convergen a k puntualmente y en
LY (R). Entonces, la sucesion {Kj}jen, donde K (x) = k;(|x]), x € R", j €N, converge a
K en L' (R") y se tiene, en virtud de lo que probamos anteriormente, que

sup (11 (Kje) (x) < 1K1 Mc(f)(x), x€R™
£>

De aqui, aplicando el teorema de la convergencia monétona ([9, Theorem 2.14]) y
que K; — Ken L'(R™), cuando j — oo, se deduce el resultado en el caso general.

Veamos entonces como podemos construir la sucesion {k;} jen con las carac-
teristicas indicadas. Como la funcién k es continua salvo en un ntmero finito de
puntos podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que k es continua salvo en
X =a, con a >0 (nétese que si a =0, el caso es trivial). Ademds, puesto que k es no
negativa y decreciente, esta discontinuidad es de salto finito.

Elegimos {a;} jen < (0, @) tal que a; 1 a, cuando j — oo, y definimos, para cada
J €Nlafuncién g; mediante
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k), ré¢laj,al,

gj(n) = k(a;j) - k(a)
+ —

k(a) (r—a), r€laj,al,

aj -
esto es, g; es igual a la funcion k salvo en el intervalo (a;, a) donde los valores que
toma g; representan al segmento que une los puntos (aj, k(a;)) y (a, k(a)).

De esta forma obtenemos una sucesion creciente {g;} jen de funciones conti-
nuas e integrables que convergen puntualmente a k y también en norma || - ||;, ya

que [k - gjlh = Cla- aj), j €N, con C independiente de j. Notese que

a k(a;)—k(a)
IIk—ngI1=/ (k(r)—k(a)—;.—(r—a))dr
a; i~
s(k(a-)—k(m)/a(n - )dr:1(k<a~)—k<a>)(a—a~)
/ a; a-aj 2 ]

1
= E(k(al) —k(a))(a—aj)=Cla-aj).

Por otro lado, consideramos la sucesioén {¢;} jen, donde ¢;(r) =1, r € [0, j],
¢i(r)=0,re(j+1,00y¢p;(r)=-r+j+1,7r€(j,j+1). Esclaro que se trata de una
sucesion creciente de funciones continuas tal que ¢ (r) — ¢(r) =1, r € [0,00).

Definimos entonces k; = g;j¢;, j € N. Teniendo en cuenta las propiedades de
las funciones g; y ¢}, j €N, se observa que la funcion k; es no negativa, decreciente
en [0,00), continua y de soporte compacto. También es claro que para todo r € [0,00),
k;(r) — k(r), cuando j — oo,y

o0
k= kjll < k- gjlh +lgj(1—p )l < ||k—gj||1+/ k(rdr, jeN.
J

La integrabilidad de k nos permite concluir entonces que ||k - k;ll; — 0, j — +oo.
[m}

Una generalizacion de este teorema viene recogida en el siguiente corolario.

Corolario 2.7. Sean K una funcién en L'(R") y Ky una funcién integrable, no nega-
tiva, radial, continua y radialmente decreciente verificando |K| < Ky. Entonces, para
cada f € L} (R™),

loc

sup|(f * Ko)(xX)| = 1 Kolh Mc(f) (%), xeR".
>0

Demostracion. Basta tener en cuenta que |f * K| < | f| * (Kp), y aplicar el teorema
anterior. O
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2.3. Operador maximal diddico

Analizamos en esta seccién otro de los operadores maximales que resultan de
gran utilidad: el operador maximal diddico. Utilizaremos las propiedades de acota-
ci6én de este operador para establecer una acotacién con pesos para la funcién ma-
ximal de Hardy-Littlewood. En este estudio la conocida como descomposicién de
Calder6n-Zygmund va a jugar un papel fundamental.

Dado k € Z, definimos Qj como la familia de cubos en R” cuyos vértices estan
en (27¥2)", es decir, cubos de la forma

n
[1[mj27% mj+027¥), mjez.
j=1

Los cubos definidos de esta manera se denominan cubos diddicos. La familia {Q} re7
de cubos diddicos verifica las siguientes propiedades:

= Paracada k€ Z, Oy es una particién de R”.

= Paracada xeR"y k € Z, existe un tinico cubo Qz € Qr tal que x € Q;C‘.

= Dados dos cubos diddicos, o bien estos son disjuntos o bien, uno de ellos esta
contenido en el otro.

» Paracada k€ Z, uncubo Q € 9y estd contenido en un tinico cubo de Q;, j < k,y
Q contiene 2" cubos de Q..

Introducimos ahora los elementos que intervienen en la definicién del opera-
dor maximal diddico.

Definicién 2.8. Sea f € LIIOC(IR”). Para cada k € Z definimos

1
Exf(x)= ), (—/f(y)dy)XQ(x), xeR".
0e0, \1Ql Jg

Observacion 2.9 Comentamos algunos aspectos acerca de este concepto.

i. Dado x € R" y k € Z, sabemos que existe un tinico cubo diddico de Qy, Qy, tal
que x € Qy.. Por tanto, la expresion que define a Ey. f (x) estd formada por un tinico
sumando, a saber,

1
Ekf(x)=—x/ fdy.

ii. Para cada k € Z, Exf es constante en cada cubo diddico de Qy. Luego si k € Z,
x € R", y Qf es el tinico cubo en Q. que contiene a x, entonces Ey f(x) = Ex f(y),
yeQy.

iii. SeankeZyQ=; Qf.‘, con {Q{.‘}i < Q. Severifica

/Ekf(x)dx:/f(x)dx.
Q Q
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En efecto, teniendo en cuenta la propiedad en (ii) y que la coleccion {Ql’F}i es dis-
junta podemos escribir

/ Ekf(x)dxz/
Q Us

1
Erf(x)dx = /Ekf(x)dx= /—/ fydydx
i Q Z ot Z Qk 1QFI Jot

ZZ/ f(y)dy=/ f(x)dxz/f(x)dx.
i JQf Ui QF Q

Definicién 2.10. Sea f € LIIOC(IR"). Se define la funcién maximal diddica My f como

M, f(x)=sup|Exf(x), xeR".
kez

A continuacién probamos que el operador maximal M, esta acotado de L!(R") en
LY (R™) y que la familia {Ey. f} 1<z puede verse como el anélogo discreto de una apro-
ximacion de la identidad.

Teorema 2.11. Se verifican las siguientes propiedades:
i. El operador maximal diddico es un operador de tipo débil (1,1).

.. . 1 n
ii. Si fe L, (R"), entonces

lim Exf=f encasitodo punto.
k—+o0

Demostracion. (i) Tenemos que ver que para cierta constante C > 0 se cumple
IMafllieo<Clfl1, feL'®.

Sea f € L'(R") y suponemos que f es no negativa. En otro caso, usamos la subli-
nealidad del operador M,; y descomponemos f en sus partes positiva y negativa,
f=f*—f",sifesreal, yen el caso de que f sea compleja, en sus partes real e
imaginaria.

Es facil ver que para cada x € R", Ey f(x) — 0, cuando k — —oo. En efecto, sean
xeR" kez,y Qz el tnico cubo de la familia Q. que contiene a x. Entonces,

1
Q]

1
OSEkf(x):_x/ fydy= £l =2*"1flh — o. (2.6)
Q! Jox k——o0

Fijamos A > 0. Para cada k € Z, definimos el conjunto Qj mediante
Qr={xeR": Exf(x) >AYVE;jf(x) < A, j < k}. 2.7)
Veamos que

{xeR": Myf(x)> A} = | Q.
kez
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Es claro que si x € Ugez Q, entonces x € Q, para algin ko € Z'y, entonces, My f(x) =
Ekof(x) > A.

Reciprocamente, sea x € R” tal que M, f(x) > A. Elegimos k; € Z de modo que
|Ex, f(x)| = Eg, f(x) > A. Por otro lado, en virtud de (2.6), existe kp € Z tal que
Exf(x) < A, k < k. Es claro que k; < k;. Por tanto, existe un tinico ky € Z, de ma-
nera que k; < ko < kj y para el que

Epf(0)>A 'y Epf(x) <A, k<ko,

y se sigue asi que x € Q.

Por otro lado, es claro que QN Qy = @, k # ¢, y como consecuencia del apar-
tado (i7) en la Observacion 2.9 se tiene que, para cada k € Z, el conjunto Qj puede
escribirse como unién (disjunta) de cubos de Q.. Usando ademads la propiedad (iii)
de la Observacion 2.9 podemos deducir que

[{xeR": My f(x)> A} =

1
Ue=Xlo=Y | dx<Y | SEfwdx
kez k k 7 Qp %o, A

1 1 1
=32, fedx=g | feodesifiy

Uk Qk

concluyendo asi que M, es un operador de tipo débil (1, 1).

Veamos ahora (i7). Mostramos, en primer lugar, que el resultado se cumple cuando
[ es continua en R" para todo x € R". Sea x € R" y consideramos la coleccion {Q; } kez
donde Q;, k € Z, es el inico cubo de Q. que contiene a x. Se tiene

1 1
Exf(x) - (0 = x/f(y)dy— x/f(x)dy
Q! Jor Q! Joy

1
If) - fldy.
|Qi|/<2zfy f y

=

Sea € > 0. Puesto que f continua es uniformemente continua en Q. Luego existe
0 >0 de manera que |f(y) — f(x)| <€, cuando x, y € Q(’f y|x—yl <é.Elegimos ko € N
de maneraque 2% < §y|x—y| <27%, paratodo y € on. Noétese que esto es posible
pues IQi | — 0, cuando k — +oo. Por tanto,

IEkf(x)—f(x)|<ix/ dy=¢, k=k.

Supongamos ahora que f € L' (R™). Puesto que, como vimos en el apartado (i), My
es un operador de tipo débil (1,1), [6, Theorem 2.2] nos dice que el conjunto

A:{fc—:Ll([RZ”): lim Ekfzfc.t.p.}
k—+o00
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es cerrado en L' (R"). Hemos visto que el conjunto de las funciones continuas de so-
porte compacto C.([R") c A. Y dado que C;(R") es denso en L'(R™) podemos escribir
L'(R™) = C.(R") € A = A, Por tanto, para toda funcién en L' (R"),

lim Exf=f ctp.
k—+o0

Por dltimo, asumimos que f € Llloc([R{”). Ya que 9y es un recubrimiento numerable
de R”, es suficiente establecer que la propiedad se cumple en casi todo punto de
Q, para Q € Qy. Y para ello, fijado Q € Qy basta considerar la funcién g = f X que
verifica la propiedad (ii) puesto que g € L' (R"). O

En la prueba que acabamos de ver, la coleccién de conjuntos {Qx} ez juega un papel
esencial. Esta descomposiciéon de R” tiene nombre propio: la descomposicién de
Calder6n-Zygmund. En el siguiente teorema precisamos sus propiedades.

Teorema 2.12 (Descomposicién de Calder6n-Zygmund). Sean A > 0 y f una fun-
cion en LY (R™) no negativa. Existe una familia numerable disjunta {Q;} jen de cubos
diddicos verificando las siguientes propiedades:

i. f(x) = A, para casi todo punto x € Ujen Q-

1
ii. |U Q| = 5170
JjeN
1
iii. A< — fx)dx<2"A, jeN.
1Qjl Jo,

Demostracién. Para cada k € Z, tomamos los conjuntos Qj definidos por (2.7). Co-
mo se comento en la prueba del teorema anterior, Q. = U jeN Q}C, donde Q}“, JeEN,

son cubos diddicos en Q. Consideramos la familia Q = {Q;C tkez, je N}. Veamos
que esta es la colecciéon que buscamos. Veamos que cumple las propiedades.

i. Por el Teorema 2.11 (ii) sabemos que Ej f(x) — f(x), cuando k — +o0, en casi
todo x € R", esto es, para todo x € R"\ A, con |A| = 0. Sea x € R"\ A tal que
x¢Ujk Q}C. Entonces E f (x) < A para cada k € Zy, por tanto,

fx)= lim Erp(f)(x)<A.
k—+o00

ii. Basta considerar la prueba del teorema anterior donde se vio que

1
Uy Qﬂ =[x eR": My f(x) > A}| < AL

keZ jeN

iii. Porunlado, observamos que ya que, para cada k € Z, se tiene que Q;.“ cQp, jeN,
y por tanto,
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|Qk/ fdy, jeN.

Para ver la otra desigualdad, sean k € Zy j € N. Denotamos por @;c el iinico cubo

diddico de la generacién k—1 que contiene a Q;.C. Entonces, ya que IéjC | = 2”|Q}C l,

se sigue que
1 1 2"Q1 4
f( x)d flo = f(x)dx<2”/1
104 IQ}CI at Q51 101
pues ij-c € Q1. O

La descomposicién de Calderén-Zygmund es una herramienta que nos va a permitir
obtener el siguiente resultado de acotacién con pesos para el operador maximal de
Hardy Littlewood.

Teorema 2.13. Sean1 < p < ooy w una funcion definida en R" medible y no negativa.
Entonces existe Cy, > 0 de manera que

/ M. f(x)Pw(x)dx < Cp/ If()IPM.w(x)dx, fe€LP(M.w).
R R
Ademds, existe Cy > 0 tal que

C
/ wx)dx < = [f)IM.wx)dx, fe L' (M. w). (2.8)
{(XeR™: M, f(x)>A} A Jgn
Este teorema asegura asi que el operador maximal de Hardy-Littlewood estd acotado
de LP(M.w) en LP(w) y de L' (M. w) en LY (w).

Demostracion. Atendiendo al Teorema de Marcinkiewickz (Teorema 1.22), basta
probar que se tiene la desigualdad (2.8) y que se cumple | M fll zoo(w) < | fll oo (M ) -
Veamos en primer lugar que se verifica (2.8).

Sea f € L' (M, w) y supongamos que f es no negativa. En otro caso, como ya
fue comentado en la prueba del Teorema 2.11 (i), descomponemos la funcién en sus
partes positiva y negativa, si f es real, y en sus partes real e imaginaria cuando sea
compleja.

Podemos observar que f € Llloc([R”). En efecto, sea Q un cubo. Teniendo en
cuenta (2.1) se tiene

QI [ w(Q) 1Q|
/f(X)dx w@ J, 10 fod (Q)/Qf(X)Mw(x)dx

< CQ”f”Ll(MCw) < 0o0.

Aqui, w(Q) representa fQ w(x)dx. Por tanto, la familia {f7}sen = {fXp0,0)} peny ©
L'R™).
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Sea ¢ € N. Veamos que f7 satisface la estimacién (2.8). Para ello, fijamos o >0y
consideramos la descomposicién de Calder6n-Zygmund de f; para o, Q = {Q]’f }jen.
Denotamos por ZQ]’f el cubo con el mismo centro que Q}’f y cuyos lados miden el
doble. Entonces, se tiene que

{xeR": M fr(x)>4"0} c Uzd 2.9)
JjeN

Para mostrar esta propiedad, denotemos por Q(x, ) al cubo de centro x € R” y lado
2r, esto es,

Q) ={y eR": 1y~ Xllmax = midx ly; = %y < .
1<isn

Para probar (2.9) sea x ¢ Ujen 2Q]’f. Nuestro objetivo es probar que M. fy(x) < 4"0.
Sea Q = Q(x,1(Q)) un cubo centrado en x de lado 2/(Q). Tomamos k € Z de manera
que 2~ D < Q) < 27F,

Entonces se tiene que Q interseca a m cubos diddicos de Qy, siendo m < 2".
Denotamos por R,.. .,an a estos cubos. Para ninguno de estos cubos podemos en-
contrar un cubo en Q que lo contenga. En efecto, supongamos que para ciertos
i=1,..,my jeN, se tiene que R[ c Q[ Pongamos RZ Q(zp, 1), con zg € R y

ro =27 k-1 Entonces, 2Rl. = Q(zp,2r9). Ya que Q interseca a Rf, existe z € Q ﬂRf, y
podemos escribir

1Q)

X = zollmax < 1x — Zllmax + 12— ZO||rnax<T+r0

27k okl ko oy,

¢ Vi . sl s
esto es, x € 2R;, y por tanto, x € 2Qj, lo que contradice la hipétesis.

Como consecuencia, se tiene que ﬁ ng fey)ydy<o,i=1,..., m.Luego,
i 13

1
|—Q|/Qfe(y)dy |Q|Z fe(y)d J/<— fé(y)dy

i=1JQnR! QI = |Rf
2~ kn m

= 5=k ¢ Z

(ydy<2"mo <4"0,
IR / fedy =
de donde se deduce que M fy(x) <4"0.
Por otro lado sabemos que M. > Cy M, (ver (2.1)). Luego, dado A > 0y toman-
doo = ’1420, se tiene que si x € R” es tal que M, fy(x) > A, entonces M fr(x) >4"0.

Por tanto, teniendo en cuenta (2.9), que IZQJ’fI = 2”|Q]’f| y que IQ’ fQ’ fedy>o
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/ wx)dx < / wx)dx < Z w(x)dx
{XER™: M, fr(x)>A} {XeR™:M . f;(x)>4" 0} jeN 2Q]f,

12Q¢

= ]Z/ w(x)dx
jen 12Q51 208

2n 1
<= — () —/ wx)dx|d
~ 2 | fely (IZQJ’fI ” ) y

jeN Q][»

2" C
S—/ fz(y)Mw(y)dyS—/ feM.w(y)dy. (2.10)
O Jrn /1 R7

Asi, obtenemos (2.8) para fy.

Veamos por ultimo que también se tiene para f. Las funciones { fy} seny forman
una sucesién mondétona creciente de funciones no negativas que converge puntual-
mente a f. Por tanto, M, fy < M, f,, ¢ < m, y entonces,

{xeR": Mcfr(x) > A} c{xeR": M. frn(x) > A}, €<m.

Ademas, se tiene que Upen{x € R : M, fp(x) > A} = {x e R" : M, f (x) > A}. En efecto, si
x e R" es tal que M, f(x) > A, existe r > 0 tal que

lfldy > A.
|B(x, )| B(x,r)fy ¥

Ademaés, existe k € N tal que B(x, ) < B(0, k), entonces

1
\fe)ldy =
B0 acen EY =000 S

lfldy > A.

por tanto, M. fy(x) > A. El contenido inverso es claro.
Luego, teniendo en cuenta ademads (2.10) yusando el teorema de convergencia
mondtona, obtenemos

w({xeR": Mof(x)>A}) = w(U{xelR”:Mcfg(x) >)L})
leN

= lim w({xeR": Mcfr(x)>A}) ¢

S —
{—+o00 A

/ FfO)Mw(y)dy.
Rn

Veamos ahora que | Mc fllreo(w) < |l fll oM, w)- Suponemos que M w(x) > 0,
x € R", pues si M. w(x) =0 para algin x, entonces w = 0 c.t.p.
Sia> | fllreom,w)

(Mcw) ({xER”:If(x)|>a}):/ M,w(x)dx =0,
{xeR™:|f(x)|>a}
yyaque M. w(x) > 0, se sigue |[{x e R : | f(x)| > a}| = 0. Por tanto, se tiene que | f| < a
c.t.p.,lo que implica que M. f < ac.t.p.y | M, f |l 1) < a. Asi, obtenemos la relacion
buscada | M¢ fll zooqw) < Il f | 10 (M, ) Y concluimos la prueba. O
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2.4. Aplicaciones a la teoria de la diferenciaciéon

La acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood permite extraer re-
sultados de convergencia en casi todo punto para ciertas familias de funciones. Di-
chos resultados se obtienen como consecuencia de la propiedad que se recoge en el
siguiente teorema.

Teorema 2.14. Sean (X, w), (Y, V) espacios de medida y0 < p, q < co. Supongamos que
D es un subespacio denso de LP(X,p) y {T¢}e>0 una familia de operadores lineales
definidos de LP (X, i) en el espacio de las funciones v—medibles en Y. Definimos el
operador maximal (sublineal)

T.(N(y) =sup| Te(HI, yeY.
e>0
Si existe B> 0 tal que

I T (AllLacovv) < Bl flrx,w,  f€LP(X), (2.11)

¥, para toda f € D, existelim._.o T, (f)(y) =: T(f)(y) para casi todo y € Y, entonces,
paracada f € LP (X, ), el limitelim,_ T, (f) existe en v-casi todo punto. De esta ma-
nera, existe una tinica extension de T a L” (X, u), que seguimos denotando por T, que
verifica

IT(Hllgeo < Blfllp, feLP(X,p).

Demostracién. Sea f € LP(X, ). Veamos que {T¢(f)}e>0 es de Cauchy para casi todo
punto en Y. Para ello probamos que, dado 6§ > 0,

v({lyeY:05()>68}) =0,
donde Oy esla oscilacion de f definida como

Oy =lim851plirélsup|Te(f)(y) -Te(H W, yeY.
£— —0

Fijamos § > 0.Sean > 0.Yaque D es denso en L” (X, y), existe g € D talque || f— g]| p<
7. Se tiene que,

Or(y) = limS(t)lplimsup I Te () () = Te(8) (1) + Te () (¥) — T (8) (1) + Te () () — T (N ()]
£— 6—0

<limsuplimsup|Te(f - g) () — To(f =)W+ Og(y) = Or (1) + Og(y), yevY.
e—0 6—0

Ademds, por hipétesis se tiene que T,.(g) — T(g) en v-casi todo punto. Por tanto,
{T:(g)}e>0 es de Cauchy y Og = 0 c.t.p., obteniendo

Of = Of_g en casi todo punto.
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Luego,

v{{yeY:0p(n)>8) <sv({yeY:0p_g()>8) <sv(lyeY:2T.(f -2 (y) > 8})

29T (f ~ ) 4oy (2B ¢ 2B\
= 54 < guf—gum,m) S(T) ,

y, cuando 1) — 0, se tiene v ({y € Y : Of(y) > 6}) =0.
Tenemos que {T,(f)}>0 es de Cauchy en v-casi todo punto y, por tanto, converge
c.t.p. acierto T(f). Ademds, ya que | T(f)| < |T«(f)l, se obtiene que

I T ()l zacov < Bl fllLrx,m-
O

Como consecuencia de este Ultimo resultado, obtenemos el Teorema de diferencia-
cion de Lebesgue, que nos permite recuperar la funcién a partir de sus promedios.

Observacién 2.15. En las condiciones del teorema anterior se tiene que la extensiéon
T verifica
T(f) = klim T(dr), enLP®(Y,v),
—00

donde {¢i}ren €8 un sucesion en D que converge a f en LP (X, u). Obsérvese que
puesto que T es lineal en D, el valor del limite anterior es independiente de la suce-
sién {¢}ren elegida. Ademas, en virtud de [13, Proposition 1.1.9 (2), Theorem 1.1.11]
podemos asegurar que existe una subsucesion {¢y;} jen de manera que

T(Hy) = ]1520 T((pk].)(y), env-ct. yeY.

Corolario 2.16. (Teorema de diferenciacion de Lebesgue) Sea f una funcion local-
mente integrable en R". Entonces, para casi todo punto x € R",

lim ——— dy= ) 2.12
513(1)|B(x,e)| B(mf(y) y=fXx) (2.12)

Ast, | fl1 = M(f) c.t.p.

Demostracion. Es claro que basta ver (2.12) para casi todo punto de B(0, N), Ne€N,
ya que {Bn}nen €s una coleccién numerable y R" = UJS_, B(0, N).

Sean N e Ny fiy = fXBo.n+1). Se tiene que fy € L'R™) y fv(y) = f(3), para
todo y € B(x,¢), cuando x € B(0, N) y0 < € < 1. Entonces

1
lim (y»)dy =1lim
e—0 |B(x,¢€)| B(x,€) f yay e—0|B(x,¢)| B(x,¢e)

In(ydy,
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por lo que si establecemos (2.12) para cualquier funcién en L' (R”*) podemos concluir
que

‘lglll(l]m - fdy = fn(x) = f(x), ct.xeB(,N).

Nuestro objetivo entonces es probar que, para toda funcién h € L' (R™),

h(»)dy =h(x), c.t xeR"

lim
e=0|B(x,8)| Jpxe)

Para ello haremos uso del Teorema 2.14, considerando los espacios X = Y =
R" con la medida de Lebesgue, p = g = 1 y tomando D como el conjunto de las
funciones continuas de soporte compacto en R", C.(R"), que sabemos que es denso
en L} (R™). Definimos la familia de operadores lineales {T;}¢>¢ en LY(R™) como

Te(f):f*lcey £>0)

donde K = |B(0,1)|"! Xp(o,1). Puesto que K € L'(R™), en virtud de la desigualdad de
Young (ver Teorema 1.16, con p = g = r = 1), se sigue que, para cada € >0,

ITe(W) Iy = 1k * Kelly < IKeli Rl < CllRl, ke L'R™),

estoes, T;, € > 0, es un operador lineal acotado de LY(®R") en si mismo.
Teniendo en cuenta (2.4) se obtiene que el operador maximal

T.(h)=sup Te(h), heL'®R",

>0
estd acotado por el operador maximal de Hardy-Littewood M. Del Teorema 2.5 se
deduce entonces que

I T (M l1,00 < CllRll, heL'RM.

Veamos ahora que, para cada ¢ € C.(R"), existe lim,_.g T (¢p) (x) = ¢p(x), x € R". Sean
¢ € C.(R™) con soporte en B(0, r) para cierto r > 0y x € R". Es claro que si x ¢ B(0, 1),
entonces

l@}) Te () (x) = 0= p(x).
Por otro lado, cuando x € B(0, r) podemos escribir

1
|B(x,é€)l B(x,¢)

1
|B(x,¢)|

\nwu%wm=‘

¢>(y)dy—¢>(x)‘ = / (@) —p())dy
B(x,€)

- - day, 0.
|B(x,¢)| B(X’E)W’(Y) p)ldy, €>

Considerando &y > 0 de manera que B(x, ) < B(0,7) y usando que ¢ es uniforme-
mente continua en B(x, €p), se obtiene facilmente que



44 2 Funcién maximal de Hardy-Littlewood

li_l}(]) T () (x) = p(x) =: T () (x).

Las propiedades vistas nos sitdan en las condiciones del Teorema 2.14 por lo que
podemos deducir que T admite una tinica extensién de C.(R") a L' (R"), extensién a
la que seguimos denotando por T, de manera que para cada h € L' (R")

T(h)(x) =1lim

h(y)dy, enc.t xeR"™
e=0|B(x,8)| JBx,e) Py

Ademds, teniendo en cuenta la Observacién 2.15 si h € L' (R") y {¢px} ey €5 Una su-
cesion en CP(R") que converge a h en L'(R™) se tiene que existe una subsucesion
{(/)kj } jen parala que se cumple

h(x)=lim ¢, (x) 'y T(W)(x)=lim T($r)(x), enc.t xeR™.
j—o0 j—o0

Por tanto, puesto que T(¢p) = ¢, ¢ € C.(R™), concluimos que, dada h € LYR™),

lim h(y)dy =T(h)(x) = lim ¢, (x) = h(x), enc.t. xeR"
B Jaen (»dy=Th)( j~w¢k]() (

O

Observacion 2.17. Procediendo como en la prueba de este corolario, haciendo uso
del operador maximal de Hardy-Littlewood M, se puede establecer que (2.12) se
verifica si sustituimos las bolas por cubos centrados en x.
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Los pesos A, de la clase de Muckenhoupt

En el afio 1972, se publica el trabajo de Muckenhoupt [16], en el que presen-

ta condiciones que debe verificar una funcién no negativa w para que el operador
maximal de Hardy-Littlewood esté acotado de LP(R", w(x)dx) en si mismo, para
1 < p < oco. Estas condiciones fueron denominadas, condiciones A, y surgen de for-
ma natural al plantearse como paso previo a la demostracién de la condicién (p, p)
fuerte de la maximal, la condién (p, p) débil, que incluiria el caso p = 1.

3.1. Los pesos Ap: acotacion (p, p)-débil de la maximal de
Hardy-Littlewood

Definicién 3.1. Sea w un peso, esto es, una funcién localmente integrable y no nega-
tiva.

i

ii.

Se dice que w es un peso A si verifica la siguiente condicion, denominada condi-
cion Ay,

Muw(x) < Cw(x) c.t.p. xeR", (3.1)
0, equivalentemente,
%ﬁ)) <Cw) c.t.p.x€Q, 3.2)

para todo cubo Q, donde C > 0 es una constante que no depende de Q y M es el
operador maximal no centrado de Hardy-Littlewood sobre cubos.
Se dice que w es un peso A, 1 < p < oo, si verifica la condicién Ay, a saber,

1 1 1y o\t
(— w(x)dx) (— wx) P dx) =C, (3.3)
1Ql Jo Q1 Jo

para todo cubo Q y donde C > 0 es una constante que no depende de Q.
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Nota:. Elinfimo de las constantes C que satisfacen, en cada caso, las desigualdades
(3.1), (3.2), 6 (3.3) se denomina constante A, del peso.

Observacion 3.2 Las dos definiciones para la condicién A, son equivalentes.
Que (3.1) implica (3.2) es obvio por la definicion de la funcién maximal M. Para esta-
blecer el reciproco, veamos que {x € R" : Mw(x) > Cw(x)} es un conjunto de medida
cero.
Sea x € R" tal que M w(x) > Cw(x). Entonces, existe un cubo Q con vértices racionales
tal que

w@

QI

¥, por (3.2), x€ Sg < Q con|Sgl = 0. Luego,

> Cw(x),

{xeR": Mw(x) > Cwx)}<JSo,
Q

yya que los cubos Q se toman con vértices racionales, tenemos una coleccién numera-
ble{Sq}q de conjuntos de medida nula, que permite concluir, que |{x € R" : Mw(x) >
Cw(x)}| =0.

Nota:. El concepto de peso A, dado en la Definicion 3.1 se puede enunciar, de ma-
nera equivalente, sobre bolas.

Previo al trabajo mencionado de Muckenhoupt se habia demostrado que en
LP (R, |x|*dx) la maximal de Hardy-Littlewood estaba acotada, para 1 < p < oo siem-
preque —1/p < a < 1-1/p. En el siguiente ejemplo comprobaremos cémo la condi-
cién Ay, nos lleva a una generalizacion de este resultado en R”.

Ejemplo 3.3. Consideramos la funcién |x|* en R". Estudiamos para qué valores de
a€R,|x|% esun peso Ay, 1 < p <oo.

En primer lugar, veamos que p = |x|%dx es una medida doblante cuando a > —n,
esto es, existe C > 0 tal que u(2B) < Cu(B) para cada bola B.

En efecto, sea B(xp, R) una bola en R”. Distinguimos los siguientes casos:

i. |xol = 3R. Tenemos que ver que

/ IxI”dst/ |x|%dx,
B(x0,2R) B(xo,R)

/ |z+xo|“szC/ |z + x0|“dx.
B(0,2R) B(O,R)

esto es,

Observamos que
a) Size B(0,2R)

12+ x0l% < (2] + 1%0)“ < (Ixo] + 2R)%, a=0,

1z + 201" < llxol — 1211 < (x| = 2R), a<o0.
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b) Size B(O,R)
|z+x0l% = l1x0] — |211* = (Ix0| — R)%, a=0,
|z+ x0l“ = (Ix0] + 12D = (Ix0] + R, a<o.
Por tanto,

(Ixol +2R)%, a =0,
/ |z+ x9|*dz < 2"|B(0,1)|R"
B(0,2R) (Ixol —=2R)%, a <0,

(Ixl —R)*, a =0,
/ |z +x9|%*dz=|B(0,1)|R"
B(O,R) (lxol + R)%, a<O.

Se tiene lo siguiente

2 5 5 5 8
[xol+2R < |xgl + glxol = g(lxol -R)+ §RS g(lxol—R)+(|x0| -R)= g(lxol—R),

2 1 1 1 1 1
Xol —2R = |xg| — =|xol = =(|xg| + R) — =R = = (|xg| + R) — — (|xg| + R) = = (|xo| + R).
[xol [xol 3| ol 3(I ol+R) 3 3,(I ol +R) 12(I ol +R) 4(I ol+R)

Concluimos que

/ IxI“dstR”(lxol—R)“sC/ |x|%dx, a=0,
B(x0,2R) B(x0,R)

/ leadeCR”(lonR)”sC/ |x|%dx, a<D0.

B(x0,2R) B(xo,R)

ii. |xol <3R.
Por un lado, observamos que si z € B(xp,2R), entonces |z| < |z — xp| + |xo| < 5R.
Asi,

5R
/ leadxs/ |x|“dx=C/ Pelgr = CR™Y, (a>—n).
B(x0,2R) B(0,5R) 0

Y, por otro lado, para obtener una cota inferior de f Bo.R) |x|%dx, distinguimos

los siguientes casos:

= Cuando a < 0, tomamos B; = B(3R
siguiente manera

Xo_
[xol”

R) y escribimos B = B(xp,R) de la

B=(BnB;)u(B\By).

Se tiene que

sup |z|< inf |z|,
2z€B\B; zZ€B1\B

Entonces, puesto que la funcién h,(x) = |x|%, x € R", es radialmente decre-
ciente, se sigue que
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_—
R0
[xol

X0

NI
Figura 3.1: Ejemplo 3.3, caso |xp| < 3R

/ |x|“dx=/ |x|“dx+/ |x|%dx
B(x0,R) BNB; B\B;
2/ |x|“dx+/ IxI”dxz/ |x|%dx
BNnB; B1\B By

> (4R)%|B1| = CR"*4,

ya que |x| < 4R cuando x € B;.
= Cuando a =0, tomamos B, = B(0,R) y escribimos B = (BN By) U (B\ By). En
este caso, se verifica que

inf |z|= sup |z|.
Z€B\By Z€By\B

Por tanto, como ahora la funcién &, que definimos antes, es radialmente cre-
ciente, se obtiene

/ leadx:/ |x|”dx+/ |x|*dx
B(xo,R) BnNB, B\B,

2/ |x|“dx+/ |x|%dx = |x|%dx
BNB, B\B B>

R
— C/ rn+a—1dr — CRn+a
0

cuando a > —n.

Luego, se deduce que

/ |x|%dx < CR"% < C/ |x|%dx
B(x9,2R) B(xo,R)
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y concluimos que la medida |x|%dx, a > —n, es doblante.
Procedemos ahora a estudiar en qué casos |x|* es un peso Ap, 1 < p < oo, esto es,
para qué valores de a la siguiente expresion es finita

1 1 _ P
sup(—/lxl“dx) (—/le “de)p .
8 \IBl /B |Bl /B

Aqui el supremo estd calculado sobre las bolas de R”. Nétese que % =p-1ly % =

1-p.
Sea B = B(xyp, R). Distinguimos los siguientes casos:

]

i.|xol=3R.
Observamos que si x € B, entonces ||x| — |xp|| < |x — x| < R. Por tanto, |xg| — R <
|x| < |xol + R, de lo que sigue

2| |<||<4| |
=1 Xo| = [X| = —|Xpl,
370 370

yaqueR < % Esto es, | x| es comparable a | xp|, |x| ~ |xpl, y por tanto, |x|* ~ |xo|%,
aceR.
Asi, se tiene que

a
7

1 1 _ 7 P
sup(—/lxl“dx)(—/l;d “pdx)p ~|x0|“(|x0| ”Iﬂ) =1.
B \IBl /g |Bl /B

ii. |xol <3R.
En este caso, observamos que las medidas de labola B = B(x, R), |B| = R"|B(0,1)],
ydelabola B(0,5R), |B(0,5R)| = (5R)"|B(0,1)|, son comparables. Ademds, ya que
B c B(0,5R) y |x|*dx es una medida doblante, se tiene

/le“dxs/ IxI“de/ IxI“dst/lxI“dx.
B B(0,5R) B(x0,8R) B

Asi, estas integrales son comparables y entonces basta analizar la estimacién pa-
ra B(0,5R). Observamos que el valor

‘\“a

p
1 1 _qY 4
(— |x|“dx)(— 1] ”de)p
|B(0,5R)| /B(0,5R) |B(0,5R)| /p(0,5R)
)4
5R 5R ’ s
£/ ra+n71dr £/ rfa%wLn—ldx P )
R™ J, R™ J,

es finito cuando —n< a < n%.

Por tanto, se concluye que si 1 < p < 0o, la funcién w(x) = |x|%, x € R”, es un peso
Apsi,ysolosi,—-n<a< n%.
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Siguiendo un proceso anédlogo se puede comprobar que w(x) = |x|%, x € R", es un
peso A; siempre que —n < a <0.

Los pesos A; juegan un papel fundamental en la teorfa de los pesos Ay, como
veremos mds adelante.Veamos a continuacién otro ejemplo de un peso A;.

Ejemplo 3.4. La funcién u(x), x € R", definida por

Int, |xl<1i
u(x)z{ Il ¢

1, Ixlz1,

es un peso Aj.
Sea xp € R" y B = B(xp, R), R > 0. Veamos que

1
—_— dx- -1 oo <C.
lBl/Bu(x) XU llroB

En primer lugar, observamos que si Bn B(0, %,) = @, entonces se tiene que

1 1
lu ooy = supu(x) ™! =1, —/u(x)dx:—/dx:l.
L(B) p y Bl /s Bl /s

X€B

Por tanto,
1
— [ udx-llu o) = 1.
|B|/B )

Si Bn B(0, %) # @, se tiene que

™ o) = con a = max{|x|: x€ BN B(0,1/e)}.

1
In(l/a)’
Ademads, si BN (B(0,1/e))¢ # @, entonces ||u~! | Loy = 1.

Consideramos las siguientes situaciones.
i.Sia<l.
En este caso, B € B(0, %) vl u! llzooB) = m Distinguimos ahora los siguientes
casos:
a) Cuando |xp| < 3R. En este caso observamos que a = |xp|+R < 4R, y, por tanto,
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1 1 1
— [ udx-llu @) = lu lom —/ln—d
|B|/B W Pl g Ixl

a

1 1
<Clu M@ — [ " 'In-dr
i ®) g |, -
a

1
=Cllu” ||L°°(B)_[ ( +In- )

rJlo
_ a"(1/n+1In(1/a))
= Clu" o) T
1 1+In(1/a)
<Cllu IILm(B)(1+ln(1/a))SC W
1
=C( +1)5C,
In(1/a)
puesIn(l/a) >Ine=1,yaquea<1/e.
b) Cuando |xp| = 3R. Para cada x € B, se tiene que
| xol
< +R< +— = —|xpl,
[x] <%0l | ol 3 3|x0|
[x| = |x0] — R>|x0|—ﬂ=g|x0|- (3.4)
3 3

Luego, puesto que |xp| < 1/e,

11

= > >1 y l<—=<—1j
a |xol+R  4|xol lx| 2|xol
por lo que,
3 1 3
1n—>ln—>0 y 0<ln—<ln—
a 4| xo| [x| 2|x0l"

Por tanto, obtenemos que

1 3 1
ux)dx-|u" |l <( /ln—dx)
|B|/ EEY |B| 2lx0l ) In 2

4|xo|

In2+1n -
< 4|x°| < In2 +1.

3e
In = 4|x0| In 1

ii.Sia=1.
En este caso, ||u™!||z=(p) = 1, y escribimos B = B; U B, con By = BN B(0,1/e) y
B, = Bn (B(0,1/e))°. Entonces, se tiene que

1 L, Bl _
u(x)dx-|u=t oo ln—d / ln— dx+1
|B|/ =B =g < 1B T 1B Ix]

1
y basta acotar g [ In rdx.

Distinguimos ahora los siguientes casos:
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i. Cuando |xg| < 3R. Se tiene que

1 1l/e
— 1 / P 1ln dr
|B| le IBI

1 l/e C
( +In-— ) =—=<C,
|B| n o R"
puesto que % <|xol+ R <4R.
ii. Cuando |xp| = 3R.Yaque |xg| —R < 1/e < |xp| + R, se tiene que 2R < | xy| —
1/e. Luego, R < % y entonces,

1 1 1 1
|xg|>——-R=2———=—.
e e 2e 2e

Por (3.4) se sigue que,

1 3
In— <In—— <In(3e), x€Bj.
| x| 2| x|

Se concluye asi que

1 B
ln—dx < ln(S’»e)u <C.
1B| | x| |B|
En el siguiente teorema presentamos un resultado que involucra al operador maxi-
mal de Hardy-Littlewood y a los pesos A, de la clase de Muckenhoupt, y que pone
de manifiesto el sentido de la condicion Aj.

Teorema 3.5. Sean 1 < p < oo y w un peso. Entonces, se verifica la desigualdad (p, p) -
deébil, esto es, para toda funcion f € LP (w),

w({xeR": Mf(x)>A}) < /1—(;/ IfIPwx)dx, A>0, (3.5)
Rn

si, y solo si, w € Ap.

Demostracion. Sea w un peso. Supongamos en primer lugar que se verifica la con-
dicion (p, p)-débil (3.5). Veamos que entonces w € Ap.
Sea Q un cubo. Supongamos que f es una funcién no negativa tal que f(Q) =
Jofx)dx>o0.
Se tiene que si
fQ (Q)

I’

0<A<

entonces,
Qc{xeR": M(fXp (x) > A}.

Por tanto, de la condicién (p, p)-débil, obtenemos
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pr(Q)sC/If(x)Ipw(x)dx, 0<A<%,
Q

por lo que, tomando supremos en A, se deduce que

p
w(Q)(&) SC/ If(0)IPw(x)dx. (3.6)
10] )

Si tomamos ahora f = X, donde S < Q es un subconjunto medible del cubo Q, con
|S| >0, 1a condicién (3.6) nos dice que

o)
wQ)|—| =Cw(S), (3.7
QI
una desigualdad que claramente también es cierta cuando |S| = 0.

Veamos que la condicién (3.7) implica que w € A,.

Tratamos primero el caso p = 1.
Tomamos a = essinf{w/(x) : x € Q}. Entonces, para cada ¢ > 0, existe un subconjunto
S¢ < Q verificando que |S,| > 0y que, para cada x € S¢, w(x) < a + €. Por tanto, de la
relacion (3.7), tenemos que

w(Q)< w(S) C/
P e dx<Cla+e).
QI ST s] JgVRdr=Clare

La arbitrariedad de € conduce a

w(Q)
QI

esto es, se satisface la condicién A; ((3.2)).
Supongamos ahora que 1 < p < co.
Tomando f = w!™P X, en la relacion (3.6), se tiene que

w(Q) (i/ w(x)l_pldx)p < C/ w(x)l_p/dx
1Ql Jg o)
esto es, se cumple la condicién A, ((3.3)).
Supongamos ahora que w € A,. Nuestro objetivo es, entonces, establecer la
desigualdad (3.5).
Cuando p = 1, haciendo uso del Teorema 2.13, de la equivalencia entre las
funciones maximales de Hardy-Littlewood y de que w € A; se llega a que

C
/ w(x)dxs/ wx)dx < — | f)IM.w(x)dx
(xeR"M F(x)>A) {x€RM: M, f()> A} A Jrn

SE/ If(x)l./\/lw(x)dxsE If()lwx)dx, A>0.
/"» Rn A/ Rn

< Cessinfyecqw(x),
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Asi, tenemos el resultado para p = 1.

Sean ahora p > 1y f € L?(w) que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, no
negativa. Usando la desigualdad de Holder y que w € Ay, se tiene que

1 p
(|_Q|/Q|f()€)|dx) = (|Q| / |f(X)|w(x)nw(x) p dx)

p - )7
(|Q|/|f(X)| w(x)dx)(|Q|/w(x) P dx
L
P -p
(|Q|/|f(x)| W(x)dx)(|Q|/w(x) dx)

/ If )1 w(x)dx. (3.8)
Q

=

<
w(Q)

Si S es un subconjunto medible de Qy f = X5, obtenemos

p
(ﬂ) <ol 3.9)

QI w(Q)’
Fijamos A > 0 y supongamos que f € L'(w). Sea {Qj}jen la familia de cubos que

nos da la descomposicién de Calder6n-Zygmund (Teorema 2.12) para f y pardmetro
47""). Entonces,

» Envirtud del Teorema 2.12 (iii), f(Q;) > 4_”)L|Qj|, jeN.
n {xeR": Mf(x)> A c Ujen3Q;. Basta seguir el razonamiento hecho en (2.9),
teniendo en cuenta que ahora se trabaja con la funcién maximal no centrada.

Usando ademés las estimaciones (3.8) y (3.9), podemos escribir

13Q;1
Q1

p
) / If )P w(x)dx
Qj

p
wlxeR": Mfx)>A) <) w@BQ)<C)_ w(Qj)( ) =C) w(Q))
j j i

1Q;]
fQ;

: /
= ETTYY |f(x)|pw(x)dx
(4 Mp; Qj

SC;(

p
/U' - [fIPwx)dx.

En el caso general, consideramos la familia {fy}sen = { f& B(O,[)} ren S L'y se-
guimos el mismo razonamiento que hicimos en la prueba del Teorema 2.13. O

Observacion 3.6 A partir de la desigualdad (3.7), deducimos lo siguiente:
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=  Obien w =0, o bien, w > 0 en casi todo punto.
En efecto, supongamos que |{x € R" : w(x) = 0}| > 0. Entonces podemos encon-
trar un cubo Qy de manera que |{x € Qp : w(x) = 0}| > 0 (ndtese que, en caso
contrario, dado que el espacio R" puede ser recubierto por una coleccién nume-
rable de cubos, llegariamos a una contradiccion con lo estamos suponiendo). Si
S={x€Qp: w(x) =0}, entonces S es un subconjunto de Qg con |S|>0y w(S) =0. De
la estimacién (3.7) obtenemos que w(Qp) = 0 y, también se tendria que w(Q) =0
para cualquier dilatacién Q de Qy. Por tanto se llega a que w =0 en R".

= Elpeso w es localmente integrable, o bien, w = oo en casi todo punto.
Supongamos que w ¢ Llloc([R”), esto es, existe un cubo Qy tal que w(Qyp) = co. Usan-
do de nuevo (3.7) se deduce que w(S) = oo, para cualquier subconjunto S c Qg de
medida positiva. Entonces, el conjunto A= {x € Qp : w(x) < oo} tiene medida nula
pues, de lo contrario, se tendria que w(A) = co. Como w(Q) = oo, para cualquier
dilatacion de Qg y podemos recubrir R con una unién numerable de cubos, se
concluye que w = oo en casi todo punto deR".

Como consecuencia, se tiene que w, wle Llloc([R”).

3.2. Propiedades de los pesos A,: desigualdad de Holder inversa

Algunas propiedades destacables de los pesos Ay, que presentamos en la si-
guiente proposicion, nos muestran que estas clases de funciones constituyen un fa-
milia encajada y creciente, donde A; es la més pequefia, cémo se relacionan los pe-
sos de una clase con los de la clase con indice conjugado y por dltimo, que podemos
generar pesos de cualquier clase a partir de la clase menor A;.

Proposicién 3.7. Se cumplen las siguientes propiedades
i. Apch,lsp<q<oo.,
ii. we Ap si,ysolosi, ™" €Ay, 1<p<oo.
e 1-
iii. Si wy, wy € Ay, entonces Wow, Pe Ap, 1< p<oo.

Demostracién. Veamos (i). Consideramos primero w € A; y 1 < g < co. Sabemos que
Muw(x) < Cw(x), enc.t. x € R", porlo que % < Cessinfyeq w(x), para todo cubo Q

de R". Entonces,

1 N (1 1 - 1 @D
T R YA R
1Ql Jo 1Ql Jq xe@ \ w(x) xeQ \W(X)

-1 -1
=supw(x)~!= (inf w(x)) < C(M) , QcR"cubo,
x€Q x€Q 10]

esto es, w € A;. Asumimos ahora que w € Ap, con p > 1. Aplicando la desigualdad

de Holder con exponente % (nétese que, al ser p < ¢, se tiene que p' > q'y (p' -
1)/(q’' — 1) > 1) tenemos que
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1-q' q-1

(@/Qw(x) ‘7) < @(/Q(w(x) ") T dx Q| »

-1

s(i/ w(x)l_p’dx) w
1Ql Jo

-1 -1
:(i/ w(x)lfl’/dx)p 5(;(&) ,
Q1 Jo Ql

donde hemos usado que (1-7")(1-7) =1, 1 < r < co. Se obtiene asi que, también en
este caso, w € Ag.
Para probar (ii), basta tener en cuenta que para todo cubo Q en R”,

(i/ w(x)lf”/dx)(i/ w(x)(l"’I)(l(”l)/)dx)p_1
1Ql Jg 1Ql Jo

1 - 1 P
=(—/ w(x) ”dx) (—/ w(x)dx)

1Ql /o Q1 Jq

, p-1 p

(i <o o)

1Ql Jo 1Ql Jo

Luego, we Ay siysolosi w' " e Ap.
Por ultimo, veamos (iii). Sean wy, w; € A1 y 1 < p < oo. Fijamos un cubo Q c
R". Sabemos que

'~1

w;(Q)
0]

De nuevo usando que (1 - p)(1 - p’) =1 se sigue que
(L/ wo(x)w (x)l_pdx) (L/ wo(0) P w (x)dx)p_1
QLo 0 QlJo ° !

1- 1-p'
SC(L(WI(Q)) p/wo(x)dx) L(M) p/wl(x)dx
Il QI Q Il QI Q
_ @@ (@ wi @) _
Q2P Q2= '

-1
wi_l(x)s( ) , ct.xe€Q,i=0,1,

p-1

] 1-
Asi, wow, " € Ap.
o

Observacion 3.8 Usando el Ejemplo 3.4 y el apartado (iii) de esta tiltima proposicion
podemos asegurar que la funcion
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w(x) :{ ()" 1xi <2

1
1) |x| = e’
es un un peso de la clase Ay.

Necesitamos establecer el siguiente lema que serd utilizado en la demostra-
ci6én de la conocida como desigualdad de Holder inversa. Esta desigualdad nos per-
mitird ampliar el conjunto de propiedades de los pesos A,.

Lema3.9. Seanl < p <ocoy w € Ap. Consideramos un cubo Q, S Q y a € (0,1) tales
que|S| < a|Q|. Entonces existe f € (0,1) de manera que

w(S) < pw(Q).

Demostracion. Sabemos, en virtud de la prueba del Teorema 3.5, que w verifica la
estimacion (3.7). Como |S| < a|Q|y @ € (0, 1), el conjunto Q\ S tiene medida positiva.
Luego, aplicando (3.7) al conjunto Q \ S obtenemos que

|Q\ S|

(Q)( Ql

) <Cw(Q\S),

esto es,

S|
1- > < - ,
w(Q) ( QI) =Cw(Q) - w(S))

donde C puede tomarse C > 1. Usando de nuevo que |S| < a|Q)|, se tiene

w(Q)(1-a) = C(w(Q)— w(S)).

1-ao”
9

Luego, para f=1- ,setiene que f€(0,1),y w(S) < pw(Q). O

Teorema 3.10 (Desigualdad de Holder inversa). Sean w € A, y 1 < p < co. Entonces
existen constantes C,y > 0 que solo dependen de la dimensién, de p y de la constante
Ap de w tales que

L
(|é|/w(x)1+7’dx) 7 <—/ w(x)dx, paratodo cubo Q cR". (3.10)

Nota:. El nombre que recibe esta estimacion es clara si tenemos en cuenta que apli-
cando la desigualdad de Holder con exponente 1 +y al segundo miembro se obtiene

1 1 1
L/ w(x)dxsi(/ w(x)lﬂ'dx)lﬂ/ (/ dx) e =(i/ w(x)lﬂ’dx) o
1Ql Jo QI \/q o) 1Ql Jo
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Demostracién. Sean Q un cuboy 0 < a < 1. Sea ap = %ﬂ?) Definimos la sucesién
creciente {ak}f’:l donde a = (Z”a’l)kcxo, keN.

Construimos la descomposicién de Calderén-Zygmund de w respecto al cubo
Q de la siguiente manera. Sea k = 1, seleccionamos los subcubos diddicos R de Q
segun la condicion

w(R) 1
—— =— [ wx)dx> ay. (3.11)
|R| IRl /R

Observamos que el cubo Q no cumple esta condicién por definicién de los ag, por
tanto, no se selecciona. Dividimos Q en 2" subcubos del mismo tamarfio y escogemos
aquellos que cumplan la condicién (3.11). Repetimos este proceso indefinidamente
en cada uno de los subcubos no seleccionados y obtenemos una familia {Q;? }jen de
subcubos de Q verificando

w@h)
T =—k/ wx)dx > ay.
Q5 1Rk ok

Ademads, esta familia tiene las siguientes propiedades:

1
i ak<—k/ wx)dx <2"ay.
1Q;1 /¥

En efecto, si Q es el cubo diddico de la generacién anterior que contiene a Q;.‘,

entonces Q no verifica (3.11) y se tiene que

Lk w(x)dx < @%/ w(x)dxsZ”LQ) <2"a
IQjI Q& 0] IQjI 0 1Q

ii. w(x) < ay, para casi todo punto x ¢ Qj := UQ;C
J
Se tiene

1
. Sixeﬂk,entonces—k/ wy)dy<ag, jeN.
Q1 St

= Porel Teorema de diferenciacion de Lebesgue, lim L w(ydy = w(x)
QH1—0 Q%1 ok
c.t.p.
Luego, obtenemos w(x) < ay, c.t.p. x ¢ Q.
iii. Cada cubo Q}”l, J €N, estd contenido en un tnico cubo Q];, para cierto £ € N.
iv. Qpy1 ©€Qp, yaque apig > ag.

Sea un cubo Q’;, se tiene que Q’;anH = :’11 Ql’.‘“, para cierto m < 2". Luego, usan-
do la propiedad (i) anterior,
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1 1
/ w(x)dx = / w(x)dx
=1 Ok+1 Qk“ T+1 JUm, QF1

1
< / w(X)dx< |Qg |Qg|’
Xk+1 JQk

Z"ak

pues a = ==
Aphcando ahora el Lema 3. 9, existe 0 < f < 1 tal que

W(Qg NQgy1) < ﬁw(Qg)
Luego,

> w(QF N Qi) = w( Qi) < Y. Q) = Pw(Qp),
l l

de donde obtenemos
w(Qg) < B w(Qy).

Por otro lado, ya que IQ’[C NQps1l < aIngl,

Y IQF N Q] = Q| = @) 1Q)] = @l

¢ ¢
y obtenemos que |Qg;| < akIQol. Tomando limite cuando k — oo, se deduce que
|Q| — 0. Por tanto, como |Qp| < oo,

]ﬂgk‘ = lim |Q;] =0,
k k—oo

y podemos escribir Q de la siguiente manera

Q=(Q\Q)UQ=(Q\QYU(Q\QNUQ) =...

UﬂQk

U Qe \ Q1)
k=0

=\

Ahora, por la propiedad (ii) y la definicién de los ay, se tiene que

1 1
—/ wx) dx=— w(x)1+7’dx+ — / wx) " dx
|Q| Q |Q| Q\Qp |Q| k=07 Q\Qps1

%
sﬁ w(x)dx+@2ak+1/ w(x)dx
o W(Q) 1 2N g1 (k+1)y Q
ACNTOTRTE] ,;0( g
< YW(Q) a~H* DY gk
%o 0|Q|Z( )Y R w(Qo)

YW(Q) yw(Q) on o1y (k+Dy gk
=g g R
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Observamos que la serie es convergente si (2"a~!)? 8 < 1. Luego, tomando y > 0 que
verifique esta condicién, obtenemos el resultado

1+
L/ w(x)“ydstag—w(Q) :C(W(Q)) Y‘
1Ql Jq QI 1Q

Para concluir la demostracién, veamos que tal y existe. En efecto, si y es tal que
(Zna‘l)yﬁ < 1, se tiene que

0<y< ,yaqueO<a,f<1.
a

In2” —1n
O

Nota:. Nétese que y no es tnico y la desigualdad de Holder inversa se verifica para
cualquier valor en (0,y].

Como consecuencia de la desigualdad de Holder inversa, obtenemos el siguiente
corolario.

Corolario 3.11. Se verifican las siguientes propiedades:

i. Ap :Uq<pAp, 1< p<oo.
ii. Siwe Ap,1 = p <oo, entonces existey > 0 verificando w'*Y e Ap.
iii. Sean w e Ap,1 < p <oo, QuncuboySc Q. Entonces, existe 5 > 0 tal que

5
wes) _ . ( I8l ) ‘
w(Q) QI
Demostracion. i. Sea w € Ap, 1 < p < oo. Veamos que para algiin g, 1 < g < p, se
tiene que w € Ay.

Por la Proposicién 3.7 sabemos que w' P e Ay 'y, por la desigualdad de Holder
inversa, existe y > 0 verificando

1

1 ' T+y C /
(—/ w(x)(l_”)(lﬂ’)cix)1 T wx)' P dx.
IQl Jo QI /o

Tomando g de manera que (g’ —1) = (p’ —1)(1 +y), se tiene que

/-1

(L/ w(x)l_"’dx) o s£ wx) P dx,
1Ql Jo 1QI/q

y usando ahora que w € A, yque 1= (p—1)(p’' - 1), obtenemos

1 ;o\t C ;o\Pt 1 -1
(—/ w(x)' 9 dx) s(—/ wx)' =P dx) SC(—/ w(x)dx) ,
1Ql Jo 1Ql Jo Ql Jo

esto es, w € A;. Ademds, g < p, pues se tiene Z—j =1+y>1.
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ii. Si p =1, entonces, para cada cubo Q, usando la desigualdad de Holder inversay

que w € A; se tiene

1+y
|QI/w(y)”Ydy<C(|Q|/w(y)dy) <Cw®', ct xeQ.

Asi, wl*Y € A;.

Seaahoraw € Ap,conp>1. Sabemos que w'=P e A . Tomamos y = min{y1, Y2},
donde y; Y2 son valores paralos que se dala de51gua1dad de Holder inversa para
wy w'” V' respectivamente. Entonces,

1 N VPl
l+y (1+Y)(1—p)d )
(|Q|/”’(y) y)(ml/“’(y) Y

1+y 1 - 1+y)(p-1)
<=C|— d d <C,
(lol/Q“’(y) y) (|Q|/“’(y) y)

yaque w € Ap.

i. Sabemos que existen y > 0y C > 0 tales que se verifica la desigualdad de Hélder

inversa para w.
Aplicando la desigualdad de Hélder con exponente 1 + vy, se tiene que

1 o
w(S) =/ Xs(x)wx)dx < (/ w(x)“”dx)m (/ Xs(x)dx)1 !
Q Q
r

1\5r (1 Loy ) / (|S|)1+y
= — _— d SI+Y<C d . )
(IQI) (|Q|/“’(X) *) e R Te]

de donde obtenemos, tomando § = % >0,

o of3)
w(Q) Ql) -

3.3. Acotacion (p, p)-fuerte de la maximal de Hardy-Littlewood

Finalizamos este capitulo presentando el teorema que pone de manifiesto que

son los pesos de Muckenhoupt los que caracterizan la acotacion del operador maxi-
mal de Hardy-Littlewood sobre los espacios L” (R", w(x)dx), alos cuales, por simpli-
ficar, denotamos por L? (w).

Teorema 3.12. Sean 1 < p < oo y w un peso. Entonces, M estd acotado en LP (w) si, y
solo si, we Ap.
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Demostracién. Sea 1 < p < oco. Si M estd acotado en LP (w), se tiene que verifica la
desigualdad (p, p) - débil y, por el Teorema 3.5, se tiene que w € Ap.
Reciprocamente, sea w € Ap. Por (i) del Corolario 3.11, existe g, 1 < g < p, talque w €
Agq v, por tanto, usando el Teorema 3.5, se tiene la desigualdad (g, g) - débilpara M.
Por otro lado, de (3.7) se sigue que w(S) = 0siysolosi|S| =0, luego, L (w) = L*°(R")
y se tiene | M f|| () < || f|l 1o ()- APlicando ahora el Teorema de interpolacion de
Marcinkiewicz, obtenemos

”Mf”Ln(w) = Cnf”LP(w]'
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Teorema de extrapolaciéon de Rubio de Francia

En el capitulo anterior se estableci6 que si wy y w; son dos pesos de la clase
A1, entonces wy w;_p es un peso de la clase A, (Proposicion 3.7(iii)). Este resultado
hace que surja de forma natural, una pregunta: ;serd cierto el reciproco? Es decir, ;to-
do peso dela clase Ap, pude escribirse como producto de dos pesos dela clase A;? La
respuesta es afirmativa y fue establecida por Jones en 1980 ([15]). La demostracién
presentada en ese trabajo es bastante laboriosa, y la bisqueda de una demostracién
mads sencilla estd detrds del germen del Teorema de extrapolacién de Rubio de Fran-
cia. En 1983 Coifman, Jones y Rubio de Francia presentan en [2, Theorem II] una
demostraciéon del conocido como teorema de factorizacién, Teorema 4.1, en la que
aparece una técnica constructiva de una cierta funcién, esencial para obtener los
deseados pesos A; que factorizan al peso Ap, y que recuerda a la técnica que hoy se
conoce como el algoritmo de Rubio de Francia y que presentamos en este capitulo
en la Proposicion 4.3.

4.1. ElTeorema de factorizacion y la generacién de pesos A;

Teorema 4.1. [Factorizacion de pesos] Sea 1 < p < co. Si w € Ay, entonces existen

w1, Wy € Aj tales que

17
w=ww, P

Demostracién. Veamos primero el caso p = 2.
Sea w € Ap, p = 2. Definimos el operador

1 =(w M) s wb M(pw ), perran,

Observamos que T f € LP(R"). En efecto, dada f € LP(R"), se tiene lo siguiente.
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1 _1
. wﬂ/\/l(fw V)€L”([R”),puesyaquefELp([R?”),

_1\P
/ (f(x)w(x) P) wdx = fx)Pdx<oco
Rn

Rn
y, por tanto, fw_% € LP(w). Luego, por el Teorema 3.12, se tiene que
1
M (f w_ﬁ) € LP(w) y concluimos que
1 _1\\P _1\\P
/ (w(x)”/\/l(f(x)w(x) P)) dxz/ (/\/l(f(x)w(x) P)) w(x)dx < oo.
R R7

1
1 1 -1
. (w_?./\/l (f’”_lwﬁ)) " € LP(R"). Andlogamente, ya que f € LP (R"),

1 ’
/ (f(x)p 1w(x)ﬁ) w(x)l_’” dx= | fx)Pdx<oo,
IR” [Rn
1 ’ ’ ,
esto es, f”’lwi e LP (w' 7). Ademas, por la Proposicion 3.7 (ii), w P e Ap.

1 / /
Por tanto, el Teorema 3.12 implica que M (f”‘l wr ) € L? (w'™P') y obtenemos

p

/ (w(x)f%/\/l(f(x)p 1w(x)%))ildx
R” /
=/" w(x)l_p’./\/l(f(x)”_lw(x)%)p dx < oo.

Luego, T estd acotado en L” (R"). Ademds, observamos que si f, g € L” (R"),

i (/ |f (%) + g(x)|P~ 1w(x)fﬂdx)
<t oo

M ((f+g)p_1w%) =M (fp_lw%)t/\/l (g”_lw%).

/Ig(x)ll’J 1w(x)l’dx)) BbolaenR".

Luego,

Por tanto, para f, g € LP(R"), T es sublineal, esto es,
Tf+<TH+T(®, v TAH=AT(), A=0. 4.1)

Sea ahora f € LP(R") con | fl, = 1. Definimos la funcién ¢ en LP(R") como
sigue

X TI(f)
=L
20T,
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Se tiene que ¢ es una serie convergente en L (R"), pues

ol = S Ay 52 1Ty

j=1 21T, = 2707,

Definimos .

1 _1
w=wreP™l y w,=w re.

Observamos que w = wy w;p. Veamos que wi, ws € Aj.

Usando (4.1) y que T es un operador acotado en L” (R"), se tiene que

© Ti(f) ) io: ( TIi(f) ): < Titl(f)

T)=T (Z —— L
=i, 21Tl ) j=1 270 Tl,
00 +1
() bl ( T(f) )
=2||T — T =2\ T -——F | 2| T ,
I ||,,]§1 S 1Ty =21l (@ 20T, 1T e

j=1

ya que T es un operador positivo. Luego,

max{w !’M((pp 1 %)) w!’./\/l((pw P}<2||T||(p, en c.t.p.

Ahora, ya que w; = w g P ywy = w” g @, se tiene que

1 L 1
_1 —1 1
<p=(w Pwl) =wrwy,

<

y sustituyendo en (4.2) obtenemos

1 1
(w_%M(wl))p 1 <2||T||(w ”wl)i1 y
w%./\/l(wz) <2|T| w% wo.
Por tanto,
M) =2|Tlpwr y M(wy) <2|T|,w,, enc.tp,

esto es, wy, wy € A;.
Seaahorawc—:Ap,con1<p<2

65

4.2)

Se tiene que wi P e Ay (Proposicion 3.7 (i7)). Ademds, como p = --7 > 2, existen

v1,V2 € A tales que
_p 1-p'
w' P =vv, 7,
esto es,

1_
w=v Py,.
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Los siguientes resultados constituyen los tltimos ingredientes que necesita-
mos para el desarrollo de las demostraciones del Teorema de extrapolacién que pre-
sentamos en este capitulo.

Lema4.2. Seal <r<oo.Siwe A, yue L”(w) conlull;» ., =1, entonces existe s > 1

verificando:

(w)

. 1
i. uw)e LIOC(R”).

ii. M ((uw)®) <ooc.t.p.

Demostracién. Veamos en primer lugar (i). Sea Q un cuboy 1 < s < r’. Se tiene que

/(u(x)w(x))sdx:/(u(x))s(w(x))s‘lw(x)dx
Q Q

s(/(u(x))"w(x)dx)’ (/(w(x))“‘”(?) w(x)dx)( "
Q Q

1
1+(s—1 Y 'rs)
S”L‘”Er’(w)(/(w(x)) e )(s)dx) :
Q

donde hemos aplicado la desigualdad de Holder con exponente %’
Por el Teorema 3.10, existe € > 0 tal que (3.10) se verifica para todo 0 < y < €. Toman-

!
do entonces s> 1 tal que (s —1) (%) < g, esto es,

. +e
<s<———
l+e-¢’

se sigue que

/(u(x)w(x))sdstIQll_s(/ w(x)d)c)F < 00.
Q Q

Veamos ahora (ii).
Observamos en primer lugar que

W) wdx= | (W w)*s W)™ dx<oo,
R" R"
yaque u € L"(w). Por tanto, (uw)® € L5 (wl‘r’).
Por otro lado, como w € A;, por la Proposicién 3.7(i ), w'" e A,r. Ademas, del Co-
rolario 3.11(i), se sigue que existe 6 > 0 verificando w=" e A;_s.Y, delaProposicion
3.7(i), obtenemos que w e Ap,conr’' =5 <m.
Luego, por el Teorema 3.12, se tiene que M estd acotado de L”(wl"') en L”(wl"').

l+e
&>
1+¢€ -

! .
Tomando s = mln{ 75 }, concluimos la prueba.

m}



4.1 ElTeorema de factorizacién y la generacién de pesos Ay 67

A continuacién presentamos dos resultados relacionados con la generacién de
pesos A, cada uno de los cuales serdn claves, respectivamente, en las dos demostra-
ciones que mostraremos para el Teorema de extrapolacion.

Proposicion 4.3. [Algoritmo de Rubio de Francia] Sean p, 1< p <oo, y w € Ap. Para
cada h € LP (w), el operador definido por

00 k
Rh(x)=)_ M, =1, 4.3)
=0 2KIMI%, )

donde
ME=MoboM y M°n=1n,

verifica las siguientes propiedades
i. |[h(x)|=Rh(x), xeR".
ii. IRRElrrw) <208llLrw)-
iii. Rhe A.
Observamos que, por el Teorema 3.12, M esté acotado en LP (w).
Demostracién. Sea h e LP (w).

i. Ya que los términos de la serie son positivos, se tiene que

00 kh
CEIEUEEDY LD R, xeR”.
IIMIILp(w)
ii. Setiene que
= |MFh o IMIf
IRANLr () < Y k—,fp(w) Rl Lp (w) Z . L)
k=0 2 ”M”Lp(w) 2 ”M”Lp(w)
X1
=kl Y o =21kl w).
k=02
iii. Yaque M, es sublineal, tenemos
(e8] Mk'+1h(x) o0 Mk+1h(x)
MR < Y = =2 Ml 1wy Z SEAT R
k=02 "M"Lp(w) 2 ”M”Lp(w)
®  MFh(x)
=2 Mllzrw) Z —————— < 2| Ml ppay RA(X).
M
2K MK, )
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Teorema4.4. i. Sea f € L}OC(R”) verificando M f < oo c.t.p.. Si0 < § < 1, entonces
el peso

w(x) = Mfx)°

es un peso Ay cuya constante solo depende de 6.
ii. Si w e Ay, entonces existen f € L; _(R"), 5 < 1yK verificando K,K~' € L™ y que

w(x) = K(x)(Mf(x))°.

Demostracion. Para probar (i), veamos que para cada fy Q cubo,

|Ql/(/\/lf(y)) dy<C(/\/lf()c))‘s para casi todo x € Q,

donde C > 0 no depende de Q.
Sean Q un cubo y f € L}OC(R"). Escribimos f = fi + f», donde fi = fXoq v fo =
fXeqge. Asi, M f(x) = M fi(x) + M fo(x)y,si0 <6 < 1, se tiene que

MF(x)° < MA@ + (M fo(x))°.

Por un lado, ya que M es (1,1) - débil y 2Q tiene medida finita, aplicando el lema de
Kolmogorov [6, Lemma 5.16], obtenemos

b
/(/\/lfl(y)) dys — IQI1 21 A0 = C5(|Q|/ fyd J/)

Ql QI

=Cs2™ (|2—Q| /ZQf(y)dy) <2 Cs(M f(x))°

Por otro lado, para M f>, observamos que dado y € Q y R un cubo con y € R y veri-
ficando f glf2(x)ldx > 0, entonces I(R) > %l (Q), ya que, en caso contrario, se tendria
que R c 2Q. Por tanto, si x € Q, se tiene que x € C, R, donde C,, es una constante que
no depende de Q. Luego,

1 1

— ld sC”—/ Wldy = CIM[(x),

|R|/R'f”' VEOCRI Jo,p 2N = CaMT
y, por tanto, M f>(y) < C? M f(x), y € Q. Asi, obtenemos

ol / M EAEWPdy < CP (M f(x))°.

Veamos ahora (ii). Sea w € A;, entonces por al desigualdad de Hélder inversa, existe
v >0tal que
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1
(L/ w(y)“ydy)w 5£ wy)dy<Cw(x), c.t.p.xeR",
Q1 Jq Q1 Jo

ya que w € A;. Por tanto, se verifica

w(x) < (MW @) 7 < Cw(x) c.t.p. xeR",

donde hemos usado el Teorema de diferenciaciéon de Lebesgue en la primera des-
igualdad.

Tomando f=w'"Y y§ = ﬁ, obtenemos
w(x) = (MFx)° = Cw(x),
ysiK= M"}(g)é, se tiene que K,KlelL®, pues K(x) <1 yK‘1 <C.

4.2. ElTeorema de extrapolacion

Ya estamos en condiciones de desarrollar dos versiones de la demostracién
del Teorema de extrapolacion de Rubio de Francia, que aunque distintas, se apoyan
en un punto comun, la generacién de pesos A;.

Teorema 4.5 (Extrapolacién). Sea r, 1 < r < oo. Si, para cada peso w € A;, T es un
operador acotado en L" (w) cuya norma solo depende de la constante A, de w, enton-
ces para cualquier w € Ap, 1 < p <oo, T estd acotado en LP (w).

Demostracién. Para la demostracion del teorema veremos, por un lado, que si w €
A1, entonces T estd acotado en L9(w), 1 < g < r. Posteriormente, usando esta pro-
piedad, demostraremos que, dado 1 < p < oo, T estd acotado en LP (w) si w € Ap/q,
donde 1 < g < min{p, r}. Para concluir la prueba, dado w € A, 1 < p < oo, sabemos
que existe g > 1 de manera que w € Ap/q4, por (i) del Corolario 3.11. Por tanto, usan-
do las propiedades mencionadas, tendremos el resultado.

Sean r con1<r<ooy T acotado en L" (w).

En primer lugar, veamos que si w € A; y1 < g < r, entonces T estd acotado en L9 (w).
Sea f € L9(w). Sabemos que r — g < r — 1y M f(x) < oo en casi todo punto, pues w €
Ay © Ay y, por tanto, | M fll4 < co. Luego, por el Teorema 4.4, (Mf)% € A;. Ade-

(r—q)(1-r)
mas, por (iii) de la Proposicion 3.7, se tiene que w(M f) = wMfI T e A,

Por tanto, aplicando Hélder,



70 4 Teorema de extrapolacién de Rubio de Francia

—q(r—q) q(r-q)

/ITf(x)I"W(x)dx=/ ITFOIIMfE)™ 7 (Mf(x)
R R”

w(x)dx

r-q
7

q
S( |Tf(x)I’(Mf(x))q"w(x)dx) ' ( (Mf(x))qw(x)dx)
R” R”
q =q
sC( If(x)I’(Mf(x))""w(x)dx)( If(x)l"w(x)dx) ,
R” R”

ya que T estd acotado en L' (w) y, por el Teorema 3.12, M esta acotado en L7 (w),
pues w € A} c A,4. Ahora, puesto que |f(x)| = M f(x) en casi todo puntoy g—r >0,
se sigue que

/ ITfWITwxdx<C [ |f®)ITwx)dx
R” R7

Veamos ahora la segunda parte de la demostracién. Sean 1 < p <ocoy 1l < g <
min{p, r}. Dado w € A4, tenemos que ver que T estd acotado en LP (w).

Por dualidad, existe u € LP'9' (w) con || ull prar oy = 1 tal que

(w)

q
IT N p ey = ( /[R ATFEN w(x)dx)”

=ITHN o ) =/ ITf17w(x)u(x)dx.
[Rn

Observamos que, para cada s > 1, se tiene que wu < (M(wu)s)%. Ademaés, por el
1
Lema 4.2 y el Teorema 4.4, tomando § = %, obtenemos que M ((wu)®)s € A, y, por

tanto, T estd acotado en L9 (M ((wu)s)%).
Se tiene que

ITf)wx)ux)dx < |Tf(x)|q(/\/l(wu)s)%(x)dx
R”? R7
<C [ IfOIMwws (Wdx
Rn

=C | @I w0 M @w 7 dx
Rﬂ

1

(p! (plq)
N
,

q
» ) ’
< c( If@P w(x)dx) ’ ( M) s (@ w(x)!=w
R” R™
!

donde hemos aplicado Hélder con indices g y (%) . Sabemos, por la propiedad (i)
del Corolario 3.7, que w'~ /9" ¢ Aprgy, yaque we Apq.
Tomando ahora s cerca de 1 tal que w!~ /9" ¢ A(piqy s Se tiene que M estd acotada
en L9 () por el Teorema 3.12. Luego, se sigue que
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q
ITf(x)Iqw(x)u(x)dst( IfF P wdx)”
R R

x | (w@u) PP wx)' =P gy
Rﬂ

= CIIflIZp(w) /Rn w0 PP () dx

_ plg)  _ q
=Cllull 27y = CUF I -
y, por tanto, T estd acotado LP (w).

O

A continuacién veremos otra demostracion del Teorema de extrapolacién en
el que se hace uso del algoritmo de Rubio de Francia para la construccién de pesos
A;.

Demostracién. Seanr,1<r <oo, we A,y T un operador acotado en L (w).
Dados p, 1 < p< oo,y f € LP(w), usando el algoritmo de Rubio de Francia descrito
en la Proposicion 4.3, construimos R f y R’ f, con

[e'e) nk
R'h(x)=) W donde M'f = @ y M"°h=1hl. (4.4)
k=0 ’

LP (w)
Observamos que w'P e Ap por el Corolario 3.7 y, por tanto, M estd acotado en

LP (w'="") y M’ en LP (w), pues se tiene

M(fw)
'T = ”M(fw)”Lp’(wl—p’)

!
Mt ) = ‘ ;
LP (w)

= C”fw”Lp’(wlfp’) = C”f"Lp’[M/)

Ademads, R' verifica las siguientes propiedades

i. |h(x)| =R h(x), xeR",
ii. IR hllrw) < 20RlLrw)-
iii. R'hw € Ay, verificando M'(R'm)(x) < 2l M'll -

Ya que f € LP(w), por dualidad, existe una funcién no negativa h € L” (w), con
IIhIIU,r(w) =1, tal que

"Tf“LV(w):/ ITf )| h(x)w(x)dx
Rn

y, usando las propiedades de R’, obtenemos
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T fllipaw) < / ITFIRF) T (R R h(x) w(x)dx.
R'l

Ademas, ya que R f,R'hw € Ay, se tiene que (R f)!~"R'hw € A, por la Proposicién
3.7. Por tanto, aplicando Holder con indices r y 1’ respecto de la medida R’ hw,
1

r

1
I T fllr ) < (/ T (RFENTR h(x) w(x)dx) ( Rfx)R h(x) w(x)dx)
R” R”

r

1
< C( |f(x)|’(Rf(x))1"R’h(x)w(x)dx) ' ( RfxX)R h(x) w(x)dx)
R R™
< C/ RfX)R h(x)w(x)dx,
Rn
ya que T estd acotado en L" (w) y | f| = R f. Ahora, por la desigualdad de Hélder con

indices p y p/, obtenemos

1 1
ITfllerw < C(/ (Rf(x))”w(x)dx) ! ( (R h(x)” w(x)dx) s
R R

1
I

1
< C( If(x)l”w(x)dx) ! ( (h(x))”'w(x)dx)
R . R
=C( If(x)l”w(x)dx)p,
Rn

donde hemos usado que R y R’ estdn acotados en L” (w) y L”' (w) respectivamente.
mi

El teorema de extrapolacién para operadores se puede generalizar para pares
de funciones como recoge el siguiente resultado.

Teorema 4.6. Sea 1 < r < co. Consideramos la familia F constituida por pares de fun-
ciones no negativas (f, g) verificando que, para cada w € Ay,

lgliraw) = ClfllLr qw)»

donde C solo depende de la constante A, de w. Entonces, paratodol < p<ocoy w €
Ap,
Iglraw < ClfllLr ),

con C solo dependiendo de p y de la constante A, de w, siempre que el término de la
derecha sea finito.

Demostracién. Sean w € A,y f € LP (w). Distinguimos los siguientes casos:
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i. p<r.
Construimos R f definido en (4.3) usando el algoritmo de Rubio de Francia.
Veamos que w(R f)P~" € A, esto es,

r—1

/(Rf(x))” ’w(x)dx)( ! /((Rf(x))p*fw(x))l"'dx <K

QI

Como R f € A;, para cada cubo Q € R", se verifica % < CR f(x), equivalen-
temente,

(IQI

1

(Rf(x))*lsc(m| / Rf(y)dy) , X€Q,

y, por tanto,

1 1 p=r
— R p=r d S—/Cr_ ( /'R d ) d
|Q|/Q( fONPTwx)dx 0] 0 fydy w(x)dx

- (|Q|/Rf(” y)p_r(ﬁ/q“’(“dX)-

1-p"Y .
=17 ) , Se tiene que

Por otro lado, aplicando Holder con indices % y (

r—1
(IQI/(Rf(x))(p M ' ’dx)
-1

(p-na-r (1 r,) )[1 p’) ( 1 / 1_p,)(r—1)1p/
(IQI/(Rf( ) x Q)oY

(|QI/Rf(X)dx)r p(ﬁ/w(x)l—lﬂ')p_l,

pues, usando (1-p)(1-p")=1yp' = Ll, se tiene que

/

p p (p-nNa-rHa-pH

/ 1- , ’1_
(p=n=r|1=57) =p-n0-r = f =y ——=1,
r— p—
y
p

r—1 _(r—l)(r’—p’)_(r‘l)(#_ﬁ)_ .
(1‘”’)’_ 1-p° 1-p' 7
1-r'

Por tanto,

: rrucas) (1 (R ) as)
(|Q|/(Rf(x)) w(x)dx Qi (RGP wx) " dx

C(L/w(x)dx)( ! /w(x)l_p’)p_1<l(
QI Q] -
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yaque w € Ap. Concluimos entonces que w(R f)P~" € A;, paratoda f € L” (w).
Luego,
1
) P

lgllorw = (/
(r-p)

1
( / g(x)rW(x)(Rf(x))(”’”dx)r( / (Rf(x))”w(x)dx) g

IA

—_r

=( / g(x)rW(x)(Rf(x))(”’”dx) ||Rf||Lp(w)

SC( / f(x)’w(x)(Rf(x))(”’”) ||f||L,;(w)scnf||Lp(w),
Rn

!
donde hemos aplicado la desigualdad de Holder con indices % y (%) en la pri-

mera desigualdad. Para la segunda, se han usado propiedades de R f y la hip6-
tesis con el peso w(R f)P~", y para la tltima hemos vuelto a aplicar Hélder con
o dicee P (PY = _P
indices Ty (£) =5
p>r.

Por (1.2), existe una funcién no negativa h € L¥'™ (w), con |2l piry ) =

fIR" h(x)% W(x)dx =1, tal que

||g||£p(w) = ”gr”L(p/r)(w) = / g(x)rh(x)w(x)dx.
Rn

/ ’ L
Definimos H tal que H” w'=F = hp7

L (w'7).
. — ! ,
Ademds, como w € Ay, se tiene que w P e Ay, por tanto, M esté acotado en

w. De esta manera, se tiene que H €

L” (w'P"). Construimos R H usando el algoritmo de Rubio de Francia y veamos
-1 -1
que wP 1 (RH)?P T € A,.

Por un lado, aplicando Hélder con indices Z—:i y (p;

1 p-1
p-r

!
) =1 se tiene que

p-r r—1

/(RH(x) )T () T dx < ( L /RH(x)dx)'?(i/ w(x)dx)p_
QI [QI 1Ql Jg
4.5)

Por otro lado, como RH € A y w

logo al caso p < r, se tiene que

< 0, siguiendo un razonamiento ané-
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! (r=10-r"

1 p-na-r r-1
(— / (RH(x)) 71 wx) »p1 dx)
1Ql Jg

(p-na-r r-1
(r— p)l ) p—1 1 L
< (C ( /(RH(x))dx) (@/ w(x)-r x))

r—

p-r (1 a1 \d
=Cvr 1( /(RH(x))dx) (—/ w(x)lfﬂdx) . (4.6)
1Q Q' Jo

Multiplicando (4.5) y (4.6), obtenemos

r—1

C(L/ w(x)dx)p(i/ w(x)! ll’ x)r_l
1Ql /o |QI
1 APy
=C((—/w(x)dx)( /w(x)dxl_”) ) =C,
0] QI

yaque w € Ap.
Por tanto, para concluir la prueba, observamos que

N8 Zp () =/Rng(X)’h(x)w(x)dx=/Wg(x)’W(x)%H(x) rldx

/ g0 wx) P (RHX) 7 dx

pzr

f(x) w(x)p 1(RH(x)) 1d

pr _r-p_
Tw(x)rr-Ddx

_¢ / FOO w0 P (RH)

p-r
1 p

< Clf (/ (RH(x) 7T w(x) 7 dx

p-

= Clf I Lpuny IRHIT, 5 oty = CIF 1 Lp

donde hemos usado la propiedad (i) de R H en la primera desigualdad, la hi-

r—1 r—1
potesis con el peso w»-T (R H) 71 en la segunda, la desigualdad de Holder con

indices £ y (%)’ = % en la tercera y, en la tiltima, la propiedad (ii) de R H.

]
Esta dltima versi6n del Teorema de extrapolacién permite demostrar de forma

mas sencilla, de como se habia hecho, tanto una version tipo débil, como una versiéon
vector-valuada como la formulada originalmente por Rubio de Francia.

Corolario 4.7. Dado un operador T, supongamos que para algiinr, 1 <r < oo, y todo
w € Ay, Tes tipo débil (r,r). Entonces T es tipo débil (p, p) para todo p con1 < p < oo.
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Demostracién. Denotemos por E, al conjunto

Ey={xeR": |Tf(x)|>A}.

Podemos escribir la desigualdad (r, r) débil de la siguiente manera

IAXE, Irw) < ClFllLr s

lo que nos permite aplicar el Teorema 4.6 para deducir que paratodo p, 1 < p<ooy
todo w € Ay, se tiene que

IAXE, N Lr(w) < Cll fllLp w),

es decir, que T es tipo débil (p, p).
m]

Corolario 4.8. Dado un operador T, supongamos que para algiinr, 1 <r < oo, y todo
w € Ay, T estd acotado sobre L" (w). Si denotamos f = {fi}ien y extendemos T a un
operador vectorial como T f = {T fi}ien, entonces para todo p,q con1 < p,q < oo se
tiene,

o plq 00 plq
/(ZITﬁ(x)I") w(x)dst/ (Zm(an) w(x)dx, f;€LP(w),ieN.
R” R™ \i=1

i=1

Demostracién. En primer lugar, podemos asegurar que T estd acotado de L9(w),
para todo w € Ay, sobre si mismo para todo 1 < g < oo por la aplicacién de la extra-
polacion. Este hecho nos garantiza que

YITHi)Twwdx<C | Y i Twx)dx, fieLli(w),ieN.
R” j=1 R™ i=1

Reescribiendo esta desigualdad como

o 1/q
/ ( ITfi(x)I")
R 1

i=

sC/
Rn

y aplicando el Teorema 4.6 a los pares ((Z‘i’zl ITf; (x)|07)1/q , (Z(i)il If,-(x)lq)”q), obte-
nemos el resultado buscado.

q
w(x)dx

o /g9
(Zm(xw) w(x)dx, fieL9(w),ieN,

i=1

m}
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4.3. Conclusiones

Una mirada general a la prueba del Teorema 4.6, nos hace concluir que los
puntos sobre los que se apoya la misma son:

(i) La maximal de Hardy-Littlewood estd acotada de LP(w) en si mismo siempre
que w € Ap.
(i) L” (w) es el dual de L” (w).
(iii) Elalgoritmo de Rubio de Francia.
(iv) Ladesigualdad de Holder.
(v) Propiedades de los pesos Ap.

Cuando se pueden establecer estos puntos en otros contextos, con las corres-
pondientes adaptaciones de las definiciones, la demostracién de la versiéon propia
del teorema de extrapolacién seguird una argumentacioén andloga a las presentadas
en este capitulo. Sirva como ejemplo el contexto de los denominados espacios de
Lebesgue de exponente variable LPOR", dx), donde p() : R" — [1,00] es una fun-
ci6n medible con ciertas condiciones de regularidad. En 2017 Cruz-Uribe y Wang
publicaron el trabajo [5] y en él se presenta una generalizacién del Teorema 4.6 en el
marco de los espacios de Lebesgue de exponente variable. Aunque la demostracién
de este teorema requiere establecer ciertas condiciones propias del contexto, en ge-
neral su desarrollo se fundamenta en los mismos puntos claves que la del caso del
contexto clésico.
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