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Resumen

Las ecuaciones integro-diferenciales reciben su nombre porque involucran operado-
res integrales que son generadores de operadores diferenciales. Este tipo de ecua-
ciones se encuentran de manera natural en nuestro entorno y con ellas se modelan
muchos fenémenos de la naturaleza. Ademas, dada la no localidad de estos opera-
dores, tienen una conexion directa con los procesos estocdsticos con saltos. Estos
ultimos, cuya enorme utilidad radica en la capacidad de modelar el comportamien-
to futuro, son de gran interés en finanzas, fisica o ingenieria.

En este trabajo estudiamos de manera particular el operador Laplaciano frac-
cionario, considerado el ejemplo canénico de operador integro-diferencial. La no
localidad del operador es su caracteristica principal y repercute en las numerosas
propiedades y caracteristicas que derivaremos. Destacaremos, de forma especial,
la propiedad de extensién de Caffarelli y Silvestre que ayuda en muchos casos a
solventar el “problema” de la no localidad.

Por tdltimo, prestaremos especial interés al ejemplo clasico de problema de frontera
libre: el Problema del Obstéculo. Abordaremos el caso no local y probaremos la
existencia y unicidad de su solucién, asi como un primer resultado de regularidad,
siendo necesario contextualizar el problema y presentar la base matematica tedrica
necesaria, la cual se engloba dentro del Célculo de Variaciones. Se complementa
este estudio con una simulacién numérica del mismo para un obstaculo particular.



Abstract

Integro-differential equations get their name because they involve integral opera-
tors that are generators of differential operators. This type of equation appears
naturally in our environment, for example in the migratory movement of certain
species of birds. In addition, given the non-locality of these operators, there is a
direct connection between them and stochastic processes. These processes, whose
enormous utility lies in the ability to model the future behavior, are of great in-
terest in finance, physics or engineering.

In this work we study the fractional Laplacian operator, considering the canonical
example of non-local integro-differential operators and fractional diffusions. The
non-locality of the operator is its main characteristic and affects numerous proper-
ties that we derive. We will especially highlight, the extension property of Caffarelli
and Silvestre that helps in many cases to solve the “problem” of the non-locality.

Finally, we pay special attention to the classic example of a free boundary problem:
the Obstacle Problem. We will study the non-local case and we will prove the
existence and uniqueness of its solution, as well as a first result of regularity,
for which it will be necessary that we contextualize the problem and present the
necessary theoretical mathematical basis, which is included within the Calculus of
Variations. This study is complemented with a numerical simulation of the problem
with a particular obstacle.

VI



Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo pretende ser un primer acercamiento a la teoria que estudia los
operadores integro-diferenciales y sus aplicaciones. Las integrales singulares y los
operadores no locales (especialmente los fraccionarios) se empezaron a estudiar en
los anios 70 por lo que son un tema clasico en el andlisis armonico [23], la teoria de
operadores [29] y la probabilidad [25]. Pero no es hasta los comienzos de la pasada
década cuando (debido principalmente a sus conexiones con numerosos fenémenos
del mundo real) se retoma el interés en ellos y en desarrollar una teoria completa
de las ecuaciones que los involucran. En efecto, los operadores no locales surgen en
una infinidad de problemas de relevante importancia, en investigacién matematica
podemos encontrarlos en problemas de frontera libre cldsicos como el problema de
Signorini [7] o el problema del obstéculo, para el que reservamos el ultimo capitulo
de este trabajo. Desde un punto de vista probabilistico, los operadores integro-
diferenciales estan relacionados con los procesos de Lévy, cuyo caso mas simple
es el Movimiento Browniano (ver Figura [I.1)). En otros fenémenos de la natura-
leza aparecen por ejemplo en el movimiento migratorio de grandes aves [31] o en
los patrones de caza de depredadores marinos cémo tiburones, atunes, marlines o
peces luna [2I]. En ecologia brindan una base matemadtica rigurosa que permite
separar comportamientos evolucionados e innatos de las influencias ambientales,
y esto a su vez ayuda a estudiar la eficiencia de la busqueda de recursos en en-
tornos inciertos [27]. En fisica aparecen, por ejemplo, en el estudio de la mecénica
de fluidos [34] y en finanzas, como veremos algo méds en detalle, juegan un papel
fundamental en la valoraciéon de derivados.

En la actualidad el desarrollo de esta teoria conforma una rama de investigacion
matematica muy activa y consolidada, dentro de la cual se considera al Dr. Luis
Caffarelli, Premio Wolf 2012, Universidad de Austin (Texas), y al Dr. Alessio Fi-
galli, Medalla Fields 2018, ETH (Ziirich), como sus referentes. A principios de
los 2000, el primer autor, comenz6 a desarrollar dicha teoria con herramientas
analiticas, y sus resultados son muy valorados por cualquier especialista en Anali-
sis Matematico y Ecuaciones en Derivadas Parciales.

En la primera seccién del Capitulo 2] aprovecharemos la relacién comentada con
la teoria de la probabilidad para describir en detalle como a partir un problema
fisico-probabilistico, que podemos modelizar mediante un vuelo de Lévy, aflora un
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Figura 1.1: Movimiento Browniano.

nicleo integral singular. Posteriormente explicamos cémo podemos representar este
nucleo singular mediante su simbolo de Fourier, lo cual nos llevara de forma natural
hacia el ejemplo candnico de operador integro-diferencial no local, el Laplaciano
fraccionario definido como la siguiente integral singular con valor principal

1 u(z) — ulz +
(~A)ufa) = o VP / ( )’y‘nf% Vay se@©1),  (1.1)
donde A(n, s) es una constante de normalizacién cuyo valor se detalla en las pri-
meras secciones de esta memoria. El objetivo final del capitulo es el estudio de
este operador, deducir y probar algunas de sus definiciones equivalentes y propie-
dades fundamentales como son: la propiedad de semigrupo, la de homogeneidad,
su comportamiento con los espacio de regularidad Holder C'*, su signo en puntos
de médximo o minimo, el principio de comparacién y el principio (débil y fuerte)
del maximo. Cerraremos el capitulo presentando, con referencia a las pruebas de
convergencia y estabilidad, un método numérico basado en diferencias finitas que
nos permitird discretizar el operador (|1.1) y que sera fundamental para la dltima
seccion de este trabajo.

El Capitulo [3] estda enfocado en la presentacion de una herramienta analitica
moderna comunmente llamada extension de Caffarelli y Silvestre para , en
honor a los autores que la dieron a conocer en 2007, (ver [11]). La extraordinaria
utilidad de esta técnica radica en que nos permite pasar de un problema no local a
uno local “pagando” con tener que aumentar una dimensiéon el espacio de estudio.
De manera esquematica, esto supone que si tenemos una funcién

u R" xRy — R,

que resuelve el problema de Dirichlet
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A u* +128u*+u =0, zeR"xR,,

v (1.2)

u*(z,0) =u(x), xe€R™

Demostraremos que una perturbacién de la derivada normal de u* nos proporciona,
salvo constante, el valor del operador Laplaciano fraccionario de su traza; es decir

(—A)’u(x) ~ hm y'o u (,y). (1.3)

Lo fundamental detras del desarrollo que veremos es que los autores pensaron en
como la extension armoénica de u en 2 — 2s dimensiones mas, por este motivo
es habitual encontrar que algunos articulos en lugar de nombrarla como extensién
de Caffarelli y Silvestre, utilizan el término extensién s-armoénica. A partir de la
idea anterior, usando un argumento de conjugacion y una elegante determinacién
del nicleo de Poisson, estableceremos la solucién fundamental del problema .

Por dltimo, una buena parte de esta memoria estd dedicada al Capitulo [4]
donde nos centraremos en el ya mencionado problema del obstaculo no local que,
como veremos, estd muy relacionado con matematica financiera. Estudiaremos las
propiedades de un funcional de energia bajo ciertas restricciones de regularidad.
En un primer lugar presentaremos el problema clasico, cuando el operador es el
Laplaciano, cuyo funcional Dirichlet asociado esta definido como

= / |Vul*dz,
D

sobre un dominio D C R". Dedicaremos gran parte del capitulo a estudiar el
caso no local. Para ello serd necesario introducir brevemente algunos conceptos
fundamentales del Calculo de Variaciones, teoria en la que han trabajado algunos
de los mejores matematicos del siglo XIX y XX, como E. de Giorgi, premio
Wolf en 1990, que resolvié el 19° problema de Hilbert de manera completamente
independiente a J. Nash. Veremos que el problema del obstdculo fraccionario tiene
solucién tras estudiar ciertas caracteristicas del funcional de energia no local

)!2d p
- |:1:— yrrzs T

donde u € HF(R™), siendo Hi(R") el espacio de Sobolev fraccionario que se es-
tudiara en detalle en dicho capltulo. Motivados por el resultado clasico de Luis
Caffarelli [8] que probd que si trabajamos dentro del conjunto cerrado y conve-
xo K = {u € HYD) : ulopp = f(x),u > ¢}, la solucién del problema del obstdcu-
lo local es tnica, demostraremos que dentro del conjunto cerrado y convexo

= {w € H{(R™) : w > ¢ en R"}, la solucién del problema no local existe y
es Unica. Por ultimo nos extenderemos en probar con detalle la continuidad de
dicha solucién, propiedad que requerira el uso de varias herramientas analiticas de
manera cuidadosa.
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Finalmente se plantea un esquema iterativo que aprovecha la discretizacion vista
en el Capitulo 2] para abordar numéricamente el problema del obstdculo fraccio-
nario, el cual consideramos que, ademas de ser de interés tedrico, podria tener
aplicabilidad al mundo de la matematica financiera. Dicho método numérico se
implementa en Phyton cuyos cédigos se muestran en el Anexo [D] por completitud
de esta memoria.

Comentamos ademas que, a lo largo de este trabajo se incluyen distintas figuras
originales, con las que se pretende mejorar la compresion de los conceptos
estudiados y los resultados obtenidos.



Capitulo 2

El operador Laplaciano
fraccionario

La importancia de los ntcleos integrales, o kernels integrales (K), es de sobra
conocida, ya que son las funciones que caracterizan a una transformada integral.
Por ejemplo, en el caso de la transformada de Fourier K = €™ /y/27 nos permite
transformar senales entre el dominio del tiempo y el dominio de la frecuencia.

T(f0) = [ K- (o

El objetivo de este primer apartado es presentar la estrecha relacién que podemos
encontrar entre los paseos aleatorios con saltos arbitrarios y los operadores
integrales con nucleos integrales singulares [30]. Ademéds estudiaremos algunas
propiedades del ejemplo candénico de este tipo de operador que serdn cruciales
para el desarrollo de los siguientes capitulos de esta memoria. La mayoria de estos
resultados pueden encontrarse en [6, [14], 28] [35].

2.1 Caminos aleatorios y nucleos integrales

Dado que trabajaremos en un contexto fisico-aleatorio, serd necesario definir la
longitud del salto de nuestra particula, asi como las dos funciones de probabilidad,
dependientes del tiempo e independientes entre si, que recogen la expectativa de
posicién y de direccion de salto respectivamente.

Para comenzar, tomemos una funcién par K : R" — [0, +00),

K(y) = K(-y) VyeR",

que es nucleo de sumabilidad en Z", esto es,

> K(k)=1. (2.1)

kez™

Ademas, fijemos una longitud de salto h > 0 y consideremos el camino aleatorio
discreto cuyos nodos viven en la cuadricula hZ™. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que en cualquier instante de tiempo 7, la particula puede saltar
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de un punto cualquiera de hZ" a otro punto de la misma malla y podemos asociar
a este fenémeno una probabilidad. De este modo, la probabilidad de que una
particula salte de hk € hZ™ a hk € hZ" se puede tomar como

K(k—k)=Kk—k).

Es importante recalcar que, como se vera analiticamente més adelante, el camino
que hemos definido, al contrario que el paseo aleatorio estandar, puede realizar de
manera ocasional (con reducida probabilidad) grandes saltos (vedse la Figura [2.1]
notese la escala y frecuencia de saltos en contraposicion a la Figura .

1204

100 A

80

60 -

40 1

20

=20 -10 0 10 20 30 40

Figura 2.1: Vuelo de Levy.

Por otro lado, la particula puede encontrarse en cualquier punto de la malla, por lo
que necesariamente debemos asociar una probabilidad a dicha posicién. Por ello,
llamaremos u(x,t) a la probabilidad de que nuestra particula esté en x € hZ™ en
el instante ¢t € 7Z". De este modo, u(x,t + 7) denota la suma de probabilidades
de las posibles posiciones x + hk en las que la particula puede estar en el tiempo
t ponderadas por la probabilidad de saltar de z + hk a x, esto es,

u(x,t+ 1) ZK u(x + hk,t).

kezr
Ademés, por ([2.1])
uw(z,t+71) —u(z,t) Z K(k)(u(z + kk,t) — u(x,t)) (2.2)
kezr

Es interesante estudiar el proceso aleatorio descrito anteriormente fijando la unidad
de tiempo 7 = h* y tomando K el nticleo homogéneo definido como
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C(n,s)
K(y) = [yt . y#0,5€(0,1), (2.3)

0, y=0.
Donde C(n, s) denota la constante
B 1
2 ez [K|70H2)

Tal y como lo hemos definido, es claro que >
para h > 0,

C(n,s)

yezn K (y) = 1y ademds se tiene que,

K(y) _ Cns)

T - h2s|y‘n+2s’

C(n,s) C(n,s)
h"K(hy) = h" = .
(hy) |[hy|nt2s 2 [y[ntas

Por lo que tenemos la siguiente igualdad,

K(y)

= h"K (hy). (2.4)

Usando la equivalencia anterior, y de (2.2)), se sigue que

u(z,t+7) —u(z,t) _ 3 Ki’@ (u(z + hk,t) — u(z, 1))

T
keZm

— B Z K(hk) (u(z + hk,t) — u(z,t)) (2.5)

kezn

=h" Y U(hk,z,t),

keZm

siendo W(y,x,t) = K(y)(u(z + y,t) — u(z,t)).

Observemos que, en el término de la izquierda se asemeja a un cociente
incremental mientras que el de la derecha parece ser una suma de Riemann, este
hecho nos lleva a tomar limites cuando 7 = h* — 07. Es decir, cuando la unidad
temporal se hace infinitamente pequena tenemos que

duet) = [ iy.w.t)dy
esto es,

|y[t2s

Owu(z,t) = C(n,s)/ dy. (2.6)
Notese que, hemos partido de un camino aleatorio que puede experimentar saltos
arbitrarios, siendo la probabilidad de dar saltos pequenos mayor que la de obser-
var saltos grandes, y al centrarnos en el estudio de su limite hemos obtenido una

n

7
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integral singular, en y = 0, con un nticleo homogéneo y par.

Nos centramos ahora en estudiar si dicha integral singular estd bien definida,
hecho que sera crucial para el correcto desarrollo de esta memoria. Lo primero
que observamos es que, a pesar de la singularidad, cuando s € (0,1) y u es
suficientemente buena, suave y acotada, la integral en estd bien definida
como valor principal cerca del origen, esto es,

VP/ u(x +y,t) — u(x,t)dy — lim u(r +y,t) —u(z,t) dy.

|y |+ =0t Jrn\ B, |y|+2s

En efecto, nétese que si y # 0, |y‘++2 eC>®y

Vu(z,t) -
Vule )y g, _ o, reRrr,
B,y

dado que se estd integrando el gradiente de u contra una funcién impar en un
dominio de integracion simétrico alrededor del origen.

Por ese motivo, podemos escribir la integral singular de (2.6)), como valor principal
cerca del cero ya que

VP/ u(:v—i—y,t)—u(x,t)dyzvp/ u(x+y)—u(m)—Vu(m)y,

|y|nt2s |y |+ 2

es convergente. En efecto, aplicando el Teorema del Valor Medio con respecto a la
variable espacial en dos ocasiones, podemos acotar el numerador,

S \ (w,t) Vau(z, )] - |y]
< [Hu(z,1)] - |y|*
< Hullye - P, w2 € R?
Siendo H la matriz Hessiana usual,
82 0%y 9%y
82 0%y 9%y
H(U) _ Oz122 8_13 T OrnT1
82'u 8éu . 6éu
Or1Tn  OxoTn T @

Por lo tanto, el integrando queda acotado por

t) — t d
Bl Bl

|y|n+25 |y|n—2+25
1 n—1
P dp
— |l [ B
0 |p|n72+28
1
dp

Por otro lado, es claro que por ser una funcién acotada y 2s > 0, se tiene que
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12:/ u(x—i—y,t)—u(x,t)dyg/ Cdy

R"\ B |y|mt2s R”\B; ly["+2s
_ / > pldp
B 1 p|mtEs

0 dp
= — < Q.
/1 |p|2$+1

dy:ll +127

Luego la integral en (12.6))

/ u(x +y,t) —u(x,t)

‘y’n+2s

esta bien definida.

Aunque ya hemos visto que la integral en (2.6) estd bien definida como valor
principal, si por ejemplo u € C*(R") N L>°(R™), es también interesante escribir la
integral de como un cociente diferencial de segundo orden, ya que esto nos
permite quitar el valor principal de la definicién de la integral. Para ello debemos
observar que, tomando y = —y tenemos que equivalente a

il

de donde

/ u(z +y,t) ; u(z,t) dy = 1/ 2u(z +y,t) g 2u(x,t)dy
n |y|n+ s 2 " |y|n+ s

(2.8)

_ 1/ u(x—iry,t)—i—u(x—y,t)—2u(x,t)dy

- § ’y‘n+25
Es decir, podemos escribir la integral regular de como la mitad del cociente
diferencial de segundo orden u(x +y) — u(x — y) — 2u(x) factorizado por el nicleo
definido en . Cabe mencionar que esta representacién nos permite dar sentido
a la integral a pesar de su singularidad en el cero, ya que aplicando el desarrollo
de Taylor hasta orden 2 tenemos

u(x) =~ u(0) + Vu(0) - = + le’Hu(O)x

2
u(z +y) = u0) + Vu(0) - (z+y) + %(m + ) Hu(0)(z + y)
u(z —y) = u(0) + Vu(0) - (z —y) + %(I — ) Hu(0)(z — ).

Por lo que es claro que

u(@+y ) +ule—y,t) = 2u(x,t)| _ |[Hull~ - [yI* _ [[Hullre
|y|n+25 — |y|n+25 — |y|n—2+28’
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teniendose asi que, si por ejemplo u € C?(R"), (2.8)) es integrable cerca del origen.

Concluimos de este modo que,

|y|n+2s

Owu(x,t) = C(n,s) - VP/ dy

_C(n,S)/ u(@ +y,t) +ulz —y,t) — 2u(z, 1)
2 e |2

dy,

con u € C3(R™) N L>(R").

2.2 Nicleos y simbolos de Fourier

En este apartado veremos cémo representar el nicleo integral visto antes en
términos de los simbolos de Fourier. Como hemos hecho hasta ahora, tomemos
una funcién u suficientemente buena, digamos u € S(R™), el camino aleatorio con
saltos de longitud arbitraria que estudiamos en la anterior secciéon nos ha llevado
a considerar integrales de la forma

Lute) == [ (ula+y) + ule )~ 2u2) K (y)dy, (2.9)

siendo £ un operador lineal, por lo que tiene perfecto sentido buscar su simbolo
de Fourier. Esto es, si definimos la transformada de Fourier de u como

~ 1 ;
Flul(w) = u(w) := CRE /Rn e "u(r)de,
buscamos la funcién ¢ que satisface la expresion

Lu=F 1 (O(Fu)) < F(Lu) = (&) (Fu)(€), (2.10)
con & : R" = R, £ € R". Luego,

n

ve e -7 ( [
_ / (F (ule+y) + ule — y) = 20(2)) (€) K (y)dy.

donde se ha aplicado el Teorema de Fubini-Tonelli en la segunda igualdad.

(u(e + )+ ule — y) - 2u()) K(y)dy) ©

Teniendo en cuenta que

1 —wy

Flule +)]w) = oz [ e utade = o [ e Oua)n
= ¢ Flu(a))(w),

1 6iwy

Flu(z —y)|(w) = e /Rn e~ W@y (1)dr = 2ne /Rn e~ @y (x)dx
= " Flu(z)](w),

10
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obtenemos que

n

B(€)(Fu)(€) = / (¢ + e — 2)(Fu)(€)K (y)dy

n

— (Fu)(©) / (2cos(Ey) — 2)K (y)dy

n

— 3(Fu)(€) / (cos(Ey) — VK (y)dy

Se concluye asi que

8(6) =2 [ (cos(ey) 1) K(y)dy <0 (2.11)

2.3 El operador Laplaciano fraccionario

El hecho de haber encontrado el multiplicador de Fourier del operador integro
diferencial nos permitira relacionar d;u con el llamado operador Laplaciano
fraccionario, que se puede introducir de manera natural en el contexto del analisis
de Fourier. En efecto, como

Oju = F~' (ig;(Fu)),

es claro que,

RVOEEDY 82“@ FEP(Fu) (), &z eR”

de lo que, de manera natural

Definicién 2.1 Sean u € S(R"), s € (0,1). Definimos el operador Laplaciano
fraccionario en R™ como

(=A)u(e) = F (| (Fu)) (). (2.12)

Una vez hemos dado una primera definicion para el operador Laplaciano
fraccionario, veamos su relacion con los operadores integrales singulares. Con este
objetivo, comencemos probando que el simbolo de Fourier del operador integral
visto en es, salvo una constante que debemos determinar (ver (2.17))), el
mismo que el de (—A)*. Esto es,

1 1 — cos(&y)
2s
= dy. 2.13
6 = oy | e (213)
Para ello consideremos la funcién

J(€) = /n Md%

|y|nt2s

y demostraremos en primer lugar que es rotacionalmente invariante, esto es

11
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JE) =T (ler), £€R" e =(1,0,..,0) € R™. (2.14)

Para n = 1, el dominio de la integral anterior es la recta real y, dado que el coseno
es una funcién par, es trivial que J(§) = J(—§). Si n > 2, tomemos una rotacion
R para la cual

R([gler) =&, £eR”
y denotemos por RT su transpuesta. Luego, sustituyendo § = RTy, tenemos que

j(f) _ /n 1 — cos (R(’ﬂel) ) y) dy

|y | t2s

[ ((gler) - (R7y))

|y |+ 2

dy

:/ 1-COS((|€|61)-31))dg

|g|n+2s

= J([lea),

como queriamos ver. Por otro lado, obsérvese que, si ( = ({1, (s, ..., () € R™,
tenemos que

1—cosG _ |Gf? 1
’C’n+2s — |C|n+2s — |<‘|n—2+2$

cerca de ( = 0, luego la integral

An, s) = /R %ﬁifdg (2.15)

es finita y positiva.

Como consecuencia de (2.14]), (2.15)) y sustituyendo ¢ = ||y, tenemos que

T (&) = T ([€ler)
1 — cos(€y1)
= ——=d
/n |y|n+25
1 1 —cos((y)
= d
|§|n /Rn ’é_||n+25 S
= [¢|*A(n, 5).
Queda probado asi , es decir

F-ar0© = (o [ el (o). ¢ew

n, s) ly|n 2
Por tanto, tomando K(y) = W en || y segun lo visto al final de la seccién
anterior ((2.10)-(2.11))), tenemos que

F (=P (§) =~ [ M ZN =20y, o,

g

12
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De donde, por ([2.8) concluimos que

N 1 / 2u(z) —u(r +y) —ulx —y) dy
2A(n,s) Jun |y |2
(2.16)
1 / u(z) —u(x + y)d
CAmS) Je
Concluimos la seccién afirmando entonces que, por ([2.6))
Owu(z,t) = —=C(n, s)A(n, s)(—A)°u(z,t), (2.17)

esto es, la densidad de probabilidad de un camino aleatorio con saltos en todo el
espacio viene dada en términos del operador no local (—A)?*.

2.4 Relacion con la ecuacion del calor

Hasta el momento no nos hemos parado a estudiar el valor de la constante A(n, s),
en esta seccion veremos que éste se puede derivar de la estrecha relacion entre el
operador Laplaciano fraccionario y la ecuacion del calor. Comenzamos recordando
la siguiente propiedad de la funciéon Gamma.

o0
['(2) :/ 7 le Tdr, z€C. (2.18)
0
Sea A > 0, aplicando integracién por partes a la propia definicién se tiene que

—s'(—=s) =T(1—s)

+o0
= / T %e Tdr
0

y por tanto

N = m/o t5 e M — 1)dt. (2.19)

La arbitrariedad de A nos induce, al tomar formalmente A = —A, a la siguiente
definicién del Laplaciano fraccionario en términos de la solucién de la ecuacion

clasica del calor (ver (B.G)).

Lema 2.2 (Definicion de Bochner, [22]). Seanu € S(R") y0 < s < 1, el operador
Laplaciano fraccionario puede definirse como

1 dt

(=8 ule) = gy [ ) ) (220)

13
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donde e~*=2) denota al clasico semigrupo del calor generado por —A (ver (B.2.2)).

Demostracion: Veamos en primer lugar, utilizando la transformada de Fourier, que
la integral anterior esta acotada, En efecto

< dt o el iz
| e A>u<x>—u<x>|t1+sscn,s / Rn“@ 1)) e
dw
\_ﬁ\ 2s
Ee,. [ [ lew - o s
=Cus m(@“ﬂ%df < 0.
Rn

Repitiendo entonces los célculos anterlores en ([2.19) por el Teorema de Fubml

la expresién de la funcién Gamma I'(— fo 7757 1 1)dr y por se
tiene que
1 OO —t(—A dt o~ 2s  —ix
| ) — s = [ e a
= (=A)’u(x).
0]

Realizando a continuaciéon un estudio detallado de la expresion ((2.20]) encontrare-
mos un valor explicito para la constante A(n, s) dada en (2.15)). Para ello tomemos
una funcién V : R" x Rt — R, tal que

—

V(z, t)(€) == e Pt (¢). (2.21)

De esta definicion es claro que

V(e )(€) = &PV DE) [ aV(et) = AV(,), o)
= .

V(z,0)() = al¢) V(z,0) = u(x).

Lo que nos permite afirmar que, siguiendo la notacién de semigrupos, V(x,t) :=
e~"=Ay(x) es la solucion del problema de Cauchy de la ecuacién del calor con
dato inicial u(x) planteado en ([2.22)).

Sabemos (ver (B.15])) que
Vi) = [ o -y tulu)dy
= /n O(y, t)u(x — y)dy (2.23)

4t )n/?
donde @ es el nicleo de Gauss (ver (B.11).

14
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De ([2.16) y usando la propiedad (B.10]) de ® se tiene que

/0+°O 5NV (2, t) — u(x))dt = /+°° /n By 1) (u(e — y) — u(z) dydt

ly|?

/+OO /nt 17:75 ;/? (u(z —y) —u(w)) dydt
W /+oo /n 7n/2 (47)+ (u(x y)_u(x))dydT

P
+ 5)A(n, s)(—A) u(x).

r(s

_7Tn/2
Por tanto de (2.19) obtenemos que
20 (—s) 720 (1 — s)
2251(5 + ) QQSSF(g s)

Obsérvese que con los célculos anteriores ( ver - ) hemos dado una
prueba alternativa a la presentada en [6] Lemma 3.1. 3 del siguiente

2

A(n,s) = — (2.24)

Corolario 2.3

/ 1— cosCld _ a20(1 - s)
R |<’n+28 T 22551"(g —|—S>7

0<s<1lmneN, (2.25)

2.5 Algunas propiedades basicas del operador
Laplaciano fraccionario

Atendiendo a las secciones previas de este capitulo, sabemos que el operador
Laplaciano fraccionario puede definirse mediante o (2.16)), siempre que
las funciones sean suficientemente regulares. Haciendo uso de éstas definiciones
podemos demostrar algunas propiedades basicas.

Proposicién 2.4 Sea u € S(R"), tenemos que
1. Propiedad inmediata derivada de la definicion: (—A)t = (=A), (—=A)° = Id.
2. Propiedad de semigrupo: (—A)* o (—A)%2 = (—A)%1+52,

3. Conmutacion con traslaciones: [(—A)°u(- + w)|(z) = [(—A)%u](z + w),w €
R™.

4. Homogeneidad 2s: [(—A)*u(A)](x) = N*[(—A)*u](A\z), ) € R.

5. St para dos funciones u,v € S definimos el producto interior:

< u,v >i= /n u(z)v(x)de,

entonces
< (=A)*u,v >=<u, (=A)*v > .

15
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Demostracion: Veamoslo en orden.

1.

Inmediato por la definicién ([2.12]). Si se quiere demostrar usando la férmula
puntual de la integral singular (2.16]), apta para funciones menos regulares,
debemos estudiar el comportamiento asintético de A(n, s) (véase seccién 4
de [15]).

. Tomando la definiciéon que involucra la transformada de Fourier ([2.12))

tenemos que

(~8)% o (-A

FoH(leP F(F (el Fu(9)))(©)
FH (Il (g Fu)(€)))
F
(-4)

1 |§|251+252}"u 5))
A S1+S2

En este caso, por la definicién puntual del operador, dada en ([2.16f), tenemos
que

(Yt +wte) = o [ o,

A(n S) ‘.’L' _ y‘n+2s
_ 1 u(z 4+ w) — uly + w)
- A(”? S) /n |(l’ + w) — (y +w)|n+23d
= [(—A)*u)(z + w)

Del mismo modo que antes, por la definicién (2.16|), tenemos que

1 u(Ax) — u(Ay)
AV u()\ —
(arue) = o [ M
1 u(Az) — u(Ay)
= >\25/ A'dy
AN e 1)~ D)
= [A*[(=A)u](Az)
Tomando de nuevo la definicién del operador Laplaciano fraccionario

mediante su simbolo de Fourier (2.12]), y conciderando en dos ocasiones la
identidad de Plancherel (C.3)) tenemos

< (=AY > = / o(2)(—A) u(z)dz

n

= [ F (I Ful)) FH (Fu(€)) de

R
[ JePeFue)Fue)ie

= [ Fu(©)|e*Fo(€)de (2.26)

Rn

= [ FU(Fu(©) F (¢ Fo(€)) de

R

= /n u(z)(—A)°v(z)dz
=< u, (—A)°v > O
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Nétese que teniendo en cuenta la definicién local (2.16]), y si la funcién u es
suficientemente buena, podemos acotar el operador. Esto es

Proposicién 2.5 Si u € C*T*(R") N L=(R") (o u € CH*To~1(R") N L=(R")),
existe Cy 5o > 0 tal que

[(=A)u(z)] < Crsa,
donde x € R".

Demostracion: Dados x € R" y r > 0, escribimos

A(n, s |yy|n+2s |y [
L+
A, s)’

CAVu(p) = L u(r) — u(z +y) u(r) —u(x +y)
(—A)’u(z) —) {VP/T dy+/Rn\Br dy

Para la primera integral veamos la regularidad Holder de la funciéon. Consideremos
en primer lugar el caso s < 1/2. Entonces

=y [ et oala)y o [ ety v,

’y|n+2s ’y|n+23
< \Iu!!czs+a|y!25+“d
- e
r n—1 2s+a
P p= T dp
o R
0 ‘P‘HHS

< ||ul|czs+am(n)r
«

< 0oQ.

donde n(n) := |0B(0,1)| denota el volumen de la esfera unidad en R™.

Para el caso s > 1/2 usando que la integral estd dada en valor principal se tiene

’VP/ u(x+y)—u(x)dy’:‘vp/ u(x)—u(a:+y)—Vu(:p).ydy

|y|n+2s |y|n+23
dy
< Il || G
r n 1d
= n(n)|[Hul|p | L2

n(n)||Hul|peer? 2
— < .
2_92s >0

Para estimar I, es suficiente con tener en cuenta que la funcién esta acotada, en
efecto
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w(x +y) — u(x) dy
nl=| [ Dy < ol [
"\ B, |y|n+25 R7\ B, |y‘n+25

o n—1
p"dp
= 2ulln) [

= 9|Ju] 77 (n) / e

_ |Jull=n(n)

3 < X0
sres

De este modo tenemos que

(=A)*u(z)] < [L] + L] < oo.

como queriamos ver. O

Recogemos ahora algunas propiedades més interesantes, cuyas pruebas involucran
unicamente a la representaciéon mediante la integral singular. Notese que la
hipétesis, u € L>*(R™), puede relajarse tanto en la proposicién anterior como
en las que presentamos a continuacién, a u € £°(R™), donde

L(RY) = {u :R" — R tal que /R %dw < +oo}. (2.27)

La primera de estas propiedades podria verse como una version mas simple del
principio fuerte del maximo, el ctal veremos en la Proposicion

Proposicién 2.6 Sean u € L>®(R"™), y un punto o € R tal que:
1. u(zg) =0,
2. ueC¥(oueCh® ™ sis> 1) parac >0 en un entorno de xo,
3. u>0enR".
Entonces se tiene que
(—A)°u(xg) <0.
De hecho (—A)*u(zg) =0 s7, y sdlo si, u = 0.

Demostracion: Sabiendo que u(zg) = 0, u(y) > 0 y usando la definicién bajo
integral singular podemos obtener la acotacion del operador en xg, esto es

1 u(zo) — u(y)
—AYu(zy) = dy < 0.
(arutan) = o5 [ Ly <
Por otro lado, de la expresién anterior, es claro que (—A)%u(zg) = 0 si, y sélo si

u(y) = u(xy) = 0 para todo y € R, es decir la funcién u debe ser identicamente nu-
la. O

De este modo, dadas dos funciones suficientemente regulares, gracias al resultado
anterior y a la linealidad del operador se tiene el siguiente
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Corolario 2.7 Sean u,v € L*(R") y un punto xo € R™ tal que:
1. u(zg) = v(xo),
2. u,v € C*¥ (o u,v € CH* 1 sis > 1) para e > 0 en un entorno de o,
3. u>venR".

Luego se tiene que
(=A)%u(xo) < (=A)%v(w0).
De hecho (—A)*u(xg) = (—A)*v(xg) st, y sélo si, u = v.

Demostracion: Apliquese la proposicién anterior a la funcién w := u — v. 0

A continuacién estudiaremos los Principios débil y fuerte del Maximo. Ademas,
veremos c6mo interacciona el operador con los espacios Holder (ver (A.2])).

Proposicién 2.8 (Principio Débil del Mdximo) Sea u € C*°(Q) N L>(Q) con
QCR" Si(—APu>0enQyu>0enR"\Q entonces u >0 en Q.

Demostracion: Veamoslo por reduccion al absurdo, supongamos que existe x* € (2
tal que la funcién u alcanza su valor minimo u(z*) y que éste es negativo. Dado
que u(y) > 0siy ¢ Qy de la definicién de minimo, tenemos que

. 1 w(z*) — u(y)
0 < (=A)u(x” A(n, 5) / 7 — y’n+28 Y+ A(n, s) / o — |2 dy
u(z”) —u(y)

< dy < 0.
A(n,s> o Jor — g Y=

Que es una contradiccién provocada por suponer que en el punto minimo u se hace
negativa. Por lo tanto u(z*) > 0 de donde u > 0 en (. O

Proposicién 2.9 (Principio Fuerte del Mdzimo) Sea u € C*+8 () N L>(2) con
Q C R™. Si tenemos que (—A)*u >0 en Q yu >0 en R"\Q entonces u > 0 en
Q, a menos que u =0 en ).

Demostracion: Obsérvese que, por el resultado anterior, © > 0 en todo R™. Luego,
si u no es estrictamente positiva en €2, debe existir un punto xo € € tal que
u(zo) = 0. Por lo que, por (2.16) tenemos que

0< (—A)Su(xo) _ 1 /]R u(xO) — u(y)dy

A(n’ S) n |I0 - y|n+25

1 —u(y)
- d
A(n, s) / g — y[r2 Y

Lo cual implica que u(y) < 0 en R", pero como u > 0 en todo R"™. Concluimos
que u debe ser identicamente nula en R™, tal y como queriamos demostrar. O
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De los ultimos resultados mostrados podriamos entrever que, si exigimos ciertas
condiciones a nuestra funcién, serfamos capaces de conocer en mayor detalle a
nuestro operador, esto es, si estd acotado o como es su signo. A continuacion
exigiremos que la funcién esté en un espacio de Holder, es decir que sea k veces
derivable y cuyas derivadas sean Holder continuas de pardmetro v, con k € Z* y
0 < v < 1. Ademas, también se puede ver que el hecho de aumentar la derivabilidad
de la funcién implica cierta regularidad del operador [6]. En nuestro caso exigiremos
que la funcién sea Holder continua, no exigiremos su derivabilidad, de este modo
podemos probar que

Proposicién 2.10 Sea u € C**(R"), con a € (0,1] y a > 2s > 0, entonces
(—A)SU c CO,a72s Y

[(_A)SU]CO,Q—QS S Cn7s’a ['U,]CD,@ 5

donde C,, 5o > 0 es una constante que depende de n,s y c.

Demostracion: En primer lugar observamos que como 0 < 2s < a < 1, se tiene
que s < %, por lo que el operador esta bien definido. Tomemos dos puntos y un
r > 0 fijo pero arbtirario. Es claro que

[(=A)%u(z1) = (=A)%u(z2)] =

1 u(zy) — u(ry +y) — u(ze) +u(rs +y)

P dyl < I + I

A(n, s) ’V /n |y|t2s Y=t
donde

1 u(zy) —u(ry +y) — u(rz) + ul(zs + )
[L{=——|VP d
' Aln,s) ‘ / : [y ¢
| [ ety ) et
=

A(n, s) | Jrm\B, |y |2

Como a —2s > 0, usando que |u(z;) —u(z; +y)| < [u]coe|y|* con i = 1,2, se sigue
que

1 2[u]coaly|® n(n) /TQ[U]covap“ _1
I < dy = "d
"= An, ) / e YT Ams) Jy e P

20 fulener-
(a—25)A(n,s)

Para estimar I, empleamos que |u(z; +y) — u(z2 + y)| < [u]co.e|z1 — 22|*. Luego

1 Q[U]Co,a|$1 — {L'Q|a
I < —/ dy
A(n, s) Jrm\ s, |y|mt2s

n  2lulcoa|xy — 2o|*

-t [ e
2n(n)[u]coar™ > |21 — 25|

- (—2s)A(n, s)
2n(n)[u]co.ar |1 — @5

= 25A(n, s)

2s
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Escogiendo r = |z — x5| tenemos que

A ) = (A ulen)] < (52 + 52 ) ga g ltleoelor —aal" >
<2(25) AZ% (e 2y — a2

con lo que concluimos que

[(_A)SU]CO,Q—QS S Cn,s,a ['U,]CO,& .

s \ a—2s

siendo Cy 5.0 = 9( L ),f((:)s) O
Cerramos la seccién con un Teorema tipo Liouville que sigue de [14].
Teorema 2.11 Sea u € L5(R™) tal que

< (=A)°u, v >=0, V¢ e SR"),

con 0 < s < 1. Entonces necesariamente u es afin, ademds cuando s < %, u se
reduce a una constante.

Demostracion: Obsérvese que por hipotesis (—A)*u = 0, en sentido débil. Teniendo
en cuenta que el operador Laplaciano fraccionario es autoadjunto (punto 5 de la

Proposicién y (2.12), esto es equivalente a
0= / w(@)(—A) b (x)dz
:/ u(z)F! (|f|25]:¢) (z)dz.

Por otro lado, como u € £*(R™) en particular u es una funcién temperada, luego
es Lebesgue integrable y por tanto admite transformada de Fourier. Luego hemos
obtenido que

(2.28)

< Fu, ¢ >= 0, para cualquier ¢ € C5° (R"\{0}). (2.29)
En efecto, para ¢ € C5° (R™\{0}), la funcién ¢(£)/[¢]** € CF° (R"\{0}) C S(R"),
por lo que debe existir una funcién ¢ € S(R") tal que F(¥)(£) = ¢(€)/|¢]*. De
donde por (2.28)), tenemos que

< Fu, ¢ > =< Fu, [§|*Fop >
=<u, F([EFy) >

_ / ufa)F (€ F) ()i =0,

De deducimos que el soporte de Fu es tnicamente el {0}, luego, siguiendo
la definicién del soporte de una distribucion, Fu debe ser una combinacién finita
de deltas de Dirac y sus derivadas. Esto nos lleva a afirmar que necesariamente
u es un polinomio, probando asi el enunciado, ya que los tinicos polinomios que
viven en £°(R") son las constantes y las funciones afines. A partir de la definicién

(2.30)
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1) es claro que cuando s < %, necesariamente u es constante. 0

Es claro que con hipdtesis mas restrictivas, como u € L*®(R") N C**#(R") con
B > 0, otros resultados de tipo Liouville podrian ser obtenidos. Por ejemplo, a
partir del resultado anterior, si restringimos la naturaleza de u tenemos el siguiente

Corolario 2.12 Sea u € L>(R") tal que
< (=A)’u,p >=0, Yy e SR"),

con 0 < s < 1. Entonces necesariamente u es constante.

2.6 Discretizacion del operador

Como sabemos el Laplaciano fraccionario es el operador prototipico en modeli-
zacion de difusiones no locales, estas difusiones tienen un gran interés en fisica
e ingenieria, por ello el desarrollo de métodos numéricos robustos y eficientes es
sumamente necesario. Lo cierto es que en la préactica se emplean una gran diversi-
dad de métodos que, en su mayoria, no han sido estudiados bajo las herramientas
modernas del andlisis numérico, y su precision, convergencia o estabilidad general
es aun desconocida. Dedicaremos el final de este primer capitulo a presentar el
modelo de Yanghong Huang y Adam Oberman [32] para una dimensién (n = 1)
basado en diferencias finitas. La elecccion del mismo se debe principalmente a que
los autores estudian y prueban detalladamente su presicién, al menos con solucio-
nes suaves, y su convergencia en el problema extendido de Dirichlet. Esto ultimo
nos permitird, en el Capitulo [} afrontar numéricamente el problema del obstaculo
(ver Seccién {4.3)).

Como es habitual en la apliproximaciéon numérica, se busca aproximar el operador
mediante una convolucion discreta entre los valores de una funcién conocida, u, y
una serie de pesos, w, a determinar. Esto es, queremos discretizar el Laplaciano
fraccionario como

(—An)"u(z:) = > (u(x;) — ulzij) w;, (2.31)
j=—o00
donde ¢ € Z, w; son pesos positivos y h es el tamano del paso. Para encontrar los
pesos anteriores trabajaremos con la definiciéon del operador como integral singular
en R vista en (2.16)). Ademads, serd fundamental separar en dicha definicién la parte
singular (I;) y la denominada “cola” (I5). Esto es

1 u(e) - ue — y) u(@) - u(e — y)
(FA)u@) = Za [VP/W MBS d“/y|>h PRI

= ]1 + 127

con A(n, s) definido como en (2.24) y 0 < h << 1.
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Notese que esta idea se emplea en numerosas ocasiones a lo largo de la presente
memoria. En primer lugar, y como ya hemos visto, el niicleo que define al operador
Laplaciano fraccionario es par, por lo que siguiendo lo visto en (2.8)) podemos
reescribir la integral I; como el cociente diferencial de segundo orden

I — 1 (/h 2u(z) —u(z +vy) —u(r — y)dy> 7 (2.32)

A(1,5) \J-n [y|t2e

que ya no precisa ser integrado en valor principal si u es regular.

Sin pérdida de generalidad supongamos ahora que u € C*(R), de este modo
podemos determinar su polinomio de Taylor hasta cuarto orden. Esto es

v’ v’ v
w(z £y) =u(zr) £u'(z)y + EUH(:K) + Eu’”(a:) + ﬁu“’)(x).

Sustituyendo esta expresién en ([2.32)) tenemos que

1 h y2 ] 1 h y4
I, ~ o duy — iv) _/ d
1 A(1, s) ( w (x)/o yl+2s y —u(z) 12 J, yi+% Y

-1 h2—2s Y uiv)(l,) hi—2s
T AL s) (2—23“ @)+ 4—2s> '

Sy ue si undo suman rden menor - r u
Obsérvese que si h < 0,1 el segundo sumando es de orden menor a 10~4, por lo que
lo asumiremos como parte del error de aproximacién. Ademas, sustituyendo u”(x)
por su equivalente en diferencias finitas centradas nos queda la expresion final

-1 (u(m—i—h) — 2u(x) —u(m—h))
A(l,s) (2 — 25)h?s ’
que podemos discretizar como
o1 (2u(m) — u(®isy) — u(@iy)
hm) ™ J1s) ( (2 — 25)h% ) '

En cuanto a Iy, aproximaremos el integrando mediante un polinomio interpolador
a escoger (P), esto es

Py) = Z (u(w;) — u(zij)) Pi(y — ;).

JEZ

11%

De este modo tenemos que

-~ Ply) , _ () — Pi(y — z;)
b [ =Y ) ) [ S,

JEZ ly|>h

de donde tnicamente quedaria por conocer los pesos

Py — x;)
wj = —————y.
1= fo

En [32] se presentan con detalle dos formas para determinar los pesos anteriores,
por un lado se propone emplear un interpolador lineal con la ventaja de que no
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se necesita exigir mas regularidad a u. Ademés su estudio, desarrollo e imple-
mentacién posterior es mas sencilla. Por otro lado, muestran un enfoque algo més
ambicioso que conlleva trabajar con un polinomio cuadratico, esto aumenta la pre-
cision del método numérico notablemente, pero también dificulta algunos aspectos
tedricos como la convergencia.

Tras probar una serie de resultados técnicos y propiedades de los propios pesos,
los autores los definen como

(h2e( L )+ F2) - F( = 41
(2—25)A(L,5) (1) + F(2) 1), 7= )
w!l =
AP (F(G+1)-2F(G)+F(G—-1), j#=+L
( / ’ i
’f%(azﬁﬁmj—G%U-£@§EQL+G@%—GOD7 j ==L
w? = 2B (GG+D)+G(G-1)—G(i+1)+G(i—1), j==+2,+4 -,
}f%<_GW+ﬂ%%UHGUJ)+(ﬂj+2)—(Xj—2Dv J=43,£5--.

\

donde w” y w? denotan a los pesos asociados a la aproximacién lineal y cuadratica
respectivamente. Las funciones F'(t) y G(t) vienen dadas por

4 |t|1725 1
@s—1)2sA(L,s) O 7 3
F(t) =
log |¢| 1
(| " Aas) ST 2
( ‘t|2_23 1
G 28)(2s_1)2sA(1,5)° ° 7 3
G(t) ==
t—tlog |t| _1
[ A1 0 ST 2

Observacion: Dado que el objetivo de esta memoria no es entrar en detalle en
estos aspectos, remitimos al lector interesado en la justificacion detallada de dichas
definiciones a las secciones 2 y 3 de [32]. De hecho, en los ejemplos numéricos que
presentaremos a lo largo de este trabajo, empleamos tnicamente la opcién lineal
en contraposiciéon al citado articulo. No obstante, en el Apéndice [D] se presentan
los cédigos originales de ambas apréximaciones por completitud y para el interés
del lector.

Una vez se han determinado los pesos se podria pensar que el objetivo estd
cumplido. Nada mas lejos de la realidad, ya que la discretizacién del operador
vista en involucra una suma infinita. Esto significa que en la practica ésta
debe truncarse hasta un valor finito M, de tal manera que

M

(=253 w =Y (i — wij)wy. (2.33)

j=—M
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Sin embargo, este procedimiento acumula errores significativos debido al lento
decaimiento de la convolucién de u(x;) y los pesos w; ~ j~'72¢(ver Seccién 3.3 de
[32]). De nuevo, para sortear este problema debemos volver a la defincién como

integral singular (2.16), esta vez separando la “cola” en dos partes, esto es

(=A)’u(z) =1 + I — I,

siendo

1 w(z) —u(z +y)
/Z/|<LW !

YA e

A(l,s)

1 u(z)
N
PAL ) Sys e ly

1 u(z +y)
ped [ e,
AL, s) sy Y2

y Ly = Mh. Es claro que la primera de las integrales se puede aproximar mediante
la suma truncada (2.33)), es decir

M

[1 ~ Z (UZ — 'LLi_j)lUj.

j=—M

En cuanto a I, notese que la integral es en la variable y, por lo que dada la paridad
del nicleo, queda completamente determinada por

2u(x) /°° 1 u(z)
I, = = ——.
> AL Sy W T SAL LR

Hasta el momento no hemos tenido en cuenta las posibles limitaciones en el
dominio, y parece razonable que dicha informacion repercuta totalmente en la
parte de la “cola”, donde u tiene grados de libertad. Lo cierto es que esto depende
totalmente del problema con el que estamos trabajando, por lo que supongamos
que u es suficientemente buena, esto es que decae como |y|_5 , con 3 > 0, a partir
de un L tal que Ly > 2L, un rapido estudio asintético nos dice que

u(y) = u(L)LP|y|™, cuando y — oo,
u(y) =~ u(—=L)LP|y|™, cuando y — —oo.

Por lo que si llevamos esto a las dos partes en las que podemos dividir I3,

1 > u(x —y) /‘“’u(w—y) )
PTAQs) ( Ly Y[ Ly (Y[t

nos queda que
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/°° u(z — y)dy
L ’y|1+2s

> u(z —y) e -y’
—dy = ———— 2/ o —dy
/_LW |y |1 F2s (2s+ )Lt 7,y

= u(—L)L’B/L

(2s + ﬁ)L%‘Sfﬁ

w

(2s + ﬁ)L?,f}w

oz —y| P

|y|1+23 Yy

oI (5725+5523+5+15i),
Ly

o F <ﬁ,2s+ﬁ;2s+ﬁ+1;—i) )
Ly

donde 5 F denota a la funcién hipergeométrica Gaussiana, cuyas propiedades son

conocidas.

Con el desarrollo anterior hemos conseguido un método de discretizacién para
el operador Laplaciano fraccionario suponiendo que la funcién a la que aplica es
suficientemente buena. Como ejemplo ilustrativo, y empleando la opcion lineal, lo

aplicamos para la funciéon

u(z) = (1+ :CQ)’(l’QSW,

con lo que obtenemos una aproximacion acorde a la siguiente representaciéon

grafica.

0.6
0.5+
0.4 4
0.3 4
0.2 4

9
0.1+
0.0 4

—0.14
2.0

# . n

mTT — (—4)Pu

-—= h+h
h+lh+1

T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.2: Discretizacién de (—A)*u(x) con w’.

Nétese que en la Figura[2.2] comparamos el resultado con la expresion analitica del

Laplaciano fraccionario de u, esto es

(—A)su(z) = 2*T (

(véase [24]).

1—2s\"
)F( 5 3) (1+x2)7(1+25)/2’
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El output mostrado en la figura [2.2| se ha obtenido tras tomar L = 2,s = 0,2 y
h = 0,1 como inputs para los c6digos que hemos construido en el Apéndice [D]
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Capitulo 3

Problema de extensién del
operador Laplaciano fraccionario

Hasta ahora hemos estudiado las propiedades basicas del operador Laplaciano
fraccionario, sin embargo no hemos sido muy conscientes de los posibles problemas
que la propiedad de no localidad intrinseca del operador puede ocasionar, como por
ejemplo que dicho operador no mantiene el soporte de las funciones o que no hay
una regla de Leibniz para el producto que sea sencilla de manejar. Nuestro proximo
objetivo es estudiar una herramienta analitica para este operador, conocida como la
“extension de Caffarelli y Silvestre” (ver [I1]), que permitird localizar los problemas
a cambio de trabajar en un espacio extendido. Esta herramienta permite pasar
de un problema de condiciones de contorno tipo Dirichlet a un problema de
condiciones de contorno tipo Neumann en una dimensién superior.

3.1 Introduccién al problema

La necesidad de localizar el problema nace de la propia definicién del operador
(2.16), y es que para evaluar éste en un punto, se nos exige conocer su
comportamiento en todo el dominio. Por otro lado, si suponemos que u €
C%+8(Q) N L>(R™) estd definida como

_ Jou(x)>0, zeqQ,
u(z) = { w(@) =0, =cRN\Q,

nétese que si tomamos un punto xry € R™\(, la funcién se anula en dicho punto
pero sin embargo

(—A)u(zg) = — / u(wo) —uly) , 1 / —ul®) g4 o,

A(n, s) Jo lro —y["*> A(n, s) Jo lwo — y[+2e

Es decir el operador (—A)® no mantiene el soporte de las funciones, propiedad

que puede generar muchas dificultades en el estudio de los Problemas de Cauchy
asociados al operador. Otra dificultad generada es que la férmula del producto
es mucho més complicada que en el caso clasico con el operador Laplaciano. En
efecto,
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(=4)*(wo)(z) = u(z)(=A)*v(z) + v(@)(=A) u(z) + B(u, v),

siendo B(u,v) := 0 dy una forma bilineal.

1 / (u(z) — uy))(v(z) = v(y))

™) |z =yt

Todo esto deriva en que probar la existencia o regularidad de soluciones en este tipo
de problemas no locales es, en ocasiones, muy complicado. Por ello es necesario
disponer de herramientas que localicen al operador y nos permitan resolver un
problema local, la llamada “extension de Caffarelli y Silvestre” pertenece a este
elenco. Con ella podemos localizar el problema pagando con una dimensiéon mas y
pasando de condiciones tipo Dirichlet a condiciones tipo Neumann. Para explicar
dicha herramienta, consideremos

Au(z,y) =0, =Ry e R,
(3.1)
u*(z,0) = u(x), =eR"

siendo u, u* funciones regulares y acotadas.

(2.9)
AN TEIN

Rn

@) = (i g)

Figura 3.1: Proyeccion de la solucién del problema de extension.

Sea T el operador definido como T : u*(z,0) — —0J,u*(x,0). Es importante
destacar que T' es un operador positivo, ya que por la identidad de Green y teniendo
en cuenta 0, = —0, en R} se tiene

<Tu*,u* > = / u*(x,0)(=0,u*(x,0))dx
R

0
— [ —wleapaTeg) + [V (o) Pdady > 0.
Rn+1

Sabiendo esto, si aplicamos el operador 1" dos veces sobre u* tenemos que

(T 0 T (,0) = T2 (1,0) = (~0,)(~0,Ju* (2,0) = Oy (z,0)
= —Au"(x,0)
= —Au(x).

Dado que T es un operador positivo, formalmente hemos demostrado que
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T(u(z)) = —0,u*(z,0) = (—A)Y2u(x).

Esto es, la derivada normal de la proyeccién sobre el eje y = 0, es decir, la derivada
normal de la traza, es precisamente la raiz cuadrada del operador Laplaciano de
dicha traza.

Siguiendo la idea anterior, de que T relaciona un operador local (derivada normal)
con uno no local (—A)Y2, nos preguntamos ahora si podemos generalizar esta
propiedad al caso s # %, es decir al caso 0 < s < 1 general. Esto es, ;podemos
encontrar un problema similar a de manera que cierta derivada con respecto
a la variable y sea el Laplaciano fraccionario s de la traza de su solucién? Para ello
consideraremos que u* es una funcién radial en 1 4+ a “dimensiones” adicionales,
siendo a € (—1,1) un valor que tomamos posteriormente. De este modo, teniendo
en cuenta la expresién del Laplaciano en coordenadas polares radiales (ver (B.1)),
el problema extendido andlogo a que queremos resolver sera

Agut(z,y) + fuy(@,y) + uy,(z,y) =0, 2 €R"yeRT,
(3.2)
u*(z,0) = u(x), ze€R™

Nétese que el operador Lou'(z,y) = Agu'(z,y) + fuy(z,y) + uy,(z,y), del
problema anterior, puede escribirse como

div(y*Vu*) =0, (3.3)

es decir, buscamos soluciones tales que el flujo del campo y*Vu* sea nulo en todo
punto, y diremos que u* es la extension de w.

Dado que nuestro objetivo principal es obtener una relaciéon entre (—A)%u y la
derivada normal de dicha funcién, nos centraremos en encontrar una solucién
fundamental para , esto es un nucleo de Poisson, usando algunas propiedades
fundamentales del problema.

3.2 Nucleo de Poisson

Con lo que hemos visto hasta ahora, nos proponemos encontrar un ntucleo de
Poisson P, de (3.2)), esto es una funcién que cumpla

LoPy(z,y) =0, (z,y) € R* x RY,

P,(x,0) = do(z), ze€R™
De este modo la solucién de (3.2) sera de la forma

u(x,y) = /n P, (z —e,y)u(e)de.

Ya que claramente
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(2,0 :/ Pu(x — 2,0) u(e)dz = ulx),
e

y Lou*(z,y) = 0.

Para determinar la extensién de P,(x,y) usaremos la idea previa de que podemos
identificar el operador L, con el Laplaciano de una funcién en n + a + 1
“dimensiones”. Por tanto teniendo en cuenta y considerando n — 1 +a > 1,
sabemos que

nn+1+a)

@y (r,y) = T
D= e

(3.4)
es la solucién fundamental de L, = 0.

Obsérvese, como era de esperar, que ®, no nos vale como nicleo de Poisson, puesto
que cuando proyectamos esta solucién sobre R™ no obtenemos la funcion delta de
Dirac ya que

nn+1+a)
|x|n71+a

bl

lim ®,(x,y) =
y—0
(véase también (B.5))).

Pero si estudiamos detenidamente la funcién ®, observamos que si la derivamos
respecto del parametro extendido y multiplicamos por —y*, cuando y — 0
obtenemos, salvo constantes, la funcién dy. En efecto,

yin—14+a)n(n+1+a)

I —y 9y, (r,y) = Jm y

|(z, y)|Hte
oyt n—1+a)nn+1+a)
= lim
y=0 (@, y)|1Te

=n—-1+a)nn+1+a)d(z),

Esto nos motiva a pensar que un posible candidato a funcién P,(x,y) es w(x,y) :=
—y*0y P, (z,y), que cumple w(z,0) = Jo(z). Sin embargo, jes cierto que w(z,y)
satisface (3.2))? Observamos que de hecho w es solucién de la ecuacién conjugada

a (3.2)). En efecto,

—a? —1)9,®, ad*d,
Ay — Sy 4wy, = —y° (@Aa@a Ml “(a2 02a | 10 %a agcpa)
Yy Yy Y

aQ

a a
= —y (@Aﬂ)a - yjaycpa + Zajcba + 85%)

a a
= —y°9, (qu)a + gay@a + 85%)

=0,
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con —1 < a < 1, donde hemos usado que @, es solucion de (3.2)).

Bajo estas consideraciones y teniendo en cuenta esta propiedad de conjugacién
podemos entonces definir

M(n,a)y'

Palwy) i= 70,8l y) = 1N

donde M(n,a) =(n—1—a)n(n+1—a).

(3.5)

Claramente (3.5 es solucién de (3.2), ya que ®_, es solucién de la ecuacién

conjugada L_, = 0 y, bajo el mismo razonamiento de conjugacién anterior,
concluimos que P,(z,y) = —y “0,P_,(z,y) es solucién de (3.2) y cumple
P,(x,0) = dp(z). Nbtese ademds que,
M(n,a)y*= M(n,a M(n,a) ~ (x
o) = it = e = R ()
con ]5(1(2) = (2)% Con esta reparametrizaciéon y con cambios de variable
1422) 2

adecuados, primero z = % y después p = tan(§), se tiene que

/n Py(z,y)dz = % / P, (g) dx

= M(n,a) /n P,(2)dz

e8] pn—l
=M n,a / ﬁdp

B T2 tanm (6
= M) /0 1t (@)=

— M(n,a)B (” +1 _—“) — W(n,a),

2 72
donde B es la funcién especial beta definida como B(z,y) := fol t*= 41 — t)v~dt.

Luego si, redefinimos P, como

1 ylfa
P(l(‘/L‘? y) = ~ 7
M(n,a) |[(z,y)["—
obtenemos el nicleo de Poisson de |D que ademdas cumple fRn P,(z,y)dx =1
propiedad que sera imprescindible para establecer, a continuacién, la relacion que
existe entre cierta derivada normal de la solucién de (3.2) y el Laplaciano fraccio-
nario s de su traza.

(3.6)

Obsérvese ademas que, por la Proposicion , P, dado en (3.6) es un nucleo de
sumabilidad cuando y — 0. Por lo que en particular, se obtiene que P,(z,0) =
do(x), € R", como ya sabiamos (ver Teorema |C.5)).
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3.3 Relacion con el Laplaciano fraccionario

Una vez hemos encontrado una solucién fundamental para el problema ,
volvamos a nuestro objetivo inicial; encontrar u*(z,y) y saber si alguna derivada
de su traza tiene relacién con el operador (—A)®. Para ello, teniendo en cuenta
Jgn Pa(, y)dz = 1, observamos que

'LL*(QZ, y) — U*<$, 0)
y—0
= lfim y* ! /n P.(z —e,y)(u(e) — u(z))de

y—0
1 yl—a

s (u(e) — u(w))da

lim y uy (T, y) = lm y

= lfim y* ! -
y—0 g M(n,a)|(x—¢,y

1 _
L[ v,
M(n, CL) Rn ‘l’ _ €|n+1—a
1 1-a

=——(=A)2 u(x).
T A T

Por tanto, tomando a = 1 — 2s concluimos que

lfm —y"u; (2, 9) = ———(~A) u(a), (3.7)

tal y como queriamos demostrar.

Figura 3.2: Problema de extensién para el Laplaciano fraccionario.

Observacién: Aunque no es el objetivo principal de esta memoria, ademas por
motivos de tiempo y espacio no podriamos ilustralo correctamente, comentamos
que la ventaja de trabajar con la extension de Caffarelli y Silvestre es clara por
construccion, de hecho, en el trabajo donde se presenta, los mismos autores la em-
plearon para probar las estimaciones de Harnack para u* (y por tanto para u). Para
este fin tuvieron que apoyarse en la teoria general de ecuaciones elipticas degene-
radas desarrollada previamente por Fabes, Jerison, Kenig y Serapioni en [I7]. Otro
ejemplo de su utilidad podria ser [12] donde se emplea la caracterizacién , a
través de la EDP local, con el fin de obtener estimaciones de regularidad en el pro-
blema del obstéculo para el operador Laplaciano fraccionario, técnica que continta
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empledndose en la actualidad en el estudio de la frontera libre ([2], [3]). Destaca-
mos también que existe una identificacién directa entre el Laplaciano fraccionario
definido mediante la extensiéon y el operador fraccionario de Paneitz, siendo este
ultimo importante en la teorfa de dispersién de ondas [13].
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Capitulo 4

Problema del Obstaculo

El problema del obstaculo, que es el ejemplo canénico de los problemas llamados
de frontera libre, nace del estudio del concepto de elasticidad y el interés en
encontrar las ecuaciones que modelan como se deforma una membrana elastica
que es empujada por un objeto, denominado en este contexto como obstaculo y
denotado comuinmente por .

e 9
® u
® free boundary

Figura 4.1: Diagrama problema del obstéaculo.

La funcion resultante u, cuyo gréafico representa la forma de la membrana, tiene
ciertas caracteristicas importantes, como que en las zonas donde no toca al
obstaculo es la solucion de una ecuacién en derivadas parciales, mientras que en las
zonas en las que si hay contacto es una supersoluciéon de la misma ecuacién. Una
propiedad fundamental que se deduce de lo anterior es que la membrana siempre
se mantiene por encima del obstaculo, es decir que u > ¢ en todo el dominio.
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( Au(z) = f, siu(z) > o(z),

Au(z) > f, x€Q,
(4.1)
u(x) > (), x €,

[ u(r) = g(x), =€

El problema del obstaculo se ha estudiado de manera teérica en el llamado Calcu-
lo de Variaciones, ya que la solucién del mismo se puede obtener minimizando un
funcional en una clase de funciones (véase por ejemplo [I8]). La naturaleza de este
razonamiento puede construirse, siguiendo [33], mediante un problema fisico que,
como ya comentamos antes, tiene como objetivo determinar la posiciéon de una
membrana elastica que se identifica con el grafico de una funcién u en un dominio
2, condicionada en la frontera del dominio por una funcién g(z) con x € 012, ya
que sin esta condicién el problema no estaria bien planteado, y sujeta a la accion
de una fuerza transversal f(x) con x € Q. La posicién final de la membrana es
aquella que minimiza la energia potencial, la cual queda determinada no sélo por
la fuerza transversal, sino también por el trabajo realizado al desplazar, o estirar,
la membrana. Como estamos suponiendo que ésta es elastica, el trabajo realizado
es proporcional a la diferencia de las areas encerradas bajo la membrana inicial y
la estirada. La constante de proporcionalidad se asocia con la tensién superficial,
que, sin pérdida de generalidad podemos tomar como 1. Por lo tanto, la energia
potencial de la membrana es

E(u) = /Q (\/W— 1) dx + /Qf(:v)u(x)dx

Como sabemos que para s pequeno tenemos que /(1 + s) ~ 1+ %3—1—- -+, podemos
aproximar la energia potencial anterior por

Pl =5 [ 1Vu@)Pde + | fapu(yis

siempre que |Vu(z)| sea pequenio. El objetivo serd por tanto minimizar F(u) en
el conjunto de funciones que le dan sentido al funcional y cumplan que estan por
encima del obstdculo (u(z) > p(z) en Q). Cabe destacar que en estos problemas
interesa conocer también la regularidad y composicion de la llamada frontera libre
I' = 0{u > ¢} UR"™ pero que dicho estudio, sumamente delicado, se sale de los
objetivos de este trabajo.

En el ambito financiero, el problema se puede derivar bajo el contexto de un
problema de control estocastico conocido como “Optimal Stopping Problem”. Esto
es, consideremos un producto financiero, tipicamente derivados, cuyo precio pode-
mos modelar mediante un camino aleatorio (movimiento browniano), X;, definido
dentro de un dominio 2 C R”, y sea una funcién ¢ : Q2 — R", que nos establece
el payoff de dicho producto. De este modo, si detenemos el camino aleatorio en
un tiempo ¢, podemos conocer si la funcién ¢ nos reporta ganancias o pérdidas
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en ese mismo instante. Por lo tanto, podriamos estar interesados en encontrar la
estrategia qué maximiza este payoff, es decir determinar en qué instante debemos
parar el proceso para maximizar ¢. Se puede probar (ver Apéndice B de [18]) que
este maximo satisface el problema del obstaculo (4.1)).

La légica anteriormente descrita es equivalente a la que sigue una estrategia de in-
version basada en operar con derivados del tipo European Options, si en su lugar
se desea emplear American Options se deberd considerar un proceso de Lévy no
continuo, por la posibilidad de dar saltos grandes (ver Seccién , en lugar del
movimiento browniano. Nétese que, la relacién entre estos problemas financieros y
los operadores vistos en esta memoria se basa en que, en el contexto del calculo es-
tocéstico, el operador Laplaciano es lo que se conoce como generador infinitesimal
del movimiento browniano, del mismo modo que el operador Laplaciano fraccio-
nario lo es de un proceso de Lévy (véase por ejemplo [1]).

Por lo tanto, ademas del propio interés tedrico, desde un punto de vista de las apli-
caciones tiene perfecto sentido, y motivacion, estudiar el problema del obstaculo
para el operador Laplaciano fraccionario. Para comenzar tomamos ¢ : R® — R
una funcion continua de soporte compacto, a la que llamaremos obstdculo y con-
sideraremos el problema no local

((—A)u(z) =0, siulz) > o),

(—A)*u(z) >0, zeR"
(4.2)
u(z) > (), xeR",

L h’rn|z|_>+oo u(w) = 0.

Adaptando las ideas del caso clasico que expusimos anteriormente, el objetivo de
este capitulo sera estudiar el problema del obstaculo fraccionario. Veremos que
podemos obtener la solucion del mismo minimizando un funcional determinado y
que ésta es tinica y continua (ver Seccién [1.2).

Antes de comenzar queremos destacar brevemente que este tipo de problema con-
forma la base fundamental de la teoria sobre regularidad para problemas de fron-
tera libre. Siguiendo la notacién anterior es claro que en el problema del obstaculo
hay dos regiones bien diferenciadas, la primera de ellas corresponde a la zona de
contacto {u = ¢}, donde u es supersolucién de la EDP que gobierna el problema,
y la segunda a la regién {(—A)°u = 0}, donde u es solucién de dicha EDP. Otro
problema de gran interés que se sale de los objetivos de esta memoria, es conocer
bien cémo es el conjunto, generalmente llamado frontera libre o free boundary
(ver Figura , que separa ambas regiones asi como determinar su regularidad y
clasificar sus puntos (regulares o singulares).

Esta corriente de investigacién fue iniciada y desarrollada para el caso de (—A)
principalmente por el Dr Luis Caffarelli [9] en lo que ahora es una obra clési-
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u=20 u>0

Figura 4.2: Esquema de la free boundary.

ca. En ella establecié por primera vez la completa regularidad de la frontera li-
bre (0{u > 0} € C*°), en entornos de puntos no singulares, para el problema del
obstéaculo. Siendo éste, uno de los principales resultados por los que obtuvo el Pre-
mio Wolf en 2012 y el Premio Shaw en 2018.

4.1 Breve incursion en el Calculo de Variaciones

Para motivar el desarrollo de esta seccién recordemos que cuando nos enfrentamos
a una ecuacion diferencial, ordinaria o en derivadas parciales, lo ideal seria obtener
su solucion de manera explicita. En algunos casos podemos calcular dicha solucion,
por ejemplo si la ecuacién es la del calor (véase , aunque esto no es lo comun.
De hecho en muchos casos ni siquiera se puede asegurar la existencia de soluciones
clasicas, por ello se introduce el concepto de soluciones débiles. Surge asi la famosa
teoria del Calculo de Variaciones cuya idea principal consiste en identificar el ope-
rador diferencial (o pseudo-diferencial en el caso del Laplaciano fraccionario) con
la derivada de un determinado funcional (que se llama de “energia”) de manera
que las soluciones de la ecuacion sean los puntos criticos del funcional.

En la siguiente seccion presentaremos los conceptos de derivada débil, espacio de
Sobolev (clésico y fraccionario) y mostraremos la relacién de éste tltimo con el
operador Laplaciano fraccionario.

4.1.1 Derivada débil

Podemos pensar en el concepto de derivada débil como una generalizacién del de
derivada cléasica. El objetivo principal que se busca con esta nueva definicién es
que cualquier funcion, sin mas que ser localmente integrable, sea firme candidata
a poder derivarse, débilmente, un nimero infinito de veces y que este concepto nos
permita intercambiar libremente las derivadas parciales. Es evidente que relajar la
definicion de derivada clasica repercute en una mayor facilidad a la hora de encon-
trar soluciones a algunas ecuaciones en derivadas parciales, y de hecho supone un
nuevo camino para buscar soluciénes clasicas, ya que partiendo de una regularidad
débil podriamos demostrar a posteriori una regularidad mas general.
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Tomemos Q@ C R™, f € CH(Q) y ¢ € CL(Q), donde C}(Q2) denota al espacio de
funciones test de soporte compacto en 2. La cldsica férmula de integracién por
partes quedaria como

/Q F@0 2 @yar = — [ 2 o). (4.3)

Observamos que el lado izquierdo de la identidad anterior tiene sentido si f es

localmente integrable. Es cierto que si f ¢ C'(R") el término g g{ - no tiene un sig-

nificado obvio. La definiciéon de derivada débil resuelve este prolblema afirmando

que si existe una funcién g, localmente integrable, para la cual la férmula (4.3)) es

valida entonces g = g—f en sentido débil.

Ty

Generalizando esta idea se tiene la siguiente

Definicién 4.1 Sean a = (oq, a9, ,00) € Z y [ € L},.(Q). Decimos que

loc

g € L} () es la a-derivada débil de f y escribimos DYf = g si

loc

/Q f(2)Dp(x)dz = (1) / 9(2)p(x)dz (4.4)

para toda ¢ € CHQ), donde |a] = a1 + -+ + ay, y D = olelyp

T 0%y 0%ay,

Notese cémo el concepto de derivada débil esta llamado a extender al concepto
clasico de derivada, tal y como llega a desprenderse de su propia definicion. En
efecto, se dispone del siguiente resultado cuya demostracion es una aplicacién in-
mediata de la formula clasica de integracion por partes.

Lema 4.2 Sean Q C R"™ un abierto, f € C*(Q) y a € Z" un multi-indice tal que
la] < k € N. Entonces las a-derivadas clasica y débil de f en Q) existen y coinciden.

4.1.2 Espacios de Sobolev

La nocién de derivada clésica da pie a definir los espacios C*(9),  C R", constitui-
dos por aquellas funciones de clase C* en €2 cuyas derivadas, en sentido clésico, son
todas acotadas hasta el orden k-ésimo, ademas de continuas. La consideracion de
derivadas débiles acotadas en LP()), en lugar de derivadas clésicas acotadas para
la norma uniforme, seran las que nos conduzcan al concepto de espacio de Sobolev.

Definicién 4.3 Dados 1 < p < +oo y k € NU{0}, se define el espacio de Sobolev
WHkP(R™) como el conjunto de funciones que pertenecen al espacio LP(R™) y cuyas
deriadas en sentido débil verifican D*f € LP(R™) si |a| < k. Esto es,

WhP(Q) == {f € L?(Q) : D*f € LP(R™), V|a| < k}. (4.5)

Se define entonces su norma como

39



CAPITULO 4. PROBLEMA DEL OBSTACULO

1/p

i = | S / D g

|| <k
Observamos que ||.||yx.» () estd bien definida ya que se verifica
L[ Aul ks gny = [All[ullwesgn),
2. ||ul[wrr@ny = 0 siy solosiu =0,

3. Por la desigualdad de Minkowski tenemos

1/p
||u+ UHW’W(RW) = Z ||Dau+ Da”“ip(g)
ol <k
1/p

< [ D2 (IDullio) + D] |ae)”

|| <K

1/p 1/p

<SSl |+ S Dl

|| <k || <k

= [Jullwrr@ny + [[0]lwrp@n)-

No sélamente se cumple que las derivadas débiles satisfacen las reglas usuales sino
que ademas los espacios de Sobolev tienen una estructura matematica buena. En
particular se tiene el siguiente

Teorema 4.4 Los espacios de Sobolev (WHP(R™),|| - ||wrs) donde k € Z, y
1 <p <400 son espacios de Banach.

Demostracion: Sabemos que la norma esta bien definida, veamos que el espacio
es completo. Tomemos {u,,}%_, una sucesién de Cauchy en W*P(R"), entonces
para cada |a| < k, {D%u,,}5°_; es una sucesién de Cauchy en LP(R™). Dado que
LP(R™), con 1 < p < 00, es un espacio completo existe u, € LP(R") tal que

D%y, — ug en LP(R™)

para cada |a| < k. En particular, si a = (0,...,0) =0

U, — Uy :=u en LP(R™)

Veamos que u € WHP(R"), D% = u, con |a| < k.

Sea ¢ € C°(R™), entonces
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/ uD%pdx = lim Uy D pdx

m—00 [pn

= lim (—1)l D%, pdx

m—00 R®

= (—1)l /n Ugpd.

Luego, dado que D%u,, — D%u en LP(R™) para todo |a| < k, hemos probado que
Uy — u en WEP(R™), como querfamos ver. O

Nétese que si k = 0 entonces WOP(R™) = LP(R"). Por otro lado, si p = 2, escri-
bimos H*(R") = W*2(R"), dado que H* es un espacio de Hilbert. Adem4s, del
mismo modo que en el caso de los espacios de Lebesgue, tenemos que los espacios
de Sobolev estan encajados recursivamente, esto es

Proposicién 4.5 Para todo k € Z. y para todo 1 < p < 400

WHLP(R™) ¢ WHP(R™) € LP(R™). (4.6)

Mostramos a continuacién una serie de resultados cldsicos sobre espacios de
. 7/ . 4 *

Sobolev que nos permiten afirmar cudndo la inclusién de W1P(Q) en LP"(Q) es

continua y compacta. Nétese que denotaremos p* = 2 al llamado exponente

conjugado de Sobolev de p, o exponente critico de Sobolev.

Teorema 4.6 (Desigualdad Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Sea 1 < p < n.
Entonces existe una constante C,,,, que depende de p y n, tal que

ull 2o ey < Cpnl IVl | ogn), (4.7)
para toda funcidn u € Ch(R™).
Teniendo en cuenta el resultado anterior se puede establecer una desigualdad

similar a (4.7)) en dominios acotados “suficientemente buenos”. Esto es, se tiene el
siguiente

Teorema 4.7 (Embedding de Sobolev) Sea @ C R™ abierto y acotado, y
supongamos que 02 € Ct. Fijemos 1 <p <n yu € WH(Q). Entonces u € LP*(£2)
y se verifica

[ullzr) < Cpmallullwie), (4.8)

donde p € [1,p*] y para cierta constante C,, o depende de p,n y ).

Conviene recordar que si u € Wy (Q) := CSO(Q)MWI’pm), la desigualdad anterior
es cierta tinicamente con el término gradiente en el lado derecho incluso si 9Q ¢ C?.
En efecto, por densidad existe una sucesién {u,}, C C3°(Q2), tal que

uw= lim u,.
n—oo
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Extendiendo estas funciones a todo el espacio, esto es

up(x), xe€kK,
Un () =
0, z¢K,,
donde K,, = supp(u,) claramente @, € C5°(R™). Luego por el Teorema |4.7|tenemos
que

ull o 1,y = Hellzer @) < Conl[Vullo@ny = Conl [Vl Lo,

Tomando limites cuando n — oo

lullzr @) < ConllVull Lo,

y, teniendo en cuenta la desigualdad de Holder,

ullza) < CpanllVullLr@))- (4.9)
donde 1 < g < p*.

La expresion se conoce como la desigualdad de Poincaré y es importante
recordar que, como hemos dicho, es vélida incluso si 9§ ¢ C!. Este resultado serd
esencial para nuestro estudio, puesto que nos permitird demostrar la existencia y
unicidad del minimizador de energia en el problema del obstéculo (Teorema .

Ademas, de la misma se deduce que para las funciones de soporte compacto,
la seminorma de Gagliardo, [-y1.r(q) s equivalente a la norma || - |[y1s(q). Por
completitud comentamos que se puede adaptar al caso en el que la funcién
no es de soporte compacto en 2. En tal caso debemos “pagar” con una constante
como muestra el siguiente

Teorema 4.8 (Desigualdad de Poincaré) Sea Q2 C R™ un subconjunto acotado,
conexo y abierto, cuya frontera O es de clase Ct y 1 < p < co. Entonces existe
una constante Cp,, o tal que

lu = (wallzr@) < Cpnal Vullr@), (4.10)
para toda funcién u € WHP(Q), donde (u)q = ‘51' Jqudy es la media de u sobre .

Ya hemos visto cémo los espacios de Sobolev estan inlcuidos de manera continua
en los espacios de Lebesgue LP. Veamos ahora cuando dichas inclusiones son
compactas. Para ello conviene recordar la siguiente

Definicién 4.9 (Inclusion compacta) Sean X,Y dos espacios métricos, decimos
que X CCY (X estd incluido compactamente en Y ), si la inclusion X — Y es
continua esto es, ||z|ly < ||z||x para todo x € X, y ademds, para toda sucesion
acotada {xn}, en X, ewiste una subsucesion {x,,}; convergente en' Y ({x,}, es
precompacta en Y).
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Teorema 4.10 (Rellich-Kondrachov) Sea 2 C R"™ un subconjunto abierto y
acotado, cuya frontera O es de clase C' y 1 < p < oco. Entonces

WhP(Q) cc LYQ), (4.11)
donde 1 < g < p*.

Obsérvese que claramente también tenemos

WyP(Q) cc LY(9),
incluso si 90 ¢ C!, con 1 < q < p*.

Nos centramos ahora en estudiar generalizaciones de los espacios de Sobolev cuando
el indice de regularidad k£ deja de ser un entero no negativo y puede tomar valores
reales. Los espacios de Sobolev fraccionarios (o potenciales) W*P con s > 0 serdn
esenciales en el estudio de problemas donde aparece el Laplaciano fraccionario.

Definicién 4.11 Sea s € (0,1) y Q C R™. Para todo 1 < p < 400, definimos el
espacio de Sobolev fraccionario como

WeP(Q) := {u € LP(Q): % € LP(Q x Q)} : (4.12)
x—y|r

esto es, un espacio de Banach entre el espacio LF(Q) y W'P(Q), dotado de la

norma

Ju(x) — u(y)P\»
||| wsr) = /]u\pdx—i-/ AP ) dxdy, (4.13)

donde el término

1

[ulwsr) = </Q g M>pdxdy, (4.14)

o=y

se conoce como seminorma de Gagliardo de u.

Es claro que, debido a que nuestro operador (—A)® estd bien definido para
0 < s < 1, centraremos nuestro interés en los espacios de Sobolev W*P para
0 < s < 1. Sin perjuicio de lo anterior conviene resaltar que la Definicién no
puede extenderse para s > 1. En efecto se tiene el siguiente resultado obtenido
por H.Brezis en [5]. En dicho texto se prueba un enunciado mas general (Theorem
2) que da pie al resultado que nos interesa para funciones en espacios de Sobolev
fraccionarios.

Teorema 4.12 (H.Brezis, Corolally 4 de [5]) Sean 1 <p < +o0 y0 < s < 1. Sea
QCR" yueW(Q) entonces

i (1= )il = =22 [ V.
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con K,, una constante que depende de n y p.

El resultado anterior, establece que la seminorma [u]};., cuando s — 17 converge
a la seminorma [u]Wlp Por tanto si la definicién de los espacios W*P(2) pudiera
extenderse para s > 1 se tendria que las tinicas funciones de W'P(Q) serfan las
funciones constantes, y en general sabemos que no es asi.

s . . / ’ .
Vale la pena notar que, como en el caso clésico, el espacio W* P esta continuamente
incluido en W*? cuando s < s, como se indica en el siguiente resultado.

Proposicion 4.13 Sean1 <p< 40 y0<s<s <1.85aQCR"yu:Q2 —R
una funcion medible. Entonces

ullys o) < Cllullwsr@

para una constante adecuada C' = C,,, s > 1. En particular,
WP(Q) C WP(Q).

Como cabria esperar, en el caso fraccionario también son ciertos los enunciados
equivalentes a los Teoremas [.0], 4.7 y en este contexto. En primer lugar se
tiene el siguiente

Teorema 4.14 (Desigualdad Gagliardo-Nirenberg-Sobolev fraccionaria) Sean s €
(0,1) y 1 < p < oo tal que sp < n. Entonces para toda funcion, u : R" — R,
medible y de soporte compacto, existe una constante positiva C,,, s tal que,

u(y)[”
[l gy pns/ / ’x_ ’Wp P dady < oo, (4.15)

ﬁpp es el exponente critico de Sobolev s-fraccionario.

donde pi =

A la hora de enunciar el equivalente fraccionario del Teorema utilizaremos
que todo 2 C R" abierto, acotado y de clase C*!, es lo que se conoce como un
dominio de extensién de W*P?(R") (véase Seccién 5 de [15]). En dichos dominios
de extension se tiene el siguiente

Teorema 4.15 (Embedding de Sobolev fraccionario) Sean s € (0,1) y 1 <p < oo
tal que sp < n. Sea Q C R™ dominio de extension de W*P(2). Entonces para todo
u € W*P(Q) existe una Cp, 50, dependiendo de p,n,s y 2, tal que

||u||L4(Q <G, (4.16)

para todo p < 1 < py = — Sp Esto es, Ws’p(Q) estd continuamente incluido en el

espacio L1(QY) para todo q € [1, p*].

Como era de esperar también se tienen resultados de compacidad asociados a los
espacios W*P(Q)) como muestra el siguiente
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Teorema 4.16 (Rellich-Kondrachov fraccionario) Sea @ C R"™ dominio de
extension de WP(Q), 1 <p < oo y s € (0,1). Entonces

WeP(Q) CcC LY(), (4.17)
donde 1 < g < p*.

Ademads, W5P(Q) cc L), donde 1 < ¢ < p*, incluso si Q2 no es un dominio de
extension, siendo

WeP(Q) :== {u e W*P(R") : u =0 c.t.p. R"\Q} = W""‘WP(R")

4.1.3 El espacio H? y el operador Laplaciano fraccionario

A partir de ahora nos centramos en el caso p = 2 para el que, al igual que en
el caso clésico, se tiene que H*(R") = W*2(R") es un espacio de Hilbert, cuyo
producto interior se define como

< U,V >ps(Rn) = x)dx + y) () - U(y))dxdy
w Jre |g; -yl

=< u, U>L2(Rn) + < wu, U >HgRn) -

siendo H§(R") = W”'”HS(R").

Este espacio, esta estrictamente relacionado con el operador Laplaciano fracciona-
rio (—A)® como veremos a continuacién. Para ello veamos una definicién alterna-
tiva para los espacios H*(R") via la transformada de Fourier dada por

H*(R™) := {u e L*(R") : /n(l + [€]%) | Fu(€)]? d€ < +oo} . (4.18)

Obsérvese que el conjunto anterior, al contrario que el dado en (4.13]), tiene sentido
para todo nimero real s > 1.

Veamos que las definiciones dadas en (4.5), para p = 2 y Q = R™, y (4.18]) son
equivalentes usando la expresion del operador Laplaciano fraccionario vista en
(2.12).

Proposicién 4.17 Sea s € (0,1). El espacio de Sobolev fraccionario H*(R"™) =

W#2(R™) definido en coincide con fIS(R”) definido en . En particular,
para toda u € H*(R™)

[WErs @y = 2A(n, ) - €1 [Fu()] de,

donde A(n, s) estd dada como en ([2.15).
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Demostracion: Por Fubini y la identidad de Plancherel (C.4)) se tiene que

y)? u(z +y) —u(y)®
-Gy // \x— \n+2s oy TWE L T e W

_ / / u(zJ‘rzgrz% u(y)| dy | d
- L= ;Rn)dz
_ u(z 4+ —u()\ [
. F( Fies ) o

- [ [ ruera:
—2/n / 1= | T:i [ = oSO, 26y 2dzde
~24(n.5) [ JePIFuOPde
Como se queria ver. O

Notese que en la prueba anterior ha sido fundamental estar en el caso p = 2
ya que de manera general no podemos pasar del espacio LP(R") al L%(R"), con
p # q, via la transformada de Fourier. Atendiendo al resultado anterior es clara la
relacién entre el operador Laplaciano fraccionario (—A)® y el espacio de Sobolev
fraccionario H*(R"). En efecto tenemos la siguiente

Proposicién 4.18 Sea s € (0,1) y u € H*(R"™). Luego

3/2

[u] s @y = 2A(n, 5) l[(=A) (4.19)

donde A(n, s) estd definida como en (2.15).

uHLQ(R")

Demostracion: Teniendo en cuenta la Definicién (2.1)) y la Proposicicién m, por
Plancherel tenemos que

S S 2
H( A) /2UHL2 R™) H‘F((_A) /2u>HL2(R”)
= |H5’S}—U|‘i2(w)
1
= 5«4(”7 5)71[10]%13(11@)
Como se queria demostrar. O
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4.2 Construccion de la solucion

Tal y como comentamos en la introduccion de este capitulo, nuestro objetivo es
construir una soluciéon u continua del problema

(—A)’u(x) =0, siu(x) > p(x), (4.20a)
(—A)°u(z) >0, ze€R", (4.20Db)
u(z) > ¢(x), zeR" (4.20c)
| gil u(z) = 0. (4.20d)

De hecho, probaremos que para cada funciéon ¢ existe una tnica soluciéon para
dicho problema que minimiza el llamado funcional de energia

y)J2
/n /n |x_ |n+25 ————=dzxdy, (4.21)

en el conjunto de todas las funciones u € H§(R™) que cumplan u > ¢ (ver Teorema
1.19).

4.2.1 Existencia y unicidad
Observamos en primer lugar que si u es minimo de (4.21), cumple (4.20a). En

efecto, sea u un minimo local de J y v € Hj(R"). Entonces formalmente

0
O_E J(u+ ev)
_ 0 y) +ev(z) —ev(y)?
= 5 N 0/n /n ]a;—y]"”s dxdy
0 (v)? e*lv(x) — v(y)?
—(9_ (/n/n |x— |n+28 dd+/n/n \x— ‘n+2s dxdy

f / - _))‘ﬂf) — () dxdy)

Y por tanto,

o [ [ L =) 1,
// |x_ |n+)2 v(@ )dxder/nv(y)/n%dmy

9 / () (~A) u(r)da.

Luego, haciendo cédlculos semejantes a ([2.26]) llegamos a que
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0

0= —
Oe

J(u+ ev)
e=0

= 2/n (=A)? u(z)(—A)2v(z)dz.

Por lo que, si u es minimo del funcional (4.21)) tenemos que

/n v(z)(—A)u(r)dr = /n(—A)gu(ZE)(—A)S’U(ZL‘)de‘ =0, (4.22)

para todo v € H§(R™), lo que nos proporciona el concepto de solucién débil (o de

energia) ya que de (4.22)), como v € H(R") = CSO(R”)H'HHS(RW), podriamos escribir

(—A)*u(z) =0

en casi todo x € R", si u fuese suficientemente regular. Nétese ademas que las inte-
grales en (4.22)) estan bien definidas, puesto que (—A)zu(z), (—A)2v(z) € L*(R")
por ser u, v funciones de H*(R"™).

Nuestro objetivo por tanto, serd demostrar que el minimo de (4.21)) existe y es
unico en el conjunto de funciones donde nos interesa encontrar la solucion, esto es,
en aquellas del espacio de Sobolev que estan por encima del obstéaculo.

Teorema 4.19 (Ezistencia y unicidad del minimo) Sea ¢ € Co(R™). Entonces
existe un unico minimo de sobre M = {w € H{(R™) : w > ¢ en R"}.

Demostracion: Noétese que M # (), ya que en particular ¢ € M. Por lo tanto
podemos definir

0o := inf J(w).

weM

Tomemos una sucesién de funciones {v;} minimizantes, esto es
® U € [—[(L)g (Rn>7
e v > pen R
e J(vg) — 0y cuando k — oo.

Esto es, [vx] mg(rn) estd uniformemente acotada, por lo que, por el Teorema 4.14) la
sucesion {vy} esta uniformemente acotada en HF(R™) y por tanto, por el Teorema
de Rellich-Kondrachov fraccionario (Teorema converge via subsucesiones a
una funcién v en L?(R™), y lo hace de manera débil en Hj(R™).

Veamos que este v es un minimo de (4.21)) en M. En efecto, por la semicontinuidad
inferior de la norma, se tiene que

J(v) < liminf J(vg,) = 6p.
j—o0
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Ademds, dado que v, > ¢ en R" y v, — v en L?(R™), entonces v > ¢ en R™. Esto
es, hemos probado la existencia de un minimo v que pertenece a M.

La unicidad del minimo se tiene por la estricta convexidad del funcional
y el hecho de que M también lo es. Veamos en primer lugar esto, que M es un
conjunto convexo, para ello tomemos u,v € M y probemos que una combinacién
convexa de ambas funciones es un elemento de M. Sea 0 < A < 1. Es claro que

u e H§(R™) = \u e H(R"),
= Au+ (1 —Nv e Hj(R").
ve HY(R™) = (1 - Nv e H(R"),

Ademas, también se tiene que

A+ (IT=XNv> e+ (1= Np > o,

por lo que concluimos que M es convexo. Por ultimo, veamos que el funcional J
definido en (4.21)) es convexo en todo su dominio. Sean 0 < A < 1y u,v € H§(R"),
entonces

Sour o = [ [ B o) £ AN 0 0l E

‘ZL‘ _ y‘n+2s

/ . ”'fi— w)' oy
e /n /n EOTICES
// (1—\ |$_ |n+23 u(y )IZdMy

= \J( (v)

o (] ] B

Ahora veamos que en general tenemos que

Na? + 2707 + 20 (1 — A)(ab) < Aa® + (1 — \)b*. (4.23)
En efecto,
N2a? 4+ A20% + 20 (1 — N)(ab) < Xa® + (1 — \)b?
(A2 = N)a® + (AN = \)b? —2(A2 = \)(ab) <0
(A =N(a—0b)* <0,

lo cual es cierto puesto que 0 < A < 1, y ademas la desigualdad es estricta si a # b.
Denotando entonces

a:=u(z) - u(y),

b:=w(z) —v(y),
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por (4.23) concluimos que

J(Au—+ (1 =XNv) < AJ(u) + (1 =N)J(v). (4.24)

Luego J es convexo, por lo que como comentamos anteriormente, su minimo en
M, conjunto convexo, es unico. En efecto, supongamos que existe otro minimo,
v e M, tal que v # v. Sea 0 < A < 1 y consideremos una combinaciéon convexa
w = Av+ (1 —\)v € M. Por la estricta convexidad de J, vista en (4.24), tenemos
que

J(w) < AJ(v)+ (1 =N)J@) =AJ(v) + (1 = N)J(v) = J(v),
lo cual contradice que v es un minimo de J en M concluyendo asi la unicidad.
Con todo esto, se ha demostrado que el minimo del funcional de energia J existe y

es unico. Esto es, hemos encontrado una funcién que cumple ser s-armonica (4.20al),
(#.20d) y (@.20d). 0

Nuesto objetivo ahora es demostrar que u satisface (4.20b)). En efecto se tiene el
siguiente

Teorema 4.20 Si u es minimo de J, definido en , entonces (—A)%u > 0.

Demostracion: Sean h € C°(R™) tal que h > 0y ¢t > 0. Es claro que u + th queda

por encima del obstaculo ¢ y, por tanto, como u es minimo de J, ||u+ th| %’S(R") >

||l %’S(R”)’ es decir (u, u) gropny < (U + th, t + th) o ey Luego
0 < 2, th) e gy + (th, th) pre oy
=2t <u,h>H (&™) +t2 (s ) g3 ey

= 2t (u(z), (= D)) 2y + £* (A h) g ) -

Como t > 0 obtenemos

0<2 [ u(e)(~8)"h(a) do + 4 (hh) gy

de donde, tomando limites cuando ¢ — 07, se sigue que

/u(x) (—A) h(x) doe = /h(:}:) (—A)’ u dz >0,

para cualquier A funcién test no negativa. Por tanto (—A)”u > 0 en sentido débil (o
de energia). O

4.2.2 Continuidad

En este apartado abordaremos finalmente el estudio de la continuidad de la solu-
cion del problema del obstaculo. Parece razonable afrontar este punto partiendo

de la solucién fundamental del operador Laplaciano clasico, esto es ®(z) = m%

20



CAPITULO 4. PROBLEMA DEL OBSTACULO

donde C' es una constante. Sin embargo, es evidente que ®(z) tiene una singulari-
dad en el origen, por lo que resulta poco practico abordar este estudio con ella. Pese
a esto, podemos sortear dicha singularidad tomando un paraboloide, I'(x) € C!,
que coincide con ®(x) fuera de la bola unidad centrada en el origen.

Generalizando esta definicién de I'y, tomemos ahora A > 0 y denotemos por
I'\(z) = 525 T'(%) al paraboloide que coincide con ®(z) fuera de la bola centrada
en el origen de radio .

Figura 4.3: Funcién I')(z).

Igual que antes es claro que la funcién T'y(z) € CM' y que dados A; < Ay se tiene
que I'y, > T'y,. Como veremos, esta familia de paraboloides resultard fundamental
para probar la continuidad de la solucién del problema del obstaculo (ver Propo-

sicién [4.29)).
En lo que resta de texto, tomemos convenientemente la siguiente notacion

= (~A)T), (4.25)
para el que v, := (—A)*T.
Veamos en primer lugar que la estrategia que hemos planteado antes es buena idea,

es decir, que al aplicar el operador Laplaciano fraccionario a I'y obtenemos buenas
propiedades. En efecto, tenemos la siguiente

Proposicion 4.21 La funcion v, es no negativa e integra 1 en R™.

Demostracion: Por la regularidad de I' sabemos que podemos calcular (—A)*T"
usando la definicién vista en (2.16)). Entonces. si z¢g ¢ By, como I'(zg) = ®(z0) vy,
por construccién , I'(z) < ®(z), para todo z € R™ obtenemos

(—A)T(ay) = / Llwo) ~IMy)

wfwo — gyl

>/ Slwo) = 0y) ) _ g

n |$0 _ y’n+2s

dado que @ es la soluciéon fundamental.
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Por otro lado, si zp € B;\{0} entonces existe un x; y una constante positiva o
tales que ®(z — x1) + J toca superiormente a I' en zy. Entonces,

(—A)SF(J:U) _ / F<x0) — F(y)

re |To — Y[t

O(zg — 1) — Dy —
- / (zo — @1) (2y $1)dy _0
n |20 — y|+2s

ya que (—A)* (®(xg — 1)) = 0.

Noétese que en xyp = 0 el paraboloide I' alcanza su méaximo absoluto, por lo que
tenemos que

(~8)T(eo) = [

R |0 — [t
dado que el numerador es positivo. Concluimos asi que (—A)*T" es una funcién no
negativa.

Por 1ltimo veamos que el area que encierra es 1, para ello utilizaremos que
Jn (—A)*®(x)dx = 1. En efecto, por ser ® solucién fundamental tenemos que

(—A)Q(z) =6 = [ (—A)Y°P(z)dx = / dodx = 1.

R
Sea ahora n(z) < 1,z € R™, una funcién suave cuyo soporte estd en By, tal que
n(x) =1, z € By, y denotemos ngr(x) =1n (}%) Luego

n

/n(—A)SF(x)d:c 1= /n(—A)‘T(x)dﬂf - /n(—A)S‘W)dx
= lim ((=A)*T — (=A)*®, np)

R—o0
= lim (I' — &, (—A)*ngr)
R—oo
=0,
ya que (—A)*ng se va a cero sobre compactos cuando R — 0. U

A continuacién enunciamos y demostramos algunas de las propiedades fundamen-
tales de la familia v,, y que seran de gran utilidad més adelante.

Proposicién 4.22 Para cualquier A fijo, la funcion ~v\(x) decae como W
cuando |x| — oo.

Demostracion: Para |z| suficientemente grande sabemos que I'y(x) = ®(x). Por

tanto
Ca(z) = Ta(y)
= —d
P)/A(x) /n |.’II _ y|n+2s Yy

(z) — P(y) / d(y) — T'aly)
= ———~dy + —— = dy
/R“ |CL’ _ y|n+25 R |[E _ y|n+28

®(y) — Ta(y)
|z —y| e

= (—~A)D(z) +/

n
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Ya que ® — Ty es una funcién de soporte compacto y sabemos que = ¢ sop(® —1TI)

y por tanto ﬁ S I?l\ Esto nos permite concluir que v, (z) ~ % tal y como

z |z|™

queriamos. N

Proposicién 4.23 La familia de funciones vy es una aprozimacion de la identidad
cuando X — 0, en el sentido de que

(uxyy) (x) = /n uw(y)ya(x — y)dy — u(z) c.t. cuando X — 0.

para toda u € L*(R™) dado en

Demostracion: Notese que

u()y(z — ) € LY(R"),z € R", (4.26)

por la Proposicién y la hipétesis u € L°(R™). Por otro lado, como hemos visto
en la Proposicién 1.21} 41 > 0y [g. 71(x)dz = 1. Luego, aplicando la Proposicién
[C.4] tenemos que 7, es un nicleo de sumabilidad ya que

n(x) = (=A)T\(z)

= (=87 (Anl—%r G))

- (arm) (5) o
a3

Nétese que como [, v1(x)da = 1, también en cierto que

/n (@)da = % / " G) dz

:/nvl(z)dz:l.

Luego, tenemos que

) = (o) (@) = [ (uo) ~ ula = ) nlo)dy, yER

Sea ¢ > 0. Como 7y € L'(R") y (4.26)), existe un § suficientemente pequeiio, tal
que

|| = 5

/||<6 (u(z) — u(z — y)) m(y)dy| < E

Por otra parte
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5;34>5mw—u@—y»w@my

Ly
= [ (@) —ule—y) o (F) d
/y|>5 A" A
= / (u(z) —u(z — A2)) 711 (2) dz.
\z|>§
de donde es evidente que, tomando A suficientemente pequeno

|| <

DO | ™

Deducimos entonces que

u(z) = (ux ) (z) — 0,

cuando A — 0, como se queria ver. U

Recordemos que nuestro principal objetivo en esta seccién es probar la continuidad
de la solucién de (4.2)). Para ello conviene trabajar primero con el concepto
de semicontinuidad y sus propiedades derivadas. Por este motivo recogemos la
siguiente

Definicién 4.24 Sea una funcion f : R" — R y un punto xy € R". Diremos que
f es semicontinua superioremente (resp. inferiormente) en o Si

f(zo) > limsup f(x) <f(a:0) < lim inff(:c)) :

T—x0 T—T0

Como continuacién natural, diremos que una funcién f : R” — R es semicontinua
superiormente (resp. inferiormente) en un conjunto 2 CC R” si es semicontinua
superiormente (resp. inferiormente) en todo zy € Q. Veamos ahora que dado un
conjunto abierto, las funciones s-superarmonicas son, en particular, semicontinuas
inferiormente.

Proposicién 4.25 Sea una funcion u € L5(R™) tal que (—A)*u > 0 en un
conjunto abierto 2 C R™ entonces, u es semicontinua inferiormente en ) y

u(zg) > / u(z)ya(x — zo)dx
para todo xy € Q y A < dist(xg, 09).
Demostracion: Sea u € L°(R™). Si tomamos r > A; > Ay > 0 tenemos que la
funcién T'), — '), es no negativa, suave y tiene su soporte en B,(zg). Luego si

(—A)*u > 0 en B,(zg), entonces

(=A)u, Ty, (z = 20) = T, (& = 29)) = 0.

Como el operador Laplaciano fraccionario es autoadjunto tenemos que
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(u, (=A)° T, (2 = 20) = (=A)°T'x (2 = 20)) = 0.

Por lo tanto,

{u, 10 (2 = m0)) = (w1, (2 — 20)) -
Tomemos Qy CC 2y sea r = dist(€2, 082). Si r > A\ > Ay > 0 entonces

Wk g (20) = wxa, (20), w0 € Q. (4.28)

Luego, {u*7,, }ren €s una sucesién creciente y ademés por la Proposicion 4.23] v,
aproxima a la identidad, esto es que u*~y, — u, en casi todo punto, cuando A — 0.
Finalmente, como para cada A, u* \ es continua y la Proposiciéon tenemos que
u es el limite de una sucesion creciente de funciones continuas. Esto significa que
u, posiblemente modificando u en un conjunto de medida cero, es semicontinua
inferiormente.

Figura 4.4: Conjuntos 2 y €.

Noétese ademéds que cuando Ay — 0 en (4.28)), obtenemos una propiedad importante
de las supersoluciones del operador Laplaciano fraccionario que reemplaza la
propiedad de la media del operador Laplaciano clasico, esto es

uxyy <u ctpxe, (4.29)

con A suficientemente pequeno. O

Notese ahora que, segin lo probado en el Teorema [4.20, tenemos el siguiente

Corolario 4.26 Si u es minimo de J, definido en , enlonces u es

semicontinuo inferiormente y el conjunto {u > ¢} es abierto.

Demostracion: Por el Teorema sabemos que (—A)’u > 0 por lo tanto,
aplicando la Proposicién 4.25] u es semicontinua inferiormente. Veamos ahora que
{u > ¢} es abierto, sabemos que u es semicontinua inferiormente por lo que en
particular u es semicontinua inferiormente en xy € {z € R" : u > ¢}. Esto es que
para todo € > 0, existe > 0 tal que u(xy) — ¢ < u(x), para todo x € Bs(x).
Dado que zg € {z € R" : u > ¢}, es claro entonces que
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(o) — & < u(x).
Y como ¢ es continua en todo R", podemos tomar adecuadamente 6 > 0 tal que
p(xo) — e > p(x) si @ € Bs(wo). Luego u(x) > ¢(z) para x € B, 55 (o), esto
es, {u > p} es un conjunto abierto en R™. O

De manera similar se puede obtener la Proposicién para subsoluciones, esto es

Proposicién 4.27 Dada una funcion u € L5(R™). Si (—A)*u < 0 en un conjunto
abierto §2 entonces, u es semicontinua superiormente en €2 y

u(zg) < / u(z)ya(x — zo)dx
para todo xy € Q y A < dist(xg, 09).
Con todo lo visto hasta ahora podemos concluir directamente el siguiente

Corolario 4.28 Dada una funcion u € L5(R™), tal que (—A)*u = 0 en un
conjunto abierto Q C R™, entonces u es continua en Q y u x ya(xg) = wu(zo)
para cualquier xog € Q y A < dist(xq, 0).

Por ltimo tenemos el resultado que nos permitird probar la continuidad de w,

Proposicién 4.29 Sea u € L>®(R") tal que (—A)*u > 0. Si u|g es continua,
siendo E = sop ((—A)*u) un conjunto cerrado, entonces u es continua en R™.

Demostracion: Procedemos por contradiccion, supongamos que u no es continua
en R", esto es que existe g € R"™ y una sucesion {xy }ren, con xx — o, k — 00,
tal que u(zy) -~ u(zg), k —> oo. Necesariamente tenemos que

1. zg € E, ya que si xg ¢ E tendriamos que u es s-armonica en un entorno de
xo € E°y por el Corolario [£.28] u serfa continua en dicho entorno.

2.z, ¢ E, al menos para algin k, ya que si 2, € E, para todo k, entonces
u(xy) — u(zg) cuando k — oo, ya que por hipétesis u es continua en F.

Luego, sin pérdida de generalidad podemos suponer que xy ¢ E, para todo
k.

Tomemos el y, € F mas cercano a x, en E, tal que yp — xg cuando k — oc.
Dado que u es continua en E, entonces 1imy_,, u(yx) = u(zo), hecho que nos lle-
vard a una contradiccién. Para ello denotamos por Ay = |z — yi| = dist(z, F),
de donde es claro que A\, — 0 cuando k — oo.

Consideremos

co = inf n(z+e)
zeR" ()

I
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donde e es un vector unidad. Por la unicidad del infimo tenemos que ¢ es tnico,
pero ademaés notese que por la Proposicion tenemos que y; > 0 por lo
que c¢o > 0, y podemos concluir que im0 Viylx(:)e) = 1. Nétese que en este
razonamiento, por simetria de 7y, el valor de ¢y no depende del vector e. Tomemos

3 3 — Tk—Yk {
a conveniencia e = =555, por {D y por ser ¢y infimo, tenemos que

Yo (T = yr) = cova, (2 — 7)) = )\iz (1 (X +e) = com (X)) (4.30)

> 0.

T—Tp

denotando por X = 5 Luego, por la Proposicién @ para u(yg) y el Corolario
4.28| para u(xy), tenemos que

) 2 [ o= wule)ds
> /n coYa, (T — zg)u(z)de

+ /n (/7)\1@ (l’ - yk) — CoV, (x — xk)) U(l’)da}

> cou(zg) + 11 + L.

(4.31)

donde
I = / (e (& — ) — o (& — 22)) ule)de
Bm(yk)
I = / (e (& = 9) — o ( — 20)) ule)da
Rn\Bﬁ(yk)

Empecemos estimando I;. Dado que u es semicontinua inferioremente, tenemos
que para todo € > 0 existe § > 0 tal que u(x) —u(xg) > —e, para todo x € Bs(zy).
En particular tendremos que u(z +yx) —u(xo) > —& para cualquier x € B 5 (y)
y con g — 0.

Ademas, recordemos que A\, — 0 cuando k& — oo. Por otro lado y)\(z) =

,\Ln% (%) y [mdx =1, por lo que si tomamos z = —“3;3’“ ye= —yk/\_kz’“,
[ e m - am-m)d= [ () - (o) ds
B

m(yk) BA;1/2 (0)

>1- Co — éka
para £, — 0 cuando k — oo, ya que B\/F(O) — () cuando k — oo. Luego
k
por (4.30) y la desigualdad anterior se tiene que
L > (1 —co— &) (u(xg) — ex)
= (1 — Co)u(iﬁo) — {::ku(.iEo) — Ek(l — Cy — ék)

Ahora para I, usando de nuevo (4.30f), tenemos que

(4.32)
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Iy > —|fullo~ / (g (& — ) — o ( — a0)) d
R”\Bm(yk)

> Jul / (1(2) — com(z + €)) da (4.33)
R"\B/\;1/2(0)

> —&pl|ul| Lo,

ya que, en el limite, la integral anterior esta soportada en un conjunto de medida
nula.

Sustituyendo (4.32)) y (4.33) en (4.31)) nos queda que

w(yg) > cou(zr) + (1 — co)u(zo) — ep(l — co + €x) — 28k |ul| L

donde tanto £, como & convergen a cero cuando kK — o0. Pero es una
contradiccién ya que u(yr) — u(zp) y por la semicontinuidad inferior

lim u(zg) = a > u(xo),
k—ro0

con a > 0. O

Corolario 4.30 La solucion del problema es continua.

Demostracion: Se sigue aplicando, gracias al Corolario|4.26), 1la Proposicién [4.29| con
E = sop((=A)'u) = {u=¢}. [

4.3 Discretizacion del problema

Como 1ultima seccién de este capitulo, y aprovechando la discretizacién vista en
el Capitulo [2] parece razonable intentar plantear un modelo que nos permita
aproximar la soluciéon de problemas en los que aplique el operador Laplaciano
fraccionario. En el caso del problema del obstaculo en una dimension,
podemos partir de que la solucion u del problema satisface

min (u(z) — ¢(z), (=A)*u(z)) = 0,

o lo que es lo mismo, es un estado estable de la ecuacion de evolucion

wy(x) + min (u(x) — p(z), (—A)*u(z)) = 0.

De esta ultima expresion podemos inferir el siguiente esquema iterativo

J J

uf T (x) = uf(x) — Atmin (uk(q:) — (), [(—A)%(:ﬁ)ﬂj.) k,jez, (4.34)

cuya convergencia a la tnica solucion del problema estd bien fundamentada en

[32]. De hecho, si el esquema comienza con la condicién inicial ug-) = ©j, uf crece
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en k para cada j.

Con este esquema afrontamos el problema del obstdculo
(—A)u(z) =0, si u(z) > p(x),
(—A)u(x) >0, zeR"

u(z) > p(z), zeR™
tomando como obstaculo a la funcién

wgg::2—%W—V%i(1';23>1‘(4'é23>(1—-a-—2gx%+.

Al igual que hicimos en la Seccién [2.6] esta eleccion es meramente practica ya que
la solucion del problema es bien conocida

1 -2 4-9
z%wlﬂr< 5)1*( 5 5)(1—(1—2@x%, 2] <1,

2
u(z) =

I (52)1 (452) 1—2s 5-2s 1
2—25 2 2 28—1F e . 1
ror () ( 2 T ’W)’ =t

(vedse por ejemplo [4]).

Siguiendo el esquema construido en hemos disenado un cédigo en Python,
expuesto en que hemos ejecutado tomando como pardmetro iniciales: L =
4,s = 02, h = 0.1 y At = h*/2. De este modo hemos obtenido una buena
aproximacién a la solucién del problema (véase la Figura .

Figura 4.5: Apréximacion a la solucién problema de obstéaculo.
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Notese que en la figura anterior se muestran varias soluciones intermedias del
proceso, lo que nos permite comprobar que la solucién de este esquema aumenta
conforme lo hace el pardametro k£ y converge a su solucién analitica, tal y como era
de esperar.
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Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo de esta memoria el operador Laplaciano fraccionario ha sido claramente
el protagonista, nos hemos apoyado en él para dejar constancia de la facilidad con
la que los operadores integro-diferenciales se manifiestan en multiples escenarios de
la ciencia. Hemos dedicado gran parte del primer capitulo a presentar diferentes de-
finiciones de dicho operador que nos permiten entender su naturaleza y su caracter
no local. Ademas hemos visto que, al igual que las ecuaciones elipticas clésicas, el
operador Laplaciano fraccionario tiene buenas propiedades: regularidad, principio
del maximo, resultados de tipo Liouville, etc. Para la prueba de estas propiedades
ha sido fundamental tener a nuestra disposicion varias definiciones del operador.

Hemos querido destacar especialmente la propiedad de extension del operador La-
placiano fraccionario, para la que hemos destinado el Capitulo [3, ya que con esta
herramienta podemos sortear la principal caracteristica del operador y localizarlo,
a costa de aumentar en una dimension el estudio. En la practica, trabajar en el
problema extendido nos permite probar algunas propiedades de estas ecuaciones
integro-diferenciales con argumentos puramente locales. En relacion a esto ultimo,
pese a habernos centrado en su brillante construccion, somos conscientes de que
la aplicabilidad de la extensién de Caffarelli y Silvestre en la matematica actual es
notoria y, de hecho, es uno de los puntos en los que tenemos interés en profundizar
en trabajos futuros.

La motivacion inicial que nos ha llevado a estudiar este tipo de operadores es su
vinculacién con el sector financiero, y especialmente, con los problemas originados
en la gestion de opciones americanas. En la practica es habitual abordar los proble-
mas que involucran la toma de decisiones con derivados empleando herramientas
de probabilidad y procesos estocasticos. Es por ello que nos interesa estudiar es-
te tipo de problemas con técnicas modernas y bajo el marco teédrico del analisis
matematico. En esta linea, se ha presentado y estudiado la versién no local de un
problema de frontera libre clasico: El Problema del Obstéculo, cuya identificacion
mas cercana con el mundo financiero es el “Stopping Problem” de opciones ameri-
canas. Conviene resaltar que en esta memoria sélo hemos abordado la existencia,
unicidad y regularidad de la solucion para el caso eliptico, quedando de manifiesto
la exigencia requerida en cada una de estas pruebas y que es debida, principal-
mente, a la dificultad que supone trabajar con operadores integro-diferenciales.
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Finalmente, destacamos que el estudio del problema parabdlico puede verse como
la continuacién natural del trabajo realizado en el Capitulo [ de hecho es el
analogo directo del “Stopping Problem” mencionado antes, ya que éste conlleva
una evolucion temporal en el precio del activo subyacente que el problema eliptico
no contempla. Ademas, desde un punto de vista matematico, y en contraste con
el caso eliptico, se tienen muy pocos resultados tedricos del problema parabdlico
no local cuya regularidad de la solucion fue probada en 2013 por el Dr. Luis
Caffarrelli y el Dr. Alessio Figalli en [I0]. Por lo tanto, cualquier avance que aporte
a la construccion de una teoria robusta seria muy bien recibido por la comunidad
investigadora en EDP’s y Céalculo de Variaciones.
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Apéndice A
Espacios funcionales

En este primer apéndice presentamos las definiciones de los espacios de funciones
que hemos empleado a lo largo de este trabajo y algunas de sus propiedades més
fundamentales. Para los espacios de Schwartz nos hemos basado en las definiciones
y propiedades presentadas en [20] y [26], mientras que para los espacios de Holder
nos hemos centrado en la seccién 5.1. de [16].

A.1 Espacios de Schwartz

El espacio de Schwartz o espacio de funciones de decrecimiento rapido S(R")
definido sobre el espacio euclideo R"™ es el conjuto de funciones definido como

SR") :={f € C*(R") [ Va, 5 : [|f]lap < 00},

donde o y # son multi-indices y la norma viene definida a partir de la norma del
supremo como

o a\ﬂ\f
iy B1 B
&Ejl ...ax].k

al
ZEil 5

1 f1las := 12> D” f]|oc = sup
zeR™

siendo oy, 3; enteros positivos que satisfacen

m

k
Sai=lal, Y8 =18l
j=1

i=1
Algunas de las propiedades mas relevantes de estos espacios son:

e S es un espacio de Frechet sobre los niimeros complejos C

e Por la regla de Leibniz se sigue que S(R") es cerrado bajo la multiplicacién
punto a punto, es decir, si f,g € S(R") entonces h(x) := f(x)g(xz) € S(R™).

e La transformada de Fourier es un automorfismo lineal acotado de S(R™) en
si mismo.
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e Para todo p € [1,00), se tiene que S C LP(R™). Siendo L(R") el espacio
vectorial formado por las funciones medibles en R™ y

o®)={rec®): [ Ifora <ol

En particular, cualquier funcién de § es una funcion acotada.

A.2 Espacios de Holder

Los espacios de Holder, que denotamos con C®, completan los “huecos” entre los
espacios de clase C¥, donde o € R*, k € Z* que son espacios de funciones k veces
derivables con derivadas acotadas y que, de hecho, pueden ser normados por

‘ 9

1fllex = D 11D° fllos = ZHEM, Y

la|<k la|<k

siendo «; enteros positivos satisfaciendo que

m
Z a; = |al.
i=1

Para dar una definiciéon formal de estos espacios, debemos primero definir los
conceptos de funcién Holder continua y seminorma de Hélder. Tomemos v € (0, 1],
un abierto 2 C R” y una funcion u : 2 — R Lipschitz en €, esto es

u(z) —u(y)| < Clz —yl, (A1)

con z,y € Qy C € R. Es bien conocido que implica la continuidad de
u, de hecho implica su continuidad uniforme. De esta idea surge la definicion de
continuidad Holder, diremos que una funciéon u es Holder continua con parametro
~ si verifica

u(z) —u(y)] < Cllz —yl|". (A.2)

Noétese que para v = 1 tenemos la condicion de Lipschitz.

Llamaremos seminorma de Holder de u: 2 — R a

Y

U] o (@ 1= SUp
oo = S8 S Ty

y se define entonces la norma de Holder como

ullcon@y = Ilullo@ + [ulcon @)

siendo [|ul| ¢,

[|ullc@ = sup |u(z)],
e

64



APENDICE A. ESPACIOS FUNCIONALES

y Q la clausura de . Podemos entonces dar la definicién formal de espacios de
Holder como sigue

Definicién A.1 Se define el espacio de Holder C’k”(@, conkeZt y0<y<l,
como el conjunto de todas aquellas funciones u € C*(Q) cuya norma

||u||C’M(§) = Z ||Dau||0(ﬁ) + Z [D‘*u]ooﬁ@, (A.4)
lof <k laf=Fk

es finita. Esto es
kY (Q) = {u € C* Q) : [[ullgrnm < oo} ,

Es decir, el espacio de Holder C*7(Q) consite en todas aquellas funciones u k-
veces derivables y cuyas derivadas k-ésimas son Holder continuas con exponente
v. Ademads, dada la linealidad de la norma (A.4)), se puede probar el siguiente

Teorema A.2 El espacio de funciones C*7(Q), conk € Z* y0 < v < 1, es un
espacio de Banach.

Demostracion: Veamos que toda sucesién u,, de Cauchy converge en el espacio de
Holder. Nétese que la norma de Hélder es la suma de la norma en C*(Q) y la
condicién de Holder de pardmetro v € (0,1) para las derivadas k-ésimas, por lo
que podemos dividir la prueba centrandonos en estos dos sumandos por separado.

En primer lugar, dado que la norma en C*(2) estd bien definida y que el espacio
es completo, tenemos que en particular toda sucesiéon de Cauchy converge a un
elemento de C*(0Q).

En cuanto al segundo sumando, veamos que bajo la condiciéon de Holder el espacio
es de Banach. Para ello fijemos el multi-indice & como |a| = k y definamos

v:=D% vy wv,:= D%,

para reducir notaciéon. Luego, para = # y, tenemos que

[o(x) =v(m)] _ [0(x) = v (@) + vm () = Om(y) +om(y) = v(y)|

lz—y |z — y|
_ o(@) —on(@)] | Jom(@) —vm(@)] | Jom(y) —v(y)]
|z —y| lz —y| |z —y|

con m € N arbitrario. Es claro que el primer y el tercer sumando podemos
hacerlos tan pequenos como queramos sin mas que escoger el m suficientemente
grande, dado que v,, — v uniformemente. El segundo sumando estd acotado
independientemente de m si z # y dado que la sucesion u,, es de Cauchy, por lo
tanto acotada, en la norma de Holder. De todo esto tenemos que

M<M con x #y (A.5)
P ' '
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Esto demuestra que, para todo multi-indice a de orden k, u € C*(Q). En efecto,
por construccién de u, tenemos

Z ||D6U||C(§) < 0.
1B1<k

Ademéds, (A.5)) implica que para un multi-indice fijo o de orden k, tenemos

[DQU]CIC,«,(Q) < Ma < 0.

Por lo que tenemos la acotacién para todo el sumatorio

Z [DaU]Ck,»y(ﬁ) S Z Ma < 00,

laf=k laf=Fk

y para la norma de Holder

||U||ckw(§) = Z ||DBU||C(§) + Z [Dau]ckw(ﬁ) < 00,
1BI<k o=k

esto es u € C*(Q).

Por tltimo, tenemos que probar que u,, — u en C*7(Q). Por construccién de u,
tenemos ya que u, — u en C*(Q), luego sélo nos queda ver que en la seminorma
de Holder para las k-ésimas derivadas. Usando la notacion anterior tenemos,

(v —vm)(2) = (v = o) (W] _ J0(@) = vm(z) = v(y) + vim(y)]
|z —y| |z =yl
| limy o0 V() — Uy (@) — im0 v (Y) + v (y)]
[z =yl
k() — vm(z) — ve(y) + vm(y)|
ko0 |z —y|
- |(Uk - Um)(w) - (Uk - Um)(y)|
koo 2 =yl '

Este tltimo limite puede hacerse tan pequeno como se quiera independientemente
de = # y sin mas que escoger un v,, — v en la seminorma de Holder. Dado que
hay un numero finito de multi-indices (o equivalentemente, derivadas k-ésimas)
que considerar, podemos concluir que

u, — u en C*7(Q),

como queriamos probar. O

Otras propiedades relevantes de estos espacios se recogen en la siguiente

Proposicién A.3
1. CHY(R™) C CF(R™) CCHR™), O<a<l1.
2. CH{R"™) C C(R™) CC®(R") CC(R"), 0<ap<a;<l.
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3. 510 <a<1yu es constante. Entonces u € C*(R™).
4. S10<a<1yu esun polinomio. Entonces u ¢ C*(R").

5. Siu € C*R™) puede ser modificado sobre un conjunto de medida nula para
que u € C(R™).
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Apéndice B

Ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales

Siguiendo principalmente el Capitulo 2 de [I6] presentamos algunos de los
resultados basicos fundamentales que hemos utilizado en los capitulos [2[ y [3| de
la presente memoria.

B.1 La ecuacion de Laplace

La ecuacion de Laplace es el ejemplo mas simple de ecuacién diferencial en
derivadas parciales eliptica y viene dado por
Au(z) =0, (B.1)

donde A(z) = D0 g, () = div(Vu) = Vu - Vu = V?u es el operador de
Laplace actuando sobre una funcion real u al menos dos veces diferenciable y V
es el operador gradiente. Una generalizacién directa de este tipo de ecuacién es

Au(z) = f(x), (B.2)

conocida como ecuacién de Poisson, donde f(z) es una funcién dada.

B.1.1 Soluciéon Fundamental de la ecuacion de Laplace

El objetivo de esta seccién es encontrar la solucién fundamental de (B.1)). Para
ello buscaremos soluciones que sean radiales, es decir que tengan la forma

u(z) = v(r),
donde r = |z| = \/2? + 23+ -+ 22 y v es tal que Au = 0. En primer lugar
notese que

or 2x; T
= =5 (@ #0).
Ov;  2\/z}+a3+ - +a22 T

Luego,
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PARCIALES
x.
(e
Uy, =V (T) r )
z? 1 2?
s = (1) 5 + () (5 = ).
para i =1,2,....,n, y por tanto
" n—1 /
Au=v"(r) + v'(r).
r
De este modo Au = 0 si y solo si
" n—1 /
v"(r) + v'(r) = 0. (B.3)
r

. :
Observamos que si v’ # 0, se tiene que

(1 (ﬁy colon
og(v)) =— =

v ro
luego v'(r) = %y para cierta constante a. Consecuentemente si 7 > 0, tenemos

_ f blogr+c, (n=2),
U(T)_{THLQ-FC, (n>3),

con b y ¢ constantes.

El desarrollo anterior motiva a la siguiente

Definicién B.1 La funcion radial

O(x) = { _%}Og i 1 (n=2) (B.4)

definida para x € R™, x # 0, es la solucion fundamental de la ecuacion de Laplace
donde n(n) denota el volumen de la bola unidad en R", esto es n(n) = |B(0,1)| =

an/2

T(Z+1)"

Recordemos que una solucién fundamental ® € C?*7 N L>® de un operador
diferencial en derivadas parciales 71" verifica la ecuacién no homogénea

Td = 6y(z), (B.5)

siendo dg(x) la funcién delta de Dirac en el origen.

B.2 La ecuacion del calor

B.2.1 Soluciéon Fundamental de la ecuacion del calor

Consideremos el problema de valores iniciales homogéneo
Ou—Au=0, (x,t)€eR” xR
(B.6)
u(z,0) =u(x), xe€R™
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Nuestro objetivo es encontrar la solucion fundamental y para ello buscamos
soluciones que sean invariantes frente a cambios de escala, es decir autosemejantes,

u(z,t) = Mu(Nz, M),
para todo A € Rt, z € R" y ¢t > 0. Haciendo A = ¢! y definiendo v(z) := u(z, 1)
tenemos que,

u(z,t) =t vt Px),

de deducimos que u es solucién autosemenjante si v satisface

—at~ @Dyt Py) 4 gt BV o (t70x) + @At Pr) = 0. (B.7)

Si definimos y := t?z y tomamos 3 = % para elminar la dependencia en ¢ de la
expresion anterior que queda reducida a

1
v+ 5y v+ Av = 0. (B.8)

Exigimos ahora que v sea una funcién radial, es decir v(y) = w(|y|) conw : R — R

obtenido asi de (B.8|) que
n—1

/
w =0,

]‘ / i
ow + —rw +w" +
2 r

para r = |y|. Tomando a = %, esto implica que

1
(r”_lw’)' + §(r”w)' =0.

Esto es

"’ + §r”w =a

para una constante a € R. Si suponemos que el lim, ., w = 0y lim,_,., w’ = 0,
entonces a = 0, luego

1
"l + Zr"w = 0.
2
Por lo tanto,

w=be T, (B.9)
para cierta b € R.

- 2
Luego u(zx,t) = tn%e_% resuelve el problema (B.6)). Exigiendo que

/ u(z, t)dr =1, (B.10)
usando lo conocido de la integral Gaussiana, se obtiene que b = (ﬁ)”/ 2,

Este desarrollo motiva la siguiente
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Definicién B.2 La funcion

2
_ =l

W@ 2 st x e Rt >0,
O(x,t) := (B.11)
0 st xeR"t<O,

es la solucion fundamental, o nicleo de Gauss, de la ecuacion del calor. Esto es

Oy(x,y) — AP(z,y) =0 en R™x (0,00),
O(z,0) = do(x) en x€R"

siendo 6o(x) la funcion delta de Dirac de R™ en el origen.

Noétese que la funcién anterior tiene una singularidad en el origen. Ademaés, por

como se ha construido, es una funcién radial en la variable z y el area que encierra
bajo su grafica es igual a 1.

A partir de la solucién fundamental (B.11) podemos obtener la solucién al
problema de Cauchy, tanto en el caso homogéneo como en el no homogéneo. En el
primero de ellos, consideremos el problema

u—Au=0 xecRN tcR*,
(B.12)
u(z,0) = g(z) z € R™.
Cuya solucién viene dada por la convolucion entre la solucién fundamental y el
dato inicial.

u(w,t) = / O(z —y,t)g(y)dy

1 _lz—yl?
= [T /Rne *g(y)dy.

Observamos que es claro que u € C*(R™ x (0,00)). Ademés puede demostrarse

que ( )11'1%1 )u(m, t) = g(z*) para cada x* € R" siempre que g € C(R™) N L>*(R").
z,t)—(x*,0

(B.13)

En el caso del problema de Cauchy no homogéneo necesitaremos utilizar el conocido
principio de Duhamel para, a partir de la solucién de (B.12)), construir la solucién
de

u—Au=f, xcRV tcR*,
(B.14)
u(z,0) =0, r € R,

que viene dada por

u(z, t) = /0 /n O(x—y,t—s)f(y,s)dyds B1s)
) )

t o=yl
= A —(47T(t — S))’I’L/Z \/']R (& 4(t—s) f(y7 S)dyd87

con x € R" t > 0. Para mayor detalle, de como se obtienen los resultados
anteriores, consultese por ejemplo [16].
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B.2.2 Semigrupo del calor

Consideremos el problema de difusién del calor planteado en (B.€]). A la familia
de operadores lineales, {e*(=®)},54, que asocian cada valor del dato inicial u(z, 0)
con la solucién u del problema , se le denomina semigrupo del calor generado
por el operador (—A). O simplemente semigrupo del calor.

La funcién dada en (B.13)) puede escribirse entonces como

—t(=4)

u(z,t) :=e up(z), xe€R"t>0,

que cumple, formalmente,
Ou(z,t) = O "™y (z) = Ae A uyy(x) = Au(x,t), xRV tec R,

tl_l’}rgl+ e ™y () = up (), r € R"

Ademés, la familia de operadores {e~* =)}, satisface la propiedad de semigrupo,
esto es

e A (e (ER)y) = o=t (=8)y ¢y 1) >0,
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Apéndice C

Conceptos del Analisis de Fourier

C.1 Igualdad de Parseval e identidad de Plan-
cherel

Para la redaccién de este apéndice se han seguido las notas [19]. En lo que sigue
necesitaremos la conocida como desigualdad de Bessel, que nos da informacion de
los coeficientes de h € H, siendo H un espacio de Hilbert, respecto a una coleccion
ortonormal.

Proposiciéon C.1 Sea H un espacio con producto interior < -,- >. Sieq, es...,e, €
H es una coleccion finita de vectores ortonormales y E es el subespacio generado
por ella. Entonces, para todo h € H

> h(k)® < |[[h])”
k=1
donde ﬁ(k) =< h,e > con igualdad si, y sélo si, h € E.

Demostracion: Existe un unico e, € FE tal que h — e, L FE. La unicidad es
inmediata: si e, e, € E son tales que h — e,,h — e, 1L E entonces e, — &, =
((h—en) = (h—éx)) € ENE*+ = {0}, por lo que e, = &,. Puesto que e, = > hje;
y h — e, € B+ para cada k = 1,2, ..n se tiene que

n n
< h, e >=< ep, e >= Zh] < e, e >= Zhjékj = hy,

j:l j:l

ya que los vectores e; son ortonormales. Esto quiere decir que e, = >, B(k)ek y
por el Teorema de Pitagoras

[1B]2 = [lenl | =D h(k)*
k=1

segin queriamos demostrar. Ademas, obsérvese que la igualdad en esta desigual-
dad es equivalente a que h = ¢, € F.
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Por tanto, si S = {ex}r>1 C H es una familia ortonormal (no necesariamente
finita) se tendra

o0

S hk)? < [Jh]? (C.1)

k=1

para todo h € H. En particular la serie es convergente. En este sentido, una
familia ortonormal S se dice que forma un sistema completo si para todo h € H
se da la igualdad en . Es inmediato observar que un sistema es completo si
el inico h € H que es ortonormal a S(h L e, para todo k > 1) es h = 0. Cuando
este sea el caso, la igualdad

A = Zh (C.2)

se conoce como igualdad de Parseval. La version polarizada de ((C.2))

i k)h(k) (C.3)

k=1

es la identidad de Plancherel. Para ver que (C.2) es equivalente a (C.3))
procedemos como sigue:

< o> = S ({1 BIP = 18I = [IFIP)
= 3 ((hk) + BB — (R — (RY)
k=1
= 5" h(k)h(k)
k=1

es decir, (C.2)) implica (C.3). Para el reciproco basta tomar h = h.

Veamos ahora la identidad de Plancherel en el caso continuo, que es la usada en
esta memoria. Para ello debemos tener en cuenta la propiedad de multiplicacién
de la transformada de Fourier.

Teorema C.2 Sea f € L*(R"). Entonces, fe L*(R™) y se verifica la denominada
1dentidad de Plancherel

1 £l 2@y = ||| 22ny- (C4)

Demostracion: Sea f € S(R™) tenemos por Fubini que

f(@)g(x)dr = . f(x)g()dz

Rn

y tomando g = f , se tiene que
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Por la densidad de S(R™) la transformada de Fourier extiende a L?(R") mante-
niendo la igualdad de normas. O

La identidad de Plancherel nos indica que la transformada de Fourier es una
isometria en L*(R").

C.2 Nucleos de sumabilidad

Definicién C.3 Diremos que la funcion P : R* x R — R es un nucleo de
sumabilidad cuando y — 0 si satisface que

1./ P(z,y)de =1, yeR,

2. |P(z,y)|de < C, yeR,C >0,
R

3. lim P(z,y)dx =0, yeR,d>0.

Y=0 J|z|>6

Proposicién C.4 Sea P(z) > 0, si [, P(z) = 1, entonces Py(z) = %P(%) con

n

y € RY, es niicleo de sumabilidad cuando y — 0.

Demostracion: Veamos que P,(x) cumple las propiedades de la definicién anterior.
Como las dos primeras propiedades se cumplen de manera trivial, para probar la
tercera fijemos 0 > 0. Es claro que

/ Py(x)dx—/ P(z)dz-/ P(2)x,s2dz,
|2|>6 |=1>2 " v

con P(2)x,»s < P(z) € L'(R") para todo y > 0. Ahora, por el Teorema de la

Convergencia Dominada tenemos que

lim P,(x)dr = lim P(z dz = 0.

1=0 Jipss y(2) 1=0 Jypss ( )X|z|>§
Luego P,(z) es niicleo de sumabilidad, como queriamos probar. 0
Usando las tres propiedades de la definicién se demuestra el siguiente resultado,

de gran utilidad en el estudio de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y
que en particular nos dice que P(z,0) = do(x).

Teorema C.5 Sea zy € R™ y P(x,y) nicleo de sumabilidad cuando y — 0.

Entonces
lim (P(-,y) * f)(z0) = f(x0)

y—0

siendo f una funcion continua en xqy y acotada.
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Demostracion: Fijamos un € > 0 y buscamos un 6 > 0 tal que se tiene 1} Como
por la primera propiedad de la definicién tenemos que P(z,y) integra 1, se tiene
que

f@)— (P(y) = f)(z) = f(x)P(S,y)ds—/ f(x —s)P(s,y)ds

R n
~ [ (@ fa-)Pls, yeR
Por la continuidad de f sabemos que existe 6 > 0 de modo que si |s| < ¢ entonces
@) = fl@ =) < o
20"
siendo C' la constante que aparece en la segunda propiedad de la Definicién [C.3]

Luego, considerando la segunda propiedad que define al nicleo de sumabilidad, si

denotamos por K = || f||ze®n) se tiene que
’f(x)—( ‘</ |f(z) = flz—s)||P(s,y)|ds
@) = f@ = s)l[Ps,y)lds
s;, P(sy)lds + K [ [P(s.y)lds

< —
< 20 + K |P(s y)|ds.

Por tanto tomando 6 := &, (2 K) siendo 9y el asociado a de la tercera propiedad

que define al nicleo de sumabilidad se concluye que

2K’

‘f(a:) — (P(-,y) = f) (x)‘ < e, siempre que |y| < & (C.5)

tal y como queriamos. U
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Apéndice D
Cddigos

En el presente apéndice recogemos los codigos originales, construidos en Python,
de las principales funciones con las que, a partir de los contenidos teoricos
desarrollados en [32], hemos construido las aproximaciones numéricas presentadas
en las Secciones [2.6)y [4.3] Para ello se han empleado las librerias habituales en este
tipo de desarrollo: numpy, scipy y matplotlib. Notese que el orden de presentacion
respeta el establecido en las correspondientes secciones de esta memoria. Ademaés,
es importante senalar que la notacién sufre la siguiente modificacién o = 2s.

D.1 Funciones F, G y sus derivadas

def function_F(t):
if alpha==1:
return -Cx*np.log(abs(t))
else:
return (C/(alpha*(alpha-1)))*abs(t)**(1-alpha)

def function_derivada_F(t):
if alpha==1:
return -C/t
else:
return (-C/alpha)*abs(t)**(-alpha)

def function_G(t):
if alpha==1:
return Cx(t-t*np.log(abs(t)))
else:
return (C/(alphax(alpha-1)*(2-alpha)))*abs(t)**(2-alpha)

def function_derivada_G(t):
if alpha==1:
return -C*np.log(abs(t))
else:
return (C/(alpha*(alpha-1)))*abs(t)**(1-alpha)
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APENDICE D. CODIGOS

def function_derivada_segunda_G(t):
if alpha==1:
return -C/t
else:
return C/(alpha)*abs(t)**(-alpha)

D.2 Funciones peso

- Funcion peso para la interpolacion lineal —-————--
def function_wT(t):
if (t==1)or(t==-1):
return (h**(-alpha))*(C/(2-alpha)-function_derivada_F(1)
+function_F(2)-function_F(1))
else:
return (h**(-alpha))*(function_F(t+1)-2*function_F(t)
+function_F(t-1))

#———- Funcion peso para la interpolacion cuadratica ---—-—-
def function_wQ(t):
if (abs(t)==1):
return (h**(-alpha))=*((C/(2-alpha))
-function_derivada_segunda_G(1)
-((function_derivada_G(3)
+3*function_derivada_G(1))/2)+function_G(3)
-function_G(1))
else:
if (abs(t) % 2 == 0):
return (h**(-alpha))*(2*(function_derivada_G(t+1)
+function_derivada_G(t-1)-function_G(t+1)
+function_G(t-1)))

else:
return (h**(-alpha))*(-((function_derivada_G(t+2)
+6xfunction_derivada_G(t)
+function_derivada_G(t-2))/2)+function_G(t+2)
—function_G(t-2))

D.3 Discretizacién del operador Laplaciano Frac-
cionario

def Fractional_Laplacian_discrete(function_U,alpha,C,x0,xL,M):
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# - Discretizacion de la variable espacial --———-
dx = (xL - x0)/(M - 1)

# ————- Construccion del mallado y limites de integracion -----
xspan = np.linspace(x0, xL, M)

Lw=Mxh

i o= Inicializacion de matrices solucion-—---

U = np.zeros(M)
U2 = np.zeros(M)
U3 = np.zeros(M)

# ——-- Construccion de la aproximacion --—————-—-———--
for i in range(1,M-1):

tail=0

# ————- Integral (I) --——--

for t in range(-M,M+1):
if (i-t<0)or(i-t>=M):
tail+=0
tail+=0
else:
tail+=(function_U(xspan[i])-function_U(xspan[i-t]))*
function_wT(t)

tail+=0
U2[i]=tail
# ———— Integral (I)+(II) -----
U3[i]=U2[i]+(2*C/(alpha* (xspan[-1]**alpha)))*function_U(
xspan[i])
# ————- Integral (I)+(II)+(III) -----

U[1]=U3[i]-((C*function_U(xspan[0])*xspan[-1]**(1-alpha))/
xspan[-1]) *hyp2f1(1-alpha, 1, 2, xspan[i]/xspan[-1])-((Cx
function_U(xspan[-1])*xspan[-1]**(1-alpha))/xspan[-1])*
hyp2f1(1-alpha, 1, 2, -xspan[i]/xspan[-1])

return U,xspan,U2,U3

D.4 Problema del obstaculo

t0=0
t£=10
deltat=(h**alpha)/2
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num=round ((tf-t0)/deltat)

#-———- Definicion del obstaculo ——————-

obstacle=2x*(-alpha)*np.pi**(-0.5)*gamma((1-alpha)/2)*gamma ((4-
alpha)/2)*(1-(1-alpha) *xspan**2)

obstacle[obstacle<0] = 0

- Metodo iterativo --————-———--
sol_obs_problem=np.zeros((xspan.size,num))
sol_obs_problem[:,t0]=obstacle
F_L=np.zeros((xspan.size,num))
for i in range(0,num-1):
F_L[:,i]=Fractional_Laplacian_discrete(sol_obs_problem[:,i],
alpha,C,x0,xL,M) [0]
for j in range(O,M):
sol_obs_problem[j,i+1]=sol_obs_problem[j,i]-deltat*min(
sol_obs_problem[j,i]-obstacle[j],F_L[j,1i])
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