Secciéon de Matematicas
Universidad de La Laguna

Carlos A. Morales

Analisis en grafos
Analysis on Graphs

Trabajo Fin de Grado
Grado en Mateméticas
La Laguna, Junio de 2022

DIRIGIDO POR
Juan Carlos Farina Gil
Manuel T. Flores Mederos



mailto:alu0100307283@ull.edu.es
mailto:jcfarina@ull.edu.es
mailto:mflores@ull.edu..es

Juan Carlos Farina Gil
Departamento de Andlisis
Matemdtico

Universidad de La Laguna
38200 La Laguna, Tenerife

Manuel T. Flores Mederos
Departamento de Andlisis
Matemdtico

Universidad de La Laguna
38200 La Laguna, Tenerife


mailto:jcfarina@ull.edu.es
mailto:mflores@ull.edu..es

Agradecimientos

Quiero agradecer a mis familiares y amigos el apoyo incondicional que me
han brindado, en especial, a Marta Castejon. Ademads, quiero mostrar un especial
agradecimiento a los profesores Don Juan Carlos Farifia Gil y Don Manuel Tomas
Flores Mederos.

Carlos A. Morales
La Laguna, 13 de junio de 2022






Resumen - Abstract

Resumen

En este trabajo presentamos un estudio sobre el operador de Laplace en grafos
conexos, pesados y localmente finitos. Se introduce los conceptos de funciones sobre
grafos, el operador de Markov, el operador de Laplace y su relacion. Considera-
remos el espacio de funciones arménicas, el problema de Dirichlet y las leyes de
Kirchhoff. En un segundo Capitulo se presenta la identidad de Green. Se estudiard
las propiedades principales del espectro del operador de Laplace y se establecerd
acotaciones para el menor autovalor no trivial. Se introducen los grafos de Cayley y
finalmente consideraremos el operador de Dirichlet-Laplace sobre grafos infinitos,
el problema de Dirichlet y daremos un método iterativo (que recuerda a aquel usa-
do en la prueba del Teorema del punto fijo de Banach) para su resolucién debido a
Jacobi.

Palabras clave: Grafo pesado — Operador de Laplace — Operador de Dirichlet-
Laplace - Funciones armonicas — Problema de Dirichlet — Constante de Cheeger.

Abstract

In this work we present a study of the Laplace operator in connected, weighted and
locally finite graphs. The concepts of functions on graphs, the Markov operator
and Laplace operator and its relations are introduced. The space of harmonic
functions and their relationship with Dirichlet’s problem and Kirchhoff’s laws
will be presented. In the second Chapter, Green’s identity is presented. The main
properties of the spectrum of the Laplace operator are studied and bounds for the
smallest non trivial eigenvalue will be given. Cayley graphs are introduced and
finally, we will consider the Dirichlet-Laplace operator on infinite graphs, and we
will give an iterative resolution method (that reminds the proof of the Banach fixed
point Theorem) due to Jacobi.

Keywords: Weighted graph — Laplace operator — Dirichlet-Laplace operator —
Harmonic functions — Dirichlet’s Problem — Cheeger’s constant.
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Introduccion

En pocas ocasiones, en cualquier rama del conocimiento, puede establecerse
una fecha concreta de inicio. Sin embargo, esto no sucede con la Teoria de Grafos,
la cual, da comienzo con la resolucion propuesta por Euler al famoso problema de
los puentes de Konigsberg en 1736. Otro problema conocido como la Conjetura de
los Cuatro Colores gui6 e inspir6 dicha teoria. En el aflo 1976 K. Appel y W. Haken
resuelven la conjetura y este hecho marca un punto de inflexién en la historia de
la Teoria de grafos ya que desde entonces, el tema ha experimentado un gran creci-
miento, debido en gran medida a su papel como estructura esencial que sustenta las
matematica aplicadas modernas. En particular las Ciencias de la Computaciény la
optimizacién combinatoria aprovechan y contribuyen a su desrrollo. Ademds, en un
mundo donde la comunicacién es de primordial importancia, la versatilidad de los
grafos los convierten en herramientas indispensables en el disefio y andlsis de redes
de comunicacién.

Si bien existe una gran cantidad de literatura matemadtica dedicada a las redes
eléctricas finitas, las redes infinitas han recibido una atencién creciente solo en las
ultimas dos décadas. La razén de esta atencién es probablemente el creciente interés
por los métodos discretos en todas las ramas de las matematicas. En realidad, hay una
fuerte indicacién de que, al menos desde el punto de vista de la teoria del potencial,
las redes infinitas son un modelo discreto de una variedad de Riemann no compacta,
hecho que podemos ver de dos maneras: por un lado, los resultados en la teoria de
clasificacién de variedades de Riemann se han obtenido discretizando la variedad y
argumentando sobre la red asi obtenida, y por otro, hay varios resultados en la teoria
del potencial sobre redes infinitas que son la contrapartida discreta de los resultados
sobre las variedades de Riemann.

En este trabajo, apoyandonos en resultados clédsicos vistos en el caso continuo,
se estudiaran las principales propiedades de los autovalores del operador de Laplace
sobre grafos conexos, pesados y localmente finitos, el cual, para las funciones u
definidas sobre el conjunto de vértices de un grafo, se define como (ver Definicién



X Introducciéon

1.4.1)
Apu(x) = u(x) = Y Px, y)u(y).
y~x

Este trabajo esta dividido en dos capitulos. En el primero se introducen los
conceptos de funciones sobres grafos, cadenas y cocadenas. A continuacion, se de-
finira el nicleo de Markov sobre un grafo pesado y se establecerd su relacién con el
operador de Laplace. Finalmente, las tltimas secciones de dicho capitulo se dedican
alas funciones armoénicas, el problema de Dirichlet y se mostrard como el uso de ca-
denas y cocadenas se utiliza para la modelizacion y resolucién de circuitos eléctricos,
mediante las leyes de Kirchhoff, y como éstas se relacionan a su vez con el problema
de Dirichlet.

En el segundo capitulo se entra de lleno en el estudio de las principales propie-
dades de los autovalores de un grafo conexo, pesado y localmente finito. Se comienza
estudiando la identidad de Green y, tras definir un producto interior adecuado, se
demuestra la simetria del operador de Laplace. Acto seguido, se estudian las princi-
pales propiedades del espectro de A, sobre grafos finitos y se introduce la constante
de Cheeger que permitird establecer acotaciones sobre el menor de los autovalores
no nulo. Se presentardn ademads los grafos construidos a partir de grupos abelianos,
denominados grafos de Cayley y expondremos el célculo de los autovalores de la
familia de grafos ciclicos Cj,. A continuacién, se pr esenta el operador de Laplace para
grafos infinitos cuyo conjunto de vértices sea a lo sumo numerable, localmente finito
y pesado exponiéndose a continuacion los principales resultados que verifican sus
autovalores. La dltima seccién estard dedicada a la resolucién iterativa, mediante el
método de Jacobi, del problema de Dirichlet.
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Funciones sobre grafos

En esta primera seccion, se introducen los conceptos previos de grafo para el
desarrollo de una teoria que permitird la deduccién de ciertas propiedades de los
autovalores de operador de Laplace. Se definen los conceptos de funciones y cadenas
sobre grafos. A continuacion se trataran las cadenas de Markov y sus respectivos
ntcleos, funciones arménicas y se considera el problema de Dirichlet sobre grafos.
Finalmente, en la tltima seccidn, se estableceran las leyes de Kirchhoff y se mostrara
su relacién con las funciones arménicas ya estudiadas.

1.1. Conceptos Previos

Un grafo es un par ordenado I' = (V, E), donde V representara el conjunto de
vértices, que serd a lo sumo contable, mientras que el conjunto E representaré el de
aristas. Para indicar la presencia de la arista ¢ € E que conecta los vértices x,y € V se
utilizard la notacién ¢ = [x,y] 0 ¢ = {x, y}, y se dird, ademds, que los vértices x e y son
vecinos, que serd denotado como x ~ y. A las aristas de tipo x ~ x las denominaremos
lazos. Cuando el niimero de aristas que incida en cada uno de los vértices sea finito
diremos que el grafo es localmente finito.

Un grafo se dice simple si para cada par de vértices vecinos sélo existe una
arista que los conecta y I' no posee lazos (figura 1.1a), mientras que se dird multigrafo
(figura 1.1b) si para algtin par de vértices vecinos cualesquiera x, y € V, existe méas
de una arista que los conecta, o bien, el grafo contine lazos. Finalmente, cuando las
aristas deban recorrerse en un sentido determinado diremos que el grafo es un grafo
dirigido.

B C
C A B A
D
(a) Grafo simple (b) Multigrafo

Figura 1.1: Ejemplos de grafos
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Lema 1.1.1 Dado un conjunto de vértices V ={vy,..., v,} existen un total de2(?) grafos

(351

simples. Ademds, existen un total de (" 2 ‘ multigrafos con k aristas.

DEMOSTRACION. Dados los vértices vy, ..., v, € V el nimero de aristas posibles viene
dado por la expresién (g) De aqui, los grafos que tienen exactamente k aristas son un

n

total de ((i)). Finalmente, sumando en k tenemos

% ((l’z?) o)

Teniendo en cuenta ahora que para la formacién de multigrafos poseemos
un total de (}) + n = (";") aristas al afiadir las que pueden formar lazos, el ntimero

total de multigrafos con k aristas vendrd dado por las combinaciones con repeticién
n+l
)

CR,(C S <

Un camino sobre un grafo es una sucecién de vértices (xy, ..., x;) tales que para
cada vértice j de dicha sucesion existe la arista x; ~ x;4+1 para j =0,.../ -1 que los
conecta. En este sentido diremos que los vértices xy y x; estdn conectados, ademas,
cuando el vértice final sea el vértice de partida diremos que el camino es cerrado o (si
I = 3) un ciclo.

Se define la longitud de un camino como el ndmero de aristas que lo componen.
Si consideramos un camino y que conecta los vértices x e y, la longitud de dicho
camino lo denotaremos y(x, y). Finalmente, un grafo se dira conexo si para cualquier
par de vértices x, y € V existe un camino que los conecta.

Lema 1.1.2 Supongamos que en un grafoI’ = (V,E) con n vértices existe un camino
que conecta dos vértices xy y x; distintos. Entonces

a) existe un camino entre Xy y X; que no repite vértices;
b) existe un camino entre xy y x; de longitud a lo sumo n—1

DEMOSTRACION. Consideremos un camino de longitud / conectando los vértices u =
X0y v = x;. El camino puede ser representado por la lista de vértices (xp, x1, ..., x;) don-
de, el hecho de existir algtin vértice repetido, implicaréd que existen i, j € {0,1,2..., [}
coni# jy x; = xj. De esta manera, eliminando de la lista la parte correspondiente a
Xi+1y Xj seguimos obteniendo un camino que conecta los vértices xq y x;. Repitien-
do este proceso un nimero finito de veces para cada repeticién que haya (pues la
longitud del camino es finita) obtendremos un camino sin vértices repetidos como se
afirma en a). La segunda es consecuencia directa de la primera. <

Se define el grado de un vértice como el niimero de vecinos que posee, es decir,
si x € V, entonces

grado(x)=#{yeV:x~y}.

Un grafo se dice k—regular, o simplemente regular, si el grado de cada vértice
es k.
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Proposicién 1.1.3 En todo grafo simple o multigrafoT = (V, E) finito se verifica que

Z grado(x) =2|E|

xeV

DEMOSTRACION. Considerando el hecho de que cada arista incrementard en una

unidad los grados de los vértices que conecta, o lo que es lo mismo, contribuye en dos

unidades a la suma total de todos los grados, la ecuacién formulada por el teorema

resulta evidente. <
En particular, como consecuencia de la proposicién anterior tenemos

Corolario 1.1.4 En todo grafo simple o multigrafol = (V, E) finito existe un niimero
par de vértices con grados impares.

Un grafo I' = (V, E) se dice bipartito si es posible realizar una particién del
conjunto V en dos subconjuntos V7 y V, de tal manera que no hayan vértices vecinos
en ninguno de los subconjuntos. Mostramos a continuacién una caracterizacion de
grafos bipartitos.

Teorema 1.1.5 Un grafol = (V, E) conexo es bipartito si y sélo si no contiene ciclos de
longitud impar.

DEMOSTRACION. En efecto, supongamos que el grafo es bipartito y consideremos
la particién de los vértices de V = V; U V;. Sin pérdida de generalidad tomemos un
vértice xp € V; (para V, razonamos igual) y consideremos un ciclo de longitud k. Si
el ciclo es la sucesion de vértices (xo, x1,...,Xk—1, Xo), la condicién de ser bipartito
equivale a que el vértice etiquetado como x; necesariamente debe pertenecer a V, y,
por el mismo argumento, x, € V;. Se deduce que las aristas que parten desde V, hasta
V1 ocupan los lugares pares y por tanto, para acabar en xy la longitud del camino debe
ser par.

Reciprocamente, consideremos xj € V' y separemos V en dos subconjuntos
disjuntos de la siguiente manera:

Vi={xeV /min{y(xo,x)} es par}
Vo ={xeV [ min{y(xo,x)} esimpar}

Evidentemente ambos subconjuntos son disjuntos y su unién es el total. S6lo
debemos comprobar que no existen aristas entre vértices del mismo subconjunto.
Sin pérdida de generalidad comprobemos que los vértices de V) no estdn conectados
(razonaremos para V,). Supongamos que, en efecto, los vértices x;,x, € V; fuesen
vecinos. Entonces, considerando los caminos desde xj a x;, de longitud par, desde
Xp a X2, de longitud par, y la arista que conecta x; con xz, podemos establecer un
ciclo sobre xj sin més que unir los caminos xg a x1, de x; a x» e, invirtiendo el camino
original, de x, a xp. Sin embargo, el ciclo resultante es de longitud impar, lo que niega
la hip6tesis y por tanto, los vértices x; y x2 no se encuentran conectados. <
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SeaT = (V, E) un grafoy consideremos una funcién u, no negativa, u: VxV —R.
Diremos que el par (I, u) es un grafo pesado sila funcién p, la cual llamaremos peso,
verifica

" lyy = Hyy (condicién de simetria).
" lyy>0siysolosix~y,esdecir, uy, =0six~y(xnoesvecinoa y).

Un peso se dird simple si sobre cada arista toma el valor uno (salvo, por supues-
to, en el caso cuyo valor sea cero). Notese ademds que todo peso induce una funcién
real sobre los vértices de V dada por

px) = Z Hxy
y~x

la cual denominaremos peso del vértice x.

SeaI' = (V, E) grafo. Un subconjunto X de E tal que para los vértices x,y € V
se verifica que [x, y] € X siy solosi [y, x| ¢ X se denomina orientacién. Nétese que,
dado un grafo simple no dirigido, si denotamos el conjunto de aristas E como

E={{xy}/xyeV, v~}

una orientacién X puede ser considerada como una aplicacién ¥ : E — V tal que para
cada ( € E se verifica que ¥ ({) € ¢, indicando W ({) el vértice origen de la direccién en
la cual la arista debe ser recorrida.

1.2. Funciones sobre grafos. Cadenas y cocadenas

SeaI = (V, E) un grafo. Una funcién f definida sobre I' es una funcién real (o
compleja) definida sobre los vértices del grafo, esto es, f : V — R. Al conjunto de todas
las funciones definidas sobre I' lo denotaremos como & (V).

Paracada y e V sea (Sy € & (V) definida por

1, x=
5,(x) ={ Y (LD
0, x#y.

Es evidente que cualquier funcién f € % (V) se puede escribir

=X rys, (1.2)

yev

por lo que el conjunto de funciones {04} ;¢ forman un sistema generador de & (V).
Por otro lado, de tenerse la expresiéon

Y k6 =0,

xeV
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evaluando el término de la izquierda sobre cada uno de los vértices, se tiene que
cada constante c, debe ser nula, por tanto, el conjunto % (V) posee estructura de
espacio vectorial de dimensién igual al nimero de vértices del grafo. Diremos que
una funcién expresada como en (1.2) representa una 0-cadena.

Dada una orientacion X sobre I', una I-cadena sobre T es una funcién real (o
compleja) definida sobre el conjunto X que verifica

i(x,y) =—i(y,x), paracada x ~ J.

Noétese que de la propia definicién se desprende el hecho de que i(x,x) =0
para cada lazo.

Fijemos una orientacion X. Andlogamente alas 0 — cadenas, consideremos las
aplicaciones definidas sobre X como

1, B=D

0p(D) = 1.
B(){O’ B#D (1.3)

de esta manera, toda 1 — cadena I puede ser escrita como

I=) i(B)dg

BeX

Nuevamente el conjunto de todas las 1 — cadenas posee estructura de espacio
vectorial. Denotamos por % al subespacio vectorial de todas las 1 — cadenas sobre T’
tales que

Y li(x,y)| <oo, paratodoxe V. (1.4)
y~x

Nétese que cuando I es finito o localmente finito, la condicién expresada en
(1.4) se verifica trivialmente. Ya que este trabajo tiene como alcance los grafos que a
lo sumo son localmente finitos, todas las 1 — cadenas consideradas satisfacen (1.4).

Consideremos el espacio €™ dual del espacio vectorial €. €™ es un espacio
vectorial de la misma dimensién que €6 cuyos elementos son aplicaciones lineales
u:% — R(C). Para cada B € X las aplicaciones definidas como

1, B=D

6p) = 1.5
X65(0D) {0’ B£D (1.5)

forman una base de ¢*, asi, si E € ¥*, podemos escribir E como

E=) e(B)xs,-
BeX

Alos elementos de €* los denominamos 1 — cocadenas.
De la misma forma que se procedi6 con el espacio vectorial de las 1 — cadenas,
consideramos ahora el espacio vectorial de las 0 — cadenas dadas como en (1.2). A
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los elementos de su espacio dual, esto es, el espacio vectorial de las funciones reales
(complejas) lineales que toman valores sobre cada 0 — cadenas los denominamos
0-—cocadenas. Examinando las 0 — cocadenas

G6y=4 =7 (1.6)
X8: 1007 =1,, X#Yy ’

se tiene que las aplicaciones {ys} 4ey forman una base del espacio de las 0 —
cocadenas, por lo que toda 0 — cocadena u, puede expresarse como

u= 2: quX6f

xeV

Denotando por (,) la dualidad entre 1 — cadenasy 1 - cocadenas, se tiene

E(I)=(E,I)= ) e(B)i(B). 1.7)
BeX

Andlogamente para 0 — cadenasy 0— cocadenas, se tiene

u(j) =(u, jy= Y u(x)jx). (1.8)

xeV

1.2.1. Los operadores fronteray cofrontera

Sea I € € y consideremos el operador 0: € — & (V) definido como

Ox. (1.9)

IEDY (Z I(x,y)

XeV \Yy~Xx

Al operador 0 lo denominamos operador frontera. Nétese que dicho operador es lineal,
en efecto, para a, B € R

olal+B)) = Z (Z al(x,y)+ Z ﬁ](X.y))5x=

xeV \y~x y~x
=a) Y Ix,y8:+BY. Y J(x, )85 =adl +pa].
xeVy~x xevVy~x

Denotaremos por d1(x) ala expresién Z I(x,y) paracadaxe V.
y~x
Dada una 0—cadena i expresada como en (1.2), el operador frontera actuando
sobrela0— cadenai es el valor real

di=) i(x).

xeV
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Un cicloesuna 1 —cadena I tal que 01 = 0. N6tese que esta nueva definiciéon
extiende el concepto de ciclo usual entendido como una sucesién de vértices donde
el vértice final y el inicial coinciden. En este sentido, se entendera por ciclo el dado
por [5] como toda aquella cadena tal que la diferencia de sumas entre sus entradas
y salidas es nulo en cada uno de sus vértices, como ocurre en la definicién dada
previamente.

Ejemplo 1.2.1 Consideremos el siguiente grafo orientado dado en la figura 1.2 y la
1—cadena definida comoI =6,+06p+26¢c+0p+06E. Es evidente quedl =0 y por
tanto, I es un ciclo.

Figura 1.2: Ejemplo de ciclo sobre un grafo

Lema 1.2.2 Paracadal— cadena finita se tiene que 001 = 0.

DEMOSTRACION. Consideremos una orientaciéon X y sea I € €. Por definicion del
operador 0, cada una de las componentes d1(x) de la 0 — cadena puede ser descom-
puesto como la diferencia entre la suma de valores de las aristas que salen de x y la
suma de los valores de las aristas que entran en x. Aplicando de nuevo el operador
frontera, basta observar que los términos se cancelan dos a dos. <
Dada una 0 — cocadena u, se define su cofrontera fu como la tnica 1 -

cocadena que verifica
(Bu,K)=(u,0K), VKe€ (1.10)

Al operador lineal 8 1o denominaremos operador cofrontera.

Proposicién 1.2.3 El niicleo de 3 es unidimensional y estd generado por la0—cocadena

u=Cre- ) xx

xeV

DEMOSTRACION. Sea u una 0—cocadena perteneciente al nicleo de . Entonces, por
(1.10) debe verificarse que
0=(pu,K)=(u,0K)

para toda cadena K € €. En particular, si B € X es la arista B = [x, y], considerando la
cadena K = 6, se tiene que 0K =6, — 6 por lo que
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(U, 6x) ={u,6y) (1.11)

para cualquier par vértices vecinos.

Ya que I es conexo, siempre podemos tomar una 1 — cadena K tal que, 0K =
0x, —0Ox,, siendo xg y x, los vértices inicial y final respectivamente. Asi, por (1.11), se
tiene que (u, 6 ) es la constante dada por el enunciado para todo x € V. Finalmente,

S1
u= Z CxXx

xeV

como cada c, = (u,0y) = cte, se concluye el resultado enunciado. |

Proposicién 1.2.4 Unal - cocadena E es una cofrontera si, y soélo si(E, Z) = 0 para
todo ciclo finito Z.

DEMOSTRACION. Si E es una cofronteray u es 0 — cocadena tal que E = fu, entonces,
por (1.10) y aplicando la definicién de ciclo se obtiene el resultado. Para demostrar
el reciproco, fijemos o € V. Por la conexidad de I', para cada vértice x € V existe una
cadena K tal que 0K, =8, —0,. Sea ula 0— cadena definida como (u,d) = (E, Ky).
Por hipétesis u no depende de la eleccién de Ky, ya que, de si K}, es 1 — cadena con
0K =6, —0,, entonces Jx = Ky — K, es un ciclo para todo x € V, y por tanto

0= (E, Jx) = (u,0Ky — 0Ky) = (u, 0Ky) — (1, 0Ky)

asi
(u,0Ky) = (u,0Ky).

Finalmente, para todo x € V se tiene que
(Bu, Ky) = (u,0Kx) = (E, Kx).

Como las 1 — cadenas K, generan €, concuclimos que fu = E. <

1.3. Cadenas de Markov

Sea V un conjunto a lo sumo numerable. Una cadena de Markov es un proceso
estocdstico a tiempo discreto {0, ..., n} sobre V, al cual llamaremos espacio de estados,
que satisface la propiedad de Markov, esto es,

P(Xn+1 = xp11lXn = Xn,..., Xo = X0) = P(Xp41 = Xp411Xn = xp)

es decir, la probabilidad de cada nuevo estado depende tinicamente del estado inme-

diatamente anterior. Diremos que la cadena es estacionaria cuando la probabilidad

de pasar de un estado cualquiera a otro permanece constante a lo largo del tiempo.
Un niicleo de Markov es una aplicacién P: V x V — [0,00) que verifica
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Y P,y =1, (1.12)
y~x

para todo x € V. Ademas, diremos que es un nucleo reversible si existe una funcién
positiva p sobre el espacio de estados tal que

wx)P(x,y) = w(y)P(y, x). (1.13)

Noétese que, si disponemos de un ntcleo de Markov reversible, segtin la definicién
(1.13), la funcién gy = u(x) P(x, y) es simétrica.

Dado (I, u) un grafo conexo, pesado y localmente finito, segtin [2], siempre
podemos construir, a partir de una funcién peso, un nticleo de Markov, que resultara
reversible. En efecto, consideremos

ny
,y X~Y
P(x,y) =3 H(X) (1.14)
0, en otro caso

la cual verifica las propiedades dadas por (1.12) y (1.13), de aqui, es nticleo de Markov
reversible. Notese que cuando la funcién peso es simple, el nticleo de Markov queda

definido como )

P(x,y) =4 deg(x)’
0, en otro caso

X~y

Ala funcién P(x, y) la denominamos funcién de transicién mientras que, para
grafos finitos, a la matriz P = ('uxJ’)x,yt—:V de tamano n x n, siendo n = |V]|, la denomi-
naremos matriz estocdstica.

Supongamos que nos encontramos en un vértice xy y aleatoriamente segiin
la funcién de transicién pasamos a un nuevo vértice (o estado) x;. Repitiendo este
proceso n veces tendremos una sucesion de variables aleatorias { Xy, X3, ..., X} alas
cuales llamaremos caminio aleatorio.

Dado un camino aleatorio {Xy,..., X,} llamamos funcién de transicion en n
pasos a la funcién

Pu(x,y) =P(X;, =yl Xo = x). (1.15)

En la Teoria de Juegos la funcién de transicién juega un valor central, ya que,
fijado xo € V, la funcién definida como v, (x) = P,(xp, X,) es la distribucién de la
variable X,,.

Teorema 1.3.1 La funcion de transicion de probabilidad en n pasos es un niicleo de
Markov. Ademds, se verifica la relacion

Pp(x,y) =) Pp(x,2)P(z,y) (1.16)
z~y
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DEMOSTRACION. Demostremos (1.16) procediendo por induccién. Para el caso n =0
el resultado es obvio. Supongamos cierto para n. Se tiene

= Z PXn+1 =y Xn=%n,...,X1 =x11X0 = x0) =

Y. PXn1=yXn=2PXp=2,...,51=x11Xo =) =

zeV X1, Xp—1€V

=Y Pu(x,2)P(z,)).
zeV

Finalmente, sumando en y € V se tiene que

Y Pux, )= Y Pui(x,2P(z,y)= Y Ppa(x,)) =1 <
yev zeV yeV zeV
Dado un grafo conexo, localmente finito y pesado (T, ), sobre el espacio vecto-
rial & (V) de las funciones definidas sobre el grafo definimos el operador de Markov
como

P:F(V)—ZF(V)

u—Pwx) = Y P y)uy). (1.17)
yeV(x)

1.4. Funciones armonicas sobre grafos

El objeto principal de estudio de este trabajo se centra en el estudio de los auto-
valores del operador de Laplace definido sobre grafos conexos, pesados y localmente
finitos. Antes de definir el operador de Laplace sobre grafos, recordemos que en el
caso continuo, si Q c R" y u € €¥(Q), para k = 2. Se define el operador de Laplace, A,
A:€*(Q) — €5 2(Q) dado por

Diremos que una funcién es arménica en Q si se tiene la identidad Au =0
para todo x € Q. Para el caso discreto, en particular para grafo, tenemos la siguiente
definicién
Definicion 1.4.1 Sea (T, u) grafo conexo, localmente finito y pesado. Al operador A, :
F (V) — F (V) definido como

1
Auf(x)= m};xﬂxyf(w - fx),VxeV (1.18)

lo denominamos operador pesado de Laplace.
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De la definicién de A, se desprende el hecho de que es lineal, en efecto, si
tomamos f,g € F(V)y 1,0 € R tenemos

1
— ) pyAf) +08()) - Af(x) +0g(x))

Ay (A =
pAf +0g)(x) o &

1 1
2l — _ ol B
J7169) );yﬂxyf(y) f(x)) U(#(X) );yﬂxyg(y) g(x)

=AA,f(x)+oA,g(x).

Para el ntcleo considerado en (1.14), de (1.18) y (1.17) tenemos
Ay=P-1d (1.19)

donde Id es el operador identidad en & (V).

Una funcién f € & (V) definida sobre un grafo pesado, conexo y localmente
finito I = (V, E) se dice subarmonicaen V si Auf = 0, para todo x € V, mientras que
se dice superarmonicaen V si A, f <0 para todo x € V. Una funcién se dird armdnica
en V si es a la vez superarmdnica y subarmonica, esto es, si A, f = 0.

Noétese por unlado que f € & (V) sea armonica equivale a que f € Ker (Ay). A
lo largo de las proximas secciones se demostrard que A = 0 es un autovalor simple
del operador Ay,. Por otro lado si tomamos f € & (V) tal que f = ¢, con ¢ constante se
tiene

Apc= ZP(X’y)C—C=CZP(x,y)—c=c—c=0
y~x y~x

de donde se deduce que toda funcién constante es armoénica asociada al autovalor
A=0.

Sea Q c V tal que QF # @, se define el conjunto de vértices frontera, o simple-
mente frontera, dQ como

0Q={y€Q°|y ~ x para algin x € Q}

Al conjunto de las funciones definidas sobre Q < V lo denotaremos como
Fa(V).

Lema 1.4.2 (Principio del maximo (minimo)) Sea (T, 1) un grafo pesado, conexo ylo-
calmente finito conexo y Q c V tal que Q° # @. Entonces, para cualquier funcion
u:V — R(C) subarmonica en Q se tiene

maxu < supu,
Q Qc

y para cualquier funcion superarménica
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infu <minu.
Q¢ Q

En consecuencia, si una funcién es armonica, entonces, sus valores mdximos y
minimos se alcanzan en la frontera.

DEMOSTRACION. Basta demostrar el lema para funciones subarmoénicas. En efecto,

sea u € #(V), u subarmonica y supongamos que sup u < oo (si sup # = oo no habria
Qe Q¢
nada que probar). Entonces, remplazando u por u + ¢, con ¢ constante adecuada,

podemos asumir que sup u = 0.
QC
Consideremos ahora
M =maxu
Q

y demostremos que M < 0. Supongamos por reduccién al absurdo que M >0y
consideremos el conjunto
S={xeV]ulx)=M}

el cual verifica que S < Q, ya que el valor maximo de u es cero en Q°y S # @.
Como Ay u =0, entonces, para cualquier x € S se verifica

ux)< Y Px,yu(y) <y Plx,y)M=M. (1.20)
y~x y~x

Ahora bien, como x € S, entonces u(x) = M y, por tanto, en la expresién (1.20)
debe verificarse que u(y) = M para todo vértice y € V vecino del vértice x, por lo
que el vértice y también pertenece al conjunto S. Consideremos ahora los vértices
xeScQeyeQFf. Como el grafo T = (V, E) es conexo, existe un camino que conecta
los vértices x e y, asi, si el camino es

X~X]~ e ~Xfo1~Y

tenemos, por lo expuesto con anterioridad, que x; € S al ser x; vértice vecino de x.
Repitiendo el proceso se tiene que y € S, lo cual es una contradiccion. <

1.5. Elproblema de Dirichlet

Se formula a continuacién el problema de Dirichlet para el caso continuo, el
cual consiste en encontrar una funcién incégnita u € €%(Q), tal que

Au(x)=f(x) xeQ;
u(x)=g(x) xeoQ.

En la definicion del operador laplaciano A, sobre el espacio & (V), siendo V
el conjunto de vértices de un grafo I' = (V, E) conexo localmente finito pesado, se
demostré que un funcién era armonica si y sélo si era constante. Si Q c V es un
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conjunto finito tal que Q° # @, entonces, es facil comprobar que la armonicidad de
las funciones constantes no se verifica, ya que, por propia definicién del operador
laplaciano, existirdn vértices de Q tales que alguno de sus vecinos no perteneceran a
Q.

Definicién 1.5.1 Dado un grafoT = (V, E) pesado, conexo, localmente finito,yQ c V
tal que Q° # @, al problema de encontrar una funcion u:V — R tal que

A = VxeQ
{Nu(x) f(x) Vxe (12

u(x)=gx) vxeQf

donde f: Q — Ry g:Q° — R son funciones dadas, se le denomina problema de
Dirichlet.

Notese que la condicion Ay u(x) = f(x) s6lo se ve afectada por los valores de
la funcién g(x) en aquellos vértices de QO que tengan algtin vecino perteneciente a
0Q. Por ello, el problema de Dirichlet dado por (1.21) puede ser planteado de forma
equivalente cambiando la segunda condicién por

u(x) = gx) VxeoQ.

Teorema 1.5.2 Consideremos el problema de Dirichlet dado por la definicién 1.5.1. En-
tonces, si Q es finito, para cualquier funcion f, g € & (V) dadas, el problema planteado
por (1.21) tiene una tnica solucién.

DEMOSTRACION. Demostremos primero la unicidad suponiendo que existen dos
funciones u;, uy € % (V) verificando la expresiones dadas por (1.21). Entonces, para
la funcién v(x) = u; (x) — uz(x) se tiene

Ayv(x)=0 VxeQ
v(x)=0 VxeoQ

esto es, la funcién v(x) es arménica en Q y aplicando ahora el lema 1.4.2, se tiene que
v=0.

Demostremos la existencia para cualquier funcién f: Q - Ry g: Q° — R.
Para x € Q, reescribiendo la ecuacién A, u(x) = f(x) y separando los términos de los
vértices vecinos que pertenecen a 0Q2 de los que pertenecen a Q) se tiene

Y Pxyu)-u®)=fx- Y Pxygy
y~x,y€Q y~Xx,y€0Q)

donde u(y) = g(y) para y € 6Q). Nétese que Fq(V), al ser Q finito (pongamos |Q| = k)
es un espacio vectorial donde el conjunto {fi,..., f} de funciones de Zq (V) definidas
como

fi(xj)=6ij

forman una base, mientras que el operador L: %q (V) — %q(V) definido como
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Lu(x)= Y P yuly)-ul)
y~x,y€Q)

es lineal. Asi, L es un operador lineal actuando sobre un espacio vectorial de dimen-
sién finita, ademads, si Lu = 0, entonces se tiene que u = 0, por lo que el operador L es
inyectivo.

Como L es un operador inyectivo actuando sobre espacios vectoriales de la
misma dimensién se puede concluir que el operador L es biyectivo y, por tanto, es
inversible de donde, denotando

h(x)=fx)- Y P&y
y~x,y€0Q

finalmente tenemos que la solucion de (1.21) viene dada por u = L7 th. |

Notese que, si P representa la matriz asociada al operador de Markov del grafo
I'=(V,E) y Qc V, en las condiciones del teorema anterior, podemos reetiquetar
los vértices, o simplemente reordenar la matriz P de tal manera que, si |Q| = k, las
primeras k entradas de la matriz P representen los valores asociados al nticleo de
Markov de los vértices contenidos en Q. Asi, la matriz P puede ser descompuesta

como
A|B
P‘(CD)

donde la matriz A actia sobre los valores de la funcién objetivo u = u(x) en los vértices
de Q mientras que B acttia sobre los valores de Q2 para los cuales se verifica que
u(x) = g(x). Asi, podemos escribir, denotando por u, f y g el vector columna de los
valores de la funcién incégnita en Q y los de las funciones dadas respectivamente en
los valores de Q) para f y 0Q para g

(A-D-u=f-B-g
de donde concluimos que
u=A-n"'f-A-nD"'-B-g. (1.22)

Ejemplo 1.5.3 Consideremos el siguiente grafo sobre el cual la funcion peso p es simple.
Veamos a modo ilustrativo cémo resolver el problema de Dirichlet. Sea Q) = {1,3, 4}, por
lo que 0Q) = {2, 5}. Planteemos el problema de Dirichlet

Apu(x) = f(x); xeQ
u(x) = g(x); x€0Q

donde las funciones f y g estdn definidas como f(x) = x y g(x) = x?. La matriz asociada
al operador de Markov viene dada por
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5

Figura 1.3: Grafo aplicado al problema de Dirichlet

O O Wi Ol
O W= O N—=h|—
NI= O Wi O =
Qwi— O ORI

DN | = =N = ©

Reordenando los vértices de tal manera que las primeras entradas de la matriz P
sean los valores sobre los vértices de Q) se tienen los siquientes bloques de matrices

—

1
1
3

-1

W= I N

1
i
B=13
0

WO = | =
Wl O &=

mientras que los vectores columnas de las funciones prescritas son

o] e=()

Finalmente, aplicando (1.22) obtenemos los valores de u en Q) siendo u(x) = g(x)
cuando x € Q°. Se tiene

1.6. Lasleyes de Kirchhoffy su relacién con las funciones
armoénicas

En la precedente seccién se tomarad como definicién de laplaciano el dado por
£L=1-P

el cual se denomina operador de Laplace definido positivo. Un circuito eléctrico puede
ser modelado mediante el uso de cadenas y cocadenas. Las primeras, representardn
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las intensidades del circuito, mientras que, las segundas los potenciales. Considerando
el grafo G = (V, E) obtenido al considerar como conjunto de vértices los nodos del
circuito y como aristas las conexiones dadas por el circuito. La resistencia entre dos
vértices vecinos x, y € V se denotara como r(x, y). Ala expresién c(x,y) = r(x,y) "' la
denominaremos conductancia de la arista que conecta los vértices x e y, mientras

que, a la expresién c(x) = Z c(x, y) la denominaremos conductancia total del vértice
y~x

x. Para modelar la intensidad se tomard la funcién i : E — R, la cual, verificara que

i(x,y) =—i(y,x) (lo cual implica que la intensidad sobre lazos es nula). Expresamos

ahora las intensidades que circulan sobre el circuito como la 1-Cadena

I=) i(B)dg

BeX

Definimos finalmente el operador resistencia como Z(I) = Z i(B)r(B)xp-En
BeX
estas condiciones las leyes de Kirchhoff establecen

1. 0I+j=0
2. <Z(I) - F,Z >=0paratodo ciclo finito Z.

donde la 0-cadena j representa alguna accién exterior sobre algiin nodo y F la 1-
cocadena que representa acciones exteriores sobre el potencial.

Noétese que el operador £ es biyectivo y lineal, por tanto, podemos, por ser
biyectivo, considerarla 1 — cadena dada por E = 2 YP) y, por ser lineal, se verificard
ademds que Z(I) - % (% (F)) = ®(I - E). Asi, llamando K = I — E, se tiene que
01 = 0K + 0E. Aplicando estas transformaciones a las leyes de Kirchhoff, llamando
i =0E+ j yrenombrando la 1 - cadenaK como I se tiene que

1. 0I+i=0
2. <Z(I),Z >=0 para todo ciclo finito Z.

Como Z(I) es una 1-cocadena la cual verifica
<Z%(),Z>=0,VZciclo,

en virtud del teorema 1.2.4 es la cofrontera de una 0-cocadena u, esto es, Z(I) = fu,

yasi, para B€ X con B =[x, y], alser u = Z u(x)6, tenemos que
xeV

r(x,y)i(x,y) =(%1),0p) = (1,65 —6y) = u(x) — u(y) (1.23)

por lo que podemos expresar i(x, y) = c(x, y) (u(x) — u(y)) para cada par de vecinos
X~y.

Si se sustituyen los valores obtenidos para i(x, y) en funcién de los valores de u
en la cadena I, y calculando ahora su frontera, segtin las leyes de Kirchhoff, para cada
vértice x € V se deberd cumplir la ecuacion
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Y elx, ) (u(x) - uy) +i(x) =0. (1.24)
y~x
Definamos ahora
c(x,y)
y X~ y
P(x,y) = c(x) (1.25)
0, Xy

funcién que verifica que Z P(x,y) =1, por lo cual, es un ntcleo de Markov. Divi-
y~x
diendo la expresion (1.24) por c(x), y denotando por f(x) = —i(x)c(x)"! se obtiene la
expresion.
u(x)— Y, P, yuy) = f(x). (1.26)
yeV(x)

Un caso que presenta especial interés por su relaciéon en si con los futuros
conceptos, es el caso en el que la funcién i(x) es nula, ya que, de serlo, debe ser, por
(1.26)

ux)—- Y Px,y)u(y)=0 (1.27)
y~x
por lo que la funcién u = u(x) definida sobre el conjunto de vértices V es una funcién
armonica.

Ejemplo 1.6.1 Consideremos el siguiente circuito

Figura 1.4: Ejemplo de modelizacién de circuito eléctrico

donde la orientacion de las intensidades se ha tomado arbitrariamente y cada una de
las resistencias tiene asignado el valor de 1 ohmio.

7
Sea la 1-cadena dada por I = Z ix0k, la cual modeliza las intesidades objetivo
k=1
del circuito. Calculando ahora su frontera obtenemos la 0-cadena
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01 =(i3 —11)0q + (i1 — i2)0p + (2 + is — i5)0c + (i5 — i7)0q

L. L (1.28)
+ (i7 — ig)0¢ + (ig — i3 — i4)0f.
Por otro lado, la 1-cocadena F que representa los voltajes externos vendrd dada
por
F=5)3+7x7

mientras que el operador resistencia estd definido como

R =i1x1+i2)2+i3X3+ia)a+isxs+is)xe +i7X7

al ser todas las resistencias iguales a uno. Consideremos finalmente los ciclos definidos
como

Z1 =01 +62+63—64

Zo =64+65+66+67

Aplicando ahora la primera ley de Kirchhoff se tiene que, de ser 61 =0, en la
expresion (1.28) deben ser cada una de las componentes de dicha 0-cadena nulas. Por
otro lado, aplicando la segunda ley a cada uno de los ciclos se tiene, para el primero de
ellos

<RID-EZ1>=i1+ix+i3—5—-is3=0

<%(I)_EZ2>:i4+i5+i6+i7—7:0 (129)

En resumen, se ha obtenido el siguiente sistema de ecuaciones expresado matri-
cialmente como

-10 100 0 0) 0
1-10 00 0 0] [} 0
01 01-100 ;2 0
0000T10-1 l?‘ o
0000 0O0-11 l.4 o
0 0-1-101 0 l.5 0
111-1000 l.ﬁ 5
00011 11 7 7
cuyas soluciones vienen dadas por
.. .92, 011
11—12—13—5,l4—g,l5—16—l7—?.

Finalmente, para hallar la funcion potencial, utilizando (1.23), u vendrd dada
por

-16 -7 2 13 -11
u(a) = T+/1,u(b)— ?-Ht,u(c)— g+/1,u(d)— €+)L,u(e) —T+/1,u(f) =A

siendo A € R. Notese que la funcién u verifica
(0E)(x)
c(x)

donde E = Z~(F), por lo que resolver el problema de Dirichlet sobre un grafo es
equivalente a resolver un circuito eléctrico.

Lu(x)=-

, xe{a,b,c,d,e f}
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Analisis en Grafos

En el presente capitulo se estudia el espectro del operador de Laplace £ defini-
do positivo, tanto para grafos finitos como infinitos, a lo sumo contable. Se comienza
introduciendo la identidad de Green, la cudl sera clave en la mayoria de los razo-
namientos presentados. A continuacién, definiremos un producto interior sobre el
espacio & (V) para proseguir con el estudio del espectro del operador de Laplace y
las principales propiedades en grafos finitos. Se define a continuacién los grafos de
Cayley y, en particular, se presentard el cdlculo del espectro del operador de Laplace
para la familia de grafos ciclicos. Finalmente, se introducird el operador de Dirichlet-
Laplace, se establecerdn acotaciones para el autovalor principal de dicho operadory
se presentard el método de Jacobi para resolver el problema de Dirichlet.

2.1. Laidentidad de Green. Simetria del operador de Laplace

Sea I' = (V, E) un grafo pesado, localmente finito y conexo. Para cualquier
funcién f € & (V) se define el operador diferencia para dos vértices cualesquiera
X,y €V como

vxyf‘:,f(Y)“f(xL
De la definicién del operador de Laplace y el operador diferencia, se tiene que
1
Apf)=——=3 fWpxy—fO) =Y Px, () - Y P,y f(x)
px) 5= y~x y~x
=Y P, (fW-f@)=) P,y Vi f).

y~x y~x

A continuacion, se establece la identidad de Green, que sera fundamental en la
mayoria de razonamientos planteados a lo largo de este capitulo
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Proposicién 2.1.1 (Identidad de Green.) Seal = (V, E) un grafo pesado, localmente
finito, conexo y Q < V subconjunto no vacio finito. Entonces, para cualesquiera dos

funciones f,g € (V) se tiene

1
ZApf(x)g(x)u(x)=—§ Y (Vay N Vay@xy+ Y. Y. (VayNgWpxy  (2.1)
X€Q x,y€Q x€Q yeQc

En particular, si'V es finito y Q = V, entonces, la expresion (2.1) resulta

1
Y Auf(x) g px) == Y (Viy /) (Viy8)txy- 2.2)
xeV x,yeV

DEMOSTRACION. Sean f,g € (V) y Qc V finito tal que Q° # @, se tiene

1
Z A,uf(x)g(X)lJ(X) = Z (_ Z /nyf(J’) —f(x))g(x)“(x)
xeQ xen | H(X) ;=%
1 1
A W-7% )| g p)
xezﬂ(“(x) yzxuxyf e J;xllxyf )g p
=3 Y (f) — F))ZX) iy
xeQyeV
=Y W -FfgX ey + Y. Y (fF() — )X ky
x,y€Q) x€Q yeQ°

Noétese que en Q) se verifica

Y (W= fNgWpxy= Y, (F(X) = F)EW tixy

Xx,y€Q x,y€Q

por lo que tenemos las expresiones

Y AufOgp =Y, (FW - fONg@W ey + Y, D (Viyf)gX) phxy

xeQ x,y€Q x€Q yeQs
== Y (FO-FONgN ey + Y. Y, (Viy NG iy
x,yeQ xeQ yeQe
Y Af@gu@ = Y. (F) = FONEWM ey + Y. Y, (Vy /)8y
x€Q) X,y€Q xeQ yeQ°
== Y (fW-FENEWxy+ Y. Y, (Vay)g(X)pxy
x,yeQ xeQ yeQe

de donde sumando ambas expresiones y dividiendo entre dos se tiene que

1
Z Apf(x)g(x)ll(x) = _E Z (vxyf)(vxyg)ﬂxy+ Z Z (vxyf)g(x)ﬂxy

x€Q x,y€Q) x€Q yeQs
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y en particular, cuando Q = V, esto es, Q¢ = @, la expresién anterior resulta ser

1
Y Auf(0) g px) == Y (Vay ) (Vay 8ty <
xeV x,yeV

Recordemos que, dado un espacio vectorial A, un producto interior es una
aplicacion (-, ) : A x A — R que satisface

= (-,-) esbilineal.
= (x,¥)=(y,x), paratodo x,y € A (condicién de simetria).
= (- esdefinida positiva, esto es, (x,x) =0y (x,x) =0siyso6losix=0.

SeaT = (V, E) un grafo pesado, localmente finito y conexo. Dadas f,g € & (V)
como se puede comprobar facilmente,

(f,8)=). F®gx)ux) 2.3)

xeV
define producto interior en & (V).

Proposicion 2.1.2 El operador de la Laplace es simétrico respecto al producto (2.3),
esto es

(Auf,8)=(fDug) Vf geF V). 2.4)

DEMOSTRACION. Si f, g € #(V), entonces, aplicando la identidad de Green, se tiene
que

1
(Bufr8) =D Auf g = =2 3. (VayIVay@pay = (f,008) <
xeV x,yeV

En lo que sigue, con el fin de que el espectro del operador de Laplace posea
todos sus autovalores no negativos, se considerard, como procedimiento estdndar al
operador £ = —A,,. Nétese que la identidad de Green se expresa como

1
Y Lf0gux) = > Y (Vy A Vay @ty — Y Y (Vay gy

x€Q) X,y€Q xeQ yeQ°

2.2. Espectro del operador de Laplace en grafos finitos

En la seccién anterior vimos que el operador de Laplace es simétrico sobre
el espacio vectorial & (V). En esta seccién, se estudian algunas propiedades que
verifican sus autovalores.

Puesto que Z es simétrico, todos sus autovalores son reales. Asi, teniendo
en cuenta que para c € & (V), con c constante, se verifica que £c=0, 1 =0 es un
autovalor para el que cualquier funcién constante es una autofuncién asociada.
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Por otro lado, si f € (V) es una autofuncién asociada al autovalor A = 0.
Aplicando la identidad de Green, se tiene que

(Zf =2 T (F0)=F00) by =0

2x,er

y por tanto el valor de f en cualquier vértice x € V es igual a su valor en cada uno de
sus vértices vecinos. Ya que en este trabajo se consideraran exclusivamente grafos
conexos, dados cualesquiera dos vértices x, y € V podemos encontrar un camino

X~X1~...~Xp-1~Y
que los conecta, y, en consecuencia, f(x) = f(x;) =... = f(y). Por tanto la funcién f
es constante, por lo que 1 = 0 es un autovalor simple del operador de Laplace.

Proposicién 2.2.1 Seal'(V,E) un grafo pesado, finito y conexo. Consideremos £ ope-
rador de Laplace definido positivo. Entonces, si A es autovalor de £ se verifica

(i) A pertenece al intervalo [0,2], por lo que todos los autovalores son no negativos.
(i) SiA =2 esautovalor, entonces, T es bipartito.

DEMOSTRACION. Sea A autovalor de £ operador de Laplace. Entonces, por la identi-
dad de Green, cualquier autofuncién f asociada al autovalor A tenemos que

MEL) =(L 1) =2 ¥ (F - FO) 2ty

2 x,yeV

por lo que sus autovalores son, de hecho, mayores o iguales a cero. Para demostrar
que los autovalores son menores o iguales a 2, usaremos el hecho de que

(f0 - FW)* =2(f@0?+ F (). (2.5)

De la expresion anterior tenemos

MED =5 ¥ (0= 00ty X (1002 + F0P) ey
x,yeV x,yeV
=2 ) [0 =2(f.f)
xeV

y, por tanto, A < 2, como afirma (i).
Si A =2 es autovalor, entonces, debe darse la igualdad en la desigualdad dada
por (2.5), por tanto
f+fy=0

para cualesquiera vértices vecinos x, y € V. Si f es una autofuncién correspondiente,
tal que f(x) =0, entonces, de la expresion anterior, ha de ser f(y) = 0 para cualquier
vértice vecino y € V de x, y puesto que el grafo se supone conexo, f = 0, que contradice
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el hecho de que f es autofuncién. Asi, cualquier autofuncién f permite considerar la
particién de V

Vt={xeV/fx)>0} y V ={xeV/f(x)<0}

los cuales forman una particién sobre el conjunto de vértices V que verifica que el
conjunto de aristas entre vértices de un mismo conjunto es vacio, y por tanto, es un
grafo bipartito, como afirma (ii). <

Notese que si el grafo es bipartito resultard que A = 2 es también un autovalor
de £ como se demostrard en la proposicion 2.2.5.

De la simetria del operador de Laplace, sabemos que siempre podemos cons-
truir una base de autofunciones fi ortonormales de tal manera que respecto a dicha
base, la matriz asociada a £ es diagonal. Ademas, se tiene

Proposicién 2.2.2 (El principio variacional) Sea V un espacio vectorial real de di-
mension finita y un operador simétrico A sobre V con autovalores Ay < A,,. El cociente
de Rayleigh definido en V \ {0} como

_(Ay,v)

%) = o (2.6)

verifica, paratodok=1,...,N

A =R(vy) = inf 2% (v)
vlvy,..,Vp_1
donde vy es un autovector correspondiente a Ay.

En particualr, siempre podemos construir una base ortonormal de autofuncio-
nes.

DEMOSTRACION. Seguiremos la demostracién dada por [1]. En efecto, consideremos
el polinomio cuadratico homogéneo definido como

n
Q) =(Au,u)= Y ajjuju;
ij=1

y sea S; la esfera unidad en R”. Sean 1; = min{Q(u)/u € Sl}, y u; € S1 uno de los
vectores donde se alcance dicho minimo. Aplicando ahora la regla de los multipli-
cadores de Lagrange se tiene que VQ(u;) = oVg(u,) (siendo g(u) = Null2=1) para
cierto o € R. Como VQ(u) =2Auy Vg(u) = 2u, tendremos que Au; = ou, esto es, u;
es un autovalor asociado a ¢. Por otro lado,

M = Q(u) = (Auy, ur) = our, 1) =0,

y u; es autovector asociado a Aq.
Sean ahora
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S ={u€eS1/{u,u;)=0},
Ao =min{Au/u € Sy}

y U € Sy tal que Q(up) = A2. Como S < S, A1 < A2. De nuevo, por la regla de los
multiplicadores, existen 01,0, € R tales que

VQ(uz) = 01Vg(u2) + 02V g2 (u2).
Como Vg (u) = u;. Asi, tenemos
2Aup =201uUx + 02Uy,
y puesto que

<2Au2,u1) =201<u2,u1>+02(u1,u1> =03

<2Au2,u2> = 201<u2, ng> +02<u1,u2> =20,

tenemos que Ay = Q(up) = <AL£2, uz> = 0. Como A es simétric, se verifica que 0, =
(Aug, u1> = (up, A1 u1) = 0. Por tanto, uy es autovalor asociado a A,. Continuando de
esta forma, al ser V espacio vectorial finito podemos terminar el procedimiento con
lo que se demuestra el resultado deseado. <

Hasta ahora, sabemos que el operador de Laplace £ para un grafo pesado,
conexo y finito con |V| = N es simétrico donde todos sus autovalores son no negativos
comprendidos en [0,2], donde A = 0 autovalor simple y A = 2 autovalor que sélo
encontraremos para grafos bipartitos. En lo que sigue ordenaremos los autovalores
en orden creciente, esto es 0 = Ag < 1;... < Ay—_; < 2. Antes de probar las principales
propiedades del espectro de £ se demuestran varios lemas que seran de utilidad més
adelante.

Lema 2.2.3 Sea z € V arbitrario, pero fijo y consideremos la funcién indicatriz f = 1.
Entonces, Z(f) < 1.

DEMOSTRACION. Por un lado, se tiene que

HhH=> F0?p(x) = p(2).

xeV
Por otro lado, aplicando la identidad de Green se tiene que

1

(Zf.1)=3 Y W= f@) pxy= Y (f(@ = fFDPlizy = Y Hey < p(2)
x,er _y;éz _}/#Z
y de aqui el resultado deseado. <

Lema2.2.4 Sean f,g € & (V) funciones sobre V tales que Z(f) <1, #(g) <1 y sus
soportes sean disjuntos y tales que no existan aristas que conecten vértices entre dichos
soportes. Entonces, Z(f + g) < 1.
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DEMOSTRACION. Veamos primero que (£ f)g = 0. En efecto, si g(x) = 0 el resultado
es inmediato. Si g(x) # 0, entonces f(x) = 0y, ademas, al ser los soportes disconexos,
f(y) =0paracada y ~ x. Asi, tenemos que

Lfx)=fx)- )Y Pxyf()=0
yev

por lo que (£ f)g = 0. Utilizando ahora las igualdades fg=(Zf)g=(Z£g) f =0, se
tiene

(frgf+re = N+2f, 2+ =+

(LF+8),[+8)=(L[,[)+(£8 8)

Aplicando la hip6tesis ahora, tenemos que

(L1.1)+(£8.8) _

R =
(f+8 (f,.f)+(88)

Proposicién 2.2.5 Sea (T, i) un grafo finito, conexo y pesado con |V| > 1. Entonces

a) Se verifican las siguientes relaciones

M+...+ANy1 =N 2.7
por lo que
N
A= N-T' (2.8)

Ademyds, si el grafo no tiene lazos, entonces
M+...+Any_1=N (2.9)

yasi

An_1 =

N_1' (2.10)
. . N

b) Si el grafo (T,u) es completo y el peso u es simple, entonces, Ay = N_1 para
k=1,...,N-1.

¢ Si (T, u) no es completo, entonces Ay < 1.

d) Si(T,p) es un grafo bipartito y A es un autovalor de £ entonces2— A es también
un autovalor de £ con la misma multiplicidad que A. En particular, An—_1 =2 es
un autovalor simple de £ .

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad y por simplicidad en la notacién,
reetiquetemos los vértices del grafo I' como {0, 1,..., N — 1}. Se tiene
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a) Sea { fk}],yz_ol base ortonormal de autofunciones, esto es, Z fi. = A fk, para todo

k=0,...,N—1.Respecto a esta base, la matriz asociada al operador £ es diagonal
y su traza, teniendo en cuenta que 1y = 0, viene dada por

tr($“)=/11+...)LN_1 (2.11)

Por otro lado, numeremos los vértices y consieremos la base de & (V) dada por
las funciones como en (1.1). Evidentemente, para f € & (V) se tiene que f (i) son
las componentes de dicha funcién respecto a la base considerada. Tenemos

L) =f0)- ZP(: NG =Ff@O-PG,HfGE - PE D)
J#i

=(1- P(l, D@ =Y PG NFG.
J#i
Como puede observarse, la matriz de £ tiene como diagonal los elementos
1-P(i,i). Se sigue que

N-1 N-1

tr(£)=)Y (1-P(i,i))=N- ) P(,i))<N. (2.12)

i=0 i=0

Comparando las expresiones dadas por (2.11) y (2.12) obtenemos la desigualdad
(2.7). Ademas, (2.8) es consecuencia inmediata de (2.7) teniendo en cuenta que
A1 es el menor de los autovalores positivos.
Supongamos que (I, 1) no posee lazos, entonces, en la expresion (2.12) los valores
P(i,i) son nulos para cualquier i =0, 1,..., N—1 y por tanto hay igualdad en (2.7),
que es precisamente la afrmacion (2.9).
Finalmente, para probar (2.10) basta recordar que Ay_; es el mayor de los autova-
lores en la expresion (2.9).

b) Ya que la funciones constantes son autofunciones asociadas al autovalor cero,

necesitamos construir N — 1 funciones linealmente independientes tales que

N
estén asociadas al autovalor A = N_1' Para k =1,...,N -1 consideremos las

funciones
1, i=0
fih=1-1, i=k
0, en otro caso

las cuales son trivialmente independientes. Se tiene
= Sii=0, entonces

N N
£ fi(0) = fk(o)_m;)fk(]) It T N1~ N O
=  Sii= kentonces
1 N N
&L fi(k) = fie(k) - ﬁ Y fl) = =- =y k).

b " N-1  N-1
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Sii#0,k, entonces

1 N
Lfilh) = feli) = 57— 2 fil)=0= feli).

j#i N-1

Esto quiere decir que para cada k =1,..., N — 1 las funciones {fk}ke{l N-1)

. . N
son autovectores correspondientes al mismo autovector A = No1

Por el principio variacional sabemos que
AM=infZ#
1=t )

por lo que, si encontramos un funcién f € % (V),con f L 1talque Z(f) <1
habremos terminado. Construiremos una funcién f € #(V) talquel L fy
Z(f) < 1. Como el grafo no es completo, existirdn dos vértices z, z; € V tales
que zj » 2. Consideremos la funcién

f(x) = Cllzl + 62122

donde las constantes c; y ¢, se toman arbitrariamente de tal manera que
fLl

Aplicando los lemas (2.2.3) y (2.2.4), sabemos que Z(c;1;,) <1, y, por cons-
truccion, los soportes de ambas funciones son disjuntos y no conexos, por lo
que se obtiene que Z(f) <1

Ya que los autovalores del operador de Laplace estdn relacionados con los
autovalores del operador de Markov mediante la expresién a =1 — A, demos-
traremos esta proposicién para su equivalente sobre el espectro del operador
de Markov, esto es, si @ = 1 — A es autovalor del operador de Markov, entonces,
—a =1-(2-A) es autovalor con la misma multiplicidad. Como el grafo es
bipartito, existird una particién del conjunto V en dos subconjuntos discon-
juntos V* y V™ tales que ninguno de los vértices de uno de esos subconjuntos
es vecino de un vértice del mismo subconjunto. Consideremos f una autofun-
cién asociada al autovalor a del operador de Markov. Definimos la funcién

fx), xev*
(x)= _
-fx), xeV .

Ahora bien, si x € V*, entonces se verifica que

Pgx)=) Px,g)= ) Px,ygw=- Y Pxfy
yev yev- yev-

=-Pf(x)=—af(x) =-ag(x).
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mientras que para x € V™ se tiene

Pg(x)= ) P,y)gy = ) Px,ygy= ). PNy
yev yevt yev+

=Pf(x)=af(x)=-ag(x).

de donde obtenemos que —a es autovalor. Finalmente, si m es la multipli-
cidad de a como autovalor de P, entonces, existirdn m funciones fi,..., fi
linealmente independientes asociadas al autovalor @. De la construccién
anterior de g, existirdn m funciones linealmente independientes asociadas
al autovalor —a, por lo que, si m’ es la multiplicidad de —a, se tendrd que
m’ = m. Aplicando ahora el mismo argumento pero para el autovalor —a
concluimos que m = m’, lo que demuestra que m = m'. Finalmente, ya que
A =0 es siempre autovalor, de la construccién de g se desprende que 1 =2 es
autovalor del operador de Laplace. |

2.3. Laconstante de Cheeger

Sea I = (V,E) un grafo conexo, pesado y finito. Es evidente que cuando el
nimero de vértices que posee V es elevado, encontrar sus autovalores puede resultar
una tarea ardua. En esta seccién se introduce la constante de Cheeger y se establecen
acotaciones superiores e inferiores del autovalor 1.

Dado I' = (V, E) un grafo conexo, pesado, localmente finito y Q c V definimos
su frontera de aristas como

0Q={Xy€eElxeQ,y¢Q}.
De esta forma, se define la constante de Cheeger de I' = (V, E) como

h= inf @ (2.13)
p@=<ipvy 1)

Proposicién 2.3.1 (Acotacién superiorde 1,.) Seal = (V, E) un grafo conexo, finito
y pesado y A, menor de sus autovalores positivos, entonces se tiene que

A <2h.

DEMOSTRACION. Sea Q2 c V, no vacio, donde el minimo en (2.13) se alcanza. Conside-
remos ahora la funcién f, € & (V) definida como

1, xeQ)

f“(x):{—a, x¢Q
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eligiendo a = 5((—3)) para que (f,, 1) =0.
Para demostrar esta proposicion es suficiente demostrar que Z(f, f,) también
es menor a 2h (por ser f, L 1). Por unlado

forfad =Y fa@Pp@) =Y fa@?p@+ Y. fa®)?u

xeV xeQ xeQ°

= () + a>pu(Q°) = (1 + a) ().

y por otro

1
(Lfwfa)=5 Y (a0 = fa) P lxy = Y (fal®) = fa() P tixy

x,yeV x€Q,yeQ’
=1+a)? Y pey=0+a)?u0Q).
x€Q,yeQ’

Finalmente, se tiene que

(Lfafa)  (1+a)*p6Q°) 1(0Q°)
'% ) = = =(1 52]’1. |
e Ja) (far fa) (1 + a)u(0Q) (1+a) Q)

Hasta ahora, la proposicién 2.3.1 proporciona una cota superior para el autovalor 1.
En sentido opuesto, desarrollaremos una serie de lemas con el fin de proporcionar
una acotacién inferior para dicho autovalor.

Lema 2.3.2 (Férmula de Coarea.) Dada una funcién real f € & (V), consideramos
para cualquier t € R el conjunto

Q={xeV/fx)>1t}.

Entonces se verifica que

3 1V flu(e) = f LOQ)dt (2.14)

(eE

donde|Vefl=f(y) = f(x)|sié=[x,yl.

DEMOSTRACION. En primer lugar, observemos que si ¢ € 0Q); debe ser ye Q; y x ¢ Qy,
por lo que, debe ser f(y) >ty f(x) < t donde consecuentemente ¢ € [f(x), f(y)] = I,
esto es I € I¢. Asi, se obtiene trivialmente que

Ve fl=11I¢l,

siendo |I¢|la longitud del intervalo I¢. Ahora bien, teniendo en cuenta que

pOQ) = Y pe= Y pe=y pEé1L®

e, SeE:tel; (eE
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se tiene
f p0Q)dt = Z pOL (dr=y u(é)l; (ndt
—0o = feEY
=2 u@ | lff(t)dt— Y @I =Y p@OIVefl. <
gEE gEE gEE

Lema 2.3.3 Sea f € & (V) una funcion no negativa tal que

(e v/ Feno}) < Spw).

Entonces, se verifica

Y IVeflu@ =h ) foux),

(eE xeV

donde h es la constante de Cheeger.

DEMOSTRACION. La hipétesis implica que el conjunto
Q={xeV/fx)>1t}

satisface, para t = 0, la condicién u(Q;) < % w(V), y por definicién p(0Q;) = hpu(Qy).
Ahorala férmula de coarea, implica que

|V¢fp(£)|=f ,u(@Qt)dtzth wQdet=nh A Y pxde

xeQ;

=h) u(x) 1[0,f(x))(t)dt= h) fop. <

xeV xeV

Proposicién 2.3.4 (Acotacién inferiorde 1,.) Sea I' = (V,E) un grafo finito, local-
mente finito, conexo y pesado. Sea A, como antes. Entonces, se verifica que

_<A
2 1.

DEMOSTRACION. Sea f una autofuncién asociada al autovalor 1;. Sobre el conjunto
de vértices V consideremos la siguiente particién

={xeV/If=0} y V ={xeV/f(x)<0}.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que p(V*) < u(V™) (si no fuese
asi bastaria cambiar los sentidos de las desigualdades que los definen), por lo que se
obtiene que p(V*) < (V).
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Definamos ahora la funcién

0 = fx), fx)=0
Y0, f(x) <o0.

Aplicando ahora la identidad de Green, tenemos que

1
($f,g>:— Z (nyf)(nyg)Mxy
2x,y€V

mientras que,

M8 =M1 ), f(x)gx)p(x).

xeV
Asi,

1
MY g ==Y (Vayf)(Viy& by
xeV 2 x,yeV

Ahora bien, de la propia definicién de la funcién g(x) se obtiene que

(Vay /) (Viy8 = (fF () — F)(E() — g(x) = (g(y) — g(x)* = Vgl
y por tanto
P Y teE |ng|2“(£)'
Y g0ux)

xeV

(2.15)

Ahora, para concluir la demostracién, bastard demostrar que

hZ
> IVeglPu@ = > Y g2 ou).

(eE xeV

Para ello, considerando la funcién g2, por el lema (2.3.3), resulta que

Y IVegi @ = h Yy, g2 (o). (2.16)

(eE xeV

Ahora bien, desarrollando el lado izquierdo de la expresién y utilizando la
desigualda de Cauchy-Schwarz, tenemos

1
2 Ve @ =5 X 1880 - g 0lp®
¢eE x,yeV
1
=3 Y. 180 — g1\ /Hhxy 18()) + 0|\ /Hixy
x,yeV

1/2
1 1
5(5( 2 (g(x)—g(y))z,uxy)g( Y (g(x)+g(y))2uxy))

Xx,yeV X,yeV
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1/2
< (Z IVeglPu@) Y (gx) +g(y))2uxy)

{eE x,yevV

1/2
< (2 Y IVeglPu® Y g%x)u(x))

(eE xeV

Aplicando ahora la expresion (2.16) tenemos

1/2 1/2
(2 > |v¢g|2u(«f)) (Z gz(x)u(x)) >hY g2 (ux).

(eE xeV xeV

Finalmente, dividiendo por (Z eV g2 (%) ,u(x)) 1/2, elevando al cuadrado y despe-
jando, obtenemos el resultado deseado. <

2.4. Grafos de Cayley

Sea G un grupo abeliano y S c G tal que S simétrico, esto es, e ¢ S y para todo

x € S se verifica que x~! € S. Consideremos el grafo I' = (G, E) construido a partir

de identificar cada elemento de G con un vértice de V' y como conjunto de aristas

las formadas al conectar vértices etiquetados como aquellos elementos de G que
verifiquen la relacion

x~yex-yles (2.17)

Al grafo T = (V,E) = (G, S) se le denominaré grafo de Cayley del grupo G y
generador S.

Nétese que si x ~ y, debe ser x- y~! € S, entonces, por ser S conjunto simétrico,
se desprende que (x- y‘l)_1 =y-x"'eSconloque y ~ x, esto es, los grafos de Cayley
son grafos simples.

2.4.1. Elespectro de la familia de grafos ciclicos

SeaG=27,, S={-1,+1} y el grafo de Cayley I' = (Z,, S). Silos vértices x,y e V
estdn conectados, entonces, de la relaciéon de vecindad dada por (2.17) y la definicién
de S ha de verificarse que

x—-y=16x-y=-1

de donde se concluye que dichos vértices han de ser necesariamente consecutivos.
Este tipo de grafos de Cayley se denominan conjuntamente familia de grafos ciclicos
y, de manera general, se representa como Cj,.

Para calcular el espectro del operador £, que por la proposicién 2.2.1 sabemos
que estd contenido en el intervalo [0, 2], supongamos que A es uno de sus autovalores
y f € (V) una autofuncion asociada a A.
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Se tiene asi que

Lfx)=fx)- %f(x+ - %f(x— D=Af(x),VxeZ (2.18)
de aqui, usando que A es un autovalor de %,
fx+D)-20-D)fx)+ f(x-1)=0,VxeZ. (2.19)

Para resolver la ecuacion (2.19), teniendo en cuenta que si A es autovalor aso-
ciado al operador de Laplace, entonces a = 1 — A es autovalor del operador de Markov,
consideraremos la funcién f(x) = r*. Tenemos entonces que

el 2ar*+ ¥l =0
r2—2ar+1=0 (2.20)
cuyas soluciones son r = ¢ £ivV1—a?.
Consideremos ahora 0 € [0, ) tal que a = cosf. Entonces, utilizando la identi-
dad de Euler podemos escribir

r=a+iVl—-a2=cosf0+ivV1-cos2f

=cosf +isinf = e*0,
y podemos deducir que las funciones fi (x) = e/* y f(x) = e"* son soluciones de
(2.20). De todas estas estas soluciones de la ecuacién podemos seleccionar las dadas
por
fi(x) =cos(0x) vy fo(x) =sen(fx)

Por otro lado, para que f; esté bien definida, es necesario que, parai =1,2, se
verifique
filx)= filx+n),

esto es, f debe ser periodica con periodo n. Para las soluciones tomadas, la condicién
de periodicidad implica que

(x+n)0—0x=2nl, paraalgin [ € Z.

de donde se obtiene que
2ml
0=—. (2.21)
n

Notese, que de la eleccién 6 € [0, ), se tiene que [ € [0, 12/2), y al ser los autova-
lores del operador de Markov dados segtin la expresién a = cos6, por (2.21)

2ml
) , (2.22)

azcos(—
n

Esto se puede resumir en el siguiente lema:
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Lema 2.4.1 Sea C,, grafo perteneciente a la familia de grafos ciclicos. Entonces, los
autovalores asociados al operador de Markov vienen dados por

. . . 2ml
=  Sinesimpar los autovalores son a = 1 un autovalor simple y a = cos — autova-
n

lores, para todo1=1,---, 21,
= Sin es par los autovalores son a = +1 autovalores simples, y a = cos 27”1 son auto-
valores dobles si paratodol=1,---, g —1.

2.5. Eloperador de Dirichlet-Laplace

En lo que sigue, el grafo I' = (V, E) representard un grafo donde | V| seréd a lo
sumo contable, conexo, localmente finito y pesado.

Dado Q < V finito, definimos el conjunto g (V) como el conjunto de las
aplicaciones reales definidas sobre Q. Se define el operador de Dirichlet-Laplace
pesado como

Lof@)=fx)- )Y Px,nfQy) (2.23)
y~x
donde f se extiende fuera de Q tomando valor f(x) = 0 para todo x € Q°.

En general, dado I' = (V, E) grafo localmente finito, conexo, pesadoy Q c V
finito, los autovalores de Q2 como subconjunto de V serdn diferentes a los valores de
Q como grafo finito en si mismo. Por ejemplo, si consideramos Z? como conjunto
de vértices y S = {e;,ej,—e;,—e;} como conjunto de aristas, tomando como Q =
{(0,0),(1,0),(0,1), (1, 1)}, por un lado se tiene que, como grafo en si mismo, segtin el
lema (2.4.1), Q posee como autovalores a A = 0 (simple), A =2 (simple), A =1 (doble),
mientras que, por otro lado, aplicando el operador de Dirichlet-Laplace se tiene que,
etiquetando sin pérdida de generalidad los vértices como {a, b, c, d}, los autovalores
vendrdn determinados como aquellos valores de A para los cuales

1 1

Zaf(a) =f(a)—Zf(b)—Zf(c)=)Lf(a)
1 1

Zaof(b) =f(b)—zf(a)—zf(d) =Af(b)

1 1
Laf()=fle)- Zf(a) - Zf(d) =Af(a)

1 1
Zof (@) = f(d)-7f(b) -7 f(0) = Af (@

tiene solucion no trivial. Se observa que dicho sistema admite como soluciones para
Alos valores, A = 1/2 (simple), A = 3/2 (simple) y A = 1 (doble). Nétese que, no sélo
los autovalores son diferentes seglin miremos el conjunto Q2 como subconjunto de V
o como grafo en si, sino que en general, A = 0 no es, en general, autovalor de Q como
subconjunto de V.
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Anélogamente al caso de grafos finitos, el operador de Dirichlet-Laplace posee
la siguiente propiedad

Teorema 2.5.1 Identidad de Green. Sea T’ = (V, E) grafo conexo, localmente finito y
pesado y Q subconjunto finito de V. Entonces, para cualesquiera dos funciones f, g €
Fq (V) severifica la identidad de Green

1
(%af 8)= > Y (VayH(Viy8)tixy (2.24)

xeQ

donde Q; ={xeV [/y(x,Q) <1}.

DEMOSTRACION. Sean f, g € #q (V) y extendidas tales que f(x) = g(x) = 0 para todo
x € QF. Aplicando el teorema (2.1.1) al operador definido positivo, se tiene

1
<$ny g> = 5 Z (nyf) (nyg),uxy - Z (nyf)g(x)ﬂxy
X, y€Q x€Q,yeQy

1

> Z (Vay N (Vry @ xy

X,y

donde el sumando ¥ ycq, yeQs (Vxy[)g(x)uyxy se anula, ya que, considerando la suma
Unicamente entre vértices vecinos, si y € Qf, entonces, x € Q° y se tiene que g(x) = 0.
R |

Corolario 2.5.2 El operador de Dirichlet-Laplace es simétrico

Nuevamente, como en el caso de grafos finitos, podemos definir el cociente de
Rayleigh
(Lofof) _ 3 Eayeoy Vay ) Vay Pty
S H Y req fR(X)p(x)
que al igual que para grafos finitos, colocando los autovalores del operador de

Dirichlet-Laplace en Q en orden creciente como 11(Q) < 1,(Q) < ... < An(Q), ad-
mite el principio variacional, esto es

R(f) = , (2.25)

MQ@Q) = inf () (2.26)
feFq(V)

Notese que en la expresion (2.25), las sumas pueden ser extendidas a todo V.
Para el denominar, basta observar que f(x) = 0 para x € Q°, mientras que para el
denominador, si x ¢ Q) y ademads y ~ x, debe ser y € QF, porlo que f(x) = f(y) =0.

Teorema 2.5.3 Seal = (V, E) un grafo infinito a lo sumo contable, localmente finito,
conexo y pesado. Sea Q2 subconjunto finito de V 'y ZLq el operador de Dirichlet-Laplace
definido sobre el espacio %q (V). Entonces

a) 0< Q) =<1.
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b) A1(Q)+ An(Q) <2. Consecuentemente

SpecZa < [M(Q),2- 241 ()] <(0,2).

¢) A1(Q) decrece cuando || crece.

DEMOSTRACION.

Para demostrar (a) consideremos f € g (V) una autofuncion asociada a 1; (Q).
Por el principio variacional se tiene que

3 X (Vey Dy
X,Y€Q

Y fAopx)
xeQ

AM(Q) = (2.27)

lo cual implica que 1;(Q2) = 0. Demostremos que A;(Q2) > 0 procediendo por
reduccion al absurdo. Supongamos que 1;(Q2) =0, sigue de (2.27) que Vi, f =0
para todos los pares de vértices vecinos, esto es, si x ~ y entonces f(x) = f(3).
Fijemos un vértice x € Q, como Q es finito y V es infinito, el conjunto Q¢ es no
vacio. Sea y € Q¢ como I es conexo, existe un camino que conecta los vértices
xeQeyeQf.

Sea k el menor entero tal que x; € Q°. Como x;_; € Qy Xx;_1 ~ Xk, Se sigue que
Xi € Q y asi, podemos afirmar que

flxo) =...= fxr-1) = fxp).

Como f(x) =0, se sigue que f =0en Q, lo cual, es absurdo ya que f es autofun-
cion asociada al autovalor A; (Q2). Se tiene A; () > 0.
Para demostrar que 1;(Q2) < 1 consideremos la traza del operador de Dirichlet-
Laplace. Se tiene

Tr(Za) =M Q) +...+ An(Q) (2.28)

mientras que, en la base dada por las funciones {1y}
Dirichlet-Laplace se expresa como

ceq 1a traza del operador de

Tr(%a)= ) (1-P(x,x)) <N (2.29)

xeQ

De las expresiones (2.28) y (2.29) se tiene
N=NA;(Q)

y por tanto 1;(Q) < 1.
Sea f € %o (V) una autofuncién del operador de Dirichlet-Laplace asociada al
autovalor A (Q). Por el principio variacional se tiene que

5 L (VeyPitxy
X, Y€

Y fAxux)
xeQ)

N1}

An(Q) =
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Aplicando de nuevo el principio variacional a la funcién | f|, podemos escribir

% > (ny|f|)2ﬂxy
X,y€Q

Y fAopx)
xeQ

MQ) =2(f1) =

Como
(Vay )2+ (Vayl F? = (F ) = FO* + (F @1 = 1D = 2(f ) + F (D).
Se sigue que

Y (FOP+f0xy 2 Y F0%ux)
yev _ xeV

X,
11(Q) + An(Q) < = =2
16+ vy = Y f0%u) Y f02u)
xeV xeV

y por tanto, An(Q) <2 - 1,(Q).
= Cuando |Q] crece, por el principio variacional, 1 (Q2) claramente disminuye. <«

Hasta ahora, en paralelo a como se procedi6 para grafos finitos, se introdujo la cons-
tante de Cheeger, la cual permiti6 establecer cotas, tanto superior como inferior, del
primer autovalor no nulo del operador de Laplace £. Andlogamente, se introduce la
constante de Cheeger para grafos infinitos la cual serd utilizada para establecer una
acotacion inferior del autovalor A; (Q).

Sea I' = (V, E) un grafo localmente finito, conexo y pesado con |V| a lo sumo
numerable. Para cualquier subconjunto Q c V, definimos su constante de Cheeger
como

h(Q) = inf M,
U< u(U)

donde el infimo se toma sobre cualquier subconjunto U de Q no vacio.

Lema 2.5.4 Para cualquier funcion no negativa f € Zq (V) se verifica la ecuacion

Y IVeflpe = h(Q) Y fx)u(x). (2.30)

(eE xeV

DEMOSTRACION. Por la expresion (2.14) del lema del coarea tenemos que
o0
Y IVeflpe zfo uUydt,
¢

donde U; = {x eVif(x)> t}. Como U; c Q, para cualquier ¢ > 0, se obtiene que
u@Uy) = h(Q)uUy),

y asi
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D IVeflue = h(ﬂ)f wUydt.
(eE 0

Ahora bien, como
f wUpdt =Y fxux)
0 xeV

con lo cual, de las dos expresiones anteriores obtenemos el resultado deseado. <

Para finalizar esta seccion, introduciremos el teorema de la constante de Chee-
ger para grafos infinitos, que nos permitird establecer una cota inferior del primer
autovalor no nulo.

Teorema 2.5.5 (Teorema de la constante de Cheeger) Seal = (V, E) un grafo conexo,
localmente finito y pesado con |V| a lo sumo contable. Entonces

Q)= %h(Q)Z. 2.31)

DEMOSTRACION. Sea f € %q(V) una autofuncion del operador de Dirichlet-Laplace
asociada al autovalor A;(Q). Por el principio variacional podemos escribir

ZEIfoIZMf

A=
1= PETE)

Por (2.30) aplicado a f? resulta que
Y Ve fPlpe = h(Q) Y f0*u).

(eE xeV

Por otro lado, se tiene que

Y Vel == Z 120 = 20| uE)

¢eE xer
=— > W) = FONHay | W)+ Ol Hxy
xer
1 1 1/2
<[5 £ o0 o3| £ o 00|
2 Xx,yeV 2 x,yeV

IA

1/2
Y IVefPu@ Y, (f +f(y))2uxy)

(eE x,yeV

1/2
<[2) Ve fPu@ Y fz(x)u(x))

(eE xeV

1/2
Comparando las dos expresiones anteriores y difidiendo por ( Y f2x) ,u(x)) obte-
nemos el resultado deseado. <
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2.6. Resolucion del problema de Dirichlet de forma iterativa.

Sea I' = (V, E) un grafo localmente finito, pesado y conexo. Sea Q c V finitoy
Q # ¢. El problema de Dirichlet para grafos infinitos, localmente finitos consiste en,
dada una funcién f € Zq(V), encontrar una funcién u € Fq (V) tal que

Laulx) = f(x), xeQ. (2.32)

El método que se muestra a continuacién, ideado por Jacobi, consiste en partir
de una funcién uy € Fq (V) (que generalmente suele tomarse como la funcién nula),
y de manera iterativa construir una sucesién de funciones u, como sigue

Up+1=Puy + f.

Antes de estudiar la convergencia del método, se exponen resultados elementa-
les sobre teoria de operadores, que muestran que el valor de la norma de un operador
simétrico es igual al valor absoluto del méximo de sus autovalores. Dado un espacio
vectorial V y un operador lineal A: V — V, definimos su norma vectorial como

[|Av||
[lAll= sup .
vevioy VIl

Lema 2.6.1 Sea V espacio vectorial. Si A es un operador simétrico, entonces

[IAll= max |al.
aespec A

DEMOSTRACION. Evaluando sobre || Al|? se tiene

A= sup {Av, Av) _ M

Y (2.33)
vev-10y (U, V) vev-joy (v, V)

donde podemos observar que el término de la derecha es el cociente de Rayleigh de
el operador A%. Como los autovalores del operador A% son a? donde & autovalor de
A, tenemos que

14117 = (méx|al)?,

de donde se deduce que

[IAll= max |al. <
aeSpec A

Para finalizar, se presenta el teorema de convergencia del método de Jacobi.
Pese a que no es el tiinico método, véase [4], donde se presenta el método de las
relajaciones, el método de Jacobi es ttil por su simpleza en la implementacién de
algoritmos. Esencialmente, siguiendo la linea dada por [3], para utilizar el método de
Jacobi, podemos plantear el problema de Dirichlet como en (2.32) y considerando
la descomposicién 1 — P podemos considerar el problema iterativo u,+; = Pu, + f,
partiendo desde cualquier funcién ug € Zq (V). A este método se le conoce como el
meétodo de Jacobi.
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Teorema 2.6.2 (Convergencia del método de Jacobi) Consideremos el problema de
Dirichlet dado en (2.32) y supongamos que uy € Fq (V). La sucesién {u,} construida
recurrentemente

Ups1 =Puy + f,

satisface
lun —ull < afllull

donde a1 =1—-11(Q) y u es la solucion de (2.32). Consecuentemente, u, — u cuando
n— oo.

DEMOSTRACION. Notese que el operador £ =1 — P del problema de Dirichlet dado
por (2.32) verifica, por la proposicién 2.5.3 que 0 ¢ Spec{%q} y por tanto, £, es
invertible. Asi, la solucién del problema vendra dada por

u(x) =25 fx), xeQ
Considerando que para la funcién solucién u € Fq (V) se debe verificar
u=Pu+f (2.34)

y por hipétesis
Upy1 =Puny+f (2.35)

restando las expresiones (2.35) y (2.34) se tiene la expresion
Up+1 —u=Plu,—u)), (2.36)
de donde, aplicando normas, se tiene que
tpsr —ull = [I1Plllup — ull. (2.37)
Aplicando ahora la proposicién 2.5.3, se tiene que
spec Pclan,ailc[—al, a1l c(-1,1)

lo cual implica que méax|a| = a;.
Utizando ahora (2.37) y teniendo en cuenta que a1 = ... > aj se tiene que

| — ull < afllug — ull = af|lull. <
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Espacio de las funciones sobre el conjunto V.
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Conjunto frontera de vértices o aristas.

Operador diferencia.

Operador Resistencia. Funcién cociente de Rayleigh.
Operador de Laplace pesado definido positivo.
Operador de Dirichlet-Laplace
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THe objetive of this work is to use results of mathematical anal-

ysis and linear algebra studied throughout the degree. Specifi-
cally, we will apply these concepts to weighted graphs whose set
of vertices is, at most, countable, and which is also connected
and locally finite. The concepts of harmonic functions, chains and
cochains and the boundary and coboundary operators are define
over graphs and then we will discuss the Dirichlet'’s problem. In
addition, We will model networks and we will show how Kirch-
hoff’s laws relate to the Dirichlet problem. In the second chapter,
we present the identity of Green and, helped by an inner pro-
ducer, we use this tools to deepen the study of the spectrum of
the Laplace operator. Finally, we show the Jacobi’s method to
solve the Dirichlet’s problem over every weighted, connected and
locally finite graph.

1. Introduction

N this work, we have put our attention in some properties about

the spectrum of the laplacian operator from a weighted, con-
nected and locally finite graph (I', ). After introducing the neces-
sary concepts, the Laplacian operator is defined and immediately
afterwards the Dirichlet problem is proposed and solved, finally,
the relationship between Kirchhoff's laws and the Dirichlet prob-
lem is showed.
Second section of this work deals with the study of the spectrum
of Laplace’s operator. Helped by Green’s identity, we will proove
that the laplacian operator is a symetric operator, and so, we will
extract the main properties of their eigenvalues, as well as find
bounds for their main eigenvalue for weighted, connected, locally
finite graphs.

IRST of all we start introducing the space % (V) and over it, the

concepts of chains, cochains and the linear operators bound-
ary and coboundary. After this, we introduce the Markov Kernel
and Markov operator defined over a weighted, connected and lo-
cally finite graphs as follow

Hay

By opiy
=4 nx)
Pxy { 0 xAy
We will define the harmonic functions as the funcions u € (V)
wich the laplacian operator defined as A, = P -1, being P the
Markov operator, verify A,u=0. We stablish and solve the Dirich-
let problem stated as

Ayu(x) = f(x), x€Q
u(x)=gx), xe€oQ.

where Q < V. To finish the first section, we show the relation-
ship between modeling networks using Kirchhoff’s laws and solve
Dirichlet’s problem.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Junio, 2022

ECOND section of this work enters fully into the study of the

main properties of the spectrum of Laplace’s operator. First
of all we stablish the Green’s identity, which is defined over all v
as

1
Y AufXgx)ux) = -3 Y (Vip /) Viy8) thsy-
xeV xyeV

Then, next to the definition of an inner produc over % (V), we show
how the defined positive laplacian operator £ = -A,, is a symetric
operator. From classical algebra and analysis results, we know
that the spectrum of every symmetric linear operator is contained
in R, particularly, in the case of connected, finite weighted graphs,
we will proove that his spectrum will be contained in the inter-
val [0,2], and beyond this, A = 0 allways will be an eingervalue
whereas A =2 would be an eingervalue only for bipartite graphs.
We study the main properties of the spectrum of £ and we sta-
blish the Cheeger constant k, which will provide us with the nec-
essary tool to establish bounds of the main eigenvalue A, of each
finite, weighted and connected graph .

We continue studying the spectrum of locally finite, weighted and
connected graphs introducing the Cayley graphs wich help us to
stablish graph structure over abelian groups. As example, we cal-
culated the spectrum of the Cyclic family Cn. Next, the spec-
trum of Laplace’s operator for locally finite, infinite, connected and
weighted graphs is studied, which will turn out to be contained
in (0,2). Again, we will stablish boundaries over 1,(Q), that is,
the minimun eigenvalue of the spectrum of laplacian operator are
established, using Cheeger’s constant. Finally, we stablish the
Dirichlet problem for infinite graphs as

Zou(x) = f(x), x€Q
and we will consider the iterative method proposed by Jacobi
Up1(X) = Pup(x) + f(x), x€Q

for which its convergence to the solution of the problem will be
demonstrated.
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