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Resumen - Abstract

Resumen

La epidemiologia se ocupa del estudio de la propagacion de una en-
fermedad infecciosa en el seno de la poblacion. Los modelos SIR
(Susceptible, Infeccioso, Recuperado) y SIS son dos casos bdsicos de
estudio en la teoria. En este trabajo se emplea en enfoque de las ‘po-
blaciones estructuradas por edades’ para analizar la dindmica de una
epidemia basada en dichos modelos. Esto nos permite incorporar el
factor ‘edad’ no solo en las tasas de fertilidad v y mortalidad 1, sino
también en la ‘fuerza de la infeccion’ X y la tasa de recuperacion p.

Palabras clave: Dinamica de Poblaciones, Epidemiologia, Fcua-
ciones de Primer Orden, Transformada de Laplace, Estabilidad.

Abstract

The study of the spread of an infectious disease within a population is
the objective of epidemiology. The SIR (Susceptible, Infective, Reco-
vered) and SIS models are two reference cases of study in the field.
This work employs the approach of ‘populations structured by the
age’ to discuss the dynamics of an epidemics according these mo-
dels. This allows us to take into account the effect of age not only
on fertility and mortality rates v and u, but also on the ‘force of
infection” \, as well as on the rate of recovery p.

Keywords: Population Dynamics, FEpidemiology, First Order
Equations, Laplace Transform, Stability.
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Introduccion

Esta memoria se ocupa de la epidemiologia en el marco de las poblaciones
‘estructuradas por edades’.

La descripcion del estado y evolucion de una especie animal es el objeto
de la dindmica de poblaciones. En el caso de la especie humana este anélisis
corresponde a la demografia. El interés por contabilizar el nimero de individuos
que conforman la poblacion se remonta a las primeras civilizaciones. De hecho,
en el siglo III de nuestra era se compild en el imperio romano una tabla de
mortalidad que segufa en uso a finales del siglo XVII ([7]). Sin embargo no es
hasta mediados del XIX, en no poca medida debido a la influencia de Darwin,
que surge la preocupacion por el destino de otras comunidades bioldgicas. Su
estudio recae en el relativamente moderno campo de la ecologia. No esta de mas
senalar que la potencial extincién de un gran nimero de especies constituye en
la actualidad un problema internacional de primer orden.

En dindmica de poblaciones se sigue la pista del nimero de individuos u(t)
como funcion del tiempo. Esta magnitud refleja el estado de la especie en ese
instante, en la misma medida que la posicién espacial y velocidad de un sistema
de particulas definen su estado en mecanica clasica. Un modelo de poblacién
estructurada por edades es aquel que la describe en términos del ntimero de
individuos u(a,t) con edad a en el instante t. La inclusién de la variable edad
a, una contribucién reciente debida a A. Lotka en 1907 ([2]), responde al he-
cho incontestable de que los pardmetros dinamicos, la fertilidad y mortalidad,
dependen sensiblemente de a.

Por otra parte la epidemiologia es una rama de la medicina que se ocupa
de la propagacién de enfermedades infecciosas en la poblacién. Como disciplina
matemadtica tiene un origen reciente en los trabajos de R. Ross (1911) sobre la
malaria y de W. Kermack y A. McKendrick (1926-27) sobre el debut y desa-
rrollo de algunas epidemias ([2]). Su objetivo es formular modelos que simulen
la transmisién de la enfermedad. En condiciones normales la edad ejerce una
influencia importante en la propagacion, desarrollo y control de muchas enfer-
medades infecciosas. Las de perfil infantil (sarampién, paperas, rubeola, etc)
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se desarrollan en los estratos jévenes de la poblacion, donde se concentran las
campanas de vacunacion. Otras, como la tuberculosis o el SIDA tienen especial
incidencia sobre la edad adulta. Por otra parte, un aspecto clave en muchas
enfermedades es la ‘edad de infeccion’ que mide el tiempo transcurrido desde
el contacto con el patégeno hasta el desarrollo pleno de la enfermedad. La re-
levancia de esta —asi llamada— ‘clase de edad’ fue otra de las contribuciones de
Kermack y McKendrick. Los problemas de los que nos ocupamos en este trabajo
analizan la inclusion de la edad en modelos epidemiolégicos de referencia.

En cuanto al contenido de la memoria, el Capitulo I analiza la dindmica del
modelo basico en poblaciones estructuradas, sustentado en las tasas de fertilidad
y mortalidad. El punto relevante consiste en la discusion del comportamiento
asintotico de las soluciones. Una consecuencia notable es el ‘teorema de la po-
blacion estable’ de Lotka. Se analiza también la influencia de los términos fuente
en las ecuaciones. Representan el efecto de los flujos migratorios y constituyen
una herramienta importante para abordar la segunda parte del trabajo.

El Capitulo IT trata de epidemiologia. Tras presentar los modelos SIR (sus-
ceptible, infeccioso, recuperado) y SIS; se introducen sus versiones para una
poblacién estructurada por edades. Por razones de espacio s6lo nos ocupamos
de éste ultimo. Constituye un problema a la vez ‘no lineal’ y ‘no local’ que se
aborda con éxito mediante técnicas de monotonia. Se analizan la existencia y
unicidad de soluciones, los estados estacionarios y el comportamiento asintotico
global de las soluciones. Los modelos SIS describen las enfermedades ‘endémicas’
de las cuales la malaria es el paradigma. Nos dice Ross en 1911 ([8]): “Malarial
fever is perhaps the most important of human diseases. .. Unlike many epidemic
diseases it is not transient, but remains for ever in the areas which it has once
inmvaded.” Ross recibid en 1902 el premio Nobel de medicina por descubrir el me-
canismo de transmisién de la enfermedad. A pesar de ser un tratado de medicina,
[8] recoge una discusién cualitativa, articulada en términos mateméticos, de sus
aspectos epidemiolégicos. Anade de hecho en la introduccion: “The diffusion of
disease 1s a theme which requires exact, and indeed mathematical analysis; and
the art of controlling it belongs, not only to the medical man, the parasitologist
and the entomologist, but even more to the experienced hygienist, the engineer,
the administrative officer and the statesman.”

Las matematicas requeridas para discutir la dindamica estructurada por
edades exceden los contenidos del grado. En su formato continuo involucran
ecuaciones en derivadas parciales, ecuaciones de convoluciéon y transformadas
integrales. E1 Anexo recoge la materia necesaria para el desarrollo del trabajo.
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Poblaciones estructuradas por edades

Introducimos el modelo basico que describe la evolucién de una especie
donde los individuos se distribuyen en clases de edad. Planteamos el problema
de contorno y valor inicial de referencia (1.6). Discutimos la existencia, unicidad
y comportamiento asintético. Estudiamos los problemas perturbados.

1.1. Deduccién de la ecuacion

Una descripcién extremadamente simple del estado de una especie viene
dada por el nimero de individuos u(¢) en un instante t. Formular prondsticos
sobre la evolucion de dicha especie requiere obtener informacién sobre la derivada
u'(t). La fertilidad v y mortalidad p son dos magnitudes directamente implicadas
en la variacién de u.

Dado un instante ¢ y una cantidad caracteristica de tiempo h tenemos el
balance:

u(t+h) —u(t) =n—m, (1.1)

donde n es el nimero de nacimientos, m el de fallecidos durante el intervalo
[t,t + h]. Las cantidades:

moom — lim
u@® ha(t) T RS0 hu(r)

se denominan la mortalidad media y las tasas de mortalidad media e instantanea,
respectivamente. Puede decirse que p dt es la probabilidad de morir en el inter-
valo [t,t + dt]. Andlogamente,

n n , n

= 1
w(®) hu(t) U S0y hu(t)

son la fertilidad media y las tasas de fertilidad media e instantanea de la pobla-
cién. En Demografia, los valores de v y u se extraen de los censos.
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Una poblacién en régimen de crecimiento Malthusiano es aquella para la
que v y u son constantes positivas. Usando la “ley de conservacion” (1.1) se llega
a que:

u' = au, a=v-—u. (1.2)

Cuando a < 0 la poblacion se extingue, sufre una explosion demografica si
a > 0 y permanence constante cuando o = 0 (régimen estable).

Sin embargo, la demografia sugiere que el “factor” edad influye notable-
mente en la fertilidad y mortalidad. Es por tanto relevante incorporar la edad a
en la descripcion de la poblacién. Asi u(a,t) da designa el nimero de individuos
con edades en el intervalo [a,a + da] y en el instante ¢. Es decir,

/ u(a,t) da,
ai

son los individuos en la franja de edad a; < a < as en el instante t. Se admite
que u(a,t) = 0 siempre que a > a' > 0, luego la poblacién total en el instante ¢
vale:

U(t) = /0 : u(a,t) da.

Admitiendo que no hay efectos migratorios un principio de conservacién para la
poblacién es:
U'(t) = B(t) — M(2),

donde la tasa de natalidad B(t) mide el nimero de nuevos individuos por unidad
de tiempo y M (t) el correspondiente nimero de fallecidos. Las tasas de fertilidad
vy mortalidad p se introducen para cuantificar estos términos. Asi,

as az
/ v(a,t)u(a,t) da, / wla, t)u(a,t) da,
al ay

miden, respectivamente, el nimero de nuevos individuos y el nimero de falleci-
dos, por unidad de tiempo, ocurridos en la poblacién dentro de la franja de edad
a1 < a < ay. Llegamos entonces al balance:

%( /0 " wat) da> - /0 " . yula,t) da - /O " e ula.) da.

Por otra parte, para deducir una ecuacién diferencial que nos permita ana-
lizar v empleamos un argumento similar al de la dinamica de fluidos. Tomamos
un intervalo de edad [a,b] y lo dejamos “fluir” en el tiempo, a partir de un
instante tg. Tenemos entonces la ley de conservacién:

4
dt

b+t b+t
/ u(a,to +t) da) = —/ pla,to + t)u(a,ty + 1) da, t>0.

a+t +t
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Expresa que la tinica pérdida de efectivos en la poblacién se debe a la mortalidad.
Para la validez del argumento es importante que se trabaje en un intervalo
“mévil” [a + ¢, b+ t]. Otra manera de escribir la identidad es:
b+t b+t
/ (ug(a, to+1t)+uq(a,t+to)) da = —/ wla, to+t)u(a,to+t) da, t>0,
a+t a+t

donde haciendo t = 0 resulta:

b b
/ (ug(a, to) + uq(a, ty)) da = —/ w(a, to)u(a, ty) da, t>0.
Al ser a, b, ty arbitrarios se concluye que:
Uy + ug = —pu, t > 0. (1.3)

Esta es la ecuacién fundamental de la dindmica de poblaciones estructuradas
por edades. Estd asociada a los nombres de A. Lotka (1922), A. G. McKendrick
(1926) y H. Von Foerster (1959).

Resulta asimismo pertinente interpretar u(a, tg) como el flujo de individuos
que en el instante £y supera la edad a. En efecto, esta cantidad es:

d a+t
— (/ u(a,to + 1) da) = u(a,tp).
dt \J, —t

Es decir u(a, ty) refleja el nimero de individuos por unidad de tiempo que pasa
la edad a en t = ty. De aqui extraemos dos consecuencias. La primera, que:

u(0, )

coincide con el nimero de recién nacidos por unidad de tiempo, magnitud que
se define como la tasa de natalidad B(t). La segunda, que la poblacién satisface
la condicién de contorno:

(0, 8) = /0 " o ula, ) da. (1.4)

Otra relacién que se deduce de la ecuacién (1.3) es:

% (/abu(s,t) ds) =— /abu(s,t)U(s,t) ds +u(a,t) —u(b,t).

Expresa la variacién de la poblacién en un intervalo de edad fijo [a,b] como un
balance entre la mortalidad y el flujo a través de los extremos del intervalo.

Para simplificar admitiremos en el resto de la seccién que v y p sélo de-
penden de la edad a. Una funcién relevante es:
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H(a) = e foal'l"

que representa la probabilidad (por unidad de tiempo) de sobrevivir hasta la
edad a. Nétese ahora que u(a) da define la probabilidad de morir en da unidades
de tiempo tras sobrevivir hasta la edad a. Es por ello natural imponer que:

af
Ha)=0 < /u=+oo.
0

Asimismo pll(a) da es la probabilidad de llegar a la edad a y morir inmediata-
mente desptes. De hecho, como:
ot
/ pdl =1,
0

entonces pll es una genuina funciéon densidad de probabilidad. Podemos asi
calcular la esperanza de la variable edad a para obtener que la vida media es:

at at
/ apll = / II.
0 0

Tratando ahora de la fertilidad, v(a) da es el nimero de descendientes
que cabe esperar de un individuo que llega a la edad a. Si multiplicamos esta
cantidad por la probabilidad de llegar a esa edad e integramos, obtenemos que
el niimero:

af
R:/ vil da, (1.5)
0

que estima el nimero de descendientes que puede esperarse por individuo (y
unidad de tiempo). Se denomina el nimero de reproduccion.

1.2. Analisis de la solucion

Nos ocupamos del estudio del problema de valor inicial y de contorno:

ug + ug + pla)u = 0, 0<a<al, t>0,
u(0.t) = [¢" va@)ula,t) da, >0, (L6)
u(a,0) = up(a), 0<a<al

Combina la ecuacién (1.3), la condicién de contorno (1.4) junto con la configura-
cién inicial ugy de la poblacion. Se trata entonces de obtener un prondéstico sobre
la evolucién de u.

Las tasas de fecundidad y mortalidad asi como el dato inicial deben cumplir
los siguientes requisitos que denotamos (H1).
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i) veCl0,al], peClo,a"), v 0.

ii)
af
/ [ = 00. (1.7)
0
i) up € C[0,a'l™, ug # 0.

Con el superindice “4” se indica que las funciones son no negativas. Para uso
posterior denotamos:

vt = méax .

[0,af]
Observacion 1.1. La condicién (1.7) sugiere que u experimenta una singularidad
en el punto a = af. Por ejemplo, i no puede estar acotada cerca de a'.

Denotaremos Q = (0,a’) x Rt el dominio de las variables (a,t), asimismo
QT = (0,a") x R* N {t > a} mientras Q~ es la parte de Q donde t < a.

Teorema 1.2. Toda solucidn u € CY(Q) que es continua en 0Q \ {a = a'} se
expresa de la forma:
up(a —t)
II(a)———2, t<a<al,
w(at) = L TV =0 =asa (1.8)
II(a)B(t — a), t>a,

donde IT(a) = e~ Jo # y B(t) = u(0,1).

Demostracion. En Q~ podemos representar v(a) = u(a,a — s), s < a < al,
donde 0 < s < al es un parametro. La identidad (1.8) es consecuencia de que v
satisface:

v 4 p(a)v =0, s<a<ad, v(s) = ug(s).

La correspondiente relacién en QF se deduce usando v(a) = u(a,a + s) y la
condicién v(0) = B(s). O

Observacion 1.3. La dosis de regularidad requerida para la representacion (1.8)
es considerablemente menor que la enunciada. De hecho, si u; +u, se reemplaza
por la derivada a lo largo de las rectas caracteristicas t = a + k basta con que u
sea absolutamente continua sobre las mismas, partiendo de un punto de inicial
sobre los ejes. Se entiende en este caso que la ecuacion se satisface en casi todo
punto de las caracteristicas.

Como se ha dicho, B(t) es el nimero de nacimientos por unidad de tiempo,
mientras I1(a) es la probabilidad de sobrevivir hasta la edad a. La condicién
(1.7) significa que ningiin individuo sobrepasa la edad a = a'. En efecto, de
(1.8) se deduce que:

lim wu(a,t) =0, vt > 0. (1.9)

a—afl
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1.3. Ecuacion de renovacion

En el Teorema 1.2 se obtiene una representacién de la solucién de (1.6) que
sin embargo no estd determinada hasta que se calcule B. Usando la condicién

de contorno en (1.6) junto con (1.8) la tasa de natalidad B(t) debe satisfacer

uo(a —t)
_ a)ll(a)——= 1
B(r) - foT B(t—a da—l—ft (G)H(a—t) da, t <al,

o v(a)I(a)B(t — a) da, t>al.

(1.10)
El término:
of uo(a —t)
F(t) : /t V(a)ﬂ(a)m da < v {maxug}(a’ — 1), t<a

Luego lim,_,,i_ F(t) = 0 mientras F(0 fo ) da.

Complementamos las condic1ones (H1) con la 81gulente que denotamos
(H2):
iv) v(0) = v(al) = 0, up(a’) = 0.

La primera significa que las clases fértiles de la poblacién estan confinadas en el
rango de edad [0, a']. La segunda, que no hay poblacién inicial con edad a = af

Observacion 1.4. Para facilitar el cdlculo de B extendemos las funciones v, ug y
IT a R* asignandoles el valor 0 para a > af

De acuerdo con la observacién podemos escribir F' como sigue

> up(a — 1) /°° up(a)
F(t) = I(a) ——F da = t)11 t d
0= [ vin@ =g di= [ vla+ o+ BE do
en donde se entiende que uo/Il = 0 para a > af. Obtenemos asf fque FF el (RT)
siendo F(t) = 0 para t > af, es decir una funcién continua en R* cuyo soporte
esta contenido en [0, a']. La relacién (1.10) adopta entonces la forma:

B(t) /Ot W) T(a)B(t — a) da+ F(t), t>0,

que admite la expresiéon equivalente B(t) = K * B(t) + F(t), donde K(a) =
v(a)I(a) y:

K+ Bl /K t—a)da:/OtK(t—a)B(a)da,

es la convolucion de las funciones K y B

(1.11)
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Definicién 1.5. La relacion (1.11) se denomina la ecuacion de renovacion.

La ecuacién de renovacién (1.11) es una ecuacién integral de Volterra cu-
yo nicleo K(a) = v(a)Il(a) se llama la funcion de maternidad. Representa la
probabilidad de llegar a la edad a y reproducirse.

Por consiguiente la existencia de solucién para el problema (1.6) depende
de que seamos capaces de resolver (1.11).

Teorema 1.6. Admitamos las condiciones (H1) y (H2). Entonces la ecuacion
de renovacién (1.11) posee una inica solucién B € C(RY). Mds aiin, B satisface
la estimacion:

IB(t)] < vHjugll e, t>0, (1.12)

donde |luo||y es la norma de uy en L0, al].

Demostracion. El Lema de Gronwall (Anexo, Seccién A.1) y la estimacion:
t t

BO] < mix|F| + [ Kt - 0| Blo)| do < mix || + 0" [ B(o)] da
R+ 0 R+ 0

implican que toda solucién B € C(RT) de (1.11) satisface:

1B(t)] < miix [Fle”™,  t>0. (1.13)

La estimacion (1.12) se sigue de:

max |F| = max F' < v ||ug|;.
R+ R+

La unicidad de solucién se deduce asimismo de la estimacién (1.13) observando
que la diferencia B; — By de dos posibles soluciones cumple (1.11) con F' = 0.
La existencia la tratamos por separado en el siguiente teorema.
O

Teorema 1.7. Sean K, f € C(R") funciones dadas. Entonces la ecuacion:
u(t) = K xu(t) + f(t), (1.14)
admite una vinica solucion u € C(RT). Ademds, para cada b > 0 se tiene que:
lll e < MF g pe ™=, >0,

donde ||h]|,, = méx,cp h(t). Mds ain, la solucion se representa en la forma:

u(t) = Rx* f(t) + f(t), (1.15)
donde: .
R=3 K"\ 4K, (1.16)

es el nucleo resolvente.
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Demostracion. Basta resolver (1.14) en el espacio X = (C[0,9], [|-|,,,) para
cada b > 0. En efecto, como la solucién u; en el intervalo [0, b+ 1] coincide con
la solucién u en el intervalo [0,b], ésta puede extenderse paulatinamente hasta
cubrir R+. La unicidad se deduce del Lema de Gronwall.

En el espacio X consideramos el operador:

T: X — X
u — Tu=Ksxu+ f.

Con ug = 0 formamos la sucesién recurrente u,, = T u,_1. Como el operador es
continuo en X basta probar la existencia del limite:

u = lim u,,,

pues tal u va a resolver la ecuacién. A tal fin resulta que:

n—1
Up :f+ZK* . x K x f.
k=1

Asimismo:

) U t)"

(K B (1) < 5= e tE (0,0,

luego:

n)

e (Kb

W5 fl < Tl £
n:

Entonces la serie:

w=f+ 3 K sk f
n=1
converge absolutamente en X y define la solucién de (1.14). Por otro lado:
R=3 K="\ 4K,
n=1
constituye un elemento de X que permite expresar la solucién en la forma (1.16).

O

Observacion 1.8. La ecuaciéon de Volterra (1.14) puede resolverse en el contexto
mas general del espacio LP(R™) ([5]).

El siguiente resultado establece una estimaciéon exponencial del crecimiento
de la poblacion total

U(t) = /0 " wlat) da,
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para una especie gobernada por el problema (1.6). Esta es una magnitud re-
levante y algunos modelos mas complicados hacen depender la mortalidad y
fecundidad de la poblacién total U. Al pertenecer a la categoria de los “proble-
mas no locales”, tales modelos son mds dificiles de tratar ([4]).

Teorema 1.9. Sea u(a,t) una solucion del problema (1.6) en las condiciones
del Teorema 1.2. Entonces:

vt
lu D)l < lluolle”, t>0. (1.17)

Demostracion. Para t > al,

af al
lu(- B, = / 11(a)B(t — a) da < v* Juo]l, / 00 g < ||, e,
0 0

Sit<al:

u(-,t)]l, :/o II(a)B(t — a) da—l—/ta %uo(a—t) da

+ +
< fluolly (e = 1) + [luoll; = lluoll,e”".

1.4. Existencia y unicidad

Vamos a establecer ahora la existencia y unicidad de soluciones del proble-
ma (1.6). Necesitaremos unas pocas condiciones més que denotamos (H3):
v) ug € C*0,a'], v € C0,al].
vi) Existe una constante C' > 0 tal que ug(a) < CIl(a), 0 < a < a.
.. at
vii) uo(0) = [;° v(a)uo(a) da.
La condicién vi) armoniza el comportamiento de u(a,t) ent > 0 con el de u(a, t)
en t = 0. Para ¢t > 0 la solucién cumple vi) con una constante C' que depende de

t. La relacién vi), que es de tipo técnica, conlleva la continuidad de la solucién
(1.8) en la diagonal ¢t = a.

Lema 1.10. Bajo las condiciones (H1), (H2) y (H3) tanto F' como la solucion
B de la ecuacion de renovacién (1.11) son funciones de clase C' en R+,

Demostracion. Probamos que la funcion F':

F(t) = /O T K(a+ t)"“]‘YOEZ; da,
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es C* con derivada g(t) = [;° K'(a + t)zj_([)ga; da. El punto delicado es que la
a

derivada:

K — VI —vull, 0<a<al,
o a>al,

no estd definida en a = a' debido a la singularidad de p en a' (Observacién 1.1).
Sin embargo K’ es integrable porque el término conflictivo ull lo es:

ot
/ wll da = 1.
0

Como K es continua con derivada integrable se puede probar ([3]) la existen-
cia de una sucesién de funciones K,, € C}(R™) (de clase C'! y soporte compacto)
tales que K,, - K y K/, - K’ en L'(R"). Llamando:

Fo(t) = /OOo Ko(a+ t)?;YOEZ; da,

y teniendo en cuenta que:

F(t) = /Ooo K (a + t)% da,

se concluye por comprobacion directa que F, — F'y F! — ¢ uniformemente en
R+. Esto implica que F es C! con derivada F’ = g.
Con la misma estrategia y recordando que v(0) = 0 se prueba que:

(/OtK(t—a)B(a) da)lz/otK/(t_a)B(a) da.

Basta con aproximar las integrales implicadas por:

/OtKn(t—a)B(a)da & /OtK;(t—@B(a)da,

respectivamente. A resultas de ello se sigue que B es C*.
O

Teorema 1.11. Supongamos que los datos v, i, uy satisfacen las condiciones
(Hi), i =1,2,3, entonces el problema (1.6) admite una inica solucién que viene
expresada por (1.8) donde B es la unica solucion de la ecuacion de renovacion
(1.11).
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Demostracion. Para probar la unicidad consideramos la diferencia v = u; — us
de dos posibles soluciones que satisface (1.6) con uy = 0. La correspondiente
ecuacién de renovacion (1.11) tiene el término F' = 0 luego B = 0. Asi v = 0
en Q7 = {(a,t):t > a} mientras uy = 0 significa que v = 0 en Q~, luego
v = uy — up = 0. Por otro lado que la funcién u dada en (1.8) resuelve (1.6) es
consecuencia de su expresion sobre rectas de la forma t = a + k. O

Existen condiciones sobre los datos v y ug bajo las que la especie se extingue
en tiempo finito. En efecto F' = 0 bajo las hipdtesis que siguen, por tanto u = 0
en Q7.

Proposicién 1.12 (Condiciones triviales). Supongamos que existe ¢ > 0 tal
que v =0 para a > ¢ mientras ug = 0 si a < c. Entonces la solucion B de (1.11)
es idénticamente cero y por tanto u =0 en Q.

Definicién 1.13. Los datos v, ug se denominan triviales si se hallan en las con-
diciones de la Proposicion 1.12.

Cuando v y ug son triviales la poblacion se extingue por envejecimiento.
En efecto, los efectivos iniciales ug no son fértiles.

1.5. Comportamiento asintético

Vamos a estudiar el comportamiento de la tasa de natalidad B(t) cuando
t — 00. Supondremos que v y ug son no triviales por lo que 'y B son funcio-
nes no nulas en la ecuacién de renovacion (1.11). Tomando la transformada de

Laplace en la misma (véase el Apéndice) y despejando B obtenemos:

A~ A~

. . FK
B=F+—. (1.18)
1-K

Como F y K tienen soporte en [0,al] entonces F' y K son funciones enteras
(tienen abscisa de convergencia w = —o0). El segundo miembro de (1.18) define
una funcién meromorfa cuyos polos son las raices de la ecuacion caracteristica
(o de Lotka [2]):

K(z)=1. (1.19)

Teorema 1.14. Admitiendo (H1) y (H2) se cumplen las siguientes propiedades.
i) La ecuacion caracteristica (1.19) sélo admite una dnica raiz real z = o*. Mds

aun signo (o) = signo (K(0) —1).
i1) Si z es una raiz z # o entonces Rz < a*.
i11) En cada banda —oo < a < Rz < b < oo existen a lo mds un nimero finito

de raices.
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Demostracion. La funcion:

K(t) = / e " K(z) du, teR,
0

es continua, decreciente, lim;_,_ K (t) = ooy limy_, K (t) = 0. Esto prueba i).
Asimismo, como K (z) — 0si z — oo en Rz > ¢ (Proposicién A.7), las
raices z de (1.19) yacen en un conjunto acotado si a < Rz < b. De ahi se sigue
inmediatamente la propiedad iii).
En cuanto a ii) sea z = a + /8 una raiz compleja de (1.19). Entonces:

af af af
1= / e “cos frK(z)| < / e | cos fr|K(x) < / e “K(x).
0 0 0

Por tanto o < o*. O

Observacion 1.15. La funcién entera K no es un polinomio pues (—1)"IA((”)(O) =

t . ., ;-
foa a"K(a) da > 0 para todo n. Por consiguiente la ecuacién caracteristica
‘deberia’ admitir una infinidad de raices \,, con R\, — —oc.

La raiz principal (o dominante) o* de la ecuacién caracteristica juega un
papel crucial tanto en el comportamiento asintético de B(t) como en el de la
solucién u de (1.6).

Teorema 1.16. Supongamos que se cumplen las condiciones (H1), (H2) y que
los datos son no triviales. St 0 < a* es tal que z = o es la unica raiz de la
ecuacion caracteristica en la banda § < Rz < o entonces:

B(t) = coe™ " + " Hy(t), (1.20)
donde Hy € C(R*) N L¥(RY) y ¢ = —F(a*)/K'(a).

Observacion 1.17. El Teorema 1.14-ii) nos asegura que existe todo un intervalo
(a,a*) donde podemos elegir arbitrariamente el nimero 9.

Demostracion (del Teorema 1.16). Comenzamos afirmando la existencia de una
funcién continua H € C(R™) tal que:

~ . F(2)K(2)
m@_T:ﬁg. (1.21)

Derivamos la demostracion al Lema 1.19 y Proposicién 1.18. En base al Teorema
A.25 concluimos que:

B(t)=F(t) + H{t), t>0,

en donde se ha usado la continuidad de todas las funciones implicadas.
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Proposicién 1.18. Sea G(z) una funcion holomorfa en Rz > wy. Supongamos
ademds que:
i)lim, oo G(2) =0 en Rz > o para cierto o > wy.
i) [ |G(x +iy)| dy < oo para todo x > 0.
Entonces la funcion:

1
= — G(z) d 1.22
es L—transformable y su transformada de Laplace cumple §(z) = G(z) para

Rz >o0.

Lema 1.19. Eziste una funcion H € C(RY) tal que se cumple la identidad
(1.21).

Demostracion. Comprobamos que se dan las condiciones de la Proposicién 1.18.
Para o € R sabemos de la Proposicién A.7 que:

lim F(z) = lim K(z) =0, Rz > 0.

Z—00 Z—00

Asimismo, como F, K € L*(R) resulta de la identidad de Parseval que ﬁ(m —

~

iy)K (x —iy) € L'(R) como funcién de y, para cualquier x € R. Ademds, si no
hay ceros de la ecuacion caracteristica en la recta Rz = z se tiene que

1
——— € L™(R),
1 — K(z +1y)
como funcién de y. Por tanto:
F(x+ zg)K(a: + iy) e I'(R),
1 — K(z + 1y)

como funcion de y, siempre que no existan raices de la ecuacién caracteristica
en Nz = x. Podemos entonces concluir que:

1 F(2)K
H(t) = —/ eztw dz, (1.23)
2mi Rz=0 1-— K(Z)
para cualquier o > o* (la forma de H no depende de la eleccién de o). O

Demostracion (Propoposicion 1.18). Se tiene que:

1
9(0)] < e / Gle +iy)| dy < Ce™.

2



14 1 Poblaciones estructuradas por edades

Ademas, el teorema de la convergencia dominada implica la continuidad de g en
R*. De ahi, g es transformable, con abscisa de convergencia w < o.
Fijamos ahora zy con Rzy > o y calculamos §(z):

1

§(z0) = /0 e *%g(x) dx = o ), e 0T /%ZU e**G(z) dz dx

1 oo
= — G(z)/ e dy dz
0

211 Rz=0

1 G 1 o+iR G
= — O (2)
210 Jpoey 20 — 2 R—00 21 J,_ip 20 — %

dz.

Consideramos ahora la curva cerrada y orientada negativamente Cp, for-
mada por el segmento de extremos o+t R y el arco de circunferencia I' de centro
oy radio R que va de ¢ — iR a ¢ + iR por el semiplano Rz > ¢. Entonces:

G(20) L/c &dz,

211 Jom 20— 2
R

identidad que se deduce de la férmula de Cauchy. Por otro lado, la hipdtesis 1)
sobre G implica:

G
lim ﬁ dz = 0.
R—oc0 r;; 20— 2
Podemos por tanto concluir que §(zg) = G(2o). 0

Demostracion (del Teorema 1.16, continuacion). Consideramos § < a* como en
el enunciado y fijamos o > «o*. Entonces:

g = L [ s FRRE)

= — dz.
2mi Rz=0c 1-— K(Z)

Definimos el rectdngulo C; con vértices:
A=0c—1R, B=o0c+1iR, C=00+iR, D=0§—1iR,

recorrido en sentido positivo. Del teorema de los residuos y el Lema A.27 se tiene
que:

1 F(2)K(2)
2mi Joy 11— K(2)

para todo R > 0. Por otro lado:

et dz = cpe® !,
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=L+ 1L+ 13+ 1,

Se tiene que:

pim I, = lim I, =0.
Asi:
. . 1 F(OK
H(t) = h’m Il = Coea t—|— Hm ]4 = C(]ea t + — ezt (Z>A (Z) dZ.
fimree Roo 2wl Jp.—s 1 — K(2)
. ot B8 iS4 .
— Coea t + e_/ezyt ( +Zg) ( +Zy) dy _ Coea ' _|_65tHO(t)'
2m Jr 1— K0 +iy)

O

Observacion 1.20. Si se elige § < a* tal que hay exactamente \g = o, Ay, ...,
A, raices de la ecuacién caracteristica en la banda § < Rz < ¢ y ninguna en los
lados Rz = 9, 0 entonces:

< KF 1 F(2)K
H(t) = E Res €Zt—,\ + — €th dz.
1-K 210 Jpo=s 1 — K(2)
k=0 |[z=Ag

Lo residuos se calculan recurriendo al Lema A.27 del Apéndice.

1.6. Estabilidad de la poblacién

El siguiente resultado se atribuye a A. Lotka (1911).

Teorema 1.21. Supongamos que v, p y ug satisfacen (H), que o* es la raiz real
de la ecuacion (1.19) mientras § < o* se elige en las condiciones del Teorema
1.16. Entonces toda solucion u(a,t) del problema (1.6) satisface:

lim e~ "u(a,t) = coe™* I (a), (1.24)

t—o00

siendo el limite uniforme en [0,a']. En particular,

T [le= u(a t) — cpe™ T1(@)]| g0,y = 0.

La constante cq depende de los datos en la forma senalada en el Teorema 1.16.

Demostracion. Para t > a' suficientemente grande se tiene que:
U(CL, t) = H(a) (C()ea*(t_a) + 66(t_a>H0 (t - CL)),

luego,
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e mDy(a,t) = coll(a) + eIV Hy(t — a)II(a),

es decir:
e u(a,t) = coe™ I (a) + e e @D Ho(t — a) I (a).

Noétese que el dltimo término tiende a cero uniformemente (y exponencialmente)
en [0, a'] cuando t — oo.
O

Obsérvese que una forma maés precisa de expresar (1.24) es:
u(a,t) = coe™* I (a)e™ " + O(e%t), t — o0, (1.25)

donde el ultimo término significa que la funcién estd acotada por un multiplo
de €t para t € R* (la parte @ estd acotada en el intervalo [0,a']).

Luego la poblacién se extingue exponencialmente si a* < 0. Esto ocurre si
el nimero de reproduccién (1.5):

ot
R:/ K(a) da < 1.
0

Obsérvese que R representa el nimero medio estimado de descendientes de cada
individuo de la poblacién. Cuando este niimero es inferior a la unidad aquélla es
incapaz de renovarse. Por contra la poblacién crece exponencialmente si a* > 0
(R > 1), mientras permanece acotada si a* = 0y R = 1. Se tiene de hecho algo
mas preciso:

u(a,t) — coll(a), t — o0, (1.26)

donde la constante ¢y incluye la informacion del dato inicial. En éste iltimo caso
decimos que la poblacion esta en régimen estable. Este sera el ambito natural
de nuestro estudio cuando estudiemos epidemiologia. La relacién (1.26) expresa
que en el escenario estable todas las soluciones del problema convergen a un
perfil estacionario. En efecto,

u*(a) = coll(a),

es solucion estacionaria del problema (1.6), es decir, una solucién que no depende
del tiempo:

{u’ + u(a)uT =0,
u(0) = [ v(a)u(a) da.

Estudiamos més adelante esta clase de soluciones en un marco mas general (véase
el Teorema 1.27).

Tratamos ahora de poblaciones (soluciones) con estructura estable. Toda
solucién u(a,t) de (1.6) representa el comportamiento a lo largo del tiempo de
una especie. La poblacién total viene dada por:
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El cociente:
v(a,t) =

se llama el ‘perfil de edad’. Se dice que u(a,t) tiene una estructura estable si las
cantidades:

a2 azu a,t da
/ v(a,t) da:M, 0<ai<a<al,
al

permanecen constantes a lo largo del tiempo. Para estas soluciones la proporcién
de individuos en las clases de edad a; < a < ay se conserva.

Un caso importante de soluciones de estructura estable corresponde a las
de variables separadas:

u(a,t) = A(a)T'(t). (1.27)

Esto nos lleva al problema de determinar si (1.6) admite esta clase de soluciones.
Substituyendo en la ecuacion:

T (AN,
T \Aat)Th

donde A es un autovalor del problema:

— (A" + p(a)A) = A4,
A(0) = anT v(a)A(a) da.
Las autofunciones son:
A=e(a),

donde los autovalores A = A,, son las raices de la ecuacién caracteristica:

~

RO\ =1.

El autovalor principal es evidentemente \g = .
Por consiguiente, todas las soluciones de la forma (1.27) son multiplo de
alguna de las de la familia:

un(a,t) = e e I (a).

El siguiente resultado establece que cualquier solucién de (1.6) exhibe asintéti-
camente una estructura estable.
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Teorema 1.22. Sea u(a,t) una solucion del problema (1.6) el cual suponemos
bajo las hipdtesis (H). Admitiendo que las condiciones no son triviales se satis-

face:
[2ula,t) da fa2 e~ (a) da

lim . (1.28)
) af a*a
t= Ue) e eeall(a) da
Demostracion. Consecuencia directa del Teorema 1.21. O

La relacién (1.28) es mas flexible que el comportamiento asintético directo dado
por el signo de a*. Refleja que la poblacién mantiene unas fracciones de edad
estables sin detrimento de que decaiga a cero o explote en el infinito.

1.7. Efecto de los flujos migratorios

Una poblacién envejecida o bien con las clases fértiles sometidas a estrés
puede llegar a exhibir un nimero de reproduccién R muy préximo o por debajo
de la unidad. Esto la condena a desaparecer. Puede sin embargo recuperarse
si se beneficia del efecto “inmigracién”, si ésta refuerza el tramo de edad con
capacidad de procrear.

El estudio matematico de este problema requiere incluir “términos fuente”
en la ecuaciéon. Es decir, tratar con el problema:

ur + ug + p(a)u = G(a,t), 0<a<al, t>0,
u(0,8) = [ va)u(a,t) dt, >0, (129)
u(a,0) = up(a), 0<a<al

El segundo miembro GG que suponemos no negativo por razones bioldgicas, se
interpreta como la densidad del niimero de inmigrantes por unidad de tiempo.

Teorema 1.23. Supongamos que los datos v, i, ug cumplen las condiciones (H)
mientras

G,G: € C(Q)NL™(Q).

Entonces el problema (1.29) admite una tinica solucion uw € L*¥(Q) que se ex-
presa en la forma:

up(a —t)
' I(a) B s A
u(a,t) = ————G(a—o,t—0) do+ II(a—t) (1.30)
/0 fa - o) T(@)B(t—a)  t>a,

donde a ANt = min{a,t} y B es la solucion de la ecuacion de convolucion:

B(t) = K = B(t) + H(?), (1.31)
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siendo:

/K uoa_t da+// K(a a_a) %) da do. (1.32)

Demostracion. Por linealidad, basta resolver (1.29) en el caso donde uy = 0. La
solucién (1.30) se obtendra sumando a la solucién del problema (1.6) la de este
caso particular.

Empezamos trabajando en Q~ = {a > t}. La funcién v(a) = u(a,a — s),
cumple:

v = —p(a)v + G(a,a — s), a> s, v(s) =0 =

u(a,t) :/0 %G(a—a,t—a) do.

En el sector QT = {t > a}, v(a) = u(a,a + s) satisface:

V' = —pla)v + Gla,a+ s), a>0, v(0) = B(s), B(s) = u(0, s).

Asi,
“ Il
v(a) = II(a)B(s) +/ ﬂG(a,a+ s)do =
o 1I(0)
“I(a
u(a,t)=ﬂ(a)B(t—a)+/ ( )G(0,0+t—a) do =
O 0-
_ ¢ 1(a)
u(a,t) = I(a)B(t — a) + /0 mG(a —o,t—0) do.
Para ajustar la condiciéon de contorno la funcion B debe cumplir la ecua-
cién:
B(t) = K x B(t)+

/O K(a / “za"_ta) ) o da + / h K(a) /0 t G(‘]‘Yza"’_tog ) o da
— K+ B(t //K )U) da do
/ / K(a a—a) ) da do. (1.33)

Es decir B(t) = K * B(t) + hy(t) donde:

K(a ?) da do.
0= [ [ oS
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Para t > a':

hi(t) = /O ; /U afK(a)G(‘;Yza”’_tU_) %)t do,

asi hy € C'(RY) y estd acotada:

at
] < 1Cllg [ avla) da

De acuerdo a lo discutido en la Seccién 1.3 la ecuacion de renovacién admite una
tnica soluciéon B que permite resolver (1.29). Por otro lado, u € L>®(Q) pues la
integral en (1.30) estd acotada por af||G||_, si t > a. O

Todo lo que se necesita para dar sentido a la representacién (1.30) de la
solucién u(a,t) es que G € C(Q) no siendo necesarias la condiciones mas fuertes
de la existencia de G; y acotacion de G'y Gy en Q. De la prueba del teorema

se deduce que bajo la hipdtesis mas débil G € C(Q) la funcién u cumple la
ecuacion en el sentido:

d
Du+ p(a)u = G(a,t), Du(a,t) = d—(u(a + 5,64+ 5))|s=0- (1.34)
s
Es decir, el grupo u;+u, se sustituye por la derivada de u en direcciones paralelas
a la recta t = a. Es por ello que se introduce la siguiente definicion.

Definicién 1.24. Se dice que u € C(Q) es una solucion (generalizada) del pro-
blema (1.29) si u satisface la ecuacion en el sentido direccional (1.34).

Observacion 1.25. Cuando uy = 0 la funcién H en (2.31) admite la representa-
ci6én alternativa (cdmbiese el orden de la integracion):

H(t) = /0 h /0 ' K(a)G(C]LYzaU’_tOS ?) 4o da. (1.35)

Observacion 1.26. Para uso posterior introducimos el operador solucién del pro-
blema (1.29):

S: C[0,al] — C[0,a'] x C(Q)
(uo, G) — u=S8(up,G)(a,t),

que refleja la dependencia (lineal) de la solucién u con respecto a los datos ug y

G.

Abordamos ahora el problema propuesto al principio de la seccién. Supo-
nemos que o < 0 y la poblacién esta en curso de extinguirse. Se trata de saber
si la apertura de “corredor” inmigratorio con flujo G(a,t) permite revitalizarla.
Analizamos el problema usando un término fuente independiente de ¢:
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G(a,t) = g(a), a € [0,a'].

El analisis requiere estudiar con detalle el problema estacionario:

"(a) + = : 0<a<al,
(o) + pla)u(a) = ola) 0 <a L
u(0) = J, v(a)u(a) da.
Teorema 1.27 (Alternativa de Fredholm). Se cumple la siguiente alterna-
tiva:
i) El problema (1.36) admite una solucion Yg € C[0,a'] si y sélo si

a” # 0.

En este caso la solucion es unica.
ii) Si a* = 0 el problema (1.36) no admite solucion salvo que g € C|0,al] satis-
faga la condicion de compatibilidad:

/Ua v(a) /Oa ZEZ))g(U) do da =0, (1.37)

existiendo entonces infinitas soluciones. Mds aiun, la solucion es unica si impo-
nemos la condicion de normalizacion u(0) = 0.

Demostracion. La solucion de la ecuacién es:
u = II(a)up + ¢(a),

siendo:

o) = [ irato) do

Al imponer la condiciéon de contorno:

ot
up = K (0)ug +/ vo.
0

En esta ecuacion se puede despejar ug siempre que a* # 0. De hecho, si fuese
o = 0 la existencia de solucion lleva necesariamente a que:

/Oafw:&

Luego en este caso solo tendremos soluciéon para una clase muy reducida de g¢’s.
Esto prueba el teorema. O
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Observacion 1.28. En la practica nos interesan las soluciones asociadas a datos
g > 0. Estas son por supuesto no negativas. Cuando a* = 0y g > 0, (1.37)
sélo se cumple si v¢ = 0. Esto sucede tinicamente si existe 0 < ¢ < a' tal que
sop v C [0, c] mientras sop g C [c,a'] y los inmigrantes son demasiado mayores
para reproducirse. Cuando esto ocurre se dice que los datos v y g son “triviales’.

El siguiente resultado viene a decir que una inmigracién no trivial, por infi-
ma que sea, evita la extinciéon de una especie que, en condiciones de aislamiento,
desapareceria.

Teorema 1.29. Supongamos que o* < 0 y que los datos v y g € C[O,GT]+ son
no triviales. Entonces, la solucion del problema:

U + ug + pla)u = g(a), 0<a<al, t>0,
uw(0,4) = [ v(a)ula,t) dt, t>0, (1.38)
u(a,0) = uo(a), 0<a<ad,

satisface,

lim u(a,t) = u*(a),
t—o0

donde u* es la unica solucion del problema (1.36).

Demostracion. Si definimos la perturbacion:
z(a,t) = u(a,t) —u*(a),

entonces z satisface el problema (1.6) pero con dato inicial ug —g. Como o* < 0
entonces:
lim z(a,t) =0,

t—o00

que es lo que se deseaba demostrar. a
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Epidemiologia

En epidemiologia se estudia la propagacion de enfermedades contagiosas.
Siguiendo las ideas de W. O. Kermack y A. G. McKemdrick (]2]) los modelos
que describimos se basan en fragmentar la poblacion en tres clases relevantes
S, I, R de individuos. La clase S de los susceptibles la integran personas sanas,
capaces de contraer la enfermedad. Al contagiarse pasan a engrosar la clase [
de los infecciosos quienes transmiten la enfermedad a la clase S. Finalmente, y
transcurrido un tiempo caracteristico, los sujetos enfermos se recuperan y pasan
a engrosar la clase R que aglutina los pacientes recuperados (o inmunizados). Ya
no transmiten la enfermedad y no son fuente de posibles brotes (R podria muy
bien comprender a los fallecidos). Este perfil de enfermedades conforma la clase
SIR y confieren inmunidad a quienes la padecen (por ejemplo, el sarampién o
la varicela).

Otro tipo de enfermedades contagiosas, las de tipo SIS, no confieren in-
munidad. Tras padecerla los individuos de la clase I vuelven a engrosar el sector
S de los susceptibles y podrian ser objeto de futuras infecciones (la gripe comiin
es un ejemplo).

Los modelos que vamos a describir conciernen a poblaciones cuya dinami-
ca global no es alterada por la epidemia. En particular, el nimero total N de
elementos permanece constante durante el proceso'. Esto significa que la es-
cala de tiempos de la enfermedad —el tiempo de ‘recuperacion’ del infectado—
es considerablemente menor que el tiempo caracteristico de crecimiento de la
poblacion.

Una conclusion que se desprende del andlisis de todos los modelos es que
el brote de la epidemia requiere que un parametro caracteristico R supere la
unidad. Por debajo de ese valor critico aquélla no es viable.

! Pandemias como la ‘peste negra’ del siglo XIV o la ‘gripe espaifiola’ de 1918 no pertenecerian a este
grupo.
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2.1. El modelo SIR

Un esquema de las enfermedades de tipo STR es como sigue:
S 215 R,

donde A es la tasa de infeccion y p la tasa de recuperacion. El término A, deno-
minado la “fuerza de la infeccién” (la tasa de contagio), entra en las ecuaciones
en la forma: g

5 =
y deberia tener en cuenta el nimero de encuentros con personas infecciosas. Una
primera aproximacién para \ es:

_)\7

A=al.

En este caso S’ = —aS1 y el producto da cuenta del nimero de encuentros. Una
expresion mas comprometida para A es:

I
)\—CGN,

donde ¢ es el nimero promedio de interacciones entre individuos (por unidad
de tiempo e individuo)?, # es la probabilidad de contraer la enfermedad tras un
contacto con un enfermo. Asi 9% (probabilidad de encontrar un susceptible y
contagiarlo) mide los nuevos enfermos tras un contacto con un infeccioso. Si en
el intervalo [t,t 4 dt] hay ¢l dt interacciones totales con I individuos resulta una
cantidad:

S

—dS =clf0— dt
S=c N

de enfermos nuevos en dicho intervalo.
Las ecuaciones para I y R son:

I' =aSI — pI, R = pl.

La primera afirma que todos los susceptibles infectados pasan automaticamente
a la clase I mientras los infectados la abandonan tras un tiempo de recuperacién
%, pasando a la clase R de acuerdo con la segunda ecuacion.
El problema de valor inicial que describe el comportamiento de la epidemia
es:
S = —aS1, S(0) = S,
I'=aSI — pl, 1(0) = Iy,

2 Aqui se adopta una visién ‘molecular’ de la poblacién.
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donde se observa que S(t)+ I(t)+ R(t) = N = constante. El estudio del sistema
se reduce al de las dos primeras ecuaciones. Con eso y con todo, éste no es
integrable elementalmente.

Se habla de debut (‘outbreak’) de la epidemia cuando:

I'(0) = I(0)(aS(0) — p) >0 = S(0) > g. (2.1)

En ese caso I(t) crece inicialmente hasta que S(t), que siempre es decreciente,
decae al valor S = 2. A partir de ese instante I(t) decrece y lim;_, I(t) = 0.
A su vez S(t) decae hasta un valor S, cuando t — oo, valor que resuelve la

ecuacion:
g(N —Sx) +1n (S;'O> =0.
p So
Si por contra S(0) < p/a, el nimero de infecciosos decae desde el momento
inicial hasta tender a cero en el infinito. Pueden verse los detalles en [9].
Revisando la condicién (2.1) se deduce que hace falta una fraccién umbral
% de susceptibles:

S(] 1% S(] aN
—>— & Ry—=>1 Ry = — 2.2
N ~ aN N P (22)
para que se inicie la epidemia. Obviamente, una condiciéon necesaria es que:
Ro > 1,

siendo Ry el nimero de reproduccion bésico. Para interpretar Ry, que es una
cantidad adimensional, valoramos el efecto de un contagioso Ip = 1 en la pobla-
cion total N. Como Sop = N — 1:

~5'(0) = a(N — 1) = aN,

si N > 1. Asi, inicialmente un contagiado produce a/N contagios nuevos por
unidad de tiempo. Teniendo en cuenta que el tiempo de duracién de la enferme-
dad es 1/p, un sélo enfermo da lugar a Ry = alN/p contagios secundarios que es
el significado estandar que se atribuye a R,.

Observacion 2.1. Una ‘campana de vacunacion’ consiste en trasvasar V' suscep-
tibles (los vacunados) a la clase R de forma que:

So—-V 1
< = .
N Ro
De esta forma se controla la epidemia. Lo que es mds importante: se alcanza
el objetivo sin necesidad de vacunar a toda la poblaciéon. En la misma linea de
razonamiento, R. Ross demostré matematicamente en 1911 que para controlar
la malaria bastaba con mantener la poblacién del mosquito anopheles (el ‘vector’

de la enfermedad) por debajo de una cantidad umbral ([2]). En esto radica el
valor cualitativo de los modelos.




26 2 Epidemiologia

El modelo analizado es todavia compatible con un crecimiento Malthusiano
(1.2):
N’ = aN, (2.3)

de la poblacién total N, donde o = v — p1 y ju representa la mortalidad natural
de la misma. Una posibilidad es:

S"=vN —aSI — uS
I'=aSI —pl — pl
R = pl — uR.

En este caso se observa que no hay nacimientos en las clases I, R, es decir ni
la enfermedad ni la inmunidad se trasmiten a la descendencia. La totalidad de
nuevos individuos es susceptible. Por otro lado, si a # 0 la poblacion total
N esta sometida a un comportamiento drastico que arrastra al de la epidemia
(extinguirse si a < 0, expandirse exponencialmente si o > 0). Luego es natural
suponer que N estd en equilibrio y por tanto que v = u. En este supuesto las
ecuaciones a estudiar son:

S = pu(N —98)—aSI
I'=aSI—(p+u)l S+ 1+ R = N = constante. (2.4)
R = pl — uR,

Como R se deduce de I por integracion bastan las dos primeras ecuaciones para
describir el comportamiento del sistema. Viene éste dictado por las soluciones
de equilibrio y el pardametro:

alN
P+
Si Ry < 1 el tinico equilibrio no negativo es (S*, I*) = (N, 0). Es un nodo estable
y toda solucién no negativa satisface:

Ro =

lim (S(), 1(1)) = (N,0).
t—00
Esto significa que la epidemia se extingue a largo plazo.
Para Ry > 1 ademds de (N,0) existe otro punto de equilibrio dado por
¥ = N/Ry, I} = pa=*(Ro — 1). Ahora (NV,0) es inestable (un punto de silla)
mientras que (S}, I) constituye un nodo estable. Mds atin, todas las soluciones
positivas cumplen:

lim (S(t)7l(t>> = ( T7IT)

t—o00

Asi, la epidemia se estabiliza en un cuadro permanente de casos 7.
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2.2. El modelo SIS

Como se ha visto, las enfermedades SIR acaban colapsando cuando la fracc-
cién Sy/N de susceptibles baja de la cantidad umbral Ry* = p/aN. Por contra,
en las de tipo SIS los enfermos vuelven a ser susceptibles tras pasar la infeccién.
El esquema es:

ST
y no hay clase R de elementos inmunizados. Bajo la premisa de que la poblacién
total N permanece constante las ecuaciones son:

{s — —aST + pI 25)

I'=aSI — pl,
donde como se ve (S + I)’ = 0. La dindmica de infectados sigue la ecuacion:
I'=a(N - 1I)I — pl.

Usando las variables adimensionales u = I /N, 7 = pt, para el nimero de infec-
tados y el tiempo (donde el valor caracteristico 1/p es la unidad) la ecuacién

toma la forma:
d —1 N
—UZR()U(RO —u), R():a—
Ro P

Esta es la ecuacion logistica, bien conocida en dindmica de poblaciones, cuya
dinamica es elemental. Si Ry < 1 todas las soluciones no negativas se anulan
asintoticamente. Por contra si Ry > 1 la poblaciéon mantiene una configuracion
estable de infectados dada por:

*

Ro—1
Ro

La enfermedad adopta entonces un perfil endémico (permanente) en la pobla-
cion. Merece la pena resaltar un aspecto que nos encontraremos mas adelante
(véanse las Observaciones 2.12 y 2.13). A saber: que la epidemia se consolida de
forma permanente (u* > 0) si o bien el nimero total N o bien la intensidad de
contactos a son altos.

Por otro lado, el modelo SIS es compatible con una dinamica Malthusiana
(2.3) de la poblacién total en supuestos similares a los de la seccién anterior. Asi
las ecuaciones:

(2.6)

S"=vN —aSI+ pl — uS
I'=aSI — pl — pul,

describen cémo se comporta la epidemia cuando la enfermedad no se transmite
a la descendencia. Si, como en el caso anterior, se admite que N tiene un perfil
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estable, es decir que se mantiene constante y por consiguiente u = v, la forma
de las ecuaciones es:

S'=—aSI+ (p+p)l

I'=aSI— (p+p)l.

Son exactamente (2.5) donde ahora el grupo p + p reemplaza al antiguo p y
Ry = alN/u+ p hace las veces de Ry.

2.3. El modelo SIR para poblaciones estructuradas por
edades

El marco donde vamos a estudiar ahora la propagacion de enfermedades
es el de una poblacién estructurada por edades u(a,t). Tanto la intensidad del
contagio A como la tasa de recuperacién p van a depender de la edad. Como
hipétesis de trabajo se supone que dicha poblaciéon esta en régimen Malthusiano
estable, es decir que a* = 0 (Seccién 1.6). Con més precisién que permanece en
estado de equilibrio y por ello:

u(a,t) = u*(a), vt > 0, (2.7)

donde u*(a) resuelve el problema (1.36) con g(a) = 0. Al ser o* = 0 y cum-
plirse la condicién de compatibilidad (1.37), existe una infinidad de soluciones
estacionarias que se representan en la forma:

u*(a) = coll(a), co € RY. (2.8)

El factor ¢y es proporcional a la poblacién total N a través de la relacién:

at at
N :/ u*(a) da = co/ 11'a) da.
0 0

A los efectos de formular el primero de nuestros modelos, la poblacién se frag-
menta en las clases S, I, R referidas en la Seccién 2.1, cuyas densidades nom-
bramos s, ¢ y r. Por tanto:

u(a,t) = s(a,t) +i(a,t) + r(a,t). (2.9)

La tasa de recuperacién vendrd representada por una funcién no negativa p(a).
Sin embargo, la tasa de contagio A debe reflejar tanto el nimero de encuen-
tros (el término SI en las Secciones 2.1 y 2.2) como la influencia de la edad
en la propagacion de la enfermedad. Por ejemplo, enfermedades del perfil del
sarampion o las paperas sélo se transmiten entre los primeros tramos de edad y
muy raramente de jovenes a adultos. Las de transmisiéon sexual son sin embargo
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propias de individuos maduros. La forma que adoptamos para A\ es como sigue

[6]:
A= kl(a)/o ko (a)i(a,t) da, (2.10)

donde el nicleo ki(a)ks(cr) —la tasa de contactos infecciosos— mide cémo se pro-
paga el contagio a la clase a como fruto del contacto con individuos infectados
en las diversas clases de edad « (infectividad ‘inter cohortes’).

Consideramos asimismo el trasvase de la enfermedad de padres a hijos
(transmisién vertical). Como valoracién principal observamos que hijos infeccio-
sos o inmunes sélo pueden proceder de padres de las clases I y R respectiva-
mente. Sin embargo las tres clases pueden dar lugar a descendencia susceptible.
Se propone por tanto la siguiente expresién para las tasas de natalidad:

i0,0) = Jy” awla)i da, (2.11)
Ji" aola)r da,

<
—~
=
~
~—
I

donde los factores ¢; € [0,1] son las fracciones de nacidos en las clases I y R
procedentes de padres en dichas clases.
Las ecuaciones en derivadas parciales que deben satisfacer las densidades

SOon:
St + So + pla)s = —As,

it +ia + pu(a)i = As — p(a)i, (2.12)
re 4 1o + pla)r = pla)i.

Deben ser complementadas con las condiciones iniciales:
s(a,0) = so(a), i(a,0)=1ip(a), r(a,0)=0, (2.13)
donde sq e i son funciones no negativas que cumplen la condicién:

so(a) +ig(a) = u*(a).

A los efectos de la continuidad de las posibles soluciones deben satisfacerse las
condiciones de compatibilidad:

{ 0(0) fo vso + (1 — q1)vig) da, (2.14)

ip(0) = fo q1Vig da.
El modelo SIR para poblaciones estructuradas por edades consiste en resolver

las ecuaciones (2.12) sometidas a las condiciones de contorno (2.11) y condicio-
nes iniciales (2.13). Se trata de un problema de dificultad considerable por dos
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razones. La primera es su caracter no lineal debido a la presencia del grupo As
en las ecuaciones. La segunda, que este mismo término hace que el problema
sea de tipo no local. De hecho, las propias condiciones de contorno que hemos
venido tratando son de esta naturaleza.

Debido a la relacién (2.9) y a la forma de las ecuaciones las variables s e
¢ pueden desacoplarse de r. Un caso especial del modelo SIR ocurre cuando no
hay transmisién vertical en la clase R, es decir ¢ = 0. En ese caso r(0,¢) =0y
las condiciones de contorno son:

at * .
$(0.0) = J;" via)(u'(a) - quia.1)) da, 215
i(0,t) = [" qiv(a)i(a,t) da.
Obsérvese que la primera de las ecuaciones equivale en realidad a:
s(0,t) +4(0,t) = u*(0), (2.16)

por lo que las dos ecuaciones (2.15) pueden substituirse por la segunda. Asi,
todo el problema puede expresarse en la forma:

{st + 8, + pu(a)s = —As, {i((), t) = anT qv(a)i(a,t) da,
iy +iq + p(a)i = As — p(a)i, i(a,0) =ip(a),

en donde s(a,0) = u*(a) —ig(a) y s(0,t) = u*(0) — i(0,1).

2.4. El modelo SIS para poblaciones estructuradas por
edades

Se introduce en forma similar. Designamos por s e ¢ las densidades de
susceptibles e infecciosos mientras la poblacion total permanece en estado esta-
cionario. De esta forma,

s(a,t) +i(a,t) = u*(a), vt > 0, (2.17)

siendo u*(a) una solucién estacionaria de (1.6) y a* = 0. Las tasas de recupe-
racién p(a) y de infeccién A, que tiene la forma (2.10), estan constituidas por
funciones p, ky y ky en C[0,a']".

Las densidades s, 7 satisfacen las ecuaciones:

{st + 5o+ pla)s = —As + p(a)i, (2.18)

it + i + p(a)i = As — p(a)i.

Suponemos asimismo que una fracciéon g € [0,1] de la descendencia de
padres en la clase I posee la enfermedad. Mas precisamente que:
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i(0,t) = /Oa qv(a)i(a,t) da. (2.19)

Al admitir (2.17) la tasa de natalidad de la clase S viene dada por:

5(0,1) = ' (0) — g /0 " Wa)i(a,) da. (2.20)

Por otro lado, las condiciones iniciales s(a,0) = so(a), i(a,0) = ig(a) deben
cumplir
so(a) + ip(a) = u*(a), 0<a<a, (2.21)

y a los efectos de continuidad de la solucion, también la condicién de compati-
bilidad: .
i0(0) :/ quiy da. (2.22)
0

De esta forma todo el modelo SIS se reduce a estudiar:
it + i+ pi = ANu*(a) — 1) — pi,
i(0,t) = [ qu(a)i(a,t) da, (2.23)
i(a,0) =ig(a),

en donde 0 < ip(a) < u*(a) y la tasa de infeccién A viene expresada por (2.10).
Al estudio de este problema dedicamos las proximas secciones.

2.5. Existencia y unicidad para el modelo SIS

Al tratar con el problema (2.23) resulta conveniente introducir la nueva
funcién incognita v:
i(a,t)
u*(a)
Ello nos lleva a una versién sustancialmente simplificada de dicho problema, a
saber:

v(a,t) = (2.24)

v+ v, = A1 —v) — pv, O<a<al, t>0,
0(0,6) = [ gu(@)T(a)v(a,t) da, >0, (2.25)
v(a,0) = vo(a), a €0,af],

en donde vy € C[0, a'] cumple:
0 <wp(a) <1, (2.26)

junto con la condicién de compatibilidad,
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vo(0) = q/oa v(a)Il(a)ve(a) da.

Obsérvese que la constante de normalizacion ¢y en (2.8) se cancelé en ambos
miembros.
La tasa de infeccién A tiene la forma:

A =ki(a) /Oa ko (s)u*(s)v(s,t) ds.

En virtud del cambio (2.24) y la restriccion 0 < i(a,t) < u*(a) nos limitaremos
a estudiar las soluciones v que cumplen la restriccién:

0<wv(a,t) <1

Antes de abordar la existencia de soluciones hemos de preparar la ecuacion
en (2.25). Para ello introducimos un término extra que dota al segundo miembro
de propiedades adecuadas de monotonia:

v+ v, +cv=A1 —v)+ (c— p), (2.27)

donde ¢ > 0 es una constante que elegiremos adecuadamente.

Vamos a buscar las soluciones de (2.25) en el espacio X = C(Q) N L>(Q)
que metrizamos con la norma ||-|| . Observaremos el segundo miembro de (2.27)
como el operador (no lineal) G : X — X definido por:

G(v) = A@w)(1 =) + (¢ = p)v.

Como elemento de X, G(v) es la funcién de (a,t) € Q:

G(v)(a,t) = ki(a) /Oa ka(s)u”(s)o(s, t) ds (1 —v(a)) + (¢ = p(a))v(a),

donde se destaca que la integral actiia sobre la funcién v(-,t). Se observa asi-
mismo que G tiene pleno sentido actuando sobre funciones v € C[0, a'] que sélo
dependen de a.

Se tiene el siguiente resultado de representacién. Empleamos en el enun-
ciado el operador solucién S introducido en la Seccion 1.7.

Teorema 2.2. Supongamos que las funciones v, i, p, vo, kj, 7 = 1,2 son funcio-
nes en C10, aT]Jr mientras v que cumple v,v; € X es una solucion del problema
(2.23). Entonces v se puede representar en la forma:

v = 8(vo, G), donde G(a,t) = G(v)(a,t). (2.28)

Mds precisamente:
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ol B ant e C () a— ot — o) do e*C(a/\t) Uo(a — t) a>t
donde,
B(t) = (e ““K,) * B(t) + H (v, v)(t), K,(a) = qu(a)(a), (2.30)
stendo

H(v,vo)(t) = /too e K, (a)vo(a —t) da

+ /Ot /:O e K ()G(v)(a — 0t — o) da do. (2.31)

Demostracion. Consecuencia directa del Teorema 1.23. Nétese que en el proble-
ma (2.25) se usa la versién equivalente (2.27) de la ecuacion. O

Observacion 2.3. Empleando el nicleo resolvente R, de la ecuacién (2.30) (Teo-
rema 1.7) podemos expresar B en términos de v en la forma:

B(t) = Ry * H(v,v9)(t) + H(v,v0)(t). (2.32)

Representaremos el primer miembro como el operador B(v,v)(t) cuando sea
preciso resaltar esta dependencia. Usando esta notacion en (2.29) se refleja mas
claramente el cardcter de ecuacién de punto fijo de (2.25):

vo(a —t) a>t
B(v,vo)(t — a) t>a.
(2.33)

ant
U(a, t) = / efwg(v) (a —o,t — 0’) do + e*C(a/\t) {
0

Por su mayor flexibilidad a los efectos de las demostraciones trabajaremos
en el resto de la seccién con soluciones generalizadas de (2.25). De acuerdo con la
Definicién 2.25, las soluciones generalizadas son funciones v € X que satisfacen
la ecuacién de punto fijo (2.33). Esto significa que el grupo v; + v, se interpreta
como la derivada direccional (1.34).

Teorema 2.4. Bajo las hipdtesis del Teorema 2.2 el problema (2.25) admite una
unica solucion v € X en el intervalo 0 < v < 1.

Lema 2.5. Supongamos que ¢ cumple:

at
ol + Il / oy da < c. (2.34)
0

Entonces el operador G : X — X satisface las siguientes propiedades.
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i) Es creciente en el intervalo [0,1]x :={v e X : 0 <wv < 1}.

i1) Es Lipschitziano sobre conjuntos acotados A C X.

iii) Como operador G : C[0,a'] — C[0,a’] también es Lipschitziano sobre con-
juntos acotados de C0,al].

Demostracion. Suponemos que 0 < u; < ug < 1y se tiene:

af al
G(uy) < k‘l/ kouus da (1 —up) + (c—plug < (c—p— k‘l/ kou*us da)uy
0 0

af af af
+ k4 / kou*ug da < (c—p—kjl/ kou*u2 da)uz—i—kl/ kou*ug da = G(ug).
0 0 0

Para las afirmaciones restantes basta tener en cuenta que A es lineal en u y
que el producto de funcionales Lipschitzianos es Lipschitziano sobre conjuntos
acotados. O

Lema 2.6. El operador B : X x C[0,a'] — C(RT) satisface:
Z)B [Oa l]X X [07 1]0[0,(“] — [07 1]0(]1&7-*-)
i) B(v,vy) es creciente separadamente en v € [0,1]x y v € C[0,al].

Demostracion. El crecimiento respecto de vy se sigue de la identidad (2.32), de
la positividad de K, y de la expresién de (2.31). Anédlogamente, el crecimiento
en v se deduce de estas observaciones y del crecimiento de G con respecto de v
(Lema 2.5).

Con respecto a i) es inmediato que B(v,v9) > 0si v > 0y vy > 0. Com-
probamos que B = B(v,vg) < 1. Recordamos que B = lim B,, donde

Bn+1 = e_caKq * Bn + /}L[(?J7 ’Uo), BO =0.
Probamos i) por induccién: B,, € [0, 1]x implica B,;; € [0, 1]x. En efecto, como

g(l) < &)

t 00
B, < / e “Ky(a) da+ e_d/ K,(a) da
0

t
t 00
—i—/ ce_c"/ K,(a) dado < q<1.
0 o
O

Demostracion (Del Teorema 2.4 ). Para probar la existencia de solucién busca-
mos v € X que satisfaga:

v =38(vo, G(v)) = T(v),
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donde vy € C[0, aT]+ es una funcién fijada que cumple 0 < vp(a) < 1. Construi-
mos por recurrencia la sucesién v(™:

o) = T (v™), v = 0.

En otros términos, v = vt es la solucién de:

vy + Vg +cv = A1 —0™) + (¢ — p)o™, O<a<al, t>0,
v(0,t) = anT qu(a)Il(a)v(a,t) da, t >0,
v(a,0) = vy(a), a € [0,al].

La sucesién v(™ satisface:
0 <v™(a,t) <1.

En efecto, por induccién, si v(™ < 1 entonces B(v™, 1) < 1, luego:
aNt
v (q,t) < / ce™® do 4 e ) = 1,
0

Asimismo v(™ es creciente pues como T es creciente en v entonces:
J0D < ) S T (DY = ) < () = )
y evidentemente v(© = 0 < v, Por tanto existe el limite puntual:
v(a,t) = limv™(a,t) < 1, Y(a,t) € Q.

El teorema de la convergencia monétona y la estimacién 7 (v™) < T(1) < 1,
nos permiten intercambiar el limite con las integral que define T y:

v = lim o™ = lim T (v™) = T (v).

Es decir v € X y constituye un punto fijo de T .
Afrontamos a continuacion la unicidad. Sean v y © dos posibles soluciones
de (2.25). La diferencia v — v satisface:

v—0="T(v)—T(0),

identidad que equivale a:
aNt
v(a,t) — o(a,t) —/ e “(G(v)—G(0))(a—o,t—0)do
0

+ e—c(a/\t) 0 a=>t
(B(v,v9) — B(0,v0)(t — a) t>a.
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Recordamos ahora que (Lema 2.5):

||g(1))(, t) - g(ﬁ)(’ t)”oo,[o,aﬂ < LHU(-,t) - 6('7 t)||oo7[0,a1”] = Lz(t)
Asi:

a/t
lv(a,t) —o(a,t)| < L/ e “z(t—o)do
0

+ xo+ (a, 1) e | B(v, vy) (t — a) — B(T,v)(t — a)|, (2.35)
donde xg+ es la funcién caracteristica de @Q*. Observamos ahora que:
B(v,v9) — B(0,v9) = (e”“Ky) * (B(v,v9) — B(0,v0))(t) + H(v,v0) — H(D,vp).
De ahi:

|B(v,v) — B(0,v0)|(t) < q1/+/0 |B(v,v9) — B(v,v9)|(0) do

t 00
+L/ e_w/ K,(a)z(t — o) da do.
0 o
Ahora:

/Ot e /:O K, (a)z(t — o) da do < /Otz(t —0) /:T K,(a) da do

t t
gq/ 2(t — o) dag/ z(o) do,
0 0
luego:
t t
1B(v,v0) — B, w0)|(8) < gt / IB(v, v0) — B(@, v)|(e) dor+ L / (o) do.
0 0
Del Lema de Gronwall (ver Anexo) se deduce que:
t
Blo. ) = B@wl(®) < 2 [ 2(0) dor
0

Se sigue entonces de (2.35) que:
alt N t—a
lv(a,t) —o(a,t)| < L/ e “z(t — o) do + Lyg+e? (t_“)/ z(0) do
0 0

t t ¢
< L/ 2(t — o) do + Leq”+t/ z(o) do < 2Leql’+t/ z(o) do.
0 0 0

Tomando supremos para a € [0,af] en el primer miembro de la primera des-
igualdad:

t
2(t) < 2Leq”+t/ 2(0) do.
0

Por tanto (Lema de Gronwall) z = 0. 0
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Corolario 2.7 (Principio de Comparacion). Sean v,0 soluciones de (2.25)
correspondientes a datos vo, 0y € [0, 1]x. Entonces:

Vo < Ug = v <.

Corolario 2.8 (Propiedad de semigrupo). Denotemos la solucion de (2.25)
como v(t,vy) y sean s,t > 0. Entonces:

v(t + s,v9) = v(t, v(s,vp)).

2.6. Soluciones estacionarias

En el escenario simplificado (2.5) y (2.6) de enfermedades SIS la infeccién
se extingue si Ry < 1 mientras se estabiliza en torno a un valor positivo I*
cuando Ry > 1.

Estudiamos ahora como se manifiesta este fenémeno en el modelo mas
complejo (2.23). Partimos de la versién normalizada (2.25) para analizar las
soluciones estacionarias:

{va = A(1 —v) — pv, 0<a<al, (2.36)

(0) = [ K, (a)v(a) da,

que buscamos en el rango 0 < v < 1. Como ocurre en los problemas de au-
tovalores, v = 0 (el régimen “libre” de enfermedad) es una solucién trivial del
problema no importa como sea A. Luego se trata de encontrar soluciones no
triviales.

En nuestro estudio consideramos primeramente la ecuacién auxiliar:

Ve = Ak1(a)(1 —v) — p(a)v, 0<a<ad, (2.37)

donde vy = v(0) y A son pardmetros. Asi, una solucién v = v(a, vy, A) de la
(2.37) define una solucién de (2.36) si y sélo si se cumplen las ecuaciones:

{ A= foaTTkg(a)U*(a)U(%UOa)‘) da, (2.38)
Vo = foa Ky(a)v(a, vo, A) da.

La existencia consiste en la discusién de un sistema de dos ecuaciones en las
incégnitas (v, A). En efecto, la solucién general de (2.37) es:

v=R(a)e™ o kg + A / %e‘”«f Mk (s) ds =: R(a)e o Flug + Ap(a, A),
0 S

donde R(a) = e~ Jo ». Las ecuaciones (2.38) se transforman en:
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A=EMNw +AE(\), v = L(\)uo + ALo(N), (2.39)

al

E(\) = /a k?g(@)lﬁ((l)R(G)Q_)\an k1 da, Eo(N) :/ ko(a)u*(a)p(a, N) da,

0

0
al at
L) = / K (a)R(a)e oM da,  Lo(A) = / K,(a)p(a, \) da.
0 0
Lema 2.9. Supongamos que q > 0. Entonces la funcion L(\) > 0 mientras:
ALo(N) < 1— L(N),
para todo A > 0.

Demostracion. En efecto:

at
L(A)</ Ky(a)e ok da,  Ap<1—eMol o
0

QT aT
ALo(\) + L(\) < / K (a)(1 — e ik +/ K (a)e ik = g < 1.
0 0
O

Observacion 2.10.

a) Si ¢ = 0 no hay transmisién vertical y L = Ly = 0. De la segunda ecuacién de
(2.39) resulta vy = 0. La solucién estacionaria es v*(a) = A*¢(a, \*) siempre que
A* cumplan Eg(A\) = 1 (Teorema 2.11).

b) Siq # 0, Lo(A) = 0 VYA > 0sive(-,\) = 0. Esto s6lo puede ocurrir si los datos
vy ky son triviales: 3¢ > 0 tal que sop v C [0,¢] y sop k1 C [c,a’]. De nuevo
vo = 0 y la solucién estacionaria es v*(a) = A*¢(a, \*) donde Ey(A*) = 1.

c) Si estamos en alguno de los casos a) 6 b) se deduce del Lema 2.9 que 0 <
v*(a) < 1. En caso contrario 0 < vy < 1y de dicha desigualdad también tenemos
que 0 < v*(a) < 1.

Teorema 2.11.
a) Siq >0 y los datos son no triviales una condicion necesaria y suficiente para
que (2.25) admita una solucion estacionaria no trivial v*(a) es:

E(0)Lo(0)

Tz > 1 (2.40)

b)Si g =0 6 q # 0 pero los datos son triviales, (2.25) admite una solucion
estacionaria no trivial v*(a) si y solo si:

Eo(0) > 1. (2.41)

Dicha solucidon es unica en ambos casos.
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Demostracion. Si q # 0 despejando vy en la segunda ecuacién de (2.39) y subs-
tituyendo en la primera obtenemos:

E(N)Lo(N)

ToIpy AW =1 (2.42)

Notamos ahora que las funciones F, Ey, L y Ly son decrecientes y tienen limite
cero en el infinito. Por consiguiente la ecuaciéon admite una tnica solucién si y
sélo si se cumple (2.42). El caso b) se razona de la misma manera. O

Observacion 2.12. El modelo SIS definido por (2.23) se sustenta sobre la premisa
de que la poblacién se encuentra en estado estacionario:

11(a)

anT II(s) ds

u*(a) = N

donde el parametro N representa la poblacién total. El primer miembro de (2.42)
es miultiplo de N y por tanto equivale a la condicién umbral:

N > N*. (2.43)

Cuando los otros datos se mantienen fijados, tendremos un régimen endémico
de nuestra poblacién, es decir una configuraciéon estacionaria de infecciosos:

i*(a) = u*(a)v*(a),
siempre que la poblacion total N sea superior a una cantidad critica N*.

Observacion 2.13. Si la funcion ky que mide la intensidad del contagio inter co-
hortes, crece proporcionalmente a un parametro kq(a) = 9%(@), 6 > 0, entonces
(2.42) equivale a 6 > #*. Luego una gran interaccién entre los diferentes tra-
mos de edad genera un perfil estacionario v*(a). Una condicién similar puede
formularse para el factor kj(a) de infeccién de individuos con edad a.

La condicién (2.40) se puede expresar como:
Ro = E(0)Lo(0) + L(0) + Ey(0)(1 — L(0)) > 1. (2.44)

La existencia de equilibrios no triviales del problema (2.25) tiene entonces lugar
sélo si Ry > 1.

2.7. Comportamiento asintético

El siguiente resultado afirma que el modelo SIS estructurado por edades
exhibe la misma respuesta asintética que su contrapartida homogénea (2.5).
Antes de enunciarlo sefialamos que cuando los datos vy, v v ko satisfacen:
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qu(a + t)vg(a) = ka(a + t)ve(a) = 0, Vo<a<al, t>0, (2.45)

entonces la solucién v(a,t) de (2.25) se anula en Q*. Las condiciones (2.45)
equivalen a que los soportes de v y ko se sitian en ¢t < ¢ mientras que el de
vp estd en t > 0. Significan que el contingente inicial vy de la poblacion carece
de las capacidades de reproducirse y contagiar. Por eso la epidemia se extingue
para t > al ([6]).

El valor de R que figura en el enunciado designa el niimero de reproduccién
introducido en (2.44) mientras se admite que vy, 'y ky no cumplen (2.45).

Teorema 2.14. Bajo las condiciones de la Seccion 2.5, sea v(t,vy) la solucidn
del problema (2.25) correspondiente al dato vy € C[0,a']\ {0}, 0 < vy < 1.
a) Si Ry < 1 entonces:

lim v(t,v9) = 0,
t—00

uniformemente en [0, a'].
b) Si por contra Ry > 1 entonces:

lim v(t,v9) = v*(a),
t—»00

uniformemente en [0,al], siendo v*(a) la vnica solucién estacionaria no trivial
de dicho problema.

Observacion 2.15. La demostracion se omite por razones de espacio.
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A.1. Lema de Gronwall

Lema A.1. Sean z,h € C[a,b], h > 0, tales que:

¢
2(t) < 2o +/ h(s)z(s) ds, t € |a,b].
Entonces: )
2(t) < zpeda, t € [a,bl.

La conclusion también es cierta si reemplazamos zy por una funcion C' y cre-
ciente o(t).

A.2. Transformada de Laplace

Proposiciéon A.2. Sea f una funcidn medible en RT y supongamos que existe
c € R tal que:
e “f e L'(RY), (A.1)

entonces:

e *f e LYR"), VzeC Rz > c.
Observacion A.3. La hipétesis (A.1) implica que f € L*(0,b) para todo b > 0.

Definiciéon A.4. Si f estd en las condiciones de la proposicion y cumple (A.1)
se dice que es L transformable. La funcion:

F(z) = /000 e f du,

se llama la transformada de Laplace de f. Estd definida en H, = {Rz > w}

donde w (= la abscisa de convergencia de f) es el infimo de los ¢ tales que se
satisface (A.1).
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Se usan también las notaciones:

Teorema A.5. La funcion F' es holomorfa en H, y
FM () = (—1)”/ e * f dx, Vz € H,.
0
Dadas f,g € L*(R") su producto de convolucién se define como:

Feaa) = [ s =gty it = [ st 1) .

Se comprueba que la definicién tiene sentido y que f * g € L(R™).

Teorema A.6. Sean f,g funciones L transformables. Entonces:

L(f*g)(z) = L()(2)L(g)(2).
Describimos el comportamiento asintético de la transformada de Laplace.

Proposiciéon A.7. Sea f una funcion L transformable y ¢ > w. Entonces:

lim F(z)=0.

z—00,Rz>c

Algunas propiedades de la transformada de Laplace se deducen de la trans-
formada de Fourier que ahora introducimos.

A.2.1. Transformada de Fourier en L!

Como extension de la nocién de serie de Fourier, la transformada de Fourier
tiene como objetivo representar en forma integral una funcién definida en todo
R. En el caso de las series de Fourier la funcion a representar sélo lo estd en un
intervalo finito.

Definicién A.8. Si f € L'(R) su transformada de Fourier F(f) se define como:
F(Hw) = fly) = / e f(z) d.
R

Que la definicién es correcta es consecuencia de lo siguiente.

Lema A.9 (Lema de Riemann—Lebesgue). Si f € LY(R), F(f) estd bien
definida. Mds ain F(f) € C(R) y

lim F(f)(y) = 0.

ly|—o0
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Demostracion. La convergencia a cero en el infinito se deduce de que:

F(f)y) = /Rf(x) cos(yx) dx —i—z’/Rf(x) sen(yzx) dr — 0,

cuando |y| — oo en virtud del Lema de Riemann-Lebesgue clasico ([1]) de las
series de Fourier. O

Teorema A.10. Si f,g € L'(R) entonces F(f * g)(y) = f()i(y).

Una cuestién importante es la de la invertibilidad de la transformada de
Fourier de la cual se deduce la correspondiente propiedad para la transformada
de Laplace.

Definicién A.11. Dada g € L'(R) se define:

F o)) = 5= [ e at0) du.

La notacién esta bien justificada porque se tiene lo siguiente.

Teorema A.12 (Inversién en L'). Si f € L'(R) es tal que f € L'(R) enton-
ces:

f=F), (A.2)

donde la igualdad se cumple en casi todo punto.

Observacion A.13.Si f € L'(R) no se tiene necesariamente que f € L'(R). Por

ejemplo:
. seny
f=x-11y = fly)= 27 ¢ L'(R).

La propiedad requiere una cierta dosis de regularidad en f. Por ejemplo:
f=xr@(—lz)) = fly) =2—F5— € L'(R)
Obsérvese que el Teorema A.12 implica que f en (A.2) coincide en casi todo

punto con una funcién continua. Luego ésta no puede ser continua a trozos.

Lema A.14. Sea f € C(R) de clase C' a trozos. Si f' € L*(R) junto con

lim f =0,

ly[—o0

entonces:

F(f)y) = —iyF(f)(y).
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Demostracion. Integrando por partes:

R R
| empw do= el iy [ v e de (A.3)

R R
de donde se deduce la identidad. O

Usando el lema y lo que desarrollamos mas abajo se prueba lo siguiente.

Proposicion A.15. 5i f satisface las condiciones del Lema A.1 y ademds f' €
L*(R) entonces f € L'(R).

Enunciamos ahora una mejora sustancial del Teorema A.12. Remitimos a
[1, Chap. 7] para una prueba.

Teorema A.16. Sean f € L'(R) y o € R. Supongamos que para algin § > 0:

flzo£t) — f(zoE)
t

€ L'(0,9),

en donde se admite la existencia de los limites laterales f(xo£). Entonces:

_ S
f(xo+)—2Ff(l"0 ) :z%ggo%/g e Y f(y) dy.

Observacion A.17.
a) Muchas veces se escribe:

f(zo+) + f(z0—) 1 /OO

= —vV.Dp. e‘”oyf(y) dy.

2 2

o0

Las iniciales se leen “valor principal” y con frecuencia se omiten. Si f € L'(R)
el valor principal coincide con el de la integral.
b) La hipétesis del teorema se cumple si por ejemplo f es derivable en x.

A.2.2. La transformada de Fourier en L2

La transformada de Fourier se define en el espacio L*(R) mediante un
proceso menos transparente pues L*(R) ¢ L'(R). Por ello, dar sentido a F en
L?*(R) necesita aclaraciones.

Obsérvese que si f € L*(R) y para R > 0 denotamos fr = X[-prrf
entonces fr € L*(R) N L'(R) y:

fR_>fa R_>007

en L?(R). Se demuestra el siguiente resultado ([10, Cap. X]).
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Teorema A.18. Dadas f,g € L*(R) entonces las sucesiones de funciones
F(fr), F 1 (gr) convergen en el espacio L*(R) cuando R — oo .

Observacion A.19.
1

a) Como F~'(g)(y) = 5=F(g9)(—y) resulta que la convergencia de F~'(gg) es

consecuencia de la de F(gg).

b) Si f € LY(R) N L*(R) el limite fr — f tiene lugar en L'(R) N L*(R). Esto
implica que f R — f uniformemente en R y Ff = f donde en el primer miembro
la transformada de Fourier se entiende en el sentido de L2. Las dos definiciones
coinciden entonces sobre L'(R) N L*(R).

Los limites referidos en el teorema dan lugar a la transformada de Fourier
en L*(R).

Definicion A.20. Dadas f,g € L*(R) se definen la transformada de Fourier
F(f) = f de f y la transformada de Fourier inversa F~*(g) de g como:

F(f) = lim F(fr),  Flg)= Jim Flgr),  en L*(R).

El Teorema A.18 afirma que:

f(y) = lim ’ eV f(x) dx.

R—o0 _R

donde el limite ha de entenderse en L?(R). Sin embargo y para una amplia clase
de ejemplos el limite es valido en casi todo punto y € R. En ese caso ponemos:

fly) =v.p. / " () da

o0

Las mismas observaciones se aplican a la transformada inversa F 1.

Demostracion (Prueba de la Proposicion A.15). Tenemos:

fzifuveﬂHMzsm

para € > 0 lo que prueba el resultado. O

La transformada de Fourier define, médulo una constante, una isometria
en L*(R).

Teorema A.21 (Identidades de Parseval). Sean f,g € L*(R). Entonces:

[fi=g [1a [1fe=5 112

Teorema A.22 (Inversién en L?). Si f € L*(R) entonces:

F(f) =F H(F(f).
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A.2.3. Inversion de la transformada de Laplace

Sea f medible en RT con abscisa de convergencia w < co. Tomando a > w
se tiene que:

Fla—iy) = F(fa)(y),  falz) = f(z) € L'(R),

y f es la extension por cero de f a R. Del Teorema A.16 se deduce el siguiente.
Admitimos que f estd en las condiciones precedentes mientras se advierte que
las integrales del enunciado se entienden en el sentido del valor principal.

Teorema A.23.
a) Para v < 0 se tiene que:

1
0=— e F(z) dz.
2mi Rz=a

b)Six >0y f cumple en x las hipdtesis del Teorema A.16 entonces:

1 1 -
5{f($+) + f(z—)} —[Rz:ae F(z) d=.

- 27

c) Si existe f(0+) y (f(t) — f(0+))/t € L*(0,6) para cierto § > 0 entonces:

f(()+)=i/%: F(z) dz.

21

Nos proponemos probar ahora el principio de unicidad que bajo la hipdtesis
L(f1) = L(f2) afirma que f; = fo para casi todo punto.

Lema A.24. Sean f medible en RY, con abscisa de convergencia w < oo y
g(x) = [y f. Entonces

g(z) = , Rz > max{w,0}.

Demostracion. Usando el teorema de Fubini se comprueba que:
e g e L'(R), Ve > max{w, 0}.

Usamos ahora que g es derivable para casi todo punto e integracién por partes
para escribir:

x —zt 1 xr
| etate de= =g+~ [ i) ae

siempre que z # 0. Notamos a continuacién que si ¢ > max{w, 0} (como arriba,
es importante la positividad de ¢):
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G_ng(l'):/oxe c(z— s) CSf( )

luego:
le™g(x)| < / e “|f(s)] ds = O(1), T — 00.
0

Por tanto el término integrado en la expresién superior es o(1) cuando = — 0.
Esto lleva a la conclusion. g

Teorema A.25 (Inyectividad de L). Sean f;, i = 1,2, funciones tales que
Fy = F,. Entonces fi = fo para casi todo punto.

Observacion A.26. Debido a la holomorfia, la identidad F}; = F3 sélo tiene que
satisfacerse en principio sobre una parte pequena de C como un segmento de
recta.

Demostracion. Del teorema de inversion aplicado en Rz = ¢ y o suficientemente
grande concluimos que g = ¢go para casi todo punto, donde ¢; = fox fi- Hemos
usado aqui que las funciones g; son absolutamente integrables. De ahi se sigue
el resultado.

Enunciamos ahora un lema auxiliar de utilidad para la Seccién 1.5.

Lema A.27. 57 F' es una funcion compleja con un polo de oren m en z = zy:

donde Fy es holomorfa cerca de zy entonces para x real, e**F tiene un polo del
mismo orden en zg con residuo:

k—l
Res (%7 F) ez, = emZCk(k Dy
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The spread of an infectious disease within a population is the ob-
Jective of epidemiology. In this work, classical SIR (Susceptible,
Infective, Recovered) and SIS models are analyzed under the ap-
proach of populations structured by the age. To this proposal it
is assumed that the pathogen acts on a population growing in a
stable Malthusian regime.

1. Chapter |

population structured by the age is characterized by a density

function u(a, t) which measures the number of individuals with
age 0 < a < af at time ¢. The behavior of such an isolated popu-
lation u(a, t) is governed by the Lotka, McKendrick, Von Foerster
equation,

up + ug + pla)u =0, o<a<adl, t>0, (1)

which is the equivalent of Malthus equation for populations struc-
tured by the age. It is complemented with the boundary and initial
conditions,

u(0,t) = /ﬂ v(a)u(a,t) da, Uj—g = Up. (2

0

Mortality rate 1.(a) is supposed to satisfy fU"T u(a) da = 0.

A first result states that the future evolution of the population
is completely determined by the solution u(a,t) to the problem
(1)—(2). Such a solution is expressed in terms of the birth rate
B(t) = u(0,t) which solves the so—called renewal equation,

Bt)=K+B{t)+F(t), K(a)=v(a)l(a),

where T(a) = e~ i #, K is the so—called maternity function and 7
is a suitable integral of u.
The main result of the chapter asserts that,

e y(a, t) = cge® “Ti(a) + O(e™), as t— oo, (3)
where § < o* and z = o* solves the Lotka equation,
at
/ e “K(a) da = 1.
0

Important estimate (3) allows us to discuss the asymptotic behav-
ior of the population. Namely, u(a,t) either extinguishes, blows
up or remains stable as ¢ — oo, if the reproduction number

R = fo“T K(a) da is less, greater or equal than unity.
Our study concludes with the analysis of the ‘migration’ effects by
means of the equation,

ut + uq + pla)u = G(a, t).

We also address the asymptotic behavior of its solutions.

2. Chapter I

ODELS SIR and SIS are first introduced in a no depending
on age population. The coupling between the disease and
the underlying dynamics is analyzed as well as the existence of
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‘threshold’ values characterizing the onset of endemic states of
the epidemics.
In a second step these models are discussed in the framework
of populations structured by the age. In the SIR case, density is
represented as u(a,t) = s(a,t) + i(a, t) + r(a,t), s, i and r being,
respectively, the densities of classes S, I and R. They obey the
equations,

St + Sa + ps = —As,

it + g + pi = \s — pi,

Tt +ra + pr = pi,
where p(a) is the recovery rate while the ‘nonlocal’ term,

A =ki(a) /Oa ko(s)i(s,t) ds,

accounts for the contagion intensity. It measures the cross
encounters between susceptible and infected at different ages.
Transmission of the desease from parents to newborns is incor-
porated in the boundary conditions,

T .
s(0,8) = J§ vis+(L—aq)i+ (1~ a)r) da,
i(0,t) = q1 f[;L‘ vi da, r(0,t) = g [y vrda.

However, in the SIS model there are no recovered individuals
so that only classes S and I are involved. Density u(a,t) =
s(a,t) +i(a, t) where s and i solve,

4)

St + Sq + 15 = —As + pi,
it +iq + pi = As — pi,

together with the boundary conditions,

af

s(0,t) = /ﬂa v(s+(1—q)i), i(0,t) = q/0 vi. (5)

Main features of the chapter concern the SIS model where it is
assumed that the population stays at an equilibrium state v*(a). A
first important result asserts that (4), (5) complemented with initial
data possesses a unique solution (s, ). A second group of results
show the existence of a threshold value R, which discriminates
when the epidemics goes down to extinction, or on the contrary,
evolves to a globally stable ‘endemic’ state.
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