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Resumen - Abstract

Resumen

Esta memoria consta de tres objetivos. El primero es la resolucion
de ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales de dos incognitas.
El sequndo es la demostracion del Teorema de los cuatro cuadrados
de Lagrange, el cual establece que cualquier entero no negativo puede
expresarse como suma de cuatro cuadrados; y en el tercero abordare-
mos la teoria de la factorizacion en irreducibles en los cuaterniones
de Hurwitz.

En primera instancia, presentamos el anillo de Hamilton y ciertas
propiedades con las que construiremos las pruebas de nuestros re-
sultados principales. Posteriormente estudiamos el subanillo de los
enteros de Hurwitz donde mostramos la existencia del algoritmo de
division unilateral. También caracterizamos los elementos irreduci-
bles en el anillo de Hurwitz lo que nos permitird obtener una fac-
torizacion unica salvo unidades migratorias, metaconmutaciones y
recombinaciones.

Palabras clave: Anillo de Hamilton — Ecuacion cuaternionica —
Cuaternion de Hurwitz y cuaternion Lipschitz —Teorema de los cua-
tro cuadrados de Lagrange — Factorizacion unica en irreducibles.
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Resumen - Abstract

Abstract

This essay consists of three objetives. The first one is to solve quater-
nionic equations and linear quaternionic systems with two addends.
The second one is to proof of Lagrange’s Theorem of Four Squares,
which establishes that any non-negative integer can be written as a
sum of four squares. The third objetive covers the theory of the fac-
torization into irreducible of the Hurwitz quaternions.

To do so, we introduce certain properties of the Hamilton ring, with
which we will construct the proofs of our main results. Next, we study
the subring of the Hurwitz integers in which we show the existence
of one-sided division algorithm. We also characterize the irreducible
elements in the Hurwitz ring which will allow us to obtain a uni-
que factorization except for unit-migrations, metacommutations and
recombinations.

Keywords: Hamilton ring — Quaternion ecuation — Hurwitz qua-
ternion and Lipschitz quaternion— Lagrange’s theorem of four squa-
res — Unique factorization into irreducible elements.
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Introduccion

Intuitivamente podemos pensar en el anillo de Hamilton como una exten-
sién de los niimeros complejos agregando 2 nuevas dimensiones. Etimologica-
mente la palabra cuaternién proviene del latin ”quaterni”que se traduce como
nimero de cuatro partes, hoy en dia a los elementos del anillo de Hamilton se
les conoce por cuaterniones. William R. Hamilton buscaba describir el espacio
(tres dimensiones) en 1843 segun explicé a John Craves. Dando un paseo por
el puente de Brougham (Dublin) se dié cuenta que para extender los complejos
del plano al espacio iba a necesitar anadir dos nuevas dimensiones, pues si in-
corporaba una nueva dimension j, tendria que incluir el producto ij = k. Grabo
una inscripcién con esta idea, hoy en dia no se encuentra, pero la Royal Irish
Academy erigié una placa conmemorativa en su lugar.

Sin embargo, debido a la naturaleza no conmutativa de los cuaterniones
resultdé mas practico y sencillo el uso de los vectores para describir el espacio
fisico. Atn asi, los cuaterniones siempre han tenido sus defensores. James Clerk
Maxwell formulé la Teorfa clasica de la radiacién electromagnética en notacién
cuaternionica. También se han aplicado a la Teoria de la relatividad, la Crista-
lografia y la Mecanica cuantica del s. XX al describir el movimiento del spin de
un electrén.

Los cuaterniones resultan muy ttiles en la tecnologia. Concretamente en la
rotacién y orientacion de objetos, se han implantado desde Hollywood hasta la
Nasa. En el cine se utilizan para describir la secuencia de movimientos y giros
que debe realizar una camara al grabar, por ejemplo se han utilizando en las
peliculas de "Toy Story”. Los astronautas monotorizan y controlan las posicio-
nes de sus naves a través de los cuaterniones.

También se han incorporado en la navegacion y en la dinamica de vuelos, las
historias sobre el desarrollo del aviéon de combate F-16 cuentan que en una de la
simulaciones de vuelo al atravesar el ecuador el F-16 reorienté la cabina. Usan-
do programaciéon cuaternionica se di6 solucién a dicho desafio. Recientemente se
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han incluido en la programacién del Satélite Sentinel. En definitiva, para afron-
tar una cuestion de orientaciéon 3D a dia de hoy resulta mas eficaz y eficiente
apostar por métodos basados en cuaterniones.

Hoy en dia los cuaterniones adquieren mucha relevancia en la informéti-
ca por las ventajas computacionales que ofrecen, concretamente en robdtica al
secuenciar los movimientos que debe de realizar el brazo del robot. Ademas, el
desarrollo de los drones esté provocando que los cuaterniones obtengan mas no-
toriedad y se inviertan recursos econémicos en perfeccionar dichas herramientas.
También destacamos que estan presentes en los videojuegos y en los graficos de
computadora. Para conocer desde un punto de vista geométrico el plegamiento
y disposicion de las proteinas se utiliza software programado en notacién cua-
terniénica.

Los cuaterniones estan mas vivos que nunca pese a que ha transcurrido
mas de un siglo desde que Hamilton los formulé formalmente. Podemos encon-
trar estas aplicaciones y muchas més en [4].

Motivados por las numerosas aplicaciones que nos ofrecen los cuaterniones
dedicamos esta memoria a comprender las mateméticas que hay detras de los
mismos.
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Anillo de los cuaterniones de Hamilton

Comenzamos esta seccion recogiendo la definicion de cuaternién y algunas
propiedades que verifican los elementos del anillo de los cuaterniones también
conocido como el anillo de Hamilton. Ademas presentamos las distintas estruc-
turas que se le pueden asociar a dicho anillo.

Definicién 1.1. Consideramos las siguientes matrices de My(C)

10 . (0-1 . (04 [ —=i0 -
1_(01>’ 1_<1 0>7 J_(ZO)’ k—( 02)7 dOTLd@Z—\/ 1.

Diremos que q es un cuaternion o cuaternio si ¢ = agl + a1i + asj + ask, con
a; € R, parai € {0,1,2,3}.

Denotaremos H al conjunto de los cuaterniones de Hamilton. La parte real o
escalar de ¢ = ag + a1i + asj + ask € H es R(q) := ag y la parte vectorial de ¢
%(q) = (lli + (lgj + a3k .

Designamos por Hy al subconjunto de H formado por los cuaterniones con par-
te real nula. Luego, podemos escribir un cuaterniéon g = a+v, a = R(q) y v € Hy.

El conjunto H es un subanillo de las matrices cuadradas de orden 2 con
coeficiente en C, con las operaciones (+, -) definidas en M5(C). Observamos que

i?=j=k*=ijk = —1.

Las igualdades anteriores son conocidas como las reglas de Hamilton. Las mismas
nos llevan a considerar la Tabla 1.1.

Lema 1.2. Sean q = ag+ai+asj+ask, p = bg+b1i+boj+bsk € H. Su producto
es
qp = ((aobo — a1by — agby — asbs) + (apby + a1by + azbs — asbs)i

+(a0b2 + agbo + a3b1 — albg)j + (&ng + agbo + (llbz — (Igbl)k).

Demostracion. Consecuencia inmediata de la Tabla 1.1.
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bol bii baj bsk

ao]_ aobol aobli aobgj aobgk
CL1i alboi —a1b11 a1b2k —a1b3j
azj a2b0j 7a2b1k 7&21)21 agbgi
a3k agbok a3b1j —agbgi —a3b31

Tabla 1.1. Tabla producto.

De la Tabla 1.1 concluimos que el anillo H no es conmutativo ya que ij =
k # —k = ji pero es unitario pues 1 € H. También deducimos que H no tiene
divisores de cero, es decir, no existen ¢, p € H no nulos tales que gp = 0 6 pg = 0.
Comprobémoslo por reduccién al absurdo.
Supongamos que existen ¢ = ag+ a1i+ asj + ask, p = bg+ b1i+ byj+ bsk € H no
nulos tales que gp = 0. Desarrollando el producto con el Lema 1.2 e igualando
componente a componente se sigue que:

aogbyg — a1by — asby — asbs =0
aogby + ar1bg + asbs — asby = 0
agbs + asbg + asby — a1b3 = 0
aogbs + azbg + a1by — asby = 0.

Resolviendo el sistema llegamos a que a; 6 b; es nulo para todo I € {0,...,3},
lo cual es falso por hipotesis.
Ademds observamos que ¢~! = —q con g € {i, j, k}. Para poder calcular el inver-

so para cualquier cuaternién necesitamos introducir el concepto de conjugado.
Definicién 1.3. Liamaremos conjugado de ¢ € H a q = ag—ayi—asj—ask € H.

Por tanto qg = a? + a? + a3 + a? = |q|? donde | - | es la norma euclidea en R*,
para todo ¢ € H, (donde identificamos ¢ con el vector (ag, a1, as, as)).

Lema 1.4. Sea ¢ € H no nulo. Su inverso es ¢~! = #.

Demostracion. Por propiedades de la norma si ¢ # 0 entonces |¢| # 0. Ademas,

q qq q qq
T =7n3=1 ¥V 7pi=15=1 H
> lal? > lal?
Seguidamente recogemos unas propiedades sobre el conjugado, donde las

demostraciones se concluyen de aplicar la Definicién 1.3.

Propiedades 1.1 Sean ¢, g, € H, tenemos que

L. @12 = ¢ q1,
2.1+ G =q+q,
3. Si q1 € R entonces ¢1 = qy.
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n

Proposicién 1.5. Si ge H es raiz de f(&) =Y ag' € R[¢] entonces f(q) = 0.

=0

Demostracién. Por hipétesis f(q) = >, ,awg" = 0. Tomando conjugados en

ambos lados de la igualdad >_," ; a;¢" = 0. Aplicando Propiedades 1.1

0=0=> ag'=) ad=) @7 =) af =f@G. O
1=0 1=0 1=0 1=0

Proposicién 1.6. Todo cuaternion q € H y su conjugado q son raices del poli-
nomio dy(€) = &2 — 2R(q)¢ + |q]* € R[]. Si R(q) # 0 entonces d,(§) divide a
cualquier otro polinomio con coeficientes reales de grado mayor o igual que €l y
que tenga a q como raiz.

Demostracion. Sean q € H y la aplicacion que evalia en ¢ todos los polinomios
R[¢], es decir
v: R — H
(&) — f(@).

Observamos que ¢ es homomorfismo de anillos.
Ademés su nucleo es Kergp = {f(§) € R[{] : f(¢q) = 0} . Veamos que coincide con
el ideal de R[] generado por f(€), que denotaremos por d,(§).

Sea s(§) = g(&)d, (&) € (dq(é’)), evaluando en ¢ obtenemos que s(q) = 0, por lo
tanto s(¢) € Kerp.

Para la otra inclusién, sea f(§) € Kerp. Como R[] es un dominio euclideo
dividimos f(§) entre d,(§) esto es, existen unos unicos s(&),r(§) € R[¢] tales
que f(§) = s()dy(&) + r(€) con 0 < deg(r(§)) < 2 o r(£) = 0. Evaluando
en ¢, 0 = f(q) = s(q)d,(q) + r(q) = r(q). Por la Proposicién 1.5 sabemos que
r(g) = 0. Se sigue que 7(€) = 0 o deg((r(€)) > 2 lo cual es absurdo. Por tanto,
f(&) = s(£)d,(€) es decir f(€) € (dy(€)), como querfamos demostrar.

Hemos probado que (dq(ﬁ )) = Kery. Luego, todo polinomio que tenga a ¢ como
rafz estara en el Kery y en el ideal generado por d (&), por la definicién de ideal
concluimos que serd dividido por d,(§). O

Aunque H no es conmutativo si que podemos relacionar el producto, a
derecha e izquierda, de dos cuaterniones con el siguiente lema.

Lema 1.7. Si ¢,p € H entonces qp = pq — 23(q)S(p) — 2(p, q), donde (-,-)
denota el producto escalar euclideo en R*.

Demostracion. Sean ¢ = agl + a1i + asj + azk, p = bol + byi + byj + b3k € H.
Por el Lema 1.2 tenemos que
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(Iobl + Cllbo + CL2b3 — a3b2 i

ap = (aobo —aiby — axby — Clsbs) ( )
(aobg + ngo + qug — a2b1>k,
( )
( )

+

(aon —+ a2b0 + (lgbl — a1b3>J +

y
pq = (boao — bray — baas — bzag)l +
+(b0a2 + b2a0 + bgal — bl&g)J +

b0a1 + b1a0 + bgag — bgag i
b0a3 + b3a0 + blag — b2a]_ k

Ademas,

S(q)%(p) = —(b1a1+bga2+b3a3)—I—(bgag—bgag)i—l—(—b1a3+bga1)j+(bla2—bgal)k.
Luego, (p, q) = boag + bia; + baag + bsas.

Se sigue que pg = gp — 23(q)I(p) — 2(q, p)- O

1.2. Similitud entre dos cuaterniones

En esta seccion demostraremos una serie de resultados que utilizaremos
frecuentemente en el transcurso de esta memoria.

Definicién 1.8. Diremos que dos cuaterniones qq,qs son similares, y lo deno-
taremos q; ~ qq, si existe p € H no nulo tal que g = puqip™!

Proposicién 1.9. Ser similar es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Todo elemento esta relacionado con el mismo, basta tomar p = 1.
También se cumple la propiedad simétrica pues si ¢; ~ ¢o, entonces existe p € H
no nulo tal que go = pq ! Multiplicando a la izquierda por =1 y a la derecha
por 1 obtenemos que " lgop = qi y se sigue que ¢z ~ qi.

Por ltimo, si ¢ ~ q2 ¥ g2 ~ g3, entonces existen u,w € H no nulos tales que
@ = pqp 'y g3 = wgw™!. Sustituyendo esto es, g3 = w(ugput) y por la
asociatividad del producto g3 = (wu)q (w™u™1); por ende, 1 ~ 3. O

Teorema 1.10. (Caracterizacion de cuaterniones similares)
Dos cuaterniones q, y qa son similares si y solo si tienen la misma norma vy la
misma parte real.

Demostracidn. Sea ¢, = a+v donde a = R(q) y v € Hy. Se tiene |¢;]* = a* + v2.

Por hipdtesis g1 ~ ¢z, 0 sea, q2 = UQLU_l; por ello, ’CI2|2 = ‘/LP’%P’,U |2 ‘%‘2'
Ademds qo = p(a+v)u™' = a+ pop?, de donde deducimos que R(q1) = R(q2).

Para la otra implicacién, suponemos que existen qi, g2 € H tales que |q1| = |¢2]
y R(q1) = R(qz), por tanto, s =a+vy g =a+w con a =RN(q) y v,w € Hy.
Como |a + v| = |a + w| se deduce que |v| = |w|. Veamos que v ~ i|v|.

Sea v = a1i + agj + ask. Tomamos p := (|v| 4+ a1) — asj — ask. Por el Lema 1.2
se tiene que vu = pilv|, luego, v ~ ilv| = ijw| ~ w. Es decir, existe A € H no
nulo tal que v = AwA~!, sumando a en ambos lados de la igualdad tenemos,

a+v=a+ A =a\TT AT = XA F AT = Aa+w)A !

luego, q1 ~ qa. 0
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Como consecuencia inmediata tenemos:

Corolario 1.11. Sea ¢ = a +v € H. Entonces q ~ a £ |v|i. es decir, cualquier
cuaternion es similar a dos numeros complejos.

Observacion 1.12. Por el Teorema 1.10 los cuaterniones similares a i son aquellos
q € H tales que R(q) =0y |g| = 1, es decir son ¢ = aji+asj+aszk € H tales que
a3 + a3 + a2 = 1. Se sigue que las soluciones de la ecuacién d;(§) = €2+ 1 =0
estan en correspondencia con los puntos de S2.

1.3. Estructuras asociadas a los cuaterniones

Con lo visto podemos pensar en los cuaterniones como un anillo no conmu-
tativo unitario donde todo elemento no nulo admite inverso, es decir, H es un
anillo de division. En particular H es grupo aditivo no abeliano. A continuacién
vamos a considerar otras estructuras en H.

1.3.1. Los cuaterniones como espacio vectorial real

Veamos que H es isomorfo a R* como R-espacio vectorial, donde {1, 1, j, k}
es una base. Tenemos que H C Mj(C) y M3(C) es un C-espacio vectorial de
dimensién 4, donde {eq, €9, €3, €4} es una base con:

/10 (01 an /00
“=\oo0) 2" \oo) " \10/) “7\o1)

Por tanto si ¢ € M»(C) tenemos :
g = z161 + 29€9 + 2363+ 233 con z=aq+bieC, [=1,23,4.

. a1+b1i 0 0 CLQ—'—bQi 0 0 0 0
_( 0 0)*(0 0 )+(a3—|—b3i 0>+<0 a4+b4i)

=ae; + by (68) + ases + by (88) + ases + b3 (?8) + aseq + by (8(3) .

Denotamos: & — 7 0 (014 (00 _ (00
enotamos: e = (.|, @=|,0) B=1|,, y @y,

Luego, {e1, €1, es, €2, €3, €3, €4, €4} s un sistema generador y una base de Ms(C)
como R-espacio vectorial. Ademads 1,1, j,k € My(C) y son linealmente indepen-
dientes cuando pensamos en My (C) como R-espacio vectorial. Se sigue entonces
que H es isomorfo a R* como R-espacio vectorial.

Ademas, si = denota ser isomorfo, entonces como R* = C? tenemos H = C?. En
particular la aplicacién



6 1 Anillo de los cuaterniones de Hamilton

¢:C? — H
(2,2") — ¢(2,2') = z + j2.

(1.1)

es una correspondencia biyectiva, pues si ¢ € H entonces ¢ = a + bi + ¢j + dk =
(a+bi)+j(c—di). Tomando z = a+bi, 2’ = ¢ —di € C tenemos que ¢ = z+jz’.

1.3.2. Los cuaterniones como algebra

Recordamos la definicién de dlgebra:

Definicién 1.13. Sea (Vi,+,-) un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Dire-
mos que (Vi,+,-) es un dlgebra sobre K si existe una aplicacion, es decir, si
existe - : Vi X Vg — Vi que cumple:

(i) u- (v+w) =uv+uw, para todo u,v,w € Vi,
) (v+w)- u=vu+wu, paratodou,v,w € Vg,
(vi1) u - (Av) = (Au)v = Auw, para todo u,v € Vi, y para todo A € K.

Tomamos como espacio vectorial el propio H, por ser H = R* como espacio
vectorial con las operaciones ya descritas del anillo de Hamilton. Obsérvese que
el cuaternion, ¢ = ag + a1i + asj + ask corresponde en coordenadas cartesianas
con ¢ = (ag, ay, as, az) € R Entonces H es un 4lgebra.

Definicién 1.14. Sean (Vi,+,:) un dlgebra sobre un cuerpo K, y B un sub-
conjunto de Vi . Diremos que B es una subdlgebra de Vi si B es un subespacio
vectorial de Vi con estructura de dlgebra utilizando las operaciones (+,-) defi-
nidas en V.

Proposicion 1.15. Sea ¢ = a +v € H tal que v es no nulo. El subdlgebra
generada por q es isomorfa a C.

Demostracion. Cualquier cuaternién se puede escribir como, ¢ = a + tw, con
a=R@),t=1yw= w7 € Ho. Como v # 0 sabemos que lg| # 0. Por

construcciéon R(w) = 0y |w| = 1. Ademads, por la Observacién 1.12 sabemos que

w? = —1. Afirmamos que {q) = (1,w) : el contenido hacia la derecha es claro.

Por otra parte observamos que 1 = ¢7'q € (¢) y puesto que ¢,1 € {q) tenemos
g—a-1 ¢ a-1€<>
T e

Considerando el isomorfismo ¢ : (1,w) — C tal que ¢(a + bw) = a + bi

w =

[a¥)

concluimos que (g) = C. 0

De la Observaciéon 1.12 deducimos que la ecuacion
E+1=0

tiene infinitas soluciones. Es natural preguntarse si existen métodos generales
que nos permitan resolver ecuaciones cuaternionicas. ;Cémo deben de ser estas
ecuaciones? ;Es posible contabilizar el niimero de soluciones que nos propor-
cionan? Estas preguntas nos sirven de motivacién e introduccion al siguiente
capitulo.
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Métodos de resolucion de ecuaciones
cuaternidonicas

En este capitulo estudiaremos diferentes métodos de resolucién de ecuacio-
nes cuaterniénicas atendiendo a su grado. Ademas, se incluye la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas.

2.1. Ecuaciones cuaternionicas de grado 1

En lo que sigue nos hemos basado en el trabajo [1]. A continuacién, plan-
teamos un procedimiento para resolver ecuaciones del tipo

P&+ Al =1 pig,r€H  1<i<n (2.1)

Resolver (2.1) se reduce a resolver un sistema lineal en R. Para ello, tenemos
que tener en cuenta los siguiente conceptos.

Definicién 2.1. Sean p,q € H. Llamamos “multiplicar por la izquierda” a la
aplicacion:

L, H—H
t — L,y(t) = pt.
Llamamos "multiplicar por la derecha” a la aplicacion:
Ry:H—H
t — Ry(t) = tq.
Ya hemos visto que {1,1,j,k} es una base de H como R-espacio vectorial.
Luego, se demuestra que ambas aplicaciones son lineales.

Seguidamente, veamos cuéles son las matrices asociadas a las aplicaciones L, y
R,.

Proposicién 2.2. Sea p = a + bi + ¢j + dk € H, entonces la matriz asociada a
la aplicacion lineal L, es:
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De la misma manera si ¢ = a + bi + ¢ + dk la matriz asociada a la aplicacion
lineal R, es:

O [y Qo

|
Qi ™

[SIEE~ T N PIE=

Ry =

Q, M T
SR

Demostracion. Para obtener la matriz asociada, calculamos la imagen de la base
{1,1,j,k} con la aplicacién lineal L, :

= L,(1) =1p= (1 +0i+0j + 0k)(a + bi + cj + dk) = p = a + bi + cj + dk.

= L,(i) = ip = (0 + i+ 0j + 0k)(a + bi + ¢j + dk) = —b + ai + dj — ck.
= L,(k) = kp = (04 0i + 0j 4+ k) (a + bi + ¢j + dk) = —d + ci — bj + ak.
= L(k) =kp = (0+0i+0j + k)(a + bi + cj + dk) = —d + ci — bj + ak.

De manera similar obtenemos la matriz R, asociada a la aplicacién lineal R,. O

Sabemos que el anillo de los cuaterniones no es conmutativo pero si es aso-
ciativo. Por tanto, (L o Ry)(§) = p(&q) = (p€)q = (Rq0 Ly)(£) para todo & € H.
Equivalentemente esto es R, 0 L, = L, 0 R,. Denotaremos por p al vector de R*
asociado a p € H.

Por tanto, resolver la ecuacién (2.1) equivale a resolver el sistema de ecuaciones
reales en forma matricial (£, Ry, + - - - + L, Ry, )E = 7 con &, 7 € R,

Para reforzar esta idea presentamos un ejemplo.

Ejemplo 2.3. (Ecuacién de Sylvester)

Queremos resolver la ecuacion i€ + & =i+ j.

Se trata de una ecuacién lineal de grado 1, con p1 =i,q1 =1 =ps, y 2 =j.
Aplicando la Proposicién 2.2 obtenemos:

0-10 O 1000 00-1 0
1 00 O 0100 00 0-1
Ep = 0 00-1]" Ra = 0010 =Ly R = 10 0 O
0 01 O 0001 01 0 0

El objetivo es determinar a, b, c,d € R tales que §~ = (a, b, c,d) cumpla Mé =r
con M =L, Ry, + Ly, Ry,.
Por tanto, buscamos resolver el sistema
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W d— es decir, { d= (2:2)
b+C:O,
0-1-1 0 0—-1-1 00
/ ‘ |11 0 0-1 . 1 0 0-11
Obsérvese que las matrices M = 1 0 0-1 y M 1 0 0-11
01 1 0 0 1 1 00

son respectivamente la matriz asociada al sistema (2.2) y su matriz amplia-
da. Nos encontramos bajo las hipotesis del teorema de Rouché-Frobenius, los
rangos de M y M* coinciden y son iguales a dos, se sigue que el sistema (2.2) es
compatible indeterminado con infinitas soluciones. Resolviendo dicho sistema,
las soluciones de la ecuacién de Sylvester son & = A+ pu(i —j) + (A — 1)k con
A p e R

2.2. Ecuaciones cuaterniénicas de grado 2

En esta seccion planteamos un método de resolucién para las ecuaciones
cuadréticas unilaterales de la forma a? + 0 +¢ = 0 con a # 0, a,b,¢ € H.
Multiplicando por el inverso de a, tenemos

E+b6+c=0, donde b=a'byc=a'c (2.3)

Supondremos entonces, sin pérdida de generalidad, que la ecuacién a re-
solver es ménica. Cabe sefialar que la ecuacién cuadratica bilateral €2 + o€ +
EP1 + ap = 0, con ay, B1,ap € H, se puede reducir a (2.3) realizando el cambio
de variable £ = ( — & En efecto,

(c—@) +a1(c—@) (C—&>51+ao,
es decir, (2—961/—1— lg—alﬁl—l—ﬁfé/__Jrao’

y obtenemos una ecuacién del tipo (2.3) donde b=y y ¢ = —
Sea &y una solucién de la ecuacién (2.3). Denotamos:

T = 2R(&) = & + o, N = &6 = &% (2.4)

Por la Proposicién 1.6 sabemos que &2 — Ty + N = 0. Ademds &2 + b&y + ¢ = 0.
Restando ambas expresiones tenemos

i

o181
4 2 + Q.

(b+T) +c— N =0. (2.5)
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En el siguiente esquema presentamos todos los casos para resolver (2.3). Para el
caso 1y 2 nos hemos basado en la referencia [5] y para el caso 3 hemos seguido
la referencia [1].

Caso 1.1:si b? < 4dc— & = —g + Bi+j + dk,
con f3,7,0 € R tal que

Caso 1: b,c e R B2+72+62:c—§.
b2 —4
Caso 1.2: si b? 240—)50:¥.

Caso2:beR,ch—)&):;biB:’:ili:Fcﬁj:chk.
2 2 p p
¢ = (co+ c1i + c2j + esk).

) \/ (t — dc0) + /(P — 4 + 16 G + 3+ D)
: |

Caso 3.1: D #0 — T = +/z.
T*+ BT+ D
N="—"""~""—
2T ’
con zp raiz positiva de P(z).
P(z) :=2°+2B2* + (B?> —4E)z — D* = 0.
T°+(B-2N)T+D =0
Caso 3: b¢ R= 5 5 _
N? - (B+T*)N+E=0. B’ —4E >0
con B=1+2R(c) € R, !
E=|c]® €R, T—o0
D=—ci+icecR. B++VB? —4E
i—
'EOZW(C—N)- Caso 3.2: D=0—
si B2 —4E <0
il
T =+v2VE - B.
N =+VE.

Caso 1: b,c € R. Resolvemos la ecuacién (2.3) en el cuerpo de los nimeros

complejos. Luego,
—b+ Vb2 —4c
f=—

Proposicién 2.4. Sea & € H. Supongamos que b y ¢ € R en (2.3). Entonces
o es una solucidn de (2.3) si y solo si u='&u es solucion de (2.3) para todo

uwe H\ {0}.
Demostracion. Basta observar que (u™'&ou) (v &u) + b(u™ u) + ¢ = w1 (& +
b&o + c)u. 0

Atendiendo al signo del discriminante de la ecuacién (2.3) distinguimos dos
subcasos:
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—b 4 4e — b2

Caso 1.1: b < 4c. Observamos que & = es solucién de (2.3).

Por la Proposicién 2.4, también seran soluciones todos los cuaterniones similares
a &. Esto quiere decir que, para todo ¢ € H no nulo

b VA — b
q 5 q

=: a+ fi+7j+ ok € H serd solucién de la ecuacién (2.3).

El Teorema 1.10 nos indica como construir cuaterniones similares. Dos cuater-
niones similares han de tener la misma parte real, por ello, R(a+ fi+~j+dk) =
R(&), es decir, a = —g. La caracterizacion también indica que tienen la misma
norma. Luego,

b? +de — b?
6ol = | = Ve =5+ B+ + 8

Si elevamos al cuadrado para eliminar la raiz cuadrada y despejamos, obtenemos
c— % = 32 ++? + 62. Por tanto, el conjunto de soluciones de (2.3) es:

—b+ VAc — b —b b?
{q‘1 26 lq:Q#0}={7+5i+w’+5k:62+72+52=C—Z}-

[lustremos este método con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5. Encontremos las soluciones de 262 — 4€ + 6€ = 0.

Multiplicando por % obtenemos la ecuacién equivalente £2 — 26 + 3 = 0.

Es decir b = =2y ¢ =3, b =4 < 4c = 4 -3, podemos concluir que nos
encontramos en el Caso 1.1. Por tanto,

2 + /12 — 4i
b= L1+,

y el conjunto de todas las soluciones de la ecuacién 262 — 4€ 4 6 = 0 es

{1+ Bi+~j+ 0k tal que g%+ 1% + 52 =2}.

—b+ Vb —4
Caso 1.2: b > 4c. En este caso, & = ¢ e R.

Como consecuencia de la caracterizacién de cuaternién similar, podemos concluir
que el cuaternion real &, solo es similar a si mismo. Por ende, a lo sumo en este
caso existen dos soluciones, ambas reales. De nuevo, pongamos un ejemplo.

Ejemplo 2.6. Calculemos las soluciones de £2 +4£ +1 = 0.
Como b? = 16 > 4c = 4 estamos ante el Caso 1.2 donde hay dos soluciones que

SOon:
44+ /16 —14
— i26 = 24+V3cR.

€o
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Caso 2: b € R, c # R. Escribimos ¢ = ¢y + ¢1i + ¢oj + csk € H.
En este caso buscamos & = g + x11 + xoj + x5k tal que cumpla (2.3), es decir,

0=¢ +b& +c
= (w0 + 211 + Toj + 23k)* + b(20 + 211 + 22§ + 23K) + (co + c1i + cof + c3k)
= (25 — o7 — x5 — 23 + 220711 + 2w020j + 20T3K) +
+ bxg + bxyi+ bxoj + brsk + ¢o + 11 + o) + c3k.

[gualando componente a componente:

xd—at — a3 — i +brg+ =0
2.’13'0.%‘14‘(73314‘01 =0

(2.6)
2202y + brg +co =0
2xgr3 + brs + c3 = 0.
De manera equivalente,
xo—l—%)Q—x%—x%—x%:% Co
2200 +b)x1 = — (2.7)

Como ¢ ¢ R, J(c) = c1i 4 2] + esk # 0i + 0j + Ok entonces ¢; # 0 para algin

i =1,2,3. Observando (2.7) concluimos que 2x¢ + b # 0.

Luego, basta resolver para x; en las tres ultimas ecuaciones de (2.7), obteniendo,
Ci

T; = "2t h coni=1,23. (2.8)

Con el objetivo de encontrar una expresion para zy sustituimos (2.8) en la pri-
e cenacicn de (2.7 (1 + )"~ (5285) — (52) — (25) = (&) —eo
y operando (2zg + b)* — (b* — 4co) (220 + b)? — 4(c3 + 3 + ¢3) = 0. Por tanto,

o (b —4dco) + /(0% — 4cp)? + 16(c} + 3 + )

b — 4cy) — /(b — 4cg)? + 16(c? + 2 + ¢2
Descartamos que (2zg+b)? = ( ) \/( 260) F16la+a+a) pues
(2330 + b)2 > 0.
b — 4 b2 — 4co)? + 16(c2 + 3 + ¢3
Llamamos p := ( o) + VI 200) +16(ci+ s+ ) # 0 pues ¢ ¢ R.
Luego, (2x¢ + b)? = p?, entonces,
—b+
o = P (2.9)

2
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Por (2.9) y (2.8), se sigue que,

. . —b cr. .
50:$0+x11+x2j+x3k:_:tB:F—l],:F—J:F—k.
2 2 p p7op

Pongamos un ejemplo.

Ejemplo 2.7. Queremos resolver —i¢? — 1/2ié +j —k = 0.

Multiplicando a la izquierda por —i~* = i obtenemos &2 + v/2¢ +j + k = 0.
Como v2 € Ry ¢ =j+k ¢ R, nos encontramos bajo las condiciones del Caso
2.

2+4/22416(14+1) 9

Por tanto, p = \/ ———5—— =

V2 1

1
Se sigue que las soluciones son: &y = 5 +1F 5 + §k.

Concluimos que el conjunto de soluciones de la ecuacién cuadratica estudiada

1 —1
{5(2—\/§—j—k), 7(2+\/§—j—k)}.
Caso 3: b ¢ R. Todo cuaternién ¢ € H con |q| # 0 se reescribe como:

)+ () (2D on| S0
qg=R(q) +|(q)| (|g(q)’) ’ ‘|S(Q)|

En el caso que nos ocupa b ¢ R, por ende, I(b) # 0. Esto implica que |b| # 0.
Se sigue que b = s + tw donde s = R(b), t = |S(b)| y w = =k

IS

Por la propia construccién de w sabemos que, ®(w) =0y |w| = 1.

=1.

Como b # 0, definimos el cambio de variable y = %(5 + 5) entonces & =ty — 3.
Sustituyendo en (2.3), (tp — %)2 +b (tp — £) + ¢ = 0. Desarrollando la entidad
notable y usando la asociatividad en el producto, t2u® + (—st + bt)u +c’ =0
donde ¢’ = % —sb+ec

Como b = s+ tw se tiene que, t?1% + (t2w)u + ¢’ = 0, es decir, p?> +wu+¢ =0
donde ¢ = ‘;—/2/, tiene sentido pues t = |b| # 0.

Por consiguiente resolver la ecuacién (2.3) equivale a resolver la ecuacién
p? +wp +c =0, donde R(w) =0y |w| = 1. (2.10)

Por el Teorema 1.10 sabemos que los cuaterniones w e i son similares, es decir,
existe ¢ € H no nulo tal que w = gig~!. Por otro lado, considerando p = qzq~!
y sustituyendo estas nuevas expresiones en (2.10)

(q2¢7 1) (q2q7Y) + (gig™ ) (qzq™) + ¢ = 0.
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Multiplicando a la izquierda por ¢~!, a la derecha por ¢ y haciendo uso de la
asociatividad entre cuaterniones obtenemos

2 +iz+q¢dg=0. (2.11)

Asi pues, resolver (2.10) equivale a resolver (2.11). Para no variar con la nota-
cién usada hasta el momento resolveremos (2.3) tomando b =iy c= ¢ 'dq=
co+ i+ cj + csk € H. Sea & € H raiz de dicha ecuacién.

De (2.5) sabemos, (i+ T)& + (¢ — N) = 0. Aclaramos que (i + 7") # 0 pues de
lo contrario i = —T € R lo cual es absurdo. Por tanto, & = —(i+7)"!(c — N).

] T
Por el Lema 1.4, i+ 7T)" ! = L En definitiva,
i+ T
i—T
= s N). 2.12
o |i+T|2(C ) (2.12)
Desarrollando el producto de (2.12)
. .
fO = W(IC—NI—TC—FTN)
1
=1 +T2(_01 +col —e3j+ ok — Ni—Teog —Teyi—Teyj —Tesk+TN)
1
=17 [(—q —Tco+TN)+ (co—Ter — N)i+ (—cz — Tea)j + (o — Tcg)k]_

Sustituyendo en (2.4) tenemos T' = 2R(&) = 5= (—c1—Tco+TN) o equivalen-
temente T+ T3 = 2(—c; — Teco+TN), es decir, T2 +T +2¢; +2¢oT — 2T'N = 0.
Llamamos:

B=1+2R(c) € R.
D= —ci+ic=c —col — 3]+ csk+ c1 + coi + c3) — cok = 2¢; € R.

(2.13)
T3+ (B—2N)T+ D =0. (2.14)

Por otro lado,

N = 5050 — m [(—Cl —Tco + TN)2 +4 (Co —Tecp — N)2 +4 (—Cg — TCQ)2 + (CQ — TC3)2]
2 —2(N —co)erT + (N — ¢p)*T? 2 —2(Teci + N)co + (Ter + N)?
1—2( 0) ( 01" < 0
B (1+172)2 (1+12)2
n 2 +2Tcsco + T2 3 — 2coc3T + T332

722 T (@i1ee
Si desarrollamos para simplificar términos obtenemos,

1
V=52 [ el = 28T + 2eqerT + N*T° = 2NeoT? + 3T” — 2eqerT

— 2Neo + AT? + 2NerT + N* o+ 2esesT + T2} — 2esesT +T°65).
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Luego,
_ 1 2 22 2 22 2
N =Ty [\c| £ N2T? — 2NeoT? — 2Neo + |c>T? + N ]
Por ello,
N1 [+ T%)[el* + (1 + TN — (1 4+ T*)2Neo] = L [1e* + N? — 2eo].
(14 172)2 1417

Entonces, (1+T?)N = N2 —2¢oN +|c[>. Agrupando términos, N?—(1+2co+T?)N+|¢|? = 0.
Por (2.13) esto es:
N? - (B+T*N+ E =0, (2.15)

donde E = |c|?.

A continuacién veamos que el sistema en las incégnitas N y T', formado por (2.14)
y (2.15) tiene dos soluciones reales que cumplen que N > 0, estas soluciones
seran las que resolveran la ecuacién (2.3). Para ello, necesitamos tener en cuenta
los siguientes resultados.

Proposicién 2.8. Si B < 0 entonces B> — 4E < 0.

Demostracion. Por hipétesis B < 0, entonces 1 + 2R(c) < 0 luego 2R(c) < —1.
Tomamos ¢ = ¢y + c11+ o) + c3k entonces ¢ — ¢ = 2¢1i + 2¢5j + 2¢3k. Por tanto,
(c—e)=(c—¢c)(c—c)=—4(—-2—cA—c%)=—|c—¢* <.

Obsérvese que 4(R(c)* — [c]*) =4(—cf — 2 —c2) = —|c—¢|* <.
Por consiguiente, B> —4F = (1+2%R(c))? — 4|c|* = 1 +4R(c) + 4R(c)* — 4|c|* =
14+2R(c)+2R(c) +4R(c)*—4|c|* = B+2R(c)+4(R(c)*—|c|*) < 0-1-0< 0. O

Caso 3.1: D # 0.

Con la siguiente proposicion presentamos una férmula explicita para calcular
(2.4). Posteriormente, aplicaremos la férmula (2.12) obteniendo &, raiz de (2.3).

Proposicién 2.9. Si D # 0 las soluciones reales del sistema formado por (2.14)
y (2.15) wvienen dadas por T = +£/z y N = Tg’Lf—TTJFD con z la unica solucion
positiva de Z® +2BZ? + (B* —4E)Z — D* = 0.

Demostracion. Despejando N de (2.14) obtenemos que N = LHBTED - Qugtitu-

oT
yendo N en (2.15) tenemos que T°% + 2BT* + (B? — 4E)T? — D? = 0.
Realizando el cambio de variable Z = T? obtenemos

P(Z):= 74+ 2BZ* + (B*> — 4E)Z — D? € R[z].

Veamos que tiene exactamente una tunica raiz real positiva. Por el Teorema
Fundamental de Algebra P(z) tiene exactamente tres raices t1,ty y t3 € C. Por
tanto,
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P(z) = 2" +2B2" + (B —4E)Z — D* = (z — t1) (2 — ta) (2 — t3)
= 2%+ —(ty + by + 13)2" + (Lt + tats + Lots)z — tilots. (2.16)

Puesto que el nimero de raices complejas tiene que ser par y el conjugado de
una raiz es raiz, analizamos dos casos: si t; € Ry to,13 = t, € C. Igualando los
términos independientes en (2.16) obtenemos que —D? = —t;]ts]? < 0, es decir
D? = t1|t5)*> > 0, de donde se deduce que t; € RT. Si t,1s,t3 € R, puesto que
D? = titot3 > 0, se sigue que al menos hay una raiz real positiva. Sin pérdida
de generalidad tomamos t; > 0 y tot3 > 0. Igualando el resto de coeficientes en
(2.16) obtenemos

B? — 4E = tity + t1t5 + tots (2.17)
2B = —(t; +ty + t3). (2.18)

Sity,t3 > 0, por (2.18) B < 0, aplicando el Lema 2.8 obtenemos que B?—4F < (
lo que contradice 2.17. Por tanto, concluimos que la tnica raiz positiva es t;. O

[lustremos el Caso 3.1 con un ejemplo.

Ejemplo 2.10. Queremos encontrar las soluciones de &2 + if + %i =0.
Tomamos ¢ = ¢y + ¢1i + ¢coj + csk = \/Lii. Corroboramos que D = 2¢; = \% =
V2#0.

A continuacién calculamos: B=1+2¢c =1y E=|c|* =1.
Usando la Proposicién 2.9 afirmamos que P(z) = 2%+ 22% — 2 —2 tiene una tinica
raiz positiva zy = 1. Por tanto, T' = +1, de nuevo, utilizando la Proposicion 2.9

obtenemos dos posibles soluciones:

1442

1
2 2

nSiT =1 entoncesN:%ﬁzl—I—‘g. Por (2.12), & = i.

1—+v/2,
1.
2

1
» Si T = —1 entonces N = # =1- \/75 Por (2.12), & = 5

Caso 3.2: D=0
La estructura de este caso es idéntica al caso anterior, presentamos férmulas
explicitas para calcular (2.4). De acuerdo con la expresién de & dada en (2.12)
resolveremos (2.3).

Proposicién 2.11. 5i D = 0 las soluciones del sistema formado por (2.14) y
(2.15) son:

)T =0, N = Y(B+ VB> —4F) si B2 —4E > 0.
n)7T =+2VE - B, N =+VE si B2 —4F < 0.
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Demostracion. Por hip6tesis D = 0 entonces 7' = 0 es solucion de (2.14). Resol-
viendo (2.15) vemos que N = (B + v/B? — 4F) > 0.

Si T # 0, entonces de (2.14) tenemos T2 + B — 2N = (. Despejando T? y susti-
tuyendo en (2.15) obtenemos que N = ++vE > 0. Descartamos N = —/FE

pues N > 0. Se sigue que T = v/2v/E — B. Comprobemos que T € R :
0 < T?=2VE — B, siysolosi 2VE > B, luego 4E > B?. En otras pala-

bras, T = \/2VE — B € R si B2 —4F < 0. O

Los siguientes ejemplos ilustran el Caso 3.2.

3 1 2
Ejemplo 2.12. Resolvamos &2 + i€ + 5 + §j + %k =0,
dondec:c(]—l—cli—i-czj—i-c?,k:%+%j+\/7§k.
En este caso, D =2¢; =0y B2 —4E =16 — 12 =4 > 0.
Como podemos ver, nos encontramos bajo las condiciones de la Proposicion 2.11
caso 1), luego, T =0y N =3 6 N = 1. Utilizando (2.12) concluimos que las

soluciones buscadas son:

& € {%(—Si— V2j + k), %(i— \/§j+k)}.

Ejemplo 2.13. Hallar los & que cumplen &2 + i + k = 0, donde ¢ = ¢ + ;i +
coj + csk = k.

Como D =2¢; =0,y B> —4F =1 —4 < 0 podemos aplicar la Proposicién 2.11
caso II). Por tanto, T'= /2 —1 =1y N = 1. Teniendo en cuenta la férmula
(2.12) la solucién de la ecuacién cuadrética es:

1
S=50-i-j-Kk.

2.3. Ecuaciones cuaternionicas de grado n

En las préximas paginas presentamos un método de resolucién de ecua-
ciones cuaterniénicas unilaterales de grado n, es decir, veremos cémo resolver
expresiones de la forma:

€ =y 1"~y 2"~ —am€—ag=0 cona; €H, 0<i<n-1.

(2.19)
Comprobaremos que para resolver (2.19) basta con encontrar los autovalores
de una determinada matriz con coeficientes complejos denotada por M. Este
método estd motivado en el estudio realizado en [3] y [11]. También [1] discute
este tipo de ecuaciones.
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Definicién 2.14. Llamaremos matriz companera del polinomio (2.19) a la
matriz

Qp—1 Qp—2 *++ A1 Qo
1 0 ---00

M= 0 1 00 |eM,H). (2.20)
0 0 ---10

Sea Q = (g;;) € My (H), con coeficientes de la forma ¢;; = ¢; + ;i + ¢33 + ¢ k.
Por la aplicacién dada en (1.1) tiene sentido definir:

Q11 Q12 " Gin qz1 + ‘@li qu + Qizi o qQin qzl - qgli q§2 — qizi o qin
q21 q22 *** Q2n Q31 + G211 Gz2 + Ga2i -+ Gon . @51 — G511 Q3o — Qaal -+ Gon
Q = - = . . +]
dnl Gn2 " Qnn qgl + q7111i 922 + q7112i * Qnn Qil - q7311i qu - q’?LQi © Qnn
211 %12 *°° Zln W11 Wiz - Win
. 221 %22 " (2n | Wo1 Wa2 - Wap
=Z+W=11 . . |+l . .. .|, con ZWeM,C).
Znl ”n2 **° Rnn Wp1 Wp2 *** Wpp

Asociada a @ tenemos la matriz compleja Q de la forma siguiente:

donde los coeficientes de las matrices Z y W son zj = QY — Qi Y Wi = G+ qiyt
respectivamente para todo k,l € {1,...n}.

Si construimos la matriz compleja asociada a la matriz M descrita en (2.20)
obtenemos:

a?H + arll,li a8 + aéi;—a%,l —‘,—ai,li —a% +a8i
1 0 0 0
0 0o 0 0
[
: 0
_ 0 1 i 0 0
M = € My, (C).  (2.21)
ai,l—ai,li---ag—agi; a%,l—a}l,li ag—aéi
0 0 1 0
0 0 0 0
[
0 .0 0
0 o ! 0 1
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En lo que sigue comprobaremos que si conocemos los autovalores de la
matriz M dada en (2.21), seremos capaces de determinar los autovalores de la
matriz M definida en (2.20). A continuacién, enunciamos a modo de recordatorio
una serie de resultados que utilizaremos con posterioridad.

Vamos a comenzar recordando la definiciéon formal de autovalor por la derecha
de una matriz de M,,(H).

Definicién 2.15. Diremos que A € H es un autovalor por la derecha de la ma-
triz A € M,,(H) si existe v € H" no nulo tal que Mv = vA.

Al vector v lo demominaremos autovector asociado a A por la derecha o -
autovector por la derecha.

El conjunto de A-autovectores por la derecha no es un espacio vectorial debido
a la no conmutatividad del anillo de Hamilton.

Para ilustrar la teoria consideraremos de nuevo el Ejemplo 2.10 planteado
en la Seccién 2.2, a medida que vamos avanzando retomaremos dicho ejemplo,
en particular corroboraremos que el conjunto de A-autovectores por la derecha
no es un espacio vectorial.

1
Ejemplo 2.16. Encontrar las soluciones de &2 + i€ + Ei =0.

La matriz companera dada en (2.20) es

i

M=~ /2] €MyH).

Atendiendo a la férmula (2.21) la matriz compleja asociada a M es

i ——'0 0
C %0 o
M=|-—---2_ 3977{— €M4(C)
0 0 i —
VG
0 0 1 0

Con el software MATLAB sabemos que los autovalores de M son:

1 1442 — 1 142
- +\/_Z.’ oLl +\/_Z.7
2 2 2 2 (2.22)
1 —1++2. — 1 —1+v2
Ay=—=+ ——2% p= e — V5,
2 2 2 2

Y los autoespacios o espacios propios asociados a los autovalores A\, A\;, Ao v Ao
de la matriz M son respectivamente:
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0 1 1+V2.
- — )
0 2 2
Vii=qal1l 1+v2 |:aeR,, Vii=1a 1 a€eRy,
2 2
1 0
1 —1+V2. 0
— =+ —
2 2 0
Vi, =< a 1 acRy, Vi, =1« 1 —1+v2, aeR
0 o7 T o ¢!
0 1

Obsérvese que los anteriores conjuntos son espacios vectoriales sobre C*.

Para poder obtener los autovalores por la derecha de la matriz M dada
en (2.20) y sus respectivos A-autovectores asociados por la derecha necesitamos
tener en cuenta los siguientes resultados.

Todo A = a + bi € C se puede identificar con a + bi € H. Dicha identifica-
cién permite identificar a su vez los vectores de C" como vectores de H". Esta
identificaciéon la usaremos constantemente en el resto del capitulo.

Teorema 2.17. Sea A = a + bi € C. Entonces \ es autovalor de la matriz M
dada en (2.21), con autovector (A B)T donde A, B € C" si y solo si A\ = a+bi €
H es autovalor por la derecha de la matriz M descrita en (2.20) con autovector
por la derecha A + jB.

Demostracion. Por hipotesis y por la Definicién 2.15 tenemos,
~ (A A
((5)= ()

ZA—WB = A\
WA+ ZB = B\.

Esto es,

(2.23)

Del sistema (2.23) podemos escribir la siguiente igualdad:
(ZA—WB)+jWA+ ZB) = A\ + jB.

Aplicando que Zj = jZ y Wj = jW, se tiene que —W = j*W = jjW = jWj.
Esto es, ZA+ jWjB +jWA+ ZjB = AN+ jBA.

Sacando factor comin de A + jB obtenemos, (Z 4+ jW)(A+jB) = (A+jB)A.
Por tanto, hemos llegado a que M (A +jB) = (A+ jB)A. 0
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Proposicion 2.18. 5i A es autovalor de la matriz compleja M descrita en (2.21)
con autovector (A B)T donde A, B € C", entonces A también es autovalor de la
matriz M con autovector (B — A)T.

Demostracion. Retomando el sistema (2.23) con el conjugado de A, obtenemos:

ZA—-WB= A\

WA+ ZB = B\.

ZA—WB = A\
WA+ ZB = B.

Tomando conjugados, {

De manera equivalente, (ZA + WA) + j(-W + ZB) = A\ + jB).
De nuevo siguiendo un razonamiento analogo al de la demostracion del Teorema
2.17 deducimos la condicién buscada pues (Z + jW)(B + jA) = (B+jA)A. O

Ejemplo 2.19. Retomemos el Ejemplo 2.16. Por el Teorema 2.17 los autovalores
de M descritos de manera explicita en (2.22) son los autovalores por la derecha
de la matriz M. Veamos como obtener los \;-autovectores por la derecha de la
matriz M para i =1, 2.

- T
Un autovector de M asociado a A\; es uy, = (O 0 % + 1+T‘ﬁz 1) )
- T
Un autovector de M asociado a Ay es uy, = (—% + #iz 1 0 O) )
Por la Proposicion 2.18 y aplicando de nuevo el Teorema 2.17 obtenemos que
T T
o =0+ (3152 1) = (-5 )
T T
UX:G—Mi 1) +j0:<%—1+\/§i 1) ,

2 2 2
T T
o= (5= ) o= (<3R4 1)
T T
=0+ (- 2P 1) = ()
son autovectores de M por la derecha asociados a A1, A1, A2 ¥ \a Tespectivamente.
Veamos que el conjunto de los Aj-autovectores asociados a la matriz M, es decir,

T
1. 142
V, = a(—j— V2 j) aeR

! 2 2

no es un espacio vectorial. En efecto, si V) fuese un espacio vectorial para todo
q € H y para todo v € V) tendriamos que qv € V). En particular si tomamos:

q:iyv:(%j_—lgﬁk

T T
1 1 2 1 1 2
qu = (—k + i \/_j k) =« (—j _ it \/_k j) (2.24)

T
j) llegamos a que
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lo cual es absurdo pues no existe ningiin a € R tal que cumple (2.24). Debido
a que en V), no podemos definir la operacién externa concluimos que no es un
espacio vectorial.

Proposicién 2.20. Sea A\; € H un autovalor de la matriz M definida en (2.20)
con autovector vi. Si Ny es similar a A\, es decir, Ay = pp~t con p # 0
entonces Ay también es autovalor de M 1y uno de sus autovectores es vy = vt

Demostracion. Por hipotesis y por la Definicion 2.15, sabemos que, Mv; = v ;.
Multiplicando por el inverso de u, obtenemos, Mvju=t = vy A\t

Por hipétesis A\; ~ Ay luego, Mvoiu=™' = vy \ip=t = vip D opp™t = vip=th,.
Concluimos que Mvy = 9. O

Teorema 2.21. Sea M la matriz companera dada en (2.20). Siv = (v1, Y2, -, Pn)
es un A\-autovector de la matriz M, entonces ¢, # 0.

Demostracion. Por hipdtesis y por la Definicién 2.15, Mv = v, esto es,

p—1P1 + Q22 + ... + Aoy, = 1A

= oA
1 . ¥2 (2.25)

Pn—1 = Qpn)\
Si ¢, = 0, sustituyendo ascendentemente obtenemos que ¢; = ... = ¢, = 0
Luego v = 0, lo cual es falso. O
Corolario 2.22. Sean u = (o, ..., o) yv = (f1,...,0n) dos autovectores aso-

ciados al mismo autovalor \. Entonces u,v son iguales si y solo si tienen la
ultima componente igual.

Demostracion. Si uw = v seran iguales componente a componente, en particular
oy, = Bn. Para el reciproco, consideramos «, = f3,. Por el sistema (2.25) sabemos
que a,_1 = a,A = (,_1 y resolviendo de manera ascendente concluimos que
todas las componentes de u y v tienen que ser iguales. O

Definicion 2.23. Diremos que X' es un autovalor de privilegiado de M si existe
un N -autovector v' = (p1, Yo ..., @n) que cumple que p, = 1.

Observacion 2.24. Por la Proposicién 2.20 y el Teorema 2.21 podemos afirmar
que si A € H es un autovalor de la matriz M entonces siempre es posible encon-
trar un autovalor privilegiado, tomando N = ¢, A\p, ! v donde un N-autovector
asociado es v = v, b

Estamos interesados en localizar los autovalores privilegiados. El siguiente
teorema deja patente la importancia de encontrar dichos autovalores.
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Teorema 2.25. Sea N € H. Todo N es un autovalor privilegiado de la matriz
M si y solo si es raiz del polinomio (2.19).

Demostracion. Por hipétesis X' es autovalor de la matriz M descrita en (2.20).
Utilizando el sistema (2.25) tenemos:

U101, + Anopapy 4 ...+ a0npy = 10, A,
10, = o'\,

%—1%0;1 = A

Si resolvemos ascendentemente, a,_ A"t 4 ...+ a1\ + ag = \".
Por tanto, A" es raiz del polinomio (2.19).
Reciprocamente, sea &, una raiz del polinomio (2.19) Por lo tanto,

A1 &0 = ap 28l = — o — ag = £

Si definimos ¢, =1y p;_1 = p;& para todo i = 1,...,n llegamos a que

A1 = an2§ T — = o — ag = 1o
01 = 9260
Pn—1 = EO-

Por el sistema (2.25) sabemos que &, es autovalor, ademds por construccion
©n, = 1 luego es un autovalor privilegiado. O

En definitiva, para encontrar las raices de (2.19) bastara con construir la
matriz M y calcular sus los autovalores. Por el Teorema 2.17 conoceremos los
autovalores de la matriz M. Gracias a la Observacién 2.24 podemos encontrar
un autovalor privilegiado a partir de cualquier autovalor. Y por el Teorema 2.25
sabemos que los autovalores privilegiados son raices de la ecuacién (2.19).

Para afinar més este método, tenemos en cuenta que cada A-autovector tiene
asociado la siguiente clase de similitud [\] := {g\¢™! tal que q € H, ¢ # 0}.

Proposicién 2.26. Cada clase de equivalencia genera una unica raiz del poli-
nomio 2.19

Demostracion. La existencia de la raiz por el Teorema 2.25 equivale a probar la
existencia de un autovalor privilegiado, que ya hemos probado por la Observacién
2.24. Veamos la unicidad por reduccion al absurdo.

Sean A y A; dos raices diferentes del polinomio (2.19) tal que estdn en la misma
clase. Por el Teorema 2.25 tanto A como A; son autovalores privilegiados.

Por la Observacién 2.24 sabemos que X' = ¢, \p, . Como A es un autovalor
privilegiado A’ = 1A\1 = X lo cual es absurdo pues contradice las hipétesis. O
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Proposicién 2.27. Sea A autovalor de la matriz (2.20). Si tiene k autovectores
distintos entre sty no proporcionales entonces el polinomio (2.19) tiene infinitas
raices.

Demostracién. Tomamos {01, ..., 7} una C-base del autoespacio V(\) C C*.
Gracias al Teorema 2.17 obtenemos vy,...,v, € H" son k A-autovectores de la
matriz M dada en (2.20) y en virtud del sistema (2.15) v; = (¢} -+ %) con
o =gt Aparai e {l,...,k} yje{l,...,n—1}. Sesigue que @}, ..., @k son

C-independientes en H debido a que {01, ..., 0} es una C-base.
Ademas por la Proposicion 2.24 sabemos que los autovalores privilegiados son de
la forma N = pAp~! donde p es cualquier C—combinacién lineal de !, ... oF

variando sobre todos los posibles cuaterniones similares a A, es decir, hay infinitos
autovalores privilegiados por el Teorema 2.25 concluimos que el polinomio (2.19)
existen infinitas raices. O

Para aplicar las herramientas que nos proporcionan estos resultados reanu-
dados el Ejemplo 2.19.

Ejemplo 2.28. Aplicando el Teorema 2.25 sabemos que las Unicas raices son:

— 1 142, 1 —1++2,
)\1:—— B 1, y )\2:—§+Tl.

[\]

Obsérvese que por el Corolario 1.11 sabemos que A ~ A\; ¥ Aa ~ Ay y gracias a
la Proposicién 2.26 podemos corroborar que generan la misma raiz que Ay y As.

Este ejemplo sirve para motivar la uiltima parte de esta seccién. En el
ejemplo hemos obtenido dos soluciones, tiene sentido preguntarse para n = 2,
jcuantas soluciones podremos obtener?

Sean A, A1, A2, Ao los autovalores de M. Atendiendo al valor que tomen podemos
contabilizar el nimero de soluciones de la siguiente forma:

m )\ # A # Ao F# 2. Todos los autovalores son complejos y toman valores dis-
tintos. Por la Proposicion 2.26 sabemos que hay dos soluciones posibles. El
ejemplo que hemos presentado pertenece a este caso.

" A1 = A1 = A2 = ), es decir, todos los autovalores toman el mismo valor real.
Independientemente de la multiplicidad del autovalor existe una tnica solu-
cién pues solo podemos encontrar un autovalor privilegiado X' = o, ¢, ?
donde ¢, es la tdltima componente de uno de sus autovectores asociados.
Como A; € R podemos conmutar, es decir, \' = Algpngpgl = A1. Luego solo
existe un unico autovalor privilegiado y aplicando el Teorema 2.25 conclui-
mos que solo existe una unica raiz.
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"\ =\ % Ay = Xo. En otras palabras hay dos autovalores reales distintos
con multiplicidad dos. Por la caracterizacién de cuaterniones similares dada
en el Teorema 1.10 sabemos que A; no es similar a Ay. Ademas, gracias a la
Proposicién 2.26 concluimos que hay dos soluciones \; y Ay seran las raices
buscadas.

= A1 =\ ¥ A2 # Ag. Tenemos un autovalor real con multiplicidad dos y dos
autovalores complejos. Se razona de forma andloga a los casos anteriores. La
Proposicién 2.26 nos indica que existen dos raices.

" M1 = X2 ¥ A1 = )\, hay doy autovalores complejos con multiplicidad dos.
Debido a la Proposicion 2.27 exiten infinitas raices.

2.4. Calculo de raices cuaternidonicas

Un caso particular de ecuaciones de grado n es encontrar raices n-ésimas
de un cuaterniéon dado. El primero en resolver ecuaciones de la forma

'"—q=0 con ¢q € H, (2.26)

fue Niven en [10]. A continuacién planteamos un método basado en el trabajo [1].
Recordamos que H es un anillo no conmutativo. A diferencia de C, mostraremos
que el nimero de raices n-ésimas de un cuaternién puede ser infinito.

Mas concretamente demostraremos que los distintos casos que se presentan en
‘H son los recogidos en la Tabla 2.1

Si ¢ € H\R con n > 2 existen n raices.
SigeRconn>2 existen infinitas raices.
SigeR" conn =2 existen dos raices.
SigeR” conn =2 existen infinitas raices.

Tabla 2.1. Raices n-ésimas de un cuaternién

Proposicién 2.29. Sean g = a+v € H yn € Z*, entonces existe \, € R tal
que 3(q") = MS(q).

Demostracion. Si g € R el resultado es trivial. Por otro lado, si ¢ ¢ R podemos

escribir, ¢ = |q|(coso + wseno) con w = Wy o€ (0,m) es el dngulo que forma
q con el eje real en el plano (1,w).

Por tanto, coso = ﬁ y seno = ﬁ.

Probaremos el resultado por induccién sobre n: Si n = 1 el resultado es trivial.
Suponemos cierto para n — 1 y veamos que es cierto para n.
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" =q"q= (|q|"71(cos (n—1)o +wsen (n — 1)0)) |g|(cos o + wsen o)
= |q|" (cos (n—1)ocoso —sen(n — 1)o sen a> +w (cos (n —1)oseno + sen (n — 1)o cos a)>
= |q|" (cos (n—1)o+o0+wsen((n—1)c + O’) = |g|" (cosno + wsenno).

Tomando A, = |g|" 15222 tenemos que

sen o

Sen no
= [g|" " ——

S (q) |glwseno = |¢q|"wsenno = J(¢").

sen o

Los siguientes teoremas demuestran los resultados de la Tabla (2.1).

Teorema 2.30. Sean ¢ € H\ R y n € N, entonces el cuaternion q tiene exacta-
mente n raices n-ésimas.

Demostracion. Sean ¢ = a +v € H con a = R(q),v = I(q) y a € H tal que
a™ = q. Sabemos que a ¢ R. Por la Proposicién 1.15 afirmamos que (a) = C,
y {¢) = C. Como ¢ = o™ € (a) entonces (q) C (a) y necesariamente (¢) = («)
por ser isomorfos. Por ello, el cdlculo de las raices de ¢ se reduce al céalculo
de raices en C. Aplicando el Teorema Fundamental del Algebra concluimos la

demostracién. 0

Teorema 2.31. Todo real no nulo tiene infinitas raices n-ésimas en H, excepto
81 es positivo y n = 2.

Demostracion. Comenzamos distinguiendo dos casos:

» Si n = 2 debemos resolver £2 — ¢ = 0 con ¢t € R. Como hemos visto en la
Seccién 2.2:
e Sit > 0 entonces & = £+v/t. Luego, hay dos raices reales.
e Si ¢t < 0 hay infinitas raices cuadradas de la forma & = /—tw con
Rw)=0y |Jw| = 1.

= Si n > 2 buscamos resolver {" = t; por la demostracion de la Proposicién
2.29 podemos escribir £ = |¢|(coso +wseno) con R(w) =0y o € (0, 7). De
nuevo, distinguimos dos subcasos:

e Si £ € R existen raices reales de t y son finitas.

e Si ¢ ¢ R podemos escribir £ = a + v, con v # 0. Ademas, teniendo en
cuenta la Proposicién 1.15 (£) = (1,v) = C y resolvemos en C, de nuevo,
utilizando el Teorema Fundamental del Algebra tenemos n soluciones.
Puesto que n se mueve con total libertad concluimos que hay infinitas
soluciones. O

Seguidamente, visualicemos cémo calcular las raices de un cuaternion.
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Ejemplo 2.32. Sea ¢ = v/6+i+j. Para hallar las raices cuartas de ¢ comenzamos

calculando |¢| = V8 y o = arctan % € (0,m).

Esto nos lleva a escribir ¢ = \/g(cos% + wsen
raices son de la forma:

2k 2k
§e = %(COS(% - Tﬂ> + wsen (g - %)) con k=0,1,2,3.

) con w = % Por tanto, las

s

6

En las Secciones 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4 hemos visto que todas las ecuaciones
cuaterniénicas con un unico término de grado méaximo tienen al menos una
solucion, esto nos lleva a presentar el siguiente corolario.

Corolario 2.33. Todo polinomio p(§) € H[E] con un unico término de grado
mdzimo tiene al menos una raiz en H.

Corolario 2.33 corresponde con el Teorema Fundamental del Algebra en los
cuaterniones demostrado por primera vez por Niven y Eilenberg en [9]. Niven
también abordé la resolucion de ecuaciones quaterniénicas con un tnico término
de grado méximo, como se puede comprobar en [8], obteniendo resultados andlo-
gos a los presentados en esta memoria.

2.5. Sistema de ecuaciones lineales de 2 incégnitas

Para los siguiente parrafos nos hemos inspirado en el trabajo [6]. Hasta aho-
ra hemos tratado ecuaciones lineales de distintos grados, veamos cémo abordar
el siguiente sistema en las incognitas = e y.

{ayb tozd=e con a,b,c,d,e,p,q,r,s,t e H. (2.27)

pyq+raxs =t

Observamos que si a # 0 6 b # 0, despejamos = de la primera ecuacién de (2.27)
y sustituimos en la segunda, obtenemos una tnica ecuaciéon lineal de grado 1,
que sabemos resolver por la Seccion 2.1. Supongamos entonces que a # 0 # b.
Multiplicando la primera ecuacién del sistema (2.27) por a a la izquierda y por
b a la derecha tenemos
la*y|b|* + acxdb = aeb.

Puesto que por hipdtesis a,b son no nulos podemos despejar y en la ecuacién
anterior y sustituirla en la segunda ecuacién de (2.27); obteniendo

paebq  pacxdbg
lal?[o]>  [al?[b]?

+rzs =t,

aeb — acxdb
p

W) q +rxs =1 entonces

es decir,
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paczdbg n ; paebq
—————tres=t— ———
|af?[b]? |al?[b]?
lo que equivale a resolver:
arf +res =,
pac . paebq C
con o = —W, ﬁ = dbq, v = t—W y T = $0+$11+$2j+$3k € H.

Usando el Lema 1.7,

awf = o fr = 23(8)3 (@) - 2(3(9). ()
= af(zo + J(z)) — 203

(8 )
— afzo + (aﬁ - 204%(6))%(95) —20(S(8), s(;c»).

De forma andloga, rxs = rszy + <7“s — 27"%(3))%(:16) —2r{(s), S(x)).
Se sigue que,

azxf+rxs = (af +rs) a:o—l-((aﬁ —2aS3(B) +rs — 2r%(s)>i —2a; — 27"31) 1+
———

J

o N~

©

+ ((aﬁ —2aS(B) +rs — 2r$(s)>j — 20y — 27“32) To+

.

-~

P
+ ((aﬂ —2a3(B) +rs — 27"%(3))1{ — 2033 — 2r53> x3 =

-~

@
= (Uo + o011+ 0o + U3k>9€0 + <s00 + 11+ poj + 903k>$1

+<¢o + i+ o + 1/131() To + (¢0 + o1+ ¢ + ¢3k> T3 = Yo + Y1l + Y2 + 3k

O de manera equivalente, buscamos resolver el siguiente sistema:

00To + Yor1 + YoT2 + PoT3 = Yo
01Z0 + P171 + Y172 + G173 = 71
02T0 + Y271 + Yoy + a3 = Yo
0370 + ©371 + Y39 + P33 = 3.

Esto reduce el problema inicial a resolver un sistema real lineal con 4 ecuaciones
v 4 incognitas.

[lustremos el método descrito con un ejemplo.

Ejemplo 2.34. Calculamos las soluciones del siguiente sistema
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{(1+2j)y(—i—k)+ i—jzk =2—i—k

(2i + 3k)yi + (j+k)x2j = -4 —3i+2k.
donde,
a=1+2j, b=—-i—Kk, c=1i-—1j, d =k, e=2—-i-k,
p = 2i + 3k, q =1, r=j+k, s = 2j, t=4-3i+ 2k.

Comenzamos calculando:

o bac ~ @i+3k)(d —2§)3-))
= |a|2|b|2 o |1 +2j|2| _i_k|2 )
B = dbg = k(i + k)i,
acb 21 + 3k)(1 — 2§)(2 — i — k) (i + k)i
yop o DAy gy A SHU Z2)@ i k(£ K

a6 1422 =i —kf?

Por el Lema 1.2 obtenemos que:

8+i+j+8k ) —24 — 161 + 2j + 2k
= ) 6 = 1= k: Y= :
10 10
Por tanto,
1 N 1 . s
axf +res =— 1—0(11 +29i 4+ 7j + Tk)zo + 1—0(—13 + 13i 4 9j + 9k)z4
1 1

+ 15 (=7 — 7 — 295 = 1K)y + 75(9 4 91 — 27j + 37k)y

1
= (254 01 + 5 + k).

De manera equivalente esto es,

—11I0 - 131’1 - 7$2 + 9%’3 =24
—291’0 + 135[]1 - 75172 - 9[L’3 =—16
—Txg + 921 — 2929 — 2723 =2
—Txg + 921 — 1lzg + 3723 = 2.

Como vemos, hemos reducido el sistema de ecuaciones cuaterniénicas de partida
en un sistema lineal real de cuatro ecuaciones y cuatro incégnitas. Resolviendo
obtenemos que z = 1 + i. Se sigue entonces que

aeb —acxdb (1 —2j)(2—i—k)(i+k)—(1—2j)(i—j)(1+ik(i+k)
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Teoria de Numeros

En la primera secciéon de este capitulo demostraremos el Teorema de los
cuatro cuadrados de Lagrange, el cual establece que cualquier entero no nega-
tivo se puede expresar como suma de cuatro cuadrados y para ello utilizaremos
los cuaterniones de Hurwitz. Niven también trabajé con ellos en [7]. Dedicare-
mos la segunda seccion a introducir la teoria de factorizaciéon unica en dichos
cuaterniones. Para el desarrollo de este capitulo hemos consultado [2] y [12].

3.1. Cuaterniones de Hurwitz

Definicién 3.1. Diremos que q € H es un entero de Hurwitz o un cuaternion
de Hurwitz si q pertenece al conjunto

aop + a1+ axj + ask
H—{O 1 2J 3

eH.aieZpamtodoogigBy
2 T =a=ay=az (méd 2) [°

Proposicién 3.2. El conjunto de los enteros de Hurwitz es un subanillo de H.

Demostracion. Por definicion ‘H C H. Ademas, el conjunto de los enteros de

Hurwitz es distinto de vacio pues 1 = w eH.

a0+a11+2a2J+a3k Vo = bo+b11+262.]+b3k, para ciertos

ap—bo+(a1 *bl)i+(2a2*b2)j+(a3*b3)k cH

Sean q1,q2 € H, es decir, g1 =

a;,b; € Zconi € {0,...,3}. Tenemos ¢; —qo =
pues a; — b; = a; + b; (mdd 2) con 0 <7 < 3.
Veamos que el producto de H es ley de composicién interna de H. Por Lema 1.2
tenemos que ¢1qo = ag + a1+ doj + ask € H con ag = agby — a1by — asby — azbs,
dl = C~1 + CLng — a3b2, dg = C~2 + CL3b1 — albg, y dg = C~3 + a162 — CLle donde
¢ = aob; + a;by para 1 < ¢ < 3. Ademés a;b; = a;by y a;b; = —a;b; (méd 2)
para 0 <4, j,k < 3 pues b; = b, (méd 2), luego dp = a1 = d2 = d3 (moéd 2). O

Definicién 3.3. Diremos que q € H es un cuaternion de Lipschiltz o entero de
Lipschitz si todas sus componentes son niumeros enteros, es decir, si q pertenece
al conjunto

L={ag+aii+axj+ask € H:a; €Z para todo 0 <i <3} C H.



32 3 Teoria de Numeros

Proposicion 3.4. El conjunto de los enteros de Lipschitz es un subanillo de H.

Demostracion. Sea q € L, luego ¢ = ag+ari+asj+ask = 2“°+2a1i+22‘12j+2a3k eH,

por tanto £ C H. Ademés, el conjunto de los enteros de Lipschitz es distinto de
vacio pues 1 =1+ 0i+ 0j 4+ 0k € L.

Sean qi,q2 € L, es decir, g1 = ag + a1i+ asj + ask y o = by + b1i + baj + bsk,
para ciertos a;, b; € Z con 0 <1 < 3.

Tenemos q; —qo = ag—bo+ (a1 —b1)i+ (az—be)j+ (a3 —bs)k € L pues a; —b; € Z
para todo ¢ € {0,...,3}.

Por otro lado utilizando el Lema 1.2 tenemos que el producto de H también es
ley de composicién interna de L. O

Lema 3.5. El conjunto de los cuaterniones de Hurwitz coincide con el conjunto
A= {a0+ali+a2j+a3k+a4h tal que h = % ya; €7 con0§i§4}.

Demostracion. Sea q = w € H, a9 = a1 = az = a3 (méd 2). Si
a; = 2m;, conm; € Z con 0 < i < 3 entonces ¢ = mg+mii+msj+msk+0h € A.
En caso contrario a; = 2m; + 1, con m; € 7Z para todo 0 < ¢ < 3 luego
q=mo+mii+msej+msk+1- w € A. Por otra parte, £L C H como hemos
visto en la demostracion de la Proposicion 3.4. Ademas, h € H puesto que todo
elemento de A es de la forma g+ash con ¢ € Ly ay € Z sesigueque ACH. O

Corolario 3.6. Todo cuaternion q € H \ L se expresa de forma unica como
q = ap+ a1i+ asj + ask + h, donde a; € Z para i € {0,...,3}.

Demostracion. Sea q = dg + a1i+ dzj + ask + ash € H\ L con ay =2m+1 € Z,
pues si @y = 2m entonces ¢ = (ag+m) + (a1 + m)i+ (ax +m)j+ (a3 +m)k € L
lo cual es falso por hipdtesis.

Por tanto, ¢ = do + d1i+ daj + ask + (2m + 1)h = ag + a1i+ azj + ask +h donde
a; =a; +m con 0 <7 <3.

Corolario 3.7. El cuadrado de la norma de cualquier entero de Hurwitz es un
numero natural.

Demostracion. Siq = ag+aiitasj+ask € L entonces |q|? = aj+af+a3+a3 € N.
Siq € H\ L por el Corolario 3.6 ¢ = go+h donde ¢y € £, multiplicando a ambos
lados por h™! tenemos que h™'q = h™!¢y + 1. Tomando | - |* a ambos lados de
la igualdad y aplicando el Lema 1.2 se tiene que |g|* = (ag —a; —az —az+1)*+
(a1—ao—i—ag—a3)2—|—(a2—a3+a0+a1)2+(a3+a2—a1+a0)2 e N. g

Proposicién 3.8. (Caracterizacion de las unidades)
Sea q € H no nulo, q es una unidad en H si y solo si su norma vale 1. En
particular, las unidades de H son

H* = {41, +i, +j, +k, +h}.
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Demostracién. Suponemos que ¢ es una unidad en H, es decir, existe ¢~ € H
tal que gg~* = 1. Tomando |- |* a ambos lados |¢gg|* = |¢|*|¢~|> = 1, entonces
lq|* = ﬁ. Por el Corolario 3.7 |q%, |¢7!* € N, luego |¢|*> = 1, por tanto,
lg| = 1. Reciprocamente sea ¢ € H C H. Por el Lema 1.4, el inverso de ¢ es

g = # =g € H. Se sigue que g es una unidad en H. O

Proposicién 3.9. Para cualesquiera ¢, q2 € H no nulos existen r,s,1’,s" € H
tales que

@ =sq+r, donde |r|><|q|* (divisién por la izquierda)
@ = @s' +71', donde |r'|* <|q* (division por la derecha,).

Demostracion. Probaremos la divisién por la izquierda, la demostracién para
dividir por la derecha es analoga.

Sean q1,q; € H C H. Como H es un anillo de divisién y ¢ # 0 existe ¢, ' € H
tal que g2g; ' = 1 € H pues H es un subanillo. A continuacién, aproximamos
cada coeficiente de q;g; ' a su niimero entero més cercano por redondeo, estos
seran los coeficientes de un entero de Lipschitz que denotaremos t.

Definimos 7 = ¢,¢; * — t. Por construccién las componentes de 7 pertenecen al
intervalo [—1, 1], y tenemos que, |F|> < 1 + 1+ 14+ = 1. Obsérvese que si
|7| = 1 por el Corolario 3.7 sabemos que 7 es una unidad en el anillo de Hurwitz,

por tanto qiqy ' =7+t € H.

Analizamos dos casos. Si q1¢;* € H, tomamos s = q1¢; " y r = 0, ademds
0 < |g2|? Si 1g; " & H, sabemos que |F| < 1 tomamos s =t y r = 7y, ademds,
r[? = 17 gal? < lgz|* 0

Consideramos el siguiente ejemplo para ilustrar el algoritmo de division.

Ejemplo 3.10. Calculamos la divisién por la izquierda de H + 3 1 — —j — —k entre
3i — 4j.

Tomamos ¢; = U 4+2i—1j— Yk = 543i—4j—10k+h € Hyq =3i—4je L CH.
Por el Lema 1.4 sabemos que ¢, © = 3‘+4J luego q1q2 = 49 +4—31+ 1013+ 50k ¢ H
yt=1+i+2j€e L. Sesiguequef—%(& —t————1+ 0J+ Ik.
Aplicando la Proposicion 3.9, s =t = 1+i4+2jyr = 7¢ = —+ 1+25+1k heH
ademds, |r|? =1 < \qQ|2 = 25.

Concluimos que & + Zi — Ij— Pk = (1 +i+2j)(3i — 4j) + (3 + 3i+ 3j + 1k).
Obsérvese que r = h §é L, esto 1lustra por qué en el subanillo £ de H no podemos
definir un algoritmo de divisién respecto de la | - |?.

El siguiente corolario nos indica que el anillo de los cuaterniones de Hurwitz
es un dominio de ideales a la derecha y a la izquierda.
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Corolario 3.11.

1. Todo ideal a la derecha I de H es de la forma [ = Ha para algin a € I.
2. Todo ideal a la izquierda J de H es de la forma J = bH para algin b € J.

Demostracion. Sea I un ideal a la derecha de H. Si I = {0} entonces a = 0.
Asumimos que I # {0}. Probaremos que I = Ha donde a € I es tal que
la|> = min{|z|> : 2 € I}. Veamos que I D Ha. Por la Proposicién 3.9, para
cualquier q; € I existen r,s € H tales que ¢, = sa+r € I y |r|?> < |a|>. Ademas,
r € I, pues q; € I. De la definiciéon de a tenemos que r = 0, es decir, ¢ = sa.
Por lo tanto, I C Ha.

Como I es un ideal a la derecha y a € I, sabemos que ¢gsa € [ para cualquier
q2 € H, luego Ha C I. Concluimos que I = Ha.

De forma andloga se demuestra cuando J es un ideal a la izquierda. a

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.12. Consideremos
I= {(a0+a2)+(a1—|—a3)i+(a2—a0)j+(a3—a1)k ra; €2, 0<1< 3}.

El conjunto I es un ideal a la derecha de H. En efecto, I C £ C H. A su vez,
0 € I pues basta tomar a; = 0 para todo 0 < 7 < 3. Ademas para cualesquiera
z,w € 1y q € H setiene que z4+w € [ y qw € I. Veamos que [ es un ideal
principal, concretamente I = H(1 — j).

Si z € I entonces existen a; € Z con 0 < ¢ < 3 tales que

z = ((IQ + CLQ) + (Cll + CL3>i + ((12 — CL())j + (Clg — al)k
=ap(l —j) +a1(i—k)+az(1+]j) +as(i+k).

Sustituyendo k = ij, y sacando factor de i obtenemos que
2= (ap + i) (1 —J) + (a2 +asi) (1 +§)(1 - §) 7' (1~ J)

Para la segunda inclusion, si z € H(1—j) entones z = (ap+a1i+asj+ask)(1—j),
Por el Lema 1.2 se tiene que z = (ag+az)+ (a1 +az)i+ (ag —ag)j+ (a3 —aq )k € 1.

Es natural preguntarse si £ también es un dominio de ideales principales
a la derecha y a la izquierda, la respuesta es que no. Para ello consideremos el
siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.13. Consideramos el ideal Lq; + Lgo con ¢y = 1 +jyv ¢ = 2 — k.
Veamos por reduccion al absurdo que no es un ideal principal.

Suponemos que £(1+j)+L(2—k) = Lb para cierto b € L. En particular, existen
z,y € L tales que 1 +j = zb y 2 — k = yb, tomando | - |? en ambas expresiones
obtenemos que 2 = |z|*[b]* y 5 = |y|?|b|? donde, por el Corolario 3.7, |z|?, [b|* ¥
ly|> € N pues z,y,b € L C H. Por consiguiente, [b]* = 1 y se deduce que b es
una unidad y por tanto £(1+j)+ £(2 — k) = L. En particular, existen a,b € L
tales que a(1 +j) + b(2 — k) = 1, tomando | - |* a ambos lados de la igualdad
obtenemos que 1 = 2|al? + 5|b|? lo cual es falso pues |a|?, [b|> € N.

Seguidamente demostramos una serie de resultados que necesitaremos para
la prueba del Teorema de Langrange.

Lema 3.14. Sip € Z es un numero primo entonces existe ¢ = 1 +uii+usj € L
tal que u; # 0 (méd p) coni= 1,2 y|g|> =0 (méd p).

Demostracion. Observemos que demostrar este lema equivale a encontrar u; € Z,
con i € {1,2} tales que u; Z0 (méd p) y 1 4+ u? +u3 =0 (méd p).

Si p = 2 basta tomar u; = 1y us = 0, luego asumimos que p es impar. Veamos
que los elementos

2
_9 _o9 _ —1
01,2, (]’T) € Zp (3.1)
son diferentes dos a dos.
Sean z,y € {0, - % C Z tales que T2 = %2, tenemos que ver que T = 7.

Como 7* — 7 = 0 sigue que (T —7)(T +7¥) = 0 en Zp. Por hipdtesis p es primo
luego Zp es un cuerpo y por tanto dominio de integridad, 7+y =067 -y = 0.
Si T 4+ 7 = 0 entonces x + y es multiplo de p lo que implica que necesariamente
T=0=7.517—7 =0 entonces T = 7.

En lo que sigue denotaremos por C' al conjunto formado por los elementos de
(3.1). Consideramos ahora los siguientes subconjuntos de Zp :

2
_ 9 _ —1 _ 1
A:{1+02’1+127'--a1+<p7)}Zl—i-CentoncesﬁA:ﬂC:—p;_
—\ 2
_ _ -1 1
B = {—02, _12’_,.7_ (p 5 ) }:_C’ entonces ﬁB:ﬁC:%

Obsérvese que f(AUB) = §A+1B —4(ANB) =p+1—-4(ANB). Como en Zp
hay p elementos y AU B C Zp deducimos que §(ANB) > 1, es decir AN B # ().
Luego existen al menos 0 < uy,us < % tales que 1+ u? = —u3 (mdéd p).

Por lo tanto, concluimos que 1+ u? +u3 = 0 (mdd p) y por la definicién de u;
sabemos que p no divide a u; para ¢ = 1, 2. O
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Proposicion 3.15. El producto de dos niumeros naturales que son sumas de

cuatro cuadrados de enteros es de nuevo la suma de cuatro cuadrados de enteros.

Demostracion. Sean m = |q1]?> v n = |g2|? con ¢1, g2 € L, dos ntimeros naturales
Y ?

que son la suma de cuatro cuadrados de enteros, entonces mn = |g;¢s|* es suma

de cuatro cuadrados de enteros. O

Recordamos que ¢ € H \ ‘H* no nulo es irreducible en Hurwitz si para
cualesquiera pi, ps € H tales que g = p1po se tiene que p; € H* 6 po € H*.

Lema 3.16. S p € Z es un numero primo impar entonces para ciertos b,q € ‘H
se tiene que Hp € Hp +Hq=Hb T H.

Demostracion. Del Lema 3.14 existe ¢ = 1 + ui+ vj € L C H tal que p divide
a gl

Veamos la primera inclusién. Sabemos que ¢ € Hp + Hq pues ¢ = Op + 1q.
Si g € Hp entonces 2q € Lp luego 2 + 2ui + 2vj = zp para cierto z € L, en
particular 2 = R(z)p € Z, por tanto p divide a 2 lo cual es falso pues p es primo
impar.

Demostraremos la segunda inclusion por reduccién al absurdo. Supongamos que
Hp + Hg = H. En particular 1 € Hp + Hq es decir 1 = kp + lq para ciertos
k,l € H. Se sigue que lqg = 1 — kp. Tomando |- |?,

[lgl* = llgl* = (1 — kp)(1 — kp) = 1 — (k + k)p + kkp* = 1 — 2R(k)p + |k[*p”

lo que significa |I|?|q|?| = 1 (méd p), pero |g]> = 0 (mdéd p), y obtenemos un
absurdo.

Puesto que la suma de ideales a derecha es ideal y aplicando el Corolario 3.11
sabemos que, Hp + Hq = Hb para algin b € H con |b| # 1, de lo contrario b
seria unidad y por tanto Hp + Hqg = H lo cual es falso como hemos visto. O

Proposicién 3.17. Sea p € Z un nimero primo impar, entonces p = |m|? para
cierto m € H.

Demostracion. Por el Lema 3.16 existe ¢ = 1 + ui + vj € H tal que Hp €
Hp + Hq € H. En particular p = mb para algin m € H tal que |m| # 1, por
tanto, p es reducible en el anillo de los enteros de Hurwitz.

Por otro lado, p = |m|?, pues p? = |mb|? = |m|*|b|? donde |m|?, |b]* # 1. 0

Lema 3.18. Para cualquier m € H \ L eziste § € {ZEEEEEY ¢ H* tal que
om e L.

Demostracion. Sea m = “taiteltak ¢ 27\ £ Por definicién ¢; = 1 (méd 2),
para i € {0,...,3}, es decir que todos los coeficientes de m son impares, lo que
nos lleva a escribir a; = 4d; + e;, con e¢; € {£1} y @; € Z para todo 0 < i < 3.
Por tanto, m = 2(d0+d1i+d'2j+d3k)+w. Tomando § = w,
tenemos que mé = (dp + dii+ daj + dsk)(eo — e1i — exj —esk) +1 € L. O
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Teorema 3.19. (Teorema de los cuatro cuadrados de Lagrange)
Todo niumero entero positivo puede expresarse como suma de cuatro cuadrados
enteros.

Demostracion. Por la Proposiciéon 3.15 bastard probar que se cumple para los
nimeros primos impares ( pues 2 = 12 + 12 4 0% + 0?).

Sea p un nimero primo impar, por la Proposicién 3.17 sabemos que p = |m/|?
para cierto m = w € H. Sim € L hemos concluido pues p es la suma
de cuatro cuadrados enteros. Si m ¢ L, por el Lema 3.18 existe 6 € H* tal que
m’ :=mé € L luego |m/| = |om| = |m]|. O

3.2. Factorizacion unica de los cuaterniones de Hurwitz

En esta seccién presentamos como obtener una factorizacion en irreducibles
en el anillo de los cuaterniones de Hurwitz logrando cierta unicidad. Ademas,
veremos una caracterizacion para los elementos irreducibles en .

Observemos que 10j + 10k = 10(j + k) = (1 + 3i)(1 — 3i)(j + k). Los co-
eficientes del primer factor son (1,3,0,0) y los coeficientes del segundo factor
son (1,-3,0,0). También 10j + 10k = (1 + 3j)(1 — 3j)(j + k). En este caso los
coeficientes del primer factor son (1,0,3,0) y los coeficientes del segundo factor
son (1,0, —3,0). Diremos que dos descomposiciones son equivalentes por recom-
binacion si una se obtiene de la otra por recombinacién de los coeficientes factor
a factor respetando el orden. Es decir, recombinando los coeficientes (1,3,0,0)
podemos obtener los coeficientes (1,0, 3,0). De manera andloga repetimos el pro-
cedimiento con el segundo factor.

Por tanto, 10j + 10k = (1 + 3i)(1 — 3i)(j + k) = (1 +3j)(1 — 3j)(j + k). son dos
descomposiciones equivalentes por recombinacion.

Para evitar esta situacién presentamos los cuaterniones primitivos, posterior-
mente extenderemos la teoria para cuaterniones no primitivos.

Definicién 3.20. Diremos que q € H es primitivo si sus coeficientes son copri-
mos, es decir, si no existen m € Z,m > 1y q € H tales que ¢ = mq'. En caso
contrario diremos que m divide a q.

A continuacién demostramos una serie de resultados que nos serdan utiles
para lograr la factorizacion iunica de los cuaterniones de Hurwitz.
Lema 3.21. Sean qi,q2,q3 € H tales que |g|* = p mimero primo de Z. Si p
divide a q1q2q3 y p no diwide a q1qs entonces p divide a q2q3.

Demostracion. Consideramos los ideales a derecha Hp v Hqiqs. Por el Corolario
3.11 existe a € Hp + Hq1q2 tal que Hp + Hq1q2 = Ha. En particular p = qo
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para algin ¢ € H, entonces |a|? divide a p?. Puesto que por hipdtesis p es un
nimero primo se sigue que |a|?> =1,p? 6 p.

Caso 1: si |a|? = p?, puesto que p = ga tomando |-|? a ambos lados de la igualdad
p? = |q|?p?, luego q € H*. Por consiguiente o € Hp y en particular ¢, g € Hp,
de donde se deduce que, p divide a ¢1¢» lo cual es una contradiccion.

Caso 2: si |a*> = 1 entonces a es una unidad de H y Hp + Hqiqo = H. En
particular, existen x,y € H tales que zp + yq1q2 = 1, luego yq1q2 = 1 — xp.
Tomando | - |* a ambos lados de la igualdad obtenemos |yqiq2|* = |1 — zp|?,
es decir |yq|’p = |1 — zp|? y por tanto, |1 — zp|> = 0 (méd p). Es decir si
& = xo+ 211+ Zoj + 23k entonces (1 —zop)? + (x1p)? + (72p)? + (z3p)* = zp para
algiin z € Z. Operando obtenemos que 1 = (2 — x3p — zip — x3p — x3p)p € Z,
lo cual es falso pues p es un niimero primo de Z y no divide a 1.

Se sigue entonces que |a|?> = p. Por otra parte, puesto que Hp + Hq1q2 = Ha
existen z,y € H tales que xp + yq1q2 = «, sustituyendo p = ¢zq2 y sacando
factor comin obtenemos (g2 + yq1)ga = . Como |a|?> = p = |ga|* entonces
|2q + yqi]? = 1 y deducimos que @ + yg1 = u € H*. Luego xp + yqi1g2 = ugo,
multiplicando a ambos lados por ¢3 y aplicando que p divide a g;¢2g3 llegamos a
que p divide a ugoq3. Pero p no divide a u, si lo hiciera Ap = u para cierto A € ‘H
y tomando | - |? a ambos lados se obtendria que |\|?p? = |u|*> = 1. Por tanto, p
dividiria a 1 lo cual es absurdo.

Concluimos que p no divide a u y por hipdtesis p divide a ¢;q2q3, por tanto p
divide a ¢2qs. O

Lema 3.22. Sean m € Z y q1,q2 € H. Si m divide a q1q2 y med(m,q1q) = 1
entonces m divide a qo.

Demostracion. Por la identidad de Bézout existen r, s € Z tales que rm+sqiq1 =
1. Multiplicando a ambos lados por ¢y obtenemos rmgs + sq1q1g2 = ¢2. Por
hipétesis esto es rmgo+sqmt = qo, para cierto t € H, es decir, m(rga+sqt) = o
luego m divide a gs. O

Corolario 3.23. Sean p,, p, dos nimeros enteros coprimos distintos. Si p; di-
vide a ¢ € H y py divide a q entonces pyp, divide a q.

Demostracion. Sea ¢ = p;« para algin o € H. Por hipdtesis p, divide a p;a.
Ademds med(py, p?) = 1 pues p, y p; son coprimos. Por el Lema 3.22 sabemos
que p, divide a «, en otras palabras, existe § € H tal que p,/3 = a; multiplicando
a ambos lados por p; obtenemos p,;p,3 = p;a = ¢, finalmente concluimos que
p,py dividen a gq. O

Definicién 3.24. Diremos que q1,q2 € H son coprimos si med(|q1)?,|q|?) = 1.

Corolario 3.25. Sean q1,q2 € H. Si q1 y q2 son primitivos y coprimos entonces
q1q2 €S primitivo.
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Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo, que ¢;¢; no es primitivo.
Entonces existen ¢ € H y m € Z tales que ¢1q2 = mq, luego |q1|?|q2|* = m?|q|*.
Por hipétesis ¢; y g2 son coprimos en H, es decir no existe ningin m € 7Z \
{£1} que divida a |¢g;]? simultdneamente con i = 1,2. Si m no divide a ¢
obtenemos que m divide a ¢y lo cual es absurdo pues g, es primitivo por hipétesis,
analogamente si m no divide a ¢s llegamos a que m divide a ¢; lo cual es falso,
pues ¢; es primitivo. O
Lema 3.26. Sean q1,q2, ¢}, ¢y € H \ H* tales que |q;|* = |¢}|* coni = 1,2 y
G142 = q1q5- ST q1 Yy q2 son coprimos entonces existe u € H* tal que ¢y = ugs.

| 2

Demostracién. Sea m := |q|?> = ¢oz. Por hipdtesis q1q2 = ¢}¢b, multiplican-
do por @ obtenemos ¢1m = q1¢5q2, es decir que m divide a ¢j¢5qz. Ademsds,
med(|¢;|*,m) = med(|q1|*,m) = 1. Aplicando el Lema 3.22 sabemos que m di-
vide a ¢5q,, en otras palabras ¢,gz = um = ugsq, para cierto u € H. Es decir,
¢, = ugy de donde deducimos que u € H* pues |g|? = |g4]* = |ul*|g]* y por
tanto necesariamente |u|? = 1. 0

Definicién 3.27. Diremos que ¢ € H admite una factorizacion en irreducibles
st existen qq, ..., q, € H irreducibles tales que q = qy . .. qy.

Diremos que la factorizacion es unica salvo unidad migratoria si de existir otra
factorizacion es de la forma

—1 —1
0= a1y Qo_1Gy, = QUL UIG2 " Gr—1Up 1 Up—1Gn,
con qy = qruy', @) = wii1qiu; ', @) = Un—1¢n Y u; € H*, donde 2 <i<n—1.

Teorema 3.28. Sea q € H un elemento primitivo. Si |q|*> = p, -+ p,, es una fac-
torizacion en numeros primos en Z donde importa el orden de escritura, entonces
exristen qi, . . ., qn € H irreducibles tales que ¢ = q1 - - - g, €s una factorizacion en
irreducibles tinica salvo unidad migratoria con |¢|* =p;, 1 <i < n.

Demostracion. Comenzamos probando la existencia de la factorizacién de ¢ por
induccién sobre n. Para n = 1, basta tomar ¢; = ¢. Suponemos cierto para n—1.
Veamos que si es cierto para n.

Por hip6tesis |¢|*> = p; - - - p,, luego p,, divide a |¢|>. Por el Corolario 3.11 sabemos
que Hp,, + Hg = Ha es un ideal principal por la derecha. De la demostracién
del Lema 3.21 tenemos que |a|?> = p,,. Tomando ¢, := « afirmamos que es un
factor por la derecha de ¢, esto es ¢ = ¢'¢,, donde necesariamente ¢’ es primitivo,
ya que ¢’ por la hipdtesis de induccién es un producto de primitivos.
Concluimos que ¢ = ¢ - - - ¢, donde |g;]* = p;.

Probaremos la unicidad de la factorizacién por induccién sobre n. Para n = 1 se
cumple por construccién. Veamos para n = 2. Supongamos ¢ = ¢1¢2 = ¢;q5 con

\q:|? = |d})?, i = 1,2. Entonces q1¢2Gy = q1ps = q1q505, es decir py divide a ¢} ¢5qh.
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Teniendo en cuenta la primitividad de ¢ y aplicando el Lema 3.21 sabemos que
p, divide a ¢4qb.

Ademas, ¢hqz = upy = ugaqz luego ¢4 = uqe y ¢§ = ugq; con u € H*. Suponemos
cierto para n — 1. Demostremos para n.

Supongamos ¢ = q1 -+ ¢, = ¢, - - ¢, tal que |g|> = |¢/|* = p,; con 0 < i < n. Por
tanto, q1 - - - ¢uq,, = ¢} - - - 4, q,,, luego p,, divide a (¢ - - - ¢/,_1)d,,G,,- Ademads, p no
divide a ¢} - - - ¢/,_,, de lo contrario ¢ = pzq, para cierto x € H lo cual es falso
pues ¢ es primitivo. De nuevo, nos encontramos bajo las hipdtesis del Lema 3.21
por tanto p,, divide a ¢.,q,,.

Como p,, no divide ¢ = ¢} -- - ¢/,_,q,, pues ¢ es primitivo obtenemos que ¢,g,, =
up,, = 1qnq, para algin p € H. Se sigue que p], = up,, con p € H*. Tomando
Up—1 = f hemos probado que p], = u,_1p,,. Recapitulando,

| 2

G Gn =G G = Q1 Gy Un—1Py-
Por la hipdtesis de induccién existen u; € H* tales que ¢, = u;—1qu; L con
2<i<n—1ydq, =qui' O

[lustremos con un ejemplo el resultado del Teorema 3.28.

Ejemplo 3.29. Veamos como factorizar en irreducibles ¢ = 1 + i + 2j.

Obsérvese que ¢ es primitivo pues sus coeficientes son coprimos. Ademas |q|> =
6 = 3-2. El Teorema 3.28 nos proporciona un método para encontrar ¢, g, € H
tales que ¢ = q1¢o es una factorizacién en irreducibles con |q|* = 3 y |¢g|? = 2.
Por el Corolario 3.11 sabemos que el ideal H2 + H(1 + i+ 2j) C H es un ideal
principal, generado por a € H2 + H(1 + i+ 2j) tal que |a|? = min{|z]* : 2 €
H2 + H(1 +1i+2j)}. La demostracién del Lema 3.21 nos indica que |a|? = 2.
Podemos tomar e = 14+1i=—j2+ 1(1+i+2j) € H2+ H(1 + i+ 2j). También
podemos tomar a = j—k = 1-2+j1 +1+2j) € H2+ H(l +1i+ 2j),
es decir, @« = j(1 +1i). En general, & = u(1 +1) con u € H*. Tal y como nos
muestra el Teorema 3.28 esto provocara diferentes factorizaciones en irreducibles
equivalentes por la unidad migratoria u.

Para simplificar nuestros cédlculos tomamos u = 1. Se sigue que ¢ = o = 1 +1i.
Por tanto ¢; = qq;' = (1 +1i+2j)(1 +1i)~!. Por el Lema 1.7 y el Lema 1.4
obtenemos que ¢; =1+ j + k.

Por el Teorema 3.28 concluimos que ¢ = (1 + j + k)(1 + i) es una factorizacién
en irreducibles.

Para corroborar que efectivamente (14 j+k) y (1+1) € H son elementos
irreducibles presentamos la siguiente caracterizacion de los elementos irreduci-
bles en ‘H con el siguiente corolario.

Corolario 3.30. Sea ¢ € H\H*, q es irreducible si y solo si |q|* = p, para algin
p numero primo.
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Demostracidn. Supongamos que |¢|* € N no es un entero primo, entonces la
factorizacién en primos de |g|? tiene al menos dos factores. Aplicando el Teorema
3.28 se sigue que g admite al menos una factorizacién como producto de dos
irreducibles, luego ¢ no es irreducible.

Para la otra implicacién procedemos por reduccién al absurdo. Suponemos que
q no es irreducible, es decir existen ¢, ¢ € H \ H* tales que ¢ = ¢1¢2, tomando

| - |* obtenemos que p = |q1|?|q2|*>. Por hipétesis p es un ntimero primo luego
|q;|> = 1, para algin ¢ = 1,2. Por la Proposicién 3.8 tenemos ¢; € H* lo cual es
absurdo. O

Recordamos que ¢ € H \ H* no unidad es un elemento primo en H si para
cualesquiera z,y € H tales que ¢ divide a xy entonces ¢ divide a x 6 ¢ divide a y.

Aunque H es un anillo con division euclidea a derecha y a izquierda como
hemos visto en la Proposicion 3.9 y aunque los ideales a derecha y a izquierda son
principales, segin hemos demostrado en el Corolario 3.11, ser elemento primo
y ser elemento irreducible no es equivalente en el anillo H, como muestra el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.831. Sean ¢ = —1+i—j— 2k, = = w, y=1+1i¢€e H. Por
el Corolario 3.30 sabemos que ¢ es irreducible pues [¢|* = 1+ 1+ 1+ 22 = T.
Ademas ¢ divide por la izquierda a xy pues ¢ = (j — k)xy.

Por el Lema 1.2 tenemos que:

. T 22-i-j-k) o, 1-i

x :mQ: - y vy =

Veamos que ¢ no es primo en H

9(—4 + 2i + 2j — 5k 2i+j— 3k
g~ = : 7 ! )¢£7 gl="1"" g
B 2—4+4i—4j—k - 2i —3j —k
r g = ( - )¢C7 y1q=T¢E-

Como ¢ no divide por la izquierda ni por la derecha a x ni a y concluimos que
¢ No es primo.

Observacion 3.32. En el Ejemplo 3.29 obtenemos una factorizacién en irreduci-
bles para g = 1+1i+2j = (1 +j+ k)(1 +1). ;Es esta una factorizacién tnica
salvo unidad migratoria? La respuesta es que no pues |g|> =6 =3-2=2-3. Si
aplicamos el Teorema 3.28 buscando ¢y, q» € H tales que ¢ = q1¢» con |q;|* = 2
v |g2|* = 3 obtenemos por ejemplo que ¢ = (j + k)(1 +1i— j). Adem4s estas dos
factorizaciones son diferentes pues 1+ j + k # u(j + k) para cualquier u € H*.
Si fuesen iguales tomando |- |* a ambos lados de la igualdad obtendriamos 3 = 2
lo cual es absurdo.

Tampoco estas factorizaciones en irreducibles son equivalentes por recombina-
cién pues 1+ j+ k no tiene el mismo nimero de coeficientes no nulos que j + k.
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Para poder justificar completamente la unicidad en la factorizacién necesi-
tamos introducir los conceptos que se presentan a continuacion.

Definicién 3.33. Diremos que q1,qo € H cumplen la condicion de meta-
conmutacion si existen ¢y, qy € H tales que |q1|> = |¢1> = p; ¥ |@2|* = |5)> = py
son numeros primos y q1qz = ¢5q;.

Ademds diremos que qi1qo es modelado por p,p,.

Corolario 3.34. Sean q1,q; € H tales que |q1q2|*> = pyp, donde p; y py son
primos distintos con |q1|*> = py ¥ |g2|* = py. Entonces qiqz es modelado por pypy
de forma unica salvo unidad migratoria.

Demostracion. Obsérvese que ¢i, y g2 son primitivos. De lo contrario ¢; = m;¢.
con m; € Z, m > 1 donde i = 1,2. Tomando | - |* a ambos lados de la igualdad
obtenemos que p; = m?|¢}|>. Es decir m? divide a p, lo cual es una contradiccién
pues p es primo en Z.

Por el Corolario 3.25 q1¢» es primitivo, basta aplicar el Teorema 3.28 a ¢1q. O

Definicién 3.35. Diremos que se produce una fusion si dado p un entero primo
tal que p divide a q1 - - - q,, entonces p divide a q;—1q;, es decir, si q; = q;_,u donde
u € H* para todo 2 <1 < n.

.Es posible a partir de una meta-conmutaciéon obtener una fusion? El si-
guiente ejemplo da respuesta negativa a nuestra pregunta.
Ejemplo 3.36. Sean q1,q € H tales que |q1|*> = p; |g2|?
una factorizaciéon modelada por p,p3.
Por la condicién meta-conmutaciéon podemos factorizar ¢3¢, como ¢hq; modelado
por pyp;. Luego la factorizacién ¢4qig. modelada por p,p,;p, no permite una
fusién.

= G2G2 = P2 Y Q19242 €s

Definicién 3.37. Diremos que q € H es un p-puro si |q|*> = p" con p nimero
primo para algin n € 7.

Proposicién 3.38. S5i g € H es un p-puro para algin n € Z* y p divide a
q=q1---qn entonces existe una fusion.

Demostracion. Si p divide a ¢,_1¢, hemos acabado. En caso contrario llamamos
i al menor indice tal que p no divide a ¢; - - - g, (al menos i > 2 ). Por tanto, p
divide a ¢;_1¢; - - - ¢, y p no divide a ¢; . .. q,. Aplicando el Lema 3.21 p divide a
pi—1p; para todo 2 <1 < n. O

Lema 3.39. Sean q,q1,q,, ..., qn,q,, € H tales que q = q1 ... ¢ = ¢, . .. ¢, donde
lgil* = |d}|* para todo i = 1,....n. Si med(|gj|* |gn]?) = 1 con 1 < j < n,

entonces existen u; € H* tales que q; = u;q; para todo i =1,... n.
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Demostracion. Por induccién sobre n. Si n = 1 basta tomar u = 1. Supongamos
cierto para n. Veamos si es cierto para n + 1.

Siqr.. @n-1(@nn+1) = q1 - - - @_1(4,,q}11), por la hipétesis de induccién ¢; = u,q;
coni=1,...,n=1Yy ¢,¢, 41 = UnGnGn+1 cON u; € H* para todo i = 1,...,n.
Multiplicando por u,* a ambos lados obtenemos que u,'q, ¢\ 1 = ¢ngni1. Por
el Lema 3.26 sabemos que existe @ € H* tal que ¢ = @ u, ¢l ¥ @1 = Uqlyiq-
Tomando | - |* obtenemos |¢,|* = |¢,|? = |(u,@)"'q,|?, entonces u,u € H*,
multiplicando por w,@ a ambos lados, u,ug, = ¢,. Concluimos que ¢; = u;q;

para todo 0 <1 <n+ 1. O

Definicién 3.40. Sean ¢ € H no unidad y p]fl co-pkn € Z con p, < p,, donde p;
entero primo y k; € Z" para 1 < i < n. Diremos que |q|* = p]f1 coopkn € Z es el
modelo estandar de q.

Definicién 3.41. Diremos que g € H \ H* admite una factorizacion en bloques
$iq=qy-qn donde cada ¢; € H es un p,—puro y |¢|* = pfi, cont=1,...,n.

Observacion 3.42. Para cualquier factorizacion de ¢ € H modelada en el modelo
estandar, podemos asociar la factorizacion en bloques, para ello basta muliplicar
todos aquellos factores cuya norma sea p; y al producto lo denotaremos por g;.

Observacion 3.43. Dadas dos factorizaciones de ¢ € H en bloques modeladas en
el modelo estandar estan relacionadas por el Lema 3.39 y por ello, diremos que
las factorizaciones modeladas en el modelo estdndar son iguales salvo unidad de
migracién.

Definicién 3.44. Sea p € Z un nimero primo tal que p = |q1|* = ¢ = |@|* =
G2G2 para ciertos qi,qs € H. Diremos que q1quuy es una recombinacion de qaqaus
donde uy,uy € H* que denotaremos por q1qiuy <> ¢oQaus.

Lema 3.45. Sea ¢ € H es un p—puro tal que ¢ = q1 . ..q, es una factorizacion
en irreducibles si p divide a q, entonces p divide a q1qo.

Demostracion. Por induccién sobre n. Para n = 2 se tiene ¢ = ¢1q2. Como p
divide a q se sigue que p divide a g;q2. Suponemos que es cierto para n — 1.
Veamos que es cierto para n.

Sig=(q1- " qgn-1)gn podemos asumir que p no divide a ¢ - - - ¢,_1 pues en caso
contrario concluimos que es cierto aplicando la hipotesis de induccién. Ademas
puesto que ¢ no divide a (¢; - * - go—2)qn—1, aplicando el Lema 3.21 sabemos que p
divide a g,_1q,, es decir existe e € H C H tal que ep = ¢,,_1¢,. Por el Lema 1.4
existe e7! € H tal que ee~! = 1, multiplicando a la derecha por e~! obtenemos
que p = e 1¢,_1¢n = Gnqn puesto que g es p — puro y ¢, irreducible; de donde se
deduce que e~!q,_; € H, por tanto e es unidad en H.

Luego,
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G=q1  Qn2Gn1Gn = Q1" Gn—2€ € " Qu1Gn = Q1 @o_olly_2@h_>
—~— ——~

T an

Obsérvese que estamos realizando una unidad migratoria y la recombinacién
Tntn <> ¢ 54, 5. Tomamos z := ¢, ,q,, ,. Como p divide a ¢ sabemos que p
divide a ¢ - - - ¢,_12. Hemos reducido al caso n — 1 y aplicando la hipdtesis de
induccion concluimos que p divide a g1¢». a

Proposicién 3.46. Si ¢ € H es p—puro tal que |q|* = p™,n € ZT entonces da-
das dos factorizaciones ¢ = q1 -+ qn = ¢ - - - ¢, podemos relacionarlas mediante
unidades de migracion y recombinaciones.

Demostracion. Si q es primitivo, por el Teorema 3.28 dadas dos factorizaciones
sabemos que las podemos relacionar por unidad de migracion.

Si g no es primitivo procedemos por induccién sobre n. Sin = 1, por el Corolario
3.30 q es irreducible, y cualquier factorizacion es de la forma ¢ = ugq; con u € H*.
Sin=2,q¢=qq =ddqd vy qq=p* multiplicando a ambos lados por ¢~! € H
obtenemos que p divide a ¢, es decir pu = ¢ para cierto u € H. Tomando
| - |* a ambos lados p? = |u|*p?, de donde se deduce que u € H*. Por tanto,
q = 12 = pu = ¢1q1 luego ¢ = qru. De manera analoga obtenemos que
¢ = q_iu Por ello ¢1qo = q1qiu = q’lq_’lu = ¢1¢5 y esto es una recombinacién.
Suponemos cierto para n — 1 y demostraremos que es cierto para n. De nuevo
p divide a ¢g. Por el Lema 3.39 sabemos que p divide a q;q2 y puesto que ¢q es p-
primo obtenemos ¢;¢g2 = g. Andlogamente podemos comprobar ¢jq¢, = ¢ = q1qo.

El resto de factores gs,...,q, sabemos que estan relacionados por una serie
de unidades de migracién y recombinaciones que deducimos de la hipétesis de
induccion. O

El siguiente teorema da sentido al trabajo realizado en las paginas previas,
puesto que prueba lo que venimos buscando al principio de la seccion, para dos
factorizaciones en irreducibles de ¢ € H podemos obtener una factorizacién a
partir de la otra y por tanto relacionar ambas para lograr la unicidad.

Teorema 3.47. Si g € H no unidad tal que g = qy -+ g, = ¢} - - - q,, son dos fac-
torizaciones en irreducibles entonces ambas factorizaciones estan relacionadas
por una serie de unidades de migracion, meta-conmutaciones y recombinaciones.

Demostracion. Comenzamos probando el siguiente diagrama

0?2 /

¢ D ¢

(1) (1) (2) (2)

ql < (Qn —>q1 “ - (Qn
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Las aplicaciones ¢ y ¢ denotan una serie de meta-conmutaciones que conducen
a los modelos estandar q%l) g y qf) gt respectivamente.

La aplicacion ¢ construye una factorizacion en bloques a partir de una factori-
zacién modelada en el modelo estandar, lo que posible por la Observacién 3.42.
Ademas por la Observacién 3.43 y la Proposicién 3.46 sabemos que podemos
relacionar ambas por unidad de migracion y recombinaciones.

Obsérvese que todos los procesos descritos hacen conmutativo el diagrama. O
Para concluir, ilustramos el Teorema 3.47 con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.48. Consideramos (j—k)(1+i+j)(1—i—j) y (1+j+k)(1+i)(1+i—k)
dos factorizaciones en irreducibles de ¢ = 3j — 3k. Veamos que son equivalentes
por: meta-conmutacion, unidad de migracién y recombinacion.

q=(G—k)3

Por tanto, una factorizacion ¢ modelada en el modelo estandar es

¢=0-k(Q+i+j)[1—i-]).

N /

q1 qr

Realizando la recombinacién ¢1q1 <> (1 —i+k)(1 +1i — k) = ¢2G2, obtenemos

¢=G-K(1-itk)(1+i-k).

(.

v~ v~

q2 q2
Por migracion de unidades entre el primer y el segundo factor obtenemos
g=G-RKi 1 -i+k)(1+i-k) =G+k)(1+i-j)(1+i-k).

Por la Observacién 3.32 tenemos la meta-conmutaciéon (j + k)(1 +1i —j) =
(14+j+k)(1+1i), luego

g=1+j+k)1+i)(1+i-k).






Conclusiones

A lo largo de esta memoria hemos estudiado el anillo de Hamilton y algu-
nas de sus propiedades algebraicas. Hemos considerado otras estructuras para
dicho anillo lo que nos ha permitido estudiar diferentes métodos de resolucién
de ecuaciones cuaternionicas atendiendo a su grado.

El problema de determinar las soluciones de una ecuacion cuaterniénica de

grado n, se resuelve con el calculo de los autovalores de una matriz compleja. En
particular, hemos propuesto otros métodos de resolucién para grado uno, grado
dos y raices de grado n.
Los resultados obtenidos nos han permitido contabilizar el niimero de soluciones
de las ecuaciones cuaterniénicas. Finalizamos el capitulo presentando el Teore-
ma Fundamental del Algebra en los cuaterniones, el cual establece que dado un
polinomio no constante con un tnico término de mayor grado tendra al menos
un cero en H.

En el Capitulo 3 profundizamos en el estudio del subanillo de los enteros
de Hurwitz y los enteros de Lipschitz para demostrar el Teorema de los cuatro
cuadrados de Lagrange, el cual establece que, cualquier entero positivo n se
puede expresar como suma de cuatro cuadrados, es decir, n=a2 + a? + a3 + a3
con a; € Z para todo 0 < ¢ < 3. Un refinamiento de este teorema es la conocida
como Conjetura 1-3-5 de Zhi-Wei Sun publicada en 2016, la cual no se ha incluido
en esta memoria. Zhi-Wei Sun afirma que es posible elegir a; € Z para 0 <7 < 3
de tal manera que ag+3a; +5a¢ también sea un cuadrado perfecto. El estudio de
esta conjetura es una continuacién natural del trabajo recogido en esta memoria.
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Industry and technology demand to know the position and movements of objects in three-dimensional space. Today to meet the afore-
mentioned need, quaternionic tools are used. In this work we algebraically analyze the quaternions also known as the Hamilton ring.

1. Introduction

Hamilton in 1843 said that ¢ is a quaternion or cuaternio if
q = apl + aji + agj + ask, with a; € R, for all ¢ € {0,1,2,3}
where

(104 (10 4= (1) () o

This unit and noncommutative ring denoted by H verifies the fol-
lowing table with the product

*11|i|j|k
1)1]ilj|k
i i1 k|-
i lil-kl-1]i
k| k|jl-]a

Moreover,H is isomorphic to R* as R-vector space.

2. Quaternionic Equations

An interesting problem, and only partially solved, is the study of
quaternionic equations.

Degree one:The method to solve a quaternionic equation of de-
gree one of the form

g+ +pufan =1 pig,r €H 1<i<n,

consists in solving a linear real system with four equations and
four unknowns.

Degree two: A quadratic generated polynomial with a unique
highest degree term can be reduced to the following quadratic
standard polynomial

E+bE+c=0 with bceH.

It is posible to find an explicit formula for the roots. We distinguish
the following cases:

Caso 1.1: f b2 < de — & — 7_%’ 4 Bi+ A+ ok,
with 8,7.5 € B such that
By +8=c— ?

—b Ve
Dbt

Case 1: b,ceR

Case 1.2: if b* > 4c — & =

Case 2: beRcg R - 6= 0+ 03 i 23 9
22 p p P
¢ = (co+ i + caj + csk).

, \/(h2 —4c0) + /7 — )’ +16(G + B+ D)
: .

Case 3.1: D #£0 - T = +,/%.
_T°+BT+D
N=—"T_T=

with 2o positive root of P(z).

P(2) :=2* + 2B2* + (B* —4E)z — D* = 0.
T*+(B-2N)T+D=0
N2 —(B+T*)N+E=0.

(B+TON+E=0 it B —4E >0

with B =1+ 2R(c) € R, 1

E=|c*€R,
D=—ci+iceR.

Case 3: b¢ R=

T=0.
N_ BEVF—IE
N=EEYT

&= 5(c—N). Case 3.2:D =0 —

i-T
[i+T|
if B2—4E <0

1
T=V2VE-B.
N =+VE.
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Degree n: In general it is rather difficult to find an explicit formula

for the roots. Perng proposed a method to solve unilateral equa-

tions of degree n in the Hamilton ring of the form

' —ay 1" ay o2 —aif—ag =0 witha; € H, 0 < < n—1.

The strategy can be summarized in 3 steps:

» Translating the quaternionic problem in an eigenvalue problem
in the complex field.

= Finding its eigenvectors.

= Obtaning the quaternionic solution.

3. Quaternionic Systems

By means of arithmetic operations the quaternionic system with
two unknowns and two addens of the form
ayb+cxd=e
{ pyq+rxs=t
could be converted into a classical real linear system with four un-
knowns. Then the solutions of the system (1) are obtanined from
linear algebra.

cona,b,c,d,e,p,q,r, s, teH, (1)

4. Number Theory

quaternion ¢ € H is a Hurwitz quaternion if its coefficients are
integers or half integers.
One of the main properties of this subring in H also known as
the Hurwitz integers, denoted by #, is the existence of one-sided
division algorithm.
Consequently, using Hurwitz quaternions one can prove:
Lagrange’s Theorem of Four Squares (1770): Any non-
negative integer can be written as a sum of four squares.
= The units in H are those whose norms are 1.
= The irreducible in H are those whose norms are primes in Z.
The theory of the factorization into irreducible in # is established:
Theorem. Let ¢ € H. Then there exists ¢1, ..., q, € H irreducible
such that ¢ = ¢;--- ¢y is a factorization into irreducible which is
unique up: metacommutations, unit-migrations, and recombina-
tions.
Example: 3j —3k = (1+j+k)(1+i)(1+i—k)
Jrll i) +i-k)
i+ kii i-j(l+i-k)
k)(1+i-k)

3

/—/%
G-KI+i+j—i-j).

denoted the Euclidean norm

1% 1l

=(-Kk)(1—i

j+k]? 1+i—j* il? i—j|%, where
H j+k) i Hj+k i—j). Forany ¢ € H the right ideal of the multiples of ¢ is Hg
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