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Resumen - Abstract

Resumen

El andlisis de series temporales es un conjunto de técnicas estadisti-
cas que permite describir y prever el comportamiento de una serie
temporal y modelizar el proceso estocdstico del que estas provienen
con el objetivo de hacer predicciones. La familia de modelos ARIMA
es ampliamente utilizada y presenta buenos resultados para hori-
zontes de prediccion cercanos en el tiempo de series temporales que
presentan comportamientos estacionales. Fste trabajo introduce la
familia de modelos ARIMA vy analiza por completo una serie ofreci-
da por el Gabinete de Andlisis y Planificacion de La Universidad de
La Laguna prestando atencion a sus aspectos de estacionariedad, es-
tacionalidad y diagnosis para construir el modelo que mejor se ajuste
a la misma. La serie temporal se analiza con el entorno y lenguaje
de programacion estadistico R.

Palabras clave: ARIMA — Serie temporal — Programacion en R
— Prediccion.

Abstract

Time series analysis 1s a group of statistical techniques used to des-
cribe and anticipate the behaviour of a time series, study the stochas-
tic process where the series comes from and making predictions. The
ARIMA models are widely used with an outstanding performance in
short-term forecasts of series where seasonality is shown. This thesis
introduces the ARIMA models and analyses a time series provided
by the Gabinete de Andlisis y Planificacion of La Laguna University
considering the hypothesis of the models and trying to build the mo-
del that best fit to the data. The time series is analyzed with the R
environment for statistical computing.

Keywords: ARIMA - Time series — R programming — Forecas-
ting.
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Introduccion

Las predicciones llevan fascinando a la sociedad durante siglos. El ser hu-
mano es un animal curioso que se siente intrigado por conocer qué pasara en el
futuro. Antiguamente, se asociaban las predicciones a talentos divinos que solo
ciertas personas eran afortunadas de desarrollar. Por suerte, hoy en dia, cual-
quier persona con suficientes conocimientos matematicos podria aventurarse a,
no solo hacer predicciones, sino también a estimar el error de las mismas, sin
necesitar ninguna virtud divina o celestial mas que el poder que le han otorgado
las matematicas.

Las técnicas predictivas se requieren diariamente en diversas circunstan-
cias del ambito empresarial, econémico, social, tecnoldgico o cientifico. Pueden
hacerse predicciones para acontecimientos que sucederan dentro de varios anos,
pero también para horizontes mucho mas cercanos como meses o minutos. Es-
to hace ver que hay una infinidad de situaciones que proponen problemas que
precisan de predicciones para ser resueltos, y una forma efectiva y eficiente de
abordarlos es mediante el andlisis de series temporales.

El analisis de series temporales se basa en un conjunto de datos ordenados
en el tiempo que recoge medidas de cierto fenémeno de interés. Si bien estas
técnicas conforman conocimientos esenciales para el mateméatico actual, no son
abordadas el grado. La tematica de este trabajo nace de estas circustancias, al
ser la oportunidad perfecta para introducirse en los modelos predictivos y com-
pletar la formacion de un cuasigraduado en matemaéticas.

Este trabajo, pues, se plantea como una introducciéon al analisis de series
temporales mediante la familia de modelos ARIMA, cuyo estudio se presenta en
el libro de Box y Jenkins “Time Series Analysis: Forecasting and Control” pu-
blicado en el ano 1970. La construcciéon de los modelos ARIMA tiene, entonces,
como proposito predecir y, particularmente, muestra resultados satisfactorios
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para predicciones a corto plazo.

Todos los capitulos se sitiian en un nivel de cardcter introductorio y tienen
como objetivo guiar al lector por un recorrido que, en unas 40 paginas, consigue
que este adquiera los conocimientos necesarios para entender la familia de mo-
delos ARIMA y hacer predicciones basadas en ella.

Es verdad que, cuando se habla de hipdtesis, los matematicos somos poco
objetivos y no podemos evitar mostrar cierta debilidad hacia ellas, pero no se
trata de un capricho: sientan las bases de los modelos y si alguna de ellas falla,
se obtendran predicciones erroneas y conclusiones catastréficas. Por ello, aunque
muchos recursos de internet las pasan por alto, este texto no actia de la misma
manera y se muestra cauteloso a los requerimientos de los modelos.

El Capitulo 1 se presenta como una introduccién al anélisis de series tem-
porales dando una definicién formal del concepto “serie temporal”, exponiendo
definiciones que seran esenciales para comprender los capitulos que le siguen y
mostrando herramientas cruciales para el andlisis de una serie temporal.

El Capitulo 2, por su parte, estd dedicado a la exposicién de los modelos
que forman la familia ARIMA. En él se distingue si el proceso estocastico sobre
el que se construye el modelo es estacionario o presenta estacionalidad. En el
final de este capitulo se dedica una seccion a la diagnosis del modelo, que no es
mas que la comprobacién de sus hipdtesis.

En mi opinién, si bien considero que el estudio tedrico de los modelos es
esencial para la correcta implementacién de los mismos, este debe complemen-
tarse con la aplicacién practica a series temporales reales. Es por ello que el
Capitulo 3 deja a un lado la retérica tedrica y formal de los capitulos que lo
preceden y se muestra como una panoramica de todo lo expuesto hasta el mo-
mento para analizar una serie temporal real cedida por el Gabinete de Anélisis
y Planificacién de la Universidad de La Laguna.

La elaboracion de los modelos ARIMA es una tarea impensable sin la ayu-
da de un ordenador debido a, no tanto la complejidad, sino la laboriosidad de los
calculos. Particularmente, en este trabajo se ha utilizado el entorno y lenguaje
de programacién R que es muy tutil y ampliamente utilizado en el &mbito de la
estadistica y el andlisis de datos. La mayoria de las figuras expuestas han sido
generadas con el lenguaje R, asi como todos los resultados presentados en el
tercer capitulo.



1

Conceptos basicos sobre series temporales

En este capitulo se introducen algunas ideas y conceptos fundamentales
para el andlisis de series temporales y procesos estocasticos. Se comienza con
una definicion formal de proceso estocastico de la que surge la definicién de
serie temporal. A continuacion, se hace un breve recorrido por los conceptos
de descomposicion clasica, estacionariedad y diferenciacién que seran cruciales
para comprender la construccién de la familia de modelos ARIM A del Capitulo
2, asi como en el analisis de series temporales reales relativas al ntmero de
procedimientos de la sede electronica de La Universidad de La Laguna que se
planteara en el Capitulo 3. El capitulo culmina exponiendo algunas medidas de
bondad de prediccién y el método de la validacion cruzada.

1.1. Series temporales

Intuitivamente, una serie temporal es una sucesién {y;}L, de datos u
observaciones medidos en determinados periodos de tiempo equidistantes y or-
denados cronologicamente. Las series pueden tener una periodicidad anual,
trimestral, mensual, semanal, etc. segin los periodos de tiempo en los que se
han tomado los datos.

El andlisis de series temporales se basa en un conjunto de técnicas que
permiten no solo estudiar y modelizar el comportamiento general de la misma,
sino que también busca hacer predicciones de los valores que se alcanzaran en
un futuro.

A continuacién, se definen algunos conceptos bésicos con el propédsito de
describir formalmente qué es una serie temporal.

Definicién 1.1. Un espacio de probabilidad es una terna (£2,F, P) donde
(2 es un conjunto no vacio llamado espacio muestral, F es una o-dlgebra de
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subconjuntos de 2 y P es una medida de probabilidad definida sobre todos los
elementos de F.

Definicién 1.2. Una wariable aleatoria real en el espacio de probabilidad
(2, F, P) es una funcion Y : 2 — R tal que la imagen inversa de cualquier
intervalo de la forma (—o0,a] es un elemento de F.

Definicién 1.3. Un proceso estocdstico real {Y,;} es una familia de variables
aleatorias reales Y = {Yi(w) | t € C} todas definidas sobre el mismo espacio de
probabilidad (2, F, P). Si el conjunto indice, C, es tal que C C Z, entonces se
dice que el proceso estocastico es discreto, mientras que si C' es un intervalo de
R, el proceso es continuo.

Una vez se han introducido las Definiciones 1.1-1.3, es posible dar una
definicién formal del concepto serie temporal que, desde el punto de vista de
Uriel [10] (1995), no es méds que una realizacién finita de un proceso estocastico
real y discreto.

Definicién 1.4. Una serie temporal {y;}1_, es un conjunto de T wvalores ob-
servados de un proceso estocdstico real discreto que estdn ordenados y equies-
paciados en el tiempo. Para cierto periodo de tiempo t, la observacion y;_j se
llama el h-ésimo desfase de y;.

Una serie temporal, por tanto, esta definida sobre un periodo muestral que
es tan solo una porcién de la historia del proceso estocastico del que dicha serie
procede. Es por ello que, en la practica, el analisis de series temporales se realiza
con un conjunto finito de datos, mientras que los modelos tedricos se construyen
sobre su proceso estocastico asociado, pues consideran un ntimero infinito de
observaciones.

Proceso estocdstico: [ LY, Yo, Y, Y, Y, }

Serie temporal: Y1, Y2, .-, YT

Figura 1.1. Procedencia de una serie temporal observada.

En el analisis cldsico de una serie temporal, aparecen un conjunto de fac-
tores llamados componentes que, cuando interactian entre si, provocan fluc-
tuaciones en la misma a lo largo del tiempo.

= Se dice que existe una tendencia cuando se aprecia un crecimiento, decre-
cimiento o estancamiento en los datos por un largo plazo de tiempo. En
ocasiones se describe la tendencia como un cambio de direccion.
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= La componente ciclica refleja comportamientos recurrentes sin una fre-
cuencia fija en los datos a medio plazo. En el estudio de series temporales
que se expone en este documento, no se hara distincién entre la tendencia y
la componente ciclica.

= La componente estacional se aprecia cuando la serie presenta fluctuacio-
nes en un corto periodo de tiempo, generalmente inferior o igual a un ano.
Manifiesta oscilaciones debidas a la influencia de ciertos fenémenos que se
repiten de manera periddica en un ano, como las estaciones; en una semana,
por ejemplo los fines de semana; o las horas puntas de un dia.

DESCOMPOSICION MODELO ADITIVO

GRAFICO TEMPORAL

0e+00  Ge+Dd

T T T T T T T T
1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994

20000
|

TENDENCIA

5000

T T T T T T T T
1987 1988 1989 1890 1991 1992 1993 1994

15000

ESTACIONAL

-5000

T T T T T T T T
1987 1988 1989 1990 1991 1992 1983 1994

20000
|

ALEATORIO

-10000
|

T T T T T T T T
1987 1988 1989 1990 1991 1992 1983 1994

Figura 1.2. Descomposicién en sus componentes de la venta de souvenir en una tienda de Queensland,
Australia, desde enero de 1987 hasta diciembre 1993. Datos de Rob Hyndman.

1.2. Descomposicion clasica de una serie temporal

Las series temporales pueden presentar patrones que se consideran resul-
tantes de la composicion de las tres componentes citadas en la Seccién 1.1. El
analisis, desde un enfoque clasico, de las series temporales trata de descomponer
los datos en sus componentes. Este proceso recibe el nombre de descomposi-
cion clasica que, si bien no es la forma mas sofisticada de analizar una serie,
es util para ilustrar la interaccion de las componentes y sirve como un primer
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contacto con con el conjunto de datos, pues ayuda a entender el comportamiento
general del mismo.

La descomposicion clasica considera que una serie temporal dada esta com-
puesta por su tendencia, componente estacional y un residuo que recoge todos
los efectos casuales de eventos fortuitos que no presentan un caracter periodico
reconocible.

Principalmente, existen dos posibles modelos de forma que se asume uno u
otro en funcién del comportamiento de la serie temporal {y;}7_,. Si S; representa
la componente estacional, T; denota la tendencia y R; es el residuo, y la serie no
presenta fluctuaciones elevadas, se opta por un modelo aditivo que se expresa

Si, en cambio, la componente estacional o la tendencia presentan grandes varia-
ciones a lo largo del tiempo, entonces Gonzélez Sierra [7] (2014) sugiere que serd
mas apropiado asumir un modelo multiplicativo

yr =S¢ X Ty X Ry. (1.2)

La Figura 1.2 muestra el grafico temporal de una serie acompanada de su
tendencia, componente estacional y errores aleatorios. Si se examina el gréfico
temporal, puede sospecharse una tendencia creciente asi como se aprecia un claro
comportamiento estacional, pues cada ano se repite el mismo patron de ventas.
Estas sospechas se confirman al prestar atencién a los graficos de la tendencia y
componente estacional de la serie.

1.3. Estacionariedad

A grandes rasgos, un proceso estocastico {Y;} = {Y; | t € Z} se dice
estacionario si sus propiedades estadisticas no dependen del periodo de tiempo
en el que se observe.

Definicién 1.5. Un proceso estocdstico {Y;} es estrictamente estaciona-
10 Si para cualesquier sucesion de periodos ty < to < --- < t, de su histo-
ria, la distribucion de probabilidad conjunta de (Yy,,...,Y;,) coincide con la de
(Yiiins -2 Ya, ) para cualquier h = £1,£2. ..

Las propiedades estadisticas de un proceso estocastico estacionario son muy
diferentes a las de un proceso no estacionario. Es por ello que uno de los primeros
pasos en el andlisis de series temporales es estudiar si la serie es compatible con
la hipdtesis de estacionariedad, requerimiento esencial para el modelo ARM A
expuesto en la Seccién 2.2.
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SERIE TEMPORAL ESTACIONARIA SERIE TEMPORAL NO ESTACIONARIA

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Figura 1.3. A la izquierda se representa una serie temporal estacionaria, mientras que a la derecha una no
estacionaria.

Definicién 1.6. Un proceso estocdstico real {Y;} con E[Y?] < oo para todo
t=0,£1,£2,... se dice débilmente estacionario si:

» uy(t) = EY;] es constante para todo t = 0,£1,42,.... Es decir, no depende
del valor de t.

» Y (t+ h,t) = CovlYy, Y] depende a lo sumo de h (entero), pero no del
valor de t para todot =0,£1,£2,....

En general, se seguira el criterio de Brockwell [2] (2002) y, cuando se hable
de estacionariedad en este texto, se estara haciendo referencia a la estaciona-
riedad débil de la Definicién 1.6, pues esta es suficiente como hipotesis de los
modelos que seran propuestos en el Capitulo 2.

Como consecuencia de la Definicién 1.6, cuando se hace referencia a la fun-
cién autocovarianza del proceso estacionario {Y;}, puede pensarse en la funcién
univaluada en el desfase h

Yy (h) == vy (h,0) =y (t + h,t). (1.3)

Este hecho implica que la varianza de un proceso estocdastico estacionario es
constante ya que para todo t = 0,+1,42, ..., sucede que

Var[Y;] = vy (t, t) = vy (0) = const. (1.4)

Los comentarios anteriores hacen ver que, de las tres series que se muestran
en la Figura 1.4, la tinica que puede ser estacionaria es la que se encuentra mas
a la izquierda pues presenta media y varianza constantes.

Debe notarse, pues, que una serie temporal que presente tendencia o esta-
cionalidad, no procede de un proceso estocastico estacionario. En general, una
serie temporal asociada a un proceso estacionario no cumple patrones a largo
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v
v
v

Figura 1.4. De izquierda a derecha: Series temporales con media y varianza constante, media no constante
y varianza constante, y media constante y varianza no constante. Fuente: Palachy, S. [14].

plazo, aunque si podrian permitirse ciertos comportamientos ciclicos que no tie-
nen una duracion determinada o fija. Se puede distinguir graficamente en la
Figura 1.3 que una serie temporal es estacionaria graficamente cuando su forma
es estrictamente horizontal y con varianza constante.

1.4. Funciones de autocorrelacion y autocorrelacion
parcial

Definicién 1.7. Sea {Y;} un proceso estocdstico estacionario. La funcion de
autocovarianza (ACVFE, del inglés AutoCoVariance Function) evaluada en el
desfase h o, simplemente, autocovarianza de orden h es

Ay (h) = CovlYyn, Yi] = El(Y; — 1) (Vi — )] (15)

Definicién 1.8. La funcién de autocorrelacion simple (ACF, del inglés
AutoCorrelation Function) de un proceso estocdstico estacionario {Y;} evaluada
en el desfase h o, simplemente, autocorrelacion de orden h es

_ (k)

v (0)
Definicién 1.9. La funcién de autocorrelacion parcial (PACF, del inglés
Partial AutoCorrelation Function) de un proceso estocdstico estacionario {Y;}

evaluada en el desfase h se denota ay (h) y estd definida como el coeficiente ¢py,
en la regresion

py (h) (1.6)

Vi = omYio1 + ¢naYio + 4 dmnYin + Uy (1.7)

donde Yi_; = Yi_i — py (1t =0,1,2,...) y U no depende de Y;_; para todo
i=0,1,2,....

Estas definiciones son dadas por Mauricio [12] (2007), quien senala que en
la préactica, la media, la varianza, la ACF y la PACF no son computables, puesto
que solo se cuenta con T observaciones del proceso estocastico. Es por ello que
conviene definir sus equivalentes muestrales que si pueden ser calculados a partir
de una serie temporal.
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Definicién 1.10. Sea {y:}_, una serie temporal que es una realizacién del pro-
ceso estocdstico {Y;}. La media muestral y varianza muestral de la serie
son, respectivamente,

1 < 1 <&
T=md 0w v Si=5) (-0 (1.8)
t=1

t=1

Por su parte, la autocovarianza muestral y autocorrelacion simple de
orden h se definen, respectivamente,

30 = 7S an ~ Dl ~7) y o) = 10 (19)

Por dltimo, la autocorrelacion parcial muestral de orden h es el estima-
dor MCO o MV ! de ¢ny, del modelo de regresion lineal (1.7) considerado para

{yt}tT=1-

Definicién 1.11. Un grdfico ACF es un diagrama de barras de la autocorre-
lacion simple de la serie temporal en el que una barra situada en el desfase h
mide p(h). El grdfico PACF se define de forma andloga, pero cada barra mide
la autocorrelacion parcial muestral de orden h.

06

04

04 06 08 1.0
0.2
|

ACF
PACF

2 00 02
:
-
—
i
=
—
— |
-
—
i
i
Lo
-
2 00

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 1 3 5 7 9 1113 15 17 19 21 23

Figura 1.5. Grificos ACF y PACF de la venta de souvenir en una tienda de Queensland, Australia, desde
enero de 1987 hasta diciembre 1993. Datos de Rob Hyndman.

Estos graficos contienen dos lineas discontinuas horizontales equiespaciadas
del eje horizontal que representan un intervalo de confianza para cada autoco-
rrelacion muestral, usualmente del 95 %. Cuando una barra se sale fuera de estos
limites se dice que su desfase asociado es significativo o que presenta una corre-
laciéon significativa.

1 MCO denota Minimos Cuadrados Ordinarios y MV es Méxima Verosimilitud.
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El grafico ACF (también denominado correlograma) de una serie tem-
poral es una herramienta visual sumamente 1til para identificar si una serie
temporal procede de un proceso estocastico estacionario, es decir, es una se-
rie temporal estacionaria. En particular, cuando una serie temporal no es
estacionaria, su correlograma decae muy lentamente, mientras que si la serie
presenta estacionariedad, decaerd bruscamente.

Se comentaba al final de la Seccién 1.3, que cuando una serie temporal pre-
senta ciertas tendencias, su varianza no es constante debido a comportamientos
estacionales o sucede una combinacién de las dos anteriores, la serie no es esta-
cionaria. Sin embargo, esto no debe ser un inconveniente puesto que una serie
temporal no estacionaria puede ser transformada adecuadamente en una serie
de aspecto estacionario. En la Seccion 1.5 se presentan algunas transformaciones
sencillas propuestas por Hyndman [8] (2021).

1.5. Diferenciacion

Con el objetivo de eliminar la tendencia y la componente estacional de la
serie para obtener residuos estacionarios, es necesario efectuar algunas trans-
formaciones. Cuando una serie temporal se observa a lo largo de un periodo
dilatado de tiempo, es comun que la varianza del mismo se vea afectada por
una tendencia. Por ejemplo, si la magnitud de las fluctuaciones parecen aumen-
tar aproximadamente de forma lineal, la serie transformada {w; = log(y:)}L,
logrard disminuir las fluctuaciones de forma que estas sean mas constantes en
magnitud y se estabilice la varianza en torno a la media de los datos. Otras
transformaciones que consiguen estabilizar la varianza es la familia de transfor-
maciones de Box-Cox que dependen de un parametro A\ y se define

() log(y:) si =0,
~\ {si : 1.10
g {{SZQR(yt)|yt|A—1}/)\ si A # 0, (1.10)
donde
—1siy <0,
sign(y) = { 0 sty =0, (1.11)
1 siy>0.

Por otro lado, la diferenciacion consigue estabilizar la media de la serie
temporal eliminando (o reduciendo) la tendencia. Con el objeto de introducir
el concepto diferenciaciéon, es necesario definir el operador hacia atras o de
retardo y el operador diferenciacién.

Definicién 1.12. El operador hacia atrds, B (del inglés, Backshift), cuan-
do opera con la variable aleatoria Y; referida al momento t, tiene el efecto de
desfasarla un periodo hacia atrds
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BY; = Y;_1. (1.12)

Se puede generalizar el operador hacia atras aplicandolo sucesivamente so-
bre la variable. Una simple comprobacion prueba que

d
By, —v,_, (1.13)

BY, =B

Definicién 1.13. El operador diferenciacion, V, opera con la variable Y;

referida a un momento t calculando la diferencia con la referida a su momento
inmediatamente anterior

VY, =Y, - Y. (1.14)

El operador hacia atras y el operador diferenciacion se encuentran estrecha-
mente relacionados pues el segundo puede ser definido en funcién del primero.
Simplemente, debe notarse que

VY, =Y, - Y=Y, - BY,= (1- B)Y,. (1.15)

Definicién 1.14. El proceso de diferenciacion de un proceso estocastico {Y;}
consiste en considerar el proceso alternativo

{W, = VY3}, (1.16)

es decir, el nuevo proceso es la diferencia entre cada dos variables consecutivas
del proceso original.

Las Definiciones 1.12-1.16 tienen sus equivalentes muestrales y son adap-
tadas a una serie temporal en lugar de a un proceso estocastico. En su caso, la
serie diferenciada de una serie temporal compuesta por 1" observaciones estara
formada por T' — 1 datos al no ser posible calcular la diferencia de la primera
observacion con su inmediata anterior.

Tal y como se comento al inicio de esta secciéon, la Figura 1.6 refleja como
la diferenciacién de una serie hace estable la media de la misma y reduce su ten-
dencia, asi como una transformacién logaritmica estabiliza la varianza en torno
a la media de los datos. Tan solo observando el grafico temporal de la transfor-
macién logaritmica de la serie diferenciada uno podria aventurarse a decir que
la serie parece estacionaria.

No debe perderse de vista que el objetivo de diferenciar una serie temporal
es hacer que parezca estacionaria. No obstante, es posible que, ocasionalmente,
la serie diferenciada no muestre estacionariedad. Ante esta situacién es necesario
diferenciarla de nuevo o, equivalentemente, aplicar una diferenciacién de segundo
orden
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SERIE TEMPORAL ORIGINAL vy, i
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Figura 1.6. Se presenta la serie temporal de ventas de Souvenir original, acompafiada de la serie temporal
diferenciada, transformada por un logaritmo y la transformacién logaritmica de la serie diferenciada. Datos
de Rob Hyndman.

V2yt = V(Y — yi-1)
= Vys — Vyi 1
= (Yt — Y1) — (yy—l — Yi—2)
=Y — 2Yr1+ Y2
= (1-2B + By,
= (1 - B)?y,.

(1.17)

Aunque casi nunca es necesario diferenciar la serie mas que dos veces, se
puede aplicar la diferenciacion de orden superior d. Es importante apreciar
una relaciéon mas general que la expuesta en (1.15) entre los dos operadores pues
se demuestra que una diferenciacion de orden d puede escribirse como

v, = (1 - B)%,. (1.18)

Definicién 1.15. La desestacionalizacion o diferenciacion estacional de un
proceso estocastico {Y;} es considerar el proceso transformado de la forma

VsY,=(1-B%Y, =Y, Y, _g. (1.19)

Una serie temporal desestacionalizada posee S observaciones menos que la
original. En cualquier caso, se profundizara sobre la desestacionalizacion mas
adelante, cuando se introduzcan los modelos de series temporales con compor-
tamiento estacional en la Seccién 2.4.
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En el grafico temporal de la serie temporal de la Figura 1.2, puede apre-
ciarse un cierto comportamiento estacional pues hay un patréon de ventas de
que se repite cada doce meses. Por ello, parece pertinente practicar una deses-
tacionalizaciéon de la serie, pero sin olvidar la diferenciacion y transformacion
logaritmica que ya se habian aplicado con anterioridad. Los resultados de estas
transformaciones se recogen el la Figura 1.7, donde la serie transformada tiene
un comportamiento que encaja mejor en el aspecto estacionario que el de la
Figura 1.6. Ademas, se aprecia que el grafico ACF decrece rapidamente y esto
se trata, como se ha dicho, de un indicativo de estacionariedad.

SERIE TEMPORAL ORIGINAL y; log(V15(Vy)) FUNCION ACF de log(V1,(Vy,))
_ - .
o Q
= <
E S = || I|I|||
é7| T T T T T T T ?7\ T T T T T T g7\|\||\HlH\llH\ll\l\lH
1987 1989 1991 1993 1988 1990 1992 1994 02468 11 14 17 20 23

Figura 1.7. Se presenta la serie temporal de ventas de Souvenir original, acompafiada de la serie temporal
transformada y su grafico ACF. Datos de Rob Hyndman.

1.6. Bondad de prediccién

En el Capitulo 2 se introduciran algunos modelos de series temporales que
permitiran hacer predicciones de valores futuros de la misma. Para estudiar la
bondad de la prediccion de un modelo, usualmente se utilizan las medidas MSE
(del inglés, Mean Squared Error)y RMSE (del inglés, Root Mean Squared Error)
que propone Calzone [3] (2022).

A pesar de que los modelos estaran pensados para hacer predicciones de
valores futuros que son desconocidos, también puede calcularse la prediccién

del valor conocido de la serie, y; en cualquier t = 1,...,T y denotarlo 7. Esta
prediccion recibe el nombre de predicho. Por tanto, el error que se comete al
estimar la observacién y; por su predicho es e, =y, — 9, parat=1,...,T.

El MSE se define como la media de los errores al cuadrado debido a que,
al poder ser los errores positivos o negativos, una media de los mismos tendria
sumandos que se anularian unos con otros.
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T

1 2
MSE = T;et. (1.20)

El MSE presenta la limitacién de que su unidad de medida es el cuadrado
de la unidad de medida en los datos. Por ello, se considera el RMSE que no es
mas que la raiz cuadrada del MSE.

Otras medidas de bondad de prediccién utilizadas son el MAE (del inglés,
Mean Absolute Error)

T
1
MAE = T;\etl, (1.21)
y el MAPE (del inglés, Mean Absolute Percentage Error)

T

100

MAPE = —-
P2

€t

A 1.22
m (1.22)

pero para evaluar esta tultima se debe ser cauteloso y no considerar los periodos
cuya observaciones sean nulas, pues de lo contrario, se estaria dividiendo por
cero.

Conviene comentar que estas medidas sirven para comparar como de bien
se ajustan varios modelos a los datos de forma que cuanto menor sea el valor de
las medidas de bondad de prediccién, mejor serd el modelo. Sin embargo, se vera
en la Seccion 1.7 que el hecho de que un modelo actiie bien sobre el conjunto de
datos que se usa para estimarlo, no asegura que haga predicciones precisas.

1.7. Validacion cruzada

Aunque en la Seccién 1.6 se presentaron algunas medidas que sirven pa-
ra evaluar la bondad de prediccién, lo cierto es que, realmente, no estudian la
calidad de la prediccién, pues son funciones de los errores de datos que se han
utilizado para ajustar el modelo. La calidad de una prediccion solo puede deter-
minarse midiendo cémo actia el modelo en datos nuevos, no es los datos que se
han utilizado para implementarlo.

Estas medidas expuestas son ampliamente utilizadas, pero carece de senti-
do medir la veracidad de la prediccién en funcion de los errores que se cometerian
si tomara como cada valor de la serie su predicho. Lo ideal, pues, seria contar
con valores futuros de la serie que no se han tenido en cuenta para ajustar el
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modelo y medir sus errores, tal y como sugiere Hyndman [8] (2021).

Debe tenerse en cuenta que, como uno de los objetivos del anélisis de series
temporales es predecir valores futuros, no suele contarse con datos mas alld de
T. Por ello, lo que suele hacerse es dividir el conjunto de datos en dos porcio-
nes: el conjunto de entrenamiento, que se utiliza para estimar los pardmetros o
ajustar el modelo; y el conjunto de validacion, en el que se calculan los errores
que cometeria el modelo haciendo predicciones sobre este conjunto.

Normalmente se propone que el tamano del conjunto de validacién sea un
20 % del de la muestra total, pero esto es meramente orientativo y puede variar
seguin las caracteristicas de la serie temporal. En cualquier caso, el conjunto de
validacién debe ser, al menos, tan amplio como el horizonte en el que se pretende
predecir la variable de estudio.

ENTRENAMIENTO VALIDACION
HO—0 00000 00000 0 0 06 06 060606060 0t

Figura 1.8. Se representa en azul las observaciones que forman parte del conjunto de entrenamiento y en
rojo las que conforman conjunto de validacién.

Una forma mas sofisticada de validar el modelo es el método de la validacién
cruzada. El método se desarrolla en T'—m++1 iteraciones. En la primera iteracién,
el conjunto de validacién es la m-ésima observacion de la serie temporal y el
conjunto de entrenamiento son todas las observaciones que la preceden en el
tiempo. A medida que el método avanza, el punto de validaciéon de la iteracién
anterior pasa a formar parte del conjunto de entrenamiento, y el nuevo punto
de validacién es su inmediato posterior en el tiempo. Este procedimiento se
ilustra en la Figura 1.9, en la que se muestran cuatro iteraciones de la validacion
cruzada.

Figura 1.9. Cada punto representa una observacién de la serie temporal, y cada fila una iteracién en el
método de validacién cruzada. Las observaciones azules pertenecen al conjunto de entrenamiento, las rojas
al de validacién y las grises ni validan ni entrenan el modelo.

Como no es posible obtener predicciones fiables basadas en un conjunto de
entrenamiento muy pequeno, suele considerarse un valor de m lo suficientemente
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grande como para poder entrenar el modelo con m — 1 datos.

La validacion cruzada permite calificar la fiabilidad de prediccién con las
medidas expuestas en la Seccion 1.6 evaluadas sobre los errores que se cometen
en cada conjunto de validacion o iteracién.

Otra posibilidad es seguir considerando conjuntos unipuntuales de valida-
cion, pero dejando k — 1 observaciones entre estos y sus respectivos conjuntos de
entrenamientos como se muestra en la Figura 1.10. Este procedimiento recibe el
nombre de validacién cruzada de k pasos.

Figura 1.10. Cada punto representa una observacién de la serie temporal, y cada fila una iteracién en
el método de validacién cruzada de k = 3 pasos. Las observaciones azules pertenecen al conjunto de
entrenamiento, las rojas al de validacién y las grises ni validan ni entrenan el modelo.



2
Modelos ARIMA

En el Capitulo 1 se presentaron algunas nociones generales y conceptos cla-
ves en el andlisis de series temporales. Se ha visto que el analisis preliminar de
una serie temporal es efectuar su descomposicién clasica para entender su com-
portamiento general y descubrir posibles tendencias o patrones estacionales que
aportarian informacién valiosa para su analisis, pero que descartan de inmediato
la estacionariedad de la misma. También, su gréfico temporal y su grafico ACF
seran de gran ayuda para decidir si la serie temporal es estacionaria y, en caso
contrario, aplicar una transformacién de Box-Cox que estabilice la varianza en
torno a la media y tantas diferenciaciones como sean necesarias para convertir
la media en constante.

Una vez concluido el anélisis preliminar, llega el momento de elaborar un
modelo estadistico que describa adecuadamente el proceso estocéastico de proce-
dencia de la serie temporal en cuestion, de forma que las implicaciones tedricas
del modelo resulten compatibles con las caracteristicas muestrales que presenta
la serie. En este capitulo se define la familia de modelos ARIM A (del inglés,
Autoregressive Integrated Moving Average), asi como algunas técnicas o criterios
para decidir qué modelos de esta familia son més apropiados para modelizar una
serie temporal dada.

El paso final en el andlisis de una serie temporal es la diagnosis del modelo
construido que comprueba el cumplimiento de las hipotesis que asume el mismo.

2.1. Ejemplos de modelos

Antes de citar algunos ejemplos clasicos de procesos estocasticos basados
en la familia de modelos ARIM A, conviene definir el concepto modelo, como lo
entiende Mauricio [12] (2007).
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Definicién 2.1. Un modelo para un proceso estocastico es cualquier conjunto
de hipotesis bien definidas sobre las propiedades estadisticas de dicho proceso
que usualmente se expresa mediante una ecuacion de recurrencia.

Cuando se nombran las propiedades estadisticas de un proceso estocasti-
co, frecuentemente se hace referencia a ciertas condiciones que debe cumplir la
esperanza o covarianza del proceso. En particular, los modelos ARM A asumen

que el proceso sea estacionario, por ello se cumplen las propiedades estadisticas
de la Definicion 1.6.

Ejemplo 2.2. Ruido blanco. Un proceso estocastico es ruido blanco y se denota
{Y;} ~ N(0,0?%) (del inglés, Noise) si se trata de una secuencia de variables
aleatorias idéntica e independientemente distribuidas tal que

» E[Y;] =0 paratodot=0,+1,+2, ...
» Var[Y;] = o? para todo t = 0,+1,+2,. ..
» CovlYy,Yin) = 0 para todo t = 0,£1,+2, ... y cualquier h # 0.

Notese que la segunda condicién hace referencia a que la varianza permane-
ce constante en el tiempo, y que las otras dos aseguran la (débil) estacionariedad
del proceso.

RUIDO BLANCO
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Figura 2.1. Griéfico temporal de ruido blanco N(0,c* = 9) simulado en R, acompafiado de su grafico ACF
en el que se puede apreciar la estacionariedad del proceso.

No es fortuito que el ruido blanco sea el primer ejemplo introducido en este
capitulo ya que sera un proceso protagonista en los modelos ARIMA.

Ejemplo 2.3. Paseo aleatorio. Un proceso estocastico no estacionario {Y;} es
un paseo aleatorio cuando

Y, =p+Y 1 +e, (2.1)

para todo t = 0,+1,42,... siendo p un pardmetro y {g;} ~ N(0,0?). El in-
terés del paseo aleatorio radica en que si se considera su proceso estocastico
diferenciado, entonces se obtiene ruido blanco.
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Figura 2.2. Gréfico temporal de de un paseo aleatorio simulado en R, acompafiado de su grafico ACF.
Los gréaficos de la segunda fila corresponden al paseo aleatorio diferenciado en los que se aprecia que, en
efecto, la serie diferenciada luce como un ruido blanco.

2.2. Modelos ARMA

En en analisis de series temporales, el modelo de medias méviles es un
proceso comun para modelizar datos univariables que establece una relacién
lineal entre la variable de estudio y los errores de predicciones pasadas.

Definicién 2.4. Se dice que un proceso estocdstico {Y;} es un proceso MA(q)
media movil de orden q si

Yi=cH+e 4+ 011+ 0sgi_0+ - + 0444 (2.2)
para todo t = 0,41, 42, ... y {g} ~ N(0,0?%).

Ejemplo 2.5. Modelo media mévil de orden 1. Cuando un proceso estocésti-
co sigue un modelo M A(1), se escribe

Yi=cH+ei+ 01641, (2.3)
con {&;} ~ N(0,0?).

Su media puede expresarse

E[Yi]

Elc+ e, + 61e4-1]
[C] + E[&‘t] + HIE[gt_l] (24)
[c] =c¢

E
E
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teniendo en cuenta la linealidad de la esperanza matematica y que la esperanza
de una constante es la propia constante. Por su parte, la varianza del proceso
puede describirse como

VCLT[Y;] = VCLT[C +é& + 01615_1]
= Var[c] + Varle] + 0:Var[e;_1] (2.5)
=o*(1+6})

en virtud de la independencia del ruido blanco. En cuanto a la autocovarianza
de orden h, se obtiene la expresion

v (h) = E[(Y; = ) (Yien — p)]
= E[(é‘t + 0151&—1)<5t—h + ngt—h—l)] (26)

= Eleiein + bre—160-n + 161641 + 9%&71&/71171]
Ahora bien, si se toma h = 1, entonces sucede que
")/y(l) = E[Ste’ft,l] + 61E[€t,1€t,1] + 61E[€t€t,2] + 9%E[€t71€t,2] = 910’2, (27)

mientras que si h > 1, la autocovarianza es vy (h) = 0. De esto se deduce que la
autocorrelacion del proceso es

- {000 = s

Se ha probado que un proceso M A(1) es débilmente estacionario. Se demuestra
que un modelo media mévil M A(q) es estacionario para cualquier valor de g.

MA(1)
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Figura 2.3. Gréfico temporal de de un proceso M A(1) simulado con el lenguaje R para 6; = 0.9, acom-
panado de su grafico ACF.

Debe apreciarse en la Figura 2.3 el comportamiento estacionario de la serie.
Ademads, aunque la autocorrelacion calculada en (2.8) es tedrica y, evidentemente
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es ligeramente distinta a la muestral, se observa en el grafico ACF que py (1) ~
0.9/(1 4+ 0.9%) = 0.497 y que la autocorrelacién es muy préxima a cero para el
resto de desfases.

Los modelos autoregresivos, por su parte, tratan de describir la variable de
interés referida al momento ¢ como una combinacion lineal de los valores pasados
de esa misma variable. El término autoregresion hace referencia a que el modelo
es una regresion lineal de la variable de estudio sobre si misma.

Definicién 2.6. Un proceso estocdstico {Y;} describe un modelo AR(p) auto-
regresivo de orden p si

Yi=c+oYi 1 +oY, a0+ +0Yi, +e (2.9)
para todo t = 0,41, 42, ... y {g} ~ N(0,0?%).

Ejemplo 2.7. Modelo autorregresivo de orden 1. Un proceso estocéstico
sigue un modelo AR(1) si

Yi=c+ 1Y +ey, (2.10)

con {g;} ~ N(0,0?).

Si se asume que el proceso es débilmente estacionario, sucede que E[Y;] = u para
todot=0,4+1,+2... de forma que
E[Yt] = E[C + 1Y+ 5t]
= Elc] + 91 E[Yio1] + Elef] (2.11)
=c+ le,u,

y, al despejar p de (2.11), se concluye que

c
ElY,] = . 2.12
= 212
En virtud de la independencia entre los errores y el proceso estocéstico, la va-
rianza cumple la relacion

VarlYy] = Varlc+ ¢1Yi_1 + &
= Var[cd + ¢3Var[Yi_1] + Var|e] (2.13)
= ¢iVarlY;_1] + o°.

Resulta realmente interesarte cémo la restriccién |¢| < 1 es una condicién
necesaria para asegurar la estacionariedad del proceso que se habia asumido

al comienzo de este ejemplo. En efecto, si el proceso es estacionario, entones
VarlY;] = Var[Y;_1] para todo t = 0,+1,£2,... y de (2.13) se desprende que
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Var[Y}](1 — ¢3) = 0. (2.14)

Debido a que tanto la varianza del proceso como la del ruido blanco son po-
sitivas, es necesario que 1 — ¢? > 0 o, equivalentemente, |¢;| < 1 pues, de lo
contrario, la igualdad (2.14) resultaria en un absurdo.

Para dar la expresion de la autocovarianza de orden h, se multiplica (2.10) por
Y;_n v se toman esperanzas a ambos lados del igual

ElY,_wYi] = 01 E[Y, Y] + E[Y,_ne], (2.15)
de donde sigue la férmula recursiva
Y (h) = 1y (h = 1), 7y (1) = d17v(0). (2.16)
Todo esto permite afirmar que
v (h) = ¢y (0) (2.17)

y, consecuentemente, la autocorrelacion de orden h es

h
v (h) = Yy () _ $17v (0) _ qbllz (2.18)
w(0)  w(0)
Tanto en el grafico temporal como en el grafico ACF de la Figura 2.4 se aprecia
que la serie temporal es estacionaria, comportamiento posibilitado por el hecho
de que —1 < ¢1 = 0.5 < 1, que también asegura que la funcién autocorrelacién
sea decreciente tal y como se ha definido en (2.18).

Definicién 2.8. Un proceso estocdstico {Y;} es un proceso ARM A(p,q) si es
débilmente estacionario y para cualquier t =0, +1,£2, ...

Y; — le}/t—l — e — gbp}/t_p =c+é&r+ 91815_1 + -+ Qqet_q, (219)
donde
» {&,} ~ N(0,0?%) es ruido blanco,
n Pp(z) =1— 12— — @p2P es el polinomio autorregresivo,

w §(2) =1+612+ -+ 6,27 es el polinomio media maovil,
y los polinomios autorregresivo y media movil no tienen factores en comin.

Es conveniente escribir este proceso con una notacién mas concisa haciendo
uso del operador hacia atras:

¢(B)Y; = ¢+ 0(B)e;. (2.20)
Si los polinomios de la Definicién 2.8 tuvieran raices en comun, entonces el mo-

delo estaria sobreparametrizado y seria recomendable modelar el proceso con un
ARMA(p—1,q —1).
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Figura 2.4. Gréfico temporal de de un proceso AR(1) simulado con el lenguaje R para ¢1 = 0.5, acom-
pafiado de su grafico ACF.

2.2.1. Estacionariedad e Invertibilidad

Aunque un proceso media movil de orden ¢ es siempre estacionario sin
requerir ningin tipo de condicién sobre los coeficientes de su polinomio media
movil, no ocurre lo mismo con los procesos autorregresivos de orden p o con los
procesos ARM A(p, q). En efecto, el Ejemplo 2.7 ilustré esta situacién probando
que la condicién |¢;] < 1 en un proceso AR(1) es necesaria para que este sea
estacionario. Por ello, a continuacién, se introducen dos definiciones con sus
respectivas caracterizaciones aportadas por Brockwell [2] (2002).

Definicién 2.9. Sea {Y;} un proceso ARM A(p, q). Se dice que {Y;} es estacio-
nario si existen las constantes {1;} tales que Y 27 [¢);] < 00 y para cualquier

t se cumple
Yy = Z V€.
j=0

La estacionariedad del proceso es equivalente a la condicion ¢(z) # 0 para cual-
quier |z| < 1. Se demuestra que los coeficientes {1;} estan determinados por el
desarrollo en series de potencias

> ises = %, |2 < 0. (2.21)

Ejemplo 2.10. Sea {Y;} un proceso ARM A(1,0) estacionario. La condicién de
invertibilidad exige que |¢p1| < 1 y efectuando sustituciones reiteradamente en
la expresion del modelo
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Yi=¢1Yi + &
= ¢1(1Yi2 +e1) + &
=2, o+ P11 + &
= VY s+ Pler o+ ¢re + & (2.22)

o

_ E J

- ¢1€t7j7
Jj=0

se llega a un proceso M A(oo). Nétese la importancia de la condicién de estacio-
nariedad. Si el coeficiente |¢;| > 1, entonces el valor ¢¥ aumenta a medida que
lo hace k y los errores menos recientes tienen una ponderacién muy alta en el
periodo actual, lo que carece de sentido.

Un proceso ARM A(p, q) es, por tanto, estacionario si puede ser expresado
en términos de su error actual y errores pasados en forma de un M A(cc). Un
concepto fuertemente relacionado con la estacionariedad es la invertibilidad.

Definicién 2.11. Sea {Y;} un proceso ARM A(p, q). Se dice que {Y;} es inver-
tible si existen las constantes {m;} tales que )" |m;| < oo y para cualquier t

se cumple
oo
&t = E Wj}/;—j-
J=0

La invertibilidad del proceso es equivalente a la condicién 0(z) # 0 para to-
do |z| < 1. Se demuestra que los coeficientes {m;} estan determinados por el
desarrollo en series de potencias

- ¢(2)
jZOWth—j Ok 2| < 0. (2.23)

Ejemplo 2.12. Sea {Y;} un proceso ARM A(0, 1) invertible. La condicién de in-
vertibilidad exige que |0;]| < 1y sustituyendo reiteradamente en la expresién del
modelo
et =Y, — b
=Y, = 01(Yio1 — bheio)
=Y, — 1Y 1+ 0ieio

=Y, = 0,Y + 02V, — Oy (2.24)

=Y (=0)Yiy,
j=0

J
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se obtiene un proceso AR(00). Nuevamente, es necesario que |0;| < 1 puesto que,
de lo contrario, las observaciones mas antiguas tendrian una mayor influencia en
el error actual.

2.3. Modelos ARIMA

Podria ocurrir que la serie temporal analizada no proceda de un proceso
estocastico estacionario y, por tanto, no satisfaga las hipdtesis de los modelos
expuestos en la Seccién 2.2. Si la serie temporal presenta estacionariedad, en-
tonces se trata de ajustar un modelo ARM A. De lo contrario, se busca una serie
transformada estacionaria que, frecuentemente, se consigue diferenciando la serie
original. Nace de aqui la necesidad de definir la clase de modelos ARIM A, que
no es mas que una generalizacién de los modelos ARM A que considera series
no estacionarias.

Definicién 2.13. Sea d un entero no negativo. Se dice que {Y;} es un proceso
ARIM A(p,d, q) si la serie X; = (1 — B)?Y; es un proceso ARM A(p, q) estacio-

nario.

Esta definicién implica que la serie {Y;} satisface la relacién
¢(B)(1 — B)"Y; = c+0(B)e;

donde ¢(z) y 6(z) son los polinomios autorregresivo y media mévil de grado p
v q, respectivamente, tales que no tienen raices en comun y {&;} ~ N(0,0?).
Ademas, debe notarse que el proceso es estacionario si y solo si d = 0, en cuyo
caso se tratarfa de un modelo ARM A(p, q).

2.4. Modelos ARIMA estacionales

Se llama estacionalidad a un patrén que se aprecia en una serie temporal y
se repite regularmente cada S periodos de tiempo. Por ejemplo, existe estacio-
nalidad en los conjuntos de datos recogidos mensualmente en los que los valores
altos tienden a ocurrir siempre en un mes en particular. En este caso, S = 12
definiria el comportamiento estacional.

Como se expuso en la Seccion 1.5, la diferenciacion es un proceso que sirve
para eliminar la tendencia de una serie, mientras que la diferenciacién estacio-
nal o desestacionalizaciéon se usa para reducir su comportamiento estacional.
Cuando en una serie temporal estan presentes tanto la tendencia como la es-
tacionalidad, es posible que sea necesario efectuar una diferencia no estacional
seguida de una diferencia estacional. De estas circunstancias surge una clase de
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modelos ARIM A que considera los comportamientos estacionales de un proceso
estocastico y mejora notablemente la precision de las predicciones: la familia de
modelos SARIMA o ARIM A estacionales.

Definicién 2.14. Si d y D son enteros no negativos, entonces se dice que {Y;}
es un modelo ARIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s estacional de periodo S si la serie
X; = (1 — B)Y1 — B*)PY; es un proceso ARM A estacionario definido por

¢(B)P(B*)X; = c+ 0(B)O(B%)zy, (2.25)
donde
» {&;} ~ N(0,0?%) es ruido blanco,
n 9(z) =1— 12— — ¢p2P es el polinomio autorregresivo,
n §(2) =1+612+ -+ 6,29 es el polinomio media maovil,
» P(2)=1—P1z— - —Ppzl’ es el polinomio autorregresivo estacional,

P
» O(2)=14012+4 -+ 629 es el polinomio media mdvil estacional.

2.5. Seleccion de 6rdenes de los modelos ARMA,
ARIMA y ARIMA estacional

Una vez se ha transformado la serie original combinando la diferenciacién y
las transformaciones de Box-Cox que resultan en una nueva serie transformada
estacionaria, se trata de ajustar los datos a un modelo ARM A. Surge entonces
la cuestién de seleccionar adecuadamente los 6rdenes p y ¢, asi como de elegir
el modelo que mejor se ajuste a las caracteristicas de la serie. Para cumplir esta
tarea exitosamente, suelen consultarse los graficos ACF y PACF siguiendo varios
criterios de decisién segun el comportamiento de los mismos.

A la hora de decidir qué modelo AR(p), M A(q) o ARMA(p, q) se ajusta
mejor al conjunto de datos, asi como la seleccion de sus érdenes, se tienen en
cuenta los comentarios de Nau [13] (2020) que se exponen a continuacion.

1. Siel grafico PACF de la serie diferenciada muestra un decaimiento brusco y/o
su primera barra es positiva, sucede que la serie parece estar subdiferenciada
y debe considerarse un modelo en el que intervenga la parte autorregresi-
va. El valor del dltimo desfase significativo serd tomado como orden p del
término autorregresivo.

2. Si el grafico ACF de la serie diferenciada posee un decaimiento brusco y/o
su primera barra es negativa, se aprecia que la serie esta sobrediferenciada y
seria conveniente considerar un modelo en el que intervenga la parte media



2.5 Seleccién de érdenes de los modelos ARMA, ARIMA y ARIMA estacional 25

movil. El valor del ultimo desfase significativo sera considerado como orden
q del término media mévil.

ACF PACF
Decrecimiento rapido de tipo
eométrico puro, eométrico con .
AR(p) galternancia de sig};l(;gs, sinusoidal o Se anula para retardos superiores a p.
mezcla de varios tipos.
. Decrecimiento rapido de tipo
MA(q) Se anula para retardos superiores a q. . . .
exponencial y/o sinusoidal.
Los primeros valores iniciales no Los primeros valores iniciales no
tienen patrén fijo y van seguidos de tienen patrén fijo y van seguidos de
ARM A(p, q) una mezcla de oscilaciones una mezcla de oscilaciones
sinusoidales y/o exponenciales sinusoidales y/o exponenciales
amortiguadas. amortiguadas.

Tabla 2.1. Comportamiento de las funciones de autocorrelacién y autocorrelacién parcial en los procesos
AR(p), MA(q) y ARM A(p, q) que ayudan a identificar el proceso del que procede una serie temporal.
Fuente: Uriel, E. [10].

2.5.1. Criterios de informacion de Akaike y Bayesiano

Es posible que la inspeccién de los graficos dé lugar a distintas interpre-
taciones y se puedan proponer distintos érdenes del modelo ARM A(p, q). Ante
esta situacion Hyndman [9] (2008) sugiere tomar diferentes combinaciones de
Py q, y comprobar qué combinaciéon aporta mejor Criterio de Informacion de
Akaike (AIC) o Criterio de Informacién Bayesiano (BIC), que asumen que los
errores del modelo siguen una distribucion normal.

El Criterio de Informacion de Akaike evalia cémo de bien se ajusta el mo-
delo a los datos sin tener en cuenta demasiada informacion. Intuitivamente, el
criterio mide la bondad del ajuste y penaliza que el modelo considere muchos
datos antiguos sin ser necesarios. Este criterio es tutil para comparar dos mo-
delos de forma que el que menor AIC presente, mejor balance entre ajuste y
complejidad tendra. Se define

¢ k
AIC =2 = 42, (2.26)

siendo k el nimero de parametros que se estiman, y
T
(= 5 (1 +log(2m) + log (MSE)) . (2.27)

Por otro lado, el Criterio de Informacion Bayesiano estd fuertemente rela-
cionado con el AIC, pero en él, a diferencia del anterior, interviene el ntimero



26 2 Modelos ARIMA

de observaciones que posee la serie. De la misma manera, un menor BIC indica
una seleccién de 6rdenes més apropiada. Su expresién viene dada por

14 log(T")
BIC=-2-—+4+k - ———. 2.28
T+ T (2.28)
Si la serie temporal no es estacionaria, el parametro d de los modelos
ARIM A representa el numero de diferenciaciones no estacionales que requie-

re la serie para ser estacionaria.

Si la serie presenta cierta estacionalidad, entonces debe implementarse un
modelo ARIM A estacional o SARIM A que recoja los comportamientos esta-
cionales de la misma. Estos comportamientos pueden ser descubiertos en los
graficos temporales, pero también se manifiestan en los graficos ACF y PACF
en los que se aprecia un patron que se repite cada S periodos de tiempo.

Para determinar los érdenes de los términos autorregresivo y media movil
estacionales, se examina el grafico PACF y el grafico ACF de la de la serie,
respectivamente, prestando atencién tan solo a las barras que se encuentran en
los miultiplos de S. Sin embargo, esta tarea puede ser complicada y, por ello, se

suele dejar esta labor a una maquina que compara varios modelos decidiéndose
segun los AIC y BIC.

2.6. Raices unitarias

Los test de raices unitarias estan orientados a indicar si la serie necesita una
diferenciacion adicional para ser estacionaria. Ya se ha explicado que la existen-
cia de tendencia en un proceso estocastico es incompatible con que el mismo sea
estacionario. Por ello, el contraste de hipétesis de Dickey-Fuller permite saber si
hay presencia significativa de tendencia en cierta serie temporal y descartar su
estacionariedad.

El contraste asume como hipotesis nula que una serie temporal no es es-
tacionaria y como hipotesis alternativa que es estacionaria. Por ello, segin lo
expuesto en este trabajo, interesaria rechazar la hipétesis nula. En el Ejemplo
2.7 se expone que si el primer coeficiente de un modelo AR(1) es en médulo
uno, entonces el proceso no es estacionario y existe cierta tendencia. Por ello,
una forma de descartar la estacionariedad de una serie es en funcién del valor
del primer regresor de la autoregresion.

En particular, siguiendo la notacion de la Definicion 2.6, si ¢; = 1 entonces
la serie no es estacionaria, pero si ¢; < 1, la serie sera estacionaria. Se considera

el modelo AR(1)
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Y; =c+ le}/t—l + &4, (229)

se resta Y;_1 a ambos lados de la igualdad y se denota 6 =1 — ¢4
VY, =c+6Y,_1 +¢. (2.30)

Ahora, la hip6tesis nula de que la serie no es estacionaria (¢; = 1) es equivalente
a que 6 = 0, y la hipdtesis alternativa que § < 0. En cualquier caso, la forma
mas simple de describir el contraste es

{HO : La serie temporal no es estacionaria. (2.31)

H, : La serie temporal es estacionaria.

Ahora bien, el test de Dickey-Fuller tan solo analiza la estacionariedad de
un proceso AR(1), pero puede generalizarse para un proceso ARM A(p, q), en
cuyo caso recibe el nombre de contraste de Dickey-Fuller Aumentado, que es
algo mas complejo de construir, pero se basa en las ideas del no aumentado y se
formula como en (2.31).

Yaffee [17] (2000) senala la importancia de que la serie temporal cumpla
las hipdtesis del contraste: que los residuos sean ruido blanco y que el proceso
diferenciado sea invertible.

2.7. Diagnosis del modelo

El objetivo al construir un modelo ARI M A es encontrar un modelo que sea
lo mas adecuado posible para representar el comportamiento general del proceso
estocastico del que proviene la serie temporal analizada. Un modelo ideal, segin
Uriel [10] (1995), serfa el que cumple las siguientes propiedades:

1. Los residuos del modelo estimado se aproximan al comportamiento de un
ruido blanco.
2. El modelo estimado es estacionario e invertible.

Es esencial que los residuos del modelo estimado se comporten como un
ruido blanco pues es la hipotesis fundamental de la familia de modelos ARIM A
y, en caso contrario estos contendrian informacion relevante para la prediccion.

Se demuestra que la sucesion de autocorrelaciones muestrales procedentes
de un proceso de ruido blanco siguen, en muestras grandes, una distribucién
normal N(0,1/T). Por ello, cabe esperar que, si un proceso es ruido blanco,
entonces el 95% de las barras de su gréafico ACF tomen valores en +1.96/ VT.
Entonces, examinar el grafico ACF es el primer paso que debe darse para estu-
diar si los residuos son ruido blanco.
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Una vez analizado el grafico ACF de la serie de los residuos, se observa su
histograma y gréafico cuantil-cuantil para estudiar de forma estimada su supuesta
normalidad. A continuacion, es usual utilizar el contraste de Jarque-Bera que
resulta eficiente para muestras grandes y mide si el conjunto de datos posee una
asimetria y curtosis compatibles con la distribucion normal. La hipdtesis nula
asume la normalidad de los residuos, mientras que la hipdtesis alternativa es que
no siguen una distribucién normal. Su estadistico viene definido por

T 1
JB =& (SK2 + (KU - 3)2) : (2.32)
donde SK y KU son los coeficientes muestrales de asimetria y curtosis, respec-
tivamente. El estadistico se distribuye, bajo la hipdtesis nula de normalidad del
ruido blanco que como una x? con dos grados de libertad.

En la practica, ademas de examinar su grafico ACF y grafico temporal, los
residuos suelen analizarse mediante el contraste de Ljung-Box (2.33) que estudia
si las autocorrelaciones simples del modelo son todas iguales a cero hasta cierto
desfase M, lo que seria un indicador de la independencia de los residuos.

Ho:py(1) =py(2) =+ =py(M) =0
{H1 :/c).c. ’ ’ (2.33)

El valor de M, es decir, el nimero de coeficientes de autocorrelacion que
se incluyen en el contraste es arbitrario. Si se toma M muy grande, se tiene la
ventaja de que se pueden captar valores significativos correspondientes a desfa-
ses elevados, pero a cambio, a medida que aumenta M disminuye la potencia
del contraste.

El estadistico () del contraste es

)

y (k)
T—Fk’

>

Qe =T(T'+2) Z (2.34)

que se distribuye como una x? con M —p —q grados de libertad bajo la hipdtesis
nula de que los residuos son independientes, donde p y ¢ son el orden de los
términos autorregresivo y media mévil, respectivamente.

Una cuestiéon importante en el andlisis de los coeficientes estimados es el
examen de si se cumplen las condiciones de estacionariedad y de invertibilidad.
Esto se hace factorizando el polinomio autorregresivo y media mévil prestando
atencién a sus raices segun las caracterizaciones dadas en la Subseccién 2.2.1.
Si el polinomio autorregresivo tiene raices en el circulo unidad, es un indicio
de que el modelo no es estacionario y es aconsejable tomar una diferenciacién
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adicional. Si el polinomio media mdévil tiene alguna raiz en el circulo unidad,
seria indicativo de que el modelo esta sobrediferenciado. Cuando se propone
un modelo SARIMA la invertibilidad y estacionariedad se estudian compro-
bando si los polinomios 6(2)O(z) y ¢(z)P(z) tienen raices en el circulo unidad,
respectivamente.
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Analisis de un conjunto de datos real

En Capitulo 2 se ha expuesto la familia de modelos ARM A que asume
la estacionariedad de la serie temporal a la que se pretenden ajustar. Si una
serie no es estacionaria, no debe perderse la calma, pues las transformaciones
del Capitulo 1 pueden conseguir el comportamiento estacionario de la misma.
Otra posibilidad es considerar la familia de modelos ARIM A que no asumen
estacionariedad sobre los datos, pero si sobre la serie diferenciada d veces. Si,
ademads, la serie presenta un comportamiento estacional, serd pertinente practi-
car una desestacionalizacion antes de tratar ajustar un modelo ARIM A o, en su
defecto, considerar la familia de modelos SARIM A. En cualquier caso, siempre
debe realizarse la diagnosis del modelo.

Este capitulo se enfoca como la aplicacién practica de todos los conceptos
expuestos hasta el momento sobre un conjunto de datos reales. La serie temporal
que se estudiara ha sido cedida por el Gabinete de Analisis y Planificacién de
La Universidad de La Laguna y serda analizada en el lenguaje y entorno de
programacion R que estd enfocado al andlisis estadistico.

3.1. Descripciéon del conjunto de datos

La Sede Electrénica de La Universidad de La Laguna se cred en 2011 para
fomentar el uso de los tramites electronicos de forma segura. La sede ofrece un
catalogo de procedimientos o tramites a disposicion de la comunidad universi-
taria y la ciudadania general.

El Gabinete de Analisis y Planificacién de La Universidad de La Laguna
(GAP), por su parte, se encarga de gestionar la sede electrénica de la universidad
y registra todos los procedimientos que son iniciados en ella diariamente desde
el ano 2014. La serie temporal que se analiza en este capitulo ha sido genero-
samente cedida por el GAP y recoge el nimero de procedimientos del catalogo
iniciados mensualmente en la sede electronica desde enero de 2016 hasta marzo
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de 2022.

Asi, en las préximas secciones se construird un modelo ARIM A sobre la
serie temporal ofrecida por el GAP con el objetivo de predecir las futuras de-
mandas en la sede.

3.2. Anadlisis de la serie temporal

3.2.1. Identificacién

El analisis de una serie temporal comienza examinando su grafico temporal,
del que se pueden extraer algunas conclusiones sobre la tendencia, el comporta-
miento estacionario y la estacionalidad de la misma.

La Figura 3.1 sugiere una tendencia creciente, asi como un cierto com-
portamiento estacional que se repite cada 12 meses y se manifiesta como dos
grandes picos en los meses de julio y septiembre. Este comportamiento descarta
por completo la estacionariedad de la serie, tal y como se comenté en la Seccién
1.3. Por ello, seria necesario practicar una diferenciacién y desestacionalizacion
para hacer constante la media, acompanada de una transformacion de Box-Cox
que consiga estabilizar la varianza de la serie en torno a su media.

GRAFICO TEMPORAL

10000 15000 20000 25000
| | | |

5000
|

PROCEDIMIENTOS INICIADOS

0

2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022

Figura 3.1. Serie temporal del nimero de procedimientos mensuales iniciados en la sede electrénica.

Para comprender el comportamiento general de la serie, resulta til es-
tudiar su descomposicion cléasica. Siguiendo los comentarios de la Seccién 1.2,
como la componente estacional y la tendencia parecen crecer en el tiempo, es
méas apropiado asumir un modelo multiplicativo (1.2).
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DESCOMPOSICION MODELO MULTIPLICATIVO
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Figura 3.2. Descomposicién cldsica de la serie temporal asumiendo un modelo multiplicativo.
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Las sospechas de tendencia y estacionalidad formuladas mas arriba, se re-
suelven examinando el grafico de la Figura 3.2 que representa las componentes
de la serie: se aprecia una clara tendencia creciente, asi como un comportamiento

estacional.

GRAFICO TEMPORAL ESTACIONAL
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PROCEDIMIENTOS INICIADOS
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Figura 3.3. Gréfico estacional.
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Para salir de dudas, puede generarse un grafico estacional como el de la Fi-
gura 3.3, que recoge la evolucién de la serie temporal mensualmente mostrando
de un color diferente cada ano. Este revela que la serie muestra dos picos en los
meses de julio y septiembre, y que, en efecto, el comportamiento estacional es
un patréon que se repite cada 12 meses.

En la Seccién 1.4 se indico que el grafico ACF es una herramienta ttil para
detectar estacionariedad de cierta serie temporal. En particular, como el correlo-
grama de la Figura 3.4 no decae rapidamente, sino que muestra un decrecimiento
lento de caracter oscilatorio, la serie temporal analizada parece no estacionaria.
Una herramienta mas fiable para analizar el comportamiento estacionario de una
serie temporal es el contraste de hipétesis de Dickey-Fuller Aumentado (ADF)
que se formula como (2.31) y que, aplicado a la serie analizada, devuelve un p-
valor de 0.1279 que es mayor que los niveles de significacién usuales 0.01 y 0.05.
Esto es que no hay evidencias suficientes para rechazar la hipétesis nula de no
estacionariedad y se concluye que, en efecto, la serie temporal es no estacionaria.

Yt
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Figura 3.4. Gréfico ACF y gréfico PACF de la serie temporal.

Sea {y; }72, la serie original no estacionaria que se estd analizando. El com-
portamiento estacional descubierto mas arriba sugiere un modelo SARIM A
(2.25) para S = 12, luego deben identificarse los 6rdenes p, d, ¢, P, Dy @ del
modelo. Para ello, se considera la serie transformada {Vlg(Vy,EA))}Zil a la que
se ha aplicado una diferenciacién (1.14), acompanada de una desestacionaliza-
cién (1.19) de S = 12 y una transformacién de Box-Cox (1.10) para A = 0.318,
cuyo valor ha sido aportado por el lenguaje R. Esta serie es estacionaria pues,
ademas de que tanto el grafico temporal como el correlograma de la Figura 3.5
parecen indicarlo, el contraste ADF devuelve un p-valor inferior a 0.01, lo que
hace rechazar su hipdtesis nula.
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Figura 3.5. Gréfico temporal, grafico ACF y grafico PACF de la serie trasformada.

Por el momento, se conoce que se aplicara un modelo
SARIMA<p7]-7Q) X (P717Q)12 (31)

a la serie {yf”}tﬁl y falta por determinar el resto de los érdenes. Las directrices
expuestas en la Seccién 2.5 aplicadas a los graficos ACF y PACF de la Figura
3.5, sugieren los valores p =2,q =1, P =0y Q = 1, que describen por completo
el modelo.

3.2.2. Ajuste

Una vez concluye la fase de identificacién y se decide que el modelo a
utilizar es

SARIMA(2,1,1) x (0,1,1)1, (3.2)

llega el momento de estimar sus coeficientes. Esta labor se deja al lenguaje R
que devuelve el modelo

¢(B)(1 - B)(1 - B?) vy = 9(B)O(B) ¢, (3.3)

siendo

s ¢(2) =1+ 0.4099z + 0.031622,
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. 0(2) = 1 — 0.8086z,
s O(z) =1 - 05472212,
cuyos AIC (2.26) y BIC (2.28) son, respectivamente, 375.28 y 385.92. Ademds

las medidas de bondad de prediccion expuestas en la Seccién 1.6, se pueden
consultar el la Tabla 3.1.

RMSE MAE MAPE

2172.613 1490.413 19.001

Tabla 3.1. Medidas de bondad de prediccién sobre la serie original

No debe perderse de vista que el modelo esta estimado para la serie {yf’\) N

transformada por Box-Cox. Esto implica que, a la hora de hacer predicciones en
la Seccién 3.2.4, habra que deshacer la transformacion.

3.2.3. Diagnosis

Cuando el modelo esta estimado, es importante realizar la diagnosis del
mismo. Los dos aspectos fundamentales a comprobar son que el modelo sea
estacionario e invertible, y que los residuos se comporten como ruido blanco.

- El modelo es estacionario e invertible

Este aspecto es realmente sencillo de comprobar pues basta observar que
los polinomios autorregresivo, media mévil y media mévil estacional son, res-
pectivamente

B(2) = 1+ 0.4099z + 0.03162,
0(z) =1 —0.8986z, (3.4)
O(z) =1 — 0.54722"2.

Las raices del polinomio autorregresivo son z; = —9.7137 y 2o = —3.2578, valores
mayores que la unidad en moédulo, luego el proceso es estacionario. En cuanto
al polinomio media mévil, su raiz z = 1.1128 cae, también, fuera del circulo
unidad. Ademads, como todas las raices del polinomio media mdévil estacional
son de médulo 1.0515, puede concluirse que el proceso es invertible.

- Los residuos del modelo son ruido blanco

En primer lugar, tal y como se recomendaba en la Seccién 2.7, se examina
el grafico temporal y correlograma de los residuos que ofrece la Figura 3.6. En
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efecto, puede apreciarse un comportamiento ideal de los mismos: parecen esta-
cionarios y las barras de su grafico ACF caen dentro de las bandas discontinuas

azules horizontales.
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Figura 3.6. Residuos del modelo estimado.

En cuanto a la normalidad de los residuos, el gréafico cuantil-cuantil (QQ,
del inglés Quantile-Quantile) y el histograma que muestra la Figura 3.7, parecen
indicar que siguen la distribucién normal deseada puesto que los puntos del grafi-
co QQ caen mayoritariamente sobre la linea roja de 45° y el histograma dibuja
una gaussiana. Ademas, el p-valor del contraste de hipotesis para la normalidad
de Jarque-Bera es 0.9348, un valor mucho mayor que los niveles de significacién
usuales que no aporta evidencias suficientes para rechazar la hipotesis nula que

asume la normalidad de los residuos.

GRAFICO QQ

CUANTILES MUESTRALES
0

-10

CUANTILES TEORICOS

FRECUANCIA

15

10

HISTOGRAMA DE RESIDUOS

RESIDUOS

Figura 3.7. Gréfico cuantil-cuantil e histograma de los residuos.
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Por 1ultimo, es esencial comprobar la independencia de los residuos mediante
el contraste de hipdtesis de Ljung-Box (2.33). Debe recordarse que este contraste
compara tan solo los M primeros coeficientes de autocorrelacién y no es sencillo
decantarse por un valor de M en particular. Por ello, la Figura 3.8 recoge los
p-valores para distintos tamanos de M y se aprecia que estos son mucho mayores
que los niveles de significacion usuales. Estos resultados no aportan evidencias
para rechazar la hipétesis que asume independencia de los residuos y, con todo
esto, se concluye que los residuos se comportan como ruido blanco, finalizando
asi la etapa de diagnosis del modelo.
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Figura 3.8. p-valores del contraste de Ljung-Box para distintos valores de M.

3.2.4. Prediccion

Se ha estimado el modelo y llega el momento de hacer predicciones. El
lenguaje R ha construido el modelo para la serie transformada {yf\) 5., pero
interesa conocer las predicciones para la serie original. Por ello, es importante
deshacer la transformacién de Box-Cox.

La Tabla 3.2 ofrece la predicciéon de procedimientos iniciados que aporta el
modelo (columna “Forecast”) en los diferentes puntos del horizonte de predic-
cion seleccionado de 12 meses. Junto a esta informacion, se encuentra los limites
inferiores y superiores de confianza al 95% (columnas “Lo 95" y “Hi 957, res-
pectivamente) de cada prediccién.

Todo esta informacion es representada graficamente en la Figura 3.9, en
la que se encuentra la serie original representada, los predichos del modelo y la
prediccién en el horizonte junto a su intervalo de confianza al 95 %.
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Point Forecast Lo 95 Hi 95

Apr 2022 9079.774 5315.100 14 346.240
May 2022 11727.073 6723.634 18 810.240
Jun 2022 22674.778 14243.277 33996.010
Jul 2022 23756.261 14 856.874 35736.760
Aug 2022 9029.378 4624.268 15672.930
Sep 2022 28941.111 18403.248 42 989.040
Oct 2022 19468.357 11511.278 30535.530
Nov 2022 15457.519 8688.199 25149.470
Dec 2022 10303.342 5260.835 17920.790
Jan 2023 10821.751 5548.136 18770.450
Feb 2023 11724.458 6080.810 20176.830
Mar 2023 10879.554 5503.971 19041.460

Tabla 3.2. Predicciones del lenguaje R del modelo SARIMA(2,1,1) x (0,1,1)12.

SARIMA(2, 1, 1)(0, 1, 1)1z

— SERE i
_| — PREDICCION i

- = INTERVALO DE COINFIANZA AL 95% i
— PREDICHOS
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Figura 3.9. Prediccién del modelo SARIM A(2,1,1) x (0,1,1)12 en un horizonte de 24 meses.

3.3. Modelizacién automatica de la serie temporal

El paquete “forecast” del lenguaje R tiene una funcién que compara varios
modelos ARIM A y propone el mas adecuado segin el algoritmo descrito en la
Subseccién 3.3.1. Esta funcion transforma automaticamente la serie original con
una transformacién de Box-Cox para A = 0.318 y propone el modelo

SARIMA(1,0,0) x (0,1,1)15 (3.5)

formulado como en (2.25) donde

. ¢ —0.4020,
» ¢(z) =1+0.4951z,
= O(2) = 1 — 0.600522.

Este modelo es estacionario e invertible pues la funciéon nunca devuelve un mo-
delo que no lo sea. Ademas, se puede comprobar que el modelo propuesto pasa
la fase de la diagnosis procediendo como en la Seccién 3.2.3.
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3.3.1. Algoritmo de la modelizacion automatica

El algoritmo que selecciona el mejor modelo es descrito por Hyndman [9]
(2008) y se desarrolla en 2 grandes pasos.

PASO 1. Se implementan cuatro posibles modelos:

= ARIMA(2,d,2)si S=1,0 SARIMA(2,d,2) x (1,D,1)gsi S > 1
= ARIMA(0,d,0)si S =1,0 SARIMA(0,d,0) x (0,D,0)s si S > 1
s ARIMA(1,d,0)si S =1,0 SARIMA(1,d,0) x (1,D,1)g si S > 1
» ARIMA(0,d,1)si S =1, 0 SARIMA(0,d,1) x (0,D,1)gsi S > 1

Todos estos modelos se construyen con ¢ # 0 si d+ D < 1y, en el caso
contrario, ¢ = 0. Se calcula el AIC de cada uno de estos cuatro modelos y se
selecciona como modelo “actual” el que menor AIC ofrezca.

PASO 2. Se consideran las variaciones del modelo actual:

= Se permite que solo uno de los 6rdenes p, ¢, P o () del modelo actual varie
en +1.

= Los dos é6rdenes p y ¢ del modelo varian en +1 simultdneamente.

= Los dos 6rdenes P y () del modelo varian en £1 simultaneamente.

= Si el modelo actual no incluye la constante ¢, se considera el modelo con
la constante. En el caso contrario, si el modelo actual incluye la constante
¢, entonces se considera el modelo que la excluye.

Cada vez que se efectia una de estas modificaciones, se computa el AIC vy,
si se reduce, se selecciona dicho modelo como el actual y se vuelve al PASO
2. El algoritmo se detiene cuando no se encuentra un modelo que reduzca el

AIC del modelo actual.

Este algoritmo tiene en cuenta algunas restricciones sobre los érdenes y
pardmetros que pueden ser consultadas en [9].

3.3.2. Resultados de la modelizacion automatica

Llegados a este punto, habria que decidir qué modelo se ajusta mejor a
la serie temporal analizada. Para ello, debe prestarse atencion a la Tabla 3.3.2
que ofrece los valores de AIC, BIC y de bondad de prediccién de los modelos
(3.2) y (3.5). Sucede que el modelo propuesto por el modelizador automatico del
lenguaje R parece obtener mejores resultados.
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Modelo AIC BIC RMSE MAE MAPE

SARIMA(2,1,1) x (0,1,1)12 375.28 385.92 2172.613 1490.413 19.001
SARIMA(1,0,0) x (0,1,1)12 375.20 383.77 2133.135 1453.391 17.963

Tabla 3.3. Comparativa de los dos modelos

Por este motivo, habria que deshacerse del modelo asumido en la Subseccién
3.2.1 y hacer predicciones con el modelo que propone el modelizador automatico
(3.5). Estas predicciones se recogen en la Tabla 3.4 y la representacién gréfica
de esta informacién se ofrece en la Figura 3.10.

Point Forecast Lo 95 Hi 95

Apr 2022 9667.481 5856.622 14.893.950
May 2022 12997.066 7807.032 20150.240
Jun 2022 24 554.215 16126.572 35575.730
Jul 2022 26 369.589 17451.063 37980.240
Aug 2022 10413.417 5894.506 16 857.530
Sep 2022 31636.697 21445.765 44713.980
Oct 2022 21440.650 13756.138 31630.920
Nov 2022 17006.900 10518.782 25798.220
Dec 2022 11606.059 6708.176 18 507.920
Jan 2023 12125.220 7067.820 19217.380
Feb 2023 13109.961 7752.726 20560.590
Mar 2023 12230.296 7140.576 19361.170

Tabla 3.4. Predicciones del lenguaje R del modelo SARIM A(1,0,0) x (0,1,1)12.
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Figura 3.10. Prediccién del modelo SARIM A(1,0,0) x (0,1,1)12 en un horizonte de 24 meses.






Conclusiones

En esta memoria se ha presentado la familia de modelos ARIMA para
el andlisis de series temporales. Se ha hecho un estudio de estos modelos tan-
to tedrico como practico, con el objetivo de entender en profundidad los mismos.

Este texto comienza definiendo el concepto de proceso estocdastico y enten-
diendo una serie temporal como una realizacion del mismo. Seguidamente, se
introducen conceptos fundamentales para el anélisis de series temporales, asi co-
mo elementos que seran esenciales para construir la familia de modelos ARIMA
y analizar cualquier conjunto de datos.

Sin lugar a dudas, la parte mas atractiva de este trabajo es el andlisis de
la serie temporal cedida por el GAP que se presenta en el ultimo capitulo. El
interés de esta ultima parte reside en que se aplican todos los conceptos tedricos
expuestos hasta el momento a una base de datos real.

Se ha elegido el modelo de la familia ARIMA que parece ajustarse a la serie
siguiendo los criterios de los primeros capitulos. Una vez estimado el modelo, se
comprobaron los requerimientos en la etapa de diagnosis y se obtuvieron los re-
sultados deseados. También, se ofrecieron las predicciones que aporta el modelo
junto a un grafico de las mismas en el que se aprecia que la serie continiia con
una tendencia creciente y con su comportamiento estacional caracteristico.

Por 1ltimo, se dejo la modelizacion de la serie a una libreria del lenguaje R
que sigue un algoritmo que pretende conseguir el modelo que menor AIC aporte.
Los resultados de este modelo automatico se incluyeron en la memoria tanto en
forma de tabla de datos, como en su formato grafico. Este modelo se comparé
con el propuesto anteriormente mediante las medidas de bondad de prediccion
y, al ser estas medidas menores en el modelo automatico, se consideraron las
predicciones del modelo propuesto por el modelizador automatico como mas
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certeras.

Se recomienda como futuras lineas de trabajo o formacién la introduccién
del analisis espectral de datos al andlisis de series temporales que se presenatan
en este trabajo, asi como el estudio de los modelos ARIMAX, que consideran
una o varias variables regresoras; los modelos GARCH, para series tempora-
les que presentan heterocedasticidad condicionada; o las técnicas de suavizado
exponencial. El estudio de estos nuevos modelos es interesante para poder com-
parar los resultados de las predicciones, mediante las medidas expuestas en esta
memoria. Otra linea de trabajo muy amplia es el estudio de diferentes librerias
del lenguaje R para el analisis de series temporales.
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Apéndice

A.1. Cébdigo en el lenguaje R para el analisis de series
temporales

Se presentan, a continuacion, los comandos del lenguaje R utilizados para
analizar la serie temporal almacenada en el objeto de clase ts llamado tsdata.
Previamente, deben cargarse las librerias dplyr, xts, lattice, forecast,
tseries, astsa, fUnitRoots, latex2exp, ggpubr, moments y nortest.

#unnasst 1. IDENTIFICACION
# GRAFICO TEMPORAL

plot(tsdata, xlab = "", ylab = "PROCEDIMIENTOS INICIADOS", main = "GRAFICO TEMPORAL")
# GRAFICO ADF PACF

mx=12%2

par (mfrow=c(1,2))

tsdata ’>J, acf(lag.max=mx, xaxt="n", main = TeX("$y_t$"), xlab = "", ylab = "ACF")
axis(1, at=0:mx/12, labels=0:mx)

tsdata %>’ pacf(lag.max=mx, xaxt="n", main = "", xlab = "", ylab = "PACF")

axis(1l, at=0:mx/12, labels=0:mx)

# DESCOMPOSICION CLASICA

tsdata 7>, decompose(type = "multiplicative") %>% plot()

# GRAFICO ESTACIONAL

seasonplot(tsdata, col = rainbow(7), year.labels=FALSE, year.labels.left=TRUE,
ylab = "PROCEDIMIENTOS INICIADOS", xlab = "MES", main = "GRAFICO TEMPORAL
ESTACIONAL")

# ADF TEST

adfTest(tsdata) # RESULTADO: NO ESTACIONARIO

# NUMERO DE DIFERENCIAS (SIMPLES O ESTACIONALES, RESPECTIVAMENTE) SUGERIDAS

ndiffs(tsdata) # RESULTADO d = 1

nsdiffs(tsdata) # RESULTADO D = 1

# TRANSFORMACION DE BOX-COX

lambda <- BoxCox.lambda(tsdata) #SUGIERE lambda = 0.318

tsdata.transformed <- tsdata %>, BoxCox(lambda)

# SERIE ESTACIONARIA

stationary <- tsdata.transformed 7>J, diff(differences = 1) %>/ diff(differences = 1,
lag = 12)
stationary 7>% plot(xlab ="", ylab = TeX("$\\nabla_{12}(\\nabla y_t~{(\\lambda)})$"),

main = "GRAFICO TEMPORAL")
par (mfrow=c(1,2))
stationary 7>/, acf(lag.max=mx, xaxt="n", xlab = "", ylab = "ACF",
main = TeX(" $\\nabla_{12}(\\nabla y_t~{(\\lambda)})$"))
axis(1l, at=0:mx/12, labels=0:mx)
stationary >, pacf(lag.max=mx, xaxt="n", main = "", xlab = "", ylab = "PACF")
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axis(1, at=0:mx/12, labels=0:mx)

#Ha##### 2. AJUSTE
# AFC Y PACF PLOT SUGIERE UN ARIMA(2,1,2)(0,1,1)[12]

t1l <- tsdata.transformed ’>J Arima(order = c(2,1,2), seasonal = list(order

period=12))

#H##### 3. DIAGNOSIS
# LOS RESIDUOS SON ESTACIONARIOS

plot(ti$residuals, xlab = "", ylab = "", main = "RESIDUOS")

mx = 12

par(mfrow = c(2,1))

plot(ti$residuals, xlab = "", ylab = "RESIDUOS", main = "RESIDUOS")

tl$residuals >’ acf(lag.max=mx, xaxt="n", xlab = "", ylab = "ADF", main = "")

axis(1, at=0:mx/12, labels=0:mx)

# LOS RESIDUOS SON INDEPENDIENTES
tl$residuals 7>’ Box.test(type = "Ljung-Box")
tsdiag(tl)

# LOS RESIDUOS SIGUEN UNA DISTRIBUCION NORMAL
par (mfrow=c(1,2))

qgnorm(ti$residuals, main = "GRAFICO QQ", xlab = "CUANTILES TEORICOS", ylab

"CUANTILES MUESTRALES")
gqline(ti$residuals, col = "red")

hist(tl$residuals, main = "HISTOGRAMA DE RESIDUOS", xlab = "RESIDUOS", ylab

"FRECUANCIA")
tl$residuals 7>’ jarque.bera.test() #RESULTADO: p-valor 0.9348

HAR##RHE 4. PREDICCION

horizonte <- 12x%2

pred <- tl1 7>} forecast(h = horizonte, level = c(95))
# DESHACER TRANSFORMACION

pred$mean <- pred$mean 7>’ InvBoxCox(lambda)
pred$lower <- pred$lower 7>, InvBoxCox(lambda)
pred$upper <- pred$upper %>}, InvBoxCox(lambda)

pred$x <- pred$x %>), InvBoxCox(lambda)

pred$fitted <- pred$fitted %>} InvBoxCox(lambda)
pred$residuals <- pred$residuals %> InvBoxCox(lambda)
#MEDIDAS DE BONDAD DE PREDICCION

accuracy (pred)

# PREDICCION

pred %>% plot(shaded = FALSE, xlab = "ANOS", ylab = "PROCEDIMIENTOS INICIADOS",

main = TeX("$SARIMA(2,1,2)(0,1,1)_{12}$"))
lines(pred$fitted, col = "red")

legend(”topleft", 1egend=c("SERIE”, "PREDICCION", "INTERVALO DE COINFIANZA AL 95%",
"PREDICHOS"), col=c("black", "blue", "black", "red"), lty=c(1,1,2,1), 1lwd = 2,

cex = 0.6)

### MODELIZACION AUTOMATICA

t1l <- tsdata %>’ auto.arima()

horizonte <- 12x%2

pred <- tl1 7>}, forecast(h = horizonte, level = c(95))
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IME SERIES ANALYSIS is a group of statistical techniques

used to describe and anticipate the behaviour of a time se-
ries, study the stochastic process where the series comes from
and forecasting. The ARIMA models are widely used and they
are characterized by an outstanding performance in short-term
forecasts of series where seasonality is shown.

This thesis introduce the ARIMA models and analyses a real time
series considering the hypothesis of the models and trying to build
the model that best fit to the data. The time series is analyzed with
the R environment for statistical computing.

1. ARIMA Models

IME SERIES are sequences of measurements of the same
variable made at regular time intervals over time.
Seasonal ARIM A models or SARIMA(p,d,q) x (P,D,Q)g are
widely used for modeling time series that show seasonality. Sea-
sonality arises while checking a time plot of a series as a repeating
behaviour that occurs at specific time intervals.

2. Time Series Analysis
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IME SERIES ANALYSIS is usually made in three steps: identifi-
cation, estimation and diagnostic.

The time series that is being analysed count the monthly proce-
dures in the electronic platform of the ULL since January 2016 to
March 2022.
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Figure 1: Procedures on the electronic headquarters every month
of each year.

The Figure 1 reveals that the time series has a seasonal be-
haviour that arise as two peaks at July and September. This sug-
gests that a seasonal ARIM A model would fit the data well. The
identification step points out the model

SARIMA(2,1,1) x (0,1,1)19, (1)
which passes the diagnostic step and could be used for forecast-
ing. Anyways, one could let an R'’s library do all the work and the
identification step would give the model

SARIMA(1,0,0) x (0,1,1)12, @)
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which also passes the diagnostic steps and performs better over
the data as shown by the goodness of fit measurements given in
Table 1. Hence, (2) will be used for forecasting.

Model RMSE MAE MAPE
(1) 2172.613 1490.413 19.001
(2) 2133.135 1453.391 17.963

Table 1: Goodness of fit measurements.

What is done by R language is a step-wise algorithm that gets the
seasonal ARIM A model with lowest Akaike Information Criterion
(AIC). (1) gives an AIC of 375.28 while (2) 375.20.

3. Forecasting

HE PREDICTIONS and its 95% confidence interval made by (2)

are shown in Figure 2. The forecasts have the increasing
trend and seasonal behaviour that one could expect by examining
the older data.
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Figure 2: Procedures on the electronic headquarters every month
of each year.

Table 2 gives the forecasts and its 95% confidence interval for a
few future months.

Point Forecast lower-bound upper-bound
April 2022  9667.481  5856.622 14893.950
May 2022  12997.066 7807.032 20150.240
June 2022  24554.215 16126.572 35575.730
July 2022  26369.589 17451.063 37980.240

August 2022 10413.417 5894.506 16857.530

Table 2: Forecasts.
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