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Resumen - Abstract

Resumen

En esta memoria estudiamos los elementos geométricos necesarios
para describir geométricamente las soluciones parciales de la ecuacion
de Hamilton-Jacobi de la Mecanica Cldsica. Para ello presentamos
los espacios vectoriales simplécticos, los cuales son necesarios para
definir la nocion de wvariedad simpléctica. Estudiamos en detalle
las propiedades de las formas simplécticas, y a continuacion
proporcionamos una demostracion del teorema de Darboux, que mos
garantiza una carta local para la variedad en la cual la forma
simpléctica admite una expresion bastante sencilla. Ademds, como
un objeto geométrico esencial, describimos la estructura simpléctica
canonica del fibrado cotangente. Finalmente, aplicamos los resultados
anteriores para la obtencion de soluciones parciales de la ecuacion
de Hamilton-Jacobi en wun sistema Hamiltoniano completamente
integrable: una particula en el plano bajo la accion de un campo central.

Palabras clave: Forma simpléctica — Variedad simpléctica —
Teorema de Darboux — Fibrado cotangente — Ecuacion de Hamilton-
Jacobi.

Abstract

In this memory we study the necessary geometric objects to understand
the Hamilton-Jacobi equation in its geometric formulation. For this
purpose, we discuss symplectic vector spaces, which are required to
define the notion of a symplectic manifold. We study in detail the
properties of symplectic forms, and we provide a proof of Darbouz’s
theorem, which proves the existence of a local chart for a symplectic
manifold in which the simplectic form admits a very simple expression.
Moreover, we describe the canonical symplectic structure of the
cotangent bundle. Finally, all the previous results are applied to obtain
partial solutions of the Hamilton-Jacobi equations associated with an
example of a completly integrable system: a particle in the plane under
the action of a central potential.

Keywords: Simplectic form — Simplectic manifold — Darbouz’s
theorem — Cotangent bundle — Hamilton-Jacobi equation.
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Introduccion

En esta memoria presentaremos la Geometria diferencial necesaria para
entender la ecuacién de Hamilton-Jacobi en su formulacién geométrica. Esto
constituye una aplicaciéon de algunos de los contenidos en la asignnatura op-
tativa “Geometria Diferencial y Aplicaciones” del cuarto curso del grado en
Matematicas en la ULL.

La descripcién de la Mecéanica Clasica Hamiltoniana usando la geometria
simpléctica es un tépico bien establecido en la literatura (vedse, por ejemplo,
[1, 2, 4, 5] ). De hecho, el espacio de configuracién de un sistema mecanico con
n grados de libertad puede ser identificado con una variedad diferenciable @) de
dimension n. Bajo esta identificacion, el fibrado cotangente T*() es el espacio
fase de momentos y la energia total del sistema H (suma de la energfa cinética
y potencial) puede ser considerada como una funcién diferenciable real sobre
T*@Q). Entonces, usando H y la estructura simpléctica canénica de T, uno
puede producir un sistema dinamico sobre T*(), el campo de vectores Hamilto-
niano asociado a la funcion H. Las trayectorias de este sistema dinamico son
justamente las soluciones de las ecuaciones de Hamilton para H.

En el contexto previo, uno de los principales problemas con los que nos
podemos encontrar es la resolucién explicita de las ecuaciones de Hamilton: un
sistema de ecuaciones de ecuaciones diferenciales de primer orden sobre T*().
Entre los métodos usados para tal resolucion tenemos la teoria de Hamilton-
Jacobi (vedse [1, 2, 5]). Esencialmente, la teoria de Hamilton-Jacobi consiste en
la resolucion de un sistema de ecuaciones en derivadas parciales de primer dado
en términos de la funciéon Hamiltoniana. En algunos casos, la resolucién de tal
sistema es sorprendentemente simple y, por tanto, la resolucion de las corres-
pondientes ecuaciones de Hamilton.

La teoria de Hamilton-Jacobi esta estrechamente relacionada con la teoria
de sistemas Hamiltonianos completamente integrables en el sentido de Arnold-
Lioville (vedse [2]). Un sistema Hamiltoniano sobre el fibrado cotangente de una
variedad diferenciable ) de dimension n se dice completamente integrable si
admite n integrales primeras en involucién con respecto del corchete de Poisson
en T*(Q). Estas n integrales primeras pueden ser obtenidas desde una solucién
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completa de la ecuacion de Hamilton-Jacobi. Reciprocamente, dadas n integrales
primeras en involucién las cuales son verticalmente independientes, uno puede
construir una solucion completa de la ecuacion de Hamilton-Jacobi.

Una etapa intermedia en el proceso anterior es descrita por, las asillamadas,
soluciones parciales de la ecuacion de Hamilton-Jacobi. Dichas soluciones par-
ciales simplifican el proceso de obtencién de determinadas soluciones de las ecua-
ciones de Hamilton (vedse [1]).

El propésito de este trabajo es presentar una descripcién geométrica (usan-
do la geometria simpléctica del fibrado cotangente) de las soluciones parciales
de la ecuacion de Hamilton-Jacobi para una funcién Hamiltoniana dada.

La memoria se estructura en tres capitulos. En el capitulo 1, se considera
la teoria algebraica de los espacios vectoriales simplécticos y de las aplicaciones
simplécticas y de las aplicaciones simplécticas entre ellos. En el capitulo 2, se
introduce la nocién de forma simpléctica sobre una variedad diferenciable, se
estudian los morfismo simplécticos entre variedade simplécticas, se prueba que
todas las variedades simplécticas son localmente iguales (via teorema de Dar-
boux) y se describe la estructura simpléctica canénica del fibrado cotangente
de una variedad diferenciable. Finalmente, en el capitulo 3, se introducen los
campos Hamiltonianos sobre variedades simplécticas, se presenta la ecuaciéon de
Hamilton-Jacobi y se describen geométricamente las soluciones parciales de la
misma y se aplican los resultados obtenidos a un ejemplo explicito: el movimien-
to de una particula en el plano bajo la accion de un campo central.

Cerramos la memoria con breve resumen sobre conclusiones.
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Espacios vectoriales simplécticos

En este capitulo introduciremos la nocién de forma simpléctica sobre un
espacio vectorial real de dimensién finita. Entonces, probaremos que existen ba-
ses del espacio vectorial simpléctico respecto de las cuales la expresion de la
forma simpléctica es extramadamente sencilla. Finalmente, consideraremos las
aplicaciones lineales entre espacios simplécticos que preservan las estructuras
simplécticas, esto es, las aplicaciones simplécticas.

Seguiremos como referencias bibliograficas [4, 5].

1.1. Formas simplécticas sobre espacios vectoriales
En primer lugar, recordaremos la definicién de p-forma sobre un espacio
vectorial real de dimensién finita.

Definicién 1.1 (p-forma). Sea V un espacio vectorial real de dimension finita.
Una p-forma sobre V es una aplicacion

a:Vx P xV —R

verificando las siguientes propiedades:

1.« es lineal en cada componente. Esto significa que dados A\, Ao € R gy

Ti,..., Tiy, Tiyy --., Tp €V se tiene que:
a(zr,. ., M Ty + X Tiy, ooy Tp) =M1, ooy Ty e, Tp) F
+)\2'Oé(.’L'1,...,.’L‘i2,...,$p)
2. a_es antistmétrica. Esto es, dados xv,..., Tiy ..., x5, ...xp €V
a(zy,..., @, Ty, Tp) = —a(Ty, ., Tiy o Ty, Tp)

Denotaremos por \' V* al espacio vectorial de las p-formas sobre V. Por
convenio, N\’ V* = R.
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Veamos como expresar una 2-forma w de forma matricial. Para ello, con-
sideremos B = {vy, -+ ,v,,} una base de V. Sean z,y € V y supongamos que
tienen coordenadas respecto a esta base:

= |, y=|": (1.1)

De este modo, usando la bilinealidad de w, podemos escribir:

wiz,y) =Y

=1 j=

m

eiy; w(vi,v5) = 2 Ay (1.2)
1

donde A = (wi;){%—;, con wij = w(v;,v;). Ademds, como w es antisimétrica, la
matriz A es antisimétrica, es decir, AT = —A. Asfmismo, A puede entenderse
como la matriz que representa una aplicacion lineal, a saber:

DV — V*
y — my)} (13)
donde:
Do ()] (y) = w(z,y) yeV (1.4)

Es claro que b, es una aplicacién lineal. Falta comprobar que la matriz asociada a
esta aplicacion lineal es A. Vamos a comenzar tomando bases en ambos espacios
vectoriales. En V consideramos la base B, definida anteriormente, y en V*, la
base dual de B, esto es, B* = {v!,--- ,v™}. Entonces:

w(v)) :Z (v)] (v;) v* —wa (1.5)

=1

En consecuencia, la matriz asociada a la aplicacién b, dada por (1.4) es AT =
—A.

Definicién 1.2 (Rango de una 2-forma). Sea V un espacio vectorial real
de dimension finita m y w una 2-forma. El rango de w es la dimension de la
imagen de la aplicacion lineal by, : V- — V* inducida por w. Diremos que w es
no degenerada si tiene rango maxrimo, es decir, si tiene rango m.

Sea w una 2-forma no degenerada. Entonces, como la matriz A tiene rango
mdximo, la aplicacién b, es biyectica y, en particular, es inyectiva. Asi, como
el espacio dual a V tiene la misma dimensién que V, la inyectividad de b, es
condicién suficiente y necesaria para que w sea no degenerada. Esto significa
que:

[wno degenerada] < [w(z,y) =0 Yy eV = x =10] (1.6)
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Definicién 1.3. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita. Una es-
tructura simpléctica sobre V es una 2-forma w no degenerada. La forma w es
llamada forma simpléctica y el par (V,w) espacio vectorial simpléctico.

En la proxima seccion daremos varias caracterizaciones y propiedades de
estos espacios vectoriales.

Definicién 1.4. Sea (V, w) un espacio vectorial simpléctico y sea U C V' un
subespacio vectorial de V. El ortogonal simpléctico de U es el subespacio de V:

Ut ={veV|wu,v)=0 VuecU} (1.7)

Veamos que:
dimU + dim U+ = dimV (1.8)

Supongamos que V tiene dimension m y que U tiene dimension r» < m. Sea
B ={vi,...,0,041,...,0n} una base de V, donde By = {vy,...,v,} es una
base de U. Sea v = 3" N\ju; € U+ Para cada i € {1,...,7} tenemos:

m

0= (JJ(UZ',U) = Z)\J . w(vi,vj) = Zwij )\j (19)
j=1

Jj=1

Como w es no degenerada se sigue que la matriz del sistema de ecuaciones
homogéneo anterior tiene rango maximo e igual a r. Por tanto, las soluciones del
sistema de ecuaciones forman un subespacio, a saber U*, de dimensién igual a
m — 1y, en consecuencia, dimV = dim U + dim U+. Otra consecuencia de este
resultado es que (U+)+ = U. Esto se deduce usando que (U+)+ C U.

1.2. Expresion matricial canénica de una forma
simpléctica

El propdsito de esta seccién es demostrar que un espacio vectorial simplécti-
co tiene dimension par 2n y que existen bases del mismo respecto de las cuales
la matriz asociada a la forma simpléctica es de la forma:

0 |7,
-1, 0

con I,, la matriz identidad de orden n.
Para este propdsito, demostraremos el siguiente resultado para una 2-forma
arbitraria sobre un espacio vectorial.
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Proposicién 1.5. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita m y w
una 2-forma sobre V. Entonces existe una base {vy,--- ,v,} de V y un entero
s, con 2s < m tal que:

o w(v;,Vsyi) = —wWWsyi,v;) =1 con 1 <1 <5s.

o w(v;,vg) =0 para otro caso.

Demostracion. El caso w = 0 es trivial, basta tomar s = 0 y cualquier base de
V. Asi, consideremos w no identicamente nula. Nétese que para el caso en que
dimV =1 ocurre exactamente lo mismo por la antisimetria de w.

Procedemos por induccién sobre la dimensiéon del espacio vectorial V:

Caso base: dimV =2

Sea v; € V con v; # 0. Entonces, podemos elegir un vector v, € V' no nulo
tal que w(vy,v2) = 1, pues w es no identicamente nula. A continuacién, veremos
que B = {v1, v} es una base de V. Como V es un espacio vectorial de dimensién
2, es suficiente demostrar que son linealmente independientes. Por reduccion al
absurdo, supongamos que existe A € R tal que vy = \vy. Esto significaria que:

1 =w(vy,ve) =w(vy, Avy) = A w(vg,v1) =0 (1.10)
lo cual no es posible.

Concluimos asi que B es una base de V. Asi, el resultado para dimV = 2
se obtiene sin mas que tomar s = 1.

Paso inductivo

Probaremos ahora la Proposicién para dim V' = n y suponiendo que el re-
sultado es cierto para dimV < n.

Al igual que en el caso anterior, podemos elegir v,v5.1 € V (con s a
determinar posteriormente) tales que:

w(vr,Vs41) =1 (1.11)

Definimos el subespacio vectorial F' = span(vy,vsy1). Es evidente que F tiene
dimensién 2, puesto que vy y vs11 son linealmente independientes.

Ahora consideremos el siguiente subespacio de V:

W ={ueV]|wu,v)=w(u,vs) =0} (1.12)
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Vamos a demostrar que V = F' @ W. Para ello comprobaremos que tienen
como interseccion el 0 y que dimW =dimV — 2.

FOW = {0}

Sea u € FNW. En particular, u € F', luego existen A\, A¢y1 € R tal que :
U = )\1?]1 + )\S+1U3+1 (113)
En consecuencia, como u € W se sigue que:

w(“? Ul) = O} = )‘1 ' U.)(’Ul, vl) + )‘erl : w(verla Ul) = O}

1.14
W(% Us+1) =0 A 'W(Uh Us+1) + st 'W(Uerla Us+1) =0 ( )

Usando que w es antisimétrica se sigue que \; = Agy1 = 0y, por tanto, u = 0.

dimW =dimV —2

Consideramos la aplicacién lineal:

Fa

Yy — bu(y)
Tenemos que el ntcleo de esta aplicacion es precisamente W. En efecto:
{ueV|b,(y) (u) =0} ={ueV]wu,v)=w,vs) =0} =W. (1.16)
Ademas, la aplicacién es sobreyectiva. Sea a € F*, si
afv)) =My a(vsr1) = Asia (1.17)

entonces, tomamos u = —Ag1 101 + \vsy1 € V. Comprobaremos que b, (u) = «
en los vectores de F:

Do ()| (V1) = w(vy, u) = =Agy1 - w(vr,v1) + Ar - w1, vs41) = A = a(v1) }
bw(u>|F(Us+l) =wW(Vs11, ) = =As11 W (Vs41, V1) + A1 - W(Vs11, Vs 1) = Asy1 = a(Vs41)

donde hemos tenido en cuenta (1.11). Por lo tanto:
dimV =dimW +dim F = dim W + 2 (1.18)

Puesto que dim W < n, se sigue, en virtud de la hipdtesis de induccién,
que existe un entero s, con 2s < n y una base de W, a saber:

/
B = {vg, ..., 05, V519, ., V2s,U2s11,--+,Un} (1.19)
verificando:

o w(v;,Vsi) = —wW(vsy,v;) =1 con 2 < i < s.
e w(v;,v) = 0 en otros casos.
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Entonces, por un calculo directo similar a los anteriores, y teniendo en
cuenta la definiciéon de W, se sigue que la base de V buscada es:

B = {v1,V2, ..., Vs, Usi1,Vss2y -, U2, V2611, -+, Un}
a
Usando el resultado anterior, deducimos que existe una base de V en la
cual w tiene por matriz:

A=+ 00 S (1.20)

O---0 0---0 0---0
Usando la Proposicién 1.5 se prueba el siguiente resultado:

Teorema 1.6. Sea V un espacio vectorial de dimension m y w una 2-forma
sobre V. El rango de w es un numero par. Ademds, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1.rang(w) = 2s < m.
2. Hay 2s 1-formas linealmente independientes sobre V, a saber, {v',... v*},
tales que:
w=v" AT+ 05 AV (1.21)
3. La potencia exterior wA 9. Aw #0 ywA St Aw=0.
Bagjo las condiciones anteriores, {vl,... v**} es una base de la imagen de la
aplicacion lineal b,,.
Nota:. Vamos a recordar algunas definiciones relacionadas con la terminologia

usada en el teorema previo:

1. Una p-forma sobre un espacio vectorial real V de dimensién finita es una
aplicacién a : Vx 2. xV — R, la cual es R-multilineal y antisimétrica.

2. Sean « una p-forma y f una g-forma sobre V. Entonces, a A § es una (p+q)-
forma definida como:

1
(@A B)(ury ..., Uptq) = o Z €0 A(Ug(1)s - - Us(p)) - BUo(pi1)s - - - Us(prq))
’ " oES,

para ui, ..., uy,rq € V, donde S, es el grupo de permutaciones de orden n.
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3. Si «,f son 1-formas sobre V entonces, a A f = —f A a. En particular,
alNa=0.

4. Si (V,w) es un espacio vectorial simpléctico, entonces la dimensién de V es
par. Esto es consecuencia inmediata del teorema anterior y la no degeneracion
de w.

Ahora, usando el Teorema 1.6, obtenemos la siguiente caracterizacién de
espacios vectoriales simplécticos.

Proposicién 1.7. Sea V un espacio vectorial de dimension 2n y w una 2-forma
sobre V. Entonces, son equivalentes:

1. (V,w) es un espacio vectorial simpléctico.
2.b,: V — V* es un isomorfismo lineal.
Swr=wA M. Aw#0.

Sea (V,w) un espacio vectorial simpléctico de dimensién par 2n. Entonces,

existe una base B = {v; };=1._ 2 tal que:
n
w= Z vt AU (1.22)
i=1

Se dice, en este caso, que la base B es simpléctica para la forma w.

1.3. Aplicaciones lineales simplécticas

En esta seccion, estudiaremos las aplicaciones lineales simplécticas, esto es,
las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales simplécticos que preservan las
estructuras simplécticas.

Definicién 1.8. Sean (V,w) y (U, «) espacios vectoriales simplécticos y
h:U — V una aplicacion lineal. Diremos que h es simpléctica si:

h'w =« (1.23)
donde h*w es la 2-forma sobre U definida como:
(h*w)(uy,ug) == w(h(uy), h(uz)) para uy,us € U. (1.24)

Nota:. Ahora veremos cémo se relacionan, en general, las matrices de h*w y w
respecto de bases en U y V. Denotemos por A y B a las matrices que representa
a la aplicaciones lineales b, y bp«,, respectivamente, con respecto a las base
By ={u1,...,un} y By = {v1,...,v,} de Uy V. Sea H la matriz asociada a
la aplicacién h respecto de las bases anteriores. Probaremos que:

Dprw = h*ob,oh:U — U* (1.25)
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y que, por lo tanto:

B=H"-A.-H (1.26)
pues AT = —Ay BT = —-B.

En efecto, sean u,w € U. Entonces:
[(h* 0 by, 0 h)(u)] (w) = [A* (bu (h(w))] (w) = Pu(h(u))] (h(w)) = w(h(u), h(w)) =
= (h'w)(u, w) = ppew(u)] (w)

Se concluye asi que by, = h* ob,, o h, que es lo que queriamos demostrar.

Ademas, se pueden probar los siguientes resultados.

Proposicién 1.9. Sean (V,w) , (U, «) y (W,n) espacios vectoriales simplécticos.
Se tiene que:

1.5t h: U — V es una aplicacion simpléctica, entonces, h es inyectiva.

2.5h:U—V yf:V — W son aplicaciones simplécticas, entonces f o h
es aplicacion simpléctica.

3. La aplicacion identidad en V es una aplicacion simpléctica.

Demostracion. Solo vamos a demostrar 1, el resto de resultados son triviales.
Supongamos que h : U — V es una aplicaciéon simpléctica. Veamos que es
inyectiva. Sean uj,us € U tales que h(u;) = h(uz). Entonces, tenemos que:
(h* oby)(h(uy)) = (h* oby)(h(uz)) y en consecuencia, como b, = h* ob, o h se
tiene que : by (u1) = by (ug). Puesto que (U, «) es un espacio vectorial simpléctico,
por la Proposicién 1.7, se sigue que b, es isomorfismo lineal, y en particular, es
una aplicacién inyectiva. Asi, u; = us.

O

Definicién 1.10. Sean (V,w) y (U, o) espacios vectoriales simplécticos. Diremos
que una aplicacion h : U — V' lineal, simpléctica y biyectiva es un isomorfismo
simpléctico. Si U =V, entonces, se dice que h es un autormorfismo simpléctico.

Nota:. Si h: V — V es una aplicacion lineal y simpléctica, h es automorfismo
simpléctico. Asi, si H es la matriz asociada a la aplicacion lineal h, y A la matriz
asociada a w respecto de la base de V, se tiene que:

[h aplicacién simpléctica] < [A = H' - A- H] (1.27)
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Variedades Simplécticas

El el capitulo anterior introducimos la nocién de formas simplécticas sobre
espacios vectoriales y en este extenderemos este concepto a una variedad diferen-
ciable. Veremos que como una 2-forma induce aplicacién diferenciable, entre los
fibrados tangente y cotangente, y estudiaremos sus principales caracteristicas y
propiedades, que nos ayudaran a entender el concepto de campo Hamiltoniano
en el préxima capitulo. Asimismo, introduciremos el concepto de transformacion
simpléctica, de forma totalmente a las aplicaciones simplécticas entre espacios
vectoriales. Veremos como estas pueden ser caracterizadas en términos de un
tipo muy concreto de subvariedad. Ademads, se generalizard el Teorema (1.5), el
cual proporciona una carta local de la variedad en la que una forma simpléctica
adopta una expresién muy sencilla. Finalmente, veremos como de forma muy
natural se le puede dotar al fibrado cotangente de cualquier variedad diferencia-
ble de estructura de variedad simpléctica.

Notacién: habitualmente, cuando queramos hacer constar la dimension de
una variedad diferenciable M de dimension m, usaremos la notaciéon M™.

Seguiremos como referencias bibliogréficas [1, 3, 4, 5]

2.1. Formas simplécticas sobre variedades diferenciables

Empezaremos recordando brevemente la definicién del fibrado de las p-
formas sobre una variedad asi como la nocién de diferenciabilidad de p-formas.

Definicién 2.1 (Fibrado de las p-formas). Sea M™ una variedad diferencia-
ble. Entonces, para cada x € M, podemos considerar el espacio vectorial \* T M
de las p-formas en el punto x. Al conjunto:

/\pM: U /\pT;M con 1<p<m (2.1)

xeM
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se le denomina fibrado de las p-formas sobre la variedad M. Asimismo, tenemos
la proyeccion canonica:

H/\pM : /\pM — M } (22)

a > I pry ()
con I zrpr(a) = x siy sélo si o€ NPTiM.

Nota:. Recordemos que A"M tiene estructura de variedad diferenciable de di-
mension m-+ (’;) y que, ademds, la proyeccion canoénica I1z» p s una submersion.
Asi, la siguiente defincién tiene perfecto sentido.

Definicién 2.2 (p-forma diferenciable). Una p-forma diferenciable sobre
una variedad difenciable M es una aplicacion:

a: M— N'M (2.3)

verificando:

i) o es una seccion de la proyeccion candnica, esto es:
o(z) e N'TiM, Yre M. (2.4)

ii) o es diferenciable.

El objetivo ahora es extender el concepto de forma simpléctica a una va-
riedad diferenciable. Para ello introducimos la nociéon de rango de una 2-forma
sobre una variedad, usando la definiciéon de rango de una 2-forma sobre un es-
pacio vectorial.

Definicién 2.3. Sea M™ una variedad diferenciable y w una 2-forma sobre M.
El rango de w en un punto x € M es el rango de la 2-forma:

wy : T, M xT,M — R (2.5)
Decimos que w es no degenerada si para cada x € M, w, es no degenerada.

Definicién 2.4 (Forma casi-simpléctica). Una forma casi-simpléctica sobre
una variedad diferenciable M es una 2-forma w no degenerada. El par (M, w)
es llamado una variedad casi-simpléctica.

Usando el Teorema 1.6 deducimos el siguiente resultado:

Proposicion 2.5. Sea M™ una variedad diferenciable y w una 2-forma sobre
M. Entonces:

1. Si w es una forma casi-simpléctica, entonces M tiene dimension par.
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2. 8iw es una forma casi-simpléctica y m = 2n, entonces W™ = wA . Aw # 0
en todo punto, es decir:

W= w,A M. Aw, #0, para cada v € M. (2.6)

Sea M una variedad diferenciable y w una 2-forma sobre M. Para cada
punto de la variedad x € M, podemos considerar la aplicacion lineal inducida
por w,, esta es:

b, : TeM — T M (2.7)

Esto permite construir una aplicacion entre los fibrado tangente y cotangente:
b, : TM — T*M (2.8)

— b,

Proposicién 2.6. Sea (M,w) una variedad casi-simpléctica. Entonces, la apli-
cacion by, es biyectiva, diferenciable y con inversa diferenciable.

de modo que: by, ,,

Demostracidn. Sea (U,v = (z',...,x™)) una carta local en M. En esta carta la

2-forma puede expresarse como:
1 m
w=g ”Z_l wijdr' A dx? con wij = —wj;. (2.9)

Entonces, como w es diferenciable, las funciones w;; : U — R son diferenciables,
esto es, w;; oYt 1 Y(U) C R™ — R es diferenciable.

Considereamos a continuacién la carta inducida por (U, ¢ = (z!,..., 2™))
en el fibrado tangente T'M, dada por:

(ra (U), ¥ = (2',...,2™ 0", ... 0™)) (2.10)

con Ty : TM — M la proyeccién candnica. Asimismo, consideramos la corres-
pondiente carta en T*M.

(raf (U), ¥ = (&', ..., 2™ p1, - . Pm) (2.11)

donde Iy : T*M — M es la proyeccion candnica. Veamos ahora la expresion
de aplicacion b,, en coordenadas. Sea:

(a:l,...,xm,vl,...,vm)Ew(T]\}l(U)) CR™ (2.12)

Entonces:
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(2.13)
Por tanto, b,, es diferenciable.

Por otra parte, para cada x € M, la matriz asociada a b, : T,.M —
T:M respecto de las bases {0/0x'|,}ic1..m y {dx*|s}iz1. .m es justamente
(—wij(2))ij=1,..m- Puesto que w, es no degenerada, la mencionada matriz admi-
te inversa. Denotemosla por (wij )m:l,m,m. Las componentes de esta matriz son
funciones en U, w¥ : U — R. De hecho, son funciones son diferenciables, pues
wi; lo son. Denotamos entonces por:

ot T*M — TM (2.14)

la inversa de b, : TM — T*M. Considerando finalmente las cartas (2.10) y

(2.11) descritas con anterioridad, inducidas en T'M y T* M respectivamente, un

calculo directo prueba que, si (z!,.... 2™, p1,...,pm) € y(ﬂﬁ(U)), entonces:

ot ey, o) = (2™ YT e Wt (e a™),
i P W (W(t ™))
Por tanto, b;! es diferenciable.

Ahora, podemos deducir el siguiente resultado.

Proposicion 2.7. Sea M una variedad diferenciable y w una 2-forma sobre M.
Entonces, son equivalentes:

1. w es una forma casi-simpléctica sobre M.

2.b, : TM — T*M es un isormorfismo de fibrados vectoriales, expresado de
otra forma, b, : TM — T*M es diferenciable y b T, M — TrM es
un isomorfismo lineal Vo € M.

Wy M

Demostracion. Se sigue directamente de la Proposicion 1.7. Asi, w es una forma
casi-simpléctica sii Vx € M, w, es no degenerada, sii para todo x € M, la
aplicacién inducida b, es un isomorfismo lineal.
g
Sea (M,w) una variedad casi-simpléctica y consideremos el isomorfismo
de fibrados vectoriales b, : TM — T*M. Denotemos por X(M) y 2'(M) los
C*(M)-médulos de los campos de los vectores y las 1-formas, respectivamente,
sobre M. Entonces, b, induce otra aplicacién denotaremos de la misma forma:

by X(M) — 2 (M) (2.16)
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definida por:
b (X)() = b, (X (2)) (2.17)
para todo X € X(M) y x € M. Tenemos que:

Proposicién 2.8. Sea (M,w) una variedad casi-simpléctica. Entonces, la apli-
cacién b, : X(M) — VM) estd bien definida y es un isomorfismo de
C*®(M,R)-mddulos.

Demostracion. Vamos a empezar demostrando que b, estd bien definida, esto
es, que dado X € X(M), se sigue que b,(X) € 21(M).

Seax € My (U= (z!,...,2™)) una carta local en M tal que z € U.
Supongamos que :

1 & . . — 0
w=g Z wijde' Ndz? con wj;j = —w; y X = iZIXZ- pye (2.18)

ij=1
Entonces,

b (X) = i [ ; Xk-w,ﬂ-] dx’. (2.19)

=1 =

Ya que las funciones X} y wy; son diferenciables se sigue que cada componente
de (2.19) es diferenciable. Por tanto, b,,(X) es una 1-forma diferenciable sobre M.

Seguidamente veremos que b, es un homomorfismo de C*°(M, R)-médulos.
Es claro que b, es lineal y, por tanto, basta con probar que:

b (f + X) = [ Du(X) (2.20)
Sean f € C*(M,R) y X € X(M). Tenemos:
Ou(f - X)) (2) = bo, (f () - X(2)) = f(2) - bor, (X (2)) Ve e M (2.21)
Concluimos asi que b, (f - X) = f - b, (X).

Para finalizar, nos falta por demostrar que b,, admite inversa diferenciable.
Sea b ! : T*M — T'M el homomorfismo inverso de b,,. Definimos entonces:

by« QM) — X(M) (2.22)

con by () (x) = bor(a(z)), donde o € Q' (M) y x € M. Aligual que b,,, se puede
demostrar que b, esta bien definida y que es un homomorfismo de C*°(M, R)-
modulos. Ademas, verifica que:

by oby =id, Y byob,=idy,, (2.23)

(M)

Asi, b, es un isormorfismo de C*°(M, R)-mdédulos.
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Ahora, introducimos la nocién de forma simpléctica sobre una variedad

Definicién 2.9 (Forma simpléctica). Sea M una variedad diferenciable y w
una forma casi-simpléctica sobre M. Diremos que w es simpléctica si es cerrada,
esto es, dw = 0. Entonces, el par (M,w) es llamado variedad simpléctica.

Finalmente, introduciremos unos tipos muy concretos de subvariedades de
variedades simplécticas y obtendremos caracterizaciones de las mismas que uti-
lizaremos posteriormente.

Definicién 2.10. Sea (M, w) una variedad simpléctica y consideremos N C M
una subvariedad de M. Diremos que N es:

simpléctica si para todo x € N se tiene que: T,N NT,N+ = 0.
isétropa si para todo x € N se tiene que TyN C T,N= .
coisétropa si para todo x € N se tiene que T,N+ C T,N.
lagrangiana si para todo x € N se tiene TyN+ = T, N.

donde T,N* es el ortogonal simpléctico de T,N definido en (1.7).

Proposicién 2.11. Sea (M, w) una variedad simpléctica y N C M una variedad
de M. Entonces, N es una subvariedad lagrangiana si y solo si i*(w) = 0 y
dim N =1/2-dim M, dondei: N — M es la inclusion candénica.

Demostracion. Supongamos que T, N es una subespacio lagrangiano de T, N,
por tanto, dimT,N = dimT,N*+ = 1/2 - dimT,M. Ademss, si X,Y € T,N,
entonces:

(") (X,Y) = wo(X,Y) = 0 (2.24)

pues T, N = T, N*. Concluimos asi que i*w = 0.

Reciprocamente, si dim T, N = 1/2-dim T, M se sigue por (1.8) que T,N=+
tiene la misma dimension que T, N. Ademds, como i*w = 0, se sigue el contenido
T,N C T,N*. Por tanto, T,N = T,N*' y, en consecuencia, que N es una
subvariedad lagrangiana de M.

2.2. Aplicaciones simplécticas

Una vez introducida la estructura de variedad simpléctica procedemos a
estudiar las aplicaciones que conservan dicha estructura, como suele ser habi-
tual en matematicas. En nuestro caso, estas aplicaciones son las aplicaciones
simplécticas.

Definicién 2.12. Sean (M,w) y (Q,«) dos variedades simplécticas con igual
dimension, a saber 2n. Una aplicacion diferenciable h : M — (@) se dice que es
una transformacion simpléctica si:
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ha =w (2.25)
donde h*« es la 2-forma sobre M dada por:
para x € M y XY € T,M.

Usando la definicion anterior, uno puede probar el siguiente resultado.

Proposicién 2.13. Sean (M,w) y (Q, «) variedades simplécticas de la misma
dimension, a saber 2n. Si h : M — @Q es una transformacion simpléctica,
entonces h es un difeomorfismo local.

Demostracion. Sea h : M — () una transformacién simpléctica. Entonces,
usando la Proposiciéon 1.9 y el hecho de que dim M = dim (), se sigue que
Tph : TyM — Th)@Q es un isomorfismo lineal para todo x € M. Asi, h tiene
rango maximo y en consecuencia, usando un resultado clasico en Geometria
Diferencial, h es un difeomorfismo local.
O
A continuacion, introduciremos la nocién de simplectomorfismo y transfor-
macién candnica.

Definicién 2.14. Sean (M,w) y (Q, o) variedades simplécticas de la misma di-
mension. Entonces:

1.5t h: M — @ es una transformacion simpléctica biyectiva diremos que h
es un difeomorfismo simpléctico o un simplectomorfismo.

2. En las condiciones anteriores, si M = () y w = « decimos que h es una
transformacion candnica.

Sea (M, w) una variedad simpléctica. La idea es caracterizar las aplicaciones
simplécticas en términos de subvariedades lagrangagianas introducidas en la
Definicién 2.10. Para ello, en M x M consideramos la estructura simpléctica
dada por:

(W, —w) (g * (ToM x T,M) x (T,M x T, M) —» R
(Xb}/laXQ?}/Q) '—>wx(X17X2) _wy<)fl7}/2)

donde se ha utilizado la identificacion T\, (M x M) = T, M x T, M. Recordemos
que el grafo de f, I', es una subvariedad regular de M x M:

I'i={(z, f(z))|[re M} C M x M (2.27)
y que ademas T{, ¢(»))Iy puede identificarse con:
{(X, (T /) (X)) | X e T,M} (2.28)

para todo x € M.
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Proposicién 2.15. Sea (M,w) una variedad simpléctica de dimension 2n y f :
M — M una aplicacion diferenciable. Entonces son equivalentes:

1. f es simpléctica.

2. El grafo de f, I'y, es una subvariedad lagrangiana de TM xTM = T(M x M)
respecto de la estructura simpléctica (w, —w).

3.1 (w, —w) = 0, donde i es la inclusion canonica de I'y en M x M.

Demostracion. Probaremos solamente la doble implicacién entre 1) y 2), puesto
que la equivalencia entre 2) y 3) es consecuencia directa de la Proposicién 2.11.

[1 = 2] Supongamos que f es simpléctica. Tenemos que demostrar:

Tas) It = (Tg) Ty) (2:29)
para todo x € M.
“C” Sea (X, (T, f)(X)) € Tz f(2)) I's- Entonces, tenemos que para todo vector
tangente a I'y en (z, f(x)), ( ,(T X)) € Tia, 1))y, se cumple que:

(w, —w)a (X, (Tef) (X)), (X', (T2 f)(X'))) =
wa (X, X') = wi@)(Tef)(X), (T f)(X') = 0

donde hemos utilizado en el 1iltimo paso que f es simpléctica, y que, por tanto,
frw=w. Asl, (X, (T f)(X)) € (T gy L)

Por otra parte, tenemos que:
dim (Tie p@)) )" = dim (T, M x T, M) — dim Tpy oy Iy = 0. (2.30)

En conclusion, I'y es una subvariedad lagrangiana de M x M.

[2 = 1] Supongamos ahora que Iy es una subvariedad lagrangiana. Entonces se
tiene que:
0= (w, =w)(@,s@) (X, (Taf)(X)), (Y, (T2f)(Y)))

Por tanto, f*w = w y, en consecuencia, f es una aplicacién simpléctica.

(2.31)

g
A continuacién, introducimos la nociéon de campo simpléctico en una va-
riedad simpléctica.
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Definicién 2.16. Sea (M, w) una variedad simpléctica y X un campo de vectores
sobre M. Diremos que X es simpléctico o que es una transformacion infinitesimal
simpléctica si su flujo consta de transformaciones simplécticas.

Nota:. 1. Sea X € X(M). Para cada punto = € M, existe un abierto U C M,
con x € U, un numero € > 0 y una aplicacion diferenciable:

¢:(—e,e) xU — M (2.32)

que verifica:

» Vi € (—¢,¢€), el subconjunto ¢,(U) = {é(t,y) |y € U} es abierto y la
aplicacion : ¢, : U C M — ¢¢(U) un difeomorfismo.

» Para todo t,s € (—¢,€) tal que t + s € (—¢,€) se tiene que: ¢, 0 s = Pyyy.

» El grupo uniparamétrico local {¢¢}c(—c) induce sobre U el campo X, es
decir, para todo y € U, ¢, : (—€,€) — M es una curva integral de X con
condicién inicial y (en particular, ¢ = idyy).

La aplicacién ¢ : (—e,€) x U — M es el flujo local del campo X alrededor

del punto z € M.

2. Sea « una p-forma sobre M y X € X(M). Entonces, podemos definir la
derivada de Lie de « respecto de X, Lxa, la cual es una p-forma sobre M,
dada por:

(9ra)(x) —a(z)  d

(Lxa) (x) = lim t o O ICE )

o, alternativamente,

iS]

(Lxa)(Xy,...,X,) = X(a(X1,..., X)) — Za(Xl, XXX

(2.34)
para Xi,...,X, € X(M), donde [, ] es el corchete de Lie de campos de
vectores sobre M.

3. Lema de Poincaré: sea o una p-forma cerrada en M, entonces para todo
x € M, existe un abierto U C M, con z € U, y 35 (p-1)-forma sobre U tal
que a =df en U.

Ahora, podemos probar las siguientes caracterizaciones de campos simplécticos.

Proposicién 2.17. Sea (M,w) una variedad simpléctica y X € X(M). Enton-
ces, son equivalentes:

1. X es un campo de vectores simpléctico.
2. ﬁxw =0.
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3. Para todo x € M existen un abierto U C M, con x € U, y una funcion
diferenciable f : U — R sobre U tal que:

b (X) = df (2.35)
Demostracion.

[1=2] Sea X es un campo de vectores simpléctico y {¢;}re(—c.o €l flujo
local de X alrededor de un punto z € M. Entonces, ¢jw = w. Por tanto, usando
(2.33), es obvio que Lxw = 0.

[2 = 1] Supongamos que Lxw = 0. Nuevamente, usando (2.33), se sigue

que:

d
— (pjw) =0 = Pjw=0jw=w, Vit (2.36)

[2= 3] Sea ix : 2F(M) — Q2% 1(M) el producto interior por el campo

X, esto es:
(ixOé)(Xl,...,Xk_l) :O{(X,Xl,...,Xk_l) (237)

con Xi,..., X1 € X(M). Entonces, por la identidad de Cartan:
Lx=ixod+doix. (2.38)
En este caso, como Lxw = 0, se sigue que:
ix(dw) + d(ixw) = 0. (2.39)
Teniendo en cuenta que ixw = b,(X) y que dw = 0, se tiene que: d(b,(X)) = 0.
Por el lema de Poincaré, concluimos que, para cada x € M, existen un abierto
U C M, con x € U, y una funcion diferenciable f : U — R sobre U tal que:
bo(X) =df (2.40)
[3 = 2] En general, tenemos que:
Lxw = d(ixw) + ix(dw) = d(b,(X)). (2.41)

Sea x € M. Entonces, existen un abierto U C M, con x € U, y una funcién
diferenciable, f: U — R, sobre U tal que b,(X) = df. Luego,

(Lxw), =d*f =0 (2.42)

En particular, (Lxw), =0 .
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2.3. Teorema de Darboux

Previo a la prueba del Teorema de Darboux, y su posterior generaliza-
cion, es necesario introducir el concepto de campos de vectores dependientes del
tiempo, el cual sera el eje de la demostracién.

Definicién 2.18. Un campo de vectores dependiente del tiempo sobre una va-
riedad M es un aplicacion de clase C*- diferenciable:

X:RxM—TM (2.43)

tal que Xi(z) = X(t,z) € T,M para todo (t,x) € R x M.

A partir de un campo dependiente del tiempo, se puede construir un campo
X sobre R x M, la suspensién de X, como sigue:

_ 0
X=_—+X. 2.44
T (2.44)

Sea f € C®(R x M)y (t,z) € R x M, entonces:

EDita) = G| T+ @10 (2.45)

con fi(x) = f(t, ).

Sea (U, (x!,...,2™)) una carta local en M. Entonces, (R x U, id X 1) es
una carta local en R x M, donde:
idx¢:RxU—>Rxw(U)ng+l}
(t,x) — (t, ¥ (x))

Veamos ahora como actiian los vectores tangentes inducidos por esta carta local.
Sea f € C®(R x M)y (t,z) € R x M, entonces:

(2.46)

. -1
i) ¢ (tab()) t
0 0 .
83’;i (t’x)f— % mft , 1= 1,...,n. (248)

~ Tras estas consideraciones ya podemos calcular las componentes del campo
X en (t,x) € R x M:

)+ [Xe(2)](t;) =1, (2.49)
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X(t,2)(a') = % () + [Xe(2))(2}) = Xj(2) = X'(t, ). (2.50)

Para cada (s,z) € R x M consideramos la curva integral:

t— () €ER x M (2.51)

de X tal que, para t = s, v(s) = (s, ).

En M consideremos la carta local (U, = ( ~,x™) y en R x M la
respectiva carta inducida (R x U, id x ¢ = (t, x! ,xm)) Escribimos la curva
integral de X en coordenadas: 4(t) = (z%(t), 2! t) .., 2™(t)). Entonces:

(57) 0 =" = %60 -1

(2.52)
%(s) = s
De esto ultimo obtenemos que: 7°(t) = . Por otra parte:
d i d‘%l(t) % i i+ A Fm
(7)) = = X)) = X' (130,37 (0)
(2.53)
T'(s) = 2'(2)
Si denotamos la curva integral 4 de X por t — (Igns(:c), entonces
ét’s(x) = (tu@t,s(x)) (254)
con p
E@t’s(‘r) = X(t, @t,s<x>)
(2.55)
D, s(v) =2

Diremos que {®; s} es el grupo uniparamétrico local (dependiente del tiem-
po) del campo X.

Proposicién 2.19. Para t,s,r € (—¢,¢€), con € > 0 suficientemente pequeno, se
tiene:

Z) @tﬂg == Zd
”) (pt,s © Qs,r = ét,'r

Demostracion.

1) Es inmediato.
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ii) Tenemos que: t — (t,®,,(z)) es curva integral de X y para t = s pasa
por (s,?,,(x)). Por otra parte,

t— (ta gpt,s(@s,r(x))) (256)

es curva integral de X y en t = s pasa por (s,P,,(z)). De la unicidad de las
curvas integrales se sigue:
Dy =Py s0PDs, (2.57)

Sea X : R x M —— TM un campo de vectores dependiente del tiempo
y ~{€Pt7s} su flujo uniparamétrico local dependiente del tiempo. Supongamos que
{F;} es el flujo de su campo de suspension. Entonces:

Fi(s,x) = (t+ s, Fi(s,x)) con Fys(z) ==z (2.58)

pues Fy(s,z) = (s,z). Por otro parte, t — (t,®, ,(x)) es curva integral de X y
D, () = x.

En consecuencia:

Fi s(s,x) = Qi 4(x) Vit s,x (2.59)

O

Asi, usando un resultado clasico sobre la relacion entre la derivada del flujo

de un campo de vectores y la derivada de Lie respecto del campo de vectores X,
deducimos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.20. Sea X : R x M — T'M campo de vectores dependiente del
tiempo y {5} el flujo dependiente del tiempo de X. Entonces:

d * *
% (@t,sa) = qst,s (‘CXta) (260)

para cada p-forma o sobre M.

Ahora, ya podemos probar el Teorema de Darboux para una variedad
simpléctica.

Teorema 2.21 (Teorema de Darboux). Sea M una variedad diferenciable
de dimension par m = 2n y w una forma casi simpléctica sobre M. Entonces,
dw = 0 si y solo st para cada v € M existe una carta local en M, a saber,
(U, = (z,...,2"% p1,...,pn)), tal que en U:

W= Z dz' A dp; (2.61)

i=1
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Demostracion.

< Inmediato.

= Sin pérdida de generalidad demostraremos el resultado para M = R?" y x=0.

Por el Teorema 1.6, podemos encontrar funciones coordenadas {Z', ..., " p1, ..., pn}
en R?", verificando #*(z) = p;(z) = 0, tales que:

w(0) = dF|, Adpy, (2.62)
=0
Consideramos entonces la 2-forma constante w; sobre R?*" definida por:
w =Y di' Adp; (2.63)

Definimos asi: wy = w + 1t - (w1 — w). Nétese que w;(0) = w(0).

Veremos al final de la prueba del teorema (en 2)) que existe un entorno
U C M =R?* de z =0 tal que w; es no degenerada para todo t € [—¢, 1 + ¢,
con € > (0. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que U es una bola
centrada en el origen 0 € R?". Ya que w — w; es cerrada en U entonces, por el
de Poincaré, se sigue que existe una 1-forma « en U tal que:

do =w — wy (2.64)

Sin pérdida de generalidad suponemos que a(0) = 0. Como a € 21 (U) y w; es
no degenerada, la aplicacién:

b, : X(U) — 2Y(U) (2.65)
es biyectiva para todo t € [—e€, 1 + €]. Asi, existe X; € X(U) tal que:
bwt (Xt) = itht = —Q. (266)

Por tanto:
wi(0)(X¢(0),Y) = —a(0)(Y) VY € TyM. (2.67)

Nuevamente, puesto que w; es no degenerada: X;(0) = 0. Asi, X es un
campo de vectores dependiente del tiempo en U y X;(0) = 0.

Demostraremos después de la prueba (en it)) que la condicién X;(0) = 0
implica que existe una bola V' C U centrada en el origen tal que el grupo
paramétrico dependiente del tiempo ¢, es definido para todo t € (—€', 1+ €).
Ademas, usando (2.66), la Proposicién (2.19) y la definicién de wy, se tiene que:
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d d
7 (drowe) = 7 (050 (W t(wr —w))

d
= Qf{o (Lx,w) + at (t : ¢2<,0(W1 - W))

d
= Qb;ek,o (Lx,w)+t- I (gb:,o(wl - W)) + ¢:,0<W1 —w)
(2.68)
= @i (Lxw) +1- ¢ o(Lx, (W —wi)) + ¢ (w1 — w)
= ¢l (Lx,(w+1t- (w1 —w))) + Pjp(w1 —w)
= (ﬁ,o (Lx,wi) + @,o(da) = @,0 (dix,wi + ix,dw;) + @,o(d@)

= ¢} o(—da) + ¢}y (da) = 0.

Por tanto, ¢7 5(w1) = ¢ ¢(wo) = w. Esto significa que ¢ proporciona un cam-
bio de coordenadas requerida para transformar w en wy.

i) Consideremos la aplicacién:

F:RxR™»™ — R
(t2) —> det(A(t,z)) } (2:69)
donde A(t,z) es la matriz asociada a w;(z) respecto de la base: {dz',..., dz",

dpy,...,dp,}. Claramente F es diferenciable. Por tanto, U = F~1(R\{0}) es
un abierto en R x R?". Nétese que R x {(0,...,0)} C U pues det(A(t,0)) #
0 V¢t € R. Entonces, como U es abierto, para cada t € [0,1], existe ¢, > 0 tal
que: (t — ¢, t+¢) x U, C U, con U, entorno abierto del punto (0,...,0) € R*",
Tenemos asf un recubrimiento por abiertos del intervalo cerrado [0, 1], a saber:

U={(t—e,t+e)N[0,1]/te0,1]} (2.70)

De modo que, dada la compacidad del intervalo [0,1] se sigue que existen
t1,...,tx €[0,1] tales que:

0,1] = O(t,- — e i+ e,) N 10,1] (2.71)

Por tanto, el entorno del origen buscado es U = N¥_,U;,. Concluimos que existe
e > 0 tal que w; es no degenerada en U para todo t € (—¢, e + 1).

ii) Sea X = 0/0t + X el campo de suspensién de X. Entonces:
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X(t,(0,...,0) = = (2.72)

pues X;(0) = 0. Asi, la curva integral de X que pasa por el punto (0, (0, ...,0)) es
justamente: t — (t, (0,...,0)). Esta curva esta definida en el intervalo (—e, 1+
€). Ahora bien, ya que el dominio D del flujo del campo X es un abierto de
R x (—e,14+¢€) xU)y (—e,14€) x {(0,(0,...,0))} C D, se sigue que existe
una bola abierta V' C U centrada en el origen y un 7,¢ > 0 suficientemente
pequenos tales que (—€',1 4 €) x ((—7,7) x V) C D. En particular, la curva
integral de X por (0,z) esté definida para todo z € V y t € (—€¢/,1+ ¢), para
todo z € V. Asi, si F, es el flujo del campo X entonces Fy(0,x) esta definida
para todo z € V y t € (—€', 1+ ¢€). Esto implica que ¢ o(z) esta definida para
todox € Vyparate (—€,1+¢).

a

Definicién 2.22. Los entornos coordenados dados por el Teorema de Darbouz
son llamados simplécticos y sus funciones coordenadas (x',..., 2™ p1,...,pn)
son llamadas simplécticas o coordenadas canonicas.

Ahora, introduciremos la nociéon de forma presimpléctica.

Definiciéon 2.23. Sea M una variedad de dimension 2n +r y w una 2-forma
cerrada en M de rango constante 2n. Entonces, se dice que w es una forma (o
estructura) presimpléctica sobre M y el par (M, w) es una variedad presimpléctica.

Supongamos que (M, w) es una variedad presimpléctica de dimensién 2n +
r v que el rango de w es constante e igual a 2n. Consideramos sobre M la
distribucién D definido por:

r — D(z) ={v e T, M liw, =0} = Ker(b,,) € T,M (2.73)

Tenemos que D es una distribucién de dimensién r. Ademas, D es completamente
integrable. En efecto, sean X,Y € X(M) tales que X (z),Y (z) € D(z),Vz € M.
Entonces, como w es cerrada, tenemos que:

0= dw(X,Y, 2) = 3 - [ X((Y, 2)) = V(&(X, 2)) + Z(w(X,Y))] +

(2.74)
_w([Xv Y],Z) +W([X7 Z]7Y) - LU(D/, Z]vX)
Como X, Y son secciones de del subfibrado D, de (2.74), se deduce que:
0=w([X,Y],Z2), VZeX(M) (2.75)

lo cual implica que
X(x),Y(z) € D(x) (2.76)
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A continuacion, aplicando el Teorema de Frobenius, se sigue que existe
(U, = (y',...,y*" y*" L . y?"T)) carta local en M tal que ¥(z) = (0, ...,0)
y{0/0y*" T oL ,0/0y*" ™} forman una base local de D en U. Asumimos, sin
pérdida de generalidad, que ¢)(U) = V x W, con las primeras 2n correspondientes
a V. Supongamos que en U:

W= Z wij(yla s aana y2n+1’ s ’y2n+r) dyl A dyj (277)

1<i<j<2n

Como dw = 0, se sigue que Ow;;/0y*"™* = 0, para todo 7,5 € {1,...,2n} y
ke{l,...,r}.

Por tanto, w es una 2-forma en las coordenadas (y',...,y*"), esto es:
W= Z wij(y', .y dy' A dy (2.78)
1<i<j<2n

Asi, w puede ser vista como una 2-foma en V. De esta manera, ya que w es
cerrada y de rango méaximo 2n, aplicando el Teorema de Daroboux se deduce
que existe un abierto V', con V! C V| tal que (0,...,0) € V' y en V"

w= Z dz' A dp; (2.79)
i=1
con (z',... 2" p1,...,p,) coordenadas en V.

2n+1
-

Esta claro que (V' x W, (z',... ;2" p1,...,Pn, ¥y ., y?")) es una cartal

local en M.

Queda probado por tanto el siguiente teorema.

Teorema 2.24. Sea M una variedad de dimension 2n +r y w una 2-forma de

rango constante 2n. Entonces, w es cerrada st y solo si para cada x € M existe un

entorno coordenado U con coordenadas locales (xt, ... a" p1,..., pn,y*" 1.
LYY tales que:

ey

w= Z dz' A dp; (2.80)
i=1

sobre U.

2.4. Estructura simpléctica del fibrado cotangente

Esta ultima seccion del capitulo esta enteramente dedicada a estudiar un
ejemplo concreto de variedad simpléctica. Veremos que el fibrado cotangente de
una variedad diferenciable arbitraria admite una estrutura simpléctica candnica.
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Definicién 2.25 (1-forma de Liouville). Sea M una variedad diferenciable,
T*M su fibrado cotangete y Il : T*M — M la proyeccion candnica. Definimos
una 1-forma sobre T* M :

A T*M — T*(T*M)
o — Au(a) } (2.81)
dada por:
A (@) (X) = a((Tolly)(X)) (2.82)

para X € T,(T*M). La 1-forma Ay recibe el nombre de 1-forma de Liouville.

Veamos que A, es una 1-forma diferenciable. Para ello comprobaremos que
sus componentes en una carta local son diferenciables.

Sea( o (U)

,g ( o x™ ,pm)) la carta inducida en T*M por
una carta (U Y= (.

)) en M. Entonces:

Bl @n()e] o

Si a € I,/ (U), con Y(a) = (x),. ...z, pf, ..., py), entonces, tenemos que:

() - (0 () (2%

donde la pentltima igualdad se deduce como sigue:

0

) =pi(a) (2.84)
Iy (o)

0 0

= o = o ot
(ToIIyr) (8@ a) (f)= oz a(f ) oz o (follpyorp™)

_ 0 (foy™o(Wollyoy™))

= o M

=1 Ayl V(I (o)) Oa! P(a)
_Afow) _o|
0 Ly 9 (e 255
0 0 |
Queda asi demostrado que (T, I1y/) - = o .
ox'|, O | 17, (o)
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De forma totalmente similar se sigue que:

Tallaa) < .

a) =0 (2.86)

Por tanto, se concluye que:
Ay =Y pidz’ (2.87)

Si8: M — T*M entonces uno puede considerar la aplicacién inducida
p*: QYT*M) — 2'(M) definida como:

(67 a)(x)(X1, ..., Xi) = a(B(2))(To0)(X1), .. ., (T25) (X)) (2.88)

para Xi,..., Xy € T, M. De hecho, si a € 21(T*M) la escribimos en una
carta local (H]\_/II(U),Q =(z',...,2" p1,...,pn)) resulta:

o= Z a;dz’ + o' dp; (2.89)

Entonces,
n

Bra=> (aiof)d(a oB)+(a'oB)d(p;op) (2.90)

i=1
El siguiente resultado muestra una forma muy interesante de caracterizar
a la 1-forma de Lioville.

Proposicion 2.26. La 1-forma de Liouuville Ay es la unica 1-forma sobre T M
tal que:

B A = Ay (2.91)
para cualquier 1-forma B sobre M.
Demostracién. Sea 3 una 1-forma sobre M y (U,¢) = (2!,...,2™)) una carta
local en M. Escribimos:

B = i B; dx’ (2.92)
=1

Entonces, si (II;; (U), v = (z',...,2" p1,...,ps)) es la carta inducida en T*M
se sigue que: . .
Bi=piof y a'=z'0f (2.93)

Por tanto, en U, tenemos que:

B () =B <Zpid£i> Z(pzoﬂ 2’0 B) = Zﬁld:c = (2.94)
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Queda por demostrar la unicidad de Ay;. Sea A una 1-forma sobre 7™M tal que:
BAN=p (2.95)
para cualquier 1-forma 3 sobre M.

Sea x € My (U = (x',...,2™)) una carta local en M, con z € U.
Consideramos la carta inducida (I, (U), v = (z',...,2",p1,...,pn)) en T*M.

Supongamos que en I1;;' (U): B

m

A= (a;dx' + b dp;) (2.96)

i=1
y sea 3 una 1-forma en M tal que en U: 3 =", f; dz'. Entonces, en U:

m

A= Z(az- oB)d(z' o B)+ (b o B)d(pioB) = (a;0B)da’ + (b o B)dp;

=1
=> (ai 0B+ (bop): %@) dz’
i=1 j=1

(2.97)
Por tanto, por (2.93) tenemos que:

PiOBZQZCLiOﬁ‘FZWOB)'@@ (2.98)
j=1

Ahora probaremos que p;(v) = a;(y) y bi(y) = 0, para todo v € T M. Sea
v € T M. Supongamos que:

y=)Y ydr, , vER (2.99)

i=1

Consideramos una 1-forma [ sobre M tal que:
By =Y vida' (2.100)
i=1

De (2.97) se sigue que en U: p; o 8 = a; o 3, para todo i. En particular:
pi(7) = pi(B(2)) = ai(B(x)) = ai(y), Vi (2.101)

Aplicando (2.98) y el resultado anterior, concluimos que:

S blal)- o

Jj=0

a; =0 (2.102)
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para toda 1-forma « sobre M.

Nuevamente, sea v € TxM dada por (2.99). Considemos entonces una 1-
forma « sobre M tal que:

a, =Y [+ (i — )] da’ (2.103)
i=1
donde (zg,..., z") son las coordenadas del punto x en la carta (U,¢b =
(x',...,2™)). Nétese que a(x) = ~. Por lo tanto:
0= ibj(a(:c)) : i a; =0
s oxt|

(2.104)
=) V(o =), Vie{l,...,m}

y esto ultimo es lo que queriamos que demostrar. En conclusion, Ay (z) = A(z),
para todo x € M.
(]

Proposicién 2.27. Sea M una variedad diferenciable. Entonces, la 2-forma:
define una estructura simpléctica sobre T*M.

Demostracion. Tenemos que demostrar que wy; es no degenerada y cerrada. Es-
to ultimo es evidente dada su definicién.

Veamos que wy; es no degenerada. Sea (U, ¢ = (x!',..., 2™)) una carta local

en My (I, (U),¢ = (z',...,2",p1,...,pn)) la correspondiente carta inducida
en T*M. Tenemos que:

My =Y pida’ = wy=—d\y =) dz’ Adp; (2.106)
i=1 i=1
En consecuencia:
Wit = wyA ™o Aoy = Kdz' Ao A Adz™ Adpy A Adp, 0 (2.107)

donde K es una constante no nula. Puesto que (w}}), # 0 en todo punto = de
IT;; (U) se sigue por la Proposicién (1.7) que wys es no degenerada.
O
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Definicién 2.28. Sea M una variedad diferenciable. La 2-forma wy, es llamada
la estructura simpléctica canonica del fibrado cotangente T*M .

Sea F' : M — M un difeomorfismo, Entonces podemos considerar ka
elevacién cotangente de F:

T*F : T*M —s T*M (2.108)

definida como sigue. Sea x € M un punto de la variedad y consideramos a €
TiMy X € Tp-1,) M. Entonces, la anterior aplicacion se define como:

(T*F)(@)(X) = a((Ty10) F)(X)) (2.109)

Notese que F también induce una aplicacién diferenciable entre los respectivos
fibrados de las p-formas, la cual se define de forma completamente analoga a
T*F, y se denotara de igual forma, esto es, T*F.

Proposicién 2.29. Sea M una variedad diferenciable y f : M — M un difeo-
morfismo. Entonces, T*F : T*M — T*M es un simplectomorfismo.

Demostracion. Probaremos que:
(T*F)* Ay = Ay (2.110)
lo cual implica que:
(T*F)*(wym) = —d((T*F)* (M) = —dA\y = wy (2.111)
Seaa e TyMyX e€T,(T*M). Entonces, usando la Definicién 2.25, se sigue que
(T F)" (M) (@) (X) = A (T F)(@))(Ta (T F)(X)) =
= (T*F) () (Tirryo) In) (T (T*F)(X)) = (2.112)
= (T"F)(e)(Ta(ITy o T*F)(X))
Ahora, de (2.109), deducimos que el siguiente diagrama:

T*M ——F ey
HMl lHM (2.113)

F—1
M —— M

es conmutativo. Asi, usando nuevamente (2.109) y (2.112), se tiene que
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[(T*F)* (M) J(0) (X) = (T F)(a)(Ta(F~" o I1y) (X)) =
=a(Tu(Fo F'olly)(X)) =
(2.114)
= a((Talln)(X))

= Ay (@) (X)

lo que prueba el resultado.
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La ecuacion de Hamilton-Jacobi

El espacio de configuracion de un sistema mecanico conservativo con
m grados de libertad puede identificarse con una variedad diferenciable de
dimension m.

El interés central al estudiar un sistema mecanico es describir la evolucion
de las particulas que componen el sistema. Con tal fin, la primera etapa consiste
en obtener en obtener las ecuaciones del movimiento de las particulas del siste-
ma. Una de las formas méas conocidas en Mecanica Clasica consiste en calcular
la energfa del sistema, esto es, el Hamiltoniano del sistema H = H(q', p;), donde
q¢' son las coordenadas generalizadas que lo describen y p; los momentos genera-
lizados, y emplear las llamadas ecuaciones de Hamilton, las cuales proporcionan
las ecuaciones del movimiento:

d¢¢ OH  dp; OH

dt — Op; 0 dt  Og (3:1)

Geométricamente, las soluciones de estas ecuaciones son las curvas de un
campo de vectores sobre el llamado espacio fase de momentos. Este espacio de
momentos se corresponde con el fibrado cotangente T*() y el Hamiltoniano del
sistema no serd mas que una funcién sobre T*(). La idea para construir este
campo de vectores consiste en emplear la estructura simpléctica candnica del fi-
brado cotangente estudiada en el capitulo anterior, si bien la construccién puede
ser realizada para una variedad simpléctica arbitraria. Seguidamente estudiare-
mos las transformaciones que preserven la estructura simpléctica y que faciliten
la resolucion de las ecuaciones de Hamilton, y veremos céomo la ecuacién de
Hamilton-Jacobi puede ser aplicada para tal fin. Finalizaremos el capitulo, apli-
cando los resultados obtenidos a un ejemplo concreto.

Seguiremos como referencias bibliograficas [1, 2, 5].
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3.1. Campos Hamiltonianos y ecuaciones de Hamilton

Sea (M,w) una variedad simpléctica y H : M — R una funcién dife-
renciable real. La aplicacién inducida por w, b, : X(M) — QYM), es un
isomorfismo de mddulos por la Proposicion 2.8, de modo que existe un unico
campo de vectores Xy sobre M, tal que:

bo(Xp) = dH] <= [ix,w=dH] (3.2)

Definicién 3.1. Sea (M, w) una variedad simpléctica y consideremos la funcion
diferenciable H : M — R. El campo de vectores Xy es conocido como campo
hamiltoniano y la terna (M,w, Xg) es llamada sistema hamiltoniano.

En primer lugar, probaremos que los campos hamiltonianos son simplécticos.

Proposicién 3.2. Sea (M,w) una variedad simpléctica y sea H : M — R una
funcion diferenciable. Entonces, el campo de vectores Xy es simpléctico.

Demostracion. Por la Proposicion 2.17 tenemos que es sufieciente demostrar que
Lx,w = 0. Para esto usaremos la identidad:

,CX:’iXOd+dOiX (33)

Tenemos que:
Lx,w=1ix,(dw) +d(ix,w) =d*H =0 (3.4)

donde hemos usado que w, al ser una forma simpléctica, es cerrada, esto es,
dw = 0.
a
Esta ultima proposicion nos proporciona una forma de construir campos
de vectores simplécticos a partir de funciones diferenciables. A continuacién
veremos una caracterizacion de campo de vectores simpléctico en términos de
campos localmente Hamiltonianos.

Definicién 3.3. Sea (M,w) una variedad simpléctica. Diremos que un campo
de vectores X sobre M es localmente Hamiltoniano si para cada x € M existe
un entorno abierto U de x y una funcion diferenciable H : U — R tal que:

X=Xy enU (3.5)

Usando de nuevo la Proposicion

Proposicién 3.4. Sea (M,w) una variedad simpléctica y X un campo de vec-
tores sobre M. Entonces, X es un campo localmente Hamiltoniano si, y solo si,
X es simpléctico.

Nota:. Téngase en cuenta que no todo campo de vectores simpléctico es (global-
mente) Hamiltoniano.
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Sea (M,w) una variedad simpléctica de dimensién 2n y H : M — R una
funcién diferenciable. Supongamos que Xy es el campo de vectores caracterizado
por:

ix,w=dH (3.6)

Usando el Teorema de Darboux es posible elegir un entorno coordenado
(U, = (x,..., 2", p1,...,pn)) sobre M tal que:

W= Z dz" A dp; (3.7)
i=1
Sea o : [ = (—€,6) —> M una curva integral de Xy, es decir:
Xy(o(t))=0a(t), tel (3.8)
En coordenadas: 6(t) = (z'(t),...,2"(t), p1(t), ..., pa(t)). Por lo tanto:

n

ot)=>_ da(t) 9 L) 9 (3.9)

dt '%\m) dt 'apiL(t)

i=1

De (3.7) obtenemos que:

0 : 0
N — . -1 )
Do < &ci) dp; bt (dx') = — .

(3.10)
0\ ; . 0
D <8_pz) = —dx bt (dpi) = B
Como dH = Y"1, %dwi + Z_dei’ se obtiene:
. OH o O0H 0
—_ h-1 — _ . .
Xy =b"(dH) —2( oz . o) W) (3.11)
De modo que:
. OH %) OH %)
Xulo0) =3 | ~5e0) 5o+ 5000 50 (312

o(t)
Asi, usando (3.8) y (3.9), obtenemos las ecuaciones de Hamilton:

dz' = OH dp;,,, ~ OH

(o(2)) (3.13)

Estas tltimas son consecuencia directa de (3.6), la cual es llamada forma intrinse-
ca de las ecuaciones de Hamilton.
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Nota:. Sea f : M — R una funcién diferenciable, entonces, en coordenadas
canodnicas, que recordemos que son las que proporciona el Teorema de Darboux,
el campo de vectores Xy se escribe como:

- of 0 of 0
Xy = E - . : .14
/ ; ( oxt  Op; * op; 6xl) (3.14)

Ahora demostraremos que la energia se conserva en cuando el sistema
mecanico evoluciona. En lenguaje geométrico significa que el Hamiltoniano es
constante a lo largo de las curvas integrales del campo Hamiltoniano.

Proposicién 3.5 (Ley de la conservacion de la energia). Sea (M,w, Xg)
un sistema Hamiltoniano. Entonces, el Hamiltoniano se mantiene constante a
lo largo de las curvas integrales de Xp.

Demostracion. Sea o : I — M una curva integral de Xg. Tenemos que demos-
trar que la funcién H oo : I — R es constante, o equivalentemente:
d(H o o)
——==0. 3.15
o (3.15)
Ahora bien:

d d :
%\t(HOU) = (Tio) <£|t> (H) =0o(t)(H) = Xu(o(t))(H) (3.16)

Falta probar que Xy (H) es identicamente nula:

g

3.2. Transformaciones candnicas y funciones
generatrices

Al final del capitulo vimos que la evolucién de un sistema mecénico conser-
vativo viene descrita por las ecuaciones de Hamilton, no obstante la resolucion
de estas ecuaciones no siempre es sencilla. La idea es encontrar f : M — M
un difeomorfismo (local) que transforme coordenadas canénicas en coordenadas
canonicas, es decir, que f sea una transformacion simpléctica: f*w = w. En las
nuevas coordenadas, la obtencion de las curvas integrales de Xy debe ser mas
sencilla . Ahora, por la Proposicién 2.15, esto es equivalente a que:

i*(w,—w) =0 (3.18)

siendo 7 : Iy — M x M la inclusién canénica del grafo de f, Iy, en M x M.
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Por otra parte, por el lema de Poincaré, (w, —w) es localmente exacta. Esto
es, existe una 1-forma 6 sobre M x M tal que:

(W, —w) = —db. (3.19)
Entonces, por (3.18) tenemos:
0=1i"(w,—w) = d(—i"0). (3.20)

Esto significa que —i*0 es una 1-forma sobre I'y cerrada. Luego, nuevamente, es
localmente exacta. Asi existe una funciéon S € C*(Iy,R) tal que:

ds = —i*0. (3.21)

A la funcién S se le denomina funciéon generatriz de la aplicaciéon simpléctica f.
Consideremos ahora las nuevas funciones coordenadas definidas por f:

'=z'of y p;=piof (3.22)

De modo, que una posible elecciéon para 6 es:

0= Zpidﬂ — ]_)l-df (3.23)

i=1
Nota:. En la ultima expresiéon hay un claro abuso de notacion, las funciones
(z%, p;) son coordenadas en el primer factor de M x M, y las funciones (', Pi)
son coordenadas en el segundo factor de M x M.

Por tanto, usando (3.21), resulta:

ds = —i* (Z pidx’ — Qidgi) (3.24)
i=1

Puesto que I'y es una subvariedad regular de M x M de dimensién 2n, podemos
optar, siempre que sea posible seguin el caso, por alguna de las siguientes posibili-
dades para la eleccién de las coordenadas en I'y: (z*, z'), (mi,}_oi), (ps, "), (pi,p4)-

Si elegimos como coordenadas (¢, z'), de (3.24), tenemos:
oS oS
o —pi(z, z) - =pi(z, 1) (3.25)

La funcién generatriz debe ser capaz de definir z en términos de z y p.
Para esto debe ocurrir que la matriz:

028
—— 2
(314 oz’ ) ij=1,sm (8260

[RAS}

sea regular. En este caso, podemos escribir la expresion de f en coordenadas:

A

f(xap) = (@1(1'719)’ s ’gn(l.7p) 05 (QT,p), : ﬁ(xvp)) (327)

" Ozt Qg
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3.3. La ecuacion de Hamilton-Jacobi

Si nos situamos en el caso particular en el que la variedad simpléctica M
es el fibrado cotangente T*(Q) de una variedad diferenciable @ (lo que, debido
al Teorema de Darboux, no supone ninguna restriccién local), la idea es buscar
funciones generatrices tales que en las nuevas coordenadas canonicas las ecua-
ciones de Hamilton adopten una forma sencilla. Una posible estrategia posible
serfa buscar funciones generatrices S(x,z) en @ x @ tal que el Hamiltoniano en
las nuevas coordenadas sea de la forma:

i (05 w0) - K@) (325)

con K una funcién sobre @) (el nuevo Hamiltoniano en las coordenadas canénicas
descritas por S). Este problema podria resultar complicado. Més sencillo seria
fijar z = z, y, entonces, la ecuacién que resulta es:

H (1: g—i(:c)) —F (3.29)

donde S(z) = S(z,z0) puede ser considerada como una funcién sobre @ y
E = K(z) es una constante. Esta ecuacién recibe el nombre de ecuacién de
Hamilton-Jacobi.

Aunque la iltima ecuacién es un caso simplificaso de la ecuaciéon mas gene-
ral, veremos que podemos obtener informacién de las soluciones de la ecuaciones
de Hamilton., como se refleja en el siguiente teorema.

Teorema 3.6. Sea () una variedad simpléctica, S : ) — R una funcion dife-
renciable y H : T*Q) — R una funcion Hamiltoniana. Entonces, son equivalen-
tes:

a8
2. Si x(t) es una solucion de:
dex  O0H oS
i (5 (330)

entonces:
(z(t),p(t) = (“”“)’g_i) (3.31)

es solucion de las ecuaciones de Hamilton.
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La idea ahora es reescribir este teorema en forma intrinseca, en el contexto
de la geometria diferencial, y probar el mismo.

Sea () una variedad diferenciable y consideremos T*() con su estructura
simpléctica candnica. Supongamos que H : T*() — R un Hamiltoniano. En-
tonces, la ecuacién de Hamilton-Jacobi se escribe intrinseca como:

HodS=E (3.32)

con S:Q — R e C>®(Q) y E una constante. Para la prueba del Teorema 3.6
necesitaremos el siguiente lema:

Lema 3.7. Sea Q) variedad diferenciable y S : Q — R una funcion diferencia-
ble. Si Il : T*Q) — @ es la proyeccion candnica, wg es la estructura simplécti-
ca de T"Q y q € Q) entonces:

(wq)as(q) (Tus()(dS 0 1o)X, Y) = (wg)as(g) (X, Y — Tus(q)(dS o IIq)Y) (3.33)
para todo X,Y € Tyg(q)(T7Q).
Demostracion. Notese que:
Tus(q) (dS 0 ) (X), Tus(g) (dS o o) (Y) € Tus(g)(T*Q) (3.34)
ya que IIy; o dS = id. Ademas, de la Proposicién 2.26, se deduce que
(dS)*(wg) = (dS)*(—dAy) = —d((dS)*A\y) = —d*S =0 (3.35)
Puesto que (dS o I1g)*(wg) = II;;(dS*(wg)), se sigue:
0= [IT5((dS)"wg)] 45, (X.Y)

= [(dS 0 11g)" (w)] sy (X, Y) (3.36)

= (wq)ds(g) (ng(q) (dS o Hg)(X), Tasg)(dS o UQ)(Y))

Por tanto, la ecuacién (3.33) es equivalente a:

(wWQ)as(q)(X — Tus(q) (dS o Q) X, Y — Tys(g)(dS o I1g)Y) = 0 (3.37)
Sea (U,v¢ = (x',...,2™)) una carta local en Q, y (Hél(U),g = (2!, ..., 2™,
P1,---,Pm)) la carta inducida en el fibrado cotangente. Tenemos que:

[X = Tus(q)(dS 0 1) X | (') = X (') — (Tus(q) (dS o o) X)(')
= X(2') — X(2' 0 dS o Ig)
= X(2') — X(2" o (llg 0 dS) o I)

= X(2') — X (o' 0 IIg) = X(2') - X (&) = 0



40 3 La ecuacién de Hamilton-Jacobi

Esto significa que los vectores Wx, = X; — Tyg(q)(dS o II)X; se escriben de la
forma:

“ 8
Wy, =D (Wx)(p) " 5~ (3.38)
i=1 P ‘dsm)
siendo X; = X y Xy =Y. Por tanto, obtenemos:

m

(w@)as@(Wx, Wy) =Y (da’ Adp;)(Wx, Wy) =

=1

i A (W) - (dp) (W) — da (W) - (dp) (W) )
—0
ya que d&Z(WX) — dEZ(Wy) —0.
0

Ahora estamos en disposicién de dar un enunciado intrinseco del Teorema
3.6 y de probar el mismo. Este es el principal motivo del trabajo.

Teorema 3.8. Sea (1T%Q,wq, Xy) un sistema Hamiltoniano y S : ) — R una
funcion diferenciable. Entonces son equivalentes:

1.Si v : I — Q es una curva integral del campo de vectores X3, sobre Q
definido por:
X7(a) = (Tusar) (Xu(dS(q))) , (3.40)

para todo q € @, entonces, dS o~y : I — T*Q es una curva integral de Xy,
esto es, una solucion de las ecuaciones de Hamailton para H.
2. S satisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi: H odS = F.

Demostracion. Sea y(t) una curva integral de X . Consideremos la curva I'(t) =
dS(y(t)) en T*Q. Tenemos que:

d
) (E\)] (3.41)
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= Tus(y(0)(dS © Iar) [X e (dS(v(t)))]

= Tp(t)(dS o HM) [XH(F(t))] S Tp(t) (T*M) ,
Usando el Lema 3.7, para todo X € Ty (T*M) tenemos:

(wo)re(I'(t), X) = (wo)re)( Tra(dS o Ilo) [Xu(I'(t))], X)
= (@) r(Xu(I'(t)), X = (Tr(dS o I1q))(X))
= (W) r)(Xu(I'(t), X) = (we) r(y(Xu(L'(1)), (Trw (dS o ) (X))  (3.42)
= (wQ)riy(Xu(I'(t)), X) — dH(I'(1))((Tr (dS o 11g))(X))

= (wo)roy(Xu(I'(t), X) — d(H o dS)(y(t)) [(Tr1o)(X)]
[1 = 2] Supongamos que I'(t) es curva integral de Xy, luego:

Xp(I (1) = F'(t) (3.43)
Comparando con (3.42) obtenemos:
A(H o dS)((1)) [(Tro 1) (X)] =0 (3.44)

para todo X € Ty (1% M). Puesto que, para todo punto ¢ de @, existe una curva
integral t — ~(t) de X con condicién inicial q y, adem4s, la aplicacién lineal
Tyl es sobre, se sigue que d(H o dS) = 0, o equivalentemente, H o dS = E,
para algin E € R.

[2 = 1] Supongamos ahora que S satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi, esto
es, H o dS = E. Entonces, usando (3.42) y el cardcter no degenerado de wg, se
tiene:

I'(t) = Xg(I'(t)) (3.45)
esto es, I' = dS o es curva integral de Xy.
(]
El anterior teorema admite generalizacién en el sentido de que no es ne-
cesario una funcién generatriz S, sino que es sufiente disponer de una 1-forma
cerrada en Q:

Teorema 3.9. Sea (T%Q,wqg, Xu) un sistema Hamiltoniano y o : Q@ — T*Q
una 1-forma cerrada sobre (). Entonces son equivalentes:
1.5ty : I — @ es una curva integral del campo de vectores X§ sobre M
definido por:
Xi(@) = (Tag o) (Xu(a(q))), (3.46)
para todo q € Q). Entonces, a o~y : [ — T*Q) es curva integral de Xy, es
solucion de las ecuaciones de Hamilton.

2. 8 satisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi: Hoa = F.
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Demostracion. La demostracion es analoga al teorema anterior usando nueva-
mente que a*(wg) = 0.
a

3.4. Dinamica de una particula en un campo central en
el plano

En esta seccion aplicaremos los resultados anteriores a un sistema bastante
estudiado en fisica, la dindmica de una particula bajo la accién de un campo
central. En este caso, el espacio de configuracién es Q = R? — {(0,0)} y, por
tanto, T*Q = QxR En coordenadas polares (r, §) sobre Q x R? el Hamiltoniano
del sistema es dado por:

1 P
HO 0. prom) = 5 (924 22) +70) (3.47

con V: T*() — R una funcién diferenciable que sélo depende de la coordenada
radial y m una constante positiva.

Sea S: Q =R?—{(0,0)} — R una funcién diferenciable. Entonces,

S S
ds = (E) dr + (%) a9 (3.48)

De este modo, utilizando la ecuacién de Hamilton-Jacobi (3.32):

E = (HodS)(r,0) = ﬁ : ((%)2 + % - (%)j +V(r) (3.49)

con (r,0) € Q. Despejamos la derivada, y obtenemos:

20s \/ 12 s
5 = 2m(E -V (r)) — T Y g —H (3.50)
(r,0) (r,0)
Por lo tanto, sustituyendo en (3.48):
12
dS = \/Qm(E—V(T)) —ﬁdr + pdb (3.51)

El objetivo es calcular el campo de vectores X5, para ello es necesario primero
calcular Xp. En virtud de (3.11) tenemos:
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OH 0 OH 8+8H.£+8_H o0
or 0Op, 08 Opy Op. Or Opy 00

wooB\ 0 p 0 9

(3.52)

ap, m ar " mr? 90

En consecuencias:

XH(dS(r,e)):_(d_V+“_2). 0 +\/2(E_V(T)> I

dr — mr3) Op, m m2-r2 Or mr? 00

Asi, usando (2.85) y (2.86), obtenemos:

X5 (r,0) = (Tasrop Q) (Xu (dS(r, 0)))

_\/2<E—V<r>)_ p0  p 9 (3:53)

m m2-r2 or mr? 00

Si y(t) = (r(t),0(t)) es una curva integral de X2 (t), resulta que:

/2 !
— E— S '
"= \/ Vir 2mr2 y 0 mr? (8:54)

La solucién de este sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden nos pro-
porciona las curvas integrales de X7,. Por tanto, por el Teorema (3.9), tenemos
que la curva integral del campo Xp, y de esta forma, la solucién de las ecuaciones
de Hamilton es:

A(t) = (r(), 0t), m -7 (t), p) (3-55)

Casos particulares de la situacién previa son el oscilador arménico (V(r) =
donde k es una constante positiva) y el problema de Kepler (V = k/?" con
k € R) ambos en el plano.






Conclusiones

En esta memoria, usando la estructura simpléctica candnica del fibrado
cotangente T*() de una variedad diferenciable (), se presenta una descripcién
geométrica de las soluciones parciales de la ecuacién de Hamilton-Jacobi para
un sistema Hamiltoniano sobre T*(Q).

Previamente, introducimos la nociéon de variedad simpléctica y probamos
el teorema de Darboux para tales variedades, el cual garantiza la existencia de
coordenadas locales en las que la expresion de la forma simpléctica es sencilla.
Las coordenas fibradas sobre el fibrado cotangente son coordenadas de Darbaoux
para la estructura simpléctica canénica del fibrado cotangente.

Finalmente, aplicamos los resultados obtenidos a la dinamica de una
particula en el plano moviéndose bajo la influencia de un potencial central.

Una extension de la teoria desarrollada en esta memoria es aquella dada
por las soluciones completas de la ecuacion de Hamilton-Jacobi. Tales soluciones
permiten integrar totalmente las ecuaciones de Hamilton y, ademas, estédn estre-
chamente relacionadas con la integrabilidad completa del sistema Hamiltoniano
en el sentido Arnold-Lioville (vedse [2]).

Por otra parte, generalizaciones de la teoria geométrica de Hamilton-Jacobi
a otros ambitos interesantes(sistemas mecédnicos lagrangianos, dependientes del
tiempo, con ligaduras no-holénomas, reducidos bajo la accién de un grupo
de Lie de simetrias, problemas de control éptimo, ...) han sido ampliamente
desarrollados en recientes anos y constituyen un area de investigacion pujante
en la actualidad.
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Lista de simbolos y abreviaciones

\ % Espacio vectorial dual a V

AP V*  Espacio vectorial de las p-formas sobre V

A Producto exterior entre dos formas de igual o distinto orden.
F Aplicacién F escrita en coordenadas

.M Espacio tangente a M en un punto x de M.

T.f Aplicacion tangente a f en el punto x de M.

TM Fibrado tangente: Uy,epnsToe M

™ Proyeccién candnica del fibrado tangente.

T:M Espacio cotangente a M en x de M.

"M Fibrado cotangente: Uzens T M

11y, Proyeccién canénica del fibrado cotangente.
X(M) Conjunto de campos de vectores sobre M.
28(M) Conjunto de k-formas diferenciables sobre M
[, ] Corchete de Lie de dos campos de vectores
¥ Vector tangente a la curva
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1. Abstrac

SING the canonical symplectic structure on the cotangent bun-

dle T*Q of a manifold Q, we present a geometric description
of the partial solutions of the Hamilton-Jacobi equation associated
with a Hamiltonian function on 7*Q. We also apply this result to
describe the dynamics of a partice in the plane subjects to a cen-
tral potential.

2. Symplectic manifolds

= Let w be a 2-form over a smooth manifold. For each = € M, this
form induces a linear map:

by - TuM — T M (1)
defined as:
b, (X)] (V) = we(X,Y) X,Y € T:M (2)

If for each = € M this map is biyective, then we will say that w is
a non-degenerate 2-form. Futhermore, if w is a closed form, we
will say that w is a symplectic form and the pair (M, w) is called
symplectic manifold.
= The linear map induced by w can be extended to a isomorphism
of C°°-modules:
bo : X(M) — QY(M) (3)
as follows:
(X)) (V) = Pu, (X (2))] (Y (2)) = wel(X(2),Y(y)  (4)
where XY € X(M).
= (Darboux’s Theorem) Let M be a smooth manifold of even
dimension m = 2n. Then, w is a symplectic structure on M
iff for each x € M there exists a local chart in M denoted
(U, = (z 2", p1,...,pn)), such that:
n
w= Z da' A dp; (5)
i=1
mLet M be a smooth manifold, 7*M its tangent bundle and
I, : T*M — M the canonical projection. We define a 1-form
onT*M as:
g T*M — TH(T*M) (6)
given by:
Am(@)(X) = a((Tallp)(X)) (7)
where X € T,(T*M). The 1-form X, is called Liouville’s 1-
form. The 2-form wy; = —d\), is known as the canonical sym-
plectic structure of the cotangent bundle 7* M. It can be shown
that w), defines a symplectic structure on 7M.

3. Hamilton-Jacobi equation

n Let (M,w) be a symplectic manifold and # : M — R a real
smooth function. Then, there exists a unique vector field over
M, X, such that:

bu(Xp) =dH (8)

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de julio, 2022

= Let Q be a smooth manifold and consider the cotangent bun-
dle T*Q with its canonical symplectic structure. Suppose that
H : T*Q — R is a Hamiltonian function. Then, the Hamilton-
Jacobi equation can be written in an intrinsic form as:

HodS=E 9)

where S : Q — R € C*°(Q) and E is a constant.

= Theorem Let (T*Q,wq, Xf7) be a Hamiltonian system and S :
@ — R a differentiable function. The following staments are
equivalent:

1.1fv: I — @ is an integral curve of the vector field XZ on Q@
which is defined as:

X31a) = (Tys (o) (X (dS(a) (10)

for each ¢ € Q, then, dS o~ : I — T*Q is an integral curve
of Xy, i.e. a solution of the Hamilton equation for H.

2. S verifies the Hamilton-Jacobi equation: H o dS = E.
= Application The dynamics of a particle in the plane subject to

a centyal potential.
Q=R>—{(0,0)}

5 D
The Hamiltonian function: H(r, 6, p,,pg) = — | p2 + 79 +V(r)

1
2m
If S: @ — Ris a solution of Hamilton—Jacobl equatlon:

as u? as
—  ={[2m(E-V(r)) - =z @M =u (11)

or | (r.6)

The integral curves of XS € X(Q

rf\/iy/E Vi yi=t )
27m—

Solutions of Hamilton equations:

(r(t), 0(t), m - #(t), p) (13)
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