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Resumen - Abstract

Resumen

Los automatas celulares son sistemas dindmicos discretos basados
en reglas simples, capaces de generar patrones complicados. En es-
te trabajo se introducen los automatas celulares unidimensionales y
se presenta una clasificacion en cuatro clases de comportamiento
segun el aspecto de los patrones que gemeran. Ademds, se derivan
resultados algebraicos para el conjunto particular de las reglas aditi-
vas. Para ello, se utiliza un formalismo que identifica el espacio de
configuraciones con el anillo de los dipolinomios, una generalizacion
de los polinomios con coeficientes enteros. Se presenta un andlisis
empirico de la densidad de celdas negras en los patrones de evolucion
y de la aleatoriedad de la columna central del patron generado por la
regla particular 30. Los patrones generados y resultados numéricos
se obtuvieron mediante la implementacion de un automata celular
con el lenguaje de programacion Julia.

Palabras clave: Autématas Celulares — Autdmatas Aditivos — Re-
gla 30
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Resumen - Abstract

Abstract

Cellular automata are discrete dynamical systems based on simple
rules, that can generate complicated patterns. In this document, ele-
mentary cellular automata are introduced and a classification into
four classes of behaviour is presented. Algebraic results on the special
set of additive rules are derived. To do so, an algebraic formalism
which identifies the space of configurations with the ring of dipoly-
nomials, a generalized form of polynomials with whole coefficients,
1s used. Empirical results on the density of black cells in evolution
patterns and on the randomness of the central column of the pattern
generated by the particular rule 30 are also derived. The patterns
generated as well as the numeric results were obtained through im-
plementation of an cellular automata with the programming language
Julia.

Keywords: Cellular Automata — Additive Automata — Rule 30
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Introduccion

Los autématas celulares son ejemplos, tal vez los més elementales, de sis-
temas basados en reglas simples, locales y aplicadas de manera reiterada. Hay
interés cientifico creciente en la comprension de cémo evolucionan este tipo de
sistemas, tanto de caracter practico en la modelizacion de procesos dinamicos
como teorico en las ciencias de la computacion.

En el campo de la investigacion de los automatas celulares destacan los
trabajos de John H. Conway y Stephen Wolfram, enfocados a la generalizacion
del concepto de computacion y a la idea de universalidad computacional ya
estudiada a mitad del siglo XX por Alan Turing, entre otros.

En la actualidad hay muchas preguntas abiertas acerca de la evoluciéon de
los automatas celulares. Estos sistemas son de implementacion facil y con bajo
coste computacional y mucho del trabajo hecho, por ejemplo por S. Wolfram,
se reduce al estudio empirico. Varios intentos de probar resultados matematica-
mente formales han demostrado las dificultades que existen a la hora de prede-
cir el comportamiento de procesos con reglas simples. Algunos de los problemas
considerados estan estrechamente relacionados con cuestiones de la teoria de
nimeros.

Este trabajo quiere servir de introduccion a los autématas celulares y descri-
bir los diferentes tipos de comportamiento que se observan en estos. Se obtienen
una serie de resultados de interés matematico para un conjunto particular de
reglas y se concluye con un breve estudio empirico.

En el primer capitulo se introduce el concepto de autémata celular y se
presentan los patrones generados por los mismos, que permiten caracterizarlos
en cuatro clases de comportamiento. El hecho destacado que se observa es que
estos sistemas, a pesar de ser basados en reglas simples, son capaces de generar
complejidad sorprendente. En el segundo capitulo se presenta un formalismo
algebraico para probar varios resultados relacionados con la evolucion de las re-
glas de automatas celulares aditivos, una clase particular de estos. Se concluye
que la clasificacién introducida en el primer capitulo presenta ciertas “debilida-
des” pues no detecta las implicaciones de la propiedad aditiva de estas reglas.



X Introduccién

Por dltimo, en el tercer capitulo se presenta un breve andlisis empirico de un
parametro importante en la evolucién de los autématas celulares: la densidad
de celdas negras. Ademas, se estudia la factibilidad de un autémata particular
como generador de secuencias aleatorias.
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Automatas Celulares

Los Automatas Celulares (AC) son sistemas dindmicos discretos constitui-
dos por tres componentes: las celdas que presentan en cada instante un estado,
una topologia que describe, para cada celda, las celdas que influyen en su es-
tado y una regla que determina el estado del automata en el siguiente paso.
Dependiendo de la dimensién del autémata en cuestion, se puede representar
por medio de una cadena unidimensional, un plano bidimensional o, en general,
un espacio de n dimensiones. La coleccion de valores que pueden tomar las celdas
se denomina conjunto de estados o alfabeto. El conjunto formado por una celda
y aquellas que influyen en su estado en el siguiente instante se llama vecindario.
El tiempo en la evolucion del automata se mide en unidades discretas llamadas
iteraciones. La regla local que determina el valor del autéomata tras una iteracion
actia de forma similtanea (en paralelo) sobre todas las celdas y, en general, es
la misma para todas.

Muchos procesos en la naturaleza son gobernados por leyes locales y ho-
mogéneas susceptibles a ser simulados por un autémata celular. Por ejemplo, la
dinamica de fluidos puede ser modelada por particulas puntuales que se mue-
ven a través de una cuadricula. También son de utilidad en la investigacion de
fenémenos de gran escala, como la evoluciéon de incendios forestales y pande-
mias. Muchas de las propiedades mas estudiadas de los autématas celulares son
motivadas por la fisica, sin embargo también son investigados en ciencia de la
computacién y otras ramas de las matemaéticas.

A pesar su construccién simple y la universalidad de sus caracteristicas
elementales, el concepto general de autémata celular no parece haber sido consi-
derado hasta mediados del siglo XX. Alrededor del ano 1900 emergen los métodos
de aproximaciéon en diferencias finitas para la resolucion de ecuaciones diferen-
ciales y en 1936 Alan Turing inventa su maquina universal, basada en la idea
de operaciones arbitrarias sobre secuencias de elementos discretos. Inspirados en
los avances de los computadores electronicos, en los anos cincuenta se desarro-
llan varios modelos, de forma independiente, que resultan ser equivalentes a los
autoématas celulares.
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La manera mas documentada en la que fueron introducidos los autématas
celulares fue a través del trabajo de John von Neumann, con el proposito de de-
sarrollar un modelo abstracto para la autorreproduccion de sistemas biolégicos.
Los primeros modelos de von Neumman, posiblemente basados en ideas de in-
genieria quimica, representaban maquinas tridimensionales capaces de construir
copias de si mismas, siguiendo procesos descritos por ecuaciones diferenciales.
Reconociendo la analogia con el problema de distribuciéon de circuitos electréni-
cos y siguiendo una proposicién de Stanislaw Ulam (quien posiblemente ya habia
considerado el problema de forma independiente), von Neumann redujo su mo-
delo a dos dimensiones. El autéomata particular que consideré se basaba en un
conjunto de reglas complicadas con 29 estados posibles para cada celda. Pa-
ra dar una demostracion rigurosa de la posibilidad de autorreproduccion, von
Neumann construyé una configuracién formada por 200.000 celdas, capaz de
construir una copia de ella misma. Aparentemente, von Neumann creia que tal
nivel de complejidad era necesario para construir un modelo con la capacidad
de autorreproduccion, y que por tanto los mecanismos responsables del com-
portamiento complejo de sistemas bioldgicos deberian ser de una sofisticacion
similar.

A lo largo de los anos sesenta se construyeron autématas mas sencillos
con la capacidad de autorreproduccion y comenzoé un estudio méas formal de las
propiedades que eran relevantes para este propésito. Técnicas analogas a aque-
llas empleadas en el estudio de la maquina universal de Turing fueron usadas
para demostrar varios resultados sobre las capacidades computacionales de los
autématas celulares. La mayoria del tiempo computacional invertido en inves-
tigaciéon matematica fue dedicada a la simulacién de sistemas mas complejos,
mayoritariamente al estudio de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, Ulam usé
ordenadores para simular varios automatas bidimensionales para producir ejem-
plos de lo que denominaba figuras geométricas recursivamente definidas. Ulam
noté que algunas reglas de crecimiento sencillas producian patrones complicados
y consider6 que podria ser un fenémeno relevante en biologia.

Aunque la investigacion cientifica relacionada con los automatas celulares
practicamente habia parado en los anos setenta, un caso particular entra en el
mundo de la computacion recreativa. En 1968, John Conway comienza hacien-
do algunos experimentos con reglas sencillas para un autémata bidimensional
e introduce un conjunto particular de reglas que denomina The Game of Life.
Se invierten grandes esfuerzos para encontrar condiciones iniciales particulares
que llevan a determinados comportamientos y patrones y se demuestra la uni-
versalidad computacional del conjunto particular de reglas, esto es, que es capaz
de simular una maquina universal de Turing y, consecuentemente, ejecutar cual-
quier tarea computacional.

A principios de los anos ochenta resurge el interés de la comunidad cientifica
en los autématas celulares. Con la publicaciéon de varios articulos cientificos, en-
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tre ellos Statistical Mechanics of Cellular Automata ([3]) y Algebraic Properties
of Cellular Automata ([2]), Stephen Wolfram revive la investigacién alrededor
de los autématas celulares. Centrado en los autématas celulares unidimensiona-
les, Wolfram destaca la complejidad emergente en los patrones generados por
reglas mas sencillas que aquellas consideradas hasta el momento. Introduce la
popular clasificacion de los autématas celulares en cuatro clases de comporta-
miento. Mathew Cook demuestra la universalidad de la regla 110, una regla
unidimensional particular destacada en el trabajo de Wolfram, quien en su li-
bro controvertido A New Kind of Science ([1]) publicado en 2002 remarca la
necesidad de nuevas técnicas y formalismos cientificos para estudiar fendémenos
como la complejidad emergente en sistemas con reglas sencillas, ya que estos
fenémenos “parecen escaparse de los sentidos de las matemaéticas tradicionales”,
como él mismo afirma.

1.1. Autématas celulares unidimensionales y la
clasificacion de Wolfram

Los autématas celulares unidimensionales constituyen un conjunto particu-
lar ampliamente estudiado. Una parte de la investigacion realizada sobre estos
sistemas es de caracter empirico, como el intento de Wolfram de clasificar los
autématas sistematicamente basandose en resultados observacionales. Por otro
lado, se emplean métodos de teoria de la informacién y de sistemas dinamicos
para el estudio de caracteristicas fundamentales tales como la complejidad y la
universalidad de las computaciones hechas por estos autématas.

En un AC unidimensional, el espacio de celdas esta formado por una ca-
dena, denotada por L. En gran parte del estudio tedrico se considera que L es
un espacio infinito, con cada celda en correspondencia biunivoca con un ntimero
entero (L = Z). Sin embargo, para la implementacién de un autémata celular
en un computador se debe considerar un espacio finito. La estructura particular
de L depende entonces de la eleccion de las condiciones de frontera. En lo que
sigue, se considerara generalmente la condicion de frontera periodica, siendo L
una cadena finita de N celdas unida por los extremos, de forma que L = Zy. En
este caso el automata celular se denomina cilindrico, pues la evoluciéon puede re-
presentarse por iteraciones consecutivas que ocurren sobre un cilindro (Véase la
figura 1.1). Otras condiciones de frontera pueden ser implementadas, tales como
la condicién de frontera nula, en la que los valores de las celdas en los extremos
son siempre cero, independientemente del autémata particular considerado.

El alfabeto o conjunto de estados S esta formado por los simbolos que de-
notan los posibles estados de una celda. Usualmente el alfabeto se representa
por un conjunto de enteros S = {0, 1,2, ..., s — 1} para un autémata celular de s
estados. La asignacién de un elemento de S a cada celda de L se denomina con-
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figuracion. El conjuno de todas las posibles configuraciones se denomina espacio
de estados y se denota por E de forma genérica. En el caso de un autémata
celular cilindrico el espacio de estados se denota por Ey. La regla que actualiza
el estado de cada celda, de forma simultanea, se denomina regla de evolucion
y se representa por una aplicacion definida sobre el espacio de configuraciones
X F — E. Sipu € E entonces p; es la entrada de la celda i-ésima en la
configuracion p. La representacion del estado p en términos de los p; dada por
p = [poptr...pn—1] se llama representacion coordenada. Configuraciones periddi-
cas se representan subrayando la cadena de simbolos correspondiente al periodo.
Las configuraciones periédicas de unos y ceros son 1 y O respectivamente.

En una iteracion del autémata, la regla de evolucion X reasigna valores a
cada celda de la configuracion actual, dependiendo de los valores de celdas veci-
nas. El vecindario de k celdas de una celda c consiste de un bloque consecutivo
de k celdas en el que la celda ¢ ocupa una posicion determinada, llamada celda
cambiante. Si k es impar y ¢ = % se trata de vecindarios simétricos. La accion
de X queda determinada por la aplicacion local

fx: 28 = Z,.

En este caso se dice que X es una regla de k celdas y ZF es el conjunto
de vecindarios de k celdas. Un vecindario (ig_1,...,%,...,ig) de ZF se escri-
be como ix_1,..., 1., ...,ip donde c indica la celda cambiante. Esto es, el valor
fx(ig—1, - lc, ..., 50) se coloca en la celda c en la siguiente configuracién de la re-
gla. A menudo, la aplicaciéon local fx se denotara con el mismo simbolo, X, que la
regla global que define. Luego fx (igx_1, ..., ¢, ..., i0) S€ escribe X (ix_1, ..., ¢, ..., ).

En lo que sigue, salvo en algunas generalizaciones y ejemplos, se consideran
autématas binarios con S = {0, 1}. El conjunto {i;_1...i17|é; € {0,1}}, ordenado
de orden numérico descendente, se llama conjunto de vecindarios de k celdas.
Si X es una regla de evolucién de k celdas, los resultados de aplicarle X a los
vecindarios se denominan las componentes de X con respecto del conjunto de
vecindarios de k celdas. Se denotan por:

Tg = X(lk_llllo) (11)
con d la forma decimal del valor binario i;_1...412¢. La expresién
X = (Tor_q...2170)

se llama la forma componente de X.

Wolfram introdujo la practica de enumerar las reglas siguiendo la expresion
decimal de su forma componente [1]. Si X = (xqr_;...2120) esta expresién viene
dada por
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2k_1

N(X) =) za2". (1.2)

Ejemplo. Se consideran la reglas de evolucién de vecindarios simétricos de 3
celdas, con alfabeto S = {0,1}. El conjunto de vecindarios de k celdas es
{111,110, 101, 100,011, 010,001,000}. Para la regla particular con forma com-
ponente X = (zrxexrsrsxsrexrizg) = (01101010), la aplicacién local tiene el
conjunto imagen

fx ({111,110, 101, 100,011,010, 001,000}) = {0,1,1,0,1,0,1,0}.

De acuerdo con la nomenclatura de Wolfram la regla X se identifica por la
—93
expresién decimal de su forma componente N(X) = 3;3 ~242¢ = 106.

e}

Es usual representar la evolucion de un autémata celular unidimensional
como si tuviera lugar en una superficie cuadriculada. Las celdas de la cuadricu-
la se colorean en correspondencia con los valores del conjunto de estados. La
configuracion inicial se inserta en la primera fila de la cuadricula e iteraciones
sucesivas del autémata se corresponden con la coloracion consecutiva de filas de
la cuadricula, en orden descendiente. Véase la figura 1.1. Es importante notar
que los patrones obtenidos representan toda la evolucién temporal del autéomata
y no uUnicamente la configuracion actual. Para representar la evolucién de un
autémata bidimensional se necesita entonces una “cuadricula” de tres dimensio-
nes, y asi sucesivamente para dimensiones superiores.

1.1.1. Automatas Celulares Elementales

En general, para un AC unidimensional se tienen s* vecindarios, con s el

nimero de estados y k la longitud de los vecindarios. La aplicacion local asigna
un valor del conjunto de estados a cada vecindario. De ahi se sigue que hay
un total de s¢") aplicaciones locales, cada una definiendo una unica regla de
evolucion X : £ — FE.

Los autéomatas celulares unidimensionales con conjunto de estados S =
{0,1} y vecindarios simétricos de 3 celdas se denominan Autdmatas Celulares
Elementales (ACE). El ntimero de vecindarios de 3 celdas con estados binarios es
23 = 8 | consecuentemente hay un total de 28 = 256 reglas de ACE distintas. De
acuerdo con la nomenclatura de Wolfram, cada una de estas reglas se identifica
con la expresion decimal de su forma componente. Esto permite ordenar las
256 reglas de ACE, siendo X = (00000000) y X = (11111111) las reglas 0
y 255 respectivamente. Existen equivalencias entre las reglas que se obtienen
intercambiando los roles de 0 y 1 y/o de izquierda y derecha en la expresién de
la aplicacion local. Si se considera un vecindario simétrico de 3 celdas v = v;v.v4
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0 0 0 1 1 1 1 0

Figura 1.1: En el cilindro cuadriculado se representan 5 configuraciones consecu-
tivas del autémata celular unidimensional, cilindrico de longitud 9, definido por la
regla de evolucién X = (00011110), N(X) = 30 en la nomenclatura de Wolfram.
La fila superior corresponde a la configuracién inicial 1. Debajo se representa
la aplicacién de vecindarios. Nétese que vecindarios de celdas adyacente no son
disjuntos y comparten dos celdas. En la cuadricula de la derecha se representa el
mismo autémata. La vecina derecha de la celda en el extremo derecho es la celda
del extremo izquierdo y viceversa.

se definen el wvecindario reflejado por v = vqv.v; v el vecindario negativo por
v =111 — v. Esto da lugar a las siguientes definiciones:

Definicién 1.1. Sea X una regla de autéomata celular elemental con aplicacion
local fx :{v7,...;v0} — {0, 1}.

Se denomina regla reflejada de X a la regla de automata celular elemental X
cuya aplicacion local viene dada por f¢(v) = fx(0).

Se denomina regla negativa de X a la regla de autémata celular elemental X
cuya aplicacion local viene dada por fx(v) =1— fx(v).

Se denomina regla complementaria de X a la regla X definida por la nega-

tiva de la regla reflejada de X . La aplicacion local es fxe(v) = fX(v) = 1—fx(0).

De las definiciones anteriores se sigue que, dada una regla de autémata celu-
lar elemental X expresada en la forma componente X = (z726x52423722120), las
reglas reflejada, negativa y complementaria de X vienen dadas respectivamente
por:

X = (zr232521 0697420,

X =1 — (vor1020324T5T6T7) ¥

X=1-— (J}0ZE4$2$6$15E5ZE3I’7)

Ejemplo. Se considera la regla 62 de automata celular elemental. La forma com-
ponente de esta regla es X = (00111110). Las reglas reflejada, negativa y comple-
mento de la regla 62 vienen dadas por X = (01110110), X = (10000011) y X¢ =
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(10010001) correspondiendo a las reglas de ACE 118, 131 y 145 respectivamente.

(0]

Es una comprobacién sencilla que, dada una regla X, el conjunto de reglas
equivalentes {X, X, X, X} es un conjunto cerrado en el sentido de que para
cada regla del conjunto, las reglas reflejada, negativa y complemento estan en el

~

conjunto. Efectivamente se tiene que (X) = X, (X) = X, (X¢)¢ = X, etc. Este
conjunto se denomina conjunto de reglas equivalentes. Véase la tabla de todas las
reglas equivalentes A.1 en el apéndice del capitulo 1. Nétese que existen reglas
tales que X = X y/o X = X y/o X¢ = X. Las reglas equivalentes tienen la
propiedad de que su “comportamiento” desde un punto de vista computacional
es equivalente. El patrén generado por la regla reflejada a partir de una condi-
cién inicial simétrica puede verse como la reflexion a lo largo del eje vertical de
simetria de la condicién inicial. El patron generado por la regla negativa corres-
ponde al patron generado por la regla original intercambiando los colores blanco
y negro. Finalmente, la regla complemento corresponde a ambas inversiones. En
la figura 1.2 se representan los cuatro patrones generados por las cuatro reglas
equivalentes {62, 118,131, 145}.

Notese que la condicion inicial considerada para las reglas 131 y 145 es la
inversa de la condicion inicial de una sola celda negra. Esto es debido a que las
reglas negativas invierten el color tanto en el “input” como en el “output”: una
configuraicion p se transforma en la configurcién v tras un paso con una regla
X siy solo si la configuracién ji se transforma en la configuracion v tras un paso
con la regla X.

A, . WA FEN

Figura 1.2: Patrones generados por las reglas 62, 118, 131 y 145 en orden de
izquierda a derecha.

1.1.2. Patrones generados por AC Unidimensionales

La definicién de algunas reglas de AC particulares en términos de la aplica-
cién de vecindarios permite deducir ciertos aspectos del comportamiento a largo
plazo de la regla. Por ejemplo: para las reglas triviales 0 y 255 es evidente que el
patrén generado tendra todas las celdas blancas tras una iteracién con la regla 0,
y todas negras con la regla 255. Para la regla 254, en su forma componente dada
por X = (11111110), es claro que, salvo partiendo de una condicién inicial de
celdas blancas, el patrén generado llegard a ser formado solo por celdas negras,
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pues el tinico vecindario que genera celda blanca es vy = 000. Sin embargo, el
nimero de reglas para las que se pueden deducir este tipo de predicciones es muy
reducido. En general, dada una regla arbitraria, las cuestiones acerca de como
evolucionara no pueden ser resueltas analizando su definicién. Véase el principio
de irreductibilidad computacional en el capitulo 12 de [1].

La implementacion de los autématas celulares en un ordenador surge de for-
ma natural. Los cédigos utilizados para la obtencién de los patrones se encuen-
tran en la ubicacion web indicada en A.3. A continuacién se muestran imagenes
de los patrones generadas por varios autématas celulares elementales.

O ECE e E ] E ] [E OO eI EEE T ) .
b b b i 6 SR & al HL RN olRE =

1 1 1 1 1 1 1 0

Figura 1.3: Regla 254 a la izquierda y regla 250 a la derecha. Ambas comenzando
con una celda negra. Notese que la aplicacién de vecindarios solo difiere en un
valor, sin embargo los patrones generados son cualitativamente diferentes.

La intuicién podria llevar a creer que los patrones generados por sistemas
con reglas tan sencillas como los autématas celulares tendran estructuras tam-
bién simples. La figura 1.3, en la que muestran los patrones generados por las
reglas 254 y 250, parece confirmar esta intuicién. En ambas reglas la fraccién de
los de vecindarios que dan lugar a una celda negra tras una iteracién es relati-
vamente grande: % y g respectivamente. Quiza una distribucién mas equitativa
entre vecindarios que dan lugar a celda negra y vecindarios que dan lugar a
celda blanca tenga un efecto sobre el comportamiento de la regla. En la figura
1.4 se muestra la evoluciéon de la regla 90. Nétese que el patron generado es
mas complicado que en los casos anteriores, no obstante estos patrones también
presentan estructura regular y simétrica.

Tras notar la estructura regular en los patrones anteriores se podria llegar
a asumir que, al menos en los autématas celulares con reglas tan sencillas como
el caso de los elementales, siempre se obtendran patrones regulares y simétricos
a alguna escala. Sin embargo, esta conclusion seria equivocada.

El patron generado por la regla 30 resulta notablemente méas complejo
que el generado por los ejemplos anteriores (véase la figura 1.5). Observando
las primeras 25 iteraciones se descubre que la imagen no es simétrica, y que
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Figura 1.4: Regla 90 a la izquierda y regla 105 a la derecha. Ambas comenzando

con una celda negra. En ambos casos la fracciéon de vecindarios que da lugar
a una celda negra tras un paso es % Para ambas reglas el patrén generado es

notablemente méds complicado que un patrén uniforme.
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Figura 1.5: Patrén generado por la regla 30 partiendo de una celda negra. A la
izquierda se muestra la evolucién durante 25 pasos, a la derecha se muestran 250
pasos.

en el lado derecho presenta cierto comportamiento irregular mientras que en
el lado izquierdo se detecta periodicidad en la estructura. Podria ser que la
incapacidad de detectar estructura en el lado derecho se debe a que, tras 25
pasos, no “le ha dado tiempo” al autéomata de generar un patrén regular. Sin
embargo, analizando a simple vista el patréon generado por 250 iteraciones esto
no parece ser el caso sino que, al contrario, parece que la irregularidad en la
estructura es una propiedad inherente a la regla 30.

Es sorprendente que, a pesar de que las reglas subyacentes a estos sistemas
son todas igual de sencillas en el sentido de que se necesita la misma cantidad
de informacién para describirlas (asociar un valor a cada vecindario), presenten
comportamientos globales tan diferentes. En principio, la regla 30 no es mas
que un caso particular de autéomata celular elemental definido por un conjunto
de transformaciones equivalentemente complejas que las de cualquier otra regla.
No obstante, parece que las simetrias en las definiciones de la aplicacion de
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vecindarios de un autéomata celular tiene un efecto sobre el aspecto del patréon
generado. Nétese que en la regla 30, a diferencia de las anteriores, hay una
“asimetria” en la definicion de la aplicacién local. El vecindario vg = 110 da
lugar a celda blanca mientras que el reflejado v = 011 da lugar a celda negra.
De las reglas vistas hasta el momento es la tnica que presenta este tipo de
asimetria. ;jSerdn estas asimetrias responsables de comportamientos como el
de la regla 30?7 Para poder contestar este tipo de pregunta resulta necesario
introducir primero una manera de clasificar los patrones de las reglas de AC
unidimensional y concretar la idea de “comportamiento”.

Las cuatro clases de Wolfram

En los anteriores ejemplos de patrones generados por automatas celulares
se ha considerado la configuracién inicial que contiene una sola celda negra,
siendo esta la condicién inicial no trivial mds sencilla. Aun partiendo de esta
configuracion con contenido de informacién bajo se ha visto que diferentes re-
glas generan patrones de distinta complejidad. ;Qué ocurrira si en lugar de la
condicion inicial sencilla anterior se comienza desde una configuracién en la que
celdas negras y blancas se distribuyen aleatoriamente? Quiza se esperaria que
a partir de tal estado inicial desordenado los patrones generados seguirian pa-
reciendo desordenados. En la figura 1.6 se tienen dos ejemplos de patrones que
muestran que esto, al menos en general, no es el caso. ;Sera entonces que la evo-
luciéon de un autémata celular induce orden en las configuraciones que alcanza?
Observando la figura 1.7 se concluye que esto tampoco es siempre cierto.

I (11 111 ]

Figura 1.6: Regla 250 a la izquierda y regla 108 a la derecha. Ambas comenzan-
do de una configuracién inicial aleatoria. Para ambas reglas el patrén generado
muestra cierta organizacién. La regla 250 evoluciona hacia un patrén uniforme de
todas las celdas negras. La regla 108 se ordena en estructuras locales estaticas o
periodicas.

Se plantea ahora la cuestién de qué ocurrird en la evolucion de un autémata
celular arbitrario. Si se observan las evoluciones de las 256 reglas diferentes de
ACE resulta que, a pesar de que casi todas las reglas tienen alguna peculiaridad
en el patron que generan, el nimero de patrones fundamentalmente distintos es
relativamente bajo. Wolfram introdujo la clasificacién en cuatro clases de com-
portamiento, basadas en la observacion “a simple vista” de los patrones genera-
dos por autématas celulares y afirma que el estudio detallado de los autématas
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Figura 1.7: Regla 30 a la izquierda y regla 182 a la derecha. Ambas comenzando
de una configuracién inicial aleatoria. Para ambas reglas el patrén generado se
mantiene desordenado indefinidamente y no se observa orden a escala global.
Localmente se detecta cierto nivel de organizacién en la aparicién de tridngulos
de celdas de un mismo color.

celulares revela que muchas de las propiedades estudiadas estan estrechamen-
te correlacionadas con esta clasificaciéon. (Pag. 235 de [1]). Los cuatro tipos de
reglas son los siguientes (véase la figura 1.8):

CLASE I: el comportamiento es muy simple y toda condicion inicial lleva a un
estado final uniforme.

CLASE II: hay diferentes estados finales pero todos consisten en un conjunto
de estructuras simples que se repiten periodicamente.

CLASE III: los patrones generados son mas complicados y parecen aleatorios a
escala global a pesar de que siempre aparezcan estructuras como triangulos
a alguna escala.

CLASE 1V: las reglas presentan cierto nivel de organizacién y comportamiento
aparentemente aleatorio. En los patrones generados por estas reglas aparecen
estructuras sencillas a escalas pequenas que interactian y se desplazan a
través del patrén de forma complicada.

o

Figura 1.8: Representantes de las cuatro clases de Wolfram. Las reglas son 250,
94, 22 y 110 respectivamente representando las cuatro clases en orden creciente.

Una de las propiedades mas sorprendente de las reglas de la clase IV es
que son capaces de “imitar” cualquier otra regla si se imponen las condiciones
iniciales adecuadas. Es mads, como ya se ha mencionado anterioremente, se de-
muestra que la regla 110 resulta ser Turing completa y por lo tanto capaz de
ejecutar cualquier proceso computacional. (Véase el capitulo 11 de [1]).

Es un hecho fundamental que la clasificacién de Wolfram no se aplica so-
lamente a los automatas celulares elementales. Resulta que todos los AC uni-



12 1 Autématas Celulares

dimensionales, independiente del nimero de estados posibles y del tamano de
vecindario, generan patrones que se pueden clasificar satisfactoriamente con estas
mismas cuatro clases. Es notable que el aumento del niimero de configuraciones
posibles no produce crecimiento en la complejidad de los sistemas en cuestion.

Se vuelve ahora a la cuestion planteada anteriormente: ;sera posible iden-
tificar aquellas reglas con comportamientos sencillos basado en la existencia de
una expresién mas sencilla para la aplicacion de vecindarios? Notese que tal ex-
presién maés sencilla de la aplicacién fx necesariamente restringe el conjunto de
reglas. A continuacién se describen estas posibles restricciones:

(1) Reglas que “no diferencian” entre vecina derecha y vecina izquierda.
La aplicacién de vecindarios de estas reglas verifica fx(0) = fx(v). Para
las reglas de ACE esto equivale a que fx(vi) = fx(vs) ¥ fx(v3) = fx(ve).
Dentro de estas, se diferencian los dos conjuntos de reglas con las siguientes
restricciones :
= (1.1) Reglas con aplicacién de vecindarios verificando fx(v) = fx(vivevg) =
fvi + ve + vq), esto es, que fx se expresa en funcién de la suma de los
valores de las tres celdas del vecindario. Equivalentemente son las reglas
que verifican fx(v1) = fx(v2) = fx(va) ¥ fx(v3) = fx(vs) = fx(ve).
» (1.2) Reglas con aplicacién de vecindarios verificando fx (v) = fx(viv.vg) =
f(v; + vg). Por tanto, que fx se expresa en funcién de la suma de los va-
lores de las celdas izquierda y derecha del vecindario. En estas reglas la
imagen a través de la aplicacién de vecindarios no depende del valor de la
celda cambiante, sino que solo depende de las celdas vecinas de la misma.
(2) Reglas en las que la aplicacién de vecindarios fx viene expresada en funcién
de la celda cambiante y una tnica celda vecina. Se tienen las dos restricciones:
» (2.1) fx(v) = fx(vevy) para todo vecindario v.
» (2.2) fx(v) = fx(v;v.) para todo vecindario v.
Este conjunto particular de reglas de ACE equivalen a las reglas de automata
celular unidimensional con vecindarios de dos celdas.

En la columna sim de la tabla A.1 del apéndice se indican las reglas que
verifican alguna o varias de las restricciones anteriores. Se observa que muchas
de las reglas de clase III cumplen alguna restriccién de simetria del tipo fx () =
fx(v), luego la asimetria en la aplicacién de vecindario no resulta fundamental
para obtener el comportamiento de esta clase. Notese, sin embargo, que ninguna
de las reglas de la clase IIT cumple la condicién de que la aplicacion de vecindarios
dependa solamente de la celda cambiante y una de las celdas vecinas. Esto
es: los autématas celulares unidimensionales, con conjunto de estados {0,1} y
vecindarios de solo dos celdas, no son capaces de generar patrones aparentemente
aleatorios. Por tltimo se destaca que la regla 54 de clase IV presenta la simetria
(1), luego nuevamente no es necesaria la asimetria en la aplicacién de vecindarios
para obtener comportamiento complejo.
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Automatas aditivos

En el capitulo anterior se introdujeron algunas de las diferencias de com-
portamiento que se detectan a simple vista, al comparar la evoluciéon de varias
reglas de automata celular. A la vista de la clasificacién de Wolfram, que distin-
gue las reglas mayoritariamente por este criterio, podria concluirse que el interés
de determinado autémata se reduce a estudiar un representante cualquiera de
su clase. Se vera en lo que sigue que esto no es el caso.

Cuando se observan autématas de la clase III, la caracteristica mas evi-
dente es que, al menos localmente, generan patrones aparentemente aleatorios.
Partiendo de condiciones iniciales aleatorias, muchos de los autéomatas de esta
clase generan patrones caoticos indistinguibles entre una regla y otra. Aunque
en general la presencia de aleatoriedad en las condiciones iniciales no es una
condicién necesaria, por ejemplo con la regla 30 partiendo de una celda negra,
muchas de las reglas de la clase I1I tienen comportamiento estructurado (de clase
IT) cuando parten de condiciones més sencillas. Véase la figura 2.1.

Figura 2.1: Regla 90 a la izquierda y regla 30 a la derecha. Ambas comenzando
con una celda negra.

Anteriormente se ha visto que a partir de un comienzo aleatorio las reglas
de clase III coinciden en su comportamiento aleatorio, al menos a simple vista.
Ahora uno podria preguntarse por el umbral de aleatoriedad inicial para que
esto ocurra. En la figura 2.2 se observa que la regla 22, partiendo de ciertas con-
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diciones iniciales simples sigue desarrollando patrones estructurados parecidos
a los que ocurren partiendo de una celda negra. Pero cambiando ligeramente el
inicio, aun manteniéndolo sencillo, se obtiene la aleatoriedad caracteristica de la
clase III.

.O0Omo0... LOOmOmOmo0...

LO0OmeOmoo...

Figura 2.2: Regla 22 partiendo de diferentes condiciones iniciales simples.

Sin embargo, hay una serie de autématas que desarrollan comportamiento
aleatorio cuando parten de un inicio aleatorio, pero no se obtiene aleatoriedad
significativa con condiciones iniciales sencillas.

Por ejemplo, en la regla 90, cuando la condicién inicial involucra un niime-
ro limitado de celdas negras, el patrén que produce siempre tiene una forma
estructurada. Partiendo de una condicién inicial simétrica, en las iteraciones en
las que se genera un triangulo blanco en el centro, el patron se divide en dos
copias idénticas a ambos lados del tridngulo central.

Este hecho se traduce en que la tinica forma de obtener configuraciones real-
mente aleatorias es partiendo de una condicion inicial infinita con celdas negras
distribuidas aleatoriamente, pues la regla 90 no genera aleatoriedad intrinse-
camente. Mas adelante se vera que la capacidad de algunas reglas de generar
aleatoriedad a partir de condiciones simples es un fenémeno de mucho interés
general.

Los comportamientos globales de las reglas 90 y 22 son distinguibles, incluso
a simple vista. Partiendo de densidad baja de celdas negras, en la evolucion de la
regla 90 ocurren configuraciones con densidades notablemente mas bajas que la
media de generaciones anteriores y posteriores. La sensibilidad a las condiciones
iniciales y la estructura distinguible son indicadores de que la regla 90 no es
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Figura 2.3: Regla 90 a la izquierda y regla 22 a la derecha. Ambas partiendo de
la misma condicién inicial con baja densidad de celdas negras.

igual de cadtica que la 22. Este fenémeno no ocurre excepcionalmente para la
regla 90, sino que es caracteistico de un conjunto particular: las reglas aditivas.

2.1. Analisis basico

Las reglas aditivas corresponden a un conjunto de autématas celulares am-
pliamente estudiados. Se pueden definir en base a funciones locales sobre vecin-
darios mas sencillas que el caso general de AC.

Martin, Odylzko, Wolfram y Jen obtuvieron numerosos resultados relacio-
nados con puntos fijos, periodos de ciclos, alcanzabilidad de configuraciones,
inyectividad y reversibilidad para el caso particular de reglas aditivas. En gene-
ral, para la mayoria de autématas no triviales, el estudio de estas propiedades
resulta dificil.

2.1.1. Condiciones de Aditividad

La siguiente definiciéon de autéomata aditivo aparece en la mayor parte de la
literatura. Algunos autores la intercambian con la definiciéon de autéomata lineal.

Definicién 2.1 (Regla aditiva). Una regla X es aditiva si
X(p+p) =X +XW) Vupu ek (2.1)

entendiéndose que aqui + es la suma digito a digito modulo 2.
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Ejemplo. Sea X : E5 — FEj el operador correspondiente a la regla 150 (no-
menclatura Wolfram). En su forma componente esta regla viene expresada por
X = (10010110).

Considerando las configuraciones p, u’ € Fs

(01010]
[00100]

1

!/

0

se tiene
X(p+ u') = X([OlllO]) = [10101],

y por otra parte
X(p) + X(p') = [11011] + [01110] = [10101]

Notese que todas las suma son digito a digito, y la aritmética es la modular en Z,.
]

Si X es una regla de k celdas aditiva, en particular, la accion de X sobre
la suma de vecindarios debe ser igual a la suma de las acciones de X sobre los
vecindarios por separado. Esto es
X (ig.-ik—1) + X (Jo---Jk—1) = X(ig...ik—1 + Jo---Jx—1) para todos los vecindarios
(49--1k-1), (Jo---Jk—1). Equivalentemente, en forma de componentes respecto del
conjunto de vecindarios

T; + X + Tiy; = 0, (22)

donde 7 + 7 es la expresién decimal de la suma digito a digito de las formas
binarias de 7 y j. Véase la definicién de componentes de una regla en (1.1).
Para k = 3 la ecuacién (2.2) se traduce en las condiciones no triviales

Lo =X1+To+T3=oT1+2X4+2Ts=2x1+ g+ Ty =2Ty+ T4+ Xg

=To+T5+x7 =23+ x4+ 27 =23+ x5+ 26 =0.
Tomando como ecuaciones independientes
To=X1+To+23=T1+24+x5=21+26+T7 =29+ 24+ 26 =0.
queda la forma general de reglas aditivas de 3 celdas
X = (0,21, 29,11 + Xo, Ty, T1 + Ty, To + Ty, T1 + To + T4g). (2.3)

Para las 2% posibles elecciones de x1, xo, 74 € {0, 1} se obtienen todas las reglas
aditivas de 3 celdas (tabla 2.1).

En lo que sigue, consideraremos generalmente el caso de reglas de 3 celdas
con vecindarios simétricos sobre E,. En este caso, la condicion de aditividad
puede expresarse como
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X = (zox1...27) Wolfram Suma de operadores
(00000000) 0 0

(00001111) 240 ot

(00110011) 204 I

(01010101) 170 o

(01100110) 102 I+o

(00111100) 60 o +1

(01011010) 90 ol +o

(01101001) 150 o' +I+0

Tabla 2.1: Reglas de 3 celdas aditivas

(X ()]s = ypic1 + B + apipr o, B,7v € Zs. (2.4)

El valor de la celda i-ésima de una configuracion u, tras una iteracién con
la regla X, corresponde a la combinacion lineal con coeficientes en Zy de los
valores del vecindario de la celda. Equivalentemente se representa mediante la
suma de operadores

X =~ + BI + ao, (2.5)

siendo I el operador identidad sobre Ejy.

Proposicién 2.1 Una regla de 3 celdas, de vecindarios simétricos y definida
sobre E,, verifica la ecuacion (2.2) si y solo si verifica la ecuacion (2.5).

Demostracion. Se tiene por (2.3) que
X = 24(00001111) + 25(00110011) + 2, (01010101)
y por definicién

o' = (00001111)
o = (01010101)
I =(00110011)

Tomando v = x4, f = x5, @ = x; se obtiene la equivalencia. O

2.1.2. Implicaciones de la Aditividad

Una consecuencia de la aditividad es que facilita el estudio de la longitud
de ciclos y del conjunto de puntos fijos, esto es, de las configuraciones pu tales
que X (p) = p.

Cualquier configuracion inicial puede descomponerse en superposiciones de
configuraciones iniciales que contienen una sola celda negra. La evolucién de
un automata aditivo, partiendo de cualquier configuracion, es igual a la super-
posicién de las evoluciones por separado de estas configuraciones de una celda
negra.
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Se denota por X'(u) a la iteracién sucesiva del operador X, t veces, par-
tiendo de la configuracién p. De la definicion de aditividad de una regla X dada
en (2.2) se sigue que

X'(p+p) =X () + X' (W) VY, €E. (2.6)

Esta propiedad se denomina principio de superposicion aditiva.

Ejemplo. En la figura 2.4 se tiene la evolucion de la regla aditiva 60, partiendo
de una sola celda negra y partiendo de una configuracién inicial aleatoria con 54
celdas negras. Por la superposicién aditiva se tiene

X" () = X"(Cr+ Co+ -+ Chy) =
— X128(01) +X128(02) 4 +X128(C54) —

Aqui C} denota la configuracién con una celda negra correspondiente a la celda
negra k-ésima en la configuracion inicial p.

>

.

Figura 2.4: Regla 60: a la izquierda partiendo de una negra, a la derecha de
configuracién aleatoria. Ambas acaban en el punto fijo de la configuracién nula.

Otra consecuencia de la superposicion aditiva es la conservacion de la lon-
gitud de ciclos para determinadas configuraciones iniciales. En la figura 2.5 se
observa la evolucion de la regla 150, partiendo de una celda negra y de una
configuracion aleatoria. En ambos casos se alcanza un ciclo de igual periodo.

Del principio de superposicion aditiva se sigue que muchas cuestiones relati-
vas a la evolucion de las reglas aditivas se reducen al caso de una sola celda negra
en la configuracién inicial. Algunas de las preguntas que surgen de manera natu-
ral son las siguientes: jcudntas configuraciones son alcanzables? y ;cudles son?
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K

Figura 2.5: Regla 150: a la izquierda partiendo de una negra, a la derecha de
configuracioén aleatoria.

. De qué forma son los ciclos que ocurren en la evolucion?, ;qué configuraciones
suponen puntos fijos?, etc.

En la siguiente seccién se introduciran una serie de resultados relacionados
con estas cuestiones para el caso particular de la regla 90. Por ejemplo se vera
que no es excepcional que, partiendo de una configuracién de 32 celdas, el ciclo
generado tenga longitud la mitad de 32 (figura 2.5).

2.2. Propiedades algebraicas de las reglas aditivas. La
regla 90.

En esta seccién se introduce una notacién alternativa para representar las
configuraciones y la evolucion de los autématas celulares. Los formalismos y
resultados que siguen se tomaron de [2]. Este articulo incluye un anélisis extenso
de las reglas aditivas, asi como varios resultados de validez para el caso general.

Para el analisis particular de caracteristicas de las reglas aditivas, conviene
considerar las configuraciones en términos de polinomios llamados polinomios
caracteristicos. La evolucion de un automata se representa por multiplicaciones
iteradas de estos polinomios caracteristicos por polinomios fijos. Diversas pro-
piedades algebraicas de los polinomios caracteristicos son de utilidad al derivar
resultados para las reglas aditivas.

En la primera subseccion se introduce el formalismo correspondiente a la
identificacién de configuraciones con polinomios. Véase el apéndice para algunas
aclaraciones sobre propiedades de divisibilidad y congruencia. En las siguientes
subsecciones se obtienen resultados sobre longitud de ciclos, alcanzabilidad de
estados y configuraciones de punto fijo, en particular para la regla 90.

2.2.1. Formalismo algebraico.

Se considera un autémata cilindrico de N celdas, definido como un ope-
rador sobre el espacio de configuraciones Ey y con alfabeto S = {0,1}. Una
configuracion pu(t) € Ey, queda determinada por los valores de las N celdas

Ao, A1y oy n—1. ST pu(t) = | (()t)agt)...a%)_l] denota a la configuracion del autémata
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en el instante ¢ de su evolucién, esta puede ser representada por un polinomio

caracteristico
N—1

AW (z) = Z agt)xi (2.7)
i—
siendo el valor de la celda i-ésima el coeficiente de z°.

En lo que sigue sera usual referirse a las configuraciones en términos de los
polinomios caracteristicos asociados y se escribird u = A(x) para determinada
configuracién p con polinomio caracteristico asociado A(zx).

Multiplicar el polinomio caracteristico por x coincide con la operacion de
desplazar los valores de la configuracion una posiciéon a la derecha, esto es, un
paso con la regla desplazamiento a la derecha o~!. Andlogamente, la multiplica-
cién por ! corresponde con un paso con la regla desplazamiento a la izquierda
o.

Ejemplo. Considérese el automata de longitud 7, con condiciones de frontera pe-
riédicas y con la regla desplazamiento a la derecha X = o~!. Sea la configuracién
p = [1010110]. El polinomio caracteristico asociado es A(z) = 1 + 2% + 2% + 5.
Una iteracién partiendo de la configuracion u resulta en o' (u) = [01010111].

o lp) =2A(@) =2(1+2° + 2" +2°) =2 + 2° + 2" + 2",

“H N BN

Figura 2.6: Un paso con la regla o partiendo de u = [1010110]. Las posiciones de
celdas negras coinciden con los coeficientes no nulos del polinomio caracteristico.

o

Siguiendo esta representacién, las configuraciones correspondientes a ite-
raciones sucesivas de las reglas de desplazamiento, y de las reglas aditivas en
general, se representaran por “polinomios” que pueden contener potencias ne-
gativas y potencias mayores o iguales que N. Partiendo de la configuracion del
ejemplo anterior, un paso con la regla desplazamiento a la izquierda corresponde
con

cw)=a ' 1+ +2'+2°) =27 42+ 2° + 2.

Es conveniente considerar estos polinomios generalizados denominados di-
polinomios. Se dird que H(x) es un dipolinomio si existe un entero m tal que
x™H (x) es un polinomio.

Implementar las condiciones de frontera periédicas del autémata cilindrico
resulta en la reduccién modulo N de los exponentes del dipolinomio asociado a
una configuracion.
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Ejemplo. Considérese el autémata y la configuracion inicial del ejemplo ante-
rior. Tras dos iteraciones sucesivas se obtiene la configuracién v = (071)%(u) =
[1010101]. En términos de dipolinomios asociados la evolucién se corresponde
con

(07 (p) = 2*(A(x)) = 2*(1 + 2® + 2 + 2°) = 2® + 2 + 2% + 27

y el polinomio caracteristico asociado a la configuracién (o7!)?(u) se obtiene
reduciendo exponentes modulo 7:

(0_1)2(N)E$2 méd?_'_:LA méd7+x6 méd7+I7 méd7:1+x2+x4+x6'

Nétese que la configuracién (o71)%(u) se identifica con el dipolinomio z2A(x)
y con el polinomio caracteristico obtenido tras reducir los exponentes modulo
N. Ambas relaciones se denotan con el simbolo =. Esta notacion es consistente
en el sentido de la congruencia de dipolinomios que se discutirda mas adelante.

O

Para las reglas aditivas, la condicién de aditividad dada en (2.4) se traduce
en representar la evolucion del automata por la multiplicacién por el dipolinomio
fijo

T(z)=az+ B +yz . (2.8)
Los coeficientes a, 3 y v € Z5 son los correspondientes a la regla aditiva en
cuestion.

Como en el ejemplo anterior con las reglas de desplazamiento, siendo es-
tas un caso particular de reglas aditivas, implementar la condicién de frontera
periodica resulta en la reduccion modulo N de los exponentes del dipolinomio
A® () obtenido tras un paso. Si AV (z) = Zz‘]\i_ol a;z" es el polinomio carac-
teristico asociado a la configuracién (¢t — 1)-ésima, el dipolinomio asociado a la
configuracion obtenida tras un paso es

N-1 N
AW (z) = T(2) A V(z) = (ax + B +ya ™) Z a;xt = Z bix'
i=0 i=—1

donde b; = (vya;41 + fa; + aa;—1) con a_s = a_y = ay = ayy4+1 = 0. El polinomio
caracteristico asociado a la configuracion t-ésima es entonces

N-1 N-1
’Yaol'_l méd N + E bil'z ‘l‘OéaN—lxN méd N _ E Ci$Z
=0 =0

donde ¢; =b; para 1 <1 < N —2, cg =aan_1+ by y cn_1 = vag+ by_1 lo que
equivale a ¢; = =i meq v 0j con =1 <5 < N.
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Si el polinomio caracteristico asociado a una configuracion inicial es A (z),
el dipolinomio asociado a la configuracién k-ésima de la evolucion de una regla
aditiva viene dado por

N+k
AW (z) = TH@) A (2) = (az + B+ y2 ) A0 (2) = > bia'.

i=—k

De la asociatividad de la suma en Zy se sigue que la reduccién de los expo-
nentes modulo N del dipolinomio obtenido tras k pasos equivale a la reduccion
del dipolinomio obtenido en cada paso. En general se tiene que si A(z) y B(x)
son dipolinomios y A*(x) y B*(x) los respectivos polinomios obtenidos tras la
reduccién médulo N de exponentes entonces

A (2)B"(x) = (A(z) B(x))".

El polinomio caracteristico asociado a la configuracion k-ésima viene en-
tonces dado por

N-1
AW (g) = Z cx' con ¢ = Z b;.
i=0 j=i méd N

En general, dada una configuracién con dipolinomio asociado ) i a;at; el
polinomio caracteristico asociado es

A(z) = Nf ( > aj> = Nz; (; aiﬂ-N) z')

i=0 \j=i méd N

Una ventaja de la representacién de configuraciones en términos de dipoli-
nomios es que la condicion de frontera periddica puede implementarse de forma
escueta y natural. Resulta que la reduccion médulo N de los exponentes de un
determinado dipolinomio equivale a la reducciéon del mismo dipolinomio moédulo
oY — 1. Si Dz,[z] denota el anillo de los dipolinomios con coeficientes en Zy, se
considera la relacién de congruencia médulo zV — 1 que induce el conjunto co-
ciente de clases de equivalencia Dz, [z]/(xz" —1). Las propiedades de congruencia
de los dipolinomios son andlogas a las de los polinomios. Véase el apéndice del
capitulo dos.

Se obtiene el polinomio caracteristico como el tinico polinomio A(x) de
grado menor que N que verifica la congruencia de dipolinomios

Zajxj = A(z) moéd (zV —1). (2.9)

J
Se demuestra que todo dipolinomio es congruente médulo (z% — 1) a un
tnico polinomio de grado menor que N (ver el apéndice A.2). Nétese que una



2.2 Propiedades algebraicas de las reglas aditivas. La regla 90. 23

determinada configuracién puede representarse por infinitos dipolinomios aso-
ciados. Configuraciones que estén en un ciclo aparecen repetidamente en la evo-
lucién de un autémata y, previo a la reduccién médulo (zV —1) |, se representaran
por dipolinomios diferentes. De la unicidad del polinomio que verifica (2.9) se
deduce que dos dipolinomios corresponden a una misma configuracién si y solo
si son congruentes médulo (z¥ — 1).

Ejemplo. Considérese el autémata celular cilindrico de longitud N definido por
la regla 150. Partiendo de una configuracion p, el valor de la celda i-ésima tras un
paso coincide con la suma modulo 2 de los valores de su vecindario. De acuerdo
con (2.4) esto se denota por

(X ()]s = prie1 + pi + priy1 méd 2.

Si A®(z) es el polinomio caracteristico asociado a la configuracién p, el di-
polinomio A (z) correspondiente a la configuracion X (p) es el resultado de
multiplicar por el dipolinomio T(z) =27t +1+x :

X(p) = AY(2) = T(2)AO(z) = (a7 + 1+ 2)AO (2).

La periodicidad se traduce en que el polinomio caracteristico asociado a X ()
se obtiene reduciendo los exponentes de A)(z) médulo N.

Considérese la configuracién g = [110101] cuyo polinomio caracteristico es
AO)(2) =1+ + 2° + 2°. Tras un paso se obtiene el dipolinomio

X(p)y=AY@) =@ ' +1+2) A+ +2* +2°) =2 + o+ 2% +2° + a5
El polinomio caracteristico asociado a la configuracion X (u) es
X(,u) = mfl méd6+x1 méd6+x3 méd6+x5 méd6+x6 méd 6 :x+x3
y equivalentemente

X(pw=aot+o+2°+2°+2° méd (2% —1) =2+ 2°.

2.2.2. La regla 90.

En esta seccién se particulariza en el autémata celular correspondiente a
la regla 90. Se consideran condiciones de frontera peridédicas y longitud N. La
funcién local que actualiza el valor de una celda en un determinado instante
se define como la suma médulo 2 de los valores de las dos celdas vecinas en el
instante anterior. Se consideran vecindarios de los dos vecinos més cercanos. El
valor de la celda i-ésima tras un paso con la regla 90 viene dado por
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(X ()i = pi—1 + prix1 mod 2.

La evolucién del automata en términos de dipolinomios se representa por
la multiplicacién por el dipolinomio fijo

T(x)=2'+ 27" (2.10)

Partiendo de la configuracion inicial con una celda negra 1, al cabo de t
iteraciones del autémata se obtiene la configuracién de dipolinomio asociado

@)1 = (@ +a )1 =3 () 1)

=0

Ejemplo. Véase en la figura 2.7 la evoluciéon de la regla 90, partiendo de una
configuracion con una celda negra y de longitud N = 7. La reduccién modulo
¥ — 1 corresponde a las condiciones de frontera periddicas. La configuracién
inicial de una celda negra se representa por el dipolinomio A (z) = 02°+ 0x' +

02 4+ 123 + 0x* + 02° + 0295,

»
=]
»
"
»
%)
»
@
»
'S
»
o
»
)

010 1 01]0
oO/0y1j0|1]00
O/1,0/0|0|10
1101 /01]0]|1
11000 0]0]1
11100 0]1]1

Figura 2.7: En la tabla de la izquierda se representan los coeficientes de los
dipolinomios caracteristicos de 6 configuraciones sucesivas de la regla 90 partiendo
de una sola celda negra.

AO(z) =2 +2* méd (27 — 1) = 2? + 2
AV(z) =z2'+2° méd (27 —1) = 2! + 2°
T

4?4 2' + 25 méd (2" —1) =2 + 22 + 2* +2f

AV (2) = T(@2)A®(2) =27 + 27 méd (27 — 1) = 2° + 2°
AV (2) =T(@) AW (@) = + 2t +2° + 27 méd (27 — 1) = 2° + 2t + 2° + 2°

(0]
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Véase a continuaciéon un primer resultado que muestra la utilidad de la
representacion en términos de polinomios caracteristicos.

Proposicion 2.2 Sea X : Exy — En el automata celular cilindrico definido por
la regla 90. Si N = 27, la configuracién inicial de una celda negra evoluciona a
la configuracion nula tras exactamente 221 iteraciones.

Demostracion. Sea la configuracién inicial de una celda negra 1 = [100...0] con
polinomio caracteristico asociado

AO(2) =140z +---+ 02V 1 = 1.

Una iteracion con la regla 90 corresponde a la multiplicacién del polinomio
caracteristico por el dipolinomio fijo T(z) = 27" + z.

Sea X% (1) la configuracién del autémata tras 29! iteraciones, entonces
el dipolinomio caracteristico asociado es

2=l
(27-1) _ 2t (0) _ (1 291, 2 2i—27-1
A () =T (2)AY(z) = (7 +2)° 1= .|z
—0

SN

]

(2

. j—1_1 . .
271 _9i-1 2 271 9j_oi—1 271 9i—1
_< 0 )x + ;:1 ; T + 9j—1 z
_ 27t

=x +2¥ =2 NP4 N2 =0 méd (o - 1),

luego X2 (1) = 0.
Supongase que existe 0 < g < % tal que X?(1) = 0. Entonces

AD(z) = (7 4+ 2)1=0 méd (N —1),
y se sigue que existe un dipolinomio P(z) = zP* 4+ 22 4 - - - + 2P+ tal que
(z7'+2)? = (2 - 1)P(2).

Si Q(z) = X0, (9)2% 77 la igualdad anterior queda

1

x_q+xq+Q(x)::(:N+pl +xN+p2+,__+xN+pk_xp1 — P2 . Pk

Luego existe p; tal que ¢ = N + p; o ¢ = p;, pero

- N
q=N+p = pz:q—N<7<—q

q=pi = N+p >q
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concluyendo ambas posibilidades en un absurdo, pues ¢ y —¢ son el mayor y
menor exponente del dipolinomio (z7! + x)? respectivamente.

Se concluye que ¥ es el menor ntimero de iteraciones que transforma la

2
configuracion de una celda negra en la configuracién nula. La configuracion nula
es un punto fijo, luego X*(1) = 0 para todo k > %

O

Corolario 2.1 Sea X : Exy — En el automata celular cilindrico definido por
la regla 90. Si N = 27, toda configuracion inicial evoluciona a la configuracion
nula tras un mdzimo de 27=% iteraciones.

Demostracion. Sea p una configuracion inicial cualquiera, entonces, si 1° denota
la configuracién de una celda negra en la posicién i-ésima, se tiene que

N-1
p=> ml (2.12)

i=0
Por la proposicién anterior se tiene que X*(1¢Y) = 0 para todo k > % Del

principio de superposicién aditiva se sigue que

N-1

XE(u) =Y uXF1) =0 Vk>

=0

N
5

O

Ejemplo. En la figura 2.7 se muestra la evolucién del automata definido por la
regla 90 y con longitud N = 2°. Al cabo de 2? iteraciones se alcanza el punto
fijo de la configuracion nula.

Figura 2.8: A la izquierda, la regla 90 partiendo de una configuracién con una
celda negra. A la derecha partiendo de una configuracién inicial aleatoria. En
ambos casos la longitud del autémata es 2°.
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En la evolucion del autémata celular definido por la regla 90 existen con-
figuraciones que evolucionan a una misma configuracion tras un paso. Esto es,
la regla 90 es irreversible. Equivalentemente la aplicacion X : Ex — Ey, que
define el automata celular cilindrico con la regla 90, no es inyectiva.

La irreversibilidad de la regla 90 y el nimero finito de configuraciones po-
sibles implica que no todas las configuraciones posibles aparecen en la evolucién
del autémata. A continuacion se tienen varios resultados sobre el nimero confi-
guraciones alcanzables, sucesores y predecesores de configuraciones.

Proposicién 2.3 Sea X : Exy — En el automata celular cilindrico definido por
la regla 90. Toda configuracion con un numero impar de celdas negras solo puede
aparecer como configuracion inicial en la evolucion de X .

Demostracion. Sea v = X (p) la configuracién obtenida tras un paso partiendo
de una configuraciéon p cualquiera. Sea t tal que p es la t-ésima configuracion
en la evolucién partiendo de cierta configuracién inicial. Entonces A®(z) es
el polinomio caracteristico asociado a p y el dipolinomio correspondiente a la
configuracion v viene dado por

AU (1) = (27! + 2)AD (2).

Se tiene que (7! +2) = (1 + 22) mdd (2 — 1). De la propiedad 1 (Apéndice
capitulo 2) se sigue que

(z71 + x)A(t)(x) =(1+ x2)A(t)(x) méd (2 — 1),

luego
i AU () = B(z) (2N — 1) + (1 4 22) A0 (z),

para cierto dipolinomio B(z). Entonces se tiene que A1) (1) = 0. Esto es que
v contiene un nimero par de términos y corresponde con una configuracion con
un nimero par de celdas negras. O

En la figura izquierda de 2.8 se tiene la evolucion de la regla 90 partiendo
de la configuracion inicial de una celda negra. Se observa que el nimero de cel-
das negras es par en toda configuracion, excepto la inicial. De la superposicién
aditiva se sigue que toda configuracién que ocurre en la evoluciéon de la regla 90,
partiendo de cualquier configuracion inicial g = >, ;1 equivale a la superpo-
sicion de las configuraciones alcanzadas en la evolucién por separado, a partir
de las configuraciones 1°.

El siguiente es un resultado sobre el niimero de configuraciones que pueden
ocurrir en la evolucién del autémata definido por la regla 90. Las demostraciones
de los resultados siguientes se tienen en el anexo externo indicado en A.3.

Proposicion 2.4 Sea X : Exy — En el automata celular cilindrico definido
por la regla 90. El nimero de configuraciones que pueden ser alcanzadas en la
evolucion de X es 52V para N impar y 12" para N par.
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Lema 2.1 Sea X : Ey — En el automata celular cilindrico definido por la regla
90. Sean dos configuraciones p y v con polinomios caracteristicos asociados A(x)
y B(x) respectivamente. X (u) = X (v) si y solo si A(z) = B(x) + Q(z) tal que
T(2)Q(x) =0 moéd (zV —1).

Proposicién 2.5 Sea X : By — En el autéomata celular cilindrico definido por
la regla 90. Configuraciones que ocurren en la evolucion del automata tras al
menos un paso tienen exactamente dos predecesoras para N impar y exactamente
cuatro para N par.

De la proposicion 2.5 puede inferirse la ya mencionada irreversibilidad del
automata definido por la regla 90. Notese que toda configuracién tiene mas de
una configuracién predecesora y evoluciones que parten desde estas son indistin-
guibles tras un paso. Asi puede decirse que, en general, se produce una pérdida
de la informacion inicial en la evolucién de la regla 90. Véase en la figura 2.9 las
evoluciones partiendo de las cuatro predecesoras de una configuracién determi-
nada.

2 370 L

Figura 2.9: Regla 90 partiendo de las configuraciones p = [1001000000],
[1111111111], p + [0101010101] y p + [1010101010] respectivamente.

2.2.3. Diagrama de transicién de estados.

El diagrama de transicion de estados (DTE) de un autémata celular es
un grafo cuyos nodos representan las posibles configuraciones que ocurren en
la evolucion del automata. Los arcos dirigidos que unen nodos representan la
transicion entre configuraciones correspondientes a un paso. Dado que toda con-
figuracién tiene una sola configuracion sucesora, exactamente un arco sale de
cada nodo. Esto es, el grado interior de cada nodo es uno. De acuerdo con lo
mencionado en la secciéon anterior, en general el nimero de predecesores es di-
ferente para configuraciones distinas. Por lo tanto, el grado interior de nodos
distintos del DTE puede ser diferente. De las proposiciones 2.4 y 2.5 se sigue
que para N impar, la mitad de todos los nodos tienen grado interior cero y la
otra mitad tienen grado interior dos, mientras que para N par tres cuartos de
los nodos tienen grado interior cero y el cuarto restante grado interior cuatro.
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De la finitud del ntimero de configuraciones posibles, se deduce que todo
autémata celular cilindrico, partiendo de cualquier configuracién inicial, evolu-
ciona hacia un ciclo tras un numero finito de pasos. La secuencia de configu-
raciones que corresponde a la evoluciéon desde una determinada configuracién
inicial hasta la primera configuracién del ciclo se denomina transicion.

[1100] [1001] [0110] [0011] ([1110] [1011] [0100] [0001] [1101] [1000] [0111] [0010]

AT ST N

[1111] [1010] [0101]

S

[0000]

Figura 2.10: Diagrama de transicién de estados del autémata celular cilindrico
definido por la regla 90, con N = 4. En azul la transicién desde la configuracién
inicial [1011] hasta el punto fijo [0000].

Proposiciéon 2.6 Los drboles arraigados en todos los nodos de todos los ciclos
del diagrama de transicion de estados del automata celular definido por la regla
90 son idénticos.

Proposicién 2.7 Para N impar, hay un drbol de un solo arco arraigado en cada
nodo de cada ciclo del diagrama de transicion de estados del automata celular
cilindrico definido por la regla 90.

La distancia entre nodos de un arbol arraigado se define como el niimero
de arcos que son visitados en la transicion de un nodo al otro. La altura de un
arbol arraigado es la maxima de las distancias entre los nodos terminales y la
raiz. Se dice que un arbol es equilibrado si todos los nodos terminales estan a la
misma distancia de la raiz. Un arbol se dice cuaternario (resp. binario) si todos
los nodos no terminales tienen grado interior cuatro (resp. dos).

Sea Do(N) la maxima potencia de dos que divide a N.

Proposicién 2.8 Para N par, hay un drbol equilibrado de altura Dy(N)/2 arrai-
gado en cada nodo de cada ciclo del diagrama de transicion de estados del
automata celular cilindrico definido por la regla 90. Los drboles son cuaternarios,
excepto que las raices tienen grado interior tres.

Corolario 2.2 Para N impar, la mitad de las 2V configuraciones posibles en la
evolucion del automata celular cilindrico definido por la regla 90 pueden ocurrir
después de una o mas iteraciones. Para N par, 4% de las 2V configuraciones posi-
bles ocurren después de t < Do(N)/2 iteraciones y el nimero de configuraciones
que ocurren en ciclos es 2N~P2(N)
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Los resultados anteriores proporcionan informacion relevante acerca de la
estructura del diagrama de transicién de estados del autémata considerado en
esta seccién. Para una descripicién completa del mismo, sin embargo, deben co-
nocerse las multiplicidades y longitudes de todos los ciclos que ocurren en la
evolucion. Las tres proposiciones siguientes proporcionan cotas superiores para
las longitudes de ciclos diferentes en dependencia de N. Véase [2] para la descri-
picén de un algoritmo que permite determinar las multiplicidades y longitudes
de todos los ciclos que ocurren en la evolucién del autémata en cuestién.

Proposicion 2.9 Las longitudes de todos los ciclos que ocurren en la evolucion
del automata celular cilindrico definido por la regla 90 diwviden a la longitud Iy
del ciclo alcanzado a partir de la configuracion inicial de una celda negra.

Notese que la longitud del ciclo alcanzado a partir de una configuracion
de una celda negra es la maxima, pues todo ciclo tiene longitud divisor de la
misma. En el caso de que NN sea primo las tinicas longitudes de ciclos posibles
son IIy y 1.

El corolario que sigue se deduce inmediatamente de la proposicién 2.2. Las
demostraciones de las proposiciones 2.10 y 2.11 se dan en [2].

Corolario 2.3 Para N = 27, el autémata celular cilindrico definido por la regla
90 evoluciona a un ciclo de longitud uno.

Proposicion 2.10 Para el automata celular cilindrico definido por la regla 90
con N par pero no de la forma 27, se tiene Iy = 21 nyo.

Proposicién 2.11 Para el automata celular cilindrico definido por la regla 90
con N impar se tiene ITy|(2°P2(N) — 1) siendo suby(N) el minimo entero tal que
2suP2(V) — +1 méd N.

3

240

Figura 2.11: yl : IIn, y2 : 2% 1, y3 : 2V, Los picos de la funcién Iy
coincidentes con y2 se dan para todo valor de N primo, excepto 17,31,41,43 y 73.

En la grafica de la figura 2.11 se representan las longitudes de los ciclos
maximos I1y para el autémata celular considerado en esta secciéon. Se comprueba
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que para casi todo N, ITy = 25®P2(V) 1 La tnica excepcién para N = 3, ..., 80 se

subo (37) _ s . ,
da en N =37con Iy = % Los valores maximos de Ily estan acotados

por 277" . Se demuestra que la funcién suby(N) estd acotada superiormente por
A=l y si suby(N) = 21 entonces N es primo.

Dada la informacién conjunta acerca de la estructura de los arboles arrai-
gados en los ciclos y las longitudes y multiplicidades de los mismos, es posible
determinar la topologia del diagrama de transicion de estados para determinado

N. Véanse las figuras 2.12 y 2.13 siguientes.

@Wz@ Qf%

m\\§ %fm

m

=z

(5540 copias) (40 copias)
\\Bl
=L p=
‘?‘X\m (1 copia)

(5 copias)

Figura 2.12: Diagrama de transicién de estados del autémata cilindrico definido
por la regla 90 con longitud N = 20.

2.3. Conclusion y generalizaciones

Mediante el andlisis algebraico de la regla 90 se han podido deducir pro-
piedades no triviales relacionadas con la longitud de evolucién de la regla y con
particularidades de las configuraciones posibles. De la observaciéon de un niimero
considerable de evoluciones de la regla 90, se puede conjeturar la existencia de
resultados como la proposicion 2.2 y el corolario 2.1 correspondiente, y de las
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Figura 2.13: Diagrama de transicién de estados del autémata cilindrico definido
por la regla 90 con longitud N = 31.

proposiciones sobre longitudes de ciclos. Los resultados sobre el niimero de confi-
guraciones posibles y particularidades de las mismas no parecen ser reconocibles
por simple observacion del patrén generado en la evolucion. La aleatoriedad
aparente, caracteristica de la regla 90 y en general de las reglas de clase III,
resulta ser algo “enganosa’, pues le oculta a un observador poco cuidadoso que,
por ejemplo, no hay configuraciones con nimero impar de celdas negras. Otra
propiedad notable de la regla 90 como caso particular de las reglas aditivas, es la
simetria del diagrama de transicién de estados, que indica que la estructura de
la evolucion depende en mayor medida de la longitud N que de la configuracion
inicial particular.

Un analisis analogo al presentado puede realizarse con la regla 150. Véase
[5]. Es posible la generalizaciéon de los procedimientos algebraicos para el caso
de reglas aditivas con p colores para |S| = p ntimero primo. Véase la seccién 4
de [2] donde se obtienen numerosos resultados para auématas celulares aditivos
en dimensién superior y con |S| > 2.

La aditividad de las reglas consideradas previamente permiten “adelan-
tarse” a la evolucién del automata. El tiempo de computacion necesario para
conocer el estado de una determinada celda tras t iteraciones por medio de simu-
lacién directa de un autémata celular es de O(t?). En [8] se deriva un algoritmo
que computa el valor de determinada celda en tiempo O(logt) para las reglas
aditivas.
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Propiedades estadisticas de los autématas
celulares. Secuencias pseudoaleatorias
generadas por la regla 30.

La ocurrencia de patrones no triviales en la evolucion de los autémtas celu-
lares considerados es un fenémeno destacado que se puede apreciar en varias de
las imagenes de los capitulos anteriores. Analizando a simple vista un numero
considerable de estos patrones, se solidifica la intuiciéon de que, a pesar de ser
gobernados por reglas simples, deterministas y que actian a nivel local de vecin-
darios, muchos autématas celulares elementales generan cierto comportamiento
aleatorio, al menos aparentemente. La complejidad y en particular la “aleatorie-
dad” emergente que se observa, se han considerado propiedades fundamentales
para la clasificacién de las reglas (CLASES III y IV, de acuerdo con [1]).

Distintas reglas de clase III muestran diferencias notables de comporta-
miento. Por ejemplo las “granulosidades”de los patrones se distinguen a simple
vista, siendo posible reconocer con bastante certeza algunas reglas particulares
a partir de su patrén. Por otro lado, muchas reglas se diferencian en su manejo
de la informacion acumulada en su condicién inicial. Ocurre que, por ejemplo,
la regla 30 genera comportamiento aparentemente aleatorio a partir de la condi-
cién inicial de una sola celda negra. Otras reglas tienen la capacidad de generar
“aleatoriedad” unicamente a partir de condiciones iniciales desordenadas. Hay
reglas que amplifican el desorden inicial, y otras, tales como las aditivas presen-
tadas en el capitulo anterior que, a pesar de desarrollar comportamiento cadtico
a partir de condiciones iniciales aleatorias, permiten la prediccion de algunos as-
pectos por medio de su andlisis algebraico. La parte final del capitulo se dedica
al estudio de la secuencia generada por la columna central de la regla 30, que
fue utilizada como generador pseudoaleatorio de niimeros naturales grandes [4].

3.1. Propiedades locales

Una configuracion se puede considerar aleatoria cuando los estados de cel-
das diferentes no estan estadisticamente correlacionados. De la comparacion cua-
litativa del patron generado por un autémata celular, con una malla de celdas
a las que se asignan valores aleatoriamente, se deduce que la evolucion de todo
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autémata celular a partir de una configuracion inicial aleatoria lleva a cierta
medida de “autoorganizacién”. En la figura 3.1 se compara una parte del patrén
generado por la regla 30 con una malla en la que se han coloreado celdas aleato-
riamente con una probabilidad de un medio, generando un patrén denominado
ruido blanco.
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Figura 3.1: Regla 30 a la izquierda y ruido blanco a la derecha. En ambos pa-
trones la fraccion de celdas negras es aproximadamente un medio. La correlacién
inducida por la evolucién de la regla 30 genera estructura que la distingue de un
patrén totalmente uniforme.

Uno de los parametros cuantitativos mas elementales que caracteriza una
configuracion de autémata celular es la fraccién de celdas negras denotada por p.
Sera usual referirse a esta cantidad como densidad de celdas negras o solamente
densidad. Para una configuracién aleatoria (de longitud infinita) la densidad
viene dada por la probabilidad independiente p de cada celda de ser negra.
Notese que se requieren de configuraciones de longitud infinita para garantizar la
igualdad entre los parametros p y p. Alternativamente podria considerarse que p
denota la densidad o fraccién media de celdas negras de infinitas configuraciones.
En lo que sigue se consideraran configuraciones de longitud infinita.

Considérese la densidad p; obtenida tras un paso con determinado autéoma-
ta celular, partiendo de una configuracion inicial aleatoria con densidad py = 1/2.
Tal configuracion inicial contiene todos los vecindarios con igual probabilidad y
consecuentemente la densidad en la configuraciéon obtenida tras un paso viene
dada por la fraccién de vecindarios correspondiente a la regla que generen celda
negra. Esta fraccion viene dada por

pr=mn1(X)/8
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donde n;(X) denota al nimero de unos en la expresién binaria de la regla X. De
acuerdo con la enumeracién de reglas introducida anteriormente, n1(X) coincide
con el nimero vecindarios que generan celda negra en la regla X.

Para configuraciones iniciales con probabilidad de celdas negras p # %, ve-
cindarios con diferente niimero de celdas negras dejan de ser equiprobables. La
probabilidad de un vecindario v (de 3 celdas) con ny(v) celdas negras viene dada
por P(v) = pm®(1 — p)™® con ng(v) = 3 — ny(v). Partiendo de una confi-
guracion inicial aleatoria de densidad pg, después de un paso con determinado
autémata celular X se obtiene una configuraciéon con densidad

pr=3 P(v;) donde P(uv;) = py'"(1—g)m0®) (3.1)
iel
y con [ el conjunto de indices de los vecindarios que generan celda negra en la
regla X. Si X; denota el i-ésimo digito en la expresién binaria de X, I = {i €
{1,...,8}/X; =1}.

Ejemplo. Sea el automata celular definido por la regla 19. La representacién
binaria viene dada por X = (00010011). En una configuracién inicial aleatoria
de densidad py = %1, se tienen los vecindarios que generan celda negra vy = 000,
v; = 001 y vy = 100 con probabilidades P(v) = (1)°(2)%, P(v1) = (5)'(%)?
v P(vs) = (3)'(2)? respectivamente. La densidad obtenida tras un paso viene

1)\
dada por

3\? 2 /3\?
el
(@]

Las expresiones para las probabilidades de los vecindarios dadas en (3.1)
dependen de que en una configuracion inicial aleatoria los valores de celdas con-
secutivas sean independientes. Tras una iteracion del autémata, los valores de
dos celdas consecutivas de la configuracion obtenida dependen de vecindarios
en la configuracién inicial anterior que se intersectan en dos celdas. En con-
secuencia, estos valores no pueden considerarse independientes y no es posible
aplicar la expresién (3.1) para obtener la densidad correspondiente a la siguiente
configuracion. En su lugar, para conocer la distribucién de los vecindarios en la
configuracion obtenida tras una iteracion podria procederse teniendo en cuenta
las probabilidades de vecindarios de cinco celdas en la configuracion inicial, pues
estos determinan los vecindarios de tres celdas en la configuracion tras un paso.
(Véase la figura 3.2). Ahora este procedimiento podria extenderse para conocer
la densidad de celdas negras tras la iteracién t-ésima, obteniendo las probabi-
lidades de vecindarios de longitud 2¢ + 1 en la configuracién inicial. Pero esto
resulta ser un desperdicio teniendo en cuenta que, en general, determinar los
vecindarios de 2t 4+ 1 celdas que generen una celda negra en la iteraciéon t-ésima
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es una tarea de igual o mayor coste computacional que el asociado a la evolucion
del automata.
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Figura 3.2: A la izquierda se representa la dependencia de una celda de la
configuracién obtenida tras dos iteraciones con la regla 30, partiendo de una
configuracién inicial aleatoria. La probabilidad de que una celda cualquiera sea
negra tras dos iteraciones viene dada por la suma de probabilidades de vecindarios
de 5 celdas en la configuracién inicial, que generen celda negra tras dos pasos. A
la derecha se representa la regién (cono de luz pasado) del patrén generado por
la regla 30, de la que depende el valor de la celda del centro. Valores de celdas
cuyos conos de luz pasados tienen interseccién no vacia estdn correlacionados.

A continuacién se considera el comportamiento de la densidad de celdas
negras correspondiente a configuraciones en el limite cuando t — oo. Como se
ha indicado anteriormente, en general, la correlaciéon inducida por la evolucion
del automata impide expresar la densidad de celdas negras para ¢t > 1 simple-
mente en funcién de la fraccion de vecindarios que generen celda negra. Para
algunas reglas particulares (0, 32, 128,...) el patrén generado a partir de una
configuracion inicial desordenada sugiere que p,, = 0. Para la regla 0 esto es
trivialmente cierto mientras que para las regla 32 y 128 pueden ocurrir transi-
ciones de longitud infinita para configuraciones iniciales particulares (véase la
figura 3.3). Andlogamente se obtiene p,, = 1 para las reglas 255, 254 y 251
entre otras. La regla 204 es la identidad y en consecuencia p,, = py. La regla
4 se caracteriza por una densidad final proporcional al nimero de secuencias
de la forma [0,1,0] en la configuracién inicial. Asi para una configuracién inicial
aleatoria de densidad pg se tiene ps = po(1 — po)?.

" -l-l-l$l_ -T ol alale. ol

Figura 3.3: Regla 32 a la izquierda y regla 128 a la derecha. Ambas comenzando
con po = 2/3. Las probabilidades de que ocurran transiciones de longitud mayor
o igual que 7 son P(T > 7) = (2/3)""'(1 —2/3)" y P(T > 1) = (2/3)*"**
respectivamente.
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Con el objetivo de obtener estimaciones para las densidades asociadas a
configuraciones sucesivas en la evolucién, se asume que los estados de todas las
celdas en cada paso son totalmente aleatorios. Esto es que, en toda configura-
cion de densidad p, cada celda tiene probabilidad independiente p = p de ser
negra. Tras un paso, la densidad se obtiene de acuerdo a la ecuacion 3.1 y las
densidades de configuraciones consecutivas se aproximan iterando la expresién
P+l = D icr pﬁl(”i)(l — p)™W) ¢ =0,1,.... Siguiendo este procedimiento, en
el limite t — oo se alcanza la densidad estable correspondiente al punto fijo
de esta funcién. Desviaciones de la densidad estable aproximada con respecto
a la densidad real indican el nivel de correlacion inducido por la evolucion del
autémata.

Ejemplo. Se considera el autémata celular (cilindrico) definido por la regla 22.
A partir de una configuracién aleatoria de densidad py se obtiene una confi-
guracién de densidad p1 = Y, ; P(v;) = 3po(1 — po)?. La densidad estable de
esta funcién corresponde al punto fijo p = 3p(1 — p)?, que resulta ser aproxima-
damente p = 0,42. En la gréfica 3.4 se representan las densidades observadas
en las 1100 primeras iteraciones de la regla 22. El automata parte de una con-
figuracién inicial aleatoria de longitud 2 - 10° y py = 1/8. La densidad media
sobre 10° iteraciones es aproximadamente 0,3509. Se concluye que hay diferencia
significativa entre la densidad aproximada y la densidad real. La eleccion de la
densidad inicial py = 1/8 es arbitraria. Partiendo de diferentes densidades ini-
ciales se comprueba que la densidad final se estabiliza en torno al mismo valor.
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Figura 3.4: Densidades de las primeras 1100 iteraciones con la regla 22. Los
valores convergen a la densidad media al cabo de aproximadamente 50 iteracio-
nes. La desviacién media de las densidades es aproximadamente 0,0019 para 10°
iteraciones.

En la aproximaciéon anterior no se tiene en cuenta la correlacién entre valo-
res de celdas vecinas inducida por la evolucién del autémata, pues se consideran
que en cada paso, las celdas toman valores de forma independiente. Se pueden
incluir sistematicamente estas correlaciones considerando las densidades obteni-
das tras mas de una iteracion. Para dos iteraciones, la funcion de densidad viene
determinada por las probabilidades de vecindarios de cinco celdas que generen
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celda negra tras dos iteraciones. En el ejemplo anterior con la regla 22 esta fun-
cién viene dada por ps = po(1 — po)*(2 + 3p2). El punto fijo de esta funcién es
p ~ 0.3501. Obsérvese que esta aproximacion es considerablemente mejor que
la anterior. Véase la grafica 3.5 en la que se representan aproximaciones consi-
derando vecindarios de mas celdas, incluyendo sucesivamente mayor parte de la
correlacién inducida por la evolucion de la regla 22. La sucesion de los puntos
fijos de las funciones aproximantes parece converger lentamente a la densidad
media observada.

e
0.42 @ punto fijo de funcion aproximante
densidad media observada

I
'S
S

Densidad media
°
&
]

— e ° e
7 9 11 13 15 17 19 21
Longitud de vecindarios considerados

3 5

Figura 3.5: Las funciones aproximantes consideradas se obtienen de la genera-
lizacién de la expresién 3.1 para las densidades tras ¢ pasos: pr = >, P(vi)
donde I es el conjunto de indices de vecindarios de 2t + 1 celdas que generan
celda negra tras t iteraciones. Nétese que para la regla 22, la funcién aproximante
p2 = po(1 — po)*(2 + 3p2) compuesta por las probabilidades de 5-vecindarios es
una aproximacién considerablemente mejor que p;.

En la segunda columna de la tabla 3.1 siguiente se tienen las densidades
medias sobre 10° iteraciones de los autématas celulares cilindricos de longitud
N = 2(x)10* definidos por las reglas de clases III y IV. Nuevamente, en la tabla
se muestran los resultados para el menor representante de cada clase. Nétese
que para la regla negativa y complemento de determinada regla las densidades
vendran dadas por 1—p. En la tercera columna se tiene la desviaciéon tipica de las
densidades sobre el total de iteraciones. En las restantes columnas se obtuvieron
los puntos fijos de las funciones aproximantes considerando vecindarios hasta
longitud 21.

La consideracién de vecindarios cada vez mayores implica crecimiento ex-
ponencial del coste computacional, pues deben considerarse las probabilidades
asociadas a 2%*! vecindarios para determinar la densidad tras t pasos.
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Regla(p Sd 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21
18]0.2513 |0.0081 [0.2929 |0.2929 |0.2788 |0.2782 |0.2774 |0.2734 |0.2727 |0.2682 |0.2702 |0.2695
22|0.3505 (0.0149 |0.4226 [0.3501 |0.3788 |0.3468 [0.3644 |0.3507 [0.3592 |0.3519 |0.3593 |0.351
30(0.4995 [0.0111 |0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
45(0.4996 [0.0112 |0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
54|0.4779 (0.0318 |0.5 0.4214 [0.3874 |0.437 |0.4164 |0.4314 |0.4548 |0.4513 |0.4385 [0.458
60(0.4995 [0.0111 |0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
90(0.4997 |0.0111 |0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
105|0.4994 [0.0112 |0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
106/0.4991 {0.0109 |0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
110|0.5704 [0.0036 |0.618 ]0.5285 |0.5156 [0.5306 [0.5163 |0.537 [0.5429 |0.5413 |0.5346 |0.5458
122|0.5006 [0.016 |0.618 [0.618 |0.5649 [0.5605 [0.5496 |0.5315 [0.5315 |0.5318 |0.5283 |0.5247
126|0.501 [0.016 |0.6884 [0.4392 |0.4715 [0.5421 |0.4487 |0.5169 [0.5326 |0.5231 |0.4542 |0.5165
146|0.2512 [0.008 |0.3333 [0.2776 |0.2759 (0.2752 |0.2759 |0.273 ]0.2732 |0.2661 |0.269 |0.2694
150/0.4995 [0.0111 |0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5

Tabla 3.1: Densidades medias observadas y puntos fijos de las funciones apro-
ximantes p; para la densidad tras t pasos, considerando vecindarios de longitud
2t + 1. Obsérvese que para las reglas con p =~ 0.5, excepto la regla 122, el punto
fijo de todas las funciones aproximantes es 0.5. Para las reglas con p # 0.5 se
tiene que los puntos fijos de las funciones aproximantes convergen lentamente a
la densidad observada.

3.2. Secuencias pseudoaleatorias generadas por la regla
30

La generacion de secuencias aleatorias tiene aplicaciones en diversas areas
de las matematicas: simulacion de procesos estocasticos, el método de Monte
Carlo, etc.

En este capitulo se estudian propiedades estadisticas de las secuencias ge-
neradas por iteraciones consecutivas con el autémata celular definido por la regla
30. En particular se aplican varios test de aleatoriedad a la secuencia generada
por la celda central, correspondiendo con la columna central en el patrén de
evolucién, para comprobar la factibilidad de esta regla como un generador de
numeros pseudoaleatorios.

Establecer una definicién universal de aleatoriedad resulta ser una tarea
delicada. En general se considera que una secuencia es aleatoria si no permite
detectar patrones, hacer predicciones ni encontrar una descripcion mas sencilla
que la misma secuencia. Una definicién mas estricta de aleatoriedad implica la
inexistencia de tal tipo de descripcién, en lugar de la dificultad de encontrarla.
Para secuencias generadas por algoritmos inherentemente deterministas como
un automata celular, ciertamente existe una descripcién sencilla, aunque quiza
sea arbitrariamente dificil de encontrar. Luego estas secuencias no verifican este
ultimo criterio estricto de aleatoriedad y se consideran secuencias pseudoaleato-
rias.
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3.2.1. Implementacién

A la hora de implementar un autémata celular en cualquier maquina, por
ejemplo un ordenador digital, se dispone de una cantidad finita de memoria. En
consecuencia la longitud del autémata implementado ha de ser finita. Como se
ha descrito con anterioridad (ver pédgina 3), hay diferentes formas de limitar la
longitud de las configuraciones manteniendo un comportamiento coherente en
los bordes.

Para un autémata finito, las secuencias pseudoaleatorias que se obtienen
considerando los valores consecutivos de una celda se repiten después de un
nimero finito de pasos. Se recuerda que cualquier autémata de longitud finita
da lugar a un conjunto finito de configuraciones posibles y ha de entrar en
un ciclo tras una transicion finita. Se tiene entonces una cota superior para la
longitud de secuencias que pueden ser consideradas aleatorias, pues alcanzada
la longitud del ciclo la secuencia se repite.

En la practica, sin embargo, resulta posible obtener secuencias pseudoalea-
torias largas si la longitud del autémata es suficientemente grande. No se han
encontrado resultados explicitos para las longitudes de ciclos alcanzados en la
evolucion de la regla 30, no obstante el enfoque empirico sugiere que las longitu-
des de ciclos crecen aproximadamente de forma exponencial con la longitud del
autémata. Para los automatas cilindricos definidos por la regla 30 con N < 59
se obtiene ITy ~ 2%%V El niimero de configuraciones que evolucionan al ciclo
de longitud médxima parece crecer con N, siendo 96 % para N = 17. Sin embar-
go, tanto la longitud maxima de ciclo como el nimero de configuraciones que
evolucionan al ciclo maximal presentan irregularidades debidas a propiedades
de simetria en determinadas configuraciones. Algunas de estas irreguaridades se
derivan de propiedades numerico tedricas de los valores de N.[4].

El tipo de condicién de frontera implementado tiene un efecto notable en
las longitudes maximales de ciclos. Del estudio hecho en [6] se concluye que
las condiciones de frontera constantes siempre producen decrecimiento en la
complejidad del comportamiento. De nuevo, el andlisis empirico dado en [4]
sugiere que la condicién de frontera periddica, esto es cuando el autémata celular
es cilindrico, da lugar a ciclos de mayor longitud, y parece por tanto la adecuada
para la implementacién practica.

3.2.2. Pruebas estadisticas

Para comprobar la validez de la regla 30 como generador de secuencias
aleatorias se deben aplicar una serie de procedimientos estadisticos a las se-
cuencias generadas. En general, la eleccion de estos procedimientos depende del
contexto en el que se obtienen las secuencias y del nivel de confianza exigido
en la aleatoriedad de las mismas. En principio, no hay un conjunto definido de
pruebas estadisticas tras cuya aplicacion se puede estar “totalmente convencido”
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de la aleatoriedad de una secuencia. Este hecho no es particular a la hipdtesis
de aleatoriedad de una secuencia, sino que ocurre en general en cualquier test
de hipotesis. Si una secuencia se comporta adecuadamente con respecto a un
conjunto finito 71,75, ..., T,, de pruebas de aleatoriedad, en general, no se pue-
de asegurar que no fallara en otra prueba 7T,,,;. En esta seccion se describen 5
pruebas estadisticas tomadas de [7], que en la préactica se han demostrado fiables
para secuencias usadas en computacion.

Se consideran las secuencias de bloques disjuntos de n bits consecutivos en
la columna central del autémata celular definido por la regla 30. Cada bloque de
n bits se corresponde con un nuimero entre 0 y 2" — 1, asi la secuencia equivale a
una secuencia de numeros naturales. Dependiendo de la prueba se toma n = 4
o n = 8, dando lugar a secuencias de nimeros entre 0 y 15 y entre 0 y 255
respectivamente.

1. Prueba de equidistribucién.
Se espera que los valores de la secuencia se distribuyan uniformemente entre
0y 2™ —1. Se considera el experimento de escoger un elemento aleatorio de la
secuencia y la variable aleatoria X:“Valor del elemento escogido”. Entonces
se tiene X ~ U(0,...,2™ — 1) con probabilidad para un determinado valor z:
P(X =x)= 2% conxr=0,1,...,2" — 1.

2. Prueba de brechas.
En esta prueba se examinan las longitudes de “brechas” entre las ocurren-
cias de valores dentro de un rango determinado. Se consideran dos valores
[y u tales que 0 < [ < u < 2" — 1 y se cuentan las longitudes de subse-
cuencias s;, Sj+1, ..., Si+r tales que s;1, sea el primer elemento de la secuencia
verificando que [ < s;4, < u. Esto es, una brecha de longitud r. Se consi-
dera el experimento de escoger una brecha aleatoria y la variable aleatoria
R:“Longitud de la brecha”. Se tiene que R ~ Geo(“}—ljl) con probabilidad
para determinada longitud r: P(R = r) = p(1 — p)” con p = “5H con
r=20,1,..

3. Prueba de elementos distintos.
Se consideran las subsecuencias Sj consecutivas y disjuntas de longitud
k < 2™ y se cuenta el nimero de elementos distintos que hay en Si. Si
D es la variable aleatoria que mide el nimero de elementos distinos en una
subsecuencia escogida al azar se tienen las probabilidades:

k —

P(D = d) = (2;)% cond=0,1,.. k.

4. Prueba de rachas mondétonas.
En esta prueba se consideran las longitudes de subsecuencias de valores cre-
cientes (no estrictamente). Notese que las longitudes de dos de estas ra-
chas mondtonas no son independientes, pues tras una racha larga hay mayor
probabilidad de que siga una racha corta, y viceversa. Para evitar esta de-

pendencia se “salta” el elemente inmediatamente consecutivo a cada racha,
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dando lugar a subsecuencias estadisticamente independientes. Si L es la va-
riable aleatoria de la longitud de una racha mondtona creciente se tienen las
probabilidades: P(L =1) =  — ﬁ paral=1,2,....

5. Prueba de maximos.
Se consideran los valores maximos de las subsecuencias de longitud k. Si M
es la variable aleatoria que mide el valor del maximo de una subsecuencia de
longitud ¢ escogida al azar se tienen las probabilidades:

P(M =m) = (%)F — () conom =0,1,...,2" — 1.

El procedimiento clasico para la realizacion de pruebas estadisticas del tipo
anterior es por medio de un test de bondad de ajuste. La idea general consiste en
asumir que cierto parametro de la muestra estudiada, en este caso de la secuencia
pseudoaleatoria generada por el automata, sigue una determinada distribucion
estadistica conocida. Por ejemplo, en la prueba de equidistrucion se asume que
los valores estan uniformemente distribuidos. Ahora se calcula un parametro
denomidado estadistico de la prueba, generalmente expresado en términos de la
diferencia entre los valores observados (los de la muestra) y los valores esperados
(los correspondientes valores tedricos de la distribucién asumida). El estadistico
de la prueba mide “cudnto se aleja” la muestra de la distribucién esperada y
la teoria de los test de bondad de ajuste permite asociar una probabilidad a
que la muestra tenga un estadistico dentro de un rango determinado. Para el
estudio de variables aleatorias discretas, como es el caso en todas las pruebas
aqui planteadas, es usual la prueba de Chi-Cuadrado (x?), o, en el caso de tener
muchas categorias de observaciones como en la prueba 5, el test Kolmogorov-
Smirnov. Véase [7] para una descripcién de estos procedimientos en el contexto
de pruebas estadisticas para secuencias aleatorias.

Alternativamente, cuando se dispone de los recursos computacionales nece-
sarios, puede compararse el rendimiento de la secuencia candidata a ser aleatoria
en las pruebas estadisticas con el rendimiento de secuencias obtenidas con un
generador pseudoaleatorio de cuya bondad ya se esté convencido. Esto tiene la
limitacion de que, como mucho, se puede garantizar que la secuencia estudiada
es tan aleatoria como una obtenida con el generador pseudoaleatorio usado. Sin
embargo este procedimiento tiene una gran ventaja: no es necesario conocer la
distribucion teorica del parametro estudiado en la prueba estadistica, pues pue-
de obtenerse una distribucion “pseudotedrica” por medio de la simulacion de
un gran numero de secuencias con el generador pseudoaleatorio. Una segunda
ventaja de este método es que permite evitar el problema de la adecuacién de la
muestra estudiada a un determinado test de bondad de ajuste. Resulta que, por
ejemplo, en general no es evidente cuantas observaciones deben obtenerse para
poder hacer una prueba de Chi-Cuadrado “apropiada”[7].

Para el estudio presente de la secuencia generada por el autémata celular
definido por la regla 30 se ha optado por esta iltima alternativa. Las secuencias
pseudoaleatorias se han obtenido via la funciéon rand() de Julia 1.6. El cbédigo
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utilizado para la realizacién de todas las pruebas se encuentra en el anexo. El
experimento realizado consiste en los siguientes pasos, donde la distribucién es
la correspondiente a la prueba estadistica en cuestion:

1. Se obtiene la secuencia correspondiente a la columna central del autémata.

2. Se estima la distribucién esperada simulando 10* secuencias pseudoaleatorias.

3. Se calcula la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores ob-
servados en la secuencia generada por el autémata y los valores esperados
correspondientes a la distribucion estimada. Este estadistico indica cuanto
se aleja la secuencia generada por el autémata de la media esperada para la
prueba estadistica en cuestion.

4. Se calcula el estadistico anterior para un nimero grande de secuencias pseu-
doaleatorias.

5. Se obtiene la fraccién de secuencias pseudoaleatorias simuladas que se alejan
mas de la distribucion esperada que la secuencia generada por el autémata.

La hipotesis de que la secuencia generada por el automata es aleatoria im-
plica que la fraccion obtenida en el ultimo paso del experimento debe seguir una
disrtribucién uniforme entre 0 y 1. Este hecho se sigue de que, si las secuencias
generadas por el automata efectivamente son aleatorias, los estadisticos de estas
secuencias deberdan seguir la misma distribucion que los correspondientes a las
secuencias pseudoaleatorias simuladas.

En las tablas siguientes se muestran los resultados del experimento para
las cinco pruebas estadisticas descritas en esta seccion. En la tabla 3.2 se tie-
nen las fracciones de secuencias pseudoaleatorias con estadistico mayor que el
de la secuencia particular generada por el automata a partir de una celda ne-
gra. Salvo para N = 17 las fracciones parecen estar distribuidas uniformemente,
apoyando la hipodtesis de que la secuencia generada a partir de una celda negra
es aleatoria. En la tabla 3.3 se muestran los resultados de un total de 103 expe-
rimentos donde las secuencias generadas por el automata se obtienen a partir de
condiciones iniciales aleatorias de densidad p = 1/2. Para cada una de las 10?
secuencias generadas por el autémata a partir de una condicién inicial aleato-
ria diferente, se realiza el experimento descrito anteriormente. Se espera que la
media de los resultados de los experimentos sea 0.5. Nuevamente, salvo para N
tal que L > Ily, los resultados apoyan la hipdtesis de que el autémata celular
cilindrico definido por la regla 30 es factible como un generador de secuencias
pseudoaleatorias.
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Prueba

N=17

N=23

N=25

N=29

N=35

N=37

N=44

N=47

N=49

N=53

2

0
0.1663
0.4687
0.4504
0

0.9239
0.0145
0.7144
0.3391
0.7728

0.8138
0.6505
0.2567
0.5669
0.6123

0.2258
0.7423
0.7318
0.9828
0.1266

0.3264
0.4871
0.2400
0.4466
0.6501

0.6489
0.1268
0.0737
0.1562
0.7205

0.7002
0.0367
0.6076
0.4572
0.9350

0.4412
0.7162
0.0101
0.6301
0.6423

0.4869
0.0436
0.8178
0.1306
0.0201

0.1347
0.3899
0.3941
0.7952
0.6132

Tabla 3.2: Fraccién de secuencias pseudoaleatorias con resultados méas extremos
que para la secuencia generada por el autémata celular cilindrico definido por la
regla 30 (la columna central), de longitud N y partiendo de una sola celda negra.
El ntimero de secuencias pseudoaleatorias generadas para obtener la fraccion es
10%. Nétese que en las pruebas 1 y 5 con N = 17 la secuencia generada por el
autémata difiere més de la distribucién media que todas las secuencias simuladas.
Esto se debe a que I117 = 10845 < 64000 y el autémata ha entrado en un ciclo.
Se observa que las pruebas 2, 3 y 4 no detectan este fenémeno. En general, no se
detecta desviacion de la distribucién uniforme esperada para las fracciones.

Prueba
HN ~

N=17
10*

N=23
3.8-10%

N=25
5.8 10°

N=29
1.5-10°

N=35
1.8-107

N=3T7
4.9-107

N=44
1.9-108

N=47
8.1-10%

N=49
9.9-10°

N=53
4. 101()

~0
0.2634
0.4769
0.3233
~0

0.8626
0.3685
0.4415
0.4783
0.7310

0.5064
0.4789
0.5031
0.4921
0.5132

0.4609
0.4602
0.5145
0.5234
0.5292

0.4806
0.4894
0.5123
0.4933
0.5014

0.5060
0.4854
0.5073
0.4968
0.4869

0.5068
0.4950
0.5182
0.4985
0.5132

0.5109
0.5103
0.5030
0.4982
0.4797

0.5121
0.5100
0.4975
0.5066
0.4869

0.5097
0.4812
0.4923
0.4999
0.5025

Tabla 3.3: Fracciéon media de secuencias pseudoaleatorias con resultados més
extremos que para una secuencia generada por el autémata celular cilindrico defi-
nido por la regla 30, de longitud N y partiendo de una condicién inicial aleatoria
de densidad p = 1/2. La fraccién media se obtiene para un total de 10® experimen-
tos. En cada uno de los experimentos se generan 10* secuencias pseudolaeatorias
para obtener la fraccién. La fraccién media esperada es de 0.5. Desviaciones se
detectan para N =17y N = 23.




Conclusiones

El estudio de la evolucion de los autématas celulares, en particular de
los patrones generados por estos, muestra un hecho sorprendente: es posible
que sistemas basados en reglas sencillas desarrollen comportamientos diversos y
complejos.

Como se destaco en el capitulo introductorio, a excepecion de algunas carac-
teristicas particulares, la prediccion del comportamiento de un autémata celular
no trivial es una tarea dificil. Sin embargo, en el caso de las reglas aditivias es
posible derivar resultados algebraicos sobre el conjunto de configuraciones y la
estructura del diagrama de transicion de estas. Las reglas de autémata celular
que no verifiquen el principio de superposicién aditiva no permiten, en general,
un analisis algebraico analogo al que se ha desarrollado en el segundo capitulo.

La facil implementacion de los autéomatas celulares en un ordenador per-
miten un extenso andlisis empirico. Por un lado, para las reglas que generen
patrones complejos, la densidad de celdas negras resulta converger siempre, in-
dependientemente de la condicién inicial. Es posible aproximar el limite de con-
vergencia por medio de funciones recursivas. Por el otro lado, los resultados de
cinco pruebas de aleatoriedad clasicas indican que la columna central del patréon
generado por la regla 30 puede considerarse aleatoria.

Hay un numero interminable de preguntas abiertas sobre los autématas
celulares. Muchas de ellas relacionadas con problemas abiertos en teoria de la
computacién y teoria de nimeros. Algunas de ellas, en particular las 3 siguientes,
fueron propuestas por S. Wolfram y se refieren a la regla 30 en un autéomata sin
frontera (infinito): ; Es posible demostrar que la columna central es no-periédica?
. Ocurren las celdas blancas y negras con la misma frecuencia? y ;jEs posible
computar el valor de la celda n-ésima en un tiempo computacional menor que
O(n)? También son interesantes muchas cuestiones de cardcter empirico: ;Cémo
se distribuyen los triangulos en los patrones de clase 1117 ; Aparece orden a todas
las escalas?
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Se acaba esta memoria con una breve anéctoda, que contd Stephen Wol-
fram en una entrevista con Alexander Fridman, sobre la época en la que él mis-
mo trabajaba junto al famoso fisico Richard Feynman en la empresa Thinking
Machines, en los anos ochenta. Stephen Wolfram habia descubierto el compor-
tamiento extrano de la regla 30 por mera casualidad al ejecutar una serie de
simulaciones con reglas escogidas al azar. Primero pensaba que debia tratarse
de una anomalia y decidié imprimir el patrén generado en un formato grande, de
varios metros cuadrados, y estirarlo por el suelo de la empresa. Cuando estaba
inspeccionando el patrén se le acerca Richard Feynman y le pregunta “j; Como
sabias que la regla iba a producir todo esto?!” a lo que Wolfram responde que
no lo sabia de antemano, sino que lo descubrié por accidente. Tranquilizado por
esta respuesta Feynman responde que estaria aliviado al saber que él (Wolfram)
tampoco tuviera intuicién sobre el fenémeno que estaban observando.
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A.1. Tabla de reglas equivalentes

X[X[X[x [sim|[X[X[X[X[sim|[ X [X[X[X°[sim][ X [X[X [ X" [sim
CLASE I 151585 85 | d |[57] 9999 57 170 [170[240[ 240 | d

0 |255| O | 255 |b,c,d||{ 19|55 |19 | 55 | a || 58 |163|114|177 1721202|228| 216

8 1239 64 | 253 23123123| 23 | b ||62]131|118]145 178 |178(178| 178 | a

32|251|32|251| a 24 1231| 66 | 189 721|237 72237 | a || 184(226|226| 184

40 [235] 96 | 249 25 [103] 67 | 61 73[109] 73 [ 109 | a || 200 [236]200] 236 | a

128(254|128| 254 | b 26 |167| 82 | 181 74 |173] 88 | 229 204 [204|204| 204 | a,d

136[238[192[ 252 | d_|[ 27|39 |83 53 76 [205] 76 | 205 | a |[232[232[232[ 232 b

160]250[160] 250 | ¢ |[ 28 [199] 70 | 157 7777 [ 77| 77 | a CLASE I

168|234 |224| 248 29| 7171 29 78 |141] 92 | 197 18 |183| 18 | 183 | a
CLASE II 33 (123133 | 123 | a [|94(133| 94 |133| a 22 |151122 151 | b

1 [127] 1 [127] b |[34[187]48 [ 243 d |[104]233[104] 233 b || 30 [135[86 | 149

2 |191| 16 | 247 35|59 (49 |115 108{201{108| 201 | a 45 | 75 (101] 89

36317 |119] d |[36 21936 219 a ||130[190|144] 246 60 |195[102[ 153

4 [223] 4 |223] a |[37]91]37| 91 | a |[132[222[132[222| a |[ 90 [165]90 [ 165 | c

5195|519 | ¢ 38 |155| 52 | 211 134(158|148| 214 105 (105105 105 | b

6 [159] 20 | 215 41 |107| 97 | 121 138|174|208| 244 122 1161(122| 161 | a

7 31|21 87 42 (1711112 241 140(206(196| 220 126 (129(126] 129 | b

9 (111|65 | 125 43 | 43 |113| 113 142(142|212| 212 146 (182|146| 182 | a

10 [175] 80 | 245 44 [203[100] 217 152(230[194] 188 150 [150]150] 150 | b

114781 | 117 46 (139(116| 209 154|166(210| 180 CLASE IV

12 |207] 68 | 221 | d 50 (179|150 | 179 | a ||156]|198|198| 156 54 (147|154 1147 | a

13[79]69] 93 51[ 51|51 51 |a,d|[162[186]176] 242 106 [169]120] 225

14 1143| 84 | 213 56 [227| 98 | 185 164(218(164| 218 | a || 110|137|124| 193

Tabla A.1: Las 88 reglas inequivalentes ordenadas por clases de Wolfram. En
la primera columna de cada clase de equivalencia se tiene la regla representante
(menor valor en la nomenclatura de Wolfram). En la columna sim se indican las
restricciones que cumplen las reglas, siendo los identificadores (véase la pdgina
12): a si cumple la restriccién (1), b si cumple la restriccién (1.1) ¢ si verifica la
restriccién (1.2) y d si cumple restricciones (2.1) o bien (2.2). Es evidente que si
una regla cumple b o ¢ también cumple a. En este caso solo se indicara la simetria
mas restrictiva.
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A.2. Anillo de los dipolinomios

Se denota por Dz,[z]| al anillo conmutativo de los dipolinomios con coefi-
cientes en el cuerpo Zy. Un dipolinomio A(x) se dice que divide a otro dipo-
linomio B(z) si existe un dipolinomio C(z) tal que B(z) = A(x)C(x). Esto
se denota por A(z) | B(z). Se define la congruencia como sigue: A(z) = B(x)
mod (C(x)) para dipolinomios A(z),B(z) y C(x) si C(x) | A(z) — B(x)..

La relacién de congruencia de dipolinomios, al igual que ocurre con polino-
mios, es una relacién de equivalencia. Considerando C(x) = ¥ — 1 se obtiene el
conjunto de clases de equivalencia, o conjunto cociente, Dz,[z]/(z" — 1), donde
(¥ — 1) denota al ideal generado por el dipolinomio z¥ — 1.

En general, para todo anillo conmutativo A tal que I C A es un ideal de A,
si[a) ={be€ AJa—b € I} esla clase de equivalencia de determinado elemento
a, el conjunto de clases de equivalencia A/I = {[a]/a € A} es también un anillo
conmutativo. Las operaciones en A/I son las inducidas por las operaciones en
A. Se denomina proyeccién candnica al homomorfismo 7 : A — A/I definido
por w(a) =[a] Va€ A.

Se tiene entonces que el conjunto cociente Dz,[x]/(z™ — 1) es un anillo
conmutativo con las operaciones

[p(2)] + [q(x)] = [p(z) + q(z)] (1)

[p(2)][g(2)] = [p(x)q(x)]. (2)

Notese que, en lo presente, las clases de equivalencia inducidas por la re-

lacién de congruencia médulo 2V — 1 se denotan por p(x) méd (zV — 1) para
todo p(z) € Dz,[z]. Esto es [p(x)] = p(z) méd (zV —1).

Proposicién A.1 Todo dipolinomio D(x) = Y. a;x’ es congruente mddulo
(2N —1) con un tinico polinomio de grado menor que N. Ademds este polinomio

viene dado por
N-1

i=0 \ j
Demostracion. De 1 se sigue que
D(z) = Zajxj méd (2 —1) = Z(ajxj méd (2N — 1)).
J J
Se comprueba que para todo j se tiene 27 = 2' méd (2 — 1) donde j = i
moéd (N) con 0 <i < N — 1y entonces
—1
<Z al+]N> x'.

N-1

Z(ajxj mod ( Z Z a;

j j=i méd (N) i

2

I§
o
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Propiedad 1 Para dipolinomios A(z), B(x), C(x), D(x) y M(z), si

A(x) = B(z) méd M(x) y C(x)=D(x) méd M(z)

entonces
A(z)C(z) = B(z)D(x) méd M (z)
Demostracion.
Az) =T(z)M(z) + B(z) y C(z) = S(z)M(z) + D(z)
y entonces

A(x)C(x) = [T(x)S(z)M(x) + T(x)D(z) + B(z)S(x)|M(x) + B(z)D(z)

y por tanto
A(z)C(x) = B(z)D(x) méd M(x).

Propiedad 2 Para dipolinomios A(z), B(z), C(z), D(z) y M(x) si
Cla) | A(x) y Clz) | M(z) y A(z) = D(x) moéd M(x)

entonces

C(zx) | D(x).

Demostracion. Se tiene que A(z) = Q(x)C(x), M(z) = S(z)C(x) y
A(x) =T(x)M(x) + D(x) para ciertos dipolinomios Q(z), S(x) y T(z).
Entonces

A(z) = T(2)S(2)C(x) + D(x) = Q(x)C(2),
por lo que D(z) = (Q(z) — T(z)S(x))C(x), y por tanto C(z) | D(z).

A.3. Anexo externo

En el siguiente enlace se encuentra el anexo externo a esta memoria: https:
//drive.google.com/drive/folders/1ryohkENHy7_Ou2jORPaU_YZFxLql41lV_
?usp=sharing

El documento contiene los codigos de Julia que se han utilizado para la
creacion de los patrones de evolucion de AC, iméagenes de los patrones para las
256 reglas de AC elemental y las demostraciones correspondientes a las propo-
siciones y lemas del capitulo dos.


https://drive.google.com/drive/folders/1ryohkENHy7_0u2jORPaU_YZFxLql4lV_?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1ryohkENHy7_0u2jORPaU_YZFxLql4lV_?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1ryohkENHy7_0u2jORPaU_YZFxLql4lV_?usp=sharing
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BEHAV|0UR of a particular class of one-dimensional cellular au-

tomata is presented. Using algebraic methods, results on num-
ber and type of configurations are derived for the set of additve
automata. Density distribution of black cells in cellular automata
evolution and pseudorandom sequences generated by cellular au-
tomata with rule number 30 are studied empirically.

1. Cellular Automata

Cellular Automata are discrete dynamical systems capable of
generating complicated patterns while based on very simple un-
derlying rules. The following figure shows a particular rule for an
Elementary Cellular Automaton.

I SlCE L EElE ] slEs ]
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Figure 1: Particular rule for a cellular automaton with 3-cell neigh-
bourhoods and two possible states: black and white. The rule
indicates the color of the cell in the middle of each neighbourhood
in the next step of the automaton evolution.

Different rules show various kinds of behaviour. It is possible to
classify the behaviour of a particular automaton according to four
different classes shown in the next figure:

Figure 2: Four classes of cellular automaton behaviour.

The idea of cellular automata first came up in the 50s. John von
Neumann and Stanislav Ulam considered these systems to un-
derstand the mechanisms behind self-reproducing structures in
biology.

Many features of biological systems and complex systems in gen-
eral turn out to be part of cellular automaton behaviour. The
next figure shows the striking similarity between the pattern on
a seashell and the pattern generated by a particular cellular au-
tomaton.

Figure 3: Oliva Porphyria shell (fotograph by Donna Pomeroy).
The pigmentation pattern compares to the evolution pattern of the
elementary cellular automaton rule 22.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Septiembtre, 2022

2. Additive Automata

Additve cellular automata verify the additive superposition princi-
ple:

X(p+p) = X(w) + X ()
for X a particular additive rule and y, i/ two given configurations
of the state space. For this particular set of rules algebraic re-
sults can be derived based on the identification of configurations
of the state space with dipolynomials. For cylindrical elementary
automata a unique correspondance between configurations and
polynomials with coefficients in Z, exists:

i+1 i+3

= [.01101. ] ¢ -2l + 2 4o

The transition between configurations of the state space can be
represented with an oriented graph called the state transition di-
agram. For additive automata, general results on the structure of
this graph can be derived.
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Figure 4: State Transition Diagram for the rule 90 cylindrical cel-
lular automaton.

3. Randomness in rule 30.

The particular cellular automaton rule 30 can be used as an ef-
fective random sequence generator.
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Figure 5: Rule 30 startmg from a single b/ack cell. The sequence
of black and white cells in the center column turns out to be effec-
tively random.
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