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Resumen - Abstract

Resumen

En esta memoria analizamos dos teoremas fundamentales del Cdlculo
Diferencial: El Teorema de la Funcion Inversa y el Teorema de la Fun-
cion Implicita. Consideramos primero algunos aspectos generales sobre
espacios normados y métricos, y en particular, sobre el espacio de las
matrices M, (R), n € N. Asimismo, abordamos el estudio del Teorema
del punto fijo de Banach, que resulta ser un elemento fundamental en
la demostracion del Teorema de la funcién inversa, asi como también
estudiamos el Teorema del valor medio en el contexto vector-valuado.
Por ultimo enunciamos y probamos los dos teoremas principales de es-
ta memoria, presentando algunas de sus consecuencias, entre las que
figura la version del teorema de la funcién inversa para funciones ho-
lomorfas.

Palabras clave: Funcion inversa local — Funcién implicita — Teorema
del punto fijo de Banach — Teorema del valor medio.

Abstract

In this work we analyze two essential theorems in Differential Calculus:
The Inverse Function Theorem and the Implicit Function Theorem. We
first consider some general aspects on normed vector and metric spa-
ces, and particularly, on matrix spaces My (R), n € N. Likewise, we ad-
dress the study of Banach Fixed Point Theorem, which turns out to be
a fundamental element in the proof of the Inverse Function Theorem,
and we also study the Mean Value Theorem in the vector-valued con-
text. Finally we state and prove the two main aforementioned theorems,
showing some of their consequences, among which is the version of the
Inverse Function Theorem for holomorphic functions.

Keywords: Local inverse function — Implicit function — Banach fixed-
point theorem — Mean Value Theorem.
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Introduccion

La presente memoria estd dedicada a dos resultados relevantes dentro del
Calculo Diferencial: el Teorema de la funcion inversay el Teorema de la funcion im-
plicita. Ambos teoremas constituyen unos de los més importantes, y de los mas an-
tiguos, paradigmas en las matemadticas modernas. Si nos remontamos al siglo XVII
podemos encontrar textos de Isaac Newton (1642-1727) donde aparece el germen
delaidea que se encuentra detras del teorema de la funcién implicita, incluso en el
trabajo de Gottfried Leibniz (1646-1716) se muestra explicitamente un ejemplo de
derivaciéon implicita. Mds tarde, ya entre los siglos XVIII y XIX, mientras que Joseph
Louis Lagrange (1736-1813) presenta un resultado que puede verse esencialmente
como una version del teorema de la funcién inversa, el matematico Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857) aborda el estudio del teorema de la funcién implicita con ri-
gor matematico, hecho por el cual se le atribuye su descubrimiento. Estos teore-
mas siguen siendo fundamentales en la actualidad, constituyen, por ejemplo, una
herramienta tedérica bésica para el estudio de la variedades diferenciables.

Ambos resultados pueden pensarse como formulaciones complementarias
equivalentes de la misma idea. De hecho, pueden deducirse uno a partir del otro.
El Teorema de la funcién inversa es técnicamente un teorema de existencia local
de la inversa de una funcién. Determinar explicitamente la expresion de la funciéon
inversa, cuando existe, no suele ser tarea facil. Es deseable poder encontrar un cri-
terio que permita garantizar, por una parte, que existe la inversa de una funcién,
al menos localmente, y por otra parte, que esta funcién inversa hereda las buenas
propiedades de la funcién de partida (continuidad, diferenciabilidad,...). El Teore-
ma de la funcién inversa proporciona condiciones suficientes, en términos de las
derivadas en un punto, que aseguran que una funcion sea invertible en un entorno
de dicho punto.

Por otro lado el Teorema de la funcién implicita se relaciona con la cuestién
de tratar de resolver un sistema de ecuaciones. El asunto se puede formular como
un problema de existencia de una funcién definida implicitamente por una ecua-
cion. El Teorema de la funcién implicita proporciona condiciones suficientes para
abordar con éxito este problema.



VIII Introducciéon

Hemos dividido el trabajo en dos capitulos. En el primero presentamos los
elementos fundamentales de la teoria que son necesarios para el desarrollo del si-
guiente capitulo. En concreto, se introducen los conceptos de espacio normado y
espacio métrico, se abordan sus principales propiedades y se proporcionan algu-
nos ejemplos, prestando una atencion particular al espacio de las matrices al que
dedicamos un apartado. Es también en este primer capitulo donde presentamos y
demostramos el Teorema del punto fijo de Banach, una herramienta de gran utili-
dad para la prueba del teorema de la funcién inversa.

En el segundo capitulo se desarrolla el estudio de los dos teoremas centrales
de la memoria. En un primer apartado tratamos el Teorema de la funcion inversa
en el contexto de las funciones reales de variable real, presentando previamente
diversos resultados en relacion a la monotonia y la continuidad de las funciones.
Para el anadlisis del Teorema de la funcién inversa en el contexto vector-valuado
abordamos primero algunos resultados en relacion al Teorema del valor medio pa-
ra funciones de varias variables. Asimismo, analizamos la existencia de la funcién
inversa, tanto global como local, para algunas funciones particulares. Con estos
ejemplos podemos examinar las condiciones que se exigen después en el Teorema
de la funcién inversa. Y terminamos la memoria con el enunciado y demostracién
de los Teoremas de la funcién inversa y de la funcién implicita, aportando algunas
consecuencias, como la version del teorema de la funcién inversa para funciones
holomorfas.

Para el desarrollo de este trabajo nos hemos apoyado en las referencias indi-
cadas en la bibliografia, de las que destacamos las obras de Edwards [1], Fleming
[2] y Flores y Sadarangani [3].
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Espacios normados y métricos

1.1. Espacios normados

Sea X un espacio vectorial sobre R. Una normaen X es una aplicaciéon ||| : X — R,
que verifica las condiciones siguientes:

(a) no degeneracion: si x € X, | x|| =0, entonces x = 0;

(b) homogeneidad: |[Ax|| = |Allx]l, LeR, x€ X;

(c) desigualdad triangular. | x + yll < x|+ lyll, x,y € X.

Observamos, en virtud de (b), que [0l = 0y que || — x|| = [lx||. Luego, usando la
desigualdad triangular, podemos deducir que | x|| = 0, x € X. Es decir, una norma
es una aplicacion de X en [0,00).

Podemos definir sobre X una topologia relativa a la norma || - || de la forma
siguiente. Para cada x € X y r > 0, denotamos por B(x, r) al conjunto, asociado a
-1, dado por B(x,r) ={ye€ X : |y — x| < r}. Decimos que un subconjunto A c X es
abierto si A= @, o bien, cuando para cada a € A existe r >0 tal que B(a, r) c A.

Como primer ejemplo consideramos el espacio X =R”. Paracada 1 < p < oo
podemos definir [| - | , mediante

=1,..,n

n
|x||,,—(2|x,|”) , 1=p<oo, Y lxleo= méx |xil,
— 1=

siendo x = (x1,...,x,) €eR". Paracadal < p<oo, |- [ p es una norma en R”.

La norma de cada vector x de un espacio normado X se interpreta siempre
como la longitud de x. En particular, en R”, si consideramos otra norma diferente
ala euclidea, || - ||2, estamos cambiando la forma de medir la longitud de x € R". En
la siguiente figura representamos el conjunto B(0,1) en R?, cuando consideramos

I-Ilp,parap=1p=2y p=oo.

1| *2 o1 1| *2
B(0,1) P B0
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Sin embargo, podemos probar que las normas que hemos definido para R”
son equivalentes. Recordamos que, dado un espacio vectorial X y dos normas ||| 4
v |- llp en X, decimos que son equivalentes cuando existe ¢ > 1 de manera que

1
EllxllaSIIxIIbSCIIxIIa, xeX, (1.1)

lo cual equivale a decir que las dos normas generan en X la misma topologia.

Proposicion 1.1. Sean1 < p,g < oo, || - ||p yi- IIq son normas equivalentes en R".

Demostraciéon. Mostramos, en primer lugar, que si 1 < p < oo, entonces
1/ n
Xlloo < lIxllp < PllXloo, x€R" (1.2)

Sea x = (x1,...,X,) € R". Que || X[l < [ x]l», se deduce facilmente ya que

n 1/p
1/
el = ()P < (Y 11P) = e, k=1,
j=1

Por otro lado, podemos escribir,

Il = (3 1x;17) 7 < (i(k

n
. 1/ . 1/ 1/
max 1xeDP) P = max [xl (Y DYP = nPllxll o
j=1 j =

yeery 11 :1,...,7’1 ]:1
Supongamos ahora, 1 < p, g < co. De (1.2) podemos deducir que
1/ 1/ 1/p+1/ 1/p+1/
Ixl,<n'Plxleo<nPlxllyg<n'P"xlloo < - P9 x]l .

Luego, nlp lxllp <llxlg < n’d |l x|l », esto es, concluimos que las normas son equi-
valentes (podemos tomar ¢ = n!/P*/4 en (1.1)). O

En relacion al resultado recogido en esta proposicion podemos afirma mas
ain: dos normas cualesquiera en R” son equivalentes.

Proposicion 1.2. Toda norma en R" es equivalente a || - || oo.

Demostracion. Sea | - || una norma en R”. Consideramos la base candnica {e it ;?:1,
siendo e; = (ej1,¢€j2,...,€jn), donde ejr = 1,si k= jyejr =0, cuando k # j.
Sea x = (x1,...,x,) € R". Podemos escribir x = 27:1 xjej,y, aplicando la de-

sigualdad triangular obtenemos

n n

n
lxl < ) 1xjlllejll < méx |xil ) llejll =cllxlloo, conc=)_lle;l.
j=1 k—l,...,l’l j=1 j=1

Por otro lado, sea S = {x € R" : | x||oo = 1}. El conjunto S es compacto en R” con
la topologia usual (que, en virtud de la Proposicién 1.1, coincide con la topologia
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generada por la norma | - [l»). Recordamos que A c R es compacto en R" con la
topologia usual si, y solo si, A es cerrado y acotado.

Denotamos por F la funcién definida por la norma | - ||, esto es, F(x) = || x|, x € R".
Se tiene que F es continua como funcién de (R”, ] - lo,) en ([0,00),7,) (Aqui, T,
representa la topologia usual). En efecto, sea xp € R" y (x,)S>; < R" una sucesion
tal que x; — X9, cuando n — oo, en lanorma || - || . Entonces,

|F(xn) = F(x0)| = 1 xnll = 1xo Il < | xn = X0l < ¢l Xy — Xlloo,

y, por tanto, F(x,) — F(xp), cuando n — oo.
Puesto que S es compacto en (R”, | - [l«), podemos encontrar a, b € S de ma-
nera que
minF(y) = F(a) < F(x) < F(b) =maxF(y), xeS.
yeS yeS

Sea x € R™\ {0}. Es claro que y = —=— € S (|| ylloo = 1). Luego, F(a) < F(y), esto es,

1%l oo
lall < Iyl = £k, 1o que implica que || all [ xlloo < Il x]].
Ademss, teniendo en cuenta que a € S, se sigue que | all, = 1 y necesaria-
mente a # 0. Por tanto, [|all Z#0y | X]leo < ”—;Hllxll.
Cuando x = 0 la desigualdad anterior es clara (de hecho, se trata de una igualdad).

O

Observacioén 1.3. La propiedad que se recoge en la Proposicién 1.2 es cierta para
cualquier espacio vectorial de dimension finita.

De manera natural surge entonces la pregunta de qué ocurre cuando un es-
pacio vectorial es de dimensién infinita. Vamos a ver que la equivalencia de las
normas es una propiedad que distingue los espacios vectoriales de dimension fi-
nita de los de dimension infinita.

Sea X un espacio vectorial de dimensién infinita y tomamos una base ‘B de
X, de la que sabemos que tiene cardinal no finito. Cada x € X tiene una represen-
tacion, que es Unica, en términos de los elementos de *B, esto es, existen tinicos
bi,...,by € %yal,...,ak € R tales que x = arb;+...+aibg.

Podemos entonces definir dos normas || - [|; y || - loo €n X mediante

k k
Ixllh=) lajl 'y lxleo= max lajl, x=) a;b;.
J J J¥]
j=]- ]=1,...,k ]=1
Veamos primero que, efectivamente, son normas en X.

(a) No degeneradas. Sea x € X tal que || x||; =0 (o bien, || x]lcc =0).Si x = Z?:l a;bj,
a;j€Ryb; € ‘B, eslarepresentacion (tinica) de x respecto a la base ‘B, entonces

=1,...,

k
Y lajl=0 (obien, ‘méx laj|=0),
i=1

lo que implica claramente que a; = 0, para todo j = 1,..., k, y por tanto, x = 0.
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(b) Homogéneas. Sean)tel]%yx:z;?zl ajbje X,dondeajeRybje€ B,j=1,..., k.

Entonces, Ax = Z’YZI Aajbjy, esta es la tnica expresion de Ax como combina-
cion lineal finita de elementos de 8. Tenemos asi que

k n
IAxll =) 1Aajl =AY lajl = [Alllx];.
j=1 j=1

IAxlloo = max [Aajl=IAl max |a;l=|Allx]co.
=1,...k =1,...k

(c) Desigualdad triangular. Sean x, y € X tales que x = Zile aibjyy= Z}f’il a’j b;.,
donde ai,a:’j el]%yb,-,b;. €eB,i=1,...k j=1,...,m.
Supongamos que b;, = b;.l, para ciertos ip € 1,...,k, y j1 € 1,..., m. Entonces, en
la combinacion lineal que define a x + y aparece el sumando (a;, + a}l)bio y
entonces, tanto en || x+ y|l; como en || x + yllo tenemos el término |a;, + a’jl |. De
la desigualdad triangular en R se sigue que |a;, + a’jl | <laj,|+ Ia’j0 |. Por tanto, se
sigue que

k m
/
Ix+yli <) lajl+) la;| = llxlly + 1yl
i=1 j=1

z 4 !
1X+ Ylloo = max Ja;[+ max [aj[=[xloo+l¥llco-

i=1,.., j=1..,

Veamos ahora que las dos normas definidas no son equivalentes en X. Con-
cretamente, vamos a mostrar que no existe ¢ > 0 de modo que | x|} < ¢||X[lco, X € X.
Ya que el cardinal de ‘B no es finito, podemos encontrar una sucesion (b,)9>., <‘B
siendo b, # b, n # m. Si, para cada n € N, consideramos a,, = Z;?Zl bj, es claro
que |laxl = Z?:l 1 = n, mientras que | a;llco = mészl,m,kl =1, n € N. Luego, si
existiera ¢ > 0 tal que | x||; < cllxllco, X € X, en particular, tomando x = a,, n€N, se
llegaria a que n < ¢, para todo n € N. Y esto, evidentemente, es falso.

Hemos probado asique || |[; y || - oo nO son equivalentes en X.

1.1.1. Operadores lineales entre espacios normados

Dedicamos esta seccion a analizar algunos aspectos bdsicos en relacion a las
aplicaciones lineales entre dos espacios normados que tienen un buen comporta-
miento algebraico y también topolégico: los operadores lineales y continuos.

Un operador lineal es sencillamente una aplicacion lineal entre dos espacios
vectoriales, ambos sobre el mismo cuerpo K. Para hablar de continuidad conside-
ramos (X, || - llx) e (Y,] - lly) dos espacios normados. Sea T : X — Y un operador
lineal. Decimos que T es un operador continuo en xo € X cuando para todo € > 0,
existe 6 > 0 de manera que si || x — xg|| x < 6 entonces || T(x) — T (xo)lly < €.

La continuidad de un operador lineal entre espacios normados puede carac-
terizarse de varias formas, como las que recogemos en el siguiente teorema.
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Teorema 1.4. Sean (X, |.lx) e (Y, |.ly) espacios normados y T un operador lineal
de X en Y. Son equivalentes:

(i) T es continuo enO.

(ii) T es continuo en xy, para algtin xp € X.

(iii) T es continuo en cada xy € X.

(iv) Existec >0 tal que | T (x)|ly < clix|x, x € X.

Demostracién. Las implicaciones (i) = (ii) y (iii) = (i) son evidentes.

Veamos que (ii) = (i). Supongamos que T es continua en xp € X y fijamos
€ > 0. Por hipétesis, existe 6o > 0 tal que || T'(y) — T'(xo) |l < €, cuando ||y — xpll x < 8p.
De aqui podemos deducir que | Tx|ly < €, cuando | x| x < d¢. En efecto, sea x € X
tal que || x|lx < &p. Luego, si y = x + xo, se tiene que ||y — xollx < dp y, por tanto,
IT(y)— T(xp)lly <e.Dado que T es lineal, podemos concluir que

IT@ Ny =1Tx=+TW Iy =1TH) - Txo)lly <&,

esto es, T es continuo en 0 (n6tese que T(0) =0 por ser T lineal).

(i) = (iii) Supongamos que T es continuo en 0 y sea xy € X. De nuevo fijamos
€ > 0. Sabemos que existe 6y > 0 verificando que | T(z)|ly < €, cuando | z| x < .
Entonces, usando de nuevo la linealidad de T, se tiene que, para todo x € X tal
que ||x— xpllx < 8¢ se verifica | T (x) — T'(xo)ly = I T (x—xo)lly < €0,y (iii) queda asi
establecido.

(i) = (iv) Supongamos que T es continua en 0. Tomando ¢ = 1, encontramos
6 >0de modo que | T(x)|ly <1 cuando |l x|lx < 9.

Ya que T(0) = 0 la desigualdad en (iv) se sigue trivialmente para cualquier

valor de ¢ > 0. Consideramos ahora x € X \ {0} y tomamos z = 9_X_ g claro que

2 llxllx
lzllx = g <6, porloque || T(z)|ly <1.Lalinealidad de T y la homogeneidad de la
norma || - ||y permiten concluir que

ZIIXIIXZ) ” _ 2llxllx
o Y o

Ya que 6 > 0 es una constante independiente de x € X, hemos obtenido (iv) con
c=2/6.

Finalmente probamos (i v) = (i). Supongamos que existe ¢ > 0 de forma que
ITX)]y <clxllx, x€ X.Seae>0. Tomando 6§ = €/c, se tiene que, para todo x € X
tal que || x|l x <6 se cumple que || T(x)|ly < clixllx < cd =€y (i) queda probado. O

2
IToly = | 7( IT@ly <5 lxlx.

Sean (X, | -lx) e (Y,]-|ly) dos espacios normados. Denotamos por L(X,Y)
al espacio vectorial de los operadores lineales y continuos de X en Y. En L(X, Y)
podemos definir una norma mediante

T(x
1Ty = sup W pex vy,

xex\ioy I1xllx

Veamos que, efectivamente, es una norma en L(X,Y).
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Proposicion 1.5. Sean (X, |- llx) e (Y, | - lly) dos espacios normados. La aplicacion
|-l x—y es una normaen L(X,Y).

Demostracion. Probamos las tres condiciones que definen una norma.

(a)No degenerada. Sea T € L(X,Y) tal que || Tllx—y = 0. Entonces, I ITISE);EY =0,x¢€

X\{0}, esto es, |T(x)|ly =0, x € X\{0}. Puesto que | - ||y es una norma, se sigue
que T(x) =0, x € X\ {0}. Como T(0) =0, se concluye que T = 0.

(b)Homogénea. Sean T € L(X,Y) y A € R. Usando la homogeneidad de la norma
|-y podemos escribir,

IAT(X)y IAMNT () Nly
= su [ —

IAT |l x—y = =AUITIx—y-
xexviop  IIxllx xexviop  llxllx
(c) Desigualdad triangular. Sean T, S € L(X, Y). Tenemos que
T(x)+S(x T(x S(x
IT+Slxoy= sup 1T (x) + S( )IIYS su 1Ty ISy
xeX\{0} Il x xex\iop\ Xl x Il x

ITX)y IS lly

< =Tllx-y + ISllx-v.
xexvioy Ixllx  xexviop l1xlx

O

Podemos expresar la norma || Tl x—y, para T € L(X,Y) como indicamos a conti-
nuacion.

Observacion 1.6. Sean (X, ||-|Ix) e (Y, |- |ly) dos espacios normados. Para cada ope-
rador T € L(X,Y) se tiene que

ITIx—y= sup IT)lly=min{c>0:IT@X)ly =< clxlx, x€X}.
Il x=1

Demostracion. Sea T € L(X,Y). Lalinealidad de T yla homogeneidad de || - ||y nos
permite escribir

1Ty X
ITIx-y= sup ———% = sup HT( )“
xexviop Xl x xeX\ (0} lxll x

Puesto que, si x € X\{0}, entonces z = m verifica que ||z||x = 1, concluimos que

ITx—y < SUP| 7 x=1 I T(2)|ly.La desigualdad inversa es trivial.
Por otro lado, si ¢ >0 es tal que || T(x)|ly < clix|lx, x € X, entonces es trivial que
1Ty -

exviop Mxlx  —
yportanto, | Tllx—y <inf{c>0:[T(xX)lly < clxlx, x€ X}.
Ahora bien, por ser T continuo, se tiene que existe ¢y > 0 de manera que
Ty < collxllx, x € X. Luego,
1Ty
ITlx-y= sup ———— <00,
xexvioy llxllx
de donde se sigue que || T(x)|ly < ITllx—yllxllx, x € X. Concluimos de esta forma
que | Tllx—y =min{c>0: |T(X)lly < clxlx, x€ X}. m|
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Terminamos la secciéon mostrando otra propiedad que marca la diferencia entre
los espacios de dimensidn finita y los de dimensidn infinita.

Proposicion 1.7. Sean (X, || - | x) e (Y, - lly) dos espacios normados. Supongamos
ademds que X tiene dimension finita. Entonces, todo operador lineal T : X — Y es
continuo.

Demostracion. Es claro que el operador T = 0 es continuo. Asumimos entonces
que T: X — Y es un operador lineal no nulo.

Pongamos que dim X = ny elegimos una base {ey, ..., e,;} de X. Para establecer
que T es continuo, en virtud del Teorema 1.4, es suficiente ver que existe ¢ > 0 de
forma que | T(x)|ly < cllxllx, x € X.

Sea x € X. Sabemos que existen Unicos a;,...,a, € R tales que x = Z;.lzl aje;j.
Luego, teniendo en cuenta que T es lineal y usando la desigualdad triangular ob-
tenemos que

1Ty =

n n n
Y a;Tiep|, = Y lajliTeply = max laxl Y. IT(eply.
j:1 Y ]:1 k:1,...,n ]:1

Recordamos que la aplicacion || - ||, definida en X por

n
lzllo = méx |Ajl, z=) AjejeX,
]—1,...,” ]:1

es una norma en X. Ademads, por ser X de dimension finita, esta norma es equiva-
lente a || - || x. Por tanto, existe M > 1 de manera que

1
—xllx < IXlloo < Mlx|lx, x€X.
MII Ix < lxloo llxll x

Con todo ello, si definimos C = 2?21 [ T(ej)lly (nétese que C >0, pues T # 0) po-
demos concluir que
1Ty < Clixlleo = CM| x| x,

que es lo que queriamos demostrar. O

Proposicion 1.8. Sean (X, | - lx) e (Y, | - lly) espacios normados. Supongamos que
dim X = oo y que Y # {0}. Entonces, existe un operador T : X — Y lineal que no es
continuo.

Demostracién. Sea *8 una base de X. Podemos suponer que ||b||x = 1 para todo
b € °B. De no ser asi, sustituimos b por ﬁ en la base B (nétese que b # 0) y el
conjunto obtenido sigue siendo una base de X.

Ya que card (B) = oo, existe una sucesion {by}?2, < B siendo by # by, para
k # m. Para encontrar un operador 7 : X — Y lineal que no sea continuo, elegi-
mos v € Y \{0} (por hipétesis, Y # {0}).
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Definimos T'(b,) = nv, n€ N,y T(b) =0, cuando b € ‘B\{bk}%’zl. Para cada
x € X podemos escribir x = Z;.”zl ajuj,donde a; € Ry uje’B, j=1,.., m. Ademads,
esta representacion es inica. Definimos T'(x) = ] 1 T (uj).

De esta forma, T es lineal. En efecto, sean x, y € X y a, b € R. Pongamos

m r
x=) aiju; e y=)y Pjwj,
iz =1

cona;,fBjeRyu;, w;€B,i=1,..,m, j=1,..,r. Tenemos que T'(x) = Z;.Zl a;T(u;)
YT =X5,B;Tw)).
Por otra parte,
m r
ax+by=)_ aaju;+)_ bfjwj.

i=1 j=1
Observamos que si u; = wj, para ciertos i, j, i = 1,...,m, j =1,...,r, entonces en la
suma anterior aparece el sumando (aa; + b ;) u;. Teniendo esto presente, obtene-
mos que T(ax+by)=aT(x)+bT(y).

Veamos que T no es un operador continuo. Puesto que Th,, = nv, n € N se
sigue que || T(b,)|ly = nllvlly, n € N. Pero ||b,|| = 1, n € N. Luego, si existiera c ve-
rificando que | T(x)|ly < clixlx, x € X, entonces, en particular, se cumpliria que
nllvlly = ITb,lly < clibyllx < c para todo n € N. Y esto no es posible pues N no es
un conjunto acotado. Concluimos que T no es continuo. |

1.2. Elespacio de las matrices

Denotamos por M,(R), n € N, el espacio de las matrices cuadradas de orden
n. Sabemos que (M (R), +,-g) es un espacio vectorial de dimensién n? y una base
para este espacio es {ell}; i= 1, n donde, para cada i,j = 1,. 1, e') es la matriz

el = (a W km=1,...n siendo ak =1,cuandok=iym= ]ya =0, en el resto.
Ya que dim M,,(R) < oo, todas las normas definidas en M,, (IR) son equivalen-
tes. Veamos algunas de las normas que podemos asociar a M, (R).
En primer lugar consideramos la norma || - || 5, 1 < p < oo, definida por

=

n
IAl,={ Y laijIP)", silsp<oo, y lAllo= max |a;jl,
=1
ij=1 i,j=1,...,n

para cada A= (a;j); j=1,.,n € My(R).

En efecto, se tiene que, paracadal < p <oo, |- | p €s una norma en M, (R).
Y en particular, la norma | - ||2 estd asociada a un producto escalar en M, (R), que
hace de (M, (R), | - ll2) un espacio de Hilbert. Nétese que };odemos considerar esta
norma como la correspondiente || - |, sobre el espacio R" .



1.2 Elespacio de las matrices 9

Por otra parte si A € M, (R) podemos definir la aplicacion lineal T4 : R” — R"
dada por T4(x) = Ax”, x € R". (Aqui, como es habitual, B” representa la ma-
triz traspuesta de la matriz B). De esta forma, si A = (a;j)i j=1,..n € Mp(R) y
x =(x1,...,X) € R", se tiene que

Tt = (Y aijx)_ =(Th0)L,, xeR"
j=1 ’

Observamos que para cada i =1,..., i, Tj‘(x) = 2721 a;jx;j es una aplicacion lineal
de R" en R. Luego, por la Proposicién 1.7 se deduce que T4 es un operador conti-
nuo.

La relacion entre las matrices y los operadores asociados a ellas nos permi-
te definir otra norma en M, (R) como sigue. Sean |- ||, y || - |, dos normas en R".
Sabemos que estas normas son equivalentes. Definimos

I TA0]
LAl —pg, = SUp =22 = sup ITa(0)lp, A€ M,®),  (L3)

xerm\0} 1 xlla llxlla=1

esto es, | Ally.y,—1-1, = 1 Tall®n,j-10—®n,1-1,,)- En virtud de la Proposicion 1.5 se tiene
que | - ly-j,—1-1, €s una norma en M,(R) y ademads, ya que dim (M,(R)) < oo, es
equivalentea |- [ p, 1< p <oo.

Analizamos ahora algunos casos particulares.

L [I-lla=1-Ilp = Il lco- En este caso, || Alloo,c0 := I Allj- o= 11-lee = SUP|xjo=1 I TA(X) oo,
Ae M, (R).
Vamos a demostrar que podemos expresar esta norma mediante

n

| Allooo = mdx D laijl, A= (aij)i;, € Ma(®. (1.4)
j=1
Sea A= (a,])l =1 € M, (R). Para cada x = (x1, ..., X,) € R” tenemos que

ITA(x)loo = max T} x]‘

) ll,,n]1

Se sigue entonces que

n

ITA(X)lloo < max Z aijllxjl < max |xg| max Zlaul
i=1, j=1 k=1,..,n i=1,. nisy

n
= lIxlloo mix Y laijl, x=(x1,...,x,) €R".
=1,..,1 -
yeeey ]=1

Luego, [| Allco,co < maX;=1,.,n 25, |4, -
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Para establecer la desigualdad inversa, definimos, paracada i = 1,..., n, el vector
= cR"
x! (x] =1 R”™ donde
a,-j
—>, cuando a;; # 0,

i la;;l’ .
x].: J ]:1,...,I’L.

1, cuandoa;;=0,

Es claro que, para cada i = 1,...,,n se tiene que || x'[looc = Maxj=1, » Ix;.l =1y,
ademas,

||TA(x)||oo—kmax\Zak, E )Zau

az]#O

Zlazﬂ

|al]| -

3 o
:1
ij#0
Por tanto, || Alleo,co = SUPjx =1 1 Ta(X)lloc = I TA(x) oo = 7:1 laijl, i =1,..,n,
esto es, || Allog,co = MaX;=1,..,n Xy 1 -

Laigualdad (1.4) queda entonces establecida.

I-lla=1-llp=1"11.Se tiene que [ All1;,1 = supyy,=1 1 Ta()l1, A€ M, ([R).

Sea A= (al]) € M, (R). En este caso, para cada x = (x,..., X;) € R", podemos
escribir

i,j=1

n n n n n n
1T =D | Y aijxj| <) D laijlixjl =Y 1x;1 ) laijl
i=1 j:l i:lj:l j=1 i=1

n

ni=1

>)]1

I/\

j=

De aqui se sigue que || All;,; <méxj=1,. .2, |ajl.
Ahora consideramos, para cada j = 1,..., n, el vector el = (e] ) Y donde, para
cadai=1,...,n, e{ =1,sii=jy e{ =0, cuando i # j. De esta forma obtenemos
que

alj

Taeh=| : |, j=1,..,n

anj
y, entonces, | Ta(e)l = X7, la;jl, j = 1,..,n. Ya que [[e/|; =1, j = 1,..,n,
se tiene que [|All1,1 = |l TA(eJ)III = Z” lla,JI, j =1,...,n,lo que equivale a que
IAll1 =méx;=;, n 27 la;jl. Se concluye que
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3. I-lla=1+llp=1"ll2. Ahora tenemos [ All2,2 = sup,=1 | Ta(X)ll2, A€ My, (R).
Vamos a demostrar que se verifica

| All22 = v/méax{ autovalores de AT A}. (1.5)

Sea A € M,,(R). La matriz AT A es simétrica real, y por tanto, es diagonalizable
y todos sus autovalores son reales y no negativos. Escribimos 1; < A, < ... <
A, paralos autovalores AT A. Ademas, podemos considerar 8 = {u!, ..., u"*} una
base ortonormal de R” constituida por los autovectores de A’ A asociados a
los autovalores {)L]-};’zl. Asi, paracada k=1,...,n, AT A(u* = )Lkuk, | Ltk”g =1y
whk uly=0,k#¢,¢0=1,..,n.

Sea x € R". Podemos expresar x, de manera tinica, en términos de los elementos
de ‘B como x = ZZ:1 ay uk, paraciertos ay € R, k =1, ..., n. Por ser *5 ortonormal,
se tiene entonces que || x|2 = ZZ:1 la|>. Ademas,

n n
AT Ax = Z akATAuk = Z akxlkuk,
k=1 k=1

y de nuevo la ortonormalidad de ‘B lleva a que IIATAxllg = ZZ:1 lapAil?.
Podemos escribir entonces que

n n
2 2 2 2 T 2 2 2 2 2
Alxlz = A7) lael” < AT Axlls < A5 Y lajl® = A5l x]5.
k=1 j=1

Teniendo ahora en cuenta que ||Ax||§ = (Ax, Ax) = (AT Ax, x) < ||ATA)C||2||)C||2,

podemos afirmar que || Ta(x)]l2 = [|Axll2 < / Anllxll2, porlo que [|All22 < \/As.
Por otra parte, se tiene que, paracada k=1,..., 1,

k k2 T k .k k , k k
I1Ta)2=I1Au"5 =< A" Au",u" >= A <u",u" >=Arllu"llz = A.

En particular, | T4(u™l2 = v/An, v ya que |u”ll = 1, se sigue que || Allz2 =
I Ta(u™ 2 = v/ Ay. Concluimos que

lAll22 =V Ap= v/méx{ autovalores de AT Al.

Terminamos esta seccién considerando una clase particular de normas en
M, (R), las normas submultiplicativas. Se dice que una norma || - || en M,(R) es
submultiplicativa cuando se verifica que |AB| < [|A|lIBIl, A, B € M,(R).

Veamos, en primer lugar, qué podemos decir de las normas | - ||, cuando
l1=p=oco.

Proposicion 1.9. Las normas || - |1 y || - |2 son submultiplicativas en M,,(R).
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Demostracion. Sean A = (a”) ij= 1yB (bl])l j= 1 € M, (R). Se tiene que
n n
- (;:1 ailblj)i,jzl
Luego,
| ABJ, = Zl| S aibe| y 1ABly= ( Zl\ S aeby| )”2
i,j=1 ¢=1 i,j=1 (=1
Entonces, por un lado

IAB|; < Z Zlazé||b4]|< Z Z|ale|2|bk,

i,j=1¢=1 i,j=1¢=1

n n n
=2 Z laiel Y bl = 1Al IIBll1,
i=1¢= j=1k=1

y por otro, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz! obtenemos

14Ble=( Y. 3. lawl Zun] )"

i,j=1¢=1

:(ZZ"”‘"Zii bis?)" = 1A121BI,

y el resultado queda establecido. O
Cuando 2 < p < oo la situacion es diferente.

Proposicion 1.10. Si n > 1, entonces se tiene que | - ||, 2 < p < 0o, no es una norma
submultiplicativa en M, (R).

Demostraciéon. Supongamos que n > 1. Consideramos las matrices A = (a; j)?j:1 y

B= AT, donde aj=1,j=1,..,n,ya;j =0, enel resto. Entonces,

AB = .

Es claro que [|Allo =1 = | Blloo Y que | ABlloo = 1. Luego, [|ABlloo > | Alloo | Bllco-
Ysi2 < p <oo, entonces || Al , = nt'p = IBllpyIABl, = n,yse concluye que
IABll, = n>n?P = Al,lBl . O

n n n
! Desigualdad de Cauchy-Schwarz: | ¥ x;y;| < (Y x?)“z( Y y?)“z, ey, )l eR.
i=1 i=1 i=1
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Por Gitimo, establecemos un resultado para normas del tipo (1.3).

Proposicion 1.11. Sea || - | una norma enR". Definimos

| Ax|l
NAll= sup ——, AeMyR).
xerdrjop 11X
Entonces, || - |l es una norma submultiplicativa en M,,(R).
Demostracion. Como ya comentamos, ||| - ||| es una norma en M, (R). Vamos a ver

que es submultiplicativa.
Sean A, B € M, (R). Para cada x € R" tal que Bx # 0 (nétese que entonces tam-
bién x # 0) podemos escribir
IABx|  [IABX)| | Bx| - | Az Byl

= =< sup sup ——=|IAllllIBII.
(B4 IBxll llxll  zerevioy N2l yermviop Y1

Por otra parte si Bx = 0, siendo x # 0, entonces "’ﬁfﬁ“” =0 < IlAllBIII. Concluimos

asique [|ABI| < [l Al BI. -

Observacién 1.12. En virtud de las Proposiciones 1.10 y 1.11, podemos afirmar que
i 2 < p < oo, no existe unanorma || - || en R” tal que || - [l = || - lp-

1.3. Espacios métricos. El Teorema del punto fijo de Banach

Dado un conjunto X, una distancia o métrica es una aplicaciéon d : X x X — [0,00)
que a cada par de puntos x,y € X le asocia un nimero no negativo d(x,y) que
verifica las siguientes condiciones:

(a) separacion: d(x,y) =0, siysolo si, x = y;

(b) simetria: d(x,y) =d(y,x), x,y€ X;

(c) desigualdad triangular. d(x,y) < d(x,z) +d(z,y), x,y,z€ X.

En tal caso se dice que (X, d) es un espacio métrico.

Sobre un espacio métrico (X, d) podemos considerar una topologia asociada
a la distancia d. De la misma forma que para los espacios normados, para cada
xe€ Xyr>0,sedefine B;(x,r) ={ye€ X:d(x,y) <r}. Latopologia asociada a d en
X es aquella generada por la familia {B;(x, )} xex, >0. Si denotamos por 74 a esta
topologia, entonces A € 74 si, ysolo si, A= @, o bien, para cada a € A existe r > 0 tal
que B;(a,r) c A. En adelante, cuando no sea necesario especificar d, escribiremos
B(x,r) enlugar de By (x, ).

Consideramos a continuacién algunos espacios métricos particulares.

1. Métrica discreta. Sea X # @. Definimos d : X x X — [0,00) mediante

L x#y,
ax,y) = , Xx,yeX.
0, x=y.
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Es sencillo ver que d verifica las condiciones de una métrica sobre X. Ademas,
es claro que B(x,r) = {x},cuando 0 < r <1y B(x,r) = X, si r > 1. También se
verifica que B(x,r) = B(x,r),x€ X, r >0.

La topologia definida por esta métrica en X se conoce como fopologia discreta.
Se observa que 74 = 22(X), la clase de todos los subconjuntos de X.

Métrica generada por una norma. Sea (X, || - [|) un espacio normado. Defini-
mos d(x,y) = lx—yl, x,y € X. De las propiedades para la norma se deducen
facilmente las correspondientes para d.

Una caracteristica de esta distancia es que es invariante por traslaciones, es de-
cir, se verifica que d(x+ z,y+z) = d(x,y), x, ¥,z € X. Ademas d es homogénea
en el sentido de que se tiene que d(Ax,Ay) =|Ald(x,y), x,ye Xy ALeR.

Métricas no equivalentes que generan la misma topologia. Sea (X, d) un espa-
cio métrico. Definimos la aplicacién d; mediante

d(x,y)

di(x,y) = ——22—
10%,y) 1+d(x,y)

x,yeX.

Veamos que d; es una métrica sobre X. Es claro que d; : X x X — [0,00) y que
d;(x,y) =0si, ysolosi, d(x,y) =0, lo que equivale, por ser d una métrica, a que
x = y. Asimismo, también resulta evidente que d; (x, y) = d;(y,x), x,y € X.
Probamos ahora que se verifica la desigualdad triangular. Para ello, considera-

mos la funcién h(¢) = tht’ t € (—1,00). Un célculo directo conduce a que

W (r) =

>0, te(-1,00),
1+ 1)? ( )

por lo que & es una funcién creciente en (-1, +00).
Sean x,y,z € X. Como d es una distancia en X se tiene que d(x,y) < d(x, z) +
d(z,y). Entonces, h(d(x,y)) < h(d(x,z)+ d(z,y)), y se obtiene que

d(x,y) - d(x,2)+d(z,y)
1+d(x,y) 1+d(x,2)+d(z,y)
d(x,z) d(z,y)

< +
1+d(x,z) 1+d(z,y)

di(x,y) =

=di(x,2) +di(z,)).

Las métricas d y d; generan la misma topologia. En efecto, denotamos por 74y
T4, las topologias definidas en X por d y d;, respectivamente. Vamos a estable-
cerque Ty =Tg,.

Consideramos primero A € 74\{@}. Para que A € 74, debemos asegurar que para
cada x € A existe r > 0 de manera que By, (x,r) c A. Asi que vamos a fijar x € A.
Como A es abierto en 74, sabemos que existe ryp > 0 de modo que B, (x, rp) < A.
Luego, basta encontrar r > 0 tal que Bg, (x,r) € B4(x, o).
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Observamos que si y € Bg, (x,r),con0<r <1, entonces

d(x,y) r
di(x,y)=———<r si,ysolosi, d(x,y)<——:
WY = Tt y) Y o<1
Luego, basta elegir r € (0,1) de manera que 7= < 1o, 0 lo que es equivalente,
0<r<-22 Deestaforma, B, (x,1) € Bg(x, o).

ro+1°
Suponga(l]mos ahora que A€ 74 \{@}. Yaque d;(x,y) =d(x,y), x,y € X, se veri-

fica que By(x,r) € By, (x,1), x € X, r > 0. Luego, dados x € Ay ro > 0 tales que
By, (x,1r9) € A, tomando r = ry se obtiene que B;(x,r) c A.

Si consideramos, en particular, X = R y d la distancia euclidea, teniendo en
cuenta lo que hemos probado se tiene que las métricas d y d;(x,y) = 1Lx|;f lyl’
X,y € R, definen la misma topologia en R. Sin embargo, no son métricas equi-
valentes en R.

Observamos que siempre se cumple que d; (x,y) < d(x, y), x, y € R, pero no po-
demos encontrar ¢ > 0 de forma que d(x, y) < cd; (%, y), x, y € R. Basta notar que
paracadaneN, d0,n) =nyd;(0,n) = # < 1y no es posible encontrar ¢ > 0
de maneraquen<c, neN.

Una consecuencia de este hecho es que d; no es una métrica asociada a una
norma. Es decir, no existe una norma || - | sobre R de manera que se cumpla que
dy(x,y) =llx=yl, x,y € R. Supongamos que, por el contrario, si existe tal norma.
Recordando que en R todas las normas son equivalentes, podemos entonces
encontrar ¢ = 1 tal que %lell <|x| = clxl|l, x e R. Y esto conduce a que d y d; son
métricas equivalentes, lo cual hemos visto que no es cierto.

Una de las propiedades relevantes para un espacio métrico es la completitud.

Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que una sucesion (x,);.; < X es de
Cauchy cuando se verifica que para todo € > 0 existe ng € N tal que d(xg, x¢) <€,
para todo k, ¢ = ny. Por otro lado, una sucesion (x,);”., < X es convergente a x €
X cuando para todo € > 0 podemos encontrar ny € N de modo que d(x,,x) < €,
cuando n = ny.

Proposicion 1.13. Sean (X, d) un espacio métrico y (x,)5., una sucesion conver-
gente en X. Entonces (xp)5., es de Cauchy en X.

Demostracion. Supongamos que (x,)5~, converge a x € X. Fijamos & > 0. Sabe-
mos que existe ng € N tal que d(x,, x) < g, cuando n = ny. Usando la desigualdad
triangular se deduce entonces que

d(xXp, xp) < d(xp, x) +d(x,xp) < g+§ =g, k, 0= nyg.
O

El resultado inverso no siempre es cierto, lo que da pie a definir el concepto
de completitud. Decimos que un espacio métrico (X,d) es completo cuando se
cumple que toda sucesion de Cauchy es convergente en X.
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Mencionamos ahora algunos espacios métricos concretos. El primer ejemplo
de espacio métrico completo que suele aparecer en cualquier texto es (R, |- |). En
general, el espacio (R",d).;), n =1, con dj. la métrica asociada a la norma euclidea
|-l en R" es un espacio métrico completo. Y, dado que todas las normas en R” son
equivalentes (por ser R” de dimension finita) también es completo con respecto a
la distancia generada por cualquier norma en R".

El espacio (R", d}.)) es un caso particular de los conocidos como espacios de
Banach. Sea (X, | - ||) un espacio vectorial normado. Se dice que (X, | - ||) es un es-
pacio de Banach cuando (X, d).|) es completo, siendo d., la métrica asociada a
la norma | - ||. Se tiene que cualquier espacio normado de dimension finita es de
Banach.

Veamos, por ultimo, un ejemplo de espacio métrico que no es completo. De-
notamos por P[x] el espacio vectorial de los polinomios en una variable con coefi-
cientes reales definidos en [0.1]. Observamos que B = {x"}%? ; es una base para el
espacio vectorial P[x]. Por tanto, dimP[x] = co.

Sobre P[x] consideramos la norma | - loo dada por [|pllec = mé&xyxejo,1|p(X)],
para cada p € P[x]. De este modo | - |l €s una norma en P[x].

Probamos que (P[x], ||llo) N0 es completo. Para ello, consideramos la funcién
continua f(x) = e*, x € [0,1]. El teorema de Weierstrass nos dice que existe una
sucesion de polinomios (p,)5., < Plx] tal que

lim max |p,(x) - f(x)|=0. (1.6)

n—o0 x€[0,1]

Veamos que (p;)_, es de Cauchy en (P[x], || - [|o). Sea € > 0. De (1.6) se sigue que
existe np € N tal que max,eo,1) |pn(x) — f(x)| < %, n = ng. Portanto,si k,/ €N, k, ¢ =
ny, podemos escribir

I loo < MaX |p(x) — FOOI+ Max |pe(x) - < o+ < =¢
Pk— Pe oo = THAX, Pk e pe 55 =E

Supongamos ahora que, para cierto polinomio p € Pl[x], se tiene que p, — p,
cuando n — oo, en (P[x], || - o), €StO €5,

I Pn = Plloo = Max |py,(x) — p(x)| — 0, cuando n — oo.
x€[0,1]

Pero, por (1.6), y teniendo en cuenta que

< mé _ < mé _ . B ’ N
0<xrél[3§]|f(x) p(x)l<xlél[g§]lf(x) pn(x)|+xrg[3>l<]lpn(x) px)l, ne

se concluye entonces que maxyeo,1) | f(x) — p(x)| =0, esto es, f(x) = p(x), x€[0,1].
Y esto es un absurdo pues f no es un polinomio.

Terminamos este apartado presentando el resultado central de esta seccion.
Este teorema serd de utilidad en la demostracién del Teorema de la funcién inversa
(Teorema 2.18).
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Teorema 1.14 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea (X, d) un espacio métrico
completo. Supongamos que T : X — X es una aplicacion contractiva, esto es, que
existe0 < a <1 tal que: d(T(x), T(y)) < ad(x,y), x,y € X. Entonces, existe un uinico
Xo € X verificando T (xy) = Xo.

Demostraciéon. Probamos en primer lugar la unicidad. Para ello supongamos que
X1, X2 € X son dos puntos fijos para T, esto es, Tx; = x1 y Tx2 = x2. Entonces,
d(x1,x2) =d(T(x1), T(x2)) < ad(x1,x2). Yaque 0 < @ <1 se tiene que d(x1,x2) =0y
por tanto, x; = x».

Analizamos ahora la existencia. Tomamos xy € X y definimos, para cada n €
N, el elemento x,, = T"(xy) = To To-"-0 T(xg). Veamos que (x5) nen €S una sucesion
de Cauchy en (X, d). Sea € > 0. Haciendo uso de la desigualdad triangular, para
cada n,m €N, con m = n, podemos escribir

m-1
d(xn, Xm) = d(T" (x0), T™(x0)) = Y, d(T¥(x9), T (x0)).
k=n

Ya que, para cada £ € N,
AT’ (x), T* " (x0)) < ad (T L (x0), T  (x0)) < ... < a’d(x0, T(xp)),

obtenemos que d(x,, xX;;) < ZZ:,} akd(xo, T(xp)), m = n. Puesto que a € (0,1), la
serie Y27 a* es convergente y, por tanto, de Cauchy. Podemos encontrar asi 719 € N
de manera que IZZ:; ak| < ey, m>n=ny, siendo gy = e(1 + d(xg, T(x0))) L.

Se sigue que

d(xy,, X;,) < - d(xj, T0)) d(xg, T(xp)) <&, m>nz=ny.
Teniendo en cuenta que (X, d) es completo, se concluye que la sucesion (x,) ey €S
convergente, esto es, existe X € X tal que x,, — X, cuando n — oo.
Ademas d(T(xy), T(X)) < ad(x,,X), n € N, lo que nos permite concluir que
T (x,) — T(X), cuando n — co. Por otro lado, paracadan e N, T(x,) = T(T"(xp)) =
T"*1(x9) = Xp+1. Por tanto,

lim T(x;) = lim x,,; = X.
n—oo n—oo

Ya que el limite de una sucesion en (X, d), si existe, es Unico, concluimos que
TX =2Xx. O
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Teoremas de la funcidén inversa e implicita

2.1. Teorema de la funcion inversa en el contexto real

Como paso previo al estudio del Teorema de la funcién inversa en el contexto
habitual vector-valuado, vamos a analizar algunos resultados sobre la existencia 'y
propiedades de la funcién inversa para funciones reales de variable real.

Nuestros primeros resultados establecen la relacion entre los conceptos de
continuidad y monotonia.

Dado Q c R denotamos por Ais (Q2) el conjunto de todos los puntos aislados
en (, esto es, los valores a € Q para los que existe r > 0 de manera que se tiene
que (a—r,a+r)NQ ={a} (a es el tnico punto de Q en el intervalo (a—r,a+r)).
Por otro lado, el conjunto derivado de (), Der (Q2), estd constituido por todos sus
puntos de acumulacion, lo que significa que a € Der (Q) si, y solo si, para cada r > 0,
(a—ra+r)\{alnQ #@.

Sea f:Q c R — R. Diremos que f es continua en a € QQ cuando a € Ais(Q),
o bien, cuando a € Der (Q) y se verifica que, para todo € > 0, existe § > 0 de tal
manera que | f(x) — f(a)l<ecuando xe Qy|x—al <0.

Recordamos también que se dice que f es mondtona cuando es creciente
(f (x1) < f(x2), si x1 < x2) o bien decreciente (f(x1) = f(x2), si x; < x2). Y hablamos
de estrictamente monoétona cuando las desigualdades anteriores son estrictas.

Como establecemos a continuacién, cuando  es un intervalo, la continui-
dad y la inyectividad implican monotonia.

Proposicion 2.1. Sean I un intervalo y f : I — R una funcion continua e inyectiva.
Entonces, f es estrictamente monotona.

Demostraciéon. Del hecho de que f sea inyectiva, si probamos que f es mon6tona
podermos concluir que es estrictamente monétona.

Asumimos primero que I es un intervalo de la forma I = [a, b], siendo —oco <
a<b<+oo.Como a # by f esinyectiva, necesariamente f(a) # f(b). Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que f(a) < f(b). Nuestro objetivo es probar
que f(a) < f(x) < f(b), x € [a, b]. Es evidente para x = ay x = b. Fijamos entonces
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x€(a,b).Yaque x # ay x # b, se tiene que f(x) # f(a) y f(x) # f(b) y entonces
nos encontramos en alguna de las dos situaciones reflejadas en la figura siguiente.

f(b) + fx) +
fb) +
fla) +
fx) + fla) +
a x b a x b

Supongamos que f(x) < f(a). En este caso tenemos que f es continua en
[x,b] y f(x) < f(a) < f(b). En virtud del teorema del valor intermedio’ podemos
encontrar c € (a, b) tal que f(c) = f(a). Pero esto no es posible puesto que f es una
funcién inyectiva. De la misma forma, si f(x) > f(b) tenemos que f es continua en
la,x]y f(a) < f(b) < f(x)y, de nuevo, por el teorema del valor intermedio se de-
duce que existe c € (a, b) tal que f(c) = f(b), lo que no es posible al ser f inyectiva.
Por tanto, f(a) < f(x) < f(b).

Sean ahora x, y € [a, b] tales que x < y. Como f es continua e inyectiva en
[x,b] y ademds, y € [x, b], lo que acabamos de establecer conduce a que f(x) <
f = fb.

Consideramos ahora un intervalo I cualquiera y vamos a suponer que f no
es mondtona. Esto significa que existen xi, y1, X2, y» € I de manera que

x<y, fx)<fn), v x2<y f(x2)> f(yo). 2.1)

Tomamos xp = min{x;, x»} € yo = méax{yi, y»}. Es claro que x < yp y que [xo, yol < I.
Luego, ya que f es una funcién continua e inyectiva en [xy, Jol, lo que probamos
antes nos dice que f es estrictamente monétona en [xg, yol-

Pero x1, y1, X2, y2 € [X0, yol. Luego por (2.1) tendriamos que f no es mondtona
en [xop, yol. Esta contradiccion permite concluir que f es moné6tona en I. O

Podemos establecer ademds que el conjunto imagen de un intervalo por una
funcién continua y mondétona es también un intervalo.

Proposicion 2.2. Sean I un intervaloy f : I — R una funcién continuay monétona
en I. Entonces f(I) es un intervalo.

Demostracion. Asumimos, sin pérdida de generalidad, que f es creciente en I.
Si el intervalo es cerrado y acotado, esto es, I = [a, b], con —co < a < b < 400,
entonces podemos asegurar que f([a, b]) = [f(a), f (D)].

! Teorema del valor intermedio. Sean —co < a < b < +o0 y f : [a, b] — R una funcién continua. Si A € R
verifica f(a) <A < f(b) 6 f(b) <A< f(a), entonces existe c € (a, b) tal que f(c) = A.
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En efecto, es claro que por ser f creciente, f(a) < f(x) < f(b), para todo
x € [a, b]. Luego f(la, b]) < [f(a), f(D)]. Por otro lado, dado y € [f(a), f(b)], puesto
que f es continua en [a, b], el teorema del valor intermedio nos dice que podemos
encontrar c € [a, b] tal que f(c) = y. Por tanto, y € f([a, b]).

Supongamos ahora que I = (a, b), donde —oco < a < b < +00. Nuestro objetivo
es comprobar que se satisface la siguiente relacion

( inf f(x), sup f(x))< f((a,b))c[ inf f(x), sup f(x)]. (2.2)
x€(a,b) xe(a,b) x€(a,b) x€(a,b)
De esta manera, podemos asegurar que f((a, b)) es un intervalo. Este puede ser
finito o infinito y abierto, cerrado, semiabierto a la derecha o semiabierto a la iz-
quierda.

Es claro que dado z € (a, b) se tiene que

inf f(x)<f(2)< sup f(x),
x€(a,b) xe(a,b)
por lo que la segunda inclusién en (2.2) se satisface trivialmente.
Consideramos ahora dos sucesiones (a);., y (by)}., tales que a, — ay
b, — b, cuando n — oo, y de forma que

a<api1<ap<a1<by<b,<byi1<b, neN.

Tenemos que, para cada n € N, [ay, b,] < (a, b), y puesto que f es continua y
creciente en [ay,, b,], el argumento anterior para los intervalos cerrados y acotados
conduce a que f([an, by)) = [f(an), f(by)], n€N.

Por otro lado, de las condiciones dadas para las sucesiones (a,)}., y (bn)5,
se sigue que (a, b) = Upenlan, by]. Por tanto,

o0

fla,b) = f(Ulan bal) = U flan, b)) = J [f (@n), f(b)]. (2.3)
n=1 n=1

7

I I L ] I I
T T | T T

L
aadn+1 An bpbu1 b

— Em—

fbns1) +
f(bn) A

1

L

f(an) ]
flan1) +

Observamos que dado que f es creciente se tiene que f(a,+1) < f(a,) <
f(by) < f(bus1), n € Ny, por tanto, la coleccién de conjuntos {[f(an), f (b1},
es una sucesion creciente de intervalos encajados.
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Con el fin de establecer la primera desigualdad en (2.2) veamos primero que

(inf f(an),sup f(by)) < f((a, b)). (2.4)
neN neN

Sea y € (infyen f(an),sup,en f(by)). Afirmamos que existe ng € N tal que
flan,) <y < f(by,). En efecto, si y < f(a,) 6 y = f(by), para todo n € N, enton-
ces, y < inf,en f(ay), 0 bien, y = sup,,c f(by), lo que contradice nuestra hipétesis
sobre y. Por tanto, podemos encontrar ny, np € N tales que f(ay,) <y < f(bg,). To-
mando ny = max{n;, ny} y teniendo en cuenta que f es creciente, que a, | ay que
b, 1 b, obtenemos entonces que f(ay,) < f(an,) <y < f(bp,) < f(by,) y nuestra
afirmacion queda demostrada.

Hemos establecido que y € [f(ay,), f(by,)]. Luego, en virtud de (2.3) se dedu-
ceque y € f((a, b)) y asi (2.4) queda probado.

Para terminar la demostracion de (2.2) bastaria entonces con justificar que

rl’lrelli\?l f(an):xei(rclsz)f(X) y supf(bn)— sup f(x). (2.5)

x€(a,b)

Observamos primero que, ya que a,, b, € (a,b), n €N, se tiene que

i(nfb)f(x)sf(an) y f(by) < sup f(x), neN.

x€(a,b)

Por tanto,
inf f(x)<1nff(an) y supf(bn)< sup f(x).

x€(a,b x€(a,b)

Por otro lado, dado x € (a, b), como a,, | ay b, 1 b, cuando n — oo, podemos
encontrar n, € Ntal que a < a,, < x < b, <b.Lamonotonia de f lleva a que

lnf f(an) < f(an,) = f(x) = f(by,) <sup f(by).

neN

Obtenemos asi que

inf f(ay) < inf f(x) vy sup f(x) <sup f(by),

neN x€(a,b) x€(a,b) neN
y podemos deducir entonces que se verifica (2.5) y, como consecuencia, (2.2) que-
da establecido. O

Observacion 2.3. Si f : (a,b) — R es continua y creciente como en la prueba del
resultado anterior, podemos asegurar ademds que
(@ sup f(x)= hm L f(x);

x€(a,b)
(b) inf f(x)= hm f(x).
x€(a,b) x—a*
Para justificar (a) supongamos en primer lugar que sup ¢, p f(x) = a < co. Sea
€>0. Queremos determinar 6 > 0 tal que | f(x) —a| = a— f(x) < €, cuando x € (a, b)
y0<b—-x<0,esdecir,a—e< f(x), xe(a,b), xe (b-9,b).
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Por definicién de supremo sabemos que existe x € (a, b) tal que @ — € < f(xp) < a.
Ya que f es creciente se tiene que f(xp) < f(x), x € (xo, b). Por tanto, basta tomar
0 = b— x( para obtener que a — € < f(x) < a cuando x € (b—-9, b).

Supongamos ahora que sup,¢(, ) f(x) = +oo. En este caso, lim,_.,- f(x) =
+00. En efecto, fijamos M > 0. Debemos encontrar 6 > 0 de modo que para todo
x € (a,b) tal que 0 < b— x < § se tiene que f(x) > M. Ya que SUP ye(a.p) f(X) = +oo,
existe xp € (a, b) tal que f(xp) > M. Como f es mondtona creciente se sigue que
f(x) = f(x9) > M cuando x € (xp,b). Si tomamos § = b — xy se obtiene que para
todo x € (b— 6, b) = (xo, b) se verifica f(x) > M. De esta forma, lim,_ ;- f(x) = +oo.

a f(xo)”
f(xO) Mt
a—&
P — P —
a X0 b a X0 b
— —
6 9

(b) Suponemos primero que infye(4 p) f(x) = f < ooy fijamos € > 0. Nuestro
objetivo ahora es determinar 6 > 0 tal que |f— f(x)| = f(x)— B < &, cuando x € (a, b)
y0< x—a<4,odeforma equivalente, que f(x) < f+¢€,x€(a,b)yxe(a,a+0).

Ahora, por definicion de infimo, existe xy € (a, b) tal que B < f(xg) < B +¢.
Como f es creciente se tiene que f(x) < f(xp) cuando a < x < xp. Y por tanto,
B<f(x)<P+e, x€(a, xy). Tomando 6 = xgo—a >0 tenemos que f < f(x) < B+¢
cuando x € (a, a+ 6). Entonces lim,._ 4+ f(x) = B.

Si infye (4 p) f(x) = —00, entonces se tiene que lim,_. 4+ f(x) = —oo. En efecto,
sea M > 0. Ya que infy¢ (4 ) f(x) = —co podemos encontrar xo € (a, b) tal que f(xg) <
—M. Y como f es creciente se sigue que f(x) < f(xg) < —M cuando a < x < Xp.
Tomando 6 = xyp —a > 0 llegamos a que, para todo x € (a, a+6) = (a, xp) se satisface
f(x) < =My, por tanto, lim,_. 4+ f(x) = —o0.

B+e 0
[f(xo) ¢ 1 Y
ﬁ a X0 b
¢ ; \ M+
a X0 17
5 f(x0) +

O

Un resultado, en cierto sentido, inverso al anterior, nos dice que el hecho de
que el conjunto imagen de una funcién mondétona sea un intervalo resulta ser una
condicién suficiente para que la funcién sea continua.
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Proposicion 2.4. Sea f : QO c R — R una funcion monétona. Si f(Q) es un intervalo,
entonces f es continua en Q.

Demostraciéon. Suponemos que f es creciente y que f(€2) es un intervalo. Cuando
f es decreciente se procede de forma analoga.

Sea a € Q. Si a € Ais(QQ), entonces, por definicion, f es continua en a. Asu-
mamos entonces que a € Der(Q). Para probar que f es continua en a, es sufi-
ciente ver que para cada sucesion mondtona creciente (a,);., < Q\ {a} tal que
lim,_ a, = a, se tiene que lim,,_., f(a,) = f(a) (Ver Observacion 2.5).

Fijamos una sucesiéon mondtona creciente (a,);., < Q\{a} tal que lim, . a, = a.
Vamos a probar que lim,,_., f(a,) = f(a).

Ya que (an)j., es crecientey a, < a, n € N, la monotonia de f conduce a que

(f(an))5., es una sucesion creciente y

lim f(a,)=sup f(a,) < f(a).
n—oo neN
Veamos que a = sup,,cy f(an) = f(a). Para ello, supongamos que a < f(a).
Ya que f(Q) esunintervaloy f(ay), f(a) € f(Q), siendo f(a;) < f(a), se tiene
que [f(ay1), f(a)] c f(Q). Ademads, como f(a;) < a, el intervalo («, f(a)) c f(Q). Por
tanto, tomando S € (a, f(a)), podemos encontrar b € Q) tal que f(b) = .
Observamos que b < a pues f es creciente 'y f(b) = € («, f(a)). Entonces,
como a, ! a, cuando n — oo, existe ng € N de forma que b < a,, < a. Y, por tanto,
p = f(b) = f(an,). Pero entonces, § < a lo que contradice nuestra hipétesis inicial.

Jtayy Si a < f(a) entonces
L i a #sup f(ay,)
a—+ | neN
f(an) T . i
f(al) T T ] i ] ]
o an b an
Se concluye asi que no existe € (a, f(a)), y por tanto, a = f(a). O

Observacion 2.5. En la prueba anterior hemos usado la siguiente propiedad: Sea
f:Q<cR— R una funcién y a € Der(Q). Si para toda sucesion (a,)., < Q\ {a}
mondtona tal que lim,_.., a, = a se tiene que lim,_., f (a,) = f(a), entonces f es
continuaen a.

Demostracién. Vamos a suponer que f no es continua en a. Nuestro objetivo es en-

contrar una sucesion (a,)$>, < Q\{a} mondtona tal que a, — a, n — oo, mientras
o0

que (f(ay))., no converge a f(a).
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Ya que f no es continua en a, existe € > 0 tal que, para cada n € N podemos
encontrar a, € Qsiendo |a,—al < 1/ny|f(a,)—f(a)| = €. Notese que a,, # a, n € N.
Definimos los conjuntos W, y W_ como sigue

W,={neN:a,>a} y W_={neN:a,<a}.

Entonces, N = W, U W_, y por tanto, al menos uno de los dos conjuntos W, 6 W_
es infinito.

Supongamos que W_ es infinito y tomamos n; € W_. Aseguramos que existe
ny € W_ tal que ay,, < an, < a. Basta tener en cuenta que W_\{n e N: n < n;} es
un conjunto infinito, que a,, < ay que lim,_.» a, = a. Repitiendo este proceso
se consigue una sucesion (a,,)%., de manera que ng < Ng41, dp, < Ap, < Ay

. 1
verificando |a,, —al < 2 ¥ |f(an,) - fl@)l =€, keN.
De esta forma, obtenemos una sucesion (a;, z"zl estrictamente creciente tal
3 (o.0]
que ay, — a, cuando k — ooy sin em.bargo., (f(c.znk))k:1 no converge a f(g).
En el caso de que W, sea un conjunto infinito basta proceder de la misma ma-
nera para obtener una sucesion (ap, )72, estrictamente decreciente que converge
o0
aaytal que (f(ank))k=1 no converge a f(a).
O

Nos preguntamos ahora qué se puede decir de las funciones mond6tonas que
no son continuas. Un resultado en este sentido es que una funcién monétona tie-
ne, a lo sumo, un conjunto numerable de puntos de discontinuidad.

Proposicién 2.6. Sea f : Q < R — R una funcién monotona. El conjunto de los pun-
tos de discontinuidad de f es vacio, finito o infinito numerable.

Demostraciéon. Supongamos que f es monoétona creciente. Si a € Ais (Q2), enton-
ces f es continua en a. Luego, como estamos interesados en los puntos donde f
es discontinua examinamos los puntos de acumulacion, esto es, los elementos de
Der (Q2). Recordamos que

Der(Q) ={acR: (a—r,a+r)NnQ# @, paratodo r > 0}.

Consideramos los conjuntos Der. (Q2) y Der_ (€2) de los puntos de acumulacién por
la derecha y por la izquierda, respectivamente, que se definen como

Der(Q) ={acR: (a,a+r)NnQ# @, paratodo r >0},

Der_(Q)={acR: (a-r,a)nQ # @, para todo r > 0}.

Noétese que un punto es de acumulacién en Q si, y solo si, lo es por la derecha o
por la izquierda, es decir, Der(Q2) = Der, (Q2) U Der_(Q). Esto implica que un pun-
to de acumulacién puede ser de tres clases: un punto de Der, (Q) \ Der_(Q), de
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Der_(Q) \ Der. (Q) o bien de Der. (Q2) n Der_(Q2). Observamos ademads, que por ser
f monétona creciente, si a € Dery (Q) y fi(a) =1lim,_ 4+ f(x), entonces

fil@= inf f(x), (2.6)

xeQn(a,+oo)

yen el caso de que a € Der_(Q) y f-(a) =lim,_4- f(x), se tiene que

f-@= sup f(x). (2.7)

xeQN(—oo0,a)

Denotamos por Dis(f) el conjunto de puntos de discontinuidad de f. Podemos
escribir

Dis (f) = QnDer(Q)NDis(f)
=0n | (Der. (@) \Der_(©)) u (Der_ (@) \ Der. () U (Der. () n Der_ ()| n Dis ()

c [Q\Der-(Q)] u [Q\Der.(Q)] U [QnDer, (Q) nDer_(Q) N Dis (f)]
=:AjUAyU A3.

De esta forma, para mostrar que Dis (f) es a lo sumo numerable basta probar que
Ay, A2y Asloson. Laidea es la siguiente: si queremos establecer que un conjunto A
es alo sumo numerable, basta encontrar para cada i € A un intervalo I; de manera
que I NIy, = @, k # ¢. Vamos a ver esto. Sea {(a;, b;)};e 4 una coleccion de intervalos
disjuntos dos a dos. Por ser (Q denso en R, se tiene que para cada i € A existe g; € Q
en (a;, b;). Ademds, como los intervalos son disjuntos dos a dos, podemos asegurar
que q; # q;j, i,j € A, i # j. Ya que Q es numerable podemos concluir entonces que
la coleccion es a lo sumo numerable.
Analizamos entonces la propiedad para cada A, k=1,2,3.

(@ A; = Q\Der_(Q). Sea a € A;. Como a ¢ Der_(Q), existe r, > 0 de manera que
(a—rg,a)NQ=¢.Ademds,sibe Ay ya# bsetieneque (a—rga)N(b—rp,b) =
@. En efecto, asumamos que, por ejemplo, b < a. Si (a—rg,a)N(b—1p,b) # D,
entonces, siendo b < a, se tendria que b € (a—r,, a) y de aqui, puesto que b € Q,
se llegaria a que (a—rg a) NQ # @, lo que contradice la hipotesis. Luego, se
concluye que {(a—r4, @)} 4c 4, €S una coleccion de intervalos disjuntos dos a dos.

(b) A = Q\ Der, (Q2). Se procede de manera andloga al caso anterior. Sea a € A,.
Ya que a ¢ Der. (Q0), existe r, > 0 de manera que (a,a+r,) NQ = @. Ademas, si
be A,y a# b se tiene, razonando como antes, que (a,a+r;)N(b,b+rp) = @. Se
obtiene asi que {(a, a+rs)}qca, €s una familia de intervalos disjuntos dos a dos.

(c) A3 = QnDer,(Q)NnDer_(Q) N Dis(f).
Sea a € As. Ya que a € QN Der,(Q) nDer_(Q) se tiene, por (2.6) y (2.7), que
f-(a) < f(a) < fi(a). Observamos que f_(a) # fi(a), pues en caso contrario,
f-(a) = f(a) = f+(a) y entonces [ seria continua en a, y por hipétesis, a €
Dis (f). Se tiene asi que la discontinuidad en a es de salto finitoy f_(a) < fi(a).
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Por otra parte, si a;,a, € A3y a; < ap se cumple que f1(a;) < f-(a). En efecto,
sean aj,a; € Der, (Q) nDer_(Q) de manera que a; < a,. Tomamos r = 24,
Puesto que a; € Der,(Q)), podemos elegir x; € Q tal que x; € (a;,a; +r). De la
misma forma, teniendo en cuenta que a, € Der_(Q2), tomamos x, € Q tal que

X2 € (ap — 1, a2). NOtese que X1 < Xz.

r

| | | | |
T T T T T

a X1 7 X2 ap
ay+r=ay—r

Entonces, usando (2.6) y (2.7) y teniendo en cuenta que f es creciente, se obtie-
ne que fi(ay) < f(x1) < f(x2) < f-(ap). Luego, para todo a,, a, € As con a; < ay,
se verifica que

f-(a) < fi(a) = f-(ap) < fr(ap).

Por tanto, (f-(a1), f+(a1)) N (f=(a2), f+(a2)) = @. Esto es, {(f-(a), f+(a)}aca, €S
una coleccién de intervalos disjuntos dos a dos.

Concluimos que A;, A, y A3 son conjuntos alo sumo numerables, y por tanto
también el conjunto de puntos de discontinuidad de f, Dis(f), es a lo sumo nu-
merable. O

Dedicamos la dltima parte de esta seccion a establecer algunas propiedades
paralas funciones inversas, donde incluimos el Teorema de la funcién inversa para
funciones reales de variable real.

Recordamos que si f : A — B es una funcion biyectiva, siendo A,B c R, la
funcién inversa de f, que se denota por f~1, es la aplicacién que a cada y € B le
asigna el valor f~1(y) = x, siendo x el tinico elemento de A tal que f(x) = y. De
estaforma, (f 1o )(x)=x, x€ A y(fof V() =y, yeB.

Veamos primero que la monotonia se conserva por la operacién inversa.

Proposicion 2.7. Sea f : A — B una funcion biyectiva, donde A,B < R. Si f es mo-
nétona creciente (o decreciente) entonces 1 es también monétona creciente (o de-
creciente).

(N6tese que como f es biyectiva, si f es mondtona entonces f es estrictamente
monotona.)

Demostraciéon. Supongamos que f es estrictamente creciente. Fijamos y1,), € B
tales que y; < y»2. Sean x1, xp € A tales que f(x1) = y1 v f(x2) = y2. Queremos ver
que x1 < X2.

Supongamos que x; < x;. En el caso de que x; = x; se tiene que f(x;) = f(x2),
esto es, y1 = )2, lo que no es cierto. Por otro lado, si x, < x;, como f es estrictamen-
te creciente, se cumple que y» = f(x2) < f(x1) = y1, lo que también contradice la
hipétesis.

Andlogamente puede procederse cuando f es estrictamente decreciente. 0O
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Recogemos ahora un resultado sobre la continuidad de la funcién inversa.

Proposicion 2.8. Sea f : | — f(I) una funcion biyectiva, donde I es un intervalo
enR. Si f es monétona entonces f~' : f(I) — I es una funcién continua.

Demostracién. Supongamos que f es estrictamente creciente. En virtud de la Pro-
posicién 2.7, f~1: f(I) — I es estrictamente creciente. Ya que f~'(f(I)) = I esun
intervalo, de acuerdo a la Proposicién 2.4 deducimos que f~! es continuaen I. O

Asimismo, se pueden dar condiciones que aseguran la derivabilidad de f~!.
Este resultado resulta ademds fundamental para establecer el Teorema de la fun-
cién inversa que abordaremos después.

Teorema 2.9. Sea f : I — f(I) una funcion biyectiva y monotona, siendo I un in-

tervalo en R. Supongamos que f es derivable en a € I y f'(a) # 0. Entonces, f~! es

derivableen f(a) y (f V) (f(a) =1/ f'(a).

Demostracion. Tenemos que ver que

-1 s
lim T fla+h-f(f(a)
h—0 h

existe y vale (f'(a)) L.
Tomamos un sucesion (b,) nen € f() \ {f(a)} tal que b, — f(a), cuando n — co.
Para cada n € N existe un tnico a, € I\ {a} tal que f(a,) = by,.
De la Proposicién 2.8 sabemos que f~! es continua en f(a) y, ya que b, — f(a),
se sigue que a, = 1 (b,) — f'(f(a) = a.

Como f es derivable en a se tiene que

m flan) - fl@) _ m fx) - f(a)

ol
n—oo an_a X—a X—a _f(a)'
Entonces,
-1 _ 1 B
n—oo b, - f(a) n—oo f(a,)— f(a) n—oo flan-f(a) f'(a)
an—a
; -1 __1
Recordamos que f'(a) # 0. Se concluye asi que (f™)'(f(a)) = @ O

A continuacién enunciamos y probamos el Teorema de la funcién inversa pa-
ra funciones reales de variable real.

Como es usual, dado un abierto Q c R, diremos que una funcién f: Q — Res
de clase C* en Q, con k € N, y escribiremos f € C¥(Q), si existen todas sus derivadas
hasta orden k y son continuas en Q.
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Teorema 2.10. Sean Q < R un abierto y f : Q@ — R una funcién en C'(Q). Su-
pongamos que a € Q y f'(a) # 0. Entonces, existe r > 0 tal que [a—r,a+r] < Q,
f(a—r,a+r)) es un intervalo abierto, la funcion

fia=ra+r:(@a=—r,a+r)— f((a—r,a+r))

es biyectiva y (fia-r.a+r) " es de clase C' en f((a—r,a+r)). Ademds,

FHws= ye fla—ra+r).

1
/o
Demostracién. Vamos a asumir que f'(a) > 0. Si f'(a) < 0 podemos proceder de
manera similar.

Ya que f’ es continua en Q, la conservacion de signo de las funciones conti-
nuas nos permite encontrar r > 0tal que [a—r,a+1r] < Q yf’(x) >0,x€la-r,a+r].

Vamos a ver que [ es creciente en el intervalo [a—r,a + r]. Para ello consi-
deramos a—r < x; < Xx» < a+r. Tenemos que f es continua en [xi, x2] y deriva-
ble en (x1, x). Del teorema del valor medio? se sigue que existe ¢ € (x1, x,) tal que
f(x2) = f(x1) = f'(c)(x — x1). Luego, f(x2) — f(x1) >0y se obtiene que f es estric-
tamente crecienteen (a—r,a+r).

Por tanto, f((a—r,a+r)) = (f(a—r), f(a+r)). Tenemos entonces que

fl(a—r,a+r) (a-ra+r)— (f(a—r),f(d+ ),

es una funcién biyectiva. Ademaés es derivable en (a—r,a+r) y se cumple que
f'(x) >0, x€ (a—r,a+r). Envirtud del Teorema 2.9 (ﬁ(a_r,aﬂ))‘l es derivable en
(fla=n), fla+r)y

'y = , siendo f(x) =y, ye(fla-n),fla+r)).

1
f'x)

Probamos para terminar que (f~!)’ es continua en (f(a—r), f(a+1)).

Sean yp € (f(a-r), f(a+r1)) = f((a—r1,a+71)) y Xo € (a—1,a+7r) tal que yo = f(xo)
(nodtese que xp es Unico).

Consideramos una sucesion (y,)5., < (f(a—r), f(a+r)) tal que y, — yo,
cuando n — oo. Para cada n € N consideramos el tinico x, € (a—r,a+ r) tal que
fxn) =yn.

Ya que (ﬁ(a_r_a+r))‘1 es continua en (f(a—r), f(a+r)), se verifica entonces
que x, — Xo, cuando 1 — oco. Ademds, (f1)'(y,) = (f'(x,))"!, n € NU {0}. Ya que
f' es continua en x; se sigue que

1 1
Iim (1)’ (y,) = lim = = (™' o).
n—o0 f In n—oo f'(x,)  f'(xo) ! Yo
Concluimos asi que (f~!)’ es continua en yy. O

2 Teorema del valor medio. Si f : [a, b] — R, con —co < a < b < +oo es continua en [a, b] y derivable en (g, b),
entonces existe c € (a, b) tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).
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Terminamos mostrando con dos ejemplos dos situaciones diferentes en rela-
cion a la existencia de inversa local cuando f’(a) = 0.

Ejemplo 2.11. Sea f(x) = x%, xe[-1,1].

Esta funcién no tiene inversa local en el punto a = 0. Basta observar que si r > 0
entonces f((-r,1)) =[O0, r?) que no es un intervalo abiertoy f: (-r,r) — [0, %) no
es biyectiva, ya que f(5) = f(-3) = %2. Podemos deducir del Teorema de la funcién
inversa, ya que se cumple que f € C!(-1,1) (de hecho es de clase C*®), que no se
satisface la condicién f’(0) # 0, circunstancia que también podemos comprobar
directamente pues f'(x) = 2x, x € (—1,1), por lo que, en particular, f'(0) = 0.

Ejemplo 2.12. Consideramos la funcién f(x) = x3, x € R.

Tenemos que f es derivable en R siendo f'(x) = 3x2, x € R. De nuevo, en particular,
f'(0) = 0 y no se cumple la hipétesis del teorema anterior para a = 0.

En este caso, si podemos hablar de funcién inversa en un entorno del origen.
Sea r > 0. Se verifica que f((~r,7)) = (-r3,r%) yla funcién f es biyectiva, siendo
=) —nn,con fly =y, ye =3 rd.

Observamos que, sin embargo, esta inversa local no es derivable en el origen.
De hecho, f‘1 es derivable en R\ {0} y (f_l)’(y) =(3 W)_l, y #0.

Observacién 2.13.Si f : (a,b) — (c,d) es biyectiva, derivable y ademas la fun-
cion inversa f‘1 : (c,d) — (a, b) también es derivable, entonces se verifica que
(FH' () = (f' X)), siendo f(x) = y.

En efecto, basta tener en cuenta que (f ! o f)(x) = x, x € (a, b). Luego,
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F o=@ f'x)=1, xe€l(a,b).

De aqui se deduce que f'(x) #0, x€ (a,b), y (f V) (f(x) = (f'(x))"}, x€ (a,b). O

2.2. Teorema de la funcion inversa en el contexto vector-valuado

Recordamos, en primer lugar, los conceptos basicos que manejaremos. Con-
sideramos f: Q cR" — R, donde Q es un conjunto abierto en R". Se dice que f
es diferenciable en a € Q) cuando existe una aplicacion lineal L: R" — R tal que
. fla+h)—f(@—-L(h)

lim
h—0 I Al

Aqui |kl = ||hlla = \/h? +---+ h3, siendo h = (hy,..., h,) €R".

Un hecho importante es que la aplicacion lineal L en (2.8) es tinica, esto es,
si Lj:R" — Rees lineal, j = 1,2, y satisface (2.8), entonces, L; = L, ([6, Theorem
9.12]).

Si f es diferenciable en a € Q se llama diferencial de f en a, y la denotamos
por df(a), alaaplicacién L:R" — R que verifica (2.8).

Por otro lado, dado u € R" tal que || u| = 1, se conoce como derivada de f en a
en la direccion de u (denotada por d, f (a)) al limite, si existe,

0. (2.8)

lm fla+ tu)—f(a).
—0 t

Se puede ver quessi f es diferenciable en a € 2 entonces existe la derivadade f ena
en la direccién de u para cada u € R”, |u|l = 1, y se verifica que d, f (a) = (d f (a)) ()
([2, p. 83]). En particular, cuando tomamos u = eg, k = 1,...,n, donde e} = (ei.c ;.1:1,
con ef.“ =0,i=1,..,n,i#k,y ellj =1, la derivada de f en a en la direccién de ey se

denota por (;3—;; (a) y se le llama derivada parcial de f en a respecto de xi. Al vector

0 0
Vf(a)=(—fl(a),...,axf

(a)
0x )
se le conoce como gradientede f ena .

Si f es diferenciable en a € Q podemos expresar la diferencial de f en a en
términos del vector gradiente, si méds que tener en cuenta que d f(a) es una apli-
cacion lineal y, por tanto, si h = (hy, ..., h;) € R” se tiene que

n n n a
df(@h) =df(@() heex) =Y hidf(@(er) =) hk_f(a) =Vf(a)-h.
k=1 k=1 -1 0Xk

Ademads, para cada u € R”, |[u|| = 1, se tiene que
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fla+tu)— f(a) im
t £—0

(f(a+ tu)— fla)—tVf(a)- u

dyuf(a) = ltgré oy

+Vf(a)-u),

y, si f es diferenciable en a,
fla+h) - f(a)-df(a)(h)

im et - fl@-vfa w . —0,
£—0 tllull h—0 2

porloqued,f(a)=Vf(a) u=df(a)(u).

Observacién 2.14. Sean f : Q ¢ R” — R una funcién definida en el abierto Q y
a € Q. La existencia de las derivadas parciales de f en a no garantiza que la funcion
f sea diferenciable en a. No obstante, si las derivadas parciales de f son continuas
en a, entonces si podemos asegurar la diferenciabilidad de f en ay que d f (a)(h) =
Vf(a)-h, heR" ([2, Theorem 3.2]).

Generalizamos ahora estos conceptos al contexto de las funciones definidas
en un abierto QO cR” y con valores en R, para me N, m = 1, esto es,

f:QcR" — R"
x— f(0) = ([i(x),..., fm(2)),
donde, para cada j = 1,...,m, f; es una funcion definida en Q que toma valores
reales.
Sean f: QcR" — R™ vy ae(,siendo Q un abierto. Decimos que f es dife-
renciable en a cuando f; es diferenciable en a, para cada j = 1,..., m. En este caso,

la diferencial de f en a, d(f)(a) es la aplicacién lineal determinada por la matriz
de orden m x n dada por

b P L

Df(a) = . . .. .
6fm 2 (a) afm 2 (q) - 0fm 2 (q)

Observamos que si f es diferenmable en a entonces,

fla+h) - f(a)-df(a)(h)

im =0.
h—0 I Al

Noétese ademads que

afl(a) afl(a) L@\ (m

=(Z%( T S L )

df(a)(h) = A oL
k=1 k=1

- (Vfl(a)-h,...,an(a)-h), h=(h,..., hy) €R™.

Cuando n = m se tiene que D f(a) es una matriz cuadrada, y en este caso, lla-
mamos Jacobiano de f en a al determinante J f (a) = det (D f (a)). Por tanto, cuando
n = m, lamatriz D f(a) es invertible siy solo si J f (a) # 0.
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2.2.1. Teorema del valor medio para funciones de varias variables

En la demostracién del Teorema de la funcion inversa para funciones reales
de una variable usamos el Teorema del valor medio (ver Observacién 2.1). Una
pregunta natural que podemos plantearnos es si existe un teorema analogo para
funciones de varias variables.

Presentamos en primer lugar un resultado para funciones reales de varias va-
riables.

Teorema 2.15 (Teorema del valor medio). Sea Q un abierto y convexo de R". Con-
sideramos f : Q c R" — R una funcién diferenciable en C'(Q), esto es, g—)g; es con-
tinuaen Q para cada k = 1,...,n. Se tiene que, dados a,b € Q) existe c € [a, b] (seg-

mento que une ay b) de manera que

0
f)-f@=Vf)b-a)=) —f(c)(bk—ak).
k=1 0%k

Aquia=(ay,...,a,) yb=(by,...,by).

Demostracién. Sean a = (ay,...,a,) y b = (by,...,b,) € Q. Ya que Q es convexo, el
segmento [a, b] estd contenido en Q. Consideramos la parametrizacién del seg-
mento [a, b] dada por g(t) = th+ (1 —-1t)a, t € [0,1], y escribimos g = (g1, ..., &n)»
siendo g;(#) = th;+(1-1fa;, t€[0,1],parai =1,...,n. Noteseque g(0) =a,g(l)=b
yg'(t)=b-a.

Definimos entonces la funcién £ : [0,1] — R como h(t) = f(g(t)), t € [0,1].
Ya que f es continua en Q y g es continua en [0, 1], se sigue que & es continua
en [0,1]. Ademds, puesto que f es diferenciable en Q2 y g es derivable en (0, 1),
también podemos asegurar que h es derivable en (0, 1) y, aplicando la regla de la
cadena obtenemos

R(t)=df(g)Eg @) =Vgmn)-gw, te®).

El Teorema de valor medio para funciones reales de una variable (Observacion 2.1)
garantiza la existencia de 1, € (0,1) tal que k(1) — h(0) = h'(tp), esto es,

f(g) - f(g0) = (VS)(g(t) - g (to),
y, por tanto, f(b) — f(a) =V f(c)-(b— a), siendo c = g(ty) € [a, b] \ {a, b}. O

Nos planteamos ahora si existe una version del Teorema del valor medio para
funciones vector-valuadas, es decir, funciones de la forma f: Q € R” — R™, con
m > 1. La respuesta es que no, como mostramos con el siguiente ejemplo.

Sea f : R? — R? la funcién definida por f(x,y) = (e*cos y,e*sen y) y escribi-
mos fi(x,y) = e*cosy, fo(x,y) = e*seny, (x,y) € R?.
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Tomamos a = (0,0) y b = (0,2n). Es claro que f(a) = f(b) = (1,0). Por otra
parte, la funcién f es diferenciable en R? (mds atin, f € C*®(R?)) y se tiene

6f1 6fl
50y a(x’ Y) e‘cosy —eseny ,
Df(x,y)= = , (x, ) ER

0f2 0f ) e*sen *
=< (x, —<(x, ¥y e'cosy
i (x,y) 3y (x,y)

Vamos a suponer que existe ¢ = (c1,¢2) € [a,b] de manera que f(b) — f(a)) =
df(c)(b— a), esto es, se verifica

c1 —pC1
(0) _ (g cosce e’ senc ( 0 ) B (—Znecl sencz)
= - C1 °
0 el sen c, €1 cos ¢y 27 2me ! cos o

Pero esto no es cierto puesto que 2me‘ senc, = 0y 2mwe“ cosc, = 0 implica que
senc; = cos ¢, =0, y sabemos que no existe ¢, € R que cumpla tales condiciones.

Este ejemplo nos muestra que la propiedad recogida en el Teorema del valor
medio no es una propiedad que podamos pasar de dimensién uno a dimensiéon
mayor que uno de una manera simple. Ademads nos lleva a pensar que para esta-
blecer el teorema de la funcién inversa en el caso de funciones f: Q < R" — R”,
con n > 1, vamos a necesitar de estrategias diferentes a la usadas cuando n = 1.

Precisamente, para la demostracion del Teorema de la funcion inversa (Teo-
rema 2.18) haremos uso del siguiente resultado.

Proposicion 2.16. Sean Q un abierto convexo deR" y f : Q c R" — R" una funcién
diferenciable en Q). Supongamos que para cierta Cy se cumple que |Df (x)|| < Cyp,
x € Q, siendo || - | una norma en M, (R). Entonces existe ¢ > 0 tal que, para cada
a,beQ, If(b)—f(alz = clb-all.

Demostracion. Escribimos f = (fi, ..., f»). Sabemos que todas las normas en M, (R)
son equivalentes, por lo que podemos encontrar C > 0 de modo que

»

max

ofj
_ Ll =cIpfwl, xeo 2.9)
jk=1,..,n axk

Sean a,b € 2. Como Q es convexo, el segmento [a, b] < Q). Consideramos, como
antes, la parametrizacion del segmento [a, b] dada por g(¢) = tb+(1-1)a, t€[0,1],
y definimos la funcién h: [0, 1] — R mediante

h(t) = f(g®)-(fb) - f@) =) fi(g®)(fjb) - fi(a), tel0,1].
j=1

Es claro que & es continua en [0, 1] y derivable en (0, 1), siendo
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n
HOE Z(Vﬁ)(g(t))-g’(t)(fj(b)—f,-(a))
S
ZZ (g(r))(bk ai) (fj(b) - fi(@), te(0,1).

De acuerdo con el Teorema de valor medio (Observacion 2.1), existe t, € (0,1) tal
que k(1) —h(0) = h'(t). Yaque h(1) = f(b)-(f (b) - f(@) y h(0) = f(a)-(f(b) - f(a)),
se sigue entonces que

ol
B

(f(b) - f(@)- (f(b) - f(a)) =ZZ (8(£0)) (b — ai) (fj(b) - fi(a).

Luego, teniendo en cuenta (2.9)

If ()= fla)l* = Z Z
e

(g(to»\uak arllf;(b) - fi(a)

< CIIDf(g(to))ll Z |b — ay| Z |fj(b) - fi(a)l

k=1 j=1
=CGollb-alillf(b) - f(@ll < CCon®lIb—all2|l f(b) - f(@)ll2,

donde hemos usado que [|x||; < n| x|z, x € R". Concluimos que si f(b) # f(a) en-
tonces || f(b) — f(a)ll2 < cllb—all2, con c = CCy n?. Cuando f(b) = f(a) la desigual-
dad es clara. O

2.2.2. Funciones global y localmente invertibles. Ejemplos

En esta seccion vamos a analizar la existencia de la funcién inversa global
o local para algunas funciones particulares f : Q ¢ R” — R", como paso previo
al Teorema de la funcién inversa, que proporciona condiciones bajo las cuales se
asegura la existencia de funciones localmente invertibles, esto es, funciones F para
las cuales, si xg € R", es posible encontrar un entorno U < Q de xy de manera que
la aplicacién fijiy: U — f(U) es biyectiva.

f
T

(x0)
V

fa
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1. Vamos a comenzar estudiando el comportamiento de las aplicaciones lineales.
Sea f : R"” — R” una aplicacién lineal. Denotamos por A la matriz en M, (R)
asociada a f respecto de la base canénica en R”. Entonces, f(x) = Ax, x € R". Si

A=(a;j)i j=1,.,n» Podemos escribir, para cada x = (xy, ..., x,) € R",
ai - ain) [ X1 apnxy +apxz + - taipXn
fo=|: |l ]= :
anl *** Ann) \Xn Ap1X1 Tap2X2 + -+ +AppXnp

Definimos f = (fi, ..., fn), donde f;(x) = 7:1 ajjxj, x = (xy,..., x,) € R". Es claro

que, paratodo i,j=1,...,n, g—z(x) =a;j, x€ R". Por tanto, Df (x) = A, x e R".
Observamos también que, ya que n = dim(ker f) + dim(Im f), se verifica que
ker f = {0} si, y solo si, Im f = R". Dicho de otro modo, f es inyectiva, si, y solo
si, f es sobre, y por tanto, equivalente a que f sea biyectiva.

Veamos que f es biyectiva si, y solo si, A es una matriz invertible. Notamos pri-
mero que por ser f lineal, si es biyectiva, entonces su inversa es también lineal.
En efecto, supongamos que f es biyectiva. Sean u, v € R? y a, § € R. Definimos
x=ftwey=fl(v),estoes, f(x)=uy f(y) = v. Por tanto, ya que f eslineal,
flax+pBy) =af(x)+Bf(y) =au+pPv.Luego, ax+ By = f ' (au+ Pv), es decir,
fYau+pBv)=aft(w)+Bf 1 (v)yconcluimos que f~! es lineal.

Sea B la matriz asociada a f~! en la base canénica. Luego, f~1(y) = By, y e R".
Yaque x = f~1(f(x)) = BAx, xeR" e y = f(f-1(y)) = ABy, y € R", se sigue que
AB = BA=1, esto es, lamatriz A es invertibley B= A~!.

Por otra parte, si A es una matriz invertible, entonces claramente la funcién f
es biyectivay f~1(y) = A" ly.

Concluimos que f es globalmente invertible si, y solo si, detA # 0, lo que equi-
vale también a que el sistema de ecuaciones Ax = b tiene una tnica solucién
para cada b e R".

Nos planteamos ahora qué ocurre cuando det(A) = 0. Sabemos que en este caso
f no es biyectiva, es decir, no admite inversa global. Nos preguntamos entonces
si f es localmente invertible, esto es, si dado xy € R"”, podemos encontrar U,
entorno de xp, de modo que fjiy: U — f(U) es invertible.

La respuesta, negativa, la recogemos a continuacién como propiedad.

Propiedad 2.17. Si A € M,(R) y det(A) = 0, entonces la aplicacion lineal T defi-
nida por A no es localmente invertible en ningtin punto de R”.

Demostracién. Sea xg € R%. Veamos que laaplicacion T : B(xg, ro) — T (B(xg, 19)),
para rop > 0, no es inyectiva.

Ya que det(A) = 0, se tiene que 0 es un autovalor de A. Denotamos por Ej el
espacio propio asociado al autovalor 0 y tomamos u € Ey\{0}. Por ser T lineal y
Tu =0, deducimos que T(au) =aTu=0, a €R.
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Fijamos ry > 0. Elegimos a € R de manera que |a| < "r7°” (notese que ||u| # 0).
Entonces, xy + au € B(x, o), pues |[(xo + au) — xoll = lalllull < ro. Ademas se
tiene que T'(xo + au) = T(xp) + aT(u) = T(xp), por lo que T no es inyectiva en

B(xo, 10)-
T(U)

T(.xo)

O

Hemos visto que en el caso de las aplicaciones lineales, si f: Q < R” — R” no
es globalmente invertible, entonces para ningtin punto de Q la funcién es local-
mente invertible. En general, como se muestra en algunos de los ejemplos que
siguen, esta situacion no se tiene cuando consideramos otro tipo de funciones.
. En el siguiente ejemplo presentamos una funcion no lineal globalmente inver-
tible. Sea f(x,y) = (x,y + x3), (x, y)E R2. Ya que

(x,y+x2):(u,v) — u:x,y:v—uz, X, ) u,veER,

la funcion g definida en R? como glu,v) =(u,v- u?), (u, v) € R? resulta ser la
funcién inversa de f. En efecto, (go f)(x,y) = g(x,y +x%) = (x,y), (x,y) € R?,y
(fog)(u,v) = f(u,v—u?) = (u,v), (1, v) € R?. Por tanto, g = 1.

Observamos que si escribimos f = (f1, f>), donde fi(x,y) = x,V fo(x,y) = y+ x?,
(x,y) € R?, entonces

|1 0] 5

det(Df(x)) = ‘Zx 1' =1#0, (x,y)eR".

. Consideramos ahora una funcién que no es globalmente invertible pero si lo
es localmente en casi todos sus puntos. Tomamos f(x,y) = (x2,7), (x,y) € R2.
Claramente, la funcién f no es biyectiva ya que f(x,y) = f(-x,y) = (x%,y),
(x,y) € R?.
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Sea (xo, yo) € R2, tal que xo # 0. Elegimos 6 > 0 tal que 0 ¢ (xo — 6, xo + 6) (por
ejemplo, 6 = %) y tomamos Uy = (xg — 6, xo +0) x R.

Es facil comprobar que fiy, : Up — R? es una aplicacion inyectiva. En efec-
to, sean (x1, y1) y (x2, y2) € Uy tales que f(x1, y1) = f(x2,y2). Entonces (xf,yl) =
(x%, ¥2). Luego, es evidente que y; = y» y, puesto que 0 ¢ (xo — 6, xo + 0), también
se verifica que x; = x,. Se obtiene asi que f es localmente invertible en (x, o).
Por otro lado, podemos probar que f(Up) es un conjunto abierto en R?. Pa-
ra ello, supongamos que xp > 0 (cuando xy < 0 podemos proceder del mis-
mo modo). Basta tener en cuenta que la funcién h(x) = x?, x € R, es continua
y creciente en (0,00). Entonces, h(B(xp,0)) = ((xo — 82, (xo + 6)?) y, por tanto,
fUo) = ((x0 = 8)%, (x0 +8)*) x R.

(xXg+0)2p------ h(x) = x*

(x0 — 8) >4~

Por otra parte, tenemos que la funcién dada no es localmente invertible en
(0, ¥o), con yp € R, pues dadon >0y Vo = (-=n,1m) x (yo—1, Yo + 1) — f (Vo) S R?,
es claro que f(g,yo) = f(_?n,yo). Luego f no es inyectiva.

Si denotamos por fi(x,y) = X2y f2(x,y) = ¥, (x,y) € R?, entonces f = (fi, /) y se
tiene que

2x 0

_ 2
0 1 =2x, (x,y)eR".

det(Df(x,y)) =

Observamos que det (D f(x, y)) = 0 si y solo si x = 0 y los puntos donde existe
inversa local para la funcién f verifican que detD f(x, y) # 0.

Otro ejemplo de funcién no biyectiva que es localmente integrable para cier-
tos puntos es el siguiente. Tomamos f(x,y) = (fi(x,y), f2(x, y)) = (senx,sen y),
(x,y) € R%. En este caso,

cosx O

— 2
0 cosy =cosxcosy, (x,y)eR".

detDf(x,y) =

Por tanto, det(D f(x, y)) = 0 si, y solo si, cosx =0 6 cos y =0, esto es, si, y solo si,
x=7%+km, 6bien, y=7%+mm, conk,meZ.
Representamos por E al conjunto E = {(x, y) € R? : det(Df (x, y)) = 0}.
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La funcién f no es globalmente invertible ya que, por ejemplo, f(x +2kmn,y) =
(senx,seny) = f(x,y), (x,y) eR?, k€ Z.

Sin embargo, f eslocalmente invertible en (xy, y) cuando (xy, yo) no pertenece
a E. Veamoslo. Sea (xy, yo) € E. Esto significa que xy # % + km, para k€ Z,y que
y# mm+ g, meZ.

Podemos encontrar asi 61,02 > 0 tales que la funcién h(z) = senz es estricta-
mente mondétona en los intervalos I} = (xg — 01, X0 +61) € In = (9 — 62, Yo + 02).

h(z) =senz

La funcion /& es entonces biyectivaen I; e I, y h~1(w) = arcosen (w), cuando
w e h(l) U h(l).

También se tiene que h(l;), j = 1,2, es un conjunto abierto. Concretamente,
h(I;) = (sen(xp — 01),sen(xp + 01)), cuando h es creciente, y h(l;) = (sen(xp +
61),sen(xp—01)), cuando h es decreciente. Andlogamente ocurre para .
Definiendo Uy = I; x I, se tiene que fjy, es biyectiva, siendo ( ﬁUO)‘l(u, V) =
(arcsenu,arcsenv), (i, v) € f(Up).

. Una funcién que no es biyectiva pero que tiene inversa local para todo punto
es f(x,y) = (e¥seny,e*cosy), (x,y) € R?. En este caso, ya que f = (fi, f>), donde
filx,y) =e*senyy fo(x,y) = e*cosy, (x,y) € R?, vemos que

e‘seny e‘cosy |

e*cosy —e*seny —e™£0, (x,y) R

det(Df(x,y)) =
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Puesto que f(x,y) = f(x,y+2kn), (x,y) € R2, k € Z, la funcién f no es biyectiva.
Veamos que f es localmente invertible en todo punto de R
En primer lugar, notamos que

fx1,y1) = f(x2,y2) si,ysolosi, x1=x2, y1=)y2+2km, keZ. (2.10)

Ya comentamos que f(x,y) = f(x, y+2km), (x,y) € R?, k € Z. Si suponemos aho-
raque f(x1,y1) = f(x2,y2), entonces se verifican las ecuaciones

e*'sen(y;) = e sen(y,)
e* cos(y1) = e cos(y),

de donde se deduce que e**! = e?*2, y entonces, x; = x,. De esta forma, sen(y;) =
sen(y2) y cos(y1) = cos(y2), lo que implica que y; = y» + 2kr.

Fijamos (xo, yo) € R?* y consideramos Uy = R x (yo — %, yo + %). Si tomamos
Y1, Y2 € (Yo— 3, Y0+ %) es claro que |y1 — y2| < 7, y, por tanto, de (2.10) se sigue
que f(x1,y1) # f(x2, y2), cuando (x1, y1), (x2, y2) € Up y (x1, y1) # (X2, y2). De esta
forma, Uy es un abierto que contiene a (xo, o) V fiu, : Uo — f(Up) es biyectiva.
Para dar una expresio6n de (fjy,) ! basta determinar x e y en términos de u'y v
a partir de las ecuaciones

e‘seny=u

e‘cosy=u.

De aqui se obtiene ficilmente que e** = u? + v? y, entonces, x = In vV u2 + v2
(nétese que (u, v) # (0,0)). Para la variable y nos queda

u u v v
seny=—=—— Yy COSy=—=——7—,
e* Vu2+12 e Vuz+12

Luego podemos expresar (fjy,) ! mediante

de donde se sigue que y = arcsen (

(ﬁUO)_l(u, V) = (ln\/ u + vz,arcsen(%

), wvye fFwy.
u-+v

2.2.3. Teorema de la funcion inversa

Hemos visto en los ejemplos anteriores que las funciones consideradas son
localmente invertibles en los puntos x € R? donde det D f(x) #0. El Teorema de la
funcion inversa, que presentamos a continuacion, nos dice que esta es una condi-
cién suficiente para asegurar que una funcién es localmente invertible.
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Teorema 2.18 (Teorema de la funcién inversa). Sean f : Q c R" — R" una fun-
cién de clase C' en el abierto Q y xq € Q. Supongamos que D f (x,) es invertible, esto
es, que det(D f (xg)) # 0. Entonces, existe un abierto Vy c Q tal que xy € Vy y de ma-
nera que:

(i) f(Vy) es abierto en R".

(ii) f : Vo — f (W) es biyectiva.

(iii) (fiv,) "' es una funcién de clase C' en f (V).

(iv) D((fiv,) " H () = (Df (X)L, siendo y € f(Vy) yx € Vy tal que f(x) = y.

Demostracién. Suponemos, en primer lugar, que xo =0, f(x9) =0y D f(xp) = 1.
Escribimos f = (fi,..., fu). Yaque f € C'(Q), podemos asegurar que det (D f) :
Q — R es una funcién continua en (, siendo

B Hhw)
Df(x) = Lo , XxeQ.
L)+ )

Puesto que det (D f(0)) = detI = 1, la continuidad de det (D f) nos permite encon-
trar Ry > 0 de manera que det(D f(x)) > 0, para todo x € B(0, Ry). Ademads, pode-
mos elegir Ry de manera que B(0, Ry) < Q.

Sea || - || una norma en el espacio de las matrices M, (R) (recordamos que en
M, (R) todas las normas son equivalentes).

Definimos la funcién v (x) = x — f(x), x € Q. Es claro que Dy (x) = [ — D f(x),
x € Q,y, en particular, Dy(0) = I-Df(0) = I-1=0.Yaque v € C}(Q), de la prueba
de la Proposicion 2.16 se sigue que, para cierta cp > 0,

lwx) —wx)|,<co sup IDY@I|x1—x2|, x1,%€B(O,R),
z€B(0,R)

para cada R € (0, Ry). Ademds, puesto que Dy(0) = 0 y w € C'(Q), podemos en-
contrar R € (0, Rg) de manera que [|[Dy(2)] < %, z € B(0, Ry). Por tanto, se sigue
que

1 -
v -y, < Slx-xl, x,xeBO R, (2.11)

De esta forma, y aplica B(0, Ry) en B(0, &) (obsérvese que ¥(0) = 0).

Vamos a probar a continuacién que para cada y € B(0, R1) existe Xy € B(0, Ry)
tal que f(x,) = y.Sea y e R" tal que || y[> < %.

Consideramos la funcion @, definida por ®,(x) = ¥(x) + y, x € Q. Teniendo
en cuenta (2.11) podemos deducir que, para todo x € B(0, Ry),

1Py ()2 = w2+ 1yllz =y (x) —wO)ll2+ 1yl
=Rj. (2.12)
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Por tanto, podemos decir que @y : B(0,R;) — B(0, R;). Ademas, de nuevo por
(2.11),

1 -
@y (x1) = @y (x2) ||, = || (x1) —w(x2) ||, < 5||x1 —Xz||,,  x1,%2 € B(O,Ry),

esto es, ¥y, es una funcién contractiva. Ya que (B(0,R;), | - Il2) es completo, apli-
cando el Teorema del punto fijo de Banach (Teorema 1.14) se deduce que existe
un unico xy, € B(0, Ry) verificando que ®(x,) = y, o lo que es equivalente, tal que
f(xy) = y.Notese que, de esta forma, si z € Q, z # xy,y f(z) = y, entonces | z|l2 > R;.
Podemos asegurar ademds que x, € B(0, Ry). Basta observar que [|xy |2 = [|®(x)) |2
y tener en cuenta (2.12).

Definimos entonces Vy = f~1(B(0, R1))n B(0,R)y). Es claro que 0 € Vp yya que

f escontinuaen Q, f ~-1(B(o, &)) es un abierto, y por tanto 1 es abierto.

B(0, Ro)

Tenemos entonces que la aplicacion

Ry
ﬁVO . V() — B(.X'(), ?)

es biyectiva y fH_/; : B(xo, %) — Vj es también biyectiva. LLamamos g = (fjy,) .

Veamos que g verifica las propiedades (iii) y (iv) del teorema.

Observamos, en primer lugar, que g es continua en B(x, %). En efecto, sean
Y1, Y2 € B(xy, %) y X1, X2 los Gnicos puntos en Vj tales que f(x1) = y1 Y f(x2) = y».
Tenemos asi que g(y1) = x1 y g()2) = x2. Yaque x1, x2 € B(0, R;) podemos hacer uso
de (2.11) para obtener

g — g2, = |x1— x|, = [ %1 = Fx) = G2 = flx2)) + fx1) = Fx2) ||,
= [y x) —w ) + flx) — F)|, < [wx) —w)llz+ 1 f(x) - f(x2)],

1
<5l =xl, +| e - fel,

Luego, [|x1 — x2ll2 < 2 f(x1) — f(x2)ll2, esto es, |g(y1) — g(¥2)ll2 < 2l y1 — y2ll2 y po-
demos concluir que g es continua en Vj.
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Veamos a continuacién que g es diferenciable en B(0, &) y que, para todo
Yo € B(0, &) se verifica que Dg(yp) = (Df(xo))_l, siendo xp € Vj tal que f(xp) = yo.
Noétese que det(D f(xp)) # 0, ya que xp € Vp < B(0, Ryp).

Sea y, € B(0, &). Escribimos xy = g(30), esto es, f(xg) = yp con xy € Vy. Tene-
mos que establecer que

lim gyo+h) —gy) = (Df(x0) ' h _
h—0 IRl

0. (2.13)

Es claro que yy + h € B(0, Ll siempre que | k2 < % — llyoll2. Consideramos h € R”
tal que 0 < ||hll2 < % — llyoll2 y definimos k = g(yo+ h) —g(yo) v x1 = g(yo + h).
Noétese que al ser h # 0, se tiene que yo + h # yo Y, por tanto, g(yo + h) # g(yo), esto
es, k #0.Ademas, yo+h = f(x1)=f(xo+k)y

Ikllz = l1x1 = x0ll2 < 211 f(x1) = f(x0) 2 =2llyo + h = yoll = 2l k2.
Entonces, podemos escribir

8o+ —g(yo) —(Df(xo))*h _ (Df(x0) (Df (x0)k = (yo+h = y0))
I hll2 I ll2
Ikll2 _1(Df(x0)k— f(xo+ k) + f(x0)
= D )
i, o Il )

de donde se sigue que

k) — -D k
< 2||(Df(x0))_1||2_,2 Il f (x0 + k) ];(]zj?) f (x0) ||2.
2 2

H g(yo+h) —g(y) —(Df(x0)) 1h
IRl

1[Gt b=f o) =D x0)klz2 _ o (2 13) queda

Ya que k — 0 cuando h — 0y que limy_.g 1%l

probado.
Veamos finalmente que g es una funcién de clase C! en B(0, &). Sea yp €
B(0, R,/2). Hemos probado que

1
D - (D 1o~ (AdiD T
g(o) = (Df(g(y0) e f(g(yo))( jDf(g(y0))

donde 5 5
Loy - FE (g
Df(g(yo) = : . :
L (g(yo)) -+ F2(g(0))
Observamos que, al ser g es continua de B(0, By enVy, feCY(Vy) ydetDf(g(yo)) #
0, cada entrada de la matriz Dg(y,) es el resultado de la suma, producto y compo-

sicion de funciones continuas en B(0, &).
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Hemos establecido asi el teorema bajo las hipotesis xo =0, f(xg) =0y Df(0) = I.

Asumimos ahora que x, € Q satisface detD f(xp) # 0 y consideramos la fun-
cion F(x) = (Df(x0)) "' (f (x + x0) — f(xp)), x € Q' = Q- xo.

Observamos que 0 € Q', ya que 0 = xo—x € Q—xy. Ademds, F(0) =0y DF(0) =
(Df(x0))"'Df(xo) = I. Teniendo en cuenta lo que hemos probado anteriormente,
sabemos que existe R > 0 y un abierto VO cQ'talqueOe 170, F: VO — B(0, R) es bi-
yectiva, G = (F, ‘70)_1 : B(0,R) — Vj es C'(B(0,R)) y, para cada y € B(0, R) se verifica
que DG(y) = (DF(G(y)) ™.

Obtenemos de aqui, Vj abierto de €, siendo xp € Vp y Wy = f(Vp) abierto en
R" tales que f : Vo — W es biyectivay g = (fiy,) ™' : Wy — Vp es una funcién en
Cl(Wy), siendo Dg(y) = (Df(g)) 7L, y e W O

Observacion 2.19. Si en el teorema anterior consideramos f € C k@) conkeN, k=
1, entonces podemos probar que g € C*(W).

Corolario 2.20. Sea f : Q < R" — R una funcién de clase C' en el abierto Q. Supon-
gamos que det(D f(x)) # 0 para cada x € Q). Entonces f es una aplicacion abierta.

Demostracion. Sea U < Q un conjunto abierto. Fijamos y € f(U) y tomamos xg €
U tal que f(xo) = yo. Sabemos que det(D f (xp)) # 0. Ya que f € C!(U), del Teorema
de la funcién inversa se sigue que existe Uy < U abierto, con xy € Uy, tal que f(Uy)
es abierto yla aplicacion f : Uy — f(Up) es biyectiva, siendo (fiy,) " : f(Up) — Uy
una funcién en C*(f (Up)) y D((fiu,) () = (DFF N ~Y y e f(Uo).

Hemos probado asi que para cada y € f(U) existe U, abierto Uy, < f(U) tal
que y € Uy. Por tanto, f(U) = Uyefw)Uy. Ya que la unién arbitraria de abiertos es
abierta, concluimos que f(U) es un conjunto abierto. O

Como consecuencia de este resultado se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.21. Sea f : Q < R" — R" una funcién inyectiva de clase C' en el abierto
Q. Supongamos que det(D f(x)) # 0, x € Q. Entonces, f(Q) es abierto, f ' : f(Q) —
QesC'(f@) yDf ' =Dff N ye fQ.

Observacién 2.22. Supongamos que f : Q c R” — R" es inyectiva y diferenciable
en Q siendo Q abiertoy que f~!: f(Q) — Q es diferenciable en f(Q), siendo f(Q)
abierto. Tenemos que f 1 f(x)) = x, x € Q. Aplicando la regla de la cadena se ob-
tiene que D(f~1(f(x))) = (DfH)(f(x))Df(x) = I Esto nos dice que det(D f(x)) # 0,
x€Q,yDfx)™=DfH(f), xeQ.

Haciendo uso del Teorema de la funcién inversa podemos también establecer
el siguiente resultado para funciones holomorfas.

Corolario 2.23. Sean f : Q ¢ C — C holomorfa, Q abierto y zy € Q). Supongamos
que f'(zg) # 0. Entonces, existe Uy abierto en Q) tal que
(1) 20 € Up;



2.2 Teorema de la funcién inversa en el contexto vector-valuado 45

(ii) f(Uy) es abierto enC;
(ii1) fiy, : Uo — f(Up) es biyectiva, y (fiy,)"" : f(Uy) — Uy es holomorfa en
fUy) siendo (f~1) (w) = f'(f—l(w))’ w € f(Up).

Demostracién. Definimos Q = {(x, y) € R : x+ yi € Q} y escribimos f = fi +ifs,
siendo f; =Refy f» = Imf. Asimismo, consideramos la funcién F = (F}, F»), donde
Fi(x,y)=fi(x+iy), (x,y)€Q, para j=1,2.

Ya que f es holomorfa en Q se sigue que Fy, F> € C*°(Q) y

flz+h)—-f(z) OF

0F,
f’(z):}lirr(l) p ——( X,y )+l—(x,y), z=x+iyeQ. (2.14)

Ademas, F) y F, satisfacen las ecuaciones de Cauchy - Riemann, esto es,

oF, oF,
—( X,y )——(x ¥)

ai(x )——O—(x ), (6,7 eQ
ax )y - ay yy) yy )

por lo que, para todo (x, ) € Q,

Ty R sp o em v
detDF(x,y) = =(E(X, )) +(a(x,y)) .
% xy Py

Pongamos zy = x+ 1y, con (xy, yo) € Q. Por hipétesis f'(zg) # 0. De (2.14) se dedu-
ce entonces que % L(x0,Y0) #0, o bien, %x (x0, y0) # 0. Luego, det(DF(xo,yo)) #0.

Atendiendo a todo lo anterior tenemos una funcién F : Q c R2 — R? de clase
C® en el abierto Q y un punto (xo, yo) € Q tal que det(DF(xo, yo)) # 0. El Teorema
de la funcion inversa asegura entonces la existencia de un abierto Uy < Q tal que
(X0, Yo) € 170, WO =f (170) es abierto en R?, la funcién F : UO — Wo es biyectiva
siendo G = (Fjg) ™" Wy — Uy una funcién en C® (W) y

DG(u,v) = (DF(G(u,v)) ™",  (u,v) € Wp.

Consideramos G = (G, G2). Definimos los conjuntos W, = {u +iv:(u,v) € Wo} y
Uo={x+iy:(x,y) € Up} ylaaplicaciéon

g: Wo — Uy
u+iv — gu+iv) =G (u,v)+iGa(u,v).

Es claro que

8(f(2) =g(fi(2a) +if2(2) = g(F1(x,y) +iF2(x,y))
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=G1(F1(x, 1), F2(x, ) +iGa(F1(x,y), Fa(x,y)), z=x+iy€U,.

Ademads, G(F(x,y)) = (G1(F(x,¥)),G2(F(x,¥))) = (x,y), cuando (x,y) € 170, esto
es, G1(F(x,y)) = x, y G2(F(x,y)) = y, para todo (x,y) € (70. Se concluye asi que
g(f(z)=x+iy=z,siendoz=x+iye€ U,.
Por otrolado, si w = u+iv € Wy se tiene que f(g(w)) = f(G1(u, v)+iG2(u,v)) =
Fi(G1(1, 0),Ga(u, 1)) + iFo (G (u, 1), G2 (1, v)) = u+iv = w. Se sigue entonces que
= (fiu,) ™' : Wo — Up.
Para terminar la prueba veamos que g'(w) = m, w € Wy. Sabemos que
g =g +ig, donde gj(w) = Gj(u,v), w=u+ive Wy, para j = 1,2. Luego, para
establecer que g es holomorfa en W, basta ver que se satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann
acl(u D) = an(u V)
, (1, v) e W, (2.15)
acl(u D) = aGg(u v)

Puesto que DG(u, v) = (DF(G(u, )Y (u,v) € WO, y

. o= 2(x,y) i +(x,9)

(DF(x,y)) "' =
(G + (G Ly ) o,y

) (X;J/) € (70)

se sigue que

0G1 (u V) 6G1 (u V)

DG(u,v) =
OGg(u U) ac;z(u U)
) GG ) -FHGwv)
(3 G v)) + (2G| LB (g, v)) 2w, v)
Por tanto,
0G, 1 oF,
— () = —2(G(u,v))
(L (Gu, )2+ (Z2(Gu, v))? 0y
aGl( )= - -1 _ 6_( Gl 1)
ov B (Gu, )2 + (L (G, v))? Oy
@( v) = ! OF: G v
* 5 (G, )2+ (22 (G(u, v)))? 0x
Fle 1
—2( U, v) = O G, v,

(L (Gu, )2+ (Z2(G(u, v))? 0%
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Entonces, puesto que oh —(x,y) = an (x, NY 5 oh (x y) = an 2(x, 1), (x,y) € Uy, obte-
nemos (2.15). Conclulmos que g es holomorfa en Wyy que ademas,

"(w) = ai(u v)+zaG2(u V)
§ ou

1 H(E G nﬂi4mun)
" (G, o))+ (2 (G, )\ 0% *

1 1
%wmeﬁWmum T fllgw)’

w=u+iveW,.

2.3. ElTeorema de la funcion implicita

Es bastante probable que en algin curso de cdlculo elemental hayamos escu-
chado la frase “la ecuaciéon f(x, y) = 0 define implicitamente a y como funcién de
x, 6 a x como funcién de y". Este es un enunciado poco preciso pero nos da una
idea de lo que formula el Teorema de la funcién implicita. Si queremos ser mas ri-
gurosos deberiamos afnadir que se tiene en un entorno de cualquier punto (xp, yo)
tal que f(xp, yo) = 0y que verifique que al menos una de las derivadas parciales
g—ﬁz(xo, Yo) O % (x0, o) sea no nula.

Cuando resolvemos un sistema de ecuaciones como el siguiente

2x+y+z=5
x-3y+2z=4

obtenemos infinitas soluciones que vienen dadas por

19 5 3 3
X=—-=z, y=--+-z, z€eR (2.16)
7 7 77

Podemos pensar este problema bajo el punto de vista del enunciado anterior, con-
siderando la funcién f: R x R? — R?, dada por

flz,0,)=zx)),LE=xY)=2x+y+z-5x-3y+2z—-4).

Lo que nos dice (2.16) es que de la ecuacion f(z, x, y) = 0 es posible “despejar"las
variables x e y en términos de z. Observamos que en este caso,

a—fj(z,x,y) %—’;(z,x,y) )1
:'1—3’7&0’ ¥ zER

afZ(Z X, y) afl (Z X, y)

Como veremos, esta condicién es un caso particular de la que se considera en el
Teorema de la funcién implicita que enunciamos y probamos a continuacion.
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Teorema 2.24 (Teorema de la funcién implicita). Sean Q un abierto en R" x R™,

f:R"xR" — R™
(x,) — f, ) =011, fm(x ),

una funcion de clase CkenQ y (a,b) € Q tal que f(a, b) = 0. Supongamos ademds
que

af; af
D) - g, (@)

: . : #0.
afm(a b) afm(a b)

Entonces, existen abiertos AcR" y Bc R y g: A— B verificando las propiedades
siguientes:

(i)ac A\ be ByAxBcQ.

(ii) f(x,8(x)) =0, x € A.

(iii) Para cada x € A existe un tinico y € B tal que f(x,y) =0, siendo y = g(x).

(iv) g € C*(A).

Demostracién. Para demostrar el resultado haremos uso del Teorema de la funcién
inversa. Comenzamos definiendo la funciéon F : Q c R? xR — R x R™ mediante

F(x) _V) = (X,f(ny’)) = (Fl(x) J/);---yFn(x»J/)yFn+1(x, )/),---;Fn+m(xyy)); (xyy) € Q)

donde Fj(x,y) = xj, j=1,..,n, Furj(x,y) = fi(x,y), j = 1,...m, (x,y) € Q. Ya que
f e Ck(Q), es claro que F € C¥(Q). Ademis,

1 0o - 0 0 ... 0
1 0 0 0
0 0o .- 1 0 e 0
DF(x,y) =
%(x,y) %(x,y) g—f:(x,y) a%(x,y)
6 s . . . a s . a m. . a s .
ale(x,y) %(x,y) ale(x,y) ayim(x,y)
Luego,
8 afl( afl
a6 Y) 5 (6 Y)
det(DF(x,y)) = : : , (x, )€,
Ofm

I (x y) - ﬁ (x,¥)

y en particular, det(DF(a, b)) # 0. Estamos asi en las condiciones del Teorema de
funcién inversa. Y, por tanto, existen U abierto en R” y V abierto en R tales que
HaeU,beVyUxVcQ



2.3 El Teorema de la funcién implicita 49

(ii) det(DF(x,)) #0, (x,y) e U x V.
(iii) Flyxv : U xV — F(U x V) = W es biyectiva y W es abierto. Ademas, la
funcién G = (Fy«y)~! pertenece a C¥K(W) y DG(z, t) = (DF(G(z, )7}, (z, ) e W.

Escribimos G = (Gy, ..., Gy, Gy+1, -+, Gn+m)- Definimos el conjunto A = {x eU:
(x,0) € W}, tomamos B = V, y consideramos la funcién
g:A—R"
x— 8(X) = (Gp+1(x,0), ..., Gram(x,0)).
Veamos que A, By g satisfacen las propiedades enunciadas en el teorema.
En primer lugar observamos que a € A, pues a € U y (a,0) = (a, f(a,b)) =
F(a,b) € F(U x V) = W. Recordamos que b e V, luego b € B.
Para probar que A es abierto en R” basta considerar la funcién
p:R" — R"xR™
(x,y) — (x,0).
Esta funcién es continua y A puede escribirse como A = Unp~!(W). El conjunto U
es abierto en R” y, ya que W es abierto en R” x R™, se tiene que p~ ! (W) es abierto
en R". Luego, A es abierto en R”.
Por dltimo veamos que se verifican las propiedades enunciadas para la funcién g.

(a) g € C*(A), ya que G € CK(W).
(b) g(A) c B =V.En efecto, sea x € A. Tenemos que (x,0) € W. Por tanto,

G(x) 0) = (Gl (x) 0))---) G}’l(x) O)) Gl’l+1(xy 0))---) Gn+m(X, 0)) € U X V-

Se sigue que
8(x) = (Gp+1(x,0),..., Gpiym(x,0)) € V.

() f(x,g8(x)) =0,x € A. Sea x € A. Tenemos que
f(x> g(x)) = f(X, G}’l+l(x) O)y---)Gn+m(xy O))

Por otra parte

GF(x, ) =x,y)=GF1(x, 1)y, Fn (%, 1), Fns1(%, ¥)5 ooy Fnem (X, 1))
= G(xl;---,xn,fl(JC,J/)y---;fm(X, J/)), (x) J/) e U x V)

F(G(Z; t)) = (Z) t) = F(Gl (Zy t)y (13 Gn(z» t)v Gn+1(z; t), eeey Gn+m(Z; t))
= (Gl (Z) t)))---; Gl’l(z) t)) fl (G(Z) t)))---) fm(G(Zy t)))) (Z) t) € W-

Luego, Gj(z,1) = zj, j = 1,..,n, (z,t) € Wy, por tanto, x; = Gj(x,0), j = 1,..,n
(recordamos que (x,0) € W por ser x € A). Se sigue entonces que
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f(x)g(x)) = f(Gl (x) O)) eeey Gn(x; 0)’ Gn+1(x; 0))---) Gn+m(xy 0)) = f(G(xr 0)))

y puesto que F(G(x,0)) = (x, f(G(x,0))) = (x,0) concluimos que f(x, g(x)) =0.

(d) Probamos finalmente que si x € A, y € B,y f(x,y) =0, entonces y = g(x).
Sean x € A, y € B tales que f(x,y) = 0. Tenemos que G(x, f(x,y)) = G(F(x,y)) =
(x,y). Luego,

G(xr 0) = (Gl (xy 0)) ceey Gn(xy O)y Gn+l (xy O)r ceey Gn+m(xy 0)) = (xy J/),

y se deduce que y = (G+1(x,0),..., Gp1k(x,0)) = g(x). O
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this work we analyze two essential theorems in Differential Cal-
culus: The Inverse Function Theorem and the Implicit Function
Theorem. We first consider some general aspects on normed
vector and metric spaces, and particularly, on matrix spaces
M,(R), n € N. Likewise, we address the study of Banach Fixed
Point Theorem, which turns out to be a fundamental element in
the proof of the Inverse Function Theorem, and we also study
the Mean Value Theorem in the vector-valued context. Finally we
state and prove the two main aforementioned theorems, showing
some of their consequences, among which is the version of the
Inverse Function Theorem for holomorphic functions.

1. Introduction

THE Inverse Function Theorem and the Implicit Function The-
orem constitute ones of the most important, and oldest,
paradigms in modern mathematics. If we go back to the 17th
century we can see the germ of the idea for the implicit func-
tion theorem in the writings of Isaac Newton (1642-1727) and,
in the work of Gottfried Leibniz (1646-1716) an example of im-
plicit derivation is shown explicitly. Later, while Joseph Louis La-
grange (1736-1813) found a result that is essentially a version
of the inverse function theorem, Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857) approached the study of the implicit function theorem with
mathematical rigor, a fact for which its discovery is attributed to
him. These theorems are still fundamental today, constituting,
for example, a basic theoretical tool for the study of differentiable
manifolds.

2. Outline of the first chapter

WE present the fundamental elements of the theory that are
necessary for the development of the next chapter. Specif-
ically, the concepts of normed space and metric space are intro-
duced, their main properties are addressed and some examples
are provided, paying special attention to the space of matrices
M, (R), n € N. We also present and prove the Banach Fixed Point
Theorem which is stated as follows.

Banach Fixed Point Theorem Let (X, d) be a complete metric
space. Suppose that 7 : X — X is a contractive map, that
is, there exists 0 < o < 1 such that: d(T'(z),T(y)) < ad(z,y),
z,y € X. Then, there exists a unique z;, € X verifying that
T(z0) = 0.

3. Outline of the second chapter

HIS chapter is devoted to the study of the of the Inverse Func-

tion and Implicit Function Theorems. First we treat the Inverse
Function Theorem in the context of real functions of real variable.
We previously show various results in relation to the monotony
and continuity of the functions. For the analysis of the Inverse
Function Theorem in the vector-valued context, we first approach
some results in relation to the Mean Value Theorem for functions
of several variables.
One of the central results we discuss is the Inverse Function
Theorem in the vector-valued setting that we formulate in the follo-
wing terms.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de julio, 2022

Inverse Function Theorem

Let @ c R"™ an open subset, f : © — R" a function in
Cl(Q) and zy € Q. Suppose that Df(z) is invertible, that is,
det(D f(zg)) # 0. Then, there exists an open subset U C 2 such
that

(i) zo € U;

(i) f(U) is an open subset of R";

(iii) fii7 + U — f(U) is bijective and flz,l € CYf(U)). Further-
more, D((fjy)"")(y) = (Df(x))~!, where y € f(U)and f(z) = y.

f
U

@ (20
| T

One of the consequences of this theorem involves holomorphic
functions as follows.
Corollary Let f : Q@ ¢ C — C a holomorphic function, 2
an open set and zy € Q. Suppose that f’(z)) # 0. Then,
there exists an open ser Uy C  for which zy € Uy, f(Up) is
an open set in C and the function f‘Uﬂ Uy — f(Up) is bi-
jective, (f|U”)*1 . f(Up) — Uy is holomorphic on f(U,) and
(FY(w) = W, w € f(Up).
The other fundamental topic we deal with in the memory is the
Implicit Function Theorem.
Implicit Function Theorem
Given an open subset 2 c R" x R¥ and

f : R'H X RTH — RI}I,
(x,y) > flo,y) = (fi(z,9), s fl2,9)),

such that f € C¥(Q) and (a,b) € €2 such that f(a,b) = 0. If

P) 0
ﬁ(a, b) - W/f}’(“: b)

; i #0.

Ofm Ofm
%(a, b) - Wf;m(a,, b)

then, there exist open subsets A C R", BC R"andg: A —
B verifying the following properties:

(lac Abe Band Ax B C Q.

(i) f(z,g(x)) =0,z € A.

(iii) For each = € A there exists a unique y € B such that
flz,y) =0, being y = g(x).

(iv) g € CF(A).
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