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Resumen

El objetivo de este trabajo es el estudio del algoritmo dado en 1981 por Lenstra-Lenstra
y Lovasz (LLL) para calcular una base reducida de una red (o reticulo), y su aplicacién a
la factorizacion de polinomios con coeficientes enteros [4].

En primer lugar se introduce el concepto de red en general y se estudia el caso de
las redes de dimensién dos, analizando el algoritmo dado por Gauss para obtener una base
minimal, en el que subyace la idea del algoritmo LLL.

Después se analiza el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt ya que nos interesa
vectores de componentes enteras. A continuaciéon se estudia el algoritmo LLL demostrando
que es polinémico respecto a la dimensién de la red.

Por ultimo se recoge sin demostracion el algoritmo dado por Cantor y Zassenhaus
[1] para la factorizacion de polinomios con coeficientes enteros, el cual tiene un coste ex-
ponencial en el grado del polinomio, y analizamos cémo el uso del LLL permite reducir los
calculos.

Palabras Clave: Redes, Reduccion de bases, Factorizacién de polinomios enteros.
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Abstract

The aim of this work is the study of the algorithm given in 1981 by Lenstra-Lenstra
and Lovasz (LLL) to calculate a reduced basis in a lattice and its aplication to the integer
coefficients polynomial fatorization [4].

First, the concept of lattice is introduced in general and we study the case of two-
dimensional lattices, analyzing the algorithm given by Gauss to obtain a minimal basis in
which the idea of the algorithm LLL underlays.

Then, the Gram-Schmidt orthogonalization process is analyzed since we are interested
in vectors with integer components. After that, the algorithm LLL is studied, demonstra-
ted it is polynomial at the size of the lattice.

Finally, the algorithm to the factorization of polynomials with integer coefficients,
which has an exponential time in the polynomial degree, given by Cantor and Zassen-

haus [1] is collected without demonstration. And we analyze how the use of LLL reduces
the computation time.

Keywords: Lattice, Basis reduction, Factorization of integer polynomial.
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Introduccion

En palabras del Medalla Fields y premio Abel de Matematicas, Michael Francis Atiyah,
muchos problemas que no tienen nada que ver con la Geometria se resuelven cuando uno es
capaz de transformarlos en problemas geométricos. Més atin, afirma que en Matematicas,
cuando uno deja de pensar geométricamente, deja uno de entender lo que esta haciendo y
tinicamente hace calculos.|[7]

El campo de las Mateméticas denominado Geometria de los Numeros fue introduci-
do por Minkowski en la segunda mitad del siglo XIX, y en €l se hace uso de la Geometria
para resolver, de una forma muy sencilla, ciertos problemas de la teoria de numeros. El
objeto de estudio de esta disciplina son las redes. Una red de dimensién n es el conjunto de
todas las combinaciones lineales enteras de una base de R™. Como quiera que una misma
red puede ser generada por un ndmero infinito de bases, un problema fundamental en este
campo es el de obtener bases con vectores cortos, es decir, de norma euclidea pequena. Este
problema se conoce como el problema de la Reduccién de Base y se planteé en principio al
intentar hallar la forma reducida de una forma cuadratica. Fue identificado como “dificil”
va que requerfa la enumeracién de las combinaciones lineales de los vectores de la base para
identificar aquellos de mas baja norma. De hecho, Emde Boas [3] demostro en 1981 que el
problema de encontrar el vector mas corto de una red (SVP, Shortest Vector Problem) para
la norma del maximo, es NP-duro y por tanto no se espera que pueda existir un algoritmo
que lo resuelva en tiempo polinémico. El propio Minkowski demostré que la norma euclidea
del vector més corto es menor o igual que /n|B|"/™ siendo B la matriz formada por los
vectores de la base [2]. En 1982, A.Lenstra, H.Lenstra y L.Lovész, publicaron un algoritmo
denominado L3 o LLL, que es capaz de encontrar en tiempo polinémico un vector de la
red con norma euclidea menor que 2(=1/4|B|1/,

El articulo de Lenstra, Lenstra y Lovasz donde aparece el algoritmo antes mencionado
lleva por titulo “Factoring polynomials with rational coefficients”, debido a que la prime-
ra aplicacién del LLL fue la factorizacién de polinomios en una variable con coeficientes
racionales, consiguiendo un algoritmo de coste polinomial en el grado frente al exponecial
que se conocia entonces. Esta sera la aplicacion del algoritmo LLL que analizaremos en
este trabajo, pero las aplicaciones han sido mucho méas amplias. Se ha utilizado en cripto-
andlisis para romper el criptosistema de la mochila, ha permitido atacar de manera muy
eficiente el algoritmo de encriptado RSA, resolver ecuaciones diofanticas, para calcular la
forma normal de Hermite de una matriz entera, etc.



El algoritmo LLL Patricia de Armas Gonzélez

En el capitulo primero se hace una pequena introducciéon a las redes, para a continua-
cion estudiar el método dado por Gauss para encontrar una base reducida de una red de
dimensién dos.

En el capitulo segundo se hace una revision del algoritmo de ortogonalizacion de Gram-
Smidth necesaria para el estudio del algoritmo LLL que se aborda en el capitulo tres. En el
cuarto capitulo estudiamos la factorizacién de polinomios con coeficientes enteros, tanto con
el algoritmo exponencial dado por Zassenhaus como por el polinémico dado por Lenstra,
Lenstra y Lovéasz.



cAaPiTuLO 1

Redes. Redes de dimensién dos.

1.1. Redes

Definicién 1.1.1. Sean n > 1 y x1,x2, ..., x, una base de R”. Se llama red generada por
x1,.., Ty al conjunto £ de combinaciones lineales de los vectores de la base con coeficientes
enteros:

n
L=72x1+2x9+ ...+ Zxy = {Z a;Ti/ai,ag, ..., an € Z}
i=1
Decimos que n es la dimension de la red £ y x1, 29, ...,x, una base, pues ésta no es
dnica.
Definicion 1.1.2. Definimos el determinante de una red como
d(L) = |det(z1, ..., xn)|
que, como veremos més adelante, es independiente de la eleccién de la base.

Lema 1.1.1. Sean z1,x2,...,Tn € Y1,Y2, ..., Yn dos bases de la misma red L C R™. Sea X
(respectivamente Y ) la matriz n X n con filas x; (respectivamente y;), i = 1,2, ....n. Enton-
ces Y = CX, donde C es una matriz de orden n con coeficientes enteros y determinante
+1.

Demostracion. Cada y; pertenece a la red de base x1,xo,...,x, y cada x; pertenece a la
red de base y1, ¥, ..., Yn, €ntonces

n n
Ty = E bijyj, Y = E Cij T 1= 1,2, ey 1,
j=1 j=1

donde B = (b;;) y C = (ci;) son matrices de orden n con coeficientes enteros. Escribiendo
las dos ecuaciones en forma matricial queda, X = BY eY = CX, porlotanto, X = BCX e
Y = CBY. Ya que x1, %9, ..., Tn, € Y1, Y2, ..., Yo son ambas bases de R", las correspondientes
matrices X e Y son invertibles, luego XX ! = BCXX ! e YY~! = CBY . Entonces,
BC =1y CB =1,y asi det(B)det(C) = 1. Puesto que B y C tienen coeficientes enteros,
se sigue que, o bien det(B) = det(C) = 1 o bien det(B) = det(C) = —1.

O
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Teorema 1.1.2. El determinante de una red no depende de la base.

Demostracion. Supongamos que la red £ C R" tiene dos bases 1,22, ..., Ty € Y1, Y2,y vy Yn-
Usando la notacién de la demostracién del Lema 1.1.1, tenemos que

ldet(Y)| = |det(CX)| = |det(C)det(X)| = | £ det(X)| = |det(X))]
]

Definicion 1.1.3. Sea £ una red de dimensién n en el espacio euclideo R™. Se define el
primer minimo de la red, y lo denotamos por Aj(L), a la longitud del menor vector no
nulo z1 € L. El seqgundo menor de la red, denotado por Ag(L), es el menor ntumero real r
tal que existan dos vectores linealmente independientes x1,x2 € L tales que |z1||z2| < 7.
En general, para:=1,2,...,n

Ai(L£) = min Lmax(|x1|, oy i)

X1, Xi
donde el minimo se toma sobre todos los conjuntos con ¢ vectores independientes de L.

La mejor base posible de una red L estaria formada por vectores x1,...,x, € L tales
que |z;| = A;j(L) para i = 1,...,n. Pero tal base, en general, es muy dificil de calcular.

Se conoce como problema de reduccién de bases al que tiene como objetivo encontrar
una base de una red £ formada por vectores de la menor norma posible, y el conocido como
Shortest Vector Problem (SVP) trata de encontrar un vector v no nulo tal que |v| < |w|
para todo w € L,w # 0. En este sentido, Minkowski demostro el siguiente teorema:

Teorema 1.1.3. Sea £ una red en R™ y S un conjunto convexo centrado en el origen y
simétrico de volumen mayor que 2"|L|. Entonces S contiene un punto no nulo de L.

Corolario 1.1.4.
Ay(L) < vnlL]m

Demostracion. La bola B(0,r) contiene al hipercubo {—ﬁ, ﬁ} Por tanto, su volumen

2 n
es mayor que <7%> .

Para r = /n|£|'/?, el volumen de la bola B(0,7) es mayor que 2"|£|, y por tanto

contiene un vector no nulo de £; y de aqui la longitud del vector mas corto es como
maximo +/n| L[/ O

1.2. Redes de dimensién dos

El caso maés sencillo para estudiar la reduccion de bases es el de las redes de dimensién2.
Sea {x,y} una base de R? y £ la red

L = {ax +by/a,b € Z}

Definicién 1.2.1. Se dice que una base {x,y} de una red £ de R? es minimal si z es el
vector mas corto no nulo en £ e y es el vector més corto en £ que no es miltiplo de x.
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1.2.1. El algoritmo de Euclides

El algoritmo que vamos a estudiar para obtener una base minimal de una red de di-
mension dos se debe a Gauss, y tiene un gran parecido al algoritmo euclideo para calcular
el maximo comun divisor de dos ntimeros. Por ello vamos a analizar en primer lugar el
algoritmo de Euclides.

Consideremos ahora a,b € Z y tomemos el conjunto de todas las combinaciones lineales
enteras de a y b:
I ={sa+tb/s,t € Z}

En este caso, el menor elemento positivo de I es el méximo comin divisor de a y b,
d =mcd(a,b). El algoritmo de Euclides obtiene el maximo comun divisor de dos ntimeros
enteros mediante la aplicacién de sucesivas divisiones con resto.
Sean a y b dos enteros cualesquiera con b # 0, a > b, hay dos unicos enteros ¢ (cociente)
y 7 (resto) tales que
a=qgb+r 0<r<lb.

El algoritmo de Euclides realiza repetidamente divisiones con resto, reemplazando el par
de enteros (r;—1,7;) por el par (r;,7;4+1) determinado por la ecuacion rjy1 = -1 — ¢iy174,
siendo rg = a, r1 = by ro = r. Al obtener de resto 0 el algoritmo termina y el dltimo resto
distinto de cero es el m.c.d.(a,b).

Ejemplo 1.2.1. Si ¢ = 7854 y b = 2145, tenemos
[ J (7"0 = 7854, r = 2145) qo = 3 ro = 1419 T2 =T0 — Q271

® (7‘1:2145,7“2:1419) Q3:1 r3:726 T3 =T1—4g3ra

(rg =1419,r3 =726) qa=1 1r4 =693 714=170— qur3

(7“3 = 726, T4 = 693) q5 = 1 s = 33 s =73 — Q574
[} (7“4 = 693,7“5 = 33) de = 21 Tre — 0 Te = T4 — (g6Ts5

El ultimo resto distinto de cero, r5 = 33, es el maximo comun divisor de a = 7854 y
b = 2145.

Lema 1.2.1. Sea n el nimero de divisiones sucesivas del algoritmo de Fuclides. Escri-
biendo log para el logaritmo en base 2, tenemos

n < 1+ 2log min(|al, |b]).

Demostracion. Es evidente que rg > r1 > rg > ... > rp > rpy1 = 0, y entonces ¢; > 1 para
todo . De aqui se sigue que

Tie1 = Qi1Ti + Tig1 2 T+ Tig1 > 2741
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riT2

y por tanto ri..rp_s > 2" 2rs..ry,, lo que implica 2772 < . Pero rirg < 1? y

Tn—1Tn
rn_1Tn > 2, por lo que se obtiene
2
r
on—2 oL
2
Tomando logaritmo en base 2 queda n — 2 < —1 4+ 2logry, y entonces n < 1+ 2logry.
Como 71 = min(]al, [b]), se completa la demostracion. O

Una variante importante del algoritmo de Euclides usa restos simétricos. Esto significa
que modificamos la desigualdad de 0 < r;41 < r; por la siguiente:

T T
Ti—1 = qi4175 + Tit1,  — 5 < Tig1 < B

Definicion 1.2.2. A este algoritmo modificado se le llama algoritmo de Euclides centrado
y se denota por CEuclid(a, b). (También se conoce como algoritmo de Euclides con restos
simétricos, o algoritmo de Fuclides con restos minimos absolutos).

Ejemplo 1.2.2. Realizaremos el Ejemplo 1.2.1 usando el algoritmo de Euclides centrado.
e Para rg = 7854 y r1 = 2145 se obtiene 7854 = 4 - 2145 — 726
e Para r; = 2145 y r9 = —726 se obtiene 2145 = (—3) - (—=726) — 33
e Para ry = —726 y r3 = —33 se obtiene —726 = (—22) - (—33) +0
El algoritmo de Euclides necesita 5 pasos para calcular el m.c.d., pero el CEuclid necesita
s6lo 3 pasos.
1.2.2. El algoritmo de Gauss

El algoritmo atribuido a Gauss que damos a continuacion calcula una base minimal de
L siendo £ C R? la red generada por la base z e y de R?:

L = {ax +by/a,b 7L}

Definicion 1.2.3. Escribimos [p] = [p— 3] para el entero mds prozimo a pu € R. Obsér-
vese que el entero mas proximo a n+ 3(n € Z) es n, no n + 1.

El algoritmo

= Entrada. Una base z, y de la red £ de R? tal que |z| < |y
= Salida. Una base minimal v1, vy de la red L.

(1) Set v1 +— x y vy «— y. Set finished +— false.
(2) While not finished do:

(a) Set m +— {MJ

V11

(b) Set vg «— vy — muy
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(c) If |v1] < |vg| then
(i) set finished <— true

else
(ii) set u +— vy, v1 <— V9, V9 +— u (intercambiar vy y v9)

(3) Return vy y va.
El paso (2)(a) del algoritmo de Gauss no es otra cosa que un antecedente del proceso de
At : _ w2
U111

2)(a
ortogonalizacién de Gram-Schmidt, pero usa el entero mas préximo al coeficiente p =
en lugar del propio u ya que el vector vo debe permanecer en L.

Ejemplo 1.2.3. Sea £ la red en R? generada por los vectores

vy = (—56,43), |v1| = 70,60, vy =(95,—73), |va] ~ 119,8
La primera iteracién calcula
. 8459 1
m = [“2 ”1J = [ ~1,697] {—1,697— w =2
V1 - U1 2

o] &= 21,4. Como |va| < |v1| intercambiamos los

Ahora fijamos vy = vy + 2v; = (—17, 13) |v
vectores y tomamos vy = (—17,13), va = (—56,43). La segunda iteracion calcula

Vg - U1 1511
= =|—1| %[3,299| =3
" Ll-vlJ {458J 13.299)
Ahora fijamos vy = v2 — 3v; = (—5,4), |v2| = 6,403. Intercambiando los vectores queda
vy = (—5,4), va = (—17,13). La tercera iteracion calcula
Vo - U1 137
= =|—|~[3,341]| =3
" ’V’Ul : UlJ ’V 41 J [ ’ J
Ahora fijamos ve = vo — 3v; = (—2,1), |v2| = 2,236. Intercambiando los vectores queda
v = (—2,1), va = (—5,4). La cuarta iteracion calcula
. 14
_ [”2 “1J - [5J [3,8) =3

V1 - U1
1,414. Intercambiando los vectores queda

Ahora fijamos v2 = vy — 3v; = (1,1), |vg]
v1 = (1,1), va = (—=2,1). La quinta iteracion calcula

Vg - U1 —1
] 2]
Ahora fijamos v2 = vy + v1 = (—1,2), |v2| = 2,236. Como |vz| > |v;| terminamos con la
2), Jua] ~ 2,236

base minimal
1), |vi| = 1,414, wvg = (-1,

=
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El algoritmo de Gauss realiza repetidamente proyecciones ortogonales, reemplazando
el par de vectores (v, vs) por el par (v, v)) determinado por la ecuacion vl = ve — muy,
y después intercambiando los vectores (si fuese necesario). La operacion aritmética de la
divisién con resto en el algoritmo de Fuclides se corresponde con la operacién geométrica
de proyeccién ortogonal en el algoritmo de Gauss.

A continuacién, probaremos que, en efecto, el algoritmo de Gauss genera una bhase
minimal de la red dada.

Lema 1.2.2. Después de la ejecucion del paso 2(b) del algoritmo se obtiene que
1
05wl < g funl?

donde vl es el nuevo sequndo vector de la base.

Demostracion. Por la definicién de entero mas préximo, tenemos

1
= m— =< m+ -
V1 - U1

v - U1 1 wv-m
m = <
2 V1 - U1 2

Multiplicando esta desigualdad por v; - v1 queda
1 1
m(vy -v1) — 5(1)1 cv1) <vg-v1 <m(vg-vr) + 5(1)1 1)
Restando m(vy - v1) a cada miembro queda

(v1 - v1)

N

1
_i(vl cv1) < wvg-vp —m(vgcvg) <

y entonces

1
|(vg —mu1) - 01| < §\U1|2
]

Teorema 1.2.3. El algoritmo de Gauss termina, y cuando lo hace, v1 es el vector no nulo
mas corto de la red y vo es el vector mds corto de la red que no es multiplo de v;.

Demostracion. Tomando vy y va como vectores fila, podemos expresar el paso (2)(b) en

forma matricial como
v [ 1 0\ (n
vh)  \—m 1) \we

Como la matriz tiene determinante 1, es claro que el paso (2) conserva la propiedad de
que v1,v2 es una base de la red £. El algoritmo intercambia v1 y ve en el paso (2)(c)(ii)
cuando |v2| < |vi| por lo que la longitud de v; decrece estrictamente de un ejecucion del
paso (2) a la siguiente. Para cualquier namero real r > 0, hay solamente un namero finito
de elementos de la red en el disco {u € R?/|u| < r}. Se sigue de aqui que el algoritmo
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termina después de un nimero finito de ejecuciones del paso (2). Cuando termina, el paso
(2)(c) y el Lema 1.2.2 garantizan que

1 1
lu1| < |val, —5\’01!2 <wy-vp < 5\1)1!2

Sea w un vector cualquiera no nulo de £, de modo que w = av; + bvy para algin a,b € Z,
no ambos cero. Tenemos que

[u|? = (avy +bve)-(avy +bvg) = a?|v1 24 2ab(v1 -v2) +b%|va|> > a?|v1|? — |ab|v1|? +02|ve|? >

> a?|v1|? — |abl|v1]? + b |v1|? = (a® — |ab| + b?)|v1|?

Dado que a,b no son ambos cero, tenemos que a?b? < (a® + b?)? y entonces |ab| < a® + b?.
Por lo tanto, |u|?> > |v1]?, y entonces v; es el vector mas corto de L.

Ahora supongamos que u = avi + bvs es linealmente independiente de v1, o lo que es lo
mismo, b # 0. Tenemos

1 3
[ul* > a®|or|* = |abl[vr]* + b*[va* = a*for]* — [ab|for[* + 6% [va]* + 6% |ua|* =

1 3 1 3
= a2 ablloaf? + TE2f0n[? + 2Penf? = (|a| - 2rb|) 2+ 257
Por tanto, |u|? > |vg|? si |b| # 1. Si b= £1 entonces
2 > aor? — [allorl® + Jeal? = lal(lal = Dfor]? + foaP

Como a € Z queda |a|(Ja] — 1) = 0 para |a| < 1y |a|(Ja] — 1) > 0 para |a| > 2, y de aqui
se sigue que |u|? > |vz|? en este caso también. Por consiguiente, v es el vector linealmente
independiente de v mas corto de L. O

1.2.3. AnaAlisis de Vallée del algoritmo de Gauss

En esta seccion consideraremos redes en Z?; es decir, suponemos que los vectores tienen
componentes enteras. Al igual que el algoritmo de Euclides tiene dos variantes, la original
y la versién centrada, el algoritmo de Gauss también las tiene.

Definicién 1.2.4. Sea a € R definimos sign(a) =1si a >0y sign(a) = —1si a <0

Algoritmo centrado de Gauss

» Entrada. Una base z, y de la red £ € Z? tal que |z| < |y|.
= Salida. Una base minimal vy, vo de la red L.

(1) Set vy <— z y vy <— y. Set finished «— false.
(2) While not finished do:

(a) Set p+— P27t Set m «— [pu]. Set € «—sign (u —m)
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(b) Set vy «— €(vy —muy)
(c) If |v1] < |ve| then
(i) set finished <— true
else
(ii) set u +— vy, v] <— v, V2 +— u (intercambiar vy y vg).
(3) Return vy y va.
El factor e del paso (2)(b) garantiza que el nuevo ve forma un angulo agudo con el vq
anterior. Vedmoslo, sea fué = €(vg — mwy) el nuevo valor de ve. Basta ver que vé -1 > 0.

Se tiene
vh - v1 = e(vg — muy) = €(vy - vy — My -vy) =

. ( 0 m) (1 01) = (gt — m) o ?

V1 - U1

v la ultima cantidad es claramente positiva por definicién de e.

Teorema 1.2.4. Los vectores de salida v1, ve del algoritmo de Gauss centrado forman una
base minimal de la red generada por los vectores de entrada x, y.

Demostracion. Es claro que vy y vg satisfacen |vi] < |ve|. Ademés 0 < vy - vy < %|Ul\2 ya

que
1 1
f§<,ufm§§, e(p—m) = |p—m]|

Entonces 0 < % < % Sea w la componente de vy ortogonal a v1. Tenemos

U2:U2.Ul1)1+w, ’Ul"u):O
V1 - U1
y por tanto
2
Vg -V
o2 = || o1 + [w]?
V1 - U1

Dividiendo todos los términos entre |v2|? queda

v o[ o2 Jwl?

1=

V1 - U1 |U2|2 ”U2|2
El primer término del lado derecho es < i, asi que

w?

3
> entonces  |w| > \2[|vg\ (1.1)

>~ w

[v2]?

Considerando los tres subconjuntos de la red £ generada por vy y vs:
Vi ={avy +v2/a€Z} Vop={avi/acZ} V_={av1 —ve/acZ}

10
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Asi Vj esta compuesto por todos los multiplos enteros de v1 y V4 (respectivamente V_) es
el trasladado de Vj en la direccién ve (respectivamente —uv9). Se sigue de la desigualdad
(1.1) que todos los vectores z de la red £ generada por v; y vg, que no pertenecen al
subconjunto Vi U Vp U V_| satisfacen

|2 > V3[va| > [va] > [vn]
Para estas desigualdades es claro que vy y v2 forman una base minimal de la red £ O
Ejemplo 1.2.4. Consideremos los siguientes vectores de Z?
vy = (—67,16), |v1]| ~ 68,88, w9 =(93,—25), |va| ~ 96,30

La primera iteracién calcula

—6631
— ~ -1 -1 -1
n= e 397, m e

Por lo tanto vh, = —(ve + v1) = (—26,9), |vh| ~ 27,51. Intercambiando los vectores queda
v; = (—26,9), va = (—67,16). La segunda iteracion calcula

1886

e 491, m , €

I

Por lo tanto v) = ve — 2v1 = (=15, —2), |v}| &~ 15,13. Intercambiando los vectores queda
vy = (—15,—-2), va = (—26,9). La tercera iteracion calcula

372
= — ~ 1,624 =2 =-1
K 299 ,624, m ) €
Por lo tanto vy = —(vy — 2v1) = (—4, —13), |v}| ~ 13,6. Intercambiando los vectores queda

v; = (—4,—13), vo = (=15, —2). La cuarta iteracion calcula

86
n 135 0,4649, m =0, €

Por lo tanto v = vy y el algoritmo termina.

Consideraremos ahora el algoritmo de Gauss parametrizado. Esta tercera version del
algoritmo depende de un pardmetro ¢ > 1: la condicién de terminacion |vi| < |va| se
reemplaza por |v1| < t|vg|. El algoritmo parametrizado es un caso debilitado del algoritmo
centrado, pero es un ingrediente esencial del algoritmo LLL, ya que en dicho algoritmo
basta con utilizar un vector suficientemente pequeno.

Algoritmo de Gauss parametrizado

» Entrada. Un base z,y de la red £ de Z? tal que |z| < |y|.

= Salida. Una base “minimal débil” v, vy de la red L.

11
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(1) Set vy <— z y vy <— y. Set finished «— false.
(2) While not finished do:
(a) Set p+— 2% Set m <— [pu]. Set € +—sign (u —m)

v1vr T
(b) Set vg «— €(ve — muy)
(¢) If |ug| < t|ve| then
(i) set finished +— true
else
(ii) set u +— vy, v1 ¢— V9, V9 +— u (intercambiar vy y vs).

(3) Return vy y vs.

Proposiciéon 1.2.5. Para la base x,y € Z? de la red, sea n el nimero de iteraciones
realizadas por el algoritmo de Gauss centrado con entrada x,y. Para 1 < t < /3 sea nlt]
el nimero de iteraciones realizadas por el algoritmo de Gauss parametrizado con entrada
x,y. Se verifica

nlt] <n <nft] +1

Demostracion. La primera desigualdad es clara, dado que CGauss tiene condicién de ter-
minaciéon méas fuerte que PGauss|t], y dado que el algoritmo centrado no termina mas
tarde que el algoritmo parametrizado. (Esto se verifica para todo ¢ > 1).
Para la desigualdad de la derecha, consideramos la tdltima iteracion de PGauss|t| y asu-
mimos que no es la tGltima iteraciéon de CGauss. Basta ver que CGauss termina en la
siguiente iteracion. Tenemos que

V2 - U1 1

< — entonces wv;-v1—2v2-v1 >0

0<
v v 2

Como CGauss no termina en esta iteracion, se tiene |vg| < |v1].
El tercer lado del tridngulo construido con vy y v es vg — v1. Tenemos

|v2*7)1|2:('1)2*2}1)'(“2*7}1):7)2'172*21/2"01+Ul'Ul2'1)2'7)2:‘7)2|2

y entonces vz es el lado més corto de este tridngulo. El algoritmo intercambia los vectores,
y entonces ahora se tiene

1
o1l <lvof,  0<wp v < §|U2’2

donde v; es el lado més corto del triangulo construido a partir de vy y vo. Como PGauss|t]
termina en este punto, tenemos (usando los vectores intercambiados) |va| < t|vy].

Por lo tanto 1
o< 2o _ (o) fr2mve) Ly 3
] V9 - V9 vi-v1/) T 2 T 2

El nuevo valor de v es o bien v}, = vy 0 bien vh, = +(vy — v1). Como v1 es més corto que
ambos, el algoritmo centrado termina en la siguiente iteracion. O

12



CAPITULO 2

Proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt

El proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt permite obtener, a partir de una base
arbitraria de R", otra que genere el mismo espacio y ademads sea ortogonal. Es un tema
basico del algebra lineal, pero lo desarrollaremos con intencién de ver sus aplicaciones en
el algoritmo LLL.

2.1. El teorema de Gram-Schmidt

Definicion 2.1.1. Sea x1,...,z, una base de R". La ortogonalizacion de Gram-Schmidt
de z1,...,x, es la base z7, ...,z tal que

x] = w1,
1—1 *
. J . .
o =a =Y el (2<i<n), py= o 1<j<i<n)
j=1 i

No normalizamos los vectores. Notese que si los vectores x1, ..., T, estan en Q™, también
lo estan los vectores 7, ..., ;.

Es importante resaltar que los vectores de la base de Gram-Schmidt z7,...,z;, gene-
ralmente no estan en la red generada por z1,...,z, ya que, en general, z7,..., 2, no son

combinaciones lineales enteras de zy, ..., z,.

Nota 2.1.1. Si hacemos py; = 1 para 1 < i < n y tenemos

i
J=1

Escribimos x; = (241, ..., i) y formamos la matriz X = (z;;) en la que la fila i es el
vector z;, y de la misma manera X* = (z7;). Si fijamos pj; = O para 1 <i < j < n
entonces (2.1) se puede escribir en forma matricial como X = M X*, M = (u;;). La matriz
M es triangular inferior con u; = 1 para todo 4, asi que es invertible, y entonces tenemos
también X* = M~1X.

13
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Teorema 2.1.1 (Teorema de Gram-Schmidt). Sea z1,...,z, una base de R" y sea

x3,...,x} su ortogonalizacion de Gram-Schmidt. Sea X (respectivamente X*) la matriz

n xn en la que la fila i es el vector x; (respectivamente x}) para 1 <i < n. Tenemos
(a) xf-x}*zOpamlgi<j§n.
(b) <ai,..,x} >=<2x1,...,05 > para 1 <k < n.

(¢) Para 1 <k <mn, el vector xj es la proyeccion de xj sobre el complemento ortogonal
generado por xi,...,Tk_1-

(d) |xp| < |og| para 1 <k <n.
(e) det(X™*) = det(X).

Demostracion.  (a) Por induccion sobre j. Para j = 1 no hay nada que probar. Supon-
gamos que se cumple para j. Veamos que se cumple para j + 1

J J
* * * * * * *
Ly Tyl = Ty - (%‘H - E :#Hl,kxk) =Ty Tj+1 — E :Mj+1,k(95¢ ‘TR) =

k=1 k=1
X * X\ % Jj+1 i *\
= 7 Tj1 — M7 27) = 27wy — (@ kea) = 0
i * T

(b) Por la Nota 2.1.1, tenemos que x; €< z7, ...,z > para 1 < i < k, y entonces
< 21, ., xp >C< 2], ...,z >. La otra inclusién la veremos por induccién sobre k.
Para k = 1 tenemos 2] = 21 y el resultado es evidente. Asumimos que el resultado
es cierto para k. Veamos que se cumple para k + 1. Usando la Definicién 3.1 tenemos

k
* _ L * *
Ty = Thtl — D Mk+1,jT5 = Tht1 + Y, ye<wy,. T >

j=1

Por hipétesis de induccién tenemos que < z7,...,x; >C< x1,..., 7} >, y entonces la
altima ecuacion implica zy | €< T1, ..., Tpt1 >.

(c) Para simplificar la notacién, escribiremos U =< 1, ..., T341 >; entonces UL es el
subespacio de R" ortogonal a U. Hay una tnica descomposicion =y, = ) + y donde
z,eU LeyeU, aqui z). es la proyeccion de xj, sobre el complemento ortogonal de
U. Aplicando la Nota 2.1.1 tenemos

k—1

T = Z‘Z + Z ,uijj-
Jj=1

De (b) sacamos que U =< z7,...,x}_; >, y por lo tanto =} = /.
(d) Usando (a) vemos que zj, = 2545 *=1 . ia* impli xic]? = 2+ 30K ] 2 x| 2
q k= Ty j=1 HkjT; plica que |Xk[” = Xy j=1 Hijl%5 1™
Como cada término de la suma es no negativo, queda demostrado.

14
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(e) Por la Nota 2.1.1 tenemos X = MX™* donde M = (ui;) es una matriz triangular
inferior con p;; = 1 para 1 <14 < n. Luego det(M) =1 y por tanto
det(X) = det(M) det(X™*) = det(X™).
O

Una consecuencia directa del Teorema 3.1 es la siguiente desigualdad para el determi-
nante de una matriz.

Definicion 2.1.2. Sea z1,...x, una base de R", y sea X la matriz n X n con z; en la fila
i para 1 <i<n.Paral <k <n, sea X} la matriz k x n formada por las k primeras filas
de F'. La k-ésima matriz de Gram de esta base es la matriz simétrica k X k

Gy = Xp X}
El k-ésimo determinante de Gram de la base es dj, = det(Gy).

Por convenio, fijamos dg = 1. Si x; € Z" para todo i entonces dy € Z para 0 < k < n.
Este hecho serd importante més adelante en nuestro andlisis del algoritmo LLL.

Proposicion 2.1.2. Sea x1,...,x, una base de R", y sea x7, ...,z su ortogonalizacion de
Gram-Schmidt. Para 1 < k < n el k-ésimo determinante de la base es el producto del
cuadrado de las longitudes de los vectores de la ortogonalizacion:

k
di =[] l=717
i=1

Demostracion. Por la Nota 2.1.1 podemos expresar la ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt
como la ecuacion matricial X = M X*. Sea My la submatriz superior izquierda k x k de M,
v sea X* la matriz k x n formada por las k primeras filas de X*. Tenemos la factorizacién
X = M X; donde det(my) = 1. Por lo tanto,

i = det(X,.X}) = det(MXE) (M X7)") = det(My (X5 (X1)) M]) =
= det(My) det (X7 (X7)") det(My) = det(XF (X7)")

Ya que las filas 7, ..., 2}, de la matriz X; son ortogonales por el Teorema 2.1.1(a), vemos
que X} (x})! es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son |z}]?, ..., |z}|*. O

2.2. Analisis del proceso de Gram-Schmidt

La regla de Cramer establece que si A es una matriz n x n sobre R con det(A) # 0,
sea y € R™ un vector columna, y sea = (z1, ..., 7,)" la tnica solucién del sistema lineal
Az =y, entonces para 1 < i < n tenemos

. det (A,L)
YT et (A)

donde A; es la matriz obtenida de A reemplazando la columna ¢ por y.

15



El algoritmo LLL Patricia de Armas Gonzélez

Esta regla permite acotar los denominadores de los ntimeros racionales que aparecen en
los vectores de la ortogonalizacion de Gram-Schmidt con componentes enteras. FEsto sera
importante en nuestro anélisis del algoritmo LLL.

Proposiciéon 2.2.1. Sea x1,...,x, una base de R™ con x; € Z" para 1 < i < n. Sea
xy, .., oy, € Q" su ortogonalizacion de Gram-Schmidt con coeficientes p;; € Q. Para
1 <k <n, sea d; el determinante de Gram correspondiente. Entonces:

(a) El vector dy_yxj, tiene componentes enteras para 1 < k < n.

(b) La cantidad djpy; es un entero para 1 < j < k.

1/2 .
(c) lurjl < dj/_llxk| para 1< j < k.

Demostracion. (a) Podemos expresar la ortogonalizacion de Gram-Schmidt mediante la
ecuacion matricial X = MX*, o equivalentemente, X* = M~'X, donde M~ (al
igual que M) es una matriz triangular inferior con todos elementos de la diagonal
iguales a 1. Por lo tanto

k—1
Th=ak— > My, Akj €Q (2.2)

Jj=1

Aqui, al contrario que en (2.1), todos los vectores del lado derecho estan “sin as-
terisco”; los Ag; son los “coeficientes inversos” de Gram-Schmidt. Consideramos los
vectores x; para 1 < ¢ < k — 1. Por el Teorema 2.1.1(a,b) tenemos z; - xy = 0.
Multiplicando escalarmente ambos lados de la ecuacion (2.2) por x; obtenemos 0 =

Ti- (azk — 25;11 Ak (2 - :c])) y de aqui que Zf;ll (i - xj)Aj = x4 - T,

Para un k fijo, hay k — 1 posibilidades para i, y entonces tenemos un sistema lineal
de k — 1 ecuaciones con k — 1 incognitas Ap1, Ak2, ..., Ak x—1. La matriz de coeficientes
de este sistema es la matriz de Gram Gj_1, y el determinante de Gj_1 es dp_1. La
regla de Cramer implica que dp_1Ay; € Z para 1 < j < k — 1. Ahora se tiene

k—1 k—1
dp—1x), = dp—1 | o — Z AejTj | = dp—12) — Z(dk—l)\kj)xj
j=1 j=1

Luego, para 1 < k < n el vector dp_1z; es una combinacién lineal con coeficientes
enteros de vectores con componentes enteros.

(b) Por la Proposicién 2.1.2 vemos que |x;‘\2 = dj/dj—1, y aplicando la férmula de la
Definicion 2.1.1 a py; tenemos djpug; = dj% = dj_1(zy - x;) = :rk(dj_lzrj). Por

hipotesis zx € Z, y por el apartado (a), dj—1z} € Z"; entonces djpuy; € Z.

(c) Aplicando la formula de la Definicion 2.1.1 a yux; y la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

obtenemos
Ty T

*
’Mkj\ = .

Xr. T
J

|_ oo el
*
|

J
iy ) S S
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Dado que z1,...,x; € Z", vemos por la Definicién 2.1.2 que d; € Z, y como dj > 0

dj 1
> =
P ey entonces

entonces d; > 1. Usando la Proposicién 2.1.2 tenemos \x;\z =

| > L.
| ]‘_djl-£21

O

2.3. Otros resultados del proceso de Gram-Schmidt

Una parte importante del algoritmo LLL seré el continuo intercambio de vectores con-
secutivos de la base. La siguiente proposicién, de la que omitimos la demostracién, muestra
como afectan estos intercambios a la ortogonalizacién de Gram-Schmidt de la base.

Proposicion 2.3.1. Sea x1, ..., z, una base de R", y sea x7, ...,z su ortogonalizacion de
Gram-Schmidt. Sea j tal que 1 < j < n —1, y sea Z1,...,Ty la nueva base obtenida de
intercambiar x; y Tjq41:

&j = Tjt1, Fip1 = x5, =z (i#J,j+1)

Sea 17, ..., 2y, la ortogonalizacion de Gram-Schmidt de la nueva base. Enlonces & = x

(2
para i # j,5 + 1 pero
A _ |IE;+1|2 * |x;k’2 *

Ak * . . * — . —_ .
Ty =T+ 1,575, Ljt1 = e Tj = K+l |j*f’2xj+1
i J

Se puede escribir 7., enteramente en términos de vectores “sin gorro” en la forma
siguiente:

* 2 *|2

. |33j+1| |x]|

T e P gl

T
2j+1

*
Tj = Hj+l,j

*

2. 2
Tl

X

El siguiente resultado da una cota inferior de la longitud de un vector no nulo de una
red en términos de la ortogonalizacién de Gram-Schmidt de la base del mismo.

Proposicion 2.3.2. Sea x1,...,x, una base de R", y sea x7, ..., x;, su ortogonalizacion de
Gram-Schmidt. Sea L la red generada por 1, ..., xy. Para todo y € L no nulo, se verifica

lyl = min{|27], ..., [z}

Esto es, todo vector no nulo de la red es, al menos, tan largo como el vector mds corto de
la ortogonalizacion de Gram-Schmidt.

Demostracion. Sea y cualquier elemento no nulo de £, y = """ | r;z;, donde r; € Z para
1 <i < n.Como y # 0 tenemos que r; # 0 para algin 4; sea k el mayor indice tal que

ri 7 0. Usando la Definicién 2.1.1, podemos expresar 1, ..., T, en términos de z7, ..., z}:

.
k
y=yr
=1

i

k1
* *
1

i
j= i=1 j=1

17
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Cambiando el orden de la suma, y usando que pgr = 1, obtenemos

k k k-1
* * *
y= E 5 Tiflij | Tj = TkT) + E Vi,
j=1 \i=j J=1
para algin vy, ...,vx—1 € R. Dado que z7, ..., x;, son ortogonales, queda
k—1
2 20,.%2 21 %2
ly|* = rg|og] +§ vj|z}|
j=1

Como rg es un entero distinto de cero, tenemos r,% > 1, y entonces
k—1
2 * |2 2| %2
ly|” > |2g]” + E vj |z}
Jj=1
Todos los términos de la suma son no negativos, y por tanto

[y > Joil* > min{|ai P, ..., |2}

Tomando raices cuadradas se completa la demostracién. O
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CAPITULO 3

El algoritmo LLL

3.1. Base reducida de una red

Sea x1,x2, ..., T, una base ordenada de la red £ de R", y sea z7, 23, ...z, su ortogona-
lizacion de Gram-Schmidt. Escribimos X = M X*, donde X (respectivamente X*) es la
matriz con z; (respectivamente x) en la fila i, y M = (y;5) es la matriz de coeficientes de la
ortogonalizacién de Gram-Schmidt. Fijemos un parametro de reduccion «, con i <a<l.

3

(El valor estdndar del pardmetro es a = 7).

Definicion 3.1.1. La base x1, z9, ..., T, se llama a-reducida (o LLL-reducida con pardmetro
a) si satisface:

(1) \uij\gépara1§j<i§n,
@) |} + pigaly] = alor_[? para 2 < < n

La condiciéon (2) se conoce como condicion de intercambio. Como z7i,x3, ...,z

» son
ortogonales, la condicion (2) se puede escribir como

(2) |27 = (a = pf; y)lai 4 * para 2 < i <

La condicion (1) dice que cada vector x; de la base es “casi ortogonal” al generador de los
vectores anteriores, ya que por el Teorema 2.1.1 tenemos < z1, ..., Tj—1 >=<2],...,T; | > .
Las condiciones (2) y (2’) dicen que intercambiando z;—1 y z; y calculando de nuevo la
ortogonalizacién de Gram-Schmidt se puede generar un nuevo vector mas corto
;1 = x] + pii—17;_, pero no “mucho mas” corto; esto usa la Proposicion 2.3.1.

Probaremos que, para cualquier red £ de R", cualquier base x1, xa, ..., z, de Ly cual-
quier o € (i, 1), el algoritmo LLL genera una base a-reducida de £ en un niimero de pasos
acotado por un polinomio del tamano de la entrada. También debemos considerar o = 1,
el “caso limite” de la Definicion 3.1.1, pero para este valor del parametro de reduccién no
podemos probar que el algoritmo LLL termine en tiempo polinémico.

Definicion 3.1.2. Definimos el pardmetro auziliar S como:

8=

. 1
asque - —=a— -
do—1 =4 1 v 3 4
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Para el valor estandar o = % se obtiene g = 2.

Ejemplo 3.1.1. Sea L la red del Ejemplo ; las filas x1, x9, 3, x4 de la matriz X forman
una base de L. La ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt se puede escribir como las filas
x], x5, 3,2y de la matriz X*. Las matrices X y X™ estan relacionadas por la ecuacién
X = MX* donde M = (pij):

-2 7 7 -5
3 -2 6 -1
X = 2 -8 -9 -7\
8 -9 6 —4
1 0 0 0 —2 7 7 -5
27 0 0 435 _ 443 573 8 .
= 3 _ 799 1 0 6189 _ 20461 _ 18%20 _ %?3771 =MX
_ 1lir7 1083 350695 1 1858k 271930 _ 1358+ G
127 5621 765183 255061 765183 765183 765183

Para la matriz M es claro que la base x1, x2, x3, x4 no es a-reducida para ningtn «, ya que
ni siquiera se cumple la primera condicién de la Definicién 3.1.1:

1
sl [paz] > 5
Considerando ahora la matriz C cuyos elementos estan en Z y det(C) = —1, y la nueva

base y1, Y2, y3, y4 para la red £ dada por las filas de la matriz Y = CX

1 -8 -2 4 -2 7 7 =5 2 3 1 -1
1 -6 -1 3 3 -2 6 -1 2 0 -2 -4
Y=0X= 0 4 1 =2 2 -8 -9 -7 -2 2 3 -3
0 1 0 O 8§ -9 6 —4 3 -2 6 -1

La ortogonalizacion de Gram-Schmidt de y1,y2,ys, ys se puede escribir como las filas
Y7, Y5, Y3, ys de la matriz Y* que satisface la ecuacion matricial Y = MY ™ donde M = (fi;;):

1 0 0 O 2 3 1 1
- -2 1 0 0 34 2 _28 58

— * 1 1 1 1
Y=MY"=| 5 1 0 B o b
15 178 89
I 5 91 4 7000 8316 996 _ 3ib
3 9 2271 2271 2271 2271 757

Usando esta ecuacion se puede verificar que la base y1, 42, ys3, ys4 es a-reducida para todo
a < 1. Es claro que la primera condicién de la Definicion 3.1.1 se cumple, pues fi;; < %
para todo 1 < j < ¢ < 4. Para la segunda condicion, es suficiente considerar el valor limite
a = 1, ya que es facil ver que si la base de la red es a-reducida entonces es o'-reducida
para cualquier o < . Calculamos ahora:
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lyi|* =15
lys|? = 32 ~ 27,73, (3 = 53z, (1 - f3)|yi]? = 22 ~ 14,73
y31° = BF ~ 25,52, i3 = grag, (1 30)ly3* = %50 = 23,52

%12 _ 99856 . ~2  _ 866761 A2 [ k|2 _ 4290680
Wil® = Sor 4397, fij3 = sisranry (1 — 3) Y317 = Soarng & 21,23

De aqui tenemos que |yf|> > (1 —ﬂ?}i71)|y211|2 parai = 1,2, 3,4. Luego la base y1, y2, y3, Y4
es a-reducida para cualquier « tal que i <a<l.

El apartado (c) del siguiente resultado (Proposicion 3.1.1) da una cota superior para
la longitud |z1| del primer vector de una base a-reducida de una red en términos del
determinante de la red. El resultado posterior (Teorema 3.1.2) da una cota superior para
la longitud |z1| en términos del vector mas corto (no nulo) en la red.

Proposicion 3.1.1. Sizq, x2, ..., zy es una base a-reducida de la red L de R", y x7, 25, ..., z},

es su ortogonalizacion de Gram-Schmidt, entonces
(a) |z;]? < Bz} para 1 < j<i<n
(b) det(L) < |z1]|zal...|z,| < AP —1D/2 det(L)
() |z < BTV (det (L))"
donde B es el pardmetro auziliar de la Definicion 3.1.2.

Demostracion. Las dos condiciones de la Definicién 3.1.1 implican que para 1 < ¢ < n se
. 2 2 2 1 2 _ 1 2

tiene [27[* > (a — Mi,i—l)’x;'k—l‘ 2 (a - Z) 74| = B|xf—1|

Por lo tanto |2} ;|> < B|z}|?, y por induccién de obtiene

@5 < B jaf? (1<j<i<n) (3.1)

La definicién de z] en la ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt se puede reescribir como
*

i—1 i—1
T =} + Y5 pis, ¥ como &, ..., xy, son ortogonales, |z = |zf|? + Y02 puii|af]?. De
la Definicion 3.1.1 y la ecuacion (3.1)

i—1 i—1
1 . 1 ey
2 2 - 2 - 2
ail? = [P+ 30 A = 1 Y8 | et
j=1 j=1
Usando la féormula de la suma de una progresiéon geométrica, se obtiene

12 1 B =B\ .2
o < (143 51 ) 1ot

Por inducciéon sobre i se demuestra que
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Para i = 1 es trivial. Para el paso de induccién es suficiente probar que
1 6i+1 _ ﬁ Bz _ 6
1+--— < 1+——
T oy <SP\ ooy

Como 5 > % multiplicando por 4(5 — 1) se tiene una desigualdad equivalente, que simpli-
ficada queda (8 —1)(38 —4) > 0. Ahora tenemos

jif? < BT |aF [ (3.2)

Usando la ecuacion (3.1)
i < B2 < BT P (1< <i<n)
lo que prueba (a). Por el Teorema 2.1.1 sabemos que
det(£) = |&3][a3].-.25] < | [z2] .20
lo que prueba la desigualdad de la izquierda de (b). La ecuacion (3.2) implica
(1 2|02 a2 < GOHLFT (D) 210 2 k|2
y por lo tanto
[21][a]...|n] < BTV |25 || = 870D det (L)
lo que prueba la desigualdad de la derecha de (b). Fijando j = 1 en (a) se tiene
1> <7 Maf| (1<i<n)
v tomando el producto i =1,2,...,n
g 27 < BOFIHZF et D 215512 1012 gr(n=1)/2(det(£))2

Tomando la raiz 2n se prueba (c). O

Teorema 3.1.2 (Teorema LLL). Si x1,x2,..., T, s una base a-reducida de la red L de
R™, ey € L es cualquier vector no nulo de la red, entonces

21| < BD2y|

En particular, el primer vector de la base a-reducida no es mds largo que =172 yeces el
vector mds corto no nulo de L.

Demostracion. Sea x7, x5, ..., z;, la ortogonalizacion de Gram-Schmidt de x1, o, ..., x,. Por
la definicién de base a-reducida, para 2 < ¢ < n se tiene

oi > (0= i )laiaP > (o= 1) letaP = 5

8

Como % = x1, |21]? = |o7? < Blas? < B2lai? < ... < B Lzk|?, y entonces para
1 < i < n se tiene |zf[2 > 70Dz |2 Por la Proposicion 2.3.2 se demuestra que para
cualquier vector g € £ no nulo |y| > min{|z}], ..., ||} > B~"=D/2|z1|2) v esto completa
la, prueba. O

i 2
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El resultado anterior es el caso m = 1 del siguiente resultado, que da una cota supe-
rior para la longitud de todos los vectores en una base a-reducida, del que obviamos la
demostracién

Teorema 3.1.3. Si 1,9, ..., T, s una base a-reducida de la red L de R™, e y1,y2, ..., Ym €
L, m vectores linealmente independientes de la red cualesquiera, entonces para 1 < j <m

i < BT Pmax{|yi, ..., [ym|}

3.2. El algoritmo LLL original

Se muestra el algoritmo LLL original, escrito de una forma maéas “estructurada”. La
entrada consiste en una base x1, 9, ...,z, de la red £ C R™, y un parametro de reduccién
a € R tal que i < a < 1. La salida consiste en una base a-reducida y1,y2, ..., y, de la red

L.

Entrada. Una base z1,z9,..,2, de la red £ C R"™, y un pardmetro de reduccién
aERtalquei<a<l.

Salida. Una base a-reducida y1, 43, ..., Y de la red L.

Procedure reduce(k,!):
If |pug| > & then

(1) Set yp <— yr — [1r)yi-
(2) For j =1,2,...,1 — 1 do: Set pugj — purj — [ for ;-
(3) Set figy «— porr — [1wt]-

Procedure exchange(k):

1
2
3
4

Set z «— Yp_1,Yk—1 — Yk, Yk <— 2 (intercambiar yx_1 e yi).
Set v ¢— ppk—1. Set § «— v + 1/27;;_1.
Set pig -1 <— vyj_1/6. Set v — vivi_1/d. Set vi_, «— 6.

(1)
(2)
(3)
(4) Forj =1,2,...,k—2do: Set t «— pig—1, ftk—1,; — HMkj, 1k <— t (intercambiar
Pk—1j Y Hkj)-
(5) Fori=k+1,...,n do:
(a) Set ¥ <— pik. Set pig <— fik—1 — Viik-
(b) Set pik—1 — ik k—1Mik + .
= Main loop:
(1) Fori=1,2,...,n do: Set y; +— z;.
(2) Fori=1,2,....,n do:

(a) Set y! +— yi.
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(b) For j =1,2,...,i—1 do:
Set pij «— (i - y;)/7; e yi «— vi — 1iy;-
(c) Set ) «—yi-y;.

(3) Set k +— 2.
(4) While £ <n do:
(a) Call reduce(k,k —1).
(b) 177 > (@ = 4 1) 7i—y then
(i) For l =k —2,...,2,1 do: Call reduce(k,1).
(ii) Set k +— k+ 1.
else
(iii) Call exchange(k).
(iv) If kK > 2 then set k +— k — 1.

El paso (1) de Main loop simplemente realiza una copia yi1,y2, ..., yn de los vectores
de entrada x1,x2, ..., . El paso (2) calcula los vectores de la ortogonalizacion de Gram-
Schmidt y1, y2, ..., yn. El paso (3) inicializa el indice k del vector yi que se esta procesando.
El paso (4) ejecuta la reduccion de base; llama repetidamente a dos Procedure que redu-
cen e intercambian los vectores y1,y2, ---, Yn-

Procedure reduce(k,[) hace a yi casi ortogonal a y;. Si || < % entonces Procedu-
re no hace nada; de lo contrario, reduce y; restando el maltiplo entero [ug; | de y;. Como
[ k1] es el entero mas cercano al coeficiente de Gram-Schmidt py; , ésta es la mejor reduc-
cién posible que se puede realizar, dado que y, debe permanecer en la red generada por
1,2, ..., Tn. Después Procedure actualiza la base y los coeficientes de la ortogonalizacién
de Gram-Schmidt.

Procedure exchange(k) intercambia los vectores yr_1 € yi, y luego actualiza la base
y los coeficientes de la ortogonalizacion de Gram-Schmidt de acuerdo con la Proposicién
2.3.1.

Los vectores y1,¥2, ..., yn se modifican continuamente a lo largo del algoritmo, pero
de tal manera que siempre formen parte de una base de red L. El paso (4)(a) de Main
loop reduce y; usando yr_1; esto se hace antes de comprobar la condiciéon de reduccion
del paso (4)(b) ya que esta condicion depende solamente de esos dos vectores. En el pa-
so (4)(b), si se satisface la condicion de la reduccién, yr queda completamente reducido
usando yg_o,...,Y2,y1 vy entonces se aumenta el indice k; en caso contrario, se realiza un
intercambio, y en indice k disminuye (si no tiene ya el minimo valor k = 2).

Ejemplo 3.2.1. Empezamos con los vectores 1, xo, x3, x4 del Ejemplo 3.1.1 que forman
una base de la red £ de R*. Implementaremos el algoritmo LLL usando para el parametro
de reduccion el valor limite a = 1.

El paso (1) realiza una copia y1, y2, y3, y4 de los vectores de la red, y el paso (2) calcula
su ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt y7,v35,¥3,y;. En todo este ejemplo escribiremos el
estado actual del algoritmo como la terna (Y, M, ~*), donde Y es la matriz con filas
Y1,Y2,Y3, Y1, M = (p;j) es la matriz de coeficientes de Gram-Schmidt, y v* es el vector
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columna del cuadrado de las longitudes de los vectores de la ortogonalizacion de Gram-
Schmidt v, y5, y5, yi. El estado inicial (iteracion 0) es

-2 7 7 =5 1 0 0 0 127
27 5621
; 2 0 ! ! 2878 199 ; 0 761521783
2 8 —9 —7['|-8 -1 1 o
L i
1 10873 350695 3 4
8 -9 6 —4 127 5621 765183 1 765183

El paso (3) fija k = 2. El paso 4(a) llama a reduce(2, 1); como |u21| = 27/127 < 1/2, Pro-
cedure no realiza ninguna accion. El paso (4)(b) comprueba la condicién de intercambio;
tenemos

5621 15400

72 127 < 127 ( IU’QI)P)/].

Luego, el paso (4)(b)(iii) llama a exchange(2); el estado actual (iteracion 1) es

3 -2 6 -1 1 0 0 0 50

-2 7 7 =5 2t 1 0 0 5621

8 9 6 4 421 gg%}l 350695 1 388421%4
- - T 25 5621 765183 765183

Como k = 2 no disminuimos k en el paso (4)(b)(iv); regresamos al principio del bucle con
k=2.

El paso (4)(a) llama a reduce(2,1); como |u21| = 27/50 > 1/2 y [p21| =1, el Proce-
dure reduce yy restando y;. El estado actual (iteracion 2) es

3 -2 6 -1 1 0 0 0 50
-5 9 1 -4 —2 1 0 0 5621
2 -8 -9 —71\|° P s 1 ol- 763083
8 9 6 4 412 gg%}l 350695 1 3883%4
B - 25 5621 765183 765183

El paso (4)(b) comprueba la condiciéon de intercambio; tenemos

5621 1971
Y2 50 = 50 ( M21)71

Como k = 2, el paso (4)(b)(i) no hace nada, y el paso (4)(b)(ii) incrementa k; ahora
regresamos al principio del bucle con k = 3.

El paso (4)(a) llama a reduce(3,2); como |use| = 3725/5621 > 1/2 y [use| = —1,
Procedure reduce y3 sumando ys. El estado actual (iteracion 3) es

3 -2 6 -1 1 0 0 0 50

-5 9 1 -4 - 0 0 5621

8 9 6 4 4%5 5%(2](134 350695 1 388421%4
- - 25 T 5621 765183 765183

El paso (4)(b) comprueba la condicion de intercambio; tenemos

765183 _ 1120033 12
5621 — 11242 Hs2)72

*

V3=
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El paso (4)(b)(i) llama a reduce(3,1); como |us1| = 24/25 > 1/2 y [us1| = —1, Proce-
dure reduce y3 sumando y;. El estado actual (iteracion 4) es

3 -2 6 -1 1 0 0 0 50
23 5621
-5 9 1 —4 — 15—0 X 1 0 0 ET
8 9 6 4 421\? 5?;(%%4 350695 1 388421%4
B - 25 5621 765183 765183

El paso (4)(b)(ii) incrementa k, y regresamos al principio del bucle con k = 4.
Después de otras 19 iteraciones, el algoritmo termina. La tabla siguiente resume el resto
de las reducciones e intercambios realizados.

iteracion 5 intercambiar k=4
iteracion 6 reducir k=3 [=2 [pgt ] = —1
iteracion 7 intercambiar k=3
iteracion 8 reducir k=2 =1 [ug ] =1
iteracion 9 reducir k=3 =2 [k ] =1
iteracion 10 reducir k=3 =1 [ = —1
iteracion 11 reducir k=4 =3 [ ] = —1
iteracion 12 intercambiar k=4
iteracion 13 reducir k=3 [=2 g ] =1
iteracion 14 intercambiar k=3
iteracién 15 intercambiar k=2
iteracion 16 intercambiar k=3
iteracion 17 reducir k=2 l=1 [uk] =1
iteracion 18 intercambiar k=2
iteracién 19 intercambiar k=4
iteracion 20 reducir k= =2 [k ] =1
iteracion 21 intercambiar k=
iteracion 22 reducir =2 I=1 k] = —1
iteracion 23 intercambiar k=
El estado final del algoritmo es
2 3 1 1 1 0 0 0 15
2 0 -2 —4| [-3 1 0 0 %
) 2 1 » | 2271
A B N T R
3 80 2271 2271

En este ejemplo con cuatro vectores con componentes de una cifra, el algoritmo LLL ha
mejorado sustancialmente los vectores de la base: el mayor vector reducido tiene la misma
longitud que el menor vector original.

3.3. Analisis del algoritmo LLL

Para estudiar la complejidad del algoritmo LLL, debemos determinar c6mo cambian la
base de Gram-Schmidt y los coeficientes durante la reduccion en el paso (4)(b)(i) y durante
el intercambio en el paso (4)(b)(iii).
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Lema 3.3.1 (Lema de Reduccion). Consideramos una llamada a reduce en el paso
(4)(b)(i) con k y | dados, y escribimos v = [up|. Sean Y = MY™* y Z = NZ* las
ecuaciones matriciales para la ortogonalizacion de Gram-Schmidt antes y después de la
llamada o reduce(k,l). Sea E = I, — vEy la matriz elemental que representa restar v
veces la fila | a la fila k (asi By = 1 para 1 <i < n, Ey = —v,E;; =0, en otro caso).
Tenemos

Z=EY, N=EM, Z*=Y"

En particular, la base ortogonal de Gram-Schmidt no cambia. Antes de la llamada a
reduce(k,l) tenemos |ugj| < & (I < j < k). Después de la ejecucion del bucle en
en el paso (4)(b)(i) tenemos |uy| < 5 (1 <j<k)

Demostracion. Como Z se obtiene de Y restando v veces la fila [ a la fila k, se tiene que
Z = FEY . Dado quel < k, el conjunto generado por y1,ys, ..., y; permanece igual para todo
i, y por lo tanto la base ortogonal yi,vs, ...,y no cambia. Por consiguiente Z* = Y™, y
esto da

(EM)Y*=E(MY*)=FEY =Z=NZ"=NY~

y ya que Y* es invertible obtenemos EM = N. Al inicio del bucle en el paso (4)(a)(i)
tenemos [ = k — 1, as{ que no hay valores de j tales que [ < j < k; luego la condicién
lukj] < 3 para (I < j < k) se satisface trivialmente. Supongamos que la condicién se
verifica antes de la llamada a reduce(k,l). La operacion Z = EY s6lo cambia la fila k de
Y, v entonces para [ < j < k el coeficiente

Yk Y

Hkj =
TR

se convierte en

Y (Yo —vu) Y, Yk Y5 vy e = g
o _ i R ——
N vy vy vy T

puesto que j > [ implica py; = 0. Para iy, queda puy — vy = pr — [pw] ya que py = 1,
y por definicion de [p | tenemos [ugy — [ur]| < 5 O

El siguiente lema muestra que el producto de los cuadrados de las longitudes de los
vectores de la base ortogonal disminuye en un factor de al menos el pardmetro de reduccion
a durante cada ejecucion del paso (4)(b)(iii). Este sera el hecho clave en la prueba de
que el algoritmo LLL termina, y explicara, ademds, porqué necesitamos asumir que « es
estrictamente menor que 1.

Lema 3.3.2 (Lema de intercambio). Consideramos la llamada a exchange con un k
dado en el paso (4)(b)(iii). Sean Y = MY™ y Z = NZ* las ecuaciones matriciales para la
ortogonalizacion de Gram-Schmidt antes y después del intercambio. Tenemos

i =y; (i#£k—1k), ‘22—1‘2 < a’yit—1|2a 25| < Yk
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Demostracion. Para todo i excepto ¢ = k—1,k tenemos y; = 2; y el conjunto generado por
Y1, Y2, .-, Yi—1 es igual al conjunto generado por z1, 22, ..., zi—1. Como y; (respectivamente
z}) es la proyeccion de y; (respectivamente z;) sobre el complemento ortogonal del conjunto
generado por y1, Y2, ..., Yi—1 (respectivamente 21, 29, ..., z;_1), la primera igualdad se cumple.
Como 2 = Yr—1 ¥V Y = 2k—1, el vector 2;_, es la componente de y; ortogonal al
conjunto generado por y1, ¥, ..., yr—2. Por la definicién de los coeficientes f1;; tenemos

k—1

Uk =i+ Y byl
=1

por lo tanto z;_; = y;. + pg k—1Y;_,- Dado que y7 e y;_, son ortogonales, obtenemos

lzial? = Wil® + g g [yl

Como hemos supuesto que la condicién de intercambio v} > (a — uik_l)'y};_l en el paso
(4)(b) es falsa, tenemos |yi|? < (a — M%,k—1)|92—1‘2 y por lo tanto |z} _,|? < aly;_,|%
Esto prueba la segunda afirmacion. En cuanto a 27, es la componente de y,_1 ortogonal al
conjunto generado por yi, ..., Yx—o, yx. Llamamos U al conjunto generado por yi, ..., Yx—o.
Tenemos yy—1 = y;_; + Zé:lz Pk—1,1Y; = Yj_, +u donde u = Zé:lz pi—1,1y; - Por lo tanto
2z} es la componente de y;;_; +wu ortogonal al subespacio U +Ryy. Usando el Teorema 2.1.1,
obtenemos
UES Y], s Ypg >=< Y1, .0, Y—2 >=U C U + Ryy,

De aqui, 2, es la componente de y;_, ortogonal al subespacio U + Ryy. O

Lema 3.3.3. Al inicio de cada iteracion del paso (4)(b), se verifica la siguiente condicion
1 o :
il < SO <G <i<k) Jyi +pawial® 2 aly FQ <i < k)

Si el algoritmo termina, entonces la salida y1,ya, ..., Yn €s una base reducida de la red.

Nuestro siguiente objetivo serd encontrar una cota superior para el nimero de itera-
ciones del bucle del paso (4) del algoritmo LLL. Para simplificar, asumiremos que la base
original x1, x2, ..., x, tiene vectores de componentes enteras.

Lema 3.3.4. Durante las llamadas a reduce(k,l) en el algoritmo LLL, el determinante
de Gram d; no cambia. Durante las llamadas a exchange(k), el determinante de Gram d;
no cambia para i # k — 1, pero di_1 cambia a un nuevo valor dj_, < ad_1, donde a es
el pardmetro de reduccion.

Demostracion. El Lema 3.3.1 muestra que la base ortogonal y7, y3, ..., y;, no cambia durante
las llamadas a reduce, asi que la primera afirmacion sigue la Proposicién 2.1.2. Para
i < k — 1, la llamada a exchange(k) no tiene efecto en la matriz de Gram Gj;, y por
consiguiente, no causa efecto en d;. Para i > k — 1, la llama a exchange(k) transpone dos
filas de G; y dos columnas de G, multiplicando el determinante det(G;G?) por (—1)2, asi
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que de nuevo, no hay efecto en d;. Para ¢ = k —1 escribimos y; y z; para los vectores antes
y después de a llamada a exchange(k). Tenemos

k—1 k—2 k—2
v =1 =1z P TP < alvi o P T 1217 =
=1 =1 =1
k—2 k—1
=alyi 1P [T 1P = o ] I = adr—
=1 =1

Definicion 3.3.1. El invariante del bucle es la cantidad D = Hz;ll dy,

Escribimos Dy para el valor de D al inicio del algoritmo. La asuncién de que los vectores
de la base original x1,..,x, estidn en Z" implica que D es un entero positivo en todo el
algoritmo. (El término “invariante” no es del todo correcto, pues nuestro objetivo es probar
que esta cantidad decrece estrictamente durante la ejecucion del algoritmo LLL).

Lema 3.3.5. Si B = max(|x1], |z2], ..., |zn|) se verifica que
Dy < Bn(nfl)

Demostracion. Tenemos

n—1 n—1 k
Do =[] dr= T IIlei® = (i) (ailPlasl?)... (|23 Plez .o ) =
k=1 k=11=1
n—1 n—1 n—1 _—
H |$Z|2(n_k) < H ’xk’2(n—k) < H B2(n—k) _ H B2k — pgn(n—1)
k=1 k=1 1 iy

O]

Lema 3.3.6. St E denota al nimero total de llamadas a exchange realizadas a lo largo de
todo el algoritmo LLL, se tiene que

log B
log o

E<-— n(n—1)

Demostracion. El Lema 3.3.4 implica que D disminuye como méaximo hasta aD después
de cada llamada a exchange. Ya que D es un entero positivo desde el inicio hasta el final de
algoritmo, tenemos 1 < a” Dy o, equivalentemente, o~ < Dy. El Lema 3.3.5 implica que
a~F < BMn=1) o equivalentemente, —Elog o < n(n — 1)log B. Dividiendo entre — log o
(que es > 0 pues o < 1) se completa la demostracion. ]

De este ultimo lema se deduce que el algoritmo LLL termina.
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Teorema 3.3.7 (Teorema de terminacion). El nimero total de ejecuciones del bucle
del paso (4) del algoritmo LLL es a lo sumo

2log B
log

nn—1)+ (n—1)

Demostracion. Por definicion, E es el nimero de veces que el algoritmo ejecuta los pass
(4)(b)(iil) y (4)(b)(iv). Llamamos E’ al namero de veces que el algoritmo ejecuta los pasos
(4)(b)(i) v (4)(b)(ii). Asi E + E’ es el numero total de ejecuciones del bucle del paso (4).
Cada vez que E aumenta en 1, el indice k disminuye en 1; cada vez que E’ aumenta en 1,
el indice k aumenta en 1. Se sigue que el entero k + F — E’ permanece constante a lo largo
de todo el algoritmo. Al inicio, tenemos k =2y E = E' =0, entonces k + E — E' = 2. Al
final, tenemos k =n + 1, luego n+ 1+ F — E' = 2, y por consiguiente £/ — E =n — 1.
Esto nos da que E' + E = 2E +n — 1, y por el Lema 3.3.6 completamos la prueba. ]
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cAPiTULO 4

Factorizaciéon de polinomios con coeficientes enteros

En este capitulo estudiaremos la primera aplicacién importante del algoritmo LLL, que
dio titulo al articulo original de Lenstra, Lenstra y Lovasz (1982): “Un algoritmo polinomial
para factorizar polinomios en una variable con coeficientes en el cuerpo de los ndameros
racionales” [4]. Hasta el momento de aparicion de este articulo el mejor algoritmo para
factorizar polinomios con coeficientes enteros era el denominado Berlekamp-Zassenhaus [1]
el cual, en el peor de los casos, el namero de iteraciones que realizaba es exponencial en el
grado de f.

Los dos algoritmos mencionados usan la misma estrategia. Un polinomio f € Z[x] se
factoriza médulo un primo p adecuado y después usa la elevacién de Hensel para obtener
la factorizacion modulo p?, p*, p®,..., hasta una cota p™. Los factores asi obtenidos se
usan para obtener los factores enteros de f en Z[z]. Hacemos a continuaciéon un resumen
de este proceso de factorizacion sin adjuntar las demostraciones que pueden verse en [5].
Analizaremos con detalle la mejora que introduce el algoritmo LLL para conseguir un
algoritmo polinomial en lugar del exponencial de Zassenhaus.

4.1. Factorizacién sobre cuerpos finitos

Consideramos un polinomio moénico no constante libre de cuadrados f € F,[z], donde
[F, es cualquier cuerpo finito. Dado que Fy[z] es un dominio de factorizacién unica, sabemos
que

K
=119
=1

donde los factores g; € F,[z] son distintos, moénicos e irreducibles. Sea ¢ el maximo de los
grados de los factores irreducibles:

6 = max{deg(g1), deg(g2), ..., deg(gx)}
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Para cada grado d = 1, 2, ..., d escribimos [ para el niimero de factores irreducibles distintos
de grado d, y reunimos estos factores atendiendo al grado:

5 Ly
f=1] Pa ha =[] ha»
d=1 Jj=1

donde deg(hgj) = d. Asi hq es el producto de los factores irreducibles de f de grado d; si
lg = 0 entonces el producto es vacio y hg = 1.

Definicion 4.1.1. La descomposicion de distinto grado de f es la sucesion
ddd(f) = [h1, ha, ..., hs]

El algoritmo que proporciona esta factorizacion de un polinomio sobre un cuerpo finito
[ € Fylz] lo denominaremos DDD (Véase Anexo I), en él se hace uso del algoritmo de
Euclides (Euclid) para calcular el maximo comun divisor de dos polinomios.

A continuacion se descompone cada uno de los polinomios hg en sus factores irreduci-
bles. Sea por tanto un polinomio ménico no constante y libre de cuadrados hg € Fylz], y
suponemos que cada factor de hy tiene grado d:

la
ha =[] has> deg(hqj) = d,
i=1

donde [; > 1 es el namero de factores moénicos irreducibles distintos.
Definicion 4.1.2. La descomposicion de igual grado de hg es la sucesion
€dd(hd) = [hdl (x), ceny hdld]

Para calcular la descomposicién de igual grado usamos algoritmos probabilisticos y
suponemos que ¢ = p", p # 2 (Véase Anexo II). Los algoritmos TrialSplit y Split
simplemente descomponen el polinomio en dos factores. La probabilidad de encontrar con
Split un factor propio de hy haciendo s llamadas al algoritmo TrialSplit es > 1—27% que
converge a 1 tan rapido como s aumenta. Para aumentar la probabilidad de encontrar un
factor propio de h, usamos el algoritmo Split(h, s) cuya entrada de Split(h, s) incluye un
parametro de terminacion s > 1; ésta es la cota superior del nimero de procesos que Split
realizara. Para encontrar la descomposicion de igual grado completa, usamos el algoritmo
EDD(h) que llama a Split sucesivamente hasta que no se pueda continuar dividiendo.

La factorizacion completa del polinomio f (no necesariamente libre de cuadrados) en
una variable z con coeficientes en el cuerpo finito F, donde g = p", (p # 2) queda recogida
en el algoritmo Factor (Véase Anexo III). Para calcular la multiplicidad de cada factor
irreducible se usan repetidas divisiones para eliminar la potencia correcta de cada uno de
estos factores irreducibles de f.
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4.2. Elevaciéon de Hensel para factorizacién de polinomios

Sea f € Z[x] y p es un namero primo que no divide al coeficiente del término de mayor
grado I(f). Sea f el polinomio de F,[x] obtenido reduciendo los coeficientes de f médulo
p. Supongamos que tenemos g1, hy € Z[x] polinomios tales que f = grhy en Fylx] y esta
factorizacion es propia en el sentido que ni gy ni hy son constantes v que g1 v hi son
primos entre si en Fp[z]. Queremos elevar esta factorizacion de “médulo p” a “modulo P>,
esto es, encontrar go, hy € Z[z| polinomios tales que deg(g1) = deg(gz2), deg(h1) = deg(hs),
y f = gaha (mod p?). En otras palabras, queremos elevar la factorizacion del anillo de
polinomios (Z/pZ)|x] al anillo de polinomios (Z/p*Z)[z].

Maés en general, el algoritmo de elevacién de Hensel permite pasar de una factorizacién
de f médulo m = p" a una factorizaciéon de f médulo m?. (Véase Anexo IV)

En principio la elevacion de Hensel se aplica a la factorizaciéon de f como producto de
dos factores g y h, pero puede extenderse a cualquier ntmero de factores mediante sucesi-
vas llamadas al algoritmo para dos factores como sigue:

Supongamos que p € Z es un namero primo, y que f € Z[x] es un polinomio no cons-
tante con I(f) # 0 (mod p). Sea f € F,[z] el polinomio obtenido al reducir los coeficientes
de f modulo p. Supongamos que tenemos una factorizacion de f modulo p; esto es, tenemos
polinomios monicos no constantes fi, fa, ..., fr € Z[x] para los cuales

F=1U e fr en Fyla]
Asumimos ademas que para todo 4,j con 1 < i < j < r tenemos los polinomios
uij, vij € Z[z] para los cuales
Uijfi +vi5f; =1 en Fplz]

Dado n > 2, queremos reducir esta fatorizacion de f a modulo p™.
Primero dividimos la factorizacién los mas uniformemente posible definiendo
r
k=15 go=Nhfh ho= ferred:

Usando el algoritmo extendido de Euclides calculamos sg, tg € Z[x] tales que
5000 + toho = 1 en F[z]

Aplicamos la elevacion de Hensel d veces para d = [logn], de modo que p™ es divisor de
p2d. Obtenemos los polinomios g4, hq, Sq4, tqg € Z[x] tales que

f = gahq(mod Pzd% Sa9d + tahq = 1(mod p2d)

Hacemos ahora dos llamadas a este algoritmo: primero, para descomponer y elevar la
factorizacién de gq; y segundo, para descomponer y elevar la factorizacion de hy. Estas
llamadas recursivas terminan cuando ya no es posible dividir las factorizaciones; habremos
obtenido entonces los polinomios Fi, ..., F, € Z[x] para los que

F; = fi(mod p), f = Fy...F,(mod p*?),
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junto con los polinomios Uy;, Vj; € Z[x] tales que

Uij = uij(mod p), Vij = v;(mod p), Uy Fy + Vi Fy = 1(mod de)

Esto nos da una elevaciéon de la factorizacion original en r factores méodulo p a una facto-
L . ) d . )
rizacion en los r factores correspondientes modulo p?° (y por consiguiente modulo p™).

4.3. Factorizaciéon de polinomios con coeficientes enteros

Consideramos un polinomio arbitrario con coeficientes enteros,
f=apz" + ...+ a1z + ap € Z|x]

Definicion 4.3.1. El contenido de f es el maximo comun divisor de sus coeficientes,
cont(f) = mcd(an, ...,a1,a0). Decimos que f es primitivo si cont(f) = 1. Si dividimos
f por su contenido, obtenemos un polinomio primitivo, llamado la parte primitiva de f,
prim(f) = iy f

Necesitaremos en lo que sigue algunas medidas, cotas y resultados relativos a los poli-
nomios con coeficientes enteros que recogemos a continuacion (Véase [8])

Definicion 4.3.2. Para s > 0, la norma s de un polinomio f € Z[z] es
n 1/s n
o= () =3
i=0 i=0

En particular, la norma 1 y norma 2 son

[l =laol +lar] + oot lanl |flo = \Jad +a? 4.t
Lema 4.3.1 (Cota de Mignotte). Si f, g, h € Z|x| satisfacen f = gh entonces
lghlhl < (n+1)1/?2"| |, n = deg(f)
siendo | f|eo = maz{|agl, |a1], .., |an|}
Definicion 4.3.3. El discriminante de un polinomio f € Z[z] es la resultante de f y su
derivada formal f’, es decir disc(f)=res(f, f’), siendo la resultante el determinante de la

matriz de Silvester (Véase [8]).

Proposicion 4.3.2. Sea f € Z[z| (f # 0) libre de cuadrados , y sea p € Z un primo tal
que I(f) # 0 (mod p). Entonces el polinomio reducido f € Fp[x] es libre de cuadrados si y
solo si p no divide al discriminante de f.
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Dado un polinomio primitivo libre de cuadrados f € Z[x], primero necesitamos encon-
trar un primo p que no divida al coeficiente del término de mayor grado de f, es decir
que I(f) # 0 (mod p) y para el que el polinomio reducido f € F,[z], también libre de
cuadrados, es decir que disc(f) # 0 (mod p). Si n = deg(f) entonces fijamos

B = (n+1)Y22"| floo|U(f)]

Elegimos un entero positivo &k para el que p* > 2B y supongamos que tenemos una facto-
rizacion de f moédulo pF:

f=1(f)g9192...9-(mod p"), 91,92, -+ gr € L[7]

con g1, 92, ..., g» monicos. Usando los representantes simétricos de las clases de congruencia
modulo p¥, podemos suponer que |g;|o < p¥/2 para todo 4. Sea S un subconjunto no vacio
de {1,2,...,r}, y escribimos S = {1,2,...,7}/S. Elegimos G, H € Z[x] tales que

k
p
G=1(f)[[oimod p*), H=1(f)[]gi(mod p*), |Gloc,|H|o < 5

1€8 =
G y H contienen al coeficiente principal de f. Supongamos que
|Gh|H[ < B

Se pretende que esta desigualdad se cumpla si y sélo si

W) f=GH

esto es, la factorizaciéon con representantes simétricos médulo p* es en realidad una facto-
rizacion sobre Z. Si l(f)f = GH, entonces la cota de Mignotte, reemplazando f por I(f)f,
implica que

GILIH[ < U(H)(n+1)?2"|floo = B

Reciprocamente, asumiendo que |G|;|H|; < B. Tenemos
I(f)f = GH(mod p*) (4.1)

y las desigualdades que relacionan las diferentes normas implican que

s
|GH|oo < |GH|1 < |G|1|H|1 < B < %

De este modo ambos lados de la congruencia (4.1) son polinomios con coeficientes < p* /2
en valor absoluto, y entonces son iguales en Z[x].

Podemos entonces abordar la factorizaciéon de polinomios primitivos y libres de cua-
drados en Z[z] dada por Zassenhaus.
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4.3.1. Algoritmo de factorizacién de Zassenhaus
» Entrada. Un polinomio primitivo no constante f € Z[z] libre de cuadrados.
» Salida. Los factores irreducibles fi, ..., f, € Z[z] de f.

(1) Set n «— deg(f)
(2) If n =1 then
Set result «— [f]
else
) Set C +— (n+1)2|f|2"1, set r «+— [21log C].
) Set B «— (n+1)"/22"(flo|l(f)]-
¢) Encontrar un primo p < 2rlnr tal que p JI(f) v p fdisc(f).
) Set k +— [log,(2B +1)].
)

Call Factor para encontrar hi, ha, ..., h, € Z[x] polinomios moénicos irre-

ducibles no constantes para los cuales f = I(f)hihs...h, en Fy[z]. Usando
representantes simétricos, |hi|oo < p/2 para todo i.

(f) Call Hensel repetidamente para encontrar g1, go, ..., g» € Z[x] polinomios
monicos irreducibles no constantes para los cuales f = I(f)g192...9» (mod
p*) v gi = hs (mod p) para todo i. Usando representantes simeétricos,
|giloo < P¥/2 para todo i.
(g) Set T'+— {1,2,...r}, set F «<— f.
(h) Set result «— [| (empty list), set s +— 1.
) While 2s < |T'| do
e Set done <— false, set 1ist <— {s-element subsets of T'}.
e Set j +— 0.
e While j <|1ist| and not done do
- Set j +— j+1,set S «— list[j].
- Encontrar G, H € Z[z] tal que |Gloo, |H|oo < p¥/2'y

G=1(F) ][] gi(mod p*), H=1(F) J] gi(mod p®).
€S 1€T\S

~—~
—-

- If |G|1|F|1 § B then
* Append prim (G) to result.
* Set T <— T\S, set F' <— prim(H ), set done <— true.
o Set s<+—s+1
(h) Append F to result.

(3) Return result.
El paso (2)(g) inicializa el conjunto 7' de los indices de los factores que quedan por

considerar, y el producto F' de esos factores restantes. El bucle en los pasos (2)(h)-(i) es el
corazon del algoritmo. Se trata de combinar los factores modulo p* en un subconjunto que
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provenga de un factor irreducible en Z, ya que un factor irreducible de f sobre Z podria
dividirse en el producto de mas de un factor irreducible sobre F,. El algoritmo busca de
forma exhaustiva sobre todos los subconjuntos {1,2,...,r} para reconstruir los factores
irreducibles sobre Z, empezando con los conjuntos de tamafio s = 1 e incrementando
s. Cada vez que se encuentra un nuevo factor que es irreducible sobre Z, el algoritmo
borra los factores correspondientes a considerar. Ya que hay 2" — 1 subconjuntos no vacios
de {1,2,...,7}, en el peor de los casos el numero de iteraciones del bucle es una funcion
exponencial de n = deg(f).

Ejemplo 4.3.1. Sea f(z) = 2% + 522 + 22 + 6 con deg(f) = 3; cont(f) = 1, enton-
ces f es primitivo. Ademas mced(f, f') = 1 asi que f es libre de cuadrados. Calculamos:
res(f,f) = 2824, C = (n + 1)?*|f|?»~! = 45.65 = 31850496, r = [2logC] = 50,
B = (n+ 1)Y227 foi(f)] = 125 6 = 96.

Ahora buscamos un primo p tal que p A I(f), p / disc(f) y p < 2rlnr = 391’2, luego
p=3. Y entonces k = [log,(2B +1)] = 5.

Tenemos ahora que buscar la factorizacion de f en Zs[z] usando representantes simétricos
y para ello hacemos uso del algoritmo Factor (ver Anexo III).

f=ad -2’ —z=2(-2—-1) en Z3z]

Llega ahora el momento de aplicar el algoritmo de elevacion de Hensel para calcular la
factorizacion de f modulo p*, es decir, modulo 3°.

Sabemos que f = z(z2 — x — 1) (mod 3) y como med(z,2? —x — 1) = 1 entonces
1=s1x+t(2? — 2 —1) (mod 3), luego 1 = (z — 1)z — (22 —x — 1) (mod 3).
Calculamos ahora e = f — g1hy (mod 32), esto es e = 23 + 522 + 20 + 6 — w(2? —z — 1)
(mod 3%) entonces e = —3z% + 32 — 3 (mod 3%). Y buscamos ¢ y r tales que sie = ghy + 7
(mod 32) tal que deg(r)<deg(h), esto es —32% — 322 + 32+ 3 = q(z> —x — 1) +r (mod
32), luego ¢ = —3x + 3y r =3z — 3.

Tenemos asi que go = g1 +tie+qgp =+ (1) - (=322 + 32— 3) + (-3z+3)z =2 + 3
(mod 3%) y que hg = hy +r =22 —x — 143z — 3 = 22 + 22 — 4 (mod 3?). Luego,

f=@+3)(z*+2x—4) (mod 3?)

Como queremos la factorizaciéon de f moédulo 3° debemos aplicar de nuevo el algoritmo de
Hensel. Ahora como med(z + 3,22 + 22 — 4) = 1 entonces 1 = so(x + 3) + to(z? + 22 — 4)
(mod 32), luego 1 = (z — 1)(x + 3) — (2% + 22 — 4) (mod 3?).

Calculamos e = f — gaho (mod 3%), esto es e = 23 + 522 + 22 + 6 — (v + 3) (2 + 2z — 4)
(mod 3*) entonces e = 18 (mod 3%). Y buscamos ¢ y 7 tales que sze = qha + r (mod 3%)
tal que deg(r)<deg(hs), esto es 18z — 18 = q(x? + 22 — 4) + r (mod 3%), luego ¢ = 0 y
r =18z — 18.

Tenemos asi que g3 = go +tae +qg2 = (x +3) + (=1) - (18) + 0(x + 3) = v — 15 (mod 3%)
y que hy = hy +7 = (2% + 20 — 4) + (182 — 18) = 2% + 20z — 22 (mod 3%). Luego,

f=(x—15)(2® + 202 —22) (mod 3*)

Aplicamos una vez mas el algoritmo de Hensel. Ahora como med(z—15, 22 +20x—22) =
1 entonces 1 = s3(x — 15) + t3(z% + 20z — 22)
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(mod 3%), luego 1 = (192 + 17)(x — 15) — 19(z? + 20z — 22) (mod 3%).
Calculamos e = f — gshs (mod 3%), esto es e = 23 + 522 + 22 + 6 — (z — 15) (2 + 202 — 22)
(mod 3%) entonces e = 324x — 324 (mod 38). Y buscamos ¢ y r tales que sze = ghs +r
(mod 38) tal que deg(r)<deg(hs), esto es —4052% — 648z + 1053 = q(x? + 20z — 22) +r
(mod 3%), luego ¢ = —405 y r = 891z — 1296.
Tenemos asi que g4 = g3 +tse +qg3 = (x — 15) — 19 - (324x — 324) — 405(x — 15) = x — 906
(mod 3%) y que hy = hg +r = (22 + 202 — 22) + 891z — 1296 = 22 + 911z — 1318 (mod
3%). Luego,

f=(z—906)(z*+ 911z — 1318)  (mod 3°)

Y por consiguiente,
f=(z+66)(z? — 61z — 103)  (mod 3°)

Debemos ahora comprobar todas las combinaciones posibles de estos ultimos factores irre-
ducibles de f en Zgs[z] y ver si alguna de ellas divide a f en Z[z]. En este caso, (z 4 66) [
f, (2% —61x —103) f f v (x + 66)(2? — 61z — 103) } f, por lo tanto f es irreducible.

4.4. Factorizaciéon de polinomios usando LLL

Es esta seccién estudiaremos como el algoritmo LLL se puede usar para proporcionar un
algoritmo de tiempo polinomial para factorizar polinomios primitivos libres de cuadrados
con coeficientes enteros.

Primero haremos unos pequenos cambios es los pasos (2)(b) y (2)(d) del algoritmo de
Zassenhaus; redefinimos B y k como sigue:

B+ (n+1)V22"floo, k< [log,(2"/B>")]
Para este primer valor de k, tenemos
pk‘ 2 2n2/QBn — 2n2/2((n + 1)1/2271"]("00)271 — 2”2/2(’” + 1)n22n2’f‘22

El mayor cambio del algoritmo estd en los pasos (2)(h)-(i): reemplazamos la busqueda
sobre todos los subconjuntos del conjunto de factores por un célculo que usa el algoritmo
de reduccion de base. Necesitamos los siguientes lemas (véase [8]).

Lema 4.4.1. Sean f,g € Z[x] no nulos con deg(f) + deg(g) > 1 (al menos uno de los
dos, f o g, no constante). Entonces existen s,t € Z[z] tales que sf +tg = res(f,g) con

deg(s) < deg(g) y deg(t) < deg(f).

Lema 4.4.2. Sean f,g € Z[x] con n = deg(f) y m = deg(g). Entonces
res(f, ) < f13'lgl3 < (n+1)™2(m + 1)"2| |2 |g|%
donde |f|oo es el mdzimo de los valores absolutos de los coeficientes de f.

Usaremos estos lemas para probar el siguiente resultado.
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Lema 4.4.3. Sean f,g € Zlx] con n = deg(f) > 0 y t = deg(g) > 0. Suponiendo que
u € Z[x] es mdnico y no constante, y que f = uvy (mod m) y g = uve (mod m) para algin
v1,v9 € Zlz] y algin m > | f|5g|5. Entonces med(f,g) € Z|x] es no constante.

Demostracion. Veremos por contradiccion que med(f, g) € Q[z], el MCD con coeficientes
racionales, es no constante. Supongamos que mcd(f,g) = 1 en Z[z|. Por el Lema 4.4.1
(mod m). Como f =wwv; (nod m) y g = uve (mod m) tenemos

res(f,g) = u(svy + tva) (mod m)

asf que u es divisor de res(f, g) médulo m. Pero u es moénico y no constante, y res(f, g) € Z,
asi que res(f,g) =0 (mod m). El Lema 4.4.2 implica

m > |fl3lglz > [res(f,g)]

y por tanto res(f,g) = 0. Pero esto implica que med(f,g) # 1, una contradiccion. Luego
mcd(f,g) € Q[z] es no constante, y por consiguiente también lo es med(f,g) € Z[z]. O

Supongamos que f € Z[z] es libre de cuadrados, primitivo y sea n = deg(f). Suponga-
mos que u € Z[x] es moénico y no constante con d = deg(u) < n, u = ug +urx + ... + ugz?,
y que u es divisor de f modulo m; esto es, f = uv (mod m) para algin v € Z[z] (donde
m = p¥ siendo k la fijada al principio de esta seccion).

Fijado un j € {d + 1,...,n}, definimos £ C Z’ la red cuya base viene dada por los
vectores formados por los coeficientes de los polinomios

{u,xu,...,mj_l_du} U{m,mm,...,m:pd_l}
es decir, por los (j — d) + d = j vectores:
{(ug, -+ uq,0,..,0), (0, ug, ..., ug, 0, ..,0), .., (0, ..., 0, ug, ..., uq),

(m, 0, ...,0), (0,m,0,...,0), ..., (0, ..., 0,m, 0, ...,0)}

A cada elemento de la red (ao, ...,aj—1) € L, le asociamos un polinomio
g=ay+ar+ ..+ aj_lxj_l
y por abuso de lenguaje diremos que g € L.
Proposicion 4.4.4. En las condiciones anteriores
g€ L<+deg(g) <j y wulg(modm)
Demostracion. Si g € L se tiene que

j—d—1 d—1 j—d-1 d—1
g= Z gr'u + Z rimz' = ( qm’) u+m <Z r,w’) =qu+mr
; ; i ;

1=
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donde g = Ez;gfl Gz, r = E?;ol rix’. Luego g = qu (mod m) y se tiene deg(g) < j y
ulg (mod m).

Reciprocamente, supongamos que g € Z[x] con deg(g) < j y ulg (mod m). Como u es
divisor de g modulo m, tenemos que g = qyu + mry para algiun q1,7r; € Z[z]. Recordando
que u es moénico, debemos dividir 71 entre u en Z[z], obteniendo 71 = gau + r2 con
deg(rz) < deg(u). Tenemos ahora

(@1 + m@)u+mry = qqu+m(gu+ra) = qut+rm=g

Luego g = qu + mr para ¢ = q1 +mqa y r = ra. Es claro que deg(r) < deg(u); y ademas
deg(q1) < deg(g) — deg(u) < j — d lo que implica deg(gz2) < deg(r1) — deg(u) < j — d. Por
lo tanto g € £ O

Usando el algoritmo LLL con o = % podemos encontrar una base reducida de L. Si g1
es el primer vector de la base reducida

lg1]2 < 207V/2|gly, Vg e £ — {0}

Dado que dim(£) = j < n, se tiene |g;]2 < 2/?|g]o.
Si g € £ un factor irreducible de f, por la cota de Mignotte del Lema 4.3.1, se tiene

19]0e < lgla < (n+1)Y2274, A =max(|f|so; [9]oo)

Por lo tanto
lg1]2 < 2"/%B, B=(n+1)"/%2"4
Ahora se obtiene

|gl|g—1|g|geg(91) < (2n/2B)an _ 2n2/2(n + 1)1/222n2A2n < pk: —m

con la eleccién original de k.

Por el Lema 4.4.3, se sigue que el med(g, g1) es no constante en Z[z] y por tanto también
med(f, g1) es no constante y un factor de f.

De este modo, podemos sustituir el tiempo exponencial de los pasos (2)(h)-(i) en el
algoritmo de Zassenhaus por tiempo polinomial con el algoritmo LLL.

Ejemplo 4.4.1. Tomamos el mismo polinomio que en el Ejemplo 4.3.1 para comparar el
algoritmo de Zassenhaus y con el algoritmo LLL. Sea f(x) = 23 + 522 + 2z + 6 tenemos
los mismos valores para C, r, By p, y por tanto la factorizacion de f en Zs[z]| usando
representantes simétricos es

f=ad -2’ —az=x(”-2—-1) en Z3z]

Y aplicamos, igual que antes, la elevacién de Hensel para calcular la factorizacion de f
moédulo p¥, es decir, modulo 3°. Ya tenemos que

f=(z+66)(2* — 61z —103)  (mod 3°)
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Aplicamos el algoritmo LLL. Tomamos u = (z+66) € Z[x] que es mdnico, no constante
con d =deg(u) < n y que es divisor de f médulo m = 3°. Tenemos que tomar j €
{d+1,...,n}, en este caso j = {2,3}, y definir £ C Z? la red cuya base es de la forma
{(66,1), (243,0)}, y la base reducida queda {(—21, —4), (66,1)}. Luego g = —212? —4x+66
y como mced(f, g1)=1 que es constante entonces f es irreducible.
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Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado esencialmente el algoritmo LLL que permite obtener
una base reducida de una red £ dada. Después hemos utilizado dicho algoritmo para fac-
torizar polinomios con coeficientes enteros.

Podemos considerar este contenido como la base para poder abordar muchos y muy
diversos tipos de cuestiones tanto dentro de las propias Matemaéticas, en particular en la
teoria de niimeros, como en Ciencias de la Computacion.

Sin animo de ser exhaustivos, destaquemos, por ejemplo, que con el algoritmo LLL
se obtiene una buena base para la red, pero dicha base no tiene porqué contener el vector
més corto de L. El algoritmo dado por Kannan [9] en 1987 permite obtener una base que
contiene el vector mas corto de L. Por otra parte, como ya dijimos en la introduccién, el
algoritmo LLL es la base para el estudio de muchos problemas en criptoandlisis y teoria de
codigos, v ha permitido romper varias variantes del sistema de cifrado RSA y el algoritmo
de firma digital DSA encontrando pequenias soluciones de ecuaciones modulares.[6] [10]

Por tanto consideramos que el campo de estudio que nos abre este trabajo va mu-
cho més alla de la mera factorizacién de polinomios.
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APENDICE A

Anexos

A.1. Anexol

A.1.1. Algoritmo de descomposicién de distinto grado DDD

» Entrada. Un polinomio ménico no constante y libre de cuadrados f € Fg[x].
» Salida. La descomposicion de distinto grado ddd(f).

(1) Set fo<— f, set go «— =, set d «— 0
(2) While f; # 1 do:
(a) Set d «+— d+1,
(b) Set g4 +— g2 4
(c) Set hq «— Euclid(fi4—1,94 — x)
(d) Set fq <— fa—1/ha
(3) Return hq, ha, ..., hq.

A.2. Anexo 11

A.2.1. Algoritmo TrialSplit

= Entrada. Un polinomio ménico no constante y libre de cuadrados h € Fy[z] de grado
dl que es el producto de [ factores irreducibles ménicos de grado d.

= Salida. Si [ > 2 entonces, con probabilidad > % el algoritmo devuelve un factor
propio g de f (en caso de fallar, el algoritmo devuelve g = 0).
(1) If deg(h) =1 then
(a) Set g+— 0
else

(b) Set g1 «— 0
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(c) While g; € F, do:
Generar pseudorandom g; € Fy[z] con deg(g1) < deg(h)
(d) Set g2 «— mcd(g1,h)
(e) If g2 # 1 then
Set g «+— ¢o
else
Set e +— (¢? —1)/2
Set g3 +— ¢¢ donde la barra denota al resto modulo h
Set g4 «— med(gs — 1, h)
If 0 < deg(ga) < deg(h) then set g «— g4 else set g +— 0
(2) Return g

A.2.2. Algoritmo Split

» Entrada. Un polinomio ménico no constante y libre de cuadrados h € F,[z] de grado
dl que es el producto de [ factores irreducibles moénicos de grado d, y un parametro
entero de terminacion s > 1.

= Salida. Con probabilidad > 1 — 27%, un factor propio g de h

(1) Set g «— 0, set k +— 0.

(2) Whileg=0y k < s do
(a) Set g «— TrialSplit(h)
(b) Set k«+— k+1

(3) Return g

A.2.3. Algortimo EDD

» Entrada. Un polinomio ménico no constante y libre de cuadrados h € Fylz] de
grado dl que es el producto de [ > 2 factores irreducibles ménicos de grado d, y un
parametro entero de terminacion s > 1.

= Salida. La descomposiciéon de igual grado de h

= Nota. Antes de llamar a este algoritmo, la variable global factorlist se inicializa
como la lista vacia.

(1) Set g1 +— Split(h,s)
(2) If g1 = 0 then
(a) Append h to factorlist

else

(b) Recursively call EDD(g1, s)
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(c¢) Recursively call EDD(h/g1, s)

La probabilidad de encontrar un factor propio de h con el algoritmo TrialSplit es > 1—-277,
que converge a 1 tan rapido como s aumenta. Para aumentar la probabilidad de encontrar
un factor propio de h, usamos el algoritmo Split(h, s). La entrada de Split(h, s) incluye
un parametro de terminacién s > 1; esta es la cota superior del nimero de procesos que
Split realizara antes de concluir que h es irreducible. El algoritmo Split no proporciona
la descomposicién de igual grado completa de h, simplemente divide h en el producto de
dos factores propios. Para encontrar la descomposicién de igual grado completa, usamos
el algoritmo EDD(h) que llama a Split sucesivamente hasta que no se pueda continuar
dividiendo.

A.3. Anexo II1

A.3.1. Algoritmo Factor

= Entrada. Un polinomio moénico no constante f

€ Fy[z], y parametro entero de
terminacion s para controlar las llamadas a Split(h, s).

» Salida. La factorizacién completa de f en factores monicos irreducibles de F,[z].

(1) Set complete <— ||
(2) Set fo<— f,set go «— z, set d+— 0
(3) While f; # 1 do:
(a) Set d«—d+1
(b) Set g4 <— g5,
(¢) Set hg +— Euclid(fy_1,94 — )
(d) If hg # 1 then
- Set factorlist <— | | (empty list)
_ Call EDD(hy, 5)
- For k in factorlist do
Set m «— 0
While k|f do: Set m «— m + 1, set f «— f/k
Append [k, m] to complete
(4) Return complete

A.4. Anexo IV

A.4.1. Algoritmo de elevacién de Hensel

= Entrada.

- El médulo m € Z(m > 2)
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- Polinomios f, g1, h1 € Z[x] tales que hi es monico y
f=gihi(mod m),  deg(f) = deg(g1) + deg(h1)
- Polinomios s1,t; € Z[z] tales que
s191 +t1h1 = 1(mod m), deg(s1) < deg(h1) deg(t1) < deg(g1)

» Salida.

- Polinomios g9, ho € Z[z] tales que ho es moénico y

f = g2ha(mod m?)  go = gi(mod m)  deg(ga) = deg(g1)
he = hi(mod m) deg(ha) = deg(hq)
- Polinomios sg,t2 € Z[z] tales que
5292 + toha = 1(mod m?) sy = sy(mod m) deg(s2) < deg(hsa)
to =t1(mod m) deg(t2) < deg(g2)
= Algoritmo.
(1) Set e +— f — g1h1 (mod m?).
(2) Compute ¢,r € Z[z] such that

sie = ghy + r(mod m?),  deg(r) < deg(h1)

Set go «— g1 +tie + qg1 (mod m2)
Set hg — hy + 1 (mod m?)
Set e* +— s1go + t1ha — 1 (mod m?)

Compute ¢*,r* € Z[z] such that
s1e* = ¢*hy + r*(mod m?),  deg(r*) < deg(hs)

(7) Set sy +— 51 +7* (mod m?)
(8) Set ty +— t; — t1e* — q*go (mod m?)
(9) Return g, ha, $2, t2
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The LLL algorithm

Patricia de Armas Gonzélez ‘ ’ L L ’ Universidad
Universidad de La Laguna de La Laguna

Objectives

—

. To study the case of two-dimensional lattices, analyzing the algorithm given
by Gauss to obtain a minimal basis.

N

. To analyze the Gram-Schmidt orthogonalization process since we are
interested in vectors with integer components.

w

To study the algorithm to the factorization of polynomials with integer
coefficients, which has an exponential time in the polynomial degree, given
by Cantor and Zassenhaus.

To analyze the algorithm LLL, which is polynomial at the size of the lattice,
to calculate a reduced basis in a lattice and its aplication to the integer
coefficients polynomial fatorization.

e

Introduction

In words of Abel Prize and Fields Medal, Michael Francis Atiyah, many
problems that have nothing to do with geometry are solved when one is
able to transform them into geometric problems. Moreover, he says that in
mathematics, when you stop thinking geometrically, you stop understanding
what you are doing and you only make calculations.

Minkowski introduced the Geometry of Numbers in the XIX century, and it
makes use of Geometry to solve problems of Theory of Numbers in a very
simple way.

The subject of study of that field are the lattices. A lattice can be spanned
by an infinite number of basis, and a key problem is to obtain basis with
short vectors, that is, with a small Euclidean norm. This problem is known
as Basis Reduction problem.

Emde Boas proved in 1981 that the problem of finding the shortest vector
of a lattice (SVP, Shortest Vector Problem) to the maximum norm, is
NP-hard. Minkowski showed that the shortest Euclidean norm of a vector is

less than or equal
Vn|BIY"

where B is the matrix of the basis vectors.
In 1982 , A.Lenstra , H.Lenstra and L.Lovasz, published an algorithm called
LLL , which is able to find in polynomial time a lattice vector with
Euclidean norm less than

2(n—1)/4| Bll/n

This article is titled “Factoring polynomials with rational coefficients”
because its first application was the polynomial with rational coefficients
factorizaction in polynomial time.

Lattices. Two-dimensional lattices

Let n > 1 and let x1, x2, ..., xn be a basis of R". The /attice with
dimension n and basis x1, X2, ..., X, is the set £ of all linear combinations
of the basis vectors with integral coefficients:

n
L =7x14+Zxy+ ... +7Zx, = {Z aiXj/ a1, 32, «eep @n € Z}

i=1
Let x and y form a basis of R2. The lattice £ C R? generated by x and
y is the set of all integral linear combinations of x and y:

L ={ax+ by/a,b e Z}

We say that a basis x, y of a lattice £ in R? is minimal if x is a shortest
nonzero vector in £ and y is a shortest vector in £ which is not a multiple
of x.
A basic problem is to find a shortest (nonzero) vector in this lattice; that is,
a vector v for which |v| > |w| for all w € £, w # 0. This is achieved
by the “Gaussian algorithm”.
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Gram-Schmidt orthogonalization process

We review the classical Gram-Schmidt algorithm for converting an arbitrary
basis of R” into an orthogonal basis. This is a standard topic in elementary
linear algebra, but we develop this material with a view to its application to
the LLL algorithm.
Theorem Let x1, X, ..., X, be a basis of R", and let x{', X3, ..., X be its
Gram-Schmidt orthogonalization. Let £ be the lattice generated by
X1y X2y +ee5 Xp. For any nonzero y € L we have

Iyl = min{|x}[, |x3], ..., [x3]}
Through the Cramer’s Rule we will be able to give bounds on the
denominators of the rational numbers that appear in the Gram-Schmidt
orthogonalization of vectors with integral components. This will be
important in our analysis of the LLL algorithm.

The LLL algorithm

Theorem. If x1, X2, ..., X, is an a-reduced basis of the lattice £ in R",
and yi1, Y2, «..s Ym € L are any m linearly independent lattice vectors,
then for 1 < j < m we have
|Xj| < ﬂ(n_l)/zmax{lyllv weey [yml}
The original LLL algorithm
The input consists of a basis x1, X2, ..., X, of the lattice £ C R", and a
reduction parameter o € R in the range % < a < 1. The output consists
of an a-reduced basis yi, y2, ..., ¥, of the lattice L.
Computes the Gram-Schmidt orthogonalization of the vectors y1, y2, ..y ¥n
Performs the basis reduction; it repeatedly calls two procedures which
reduce and exchange the vectors yi, y2, «..s ¥n
Procedure reduce(k, I) makes yj almost orthogonal to y;. If |vk| < %
then the procedure does nothing; otherwise, it reduces yj by subtracting
the integral multiple [v] of yi
» Procedure exchange(k) interchanges the vectors yx_1 and yx, and then
updates the GSO basis and coefficients
The vectors y1, y2, ..., ¥ are modified continually throughout the
algorithm, but in such a way that they always form a basis for the lattice L.

Polynomial factorization

The Zassenhaus algorithm and the LLL algorithm both use the same
strategy. A polynomial f € Z[x] is factored modulo a suitable prime p
and then use the Hensel lifting to obtain the factorization modulo

p27 P‘a pB’ e P

The major changes to the algorithm occur when we replace the search over
all subsets of the set of modular factors by a computation which uses lattice
basis reduction.

In this way, we can replace the exponential-time in Zassenhaus algorithm by
polynomial-time calls to the LLL algorithm.

Conclusion

» This content can be the basis to attack many and different types of
problems within Mathematics, and particularly in the Theory of Numbers,
and Computer Science.

» With the LLL algorithm a good basis is obtained, but it does not have to
contain the shortest vector of L.

» The LLL algorithm has allowed to break several variants of RSA
cryptosystem and the digital signature algorithm DSA finfing small modular
equation solutions.
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