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Resumen

El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado ha sido estudiar las aplicaciones de los polino-
mios simétricos en distintos campos, haciendo un especial uso del Teorema Fundamental
de las Funciones Simétricas, el cual nos dice que todo polinomio simétrico P con coefi-
cientes enteros en las variables x1,...,x, se obtiene desarrollando un polinomio @ con
coeficientes enteros en las funciones elementales simétricas eq, ..., €y.

Primero hacemos un andlisis de los resultados que mos hardn falta, para después pro-
ceder al desarrollo de las aplicaciones. Empezamos este desarrollo analizando el método
de resolucion de ecuaciones de grado 8 y de grado 4 de Lagrange. Luego, estudiamos apli-
caciones de Estadistica, haciendo especial énfasis en la construccion de los estadisticos k
de Fisher. Estudiamos también el cdlculo de ciertas funciones simétricas de las soluciones
de un sistema de dos ecuaciones algebraicas con dos incdgnitas; nos limitaremos al caso
en que el grado de las ecuaciones es dos. Finalmente estudiamos los discriminantes A de
los polinomios de grado 3 y de grado 4, que por el teorema fundamental se pueden escribir
como polinomios en los coeficientes de p(z). Veremos como el discriminante de la ecuacion
de grado cuatro se puede calcular como el discriminante de una ecuacion de grado tres.

Palabras clave: Polinomios Simétricos, Polinomios Simétricos Elementales, Resultante, Dis-
criminante, Estadisticos k.



Abstract

The objective of this Final Degree Work is to study applications in different fields of the
theory of Symmetric Polynomials, in particular of the Fundamental Theorem of Symme-
tric Functions: Any symmetric polynomial with integer coefficients in n variables z1, ..., z,
can be expressed as a polynomial with integer coefficients in the elementary symmetric
functions ey, ..., €.

First we analyze the results that we will need, then we proceed to the development of
applications. We begin by analyzing the method of solving equations of degree 3 and de-
gree 4 of Lagrange. Then we give some statistical applications, with particular emphasis
on the construction of the k statistics of Fisher. We also study the calculation of certain
symmetric functions of the solutions of a system of two algebraic equations with two unk-
nowns; we confine ourselves to the case where the degree of the equations is two. Finally,
we study the discriminant A of a polynomial p(x) of degree 3 and degree 4, that by the
fundamental theorem can be written as a polynomial in the coefficients of p(x). We’ll see
how the discriminant of the equation of degree four can be calculated as the discriminant
of an equation of degree three.

Keywords: Symetric Polynomials, Elementary Symmetric Polinomials, Resultant, Discri-
minant, k Statistics.



Indice general

7.

. Motivacién y objetivos 1

. Resumen de los resultados que se van a usar sobre funciones simétricas 2

2.1. Polinomios simétricos. Polinomios simétricos elementales. Corchetes . . . . 2
2.2. Teorema Fundamental . . . . . .. . ... .. ... ... .. ......... 3
2.3. Suma de potencias. Relaciones de Newton . . . . . . ... ... ....... 4
2.4. Discriminante . . . . . . . . .. e e e e e e e e 5!

. Método de resolucion de las ecuaciones de grado 3 y de grado 4 por

Lagrange 6
3.1. Método de Lagrange para ecuaciones de grado3 . . . .. ... ... .... 6
3.2. Método de Lagrange para ecuaciones de grado4 . .. ... ... .. .. .. 8
Aplicacién estadistica 11
4.1. Construccion de ki,...,kq -« . - o . o 12
. Aplicacion a las Curvas Algebraicas 15

. El discriminante de una ecuacién de grado 3 y el de una ecuacién de

grado 4 21
6.1. Discriminante de una ecuacién de grado 3 . . . . . .. ... ... 21
6.2. Discriminante de una ecuacién de grado4 . . . . . .. . .. ... ... 22
Conclusiones 26

Bibliografia 26






Capitulo 1
Motivacion y objetivos

Nos proponemos elucidar las construcciones algebraicas en que se basan varias aplica-
ciones de la teoria de las funciones simétricas.
En el capitulo 2 resumiremos los resultados de esta teoria que usaremos en este trabajo,
y daremos varias definiciones.
En el capitulo 3 estudiaremos el método de Lagrange para calcular las raices de un poli-
nomio de grado 3 o de grado 4 con coeficientes complejos ([4], pp. 217-222 y p. 266).
En el capitulo 5 estudiaremos céomo la teoria de las funciones simétricas expuesta en el
capitulo 2 permite el cdlculo de un nuevo tipo de funciones simétricas, que son funciones
simétricas de puntos, y no de las coordenadas de los puntos. Para ello usaremos la teoria
de la resultante de Euler ([1], p. 246) e ideas de Poisson ([5], p.201).
En el capitulo 6 veremos como el discriminante de una ecuacién de grado 4 se puede cal-
cular a partir de una resolvente de Lagrange de grado 3.
En los capitulos 3,5 y 6 haremos varios ejemplos numéricos. El propdsito de estos ejemplos
es fijar las ideas de la teoria.
En los capitulos 3,5 y 6 usaremos el programa de Algebra simbdlica Maxima para hacer
sustituciones de variables en polinomios, y para desarrollar estos polinomios.



Capitulo 2

Resumen de los resultados que se
van a usar sobre funciones
simétricas

2.1. Polinomios simétricos. Polinomios simétricos elementa-
les. Corchetes

Consideramos polinomios en n variables x1, x2, ..., x, cuyos coeficientes son enteros, por
ejemplo:

6x1x9 — 3%%382 + x3

Diremos que un polinomio en n variables con coeficientes enteros es simétrico si después
de hacer cualquier permutacion en las n variables obtenemos el mismo polinomio inicial.
Por ejemplo, z12x9 + m%, no es simétrico pues la permutacion r1 — xo2, o — T3, T3 — T
de las variables cambia este polinomio a zex3 + 22 que no es igual al inicial. Otro ejemplo
de polinomio no simétrico en tres variables es:

T1T2 — 1173

En cambio un ejemplo de polinomio simétrico en cuatro variables donde no todos los
términos tienen el mismo grado es:

o} + a3 +ad + ol + o+ o+ a3 +ay

Definimos n polinomios simétricos elementales ey, ...,e, en n variables z1,...,x, de la
siguiente forma:

er = > Tiy Tiyoy,  k=1,2,..n (2.1)

1<i1<i9<...<ip <n
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Por ejemplo, los tres polinomios elementales simétricos en tres variables x1,xs,z3 son:
er =x1 + X9+ T3

€y = T1X2 + X1T3 + T2x3

€3 = 11273

Un caso particular de polinomio simétrico se obtiene partiendo de un monomio en x, ...,
y sumandole todos los monomios diferentes entre si que se pueden obtener a partir de él
mediante permutaciones en 1, ..., Zy,.

Por ejemplo, si n=3, y partimos del monomio z%x3, entonces obtenemos el polinomio
simétrico: 23z + x3w3 + 2371 + 2323 + 2371 + 2370

Otro ejemplo: si n=3 y partimos del monomio z3x2x3 entonces obtenemos el polinomio
simétrico: l’%l‘gl’g + $%m1x3 + l’%l’ll‘g.

En general, si partimos del monomio a:zf x? ...xin entonces escribiremos el polinomio simétri-
co obtenido a partir de él como (2 z2..zi + ...).

A este tipo de polinomio simétrico lo llamaremos corchete.

2.2. Teorema Fundamental

Todo polinomio simétrico P con coeficientes enteros en las variables x1, o, ...z, se ob-
tiene desarrollando un polinomio () con coeficientes enteros en eq, eo, ...€,.

Ejemplos:

1. zizg + 2321 = (1 + 22)m122 = €162

2. x? + x% = (.731 + $2)3 — 335%1'2 — 3%133% = e‘? — 3ejes

3. 22+ 22+ 22 = (21 + 2 + 23)? — 20170 — 20173 — 2073 = €2 — 2e9

El polinomio @) se puede calcular a partir del polinomio P mediante un algoritmo de
Gauss [3]. Usaremos ese algoritmo para hacer los calculos del capitulo 3.

Se tiene también dos versiones mas generales de ese teorema:

Si K es un anillo conmutativo y P € K|z, x9,...x,] es simétrico en x1,x9, ...x, entonces
P se obtiene desarollando un polinomio @ € Kley, e, ...ey].

Si K es un anillo conmutativoy P € K[x1, T2, ...Tn, Y1, Y2, -, Ym| €s simétrico en x1, T, ...Ty,
y también en y1, ya, ..., Ym, entonces existe Q € Kley, ea, ...ep, f1, f2, ..., fm], donde e, €9, ...e,,
son las funciones elementales simétricas en 1, xo, ...xn ¥ f1, f2, .-+, fm son las funciones ele-
mentales simétricas en y1,%2, ..., Ym, tal que P se obtiene desarrollando Q).

Observaciones:
1. Si z1,x» son las raices de un polinomio con coeficientes complejos x2 + bx 4 ¢ entonces

22 +br+c=(v—x1)(7 — 22)

de donde resulta:

e1=x1 +x9=—-b
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€9 = 11Xy = C

2. Si x1,x9,x3 son las raices del polinomio con coeficientes complejos 23 + bx? + cx + d,
entonces:

23+ b2?+cx+d=(z— 1) (z — 22)(x — 3)

donde,

b=—e
C = €9
d:—eg

3. En general si x1, ..., z, son las raices de una ecuacion
2"+ a2 P+ a2+ ... 4a,=0
donde los a; son complejos, entonces:
2"+ ar" a2 4 tan = (- 21). (T — )

de donde se obtienen las relaciones de Cardano-Vieta:

a] = —€1
a9 = €9
a3z =— —€3

an = (—1)"ey,

El Teorema Fundamental nos dice que podemos calcular cualquier funcién polinomial
simétrica de las raices x1,...,z, a partir de los coeficientes aq,...,a, de la ecuacién sin
necesidad de conocer quiénes son las raices x1, ..., Zn.

2.3. Suma de potencias. Relaciones de Newton
Para cada par de enteros k > 1 y n > 1 definimos la suma de potencias:
sp = (w1, .0y ) = 2F + .+ 2k

Para el polinomio simétrico P = s;, el polinomio Q en ey, ..., e;, del Teorema Fundamental
se obtiene facilmente por induccién a partir de las relaciones de Newton:

S+ a1Sg_1+ ... + kagp = 0, sik<n
Sk +aiSg_1+ ... tansp_, =0, sik>n
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Reciprocamente, a partir de estas mismas relaciones de Newton se obtiene por induccion
que cada ep= (—1)kak se puede escribir como un polinomio en s1, ..., S con coeficientes
racionales. De aqui, y del Teorema Fundamental se deduce que todo polinomio en z1, ..., T,
con coeficientes racionales se obtiene desarrollando un polinomio en sy, ..., s, con coeficien-
tes racionales.

2.4. Discriminante

El discriminante

A= Z (CEl *l‘j)Z (22)

1<i<j<n

es un polinomio simétrico en 1, ..., T, y por tanto se puede calcular a partir de los coefi-
cientes e, ..., e, de la ecuacion. Sin embargo, este polinomio en ey, ..., e, resulta complicado
para n grande. En el capitulo 6 recordamos la expresién de este polinomio en ey, ..., e, pa-
ra, n=3, y, siguiendo ideas de Lagrange, veremos cémo el discriminante de una ecuaciénde
grado 4 es igual al discriminante de una ecuacién de grado 3 que se obtiene a partir de la
ecuacién de grado 4 mediante un método de Lagrange.



Capitulo 3

Método de resolucién de las
ecuaciones de grado 3 y de grado 4
por Lagrange

3.1. Meétodo de Lagrange para ecuaciones de grado 3

Sea la ecuacion:
3 2 _
2+ a1z +acx + a3 =0

donde los a; son nimeros complejos.
Sean x1, T2, x3 las tres raices de la ecuacién. O sea:

23+ a12% + agr + a3 =(x — x1)(x — 22)(x — 73)

2

Sea w = €2™/3, Entonces 1, w, w? son las tres raices de la ecuacién w® —1 =0 y w,w” son

las dos raices de la ecuacién z2 +x + 1 = 0.

Sea by = x1 + wry + wixs.
Entonces:

by = z1 + wxs + wirs
why = x5 + wr + wras
w?by = x9 + was + w3y

Sea Cc1 = b% = (w2b1)3 == (wb1)3.

Sea by = x1 + w3 + wixs.
Entonces:

by = 1 + was + wiry
wby = 9 + w1 + W33
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w?by = x3 + Wy + wiay

Sea Cy = b% = (w2b2)3 = (U]bg)g

Entonces, tanto ¢; + co como cico no varian al hacer cualquier permutaciéon de x1, xs, x3
y cualquier permutacién de w, w?.

Por el Teorema Fundamental de los polinomios simétricos tanto ¢y + co como cicy se pue-
den expresar como polinomios en los coeficientes de la ecuacién =3 + a1z + asx + ag = 0

y en los coeficientes de la ecuaciéon w? +w + 1 = 0.

Por tanto, tanto ¢; + co como cico se pueden expresar como polinomios con coeficien-
tes enteros en ai,as y as.
Calculamos estos polinomios:

c1 = b3 = (1 + wze + w?r3)? = 23 + 23 + 23 + 6212073 + 3wriey + Swrdws + Jwrdzy +
3w?rizs + 3w?rdry + 3wa3as
co = b3 = (1 + wzs + wro)? = 23 + 23 + 23 + 6212975 + 3waries + Swrdw + 3wrdze +
3w?xize + 3w?zdws + 3wiriry

Luego, ¢1 + c2 = b3 + b3 = 2(x$ + 23 + 23) + 12212973 — 3(23w2 + ... + 2223) de don-
de c1 + co = 2€3 — 9ereq + 2Te3 y cica = b3b3 = [23 + 23 + 23 — (w179 + 2173 + 2273)]3 de
donde cicz = (€2 — 3eg)3.

Los nimeros ¢; + co y cico se calculan entonces como polinomios en los coeficientes
—e1,e2, Yy — ez de la ecuacién 23 —ez? +esx —e3 =0

Una vez calculados estos nimeros, calculamos ¢; y cs resolviendo la ecuacion de 2° grado:
u? — (c1 4 c2)u+ crea = 0.

De esta forma obtenemos c; y c2, y de aqui obtenemos by = /c1 y b2 = /ca.

Finalmente, resolviendo el sistema de ecuaciones:

by = x1 + wxs + wizs

by = x1 + was + wiay

e1 =xl 4+ x9 + x5

obtenemos las tres raices x1, x2, x3 de la ecuacién de grado 3 inicial:

3

22 —e1x? +eaxr —e3 =0

como

wh1+w?ba+e1

__ bitbate _
= btlgter, 7y = whrty

w?b; +wba+e
x — 1 g 2 1’

T2
Ejemplo:

Aplicacién del método para calcular las soluciones de la ecuacién 23 — z 4+ 1 = 0.
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En esta ecuacion tenemos que:

6120
62:*1
632—1

Luego, ¢1 + c2 = 2e$ — 9ejen + 2Teg = —27 y c1ca = (3 — 3eq)? = 27.
Asi, la ecuacién de segundo grado que se forma seréa:

w? +2Tu+27=0

Luego, u = =282l de donde ¢; = —1,0400642 y cs = —25,9599358.
Asf, by = Ye1 = —1,01318025 y by = ¥z = —2,96097362.

A continuacién formamos el correspondiente sistema de ecuaciones:

by = z1 + wxs + wirs

by = x1 + wxs + wixsy

e1 =xl1 4+ x9 + x3

de donde sustituyendo nos queda que:

—1,01318025 = z1 + wwy + w?x3
—2.96097362 = 1 + wxs + wixs
0=2x1+ 22+ 23

De aqui, teniendo en cuenta que w = —% + @z y w? = —% ~ V3 e puede ver facil-

2
mente que las raices de la ecuacion inicial son:
2 = bl—gbz _ —LOI318025-2.96097362 _ _1 39471796

3
g = Wihitwby — 1y, 4 V3(1 01318025 — 2,96097362)i = 0,66235898 — 0,56227951
T3 = %‘1’2”2 =—ix1 + %(—1,01318025 +2,96097362)i = 0,66235898 + 0,562279514

3.2. Meétodo de Lagrange para ecuaciones de grado 4

Sea la ecuacion:
4 3 2 _
5+ a1x° + asx” +azx +aq4 =0

donde los a; son niimeros complejos.
Sean x1, xs, T3, T4 las cuatro raices de la ecuacién. O sea:

ot +a12® + ar® +asx +ag = (v — 1) (2 — 22) (7 — 23) (7 — 24)

Sea:

1 = (21 + 12 — 23 — 74)*
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y2 = (21 — 2+ 23 —$4)2

ys = (r1 —x2 — 23 +334)2

Entonces:

1oy +y2 +ys3

2. y1y2 + Y13 + Y2¥3
3. Y1y2y3

son polinomios simétricos de x1, x2, T3, 4.

Por tanto, cada uno de los polinomios 41 + y2 + ¥3, Y1y2 + Y1Y3 + Y2y3, Y1y2y3 se puede
expresar como un polinomio en los coeficientes de la ecuacién z* +a12% +as2% 4 azz+as=0.

Mediante el algoritmo de Gauss, y haciendo los cdlculos con el Maxima obtenemos:
1. y1 +y2 +ys = 3¢ — 8ey

2. y1y2 + Y1ys + yo2ys = 38‘1L + 166% — 166%62 + 16ej1e3 — 64ey

3. y1y2ys = €8 — 8efea + 16¢efes + 16e7e3 + 64e3 — 64ereses

Ahora, formamos la ecuacién de grado 3:

23— (g1 + y2 + 13)2% + (y1y2 + y1ys + vouys)z — (y1yays) = 0

denominada Cubica Resolvente de Lagrange, cuyas raices son y1, y2, ys3.

Suponiendo calculadas estas tres raices, resolvemos el sistema de ecuaciones:
\/yT: (r1 + 29 —x3 — X4)

\/172: (561 —1’2—1-1’3—334)

VY3 = (11 — 29 — 23 + 14)

el =1 +x2+x3+T4

Sus soluciones son:

T = %(@+¢y€+\/y§+e1>
zo = T(VU1 — V2 — VU3 + €1)
x5 = 1(—/Y1 + VY2 — VU3 +e1)
zs=3(—/U1 — V2 + VU3 + €1)

de donde obtenemos las cuatro raices x1, z9, x3, x4 de la ecuacién de grado 4:

4

zt — e123 + eqx?

—e3x+e4 =0
Ejemplo:

Tenemos z* — 22 + x + 2 = 0.

Como se puede ver, los polinomios elementales en este ejemplo son:
€] = 0
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62——1
63_—1
eq4 =2

Ahora calculamos:

1. y1+y2+ys=3e3 —8ey =8

2. y1yo + y1y3 + yoys = 3ef + 16e3 — 16e3ey + 16e1e3 — 64eq = —112
3. y1y2ys = € — 8ejea + 16efes + 16eted + 64ed — 6dejeses = 64

Asi, la cibica que nos queda es:

23 — 822 — 1122 — 64 = 0, cuyas soluciones calculadas con la funcién allroots de Maxima,
son:

y1 = 15,49479961

y2 = —0,598973651

ys = —6,895825958

Luego, teniendo en cuenta que e; = 0, tenemos que las raices de la ecuacién de grado

4 seran:

T = i(\/15,49479961+\/—0,5989736514-\/—6,895825958) = (0,98408585784-0,849981088%
Ty = i(\/15,49479961—\/—0,598973651—\/—6,895825958) = 0,9840858578 —0,849981088:
T3 = i(—\/15,49479961+\/—0,598973651—\/—6,895825958) = —0,9840858578—0,4630141471¢
T4 = i(—\/15,49479961—\/—0,598973651+\/—6,895825958) = —0,9840858578+0,463014147%



Capitulo 4

Aplicacion estadistica

Sean las variables 1, za, ..., Tp
Consideramos polinomios de la forma:

P(xy,xg,...;xy) = i‘:ql(n)PZ (4.1)
i=1

donde ¢;(n) es una funcién racional de n y P; es un corchete en z1, 2, ..., z,, (ver definicién
de corchete en 2.1).

Por ejemplo ¢;(n)P; + g2(n)P» donde ¢1(n) = %, Pr=(@2+.) =" 22 qn) = ”T_l
y Py = (xlacg + ) = Zi<j TiTj.

Consideramos otras variables i1, ..., m, ...

A cada corchete P; = (z%z2..2» + ..) le hacemos corresponder el monomio M; =
uf ! u‘gQ... p>n donde Sy, es el nimero de exponentes ij que son iguales a k.

A cada polinomio Y ;_; ¢i(n)P; le hacemos corresponder el polinomio en pp, g2, ... con co-
eficientes funciones racionales de n, que se define como Q(p1, po, ...) = >.5s_1 gi(n)h(P;) M;
donde h(P;) es el nimero de términos en el corchete P;.

Escribimos @ = ®(P).

Ejemplo:

Sea P(z1,...,7y) = (2} +...) + EL(z20 + ...)

Entonces Py = (23 +...),h(P)) =n, P, = (.%‘1.7)2 +...)y h(P) = n(nz_l)
QUur, p2) = yh(Pp + "L h(Po)pd = Fpmpy + 21 2

Ahora hacemos la construccion inversa de la anterior. O sea, partimos de un polinomio en
los p; con coeficientes funciones racionales de n.

11
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Q(p1, pa,...) = > i—1 ri(n)M; donde M; es un monomio en py, po, ... y ri(n) es una funcién
racional de n y se encuentra P(x1,...,7,) = 371 ¢i(n)P; tal que ®(P) = Q.

Ahora, para cada M; = pf* 2.5 tal que Sy +...4+ S, < n definimos P, = (zi' 2 ...xin +
...) donde el nimero de exponentes i; que son iguales a k es Sj. Luego, definimos ¢;(n) =

Zl(gi)) (h(F;) es el nimero de términos en el corchete P;).

Aplicamos ahora la construccién anterior para obtener los cuatro primeros estadisticos
k1, ..., k4 de Fisher. Los u; son los momentos respecto al origen (en la notacién de Fisher)
de la distribucién de una variable aleatoria dada. El conjunto i, ..., x, es una muestra
aleatoria simple de la distribucién. Para cada i, partimos de () = k; que es el cumulante
i-ésimo de la distribucién, y construimos el estadistico P = k; que propone Fisher para
estimar ;. Las férmulas de los cuatro primeros cumulantes son:

k1 = H1

Ko = 2 — M%

K3 = piz — 32 + 247

Ka = pa — 3p3 — dpapis + 1203 pg — 640

Para cada Q = k; con i=1,...,4 obtendremos el correspondiente polinomio simétrico
P(z1,...,x,) siguiendo la construccién anterior. Luego, expresaremos este P(z1,...,Ty)
como un polinomio en las sumas de potencias s, ..., s, (véase el apartado 2.3) y compro-
baremos que este polinomio en s1, ..., s, coincide con el polinomio k; de Fisher.

4.1. Construcciéon de kq, ..., k4

Construccion de k;
K1 = 1.
Luego, Q = u1.
O sea Q = ’I"1M1, M1 =M1, T1 = 1.
Luego,P, = (1 + ...), h(P1) = n.
Entonces, P = rlﬁPl = %(xl + ...

Asi, k= 1($1 + ) = %51.

n
Construccion de ko
Ro = H2 — M%-
Luego, Q = pg — 13-
O sea QQ =ri My +roMsy, My = pa, r1 =1, My = ,u%, ro = —1.
Luego, Py = (23 + ...), h(Py) = n, Py = (122 + ...), h(Py) = M1,
Entonces P:rlﬁpl)Pl—i—m@PQ 1(3@—1—...)—% r1x2 + ...).

“n

Tenemos que s3 = (1 + ...)% = (22 +...) + 2(x122 + ...) = 82 + 2(w122 + ...).
2~
Asi, se tiene que (z1z2 +...) = 2522,
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Ahora sustituyendo tenemos que:

1. 2 S-sp 1 1 1 21 1.2
P = n 52 n(n—1) 2 (n + n(n—l))s2 n(n—l)sl = n-1%27 n(n—l)sl'

O sea, ky = L5 (sp — Ls7).

Construccién de ks
K3 = piz — 3z + 2405,
Luego, Q = pi3 — 3u1p2 + 2413
O sea, Q = riMy+roMo+r3Ms, My = pusg, r1 =1, Mo = e, 1o = —3, My = ,u?, rg = 2.
Luego, P, = (.CC:% + ), h(Pl) =n, P, = (ZE‘%.%’Q + ), h(PQ) = n(n— 1), P = (xlzchg + ),
h(Pg) o n(nflg(nf2)
Entonces, P = Tlh( P+ rgh(P P2 + r3h( 5 = Lad+ ) - Sm(x%xg +.)+

QW(Z'II'QZCB + .. )

Tenemos que s1s52 = (71 + 22 +..) (@2 + 23 +..) = (2P + 23 +..) + (m23 + ...).

Asi, se tiene que (2229 + ...) = s152 — S3.

También tenemos que s3 = (1 + 2 +...) (1 + 22+ .. ) (w1 + 22 +...) = (2 + 23 +...) +
3(x3x9 + ...) + 6(z120m3 + ...).

Asi, se tiene que (z1zox3 + ...) = %[ 3 — 53— 3(s152 — s3)] = %[s:{’ + 283 — 3s1592).

Ahora sustituyendo tenemos que:

pP= %8373ﬁ(8152753)+m(8§+283738182) = (%+n(n371) +n(n714)(n72))53+

_ n? n
(n(nil) - n(n—l%(n—2) )s1s2+ n(n—12)(n—2) st = R—1)(n=2) 53~ n(n—?)(n—2) s152+ n(n_12)(n_2) )si.

2

O sea, ks = n(nf?)(n72) 83 — n(nfii)n(an)sls2 + m)s?

Construccion de ky
Ka = pla — 3p3 — dpa iz + 1203 g — 6411
Luego, Q = pa — 3p3 — dpnpiz + 1203 po — 6y
O sea Q = ?”1M1 + T'QMQ + 7“3M3 + 7’4M4 + 7’5M5, M1 = U4, T1 = 1, M2 = ,u%, ro = —3,
My = pyps, 3 = —4, My = pipg, ra = 12, M5 = pf, r5 = —6.
Luego, P = (z{ 4 ..), h(P) = n, Py = (2323 + ...), h(P) = n(”Q_l), Py = (2829 + ...),
h(Pg) = n(n — 1), Py = (x%.%'gl‘g) + ), h(P4) = w, P = (.%'1.%2.7)3.%4 + ),
h(P5) _ n(n—l)(g;2)(n—3)

Entonces, P—T1h(P)P1+T2h( )P2+T3h( )P3+r4h(P)P4+T5h(P5) %(CE%—F...)—

Bty (@la3+...) ~ 4y (edea .. )+ 120y (ef2aas+..) =6 sy gy sy (T1222304+

).

Tenemos que s153 = (71 + 22 + ..) (23 + 23 +...) = (2] + 25 +...) + (222 + ...).

Asi, se tiene que (x3x2 + ...) = 5183 — 4.

También tenemos que s3 = (22 + 23+ ..) (22 + 23+ ...) = (2 + 25+ ..) + 2(2223 + ..)
Asi, se tiene que (2323 +...) = 1(s3 — s4).

Ademsds también tenemos que sfsy = (v1 + z2 + ..)(z1 + 22 + ..) (27 + 23 + ...) =
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24 +2(22m0z3 + ).

(o} + 25+ ..) +2(2820 + ...) + 2(2?
350 — 54— 2(s183 — 84) — 23 (83 — 54)] = L[254 + 5350 —

Asi, se tiene que (x3xox3 +...) = %[

25153 — 53].

Y también tenemos que s} = (z1 + 2 +...)(x1 + 22 +..)(x1 F 22+ ) (2 L+ ) =

(xf+ 25+ ..) +4(xfxg + ...) + 6(z23 + ...) + 12(22 2023 + ...) + 24(z 1727374 + ...).

Asi, se tiene que (x1x2x3x4 + ) = olsT — sa— 4(s153 — s4) — 61 (s3 — s4) — 123 (254 +

5389 — 28153 — 83)] = 54[s1 — 654 + 85153 + 355 — 67s9).

Ahora sustituyendo tenemos que:

P = l84 ﬁ(s% s4) — 4%(3183 54) + 125 ryiay (254 + s¥so — 25153 — 53) —
1 3 4 24

6= 1)(n 2 (n— 3)(31 654 + 85153 + 355 — 6sisg) = (= + "D T an-D T am—Dm—2 T

24

X
2
1

36 3 12 18 2 4
n(n—1)(n—2)(n—3) )84+( n(n—1)  nn—-1)(n—2) n(n—1)(n—2)(n—3) )82+(_ n(n—1) n(n—l)(n—(2)+_1)

48 12 36 2 6 4 _ n(n
n(nfl)(n72)(n73))5183+(n(n71)(n72)+n(n71)(n72)(n73))8182_n(n71)(n72)(n73)81 = =D (n—-2)(n—3) 4~

4(n2+4n n
(n—2)3(n—3) 53 — n(n—l)((n—2))(n—3)8183 + n(n—l)(1712—2)(n—3) s1s2 — n(n—l)(n6—2)(n—3) s1
n(n+1 n+n

O sea, k4 = = 1)4(1( ))(n 3)54 (n_g)?)(n_y)) 53— n(n— 1)((n 2))(n 35183 1 nin— 1)(712 2)(n— 3)8182

6
n(n—1)(n—2)(n—3) °1

Comprobamos que las expresiones que hemos obtenido para cada ki, ..., k4 coinciden por
las dadas por Fisher ([2], p. 203).



Capitulo 5

Aplicacion a las Curvas
Algebraicas

Obtendremos ciertas funciones simétricas de las coordenadas de los puntos de intersec-
ciéon de dos curvas algebraicas, siguiendo una técnica introducida por Poisson. Para ser
mas concretos haremos el estudio detallado en el caso de la interseccion de dos conicas.
Primero estudiaremos la resultante de eliminar una de las dos variables de las dos ecua-
ciones dadas. Esta definicién de la resultante se debe a Euler, y usa también polinomios
simétricos.

Sean:
p(a,y) = 2* — iz + fo = (x — a1)(z — a2) = 0, donde f1 = fi(y), f2 = fo(y) son
polinomios con coeficientes complejos en una variable y, y a1 = a1(y), as = az(y) son
las raices de la ecuacién de grado 2 en x que se obtiene para cada valor de y

P(z,y) = 2> — g1+ go = (x — f1)(z — B2) = 0, donde g1 = g1(y), g2 = g2(y) son
polinomios con coeficientes complejos en una variable y, y 81 = 81(y), f2 = P2(y) son las
raices de la ecuacién de grado 2 en = que se obtiene para cada valor de y

Supongamos que los polinomios fi(y), gi(y) tienen grado < 1, y los polinomios fa(y),
g2(y) tienen grado igual 2.

Sea:

R =¢(ar)(az) = (af — gron + g2) (a3 — graa + g2) = afa3 — gi(afag + ajar) + ga(af +
a3) + giaras — grga(on + az) + g3,

donde

alas + 2oy = (a1 + ao)ajag = fifa

a? +a3 = (a1 +a2)? — 2009 = f2 — 2f5

Luego, sustituyendo tenemos que:

R = fi—gififotg(fi—2f2)+9i fo—q192f1+95 = f3—g1f1fotgotgefi—292fo+91fo—g192f1+05
(5.1)

15
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Sea R(y) el polinomio ménico en y que se obtiene dividiendo el polinomio R por una
constante distinta de 0.
Entonces R(y) es un polinomio en y de grado menor o igual que 4.

Se verifica:
R(yo) =0 < Jxg € C : p(x0,y0) =0, ¥(x0,y0) = 0.

Haremos varias suposiciones.

Suposicién 1
El grado de R(y) es 4 y su discriminante es diferente de 0.
Entonces la ecuacién R(y) = 0 tiene 4 raices yi, ..., y4 que son diferentes entre si.

Suposicién 2
El sistema:

no tiene solucién

Entonces para cada i = 1, ...,4 existe un tnico z; tal que ¢(x;,y;) = 0, (x4, y;) = 0.
Para cada i, z; se obtiene de la siguiente forma:
De

22— fily)z + fa(ys) =

0
2? — g1(yi)x + g2(yi) = 0

resulta [g1(y;) — {1()%}](96 ;r fa(yi) = g2(yi) = 0

o — 92\Wi)=J2lYi)
de donde z; = g1(yi)—f1(yi)”
R se llama la resultante de eliminar la variable x entre las dos ecuaciones ¢(x;,y;) = 0,
W(x;,y;) = 0. Esta construccién se debe a Euler. El Maxima permite calcular esta resul-
tante con la funcidén: resultant(yp, 1, ). Usaremos la notacién R = resultant(p,, ).

Consideremos entonces el nimero F=x1y1 + x2ys + T3y3 + T4y4.

Observemos que si fijamos las z; y permutamos las 91, ..., y4, entonces este nimero puede
variar. Sin embargo, si permutamos las soluciones (z1, 1), ..., (€4, y4), entonces F no varia.
Nos proponemos ver céomo, siguiendo un procedimiento de Poisson, F se puede calcular a
partir de los coeficientes de los dos polinomios iniciales ¢(x,y), ¥ (x,y) sin necesidad de
conocer las soluciones (x1,y1), ..., (T4, Y4)-

Las ecuaciones iniciales se pueden también escribir, después de dividir por una constante,
en la forma:

oz, y) =y* —wy +uy =0
Y(x,y) =y —viy+uve =0
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donde u; = wi(z), v1 = wvi(x) son polinomios de grado menor o igual que 1 en = y
ug = uz(x), vo = va(x) son polinomios de grado 2 en x.

De manera andloga a como hicimos arriba, podemos ahora eliminar la y y obtenemos una
resultante en z.

Sea Rj(z) el polinomio ménico que obtiene a partir de resultant(y, v, y) al dividir por un
numero distinto de 0.
Ri(x) es un polinomio de grado menor o igual que 4 en x.

Haremos la siguiente:

Suposicién 3
El sistema:

no tiene solucién.

De esta suposicién se deduce, de manera analoga a como hicimos arriba, que para ca-
da zg tal que Ry(z¢) = 0, existe un dnico yo tal que p(xo,yo) = 0, ¥ (zo,y0) = 0.

Entonces, el grado de Ry(z) es 4 y x1, ..., x4 son diferentes entre si. Si no fuese asi, habria
dos soluciones (z;,y;) con el mismo z, lo que contradice el hecho de que , segiin acabamos

de ver, y; queda determinado por z;.

En las ecuaciones

p(z,y) =0
¥(z,y)
sustituimos y por y = x + ¢, desarrollamos, y obtenemos las ecuaciones
Pplx,t) =0
P(x,t) =0

donde ®(x,t) y 1 (z,t) son polinomios en x, t.
Haremos la siguiente:

Suposicién 4
Después de dividir cada ecuaciéon por una constante, las ecuaciones obtenidas tienen la
formas:

D(x,t) = 2 + hy(t)x + ha(t) = 0
Y(x,t) =2 + ki (t)z + ka(t) = 0
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Entonces, hj(t), k1(t) son polinomios de grado menor o igual que 1 en t y ha(t), k2(t) son
polinomios de grado menor o igual que 2 en t.

Sea Ry(t) el polinomio ménico que se obtiene a partir resultant(p, v, z) al dividir por un
numero distinto de 0. Ra(t) es entonces un polinomio de grado menor o igual que 4 en ¢.

Haremos la siguiente:

Suposicién 5
El sistema:

ha(t) — k()

0
ho(t) — ka(t) =0

no tiene solucién.

Para cada i = 1,...,4, sea t; = y; — x;. Entonces (z1,t1),...,(x4,t4) son soluciones del
sistema p(x,t) = 0, (z,t) = 0.

Entonces por la suposicion 5 obtenemos de manera andloga a como hicimos arriba que
Rs(t) tiene grado 4, que las soluciones de Ra(t) = 0 son t1,...,t4 y que t1, ..., t4 son dife-
rentes entre si.

Se tiene que:
(B + .+ 13) = (g1 — 21)” + (y2 — 22)” + (g3 — 23)” + (g2 — 2a)?=(4F + ... +97) + (af +
ot 23) = 2(z1Y1 + o+ TaYs).

2 2 2 2 2 2
Luego F = z1y1 + ... + 14ys = (t1+"'+t4)+(y1+'2"+y4)+(x1+"'+$4).

Las sumas t3 + ... + 3, vy + ... + 92, 22 + ... + 2% se pueden calcular a partir de los
coeficientes de los polinomios Ra(t), R(y) y Ri(x) respectivamente que a su vez se han
calculado a partir de las dos ecuaciones iniciales.

Ejemplo:
Sean:
plr,y) =2° -2y +2y> —=1=0
Y(w,y) =2’ +ay—y* +2y+1=0
Para eliminar x escribimos estas ecuaciones en la forma:

2?2 —yr+ (292 —1)=0
2 +yr+ (—y*+2y+1)=0

Calculamos resultant(p,1,x) mediante el Maxima y obtenemos:
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R(p,¢,z) = 11y* — 8y — 8y? + 8y + 4
Dividimos todo entre 11 y obtenemos:
_ .4 8,3 8 .2 8 4
Ry)=v'—qv - v + v+

Calculamos el discriminante de R con el Maxima y obtenemos que este discriminante es
menor que 0.

Luego, se verifica la suposicion 1.

Aqui, fi=—y, fo=2> -1, 1 =yyge=—y"+2y+1

Comprobamos facilmente que el sistema:

—y=y
202 —1= -2 +2y+1

no tiene solucién.
Luego, se verifica la suposicion 2.
Para eliminar y, escribimos las ecuaciones iniciales en la forma:

y?—1/2zy +1/2(2> -~ 1) =0

v —2+2)y—(22+1)=0
Aqui, vy = —%az, Uy = %(12 1), v =—(x+2)y vy =—(22+1).
Comprobamos facilmente que el sistema:

—%x =—(z+2)
(2* = 1) = —(@* +1)

Sl

no tiene solucion.
Luego, se verifica la suposicién 3.
Ahora sustituimos y por  + t en la ecuacién ¢(z,y) = 0, desarrollamos y obtenemos:

202 + 3tx + 2t —1=0
Dividimos toda la ecuacién por 2 y obtenemos:
Pz, t) =2+ 3te+12 — 5 =0
Sustituimos y por = + ¢ en la ecuacion ¢ (x,y) = 0, desarrollamos y obtenemos:
P, t) =22 +2(2—t)—t2+2t4+1=0
Entonces:

P(x,t) = 22 + hy(t)z + ho(t)

=0
U(x,t) =22 + k1 (t)x + ka(t) =0

donde hy(t) = 3t, ho(t) =12 — 1, ki (t) =2 — ¢, kao(t) = —t> + 2t + 1.
Luego, se verifica la suposicion 4.

Comprobamos facilmente que el sistema:
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St=2-1t
tP— s =—t24+2t+1

no tiene solucioén.

Luego, se verifica la suposicién 5.

Ahora, procedemos a calcular F=x1y1 + xoys + T3ys + x4y4.

Como las y; son las raices de R(y) = y* — 18—1y3 — S+ By+ 11, entonces (Y3 + ... +y3) =

_ 240
(-7 -2-£)= 1
Calculamos mediante el Maxima resultant(yp,,y) y resultant(@,1),x) y obtenemos:

Ri(z) =z*+ {3z 3+1—4$2—%x 1—71
Ry(t) =t* — 18t3 24y L

4.2 2
R 11

Como las z; son las raices de Ry(z) = 2% + 1923 + - &

(2F + ... +23) = (%) —2(%):—%-

= 0, entonces

Como las t; son las raices de Ro(t) = t*— 1843 — 0424 2041 L — 0 entonces (t3+...+13) =
4
(= 11) - 2( ) = %

Luego, sustituyendo tenemos que:

2 2 2 240 208 456
_ D DF D DL ) DL vy ek v v A 1)
F_xlyl + Tayo + T3y3 + T4Ys= P) = P =7 121°




Capitulo 6

El discriminante de una ecuacion
de grado 3 y el de una ecuacion de
grado 4

6.1. Discriminante de una ecuacion de grado 3
Consideramos la ecuacién de grado 3:
224+ a2? +asr+a3 =0

donde los a; son niimeros complejos. Sean x1, 9, T3 sus tres raices.
Su discriminante se define como:

A = (21 — x2)*(x1 — 23)* (2 — 33)° (6.1)
Los posibles casos para el signo del discriminante son:
a)Si hay dos raices iguales, entonces A = 0.
b)Si x1, x9, x5 son reales y distintas, entonces A > 0.
¢)Si 1 = a+ bi, xo = a — bi con a real, b #0 real y x3 real, entonces:
A = (11 — 29)? (w1 — 23)2 (w0 — 23)? = (2ib)?(a + bi — x3)%(a — bi — 23)? = —4b*((a — x3) +

ib)%((a — x3) — ib)? = —4b*((a — x3)% — (ib)?)? = —4b*((a — 23) + b%)% < 0.
Luego, A < 0.

Por el Teorema Fundamental sabemos que A = (z1 — z2)%(z1 — 23)%(z2 — 23)? podra
ponerse como un polinomio QQ con coeficientes enteros en ey, eo, e3. Calculamos este poli-
nomio mediante el Maxima utilizando el algoritmo de Gauss y obtenemos:

21
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A = (21 — x2)% (21 — 23)% (22 — 23)? = —27e} + 18e1e9e3 — 4defes — 4e3 + edel
Ejemplo:
Sea la ecuacién:

424+ x4+1=0

donde:
el = 4
es =1
€3 = -1

Entonces, sustituyendo, se tiene que:
A = (21 — 12)*(z1 — 23)% (22 — 73)% = —27€3 + 18e1e9e3 — defes — 4e3 + ee3 = 169.

Luego, las raices x1, x2, 3 de la ecuacién son reales y distintas.

Comprobamos que es cierto calculando las raices de la ecuacién.

Las raices son 1 = 3,651093409, x2 = 0,726109445 y x3 = —0,377202854, que son reales
y distintas como habiamos dicho anteriormente.

6.2. Discriminante de una ecuacion de grado 4
Consideramos la ecuacién de grado 4:
2t + a123 + a9x® + asz + ag=0

donde los a; son niimeros complejos. Sean x1, ..., T4 sus cuatro raices.
Su discriminante se define como:

A = (z1 — x2) (21 — 23)2(x1 — 24)* (22 — 23) 2 (20 — 24)? (23 — 74)? (6.2)

Los posibles casos para el signo del discriminante son:
a)Si hay dos raices iguales, entonces A = 0.
b)Si x1, xe, 3, 4 son reales y distintas, entonces A > 0.

¢)Si x1,x9 son reales y distintas y z3 = a + bi, x4 = a — bi, con a real y b #0 real,
entonces:

A = (z1 — 29)* (21 — a + bi)* (21 — a — bi)? (z2 — a + bi)?(z2 — a — bi)* (2bi)% < 0.

———

>0 >0 >0 <0
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Luego, A < 0.

d)Si x1, x9, 3, 4 son imaginarias y distintas, con x1 = a + bi, x2 = a — bi y x3 = ¢ + di,

x4 = ¢ — di, donde a, ¢ son reales y b #0, d #0 son reales, entonces:

A = (2bi)? (a —c+ (b +d)i)*(a — c+ (b —d)i)*(a — ¢ — (b4 d)i)*(a — ¢ — bi + di)? (2di)>.
——

N——
>0 <0

<0
Luego, A > 0.

Veamos cémo A se puede calcular como el discriminante de una ecuaciéon de grado 3
que se obtiene a partir de la ecuacién inicial de grado 4, de la siguiente forma:

Definimos

U = 1T + L3274
V= X113 + T2x4
W = T1T4 + T2T3

Y también definimos:

P=u+v+w
Q = uv + uw + vw
R = wvw

Entonces tenemos la igualdad de polinomios en y:

¥ =Py +Qy—R = (y—u)(y—v)(y —w)
Los coeficientes P, y R son funciones simétricas de las raices x1, 9, x3 y x4 de la ecuacion
de grado 4. Entonces se pueden calcular como polinomios en los coeficientes de la ecuacién
de grado 4.
Las formulas que se obtienen son:

P = €2
Q = eze; —4dey

R = 646% + e% — 4degqe9
donde e, = (—1)*ay. La primera es inmediata, y las otras dos las calculamos usando el
algoritmo de Gauss, y haciendo los calculos con Maxima.
Obsérvese que:
u—v=x1(xe —x3) + x4(x3 — 2) = (T4 — 1) (T3 — T2)
u—w=1z1(x2 — x4) + x3(x4 — x2) = (X3 — 1) (T4 — X2)
v—w = x1(r3 — x4) + x2(r4 — 3) = (v2 — 1) (T4 — T3)
con lo cual:

A = (x1—x2) (@1 —23) 2 (21 —24) 2 (12 — 23) 2 (22 — 24)* (23 — 4)? = (u—0)* (u—w)? (v —w)?
(6.3)
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O sea, A coincide con el discriminante de la ecuacién de grado 3:
¥’ —Py*+Qy—R=0

Ejemplo:

Sea la ecuacién:

x4—|—2x2—|—%20

donde
61:0
6222
e3 =0
64:%

Entonces, se tiene que:

P:62:2
Q:€3€1—4€4:—1
R:e4e%+e§—4e4eg = -2

Construimos entonces la ecuacién de grado 3:
-2 —y+2=0

donde ahora:

61:2
62:—1
63:—2

Ahora, calculamos su discriminante mediante la férmula para el discriminante de grado 3,
y tenemos que:

A = —27¢3 + 18e1e9e3 — defes — 4ej + e3e3
y sustituyendo obtenemos que:
A=36>0

Luego, o bien las cuatro raices x1,x2, 3, x4 son reales y distintas o bien son dos pares
diferentes de raices conjugadas imaginarias.

Veamos que estamos en el segundo caso, pues en este ejemplo las raices x1,x9,x3, 24
se calculan facilmente como sigue:

x4+2x2—|—%20

Hacemos z? =t y obtenemos:
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2 +2t+5=0

Ahora calculando mediante la férmula para ecuaciones de grado 2 tenemos que:

t= =253

Luego:

t1=_2;\/§:>x1: _242”/5};3;2:_ —2%\/5
tg = =258 o g — /22y gy = /228

Luego, son dos pares diferentes de raices conjugadas imaginarias como habiamos dicho
anteriormente.



Capitulo 7

Conclusiones

Las construcciones béasicas del capitulo 3 son:
En 3.1, las funciones bif + b% y b?bg donde by = z1 + wxs + wixs, by = 1 + wWry + Ws.
En 3.2, las funciones elementales simétricas en y1, y2,y3, donde y; = (1 + x2 — 23 — 1:4)2,
Yo = (1 —x9 + 23 — x4)2, ys = (1 —xo + 23 + x4)2.
La construccién bésica en el capitulo 4 es la construccién del polinomio simétrico P(x1, ..., )
a partir de un polinomio Q(u1, ..., fin)-
Las construcciones bésicas en el capitulo 5 son las resultantes de Euler de las ecuaciones
iniciales, y la resultante de Euler que se obtiene al eliminar x después de hacer el cambio
de variable y = x + t.
Las construcciones bésicas en el capitulo 6 son las funciones elementales simétricas en
u, v, w donde:

U = T1T2 + T3T4
V= 2123 + T2x4
W = T1T4 + T223
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