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Introduccion

Contenido

El siguiente trabajo es un estudio de los aspectos elementales de los problemas de dos y tres
cuerpos, realizado durante el curso académico 2013-2014 bajo la direccion de José Sabina de Lis,
profesor del departamento de Analisis Matematico.

El proyecto lo hemos dividido en tres capitulos, en los dos primeros estudiaremos el movimiento
relativo de un astro alrededor de otro de mayor masa (v. g., la Tierra y el Sol). Demostraremos
las tres leyes de Kepler (la segunda en el Capitulo 1 y las otras dos en el Capitulo 2). El punto de
partida es, por supuesto, la ley de Gravitacion Universal de Newton.

En el primer capitulo obtendremos otros resultados bésicos sobre campos de fuerzas centrales
como la conservacién del momento angular y la energia total. Estudiaremos en detalle el caso
de movimiento angular cero. En el segundo capitulo analizaremos el problema real de los dos
cuerpos introduciendo el centro de masas. Nos centraremos en el movimiento eliptico, probaremos
rigurosamente que el movimiento es peridédico. Para describir el moviendo del cuerpo relativo al de
masa mayor introduciremos las anomalias real y excéntrica, y deduciremos la ecuacion de Kepler.

Algunos aspectos elementales del problema de los n—cuerpos los consideraremos el en tercer
capitulo. Especificamente la energia y momento angular totales, centro de masas, no existencia
de equilibrios y cuéndo la trayectoria tiene un intervalo finito de existencia. La relacién de esta
iltima cuestiéon con la posibilidad de colisiones se estudia en detalle. También analizaremos la
posibilidad de una colisiéon muiltiple y el teorema de Sundman que afirma que si ésta se produce
entonces el momento angular total es nulo. Finalizaremos nuestro estudio tratando el problema
restringido de los tres cuerpos y sus puntos de libraciéon (cinco posiciones donde el cuerpo de masa
menor se mantiene en reposo con respecto a los otros dos).

Objetivos y plan de trabajo

La materia abordada en el trabajo se estudia habitualmente en los cursos elementales de me-
cénica, especialmente el problema de los dos cuerpos ([?]). El objetivo perseguido ha consistido en
analizar rigurosamente las trayectorias de las particulas desde el punto de vista de la teoria general
de ecuaciones diferenciales ordinarias. La finitud del intervalo de existencia de una trayectoria,
o su caracter periddico son dos de la clase de cuestiones que merecen este analisis técnico. La
teoria cualitativa de ecuaciones fue fundada hace més de un siglo por H. Poincaré para probar, en
el sentido matematico del término, la existencia —incluso estabilidad— de érbitas peridédicas en el
problema de los tres cuerpos ([1]).

El plan de trabajo ha consistido en estudiar el texto [3] y complementarlo tomando como
referencia teérica las notas [4].

VII
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Antecedentes, discusion de resultados, conclusiones

No se han abordado en esta memoria problemas originales de investigacion.



INDICE GENERAL X

Abstract

This work is a preliminary study of the elementary aspects of Celestial Mechanics. Main issues
addressed are the two—body problem, collisions, shape of the orbits, global definition in time
of motion equations, analysis of the periodicity of closed orbits. These features are customary
gathered in the well-known Kepler Laws. In addition, some few aspects of the n—body problem are
also discussed. Special emphasis is put in the restricted three-body problem and its equilibrium
configuration in a rotating framework. The main objective of the whole memory is performing a
rigorous analysis of the subjects based upon the general theory of ordinary differential equations.
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Capitulo 1

Aspectos preliminares. Campos de
fuerzas centrales

1.1. Ley de Gravitacién Universal

Una de las grandes aportaciones de Newton a la mecanica fue su investigacion sobre cémo los
objetos celestes se atraen mutuamente. En el caso de dos cuerpos, identificados como particulas,
vamos a describir sus ideas. Sean M y m las masas de aquéllas y supongamos que M estd situada,
por comodidad, en el origen de coordenadas. Si se coloca m en cualquier punto z € R? \ {0}, la
evidencia experimental prueba que esta particula se ve atraida por M. La atracciéon adopta la
forma de un vector fuerza que tiene la misma direccién que el vector posicion z = (x1,x2,x3),
pero con sentido opuesto. Ademés, su magnitud es proporcional al producto mM y al inverso del
cuadrado de |z|. Es decir, el médulo de la fuerza tiene es:

Mm
|F| - G |J3‘2 )
donde G es la constante de proporcionalidad, llamada de gravitacion. Lo que acabamos de describir
es la llamada ley de la gravitaciéon universal debida esencialmente a Newton.

En formato vectorial:

—GMm =z
> o]

La fuerza F' produce una aceleraciéon en la masa m. Si admitimos que M es considerablemente
mayor que m, M > m, entonces se puede admitir que M estd en reposo con respecto a m y
por tanto M permanece anclada en el origen. El problema de interés consiste en describir el
movimiento del cuerpo de masa m con respecto al tiempo t. Si z(t) € R? es su posicién en el
instante ¢, entonces la segunda ley de Newton permite establecer una relacién entre fuerza y la
aceleracion. A saber:

F=ma"(t).

Usando por tanto la expresion de F' llegamos a la ecuacion diferencial para x(t):

X

" __
X ——GMw,

(1.1)

en donde hemos simplificado m en ambos miembros. Podemos escribir la ecuacién en la forma:

T

e = f(lal)

x|’
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donde f(r) = —4& y p = GM. El segundo miembro de la ecuacion es lo que se denomina un
campo de fuerzas centrales

Recordemos que estamos suponiendo que M >> m y que m no produce ninguna perturba-
cién en M. Sin embargo, esto no es totalmente cierto pues m también atrae a M, aunque sea
minimamente.

También obtenemos como conclusiéon que, como ya enuncié Galileo Galilei, dos cuerpos en el
vacio caen a la misma velocidad independientemente de sus masas (simplificacion de m).

1.2. Fuerzas centrales

Un campo de fuerzas F : R?/{0} — R3, se dice central si es de la forma
x
F(z) = f(lz])— (1.2)

|’

donde f: (0,00) — R. Cuando f > 0 el origen es repulsivo y cuando f < 0 el origen es atractivo.
A cada funcién continua f le corresponde un campo de fuerzas centrales F'.

1.3. Movimiento en un campo de fuerzas centrales

Supondremos f continua y por lo tanto el campo F' también lo serd. Una particula de masa
unidad se mueve en el campo de fuerzas centrales (1.2) describiendo un movimiento de vector
posicion z(t), donde x(t) cumple:

" = f<|x|>ﬁ.

En el caso particular del campo generado dos masas f(r) = — 2% y la posicion = = (21, 22, 73) € R3
de la particula m satisface el sistema de ecuaciones:
zi = —p ™
(23 + 23 + 25)3/

i=1,2,3.

En esta fase inicial no resulta dificil encontrar una clase particular de soluciones periodicas, que es
el patréon de movimiento de los astros. Suponemos que el movimiento ocurre en el plano, hipotesis
que justificaremos mas adelante. Al buscar soluciones circulares se propone como solucion:

z(t) = ae®,
con a > 0 constante. Se comprueba que es efectivamente solucién si:
1/2
M /

Para p = 1, dos soluciones particulares son:

x(t) = (cost,sent) (0o =0, a=1),

y(t) = 2(cos %, sen %

Esto expresa que el problema admite soluciones periddicas sencillas. Estas se estan observando
desde el origen. Debe notarse sin embargo que el movimiento de y(t) con respecto a z(t), dado

por el vector:
2(t) = y(t) — x(t)
es considerablemente mas complicado y, en primera instancia, no es siquiera peridédico. Esto es lo

que ocurre cuando un planeta es observado desde otro, y no desde la masa mayor M (el sol). En
este punto estamos admitiendo que los planetas no se perturban entre si.

) (90:0, a:2).
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1.4. Traslacion del instante inicial

Supongamos un campo de fuerzas centrales cualquiera y la correspondiente ecuaciéon para un
particula de masa unidad:
x
o = f(lz) 7 =z eR*\ {0}
La ecuacién es auténoma, es decir, la parte derecha de la igualdad no depende del tiempo y por
ello si © = x(t) es solucion entonces x = z(t + ¢) también lo es para cualquier ¢ € R. Por ejemplo,

||

y(t) = (cos(t + ¢),sen(t + ¢),0) t eR,

es una familia de soluciones de "

RER

!
—

1.5. Reversibilidad del tiempo
Teorema 1.1. Siz = x(t) es un movimiento en un campo de fuerzas centrales

2" = f(|=])

x
— r € R\ {0},
||
entonces x(—t) también lo es.

Demostracion. La comprobacion es inmediata. La ecuacion diferencial es auténoma y por lo tanto
el segundo miembro no varia con el cambio a —¢. La parte izquierda de la igualdad tampoco varia
con dicho cambio pues derivando dos veces x(—t) respecto del tiempo:

dx , d?*x
— =z (-t — =1 (—t).
Con otras palabras, podemos describir el movimiento pasado en base a los datos del presente. [J

1.6. Invariancia por Isometrias

Una isometria (lineal) en R? se representa por una matriz ortogonal:
A€ M3(R), AAT = ATA = I.
Recordemos que O(3) = {A € M3(R) : A ortogonal} es un grupo respecto del producto matricial.
Si A es ortogonal entonces es una isometria.
Propiedad 1.2. Si A es ortogonal:
|Az| = |z] Vr € R®.
Ademas si el detA > 0 se trata de un giro, si en cambio detA < 0, la transformacion es un giro

seguido de una simetria.

Propiedad 1.3. Sea x: I — R3\ {0} una solucion de la ecuacion:
x

e = f(laeh) .
]
y A € O(3) una matriz ortogonal. Entonces:
y: I — R3\{0}
t —  y(t) = Az(?)

también es una solucion.
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Demostracion. Comprobemos que y(t) = Az(t) también es solucion de la ecuacion diferencial:

’ x

Para ello derivamos y(t) dos veces con respecto del tiempo

Ax Ax Y
2 11
y'(t) =A2"(t) = —-GM— = -GM ——5 = -GM —=.
=40 EE A WP
La penultima igualdad se debe a que A es ortogonal. O
1.7. El momento angular
En la siguiente definicion,
TNy

denota el producto vectorial de z,y € R3. Dicho vector es el Gnico z € R? tal que:
det(z,y,6) = (2,€)  VEER.

Sea x : I — R® una funcién de clase C'. Definimos su momento angular como la siguiente
funcién ¢ : I — R?:
c(t) = z(t) A2/ (t).

Supongamos que nuestra particula se mueve en el campo de fuerzas centrales:

x :f(lxl)m,

y que z es de clase C2. Entonces:
=2t AN (t)+xt) A" (t) =0,
y el momento angular se conserva. La siguiente propiedad es consecuencia de este resultado.

Proposicion 1.4. Si z(t) es un movimiento con momento angular c(t) # 0 entonces x(t) se
mueve en un plano © que pasa por el origen.

Demostracion. Denotemos x(0) = xg, 2'(0) =z y co = xg A x;,. Entonces

(x(t), co) = (x(t), (1)) = 0,

porque z y ¢ son ortogonales mientras ¢(t) = ¢ para todo t € I. Por lo que z(t) esta en el plano
7 de ecuacion:
(z,co) = 0.

Es evidente que 0 € 7. O

Proposiciéon 1.5. Si el momento angular c(t) = 0 el movimiento x(t) tiene lugar en una semi-
rrecta.

Demostracion. Como ¢ = 0 resulta que z(t),2’(¢) son linealmente dependientes, es decir, existe
A: I — R tal que
z'(t) = Az (t), tel.
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x
Comprobamos que — es constante:

K
d v'[a] - 2($2)
4 ( v ) S R

dt \ [ ER
Por lo que existe un vector v € R? tal que z/|z| = v en I, donde |[v| =1y
2(t) = la(B)lo,
para todo ¢ € 1. O

Nota 1.6. En el caso del campo gravitatorio, una forma de comprobar que los movimientos planos
de las particulas son posibles es simplemente considerar que x = (x1,x2,0). Esto no contradice la
ecuacion diferencial y resulta:

z = u%l,i =1,2.

Nota 1.7. Usando las propiedades de invariancia frente a isometrias siempre podemos suponer
que el plano w donde tiene lugar el movimiento es precisamente el plano x—y.

1.8. Expresion en polares de un movimiento plano

El siguiente resultado permite representar, de forma rigurosa, una curva en coordenadas po-
lares. Se le conoce como el “lema de elevacion de arcos” en el contexto de la topologia y debe
senalarse que es vilido para curvas meramente continuas. Aqui se ofrece una demostracién apo-
yvada en resultados de ecuaciones diferenciales.

Teorema 1.8. Sean I = [to,t1] un intervalo y o : I — R? una curva de clase C*, k > 1, que no
pasa por el origen:

a(t) # 0,

para todo t € I. Entonces existen funciones r,0 : I — R, llamadas mddulo y argumento, de clase
C* tales que r(t) >0y
a(t) = r(t)(cosb(t),send(t)),

para todo t € 1. Ademds, r(t) es tnica y 0(t) también lo es mddulo mailtiplos 2hw, h € Z, de 27.

Demostracion. Como |a(t)| = r(t) vamos a considerar |a(t)| = 1, ya que en otro caso dividiriamos
la curva a(t) por su modulo.
Existe 6, tal que:

i) ai(to) = cosB(ty).
i) aa(to) =senf(tp).
Primero probamos la unicidad de 6(t) bajo la condiciéon 6(ty) = 6. Derivamos i) y obtenemos
ol (t) = —0"sen .
Ahora, multiplicamos la ecuacion por i)
o) (t)az(t) = —6' sen? 6.
Realizamos el mismo procedimiento con %)

ab(t)ay (t) = 0’ cos 6.
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Ahora restamos ambas
b (t)ay (t) — o (t)aa(t) = 0" cos® § + 0" sen? = 6’ (cos® 6 +sen? §) = 6.
Por dltimo integramos:
t1 t1
[ 0@ = [ (ass)ants) - ai(as(s)ds,
to to

de donde: "
0(t) = 6o + / (as(s)an(s) — ay(s)az(s))ds, (1.3)

to
donde 6y = 0(tg). Esto prueba la unicidad de 6(t).
Ahora vamos a demostrar la existencia. Introducimos la curva (z(t),y(t)) : I — R?\ {0}
definida como:

(@(t),y(t)) = (cos 6(t),sen 6(t)),

donde () esta definida por (1.3). Entonces, (z,y) cumple el problema de valor inicial:

' = -0y x(to) = aa (to)
{' {Mm)zaxm) 4

y = 0z

Verificamos ahora que (aq(t), as(t)) satisface (1.4). Es evidente que cumple la condicién inicial.
En cuanto a la ecuacion, de la condicion |a(t)] = 1 se tiene:

a1y + asay = 0.
Por la definicion (1.3) de 6:

ajay, — adjag = 6.
Formando el sistema de ecuaciones

a0 + agal, =0

ool —ajag =6,

se deduce que:
oy = —0'ag, ay =0a;.

Por lo tanto, (aq, ag) resuelve el mismo problema de valor inicial que (z,y), de donde:

a1 = cosb, a9 = senf.
O
1.9. Foérmula del area en coordenadas polares
La siguiente propiedad es consecuencia del teorema de la divergencia (ver [2]).
Propiedad 1.9. Sea a(t) = r(t)(cos 0(t),sin0(t)), t € [to, 1] una curva de clase C*, tal que
0'(t) >0 parat € [to,t1], O(t1) — 0(tg) < 2. (1.5)

Se define el dominio:
Q= {sa(t) S (t07t1)78 S (0, 1)}
Entonces .
1 1
0=+ / r2()0'(5)ds, (1.6)
2 /i,

donde |Q| representa el drea de .
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La conclusién sigue siendo cierta si retenemos ¢’ > 0 en la curva del enunciado pero 6(t1) =
O(to) + 2m. En este caso «a(t) parametriza una curva de Jordan y obtenemos una fémula para el
area de la region interior.

1.10. Segunda ley de Kepler

La segunda ley de Kepler establece que el segmento que une cada planeta con el Sol, barre dreas
iguales en tiempos iguales. Vamos a ocuparnos de su demostracién que explicamos en el contexto
de los campos de fuerzas centrales.

Consideramos el movimiento z : I — R?/{0} de un cuerpo sometido al campo de fuerzas
centrales:

"= f(lz])— (1.7)

m.
Expresamos el movimiento de la particula en coordenadas polares:
x(t) = r(t) cos O(t) + ir(t) sin O(t) = r(t)e’?® tel

Derivamos dos veces con respecto al tiempo y obtenemos:

% =1/ (t)e®®) + r(t)if’ (t)e?®
2
CcllT;E = r//(t)eie(t) + 2T’(t)i0’(t)ei0(t) + T(t)i@”(t)eie(t) ()02 (t)ei(’(t).

Substituimos en la ecuacién diferencial:
T//(t)ew(t) + o' ( )20/( ) zG(t (t)i@”(t)em(t) _ r(t)&'z(t)ew(t) — f(r)eie(t).
Se obtiene entonces el siguiente sistema de ecuaciones:

" —r0? = f(r)
2r'0" + r6” = 0.

Multiplicamos la segunda ecuacién por 7,
2rr'0" 4+ 120" =0
(r*') =0,
e integramos respecto al tiempo (¢ € I) obteniendo:
20 = J,

con J constante. Este hecho no es sino otra expresion de la conservaciéon del momento angular.
De hecho partiendo de que:
c=z(t) N2/ (t) = ¢,

con ¢ constante (aqui z(t), 2/(t) se observan en R?® pero variando en el plano x3 = 0), y usando
coordenadas polares se tiene que:

c=r*0ez  e3=(0,0,1).

Por tanto ¢ = Jez y |c| = |J|.
En vista del la Propiedad 1.9 establecemos un formulacién méas precisa de la segunda ley de
Kepler.
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x
Tz’
decir una solucion de (1.7), definida en [to,t1]. Si Q(t) es la region comprendida entre los vectores
de posicion x(tg) y x(t) entonces:

Teorema 1.10 (Segunda ley de Kepler). Sea x(t) un movimiento en el campo F(z) = f(|z]) 15, es

d 1
o) =

donde c = Jes representa el momento angular de la trayectoria. En otras palabras, el movimiento
abarca dreas iguales en tiempos iguales.

J,

Demostracion. Usando la relacion (1.6):

d d (1 °® .
a(m(tm =7 (2 /90 r (s)ds) =37 0'(t) = §J'

1.11. Colisiones

Consideramos un movimiento x = z(t) en el campo de fuerzas centrales (1.7):
X
x|’

Vamos a estudiar el caso en el que el momento angular ¢ es 0. Bajo estas condiciones, ya se
demostré que x(t) se mueve en una semirrecta que pasa por el origen:

o’ = f(lz) z € R*\ {0}.

z(t) = |z(t)]v, lv| = 1.

Definimos r(t) = |z(t)|, que es una funcién positiva. Como z(t) resuelve (1.7) entonces r(t) es
solucion de la ecuacion diferencial:

r’ = f(r), r > 0.

Supondremos que el campo de fuerza es atractivo, es decir, f(r) < 0 para r € (0,00). Entonces
r"(t) <0,y r(t) es concava.

En el siguiente resultado admitimos que la velocidad se anula en el instante inicial, o lo que es
lo mismo, que la particula parte del reposo: z'(0) = 0 (+/(0) = 0).

Teorema 1.11. Sea z(t) un movimiento en el campo central

fla))

||

donde f : (0,+00) = (—00,0) es continua. Entonces la solucion de:

2 = f(lal) &
z(0) = zo
z'(0) =0

alcanza el punto x = 0 en tiempo finito.

Observacion 1.1. En este caso se dice que la particula colisiona con x = 0 en tiempo finito.



1.11. COLISIONES 9

Demostracion. La funcion r(t) es solucion de:

" = (1)
r(0) = rg (1.8)
r'(0) =0,

con 19 = |z(0)| > 0.

La teoria general de ecuaciones diferenciales ([4]) permite afirmar que r(t) estd definida en
un intervalo maximal (o, w). Estudiamos el caso [0,w) porque (o, 0] se deduce del primer caso
haciendo el cambio 7 = —t¢.

Como f(r) < 0y +'(0) = 0 resulta que '(¢) < 0 para todo ¢ en [0, w). Luego r(t) es decreciente
y

0<r(t) <ryg=r(0) (1.9)

para t € (0,w). Tomemos t; € (0, w). Como r(t) es concava:
r(t) <r 47t —t1) (1.10)

para t > t1, donde r = r(t1), r; = 7'(¢1) < 0. Por tanto ha de ser 0 < w < oo pues si w = +0o0
entonces de (1.10):

tlggo r(t) = o0,

incompatible con (1.9). Por otro lado los limites:

rw = lim r(t), rl, = lim r'(t),
t—w— t—w—

existen y son finitos pues r(¢) y r'(t) son decrecientes. Ademaés:

rl,= lim 7/(t) = /Ow f(r(s))ds,

t—w—

luego r;, > —o0.

Como ry, y 7., son finitos entonces r,, = 0. Caso contrario resolvemos (1.8) con valores iniciales
r(w) = ry, r'(w) = ), y la solucién r(t) se prolongaria al intervalo [0,w;1) con w < w;. Esto es
imposible porque [0, w) es maximal. O

Teorema 1.12. Sea z(t) una solucion de la ecuacion (1.7) definida en el intervalo maximal
I = (a,w) y con momento angular nulo. Caben entonces tres posibilidades:

1) Ascenso y retorno a x = 0, es decir —0o < a < w < 400, y en este caso lim;_,,+ r(t) =
lim,; - r(t) = 0. Ademds eziste ty € (a,w) tal que r'(t) > 0 si o < t < g, 7' (t) < 0 si
to <t <w.

2) Escape de © = 0 a 00, es decir —0o < a < w = o0 y en este caso lim;_,,r(t) = 0,
limy_y 4 oo r(t) = 400 y 7'(t) > 0 para todo t € (o, +00).

3) Retorno desde oo, es decir —oo = a < w < 400, y en este caso lim;_,_7(t) = +o0,
limy_,, 7(t) =0 y r'(t) > 0 para todo t € (—oo,w).

Demostracion. Como en el resultado anterior escribimos z(¢) en la forma
a(t) = r(t),

y 7(t) resuelve un problema de la forma:
() = f(r(t)

’/‘(to) =T0
r'(to) =1
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con ty € I. Sir( = 0 estamos en el caso del teorema anterior. Por tanto se da el caso 1) del teorema
con ty el punto medio de I.
Supongamos por tanto que 7 # 0. Analicemos r{, > 0. Estudiemos primero la solucién en

[to,w).

Caben dos posibilidades: o bien existe t; > to con 7/(t1) = 0 6 bien 7/(t) # 0 V¢t > ty. En el
primer caso estamos en la situacion del teorema anterior y acabamos en el caso 1). Si /() # 0
entonces

0<r'(t) <rg

porque r(t) es concava. Como ademés r(t) es creciente existe los limites:

lim 7(t) = r, < 400, lim 7' (t) =1/, > 0. (1.11)

t—w t—w

Vamos a probar que w = +00 y que lim;_,,, r(t) = co. En efecto, de la teoria general de ecuaciones
(v. [4]) tenemos que:
lim (r(t) +r'(t)) = +oo, (1.12)
—w

si ocurre que w < oco. Debido a la concavidad
r(t) < ro+ry(t—to) Vit > to. (1.13)
Esta desigualdad y la existencia de limite (1.11) implican que:

th_I)Ii} r(t) =ry, < oo.

Pero:

t w
r'(t) =r +/t f(r(s)ds=rl, =ry+ t f(r(s))ds < oo.

Esto contradice (1.12). Luego w = +oc.
Veamos ahora que no puede ser r,, < oo en (1.11). En tal caso

ry,—0 <r(t) <ry,

para t > ts con lo que

flro) —e < f(r(t)) < f(ro) +¢

y tomando ¢ pequeno se puede suponer que f(r,) e < 0.

Escribimos " .
r(t)=ry+ f(r(s))ds + / flr(s))ds.
to ts
Como:
t
() =2t = te) < [ Flrl)ds < (F(r) + )t —to)
para t > t5 entonces lim;_, o, r’(t) = —oo. Esto contradice que:

0<rl, <r.

Para concluir la demostracion del caso 2) probamos que a > —oco y que lim;_, .+ r(t) = 0.
En efecto por concavidad se tiene que 7/(t) > 0 para t € («, tp] mientras:

0 < r(t) <ro+ry(t —to), (1.14)
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para t € («,to]. Asi (1.14) implica que o > —oo. Por otro lado si fuese

lim r(t):=7r,>0
t—at
serfa r!, = lim,_, o+ r'(t) =) + ftj f(r(s))ds < oo.
Pero resolviendo
r(t) = f(r(t))

r(a) =rq
r'(a) =7l

tendriamos que r(t) se puede prolongar a un intervalo de la forma [a — £, ] que contradiria el
caracter maximal de la solucién.

Por tanto rj > 0 nos lleva al caso 2).

Finalmente si r{ < 0, que es la opcion que falta, introducimos la funcién ¢(t) = r(—t) que
cumple:

¢"(t) = p(t)

¢(—to) =10
¢'(—to) = =15 >0
y esta en las condiciones del caso 2). Es decir, r(t) = ¢(—t) satisface el caso 3). O

1.12. Potencial y conservaciéon de la energia

Definiciéon 1.13. Sea Q un abierto de RN y F : Q — RN continua. Una funcion V : Q — R de
clase C! se dice un potencial para el campo F' si

F=-VV en (.

Nota 1.14. Los campos que admiten un potencial se llaman conservativos. Asimismo, si V(x) es
un potencial de F' entonces para toda constante E, V(x) + E también es un potencial de F'. Si ()
es conexo, dos potenciales de F' necesariamente difieren en una constante.

Propiedad 1.15. Los campos de fuerzas centrales son conservativos.

Demostracion. Consideremos el campo de fuerzas centrales

F(z) = f(l2])=  «eR®\{0},

||

donde f : (0,4+00) — R es continua. Sea Vj : (0,4+00) — R una primitiva de f, es decir:

) = [ s

Entonces V(z) = —V;(|x|) es una potencial de F pues:
VV = —f(lal) oy = ~F
= — l)— = —F.
]

En el caso del campo gravitatorio

N
&) = LT
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la funcion:

constituye el potencial que toma el valor cero en el infinito. Se le conoce como el potencial New-
toniano.

Consideremos un campo conservativo F :  C RN — RY con funcién de potencial V(x) y una
particula de masa m que se desplaza en el campo siguiendo la trayectoria z(t) que sarisface la
ecuacion:

mz" = F(x), z e (1.15)

Definicion 1.16. La cantidad )
E = imx’(t)2 + V(z(¢))
se denomina la energia total de la particula en el instante t.

Proposicion 1.17. La energia total E de una particula de masa m en un campo conservativo
permanece constante.

Demostracion. Escribiendo F = —VV y multiplicando escalarmente por 2’ la ecuacion (1.15)

obtenemos:
m{x", 2"y + (VV,z2') = 0.

Resulta evidente que el primer miembro es % por tanto E se conserva. O

La cantidad %mx’2 es la energia cinética de la particula y se suele representar por 7.
En el caso del campo gravitatorio generado por una particula de masa M la energia vale:

con u =GM.

Propiedad 1.18. Sea x(t) un movimiento en el campo gravitatorio:

= —uﬁ, r € R*{0},

con momento angular ¢ = 0 y definido en el intervalo mazimal I = (o, w). Si E es la energia total
de la solucion x = x(t):

» £ <0 siysolo sir(t)=|x(t)| pasa de creciente a decreciente.

» E>0 siy solor(t) es mondtona.

Demostracion. Basta comprobar que las condiciones son suficientes. Si primero crece y luego
decrece, su derivada tiene que ser cero en algin instante ¢y, entonces
1 1% P
E = —2/(tg)* — =— <0, > 0.
2 |z (o) |z (to)]
Por otra parte, si 7(¢) es una funcién monétona, se demuestré en la Seccion 1.11 que r(t) es
estrictamente monotona y que su imagen recorre (0, 00). De la desigualdad

1
E = 51"(15)2 - t € (a,w),

()]

deducimos que necesariamente F > 0. O



Capitulo 2

Orbitas del problema de los dos
cuerpos

2.1. El problema general de dos cuerpos

En el capitulo anterior hemos supuesto que el origen del sistema de referencia estaba situado
en la particula de masa mayor M, que al no ser apreciablemente perturbada por la de menor
masa, permanecia fija en ese punto. Ahora vamos a estudiar el caso general de dos cuerpos, en el
cual el origen del sistema no se encuentra situado en ninguna de las particulas.

Observaremos el movimiento de dos cuerpos de posiciones r(t),r2(t) € R? desde un nuevo
origen. Es éste el centro de masas que se define como:

Clt)=0—=y)ri+yr2 7€(0,1),

donde
M2 T2
_m1+m2 M
1 o my _my
v_ml—&—mg M

myr] = Gmims | 27 7"1|3
ro —T1
, Fy — 1o (2.1)
maory = Gmima e

De ellas se deduce que:
C"(t) =1 —y)r] +r5 =0,

y el centro de masas se desplaza con movimiento uniforme.
Los movimientos de las particulas con respecto a C(t) son:

721:7”170(75) 722:7’270(15).

Si substituimos en las ecuaciones del problema de los dos cuerpo obtenemos:

i Py 7
O = Gma
) Py — 7

N0 = G

13
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como C”(t) =0 (C(t) se desplaza a velocidad constante), entonces:

# = Gmy 211
2 =77 (2:2)

7 = Gm Pz

2 Hig =i

Nota 2.1. Observamos ahora que si my es mucho mayor que mo, el centro de masas estd muy
prozimo a las masa my. En efecto

m my
2 mi
= = ~ 0
7 miy+me 1+ %
m2
l-y=1--"T"_
1+ 2
Es por ello que C(t) = r1 si mq >> ma.
Observamos que se cumple:
f1=—v(r2 —r1)

fo = (1—7)(ra —r1).

Restando las ecuaciones del sistema (2.2) se tiene:

R o 2 —T
P — 1) = —-GM ——.
( 2 1) \TQ —r3
Si llamamos z = 79 — 71 = r9 — r1, concluimos:
7 z

Como 71 = —vyz, 7o = (1 — )z, r1 = C(t) + 71 y ro = C(t) + 72, hemos reducido el problema a
estudiar una tnica ecuacion que es (2.3).

Esto significa que tras las transformaciones efectuadas, el estudio del problema general de dos
cuerpos se reduce al de la ecuacion (1.1) del Capitulo 1, en donde una particula no era perturbada
por otra de masa considerablemente menor. Més atn podemos suponer que z, que en principio
varfa en R3, se mueve en el plano z3 = 0.

Nota 2.2. En lo que sigue, con frecuencia escribiremos = MG.

2.2. Ecuacion focal de una coénica

Como sabemos, una coénica se define como el conjunto de ceros de un polinomio de segundo
grado p(z,y).

En esta seccién escribiremos la ecuacién de una coénica con respecto a los focos, distinguiendo
tres casos.

1. Elipse
La elipse se define como el conjunto de puntos del plano cuya suma de distancias a dos
puntos fijos, llamados focos, permanece constante.

Sean z un punto perteneciente al conjunto, 4, O € R? los focos y d; = d(x,0), dg = d(x, A),
entonces se cumple:
dy +dy = c,
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¢ > 0, es decir
O—2z|+]A—2|=c = |[A—z|=c—|z|

Elevando al cuadrado,

|A—af* = (c—|a])* = |AP —2(4,2) + |2 = ¢* — 2c|z| + |2

A 2 A2
o 9cfa| — 2A,w) = ¢ — |A] = |o] + (-2, 5y = ST
c 2c
A 2 — A2 . .
Denotamos e = ——, k = —5 Por desigualdad triangular, |A| < |z|+|A — x| = ¢, por
& C
lo que se deduce que £ >0y
le] < 1.
Reescribimos la ecuacion en la forma:
’|x\ + (e,x) = k‘

2. Hipérbola
Es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la diferencia de sus distancias a dos
puntos fijos, llamados focos, es una constante positiva c'. Si x esta en el lugar, A y O son
los focos, entonces la ecuacion es:
dg — dl = C,

¢ > 0, es decir
[A-—z| =0 —z|=c = |[A—z|=c+ ||

Elevamos al cuadrado:

|A — x|2 =(c+ |a:|)2 = |A\2 —2(A,x) + \x|2 =2+ 2c|x| + |ac|2 =

A AP? — ¢
2c|z| + 2(A, z) = |A2 — 2 = |z| + (=, 2) = Hic
c 2c
A A 2 _ .2
Llamamos e = —, k = 7| |2 ¢ y llegamos de nuevo a la ecuacién
c c

o] + (e, 2) = k.|

Por la desigualdad triangular tenemos,
do < |A|+d1 =>c=dy—di1 < ‘A|,

porloque k >0y
le] > 1.

3. Parabola

Es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de una recta L, la directriz y
de un punto O, el foco, exterior a L. Si  es un punto del lugar, d; = d(z,O), do = d(z, L)
su ecuacion es

diy = ds.

!La curva resultante tiene dos componentes y dependiendo del orden en que se reste (¢ > 0) se obtiene una u
otra componente.
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Escogemos un vector normal v € R?, [v| = 1, a L y de las dos posibles opciones de v tomamos
aquella en la que L tiene como ecuacién

(x,v) + ¢ =0,

con ¢ > 0. Se tiene entonces que
(p,v) + ¢ si p estd en el semiplano donde esté 0.
d(pv L) - . . .
—(p,v) — ¢ si estd en el otro semiplano.

Por ello, la ecuacion tiene la forma:

|z = (z,v) +c.
Tomando e = —v, k = ¢, y volvemos a llegar a la ecuacion

([2] + (e, 2) = &,
conk >0y
le] = 1.

Resumiendo, la ecuacién de una cénica en términos de los focos se escribe como
|z| + (e, x) =k, ecR? k>0,
que segun el valor de |e| describe:
= una elipse si |e| < 1,
= una paradbola si |e] =1,

» una rama de hipérbola si |e] > 1.

2.3. Primera ley de Kepler

En esta seccion procederemos a demostrar que dos objetos celestes se mueven con respecto a su
centro de masas describiendo una cénica. En particular el movimiento de un planeta perturbado
por el Sol (despreciando la presencia de los restantes planetas, lo cual no es siempre aceptable).

Teorema 2.3. Sea x = z(t), t € I, un movimiento en el campo gravitatorio Newtoniano, es
decir, una solucion maximal de:

z = —ﬁx, r € R*{0}, (2.4)

con momento angular no nulo, ¢ # 0. Entonces z(t) toma valores en una cénica uno de cuyos
focos se encuentra en el origen.

Nota 2.4. Dos matices importantes no se aclaran en el teorema. Por una lado, el tamano del
intervalo I, por otro si el movimiento recorre o no la cénica en su totalidad. La respuesta completa
a estas cuestiones se presenta en las Secciones 2.6.1, 2.6.2 y 2.6.35.

Para la demostracion tenemos en cuenta el siguiente lema.

Lema 2.5. Sea u,v,w € R3. Entonces:
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1. (uAv) Aw = (u,wyv — (v, w)u,
2. (u Av,w) = (u,v Aw).

Demostracion del Teorema 2.3. Sin pérdida de generalidad suponemos que z(t) se mueve en x3 =
0. Partimos de la igualdad

4=\ _ 2l — (o', 5)z b r AT YAz
7 () ol (AN (2

vélida para todo x(t) € C! que no se anula en su dominio. Hacemos uso de la segunda igualdad
del Lema 2.5, multiplicamos la ecuacién por p, empleamos que = cumple (2.5), y tenemos

d Ty N L //_i_ ’
g (,u|x>— {(m/\x)/\ x|3} =—cAzx _dt( chz').

Hemos usado que ¢ = x A z’. Integramos y obtenemos lo siguiente

& el =—cA2
u[m(t)|+} AZ'(t), tel, (2.6)

donde e € R? es un vector constante.
Ahora multiplicamos ambos lados de la igualdad por z(t):

x(t)
“kmmr

pues —(c,z'(t) A z(t)) = |c|?. Por tanto,

x(t)) + <e,x(t))] = |c|?, tel,

2
C
w@)]+ () =, rer
I
Asi, el movimiento de x(t) yace en un conica con un foco en el origen. O

El vector e es una constante del movimiento (para comprobarlo basta con despejar en (2.6))
y recibe el nombre de eje de excentricidad. Su modulo € = |e| es lo que se conoce como la
excentricidad de la cénica (ver la Nota 2.17).

Podemos clasificar el movimiento de z(t) segtn el valor de |e| como sigue.

= Si e =0 se trata de una circunferencia.

= SiO0 < |e] <1 tenemos una elipse.

» Si |e] =1 el movimiento descrito es un parabola.
= Si |e] > 1 obtenemos una rama de hipérbola.

A partir de ahora escribiremos € = |e|.

2.4. Clasificacion de las 6rbitas segiin su energia
Es costumbre en mecanica celeste clasificar las 6rbitas a partir de su energia total:

Ezlxﬂ—ﬂ x/2:|x/|2
2 || 7
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y no tanto en términos de su excentricidad . Para ello debemos relacionar E y . Partimos de la
igualdad (2.6),

e = en
wl—+el =—cAhz
|z

y tomamos normas al cuadrado:

=lenz'?

Sabemos que ¢ y x son perpendiculares, por lo tanto,
e na!| = |ell2],
por lo que )
p? [éP + 2(e, %> + 52} = |c[2a2"2.
Ahora usamos que |x| + (e, z) = |¢|*/pu y que E = 22/2 — pu/|x| para obtener que:
1? [le]* — 1] = 2E|c|.

Como estamos estudiando los casos en los que no hay colision (¢ # 0), deducimos que:

m e <1& FE <0, orbita eliptica,

= ¢ =1& E =0, orbita parabdlica,

m ¢ >1< F >0, orbita hiperbélica.

2.5. Ecuacién de una cénica en coordenadas polares
Partimos de la ecuacién de una cénica con un foco en el origen
|z| + (z,e) =k r € R?, (2.7)
donde e € R? y k > 0 constante. Denotamos
e =¢e(cosw, senw) e=le| >0 weR.

Como se ha dicho, ¢ es la excentricidad de la cénica y w es el argumento del pericentro. El
pericentro (respectivamente, apocentro) de (2.7) es el punto de la conica mas cercano (alejado) del
foco O = (0,0). En la 6rbita del sistema Sol-Tierra de habla de perihelio y de afelio. El argumento
w esta definido con unicidad salvo multiplos enteros de 2.

Nota 2.6. En la circunferencia € = 0 y w no estd definido.

Para escribir (2.7) en coordenadas polares, expresamos x € R?\ {0} en la forma® z =
p(cosB,senf), p >0 y 6 € Ry obtenemos:

p + pe{(cos B, sen ), (cosw,senw)) = k.

Simplificando
k

1 —w)] = T 1tecos(0—w)
pll+ecos(f —w)] =k = P 1+ ecos(f —w)

2Usamos en este capitulo p en lugar de 7.
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Como sabemos que k es positiva, p > 0y § € R, el punto x pertenece a la conica si y solo si
l4+ecos(f—w)>0y
k

r= 1+ecos(d —w)

Usando coordenadas polares volvemos a comprobar ahora que las soluciones de la ecuacion (2.4)
yacen en conicas. Con la notacion z(t) = x1(t) + ix2(t) tenemos:

P » € R2\ {0}

BERS

Escribiendo z = pe'?, p > 0, § € R y derivando respecto a t dos veces tenemos >:

S = eiG(p// + 2p/i9/ + pie” _ p9/2).
Substituimos y la ecuacion queda descrita de la siguiente forma:

dp _ d0F_ _p
a2~ Par T 2
dp do do
2—— — =0.
acdr Pt
De la segunda ecucacién del sistema sale que:
do
2
=
P dt )

donde J es una constante. Como se vio Esta relacién expresa la conservacion del momento angular
¢ (Seccion (1.10)). Como suponemos que no hay colision J # 0. Asi:

a9 J dt  p?

— == = — ==
dt  p? o J
Substituimos en la primera ecuacion del sistema:

p ij o
A2 P 2

Por el teorema de la funcién inversa podemos escribir ¢ = ¢(6), por lo tanto p = p(6), y entonces

dp _dpdt _dpp* dp_dpJ
d9 — dtdo  dt J dt — df p?’
Si volvemos a derivar p,

dp d (Jdp\ df
dt2 ~ db

- p2df ) dt
Por tanto:
d (Jdp J2_ d (1dp 1 p
Yo (mw) 5= = wlgw) e =

d (d (1 1 m d? (1 1
—— === = — |- +-==.
dg \ do \ p ) J? gz \ p p J?

3Una cuenta similar se realizé en la Seccion 1.10 para campos de fuerzas centrales.
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P

—_ E
B \
AN

0 p

Figura 2.1: Posiciones del pericentro E y apocentro E’ en la elipse.
Si hacemos el cambio de variable ©w = — obtenemos la ecuacién diferencial:
P

cuya solucién general es:
u = Acosf + Bsenf + %

Poniendo A = |w|cosw, B = |w|senw y w = (A, B):

u = |w|(coswcos @ + senwsenb) + % = |w|cos(d —w) + %
Deshaciendo el cambio u = % tenemos:
_ 1
p= |w|cos(0—w)—|—_]%'
Manipulando la fraccién obtenemos:
_ J% /1
P T (Pl cos( — w)’
es decir:
B k
P T ccos(0—w)’
donde:
J? J?

e=—J|w| >0, k=—.
I ju
Llegamos por tanto a la ecuacién polar de una coénica.

Nota 2.7. En el caso de la elipse, 0 = w, 0 = w—+ 7 son las posiciones del pericentro y apocentro,
respectivamente (Figura 2.1).
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2.6. Recorrido completo de la 6rbita

Un cuerpo celeste (planeta) de masa pequena, orbita entorno a otro de mayor masa (estrella)
siguiendo la ecuacion (1.1):

" _ x(t) T = (g T T 3

Su posicion y velocidad iniciales z(0), 2’(0) yacen en un plano m donde acaba confinada la tra-
yectoria completa (Seccion 1.7). Usando los resultados del Capitulo 1 podemos suponer que 7
coincide con z3 = 0. Podemos asi representar:

(t) = (21(t), 22(t), 0) = 21 (t) + iza(t) = p(t)e?®,

y como se ha demostrado las ecuaciones del movimiento son:

"o 0/2 — _ﬂ
peue P (2.8)
p%0 = J

donde J es una constante que vamos a suponer positiva. También se sabe de las secciones anteriores
que (z1(t),z2(t)) se mueve en la conica:
k

T 1tecos(f—w)’ (29)

P

2
donde k = L La coénica es una elipse, una de cuyos focos es z = 0 (donde se situa el Sol), si

0 < e < 1. Esta es la primera ley de Kepler si consideramos el sistema Sol-Tierra.
En el caso en que (2.9) es una elipse E vamos a estudiar las siguientes cuestiones. A saber:

a) Probar que el planeta recorre totalmente la elipse E.

b) La recorre infinitas veces siendo el movimiento periédico de periodo minimo 7' (afio del
planeta).

c) Existe una relacion precisa entre el periodo T de la érbita y el semieje mayor a de la misma
(Tercera ley de Kepler).

En particular, la orbita de la solucion (z1(t), z2(t)) de (2.8) es la elipse E en el sentido técnico
del término ([4]).

A efectos de aplicar los resultado de la teoria de ecuaciones conviene observar que (2.8) es la
version polar de la ecuacién 4-dimensional:

{i: _ (2.10)

—piEs
donde z = (z1(t), 22(t)), v(t) = (2} (t), 25(t)).

2.6.1. Existencia global de la solucién
Proposicion 2.8. Sea (z2(t),v(t)) una solucion mazimal de (2.10), es decir
2(t) = plt)(cos O(), sen 0(1),

donde (p,0) es una solucion de (2.8) con datos iniciales en la elipse (2.9). Entonces el intervalo
de ezistencia I = (a,w) de la solucion es todo R.
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Demostracion. Sea t € [0, w) la parte derecha del intervalo. La elipse es compacta y no pasa por
(0,0), por lo que z(t) y v(¢) estan acotadas. En efecto:

k k
<z (t)] <
1+e¢ 1—c¢

Pmin =

Por otro lado de (2.10):

uE < o/ (0)] < pl.

p:r))naz ?m'n
Integrando:
t t
ww—wma/uwws/w%w&
0 0
por lo que

Pmin Pmaz
2 < Jo(t) — v(0)] < plmezy,
mazx min

Entonces |v(t)| esta acotada en [0,w) si w < +00. Esto no es compatible con la teoria de prolonga-
bilidad ([4]). En el estudio del intervalo a la izquierda («, 0] se procede de la misma manera. [

2.6.2. La elipse se recorre infinitas veces

Como z(t) estd definida en (o, w) =R, p(t) y 6(¢) también estan definidas en R.
Proposicion 2.9. Supongamos que la constante J > 0. Entonces:

lim 6(t) = too.

t—+oo
En otras palabras, z(t) recorre la elipse infinitas veces.

Demostracion. Se tiene
P20 (t) = J,
donde:
p(t) = p(0(1))
y p(0) esta dada por (2.9).
Como J > 0, de

J
9/: pr,

y las estimaciones precedentes se deduce integrando que:

J J
>—t+0(0) <0(t) < 5—t+0(0),
Pmaz Prnin,
con t € R. Luego 6(t) — %oo si t — *oo. O

Nota 2.10. Si J < 0 sdlo hay que cambiar el signo en el resultado de los limites.
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2.6.3. La solucién recorre la elipse de forma peri6dica
Proposiciéon 2.11. Eziste T > 0 tal que la funcion 6(t) cumple:

o(t + T) = 6(t) + 2,
para todo t € R.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que J > 0 (J < 0 solo afecta al sentido de
recorrido). Como # : R — R es biyectiva, entonces existe un unico 7' > 0 tal que

G(T) = 90 —|— ™,
con g = 6(0). Definimos ahora las funciones:

{el(t) = 0t+1T)
O2(t) = 6(t) + 2m.

Ambas son soluciones de:

J
0]
0(0) = 0o+ 2m.
Por el teorema de existencia y unicidad 601 (¢t) = 65(t), luego:
Ot +T) = 06(t) + 2, (2.11)
para cualquier ¢ € R. O

Proposiciéon 2.12. Si z(t) toma valores iniciales en la elipse (2.9), entonces z(t) = (x1(t), x2(t))
es periodica de periodo T .

Demostracion. La solucién tiene la forma,

{xl(t) = p(O(t))cosb
xo(t) = p(6(t))send

—~

t)
t),

donde p viene dado por (2.9) y por lo tanto p(6 + 27) = p(6).
Usando (2.11):

z1(t+T) = p(B(t+T))cosO(t+T) = p(6(t)) cos O(t) = z1(1).

—~

De la misma forma

Por lo tanto z(t) es periddica de periodo T O

Nota 2.13. Hemos demostrado ademds que T es el periodo minimo de la orbita.

2.7. Tercera Ley de Kepler

En lo que sigue tomaremos la constante J con signo positivo.

Teorema 2.14. Admitamos que z(t) recorre la drbita (2.9), que suponemos una elipse, y que por
lo tanto es periddica de periodo T. Entonces:

T = Z"ab, (2.12)

donde a > b > 0 son los semiejes de la elipse.
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Demostracion. En la Seccion 1.9 se demostrod que si A(t) es el area comprendida entre los angulos
6(0) y 6(t) de la orbita, entonces:

dA 1 dA 1

2= 2 5(0)%0(t —— =_] 2.1

o = PO = priat) (2.13)
Como 6(t) es periddica entonces 6(0) = 6(T') coinciden y A(T) es el area de la elipse. Integrando
(2.13) entre t = 0 y t = T resulta que

A(T) = %JT.

Se sabe que el area de la elipse es A(T) = wab luego:

2
T = 77Tab.

O

Teorema 2.15 (Tercera Ley de Kepler). FEl periodo de rotacion de un planeta alrededor del Sol
es proporcional a la potencia 3/2 del semieje mayor de la orbita.

Demostracion. Haciendo uso de (2.9) resulta lo siguiente:

i + i = a—L
l—¢ 1+4¢ T 1—e?

2a =
La distancia d del centro de simetria C al foco O de la orbita es (Figura 2.2):

d=a

_ —a—a(l—¢) = ae.
1+Eaa(€)a5

El semieje menor es b = va? — d?; luego b = av/1 — 2. Se sabe que:

Por otro lado de (2.9) se tiene que:

J2
k=g = J =VGMkE.

Como k = (1 — ?)a entonces J = \/GM (1 — €2)a. Asi

_ 2m/1-—e2a® 27 32
VGM(1 —e%a VGM

Nota 2.16. Observamos que T es el ano del planeta y M la masa del Sol.
Nota 2.17. En el curso de la prueba se establece que:

é:\/1—52.

a

De ahi se desprende que la excentricidad € mide cudnto se “aleja” la elipse de la circunferencia de
radio a.
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[)

Figura 2.2: Diversos valores en la orbita.

Figura 2.3: Anomalia real 6§ de P

2.8. Ecuacién de Kepler

Para un cuerpo en orbita eliptica alrededor de otro, la anomalia es el angulo que forma éste (o
su proyeccion sobre una curva adecuada) con un punto fijo del eje mayor de la orbita que se toma
como referencia.

De la primera ley de Kepler un planeta orbita en torno a un astro de masa mucho mayor
siguiendo una Orbita eliptica. Precisamente, el astro ocupa uno de los focos, en el eje mayor. La
anomalia real del planeta es dngulo que forma el vector de posicion OP desde ese foco O. Véase
la Figura 2.3.

Para describir el movimiento del cuerpo (planeta) se necesita calcular 6 en términos de t.

Como vamos a ver, lo que se mide mejor en términos de t es la anomalia excénirica del planeta,
que se observa desde el centro de simetria de la érbita y se dirige, no al planeta mismo, sino a su
proyeccion sobre la circunferencia de radio a (el semieje mayor de la elipse).

Para entender el papel de la anomalia excéntrica notamos que en coordenadas rectangulares
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Figura 2.4: Anomalia excéntrica u de P. En los ejes © = x1, y = xa.

la elipse observada desde el centro (0,0) de simetria es:

22 N 3 )
a? b2

Haciendo:

u € [0, 27],

T1 = acosu
To = bsenu

describimos la elipse completamente. Pero, jquién es el angulo u?

. a . .
Para averiguarlo notamos que el punto (z,z5) = (21, —x2) vace en la circunferencia:
» 2 9 b

Asi pues:
L1 = aCoSUu
xhH = asenu,

T1 = acosu

To = bsenu.
El paso P = (z1,22) — P’ = (x1,2}) consiste en proyectar, en la direccion del eje x4, la elipse
sobre la circunferencia de radio el semieje mayor a (Figura 2.4).

Ya hemos aclarado como se interpreta la anomalia excéntrica del satélite.
Vamos ahora a representar la elipse

luego:

k

P= 1+ ecos(d —w)’

en términos de la anomalia excéntrica. Podemos suponer, médulo una rotacién, que w = 0. El
centro de simetria es entonces C = (—d,0) (Figura 2.2).
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La elipse en coordenadas rectangulares es:

d2 2
(xl—’;) _'_ﬁ:]“
a b2

Empleando la anomalia excéntrica u resulta que:

T1+d = acosu
To = bsenu.

Recordando que b = av/1 — €2 (Seccion 2.7) se obtiene que:

T1,T2) = alcosu —e,v/1 —e2senu),
( ) =a( Vv

que es la elipse parametrizada por w.

2.8.1. La 6rbita en términos de la anomalia real

Para determinar la posicién del planeta en la 6rbita con respecto al tiempo se hace necesario
conocer 0 = 6(t). La anomalia real (¢) cumple la ecuacion diferencial:

kQ

r_
(1+ ecos(f — w))2‘9 =7

Integrando:

0 a5 _J t—t
/0 (14 ecos(s —w))? _ﬁ( —to),

donde, como w = 0, ¢ es el tiempo de paso por el pericentro (perihelio en el caso de la Tierra
alrededor del Sol).
Si F'(0) es la integral, entonces

F(6) = 25t~ 10), (2.14)

asi pues en vez de tener § = (t) tenemos la funcion inversa. La funcion F(6) se puede calcular
explicitamente pero su expresién resulta muy aparatosa a efectos préacticos.

2.8.2. La o6rbita en términos de la anomalia excéntrica

Para calcular v en términos de ¢ usamos que el momento angular es:
P20 =zl — xo]. (2.15)

Como p?0' =J y
1 = afcosu—e)

o = av1—e2senu,
se deduce de (2.15) que:

du
a’\/1—¢e2(1 — 5cosu)a =J,
que es una ecuacion diferencial para la anomalia excéntrica u. Suponiendo, como en el caso anterior,
que w = 0 y que ty es el tiempo de paso por el pericentro, resulta que:

J
a?y1 —¢e?

u—esenu = (t —to),
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que es una variante maés sencilla de la ecuacion de (2.14).
Para ¢ dado,
u—esenu = ¢

recibe el nombre de ecuacion de Kepler.
Se recuerda de la Seccién 2.7 que:

J =+/GMa(l — £?),
luego:
M

u—asenu:a?)—\//;(t—to) w=GM. (2.16)
Notese que u = 27 cuando t =ty + T (T el periodo de la 6rbita). Volvemos entonces a recuperar
la tercera ley de Kepler:

T = Zia?»/ 2
NG
al dar estos valores en (2.16).
Resumiendo, el movimiento en términos de la anomalia excéntrica es:

x1 = a(cosu — €)

To = av1 —e2senu
27r(t )

u—esenu = —(t —tg),
T 0

con ty tiempo de paso por el pericentro.



Capitulo 3

Introduccion al problema de los tres
cuerpos

En los capitulos anteriores nos hemos centrado en estudiar el problema de los dos cuerpos
(movimiento, periodo, energia, momento angular). En este capitulo nos dedicaremos a hacer una
pequena introduccién al problema de los n cuerpos, haciendo especial hincapié en el de tres cuerpos.

3.1. Formulacién del problema de los n cuerpos

En esta seccién generalizaremos la formulaciéon del problema anteriormente estudiado para n
cuerpos, estudiando su energia potencial y energia total.
Comenzamos fijando la posicién de cada cuerpo por una funcién vectorial:

riJ = R ri = (x4(t), yi(t), 2:(1)), 1<i<n.

Por la segunda ley de Newton:

n
"_ Gmim;(r; — i)
miri - = 3 )
) ‘. |7"j - Tz‘|
J=1j#i
donde vamos a designar el segundo miembro por F;(ry,re,...,7y).

Para que las ecuaciones tengan sentido, dos de los cuerpos no deben ocupar la misma posicién.
Por tanto, del dominio €2 de las ecuaciones deben ser excluidos los conjuntos:

Aijz{(’l“l,...,’/‘n)ERnZT‘i:’I‘j} 275]
Cada A;; es un subespacio vectorial de R3” de dimensién 3n — 3. Denotamos
A = Ui<icj<nlij.

Como A es union finita de subespacios entonces es un cerrado en R3" por lo que Q = R3" \ A es
abierto. Se conoce a A como el conjunto de colision.
Las soluciones del problema de n cuerpos son funciones C'*°

r: I CR—= R\ A, r=(r1,...,"n),

que cumplen

My = F(r),

29
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con:
/\/lzdlag (mllg,...,mnlg) F:(Fl,...7Fn),

donde “diag” significa “diagonal por bloques”, m; es la masa del cuerpo i—ésimo, I3 es la matriz
identidad 3 x 3. La regularidad C'*° de las soluciones es consecuencia directa de la estructura de
la ecuacion.

Proposiciéon 3.1. El campo F es conservativo, es decir existe una funcion C' V : Q — R tal que

F=-VV,
donde
vV =(0,V,...,0. V) V=V(r,...,™),
oV .
y o,V = es el gradiente de V' con respecto a las tres componentes x;,y;, z; de r;.

a’l“i

Demostracion. La eleccion:

ve- Y} Gmimj e q,

1<i<j<n i = 7]
cumple la propiedad buscada. O

Definicion 3.2. La funcion V' se denomina el potencial Newtoniano del problema de los n cuerpos.

Definiendo la energia cinética del sistema como:
1 n
T= Zmi\r;(t)ﬁ,
i=1

donde r(t) es una solucion, y la energia total:
E=T+YV,
resulta, al derivarla con respecto a t, que:
dE - " / - dV ! - 1 dV !
E:;mi<ri7ﬁ>+; dT'i’Ti Zi; miri+Tm’ri =0.

Por tanto, la energia total se conserva (hecho bien conocido de los campos conservativos).

3.2. Puntos de equilibrio

Estudiemos la existencia o no de puntos de equilibrio en el problema general de los n cuerpos.
Para ello debemos hacer uso del siguiente teorema.

Teorema 3.3 (Teorema de Euler). Sea Q C R? un cono' abierto y f : Q — R una funcion de
clase C' y homogénea de grado p: f(tx) = tP f(x) para t > 0, x € . Entonces

(Vf(z),z) =pf(x), z € Q.

1Es decir un conjunto Q tal que tx € Q para todo t > 0 si z € Q.
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Demostracion. Tomamos z € Q y la funcion C': t € (0,+00) ~ f(tx) = t*f(x). Derivando
respecto de t:

(2, Vf(t)) =p "~ f(z).
Tomamos ¢ = 1 y concluimos que (z,Vf(x)) = p tP~1 f(x). O

Teorema 3.4. El problema de los n cuerpos no tiene equilibrios.
Demostracion. Supongamos que r(t) = r* es constante y por lo tanto un equilibrio. Entonces:

v _
(97"1‘ B

0 1=1,...,n,

en r = r*. Observamos que ) = R3"\ A es un cono abierto. Asimismo que el potencial Newtoniano
V(r) es homogéneo de grado —1

V(try,...,trp) =tV (ry,...,m) t>0.

Luego si r* € Q es un equilibrio entonces, del Teorema de Euler:

n
°1%
0= —r; = =V(r"),
87“1' ! ( )
=1
que es imposible porque V (r*) # 0. Por tanto las ecuaciones no admiten equilibrios. O

3.3. Soluciones maximales

Una solucién maximal r(t), ¢ € I := (a,w), del problema de n cuerpos define la solucién
(r(t),v(t)) de la ecuacion:

{v';/\/l_lF(r). (3.1)

En el siguiente teorema estudiamos qué ocurre cuando las soluciones sé6lo tienen un horizonte de
existencia finito. Es decir si w < oo.

Teorema 3.5. Siw < oo y se define:
p(t) = dist (r(t),A),
con A el conjunto de explosion, entonces

lim p(t) = 0. (3.2)

t—w
La prueba hace uso del siguiente resultado de prolongabilidad (véase [4]).

Lema 3.6. Sea f: B(xg, R) C R™ — R™ una funcion continua y M = SUDE (4, ) |f|- Entonces,
toda solucion x(t) del problema:

o' = f(x)

x(0) = o,

se puede prolongar por lo menos al intervalo [-M/R, M/R).

El Teorema 3.5 se deduce del lema siguiente.
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Lema 3.7. Dados E y § > 0 ezxiste un nimero 7 = 7(E,J) tal que toda solucion r(t) de energia
E que cumpla p(0) > 0 estd definida en el intervalo [—7, 7).

Demostracion del Teorema 3.5. Si (3.2) no es cierto entonces existe ¢,, creciente tal que ¢, — w
donde p(t,) > § > 0 para cierto ¢. Si usamos el lema previo con la energia E de la solucién y ese
d preciso, la solucion estara definida en todo intervalo de la forma [t,, — 7, ¢, + 7] donde 7 esta
fijado por el lema. Desde que [t, —w| < 7/2 la solucion existe en [w,w + 7/2] lo cual no es posible
por la propia definicién de solucién maximal. O

Esbozo de la demostracion del Lema 3.7. Se trata de usar el Lema 3.6 en la ecuacion (3.1), para
hallar M y R, definiendo entonces 7 = M/R.
En la definicién del la bola del Lema 3.6 usamos la norma infinito:

|(r, 0)|oo = max{rj], v;]}.

En la bola B((r(0),v(0)), R) con R = §/4 podemos acotar la componente M~ F(r) de la ecuaciéon

(3.1) en la forma:
Ch

527
donde C) es una constante. Para acotar la primera componente de (3.1) en B((r(0),v(0)), R)
razonamos asi:

IMTIF(r)]o < (3-3)

4]
[Vl < v = v(0)]oc + [0(0)]oc < 7+ [0(0)]cc. (3-4)
Para acotar |v(0)|o usamos la energia:
ms|vs(0)]2 Gmlm] Gm;m;
— " < FE- )< E <FE —.
2 = +Z|m IO 2
1<j 1<]
Asi: o
2
v(0 < —, 3.5
[0(0)]oo < 7 (3.5)
donde Cj solo depende de E y 6. Juntando (3.3), (3.4) y (3.5) obtenemos:
¢, 6§ C
—1 1 2
(v, M F (1)) |00 < 52 + - +% =M,
y hemos terminado, porque M so6lo depende de E y 4. O
3.4. Momento de inercia y féormula de Lagrange-Jacobi
Sea r = (r1,...,7m,) : I — R3" solucién del problema de n cuerpos. El momento de inercia T

se define como: .
1
_izmi‘”(ﬂ|27 tel.
i=1
Derivando respecto de t
() = mi(ri(t),r(t)).
i=1

Volviendo a derivar:

(¢ Zmz|rz|2+2mZ ri(t),r! (t)).
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Sabemos que la energia cinética es T'(t) = 1 37" | m;|r}|? entonces:

I'(t) = )+ Zmz ri(t), 7! (t))

oV "
y COmO — == = myr; (t) tenemos
K2

(1) = Z 873 =2T(t) + V(r).
=1

Por lo tanto Z"(t) satisface:
T'(t)=2T +V =2E —V,

donde FE es la energia total, que es la identidad de Lagrange-Jacobi.

Proposicién 3.8. Todas las orbitas r : (a,w) — R3™ con energia E positiva y definidas para todo
tiempo futuro, es decir w = oo, tienden a infinito en el sentido de que

lim Z(t) = +o0.

t——+oo
Demostracion. Sabemos que Z”(t) = 2E —V y V < 0 entonces Z'(t) > 2E. Integremos Z" (t)
t t
/ 7"(s)ds > / 2Eds = T'(t) — T'(tg) > 2E(t — to) = Z'(t) > 2E(t — to) + Z'(to)-
to to
Integremos nuevamente
t t
/ T'(s)ds > / (2E(s —tg) +T'(to))ds = I(t) > E(t — to)* + I'(to)(t — to) + Z(to).
to to

Si aplicamos limites tenemos que:

lim Z(t) > lm (E(t —to)* +Z'(to)(t — to) + Z(tg) = +o0.

t—+o00 t——+o0

Como queriamos demostrar. O

3.5. Centro de masas

Partimos de una solucién cualquiera r = (ry,...,7rs) : I — R3". Definimos su centro de masas
C(t) como:
n
.
o) = z; erl(t),
im

donde M = """, m;. El centro de masas es por tanto una media ponderada de los vectores de
posicion.
Derivando dos veces con respecto a t:
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Ty — T4
M Z szm] m + Z Gmlmj m =0.

1,7=1,2>7 1,j=1,2<g

Por lo que C(t) = a+ f8t, a, 5 € R, es decir el centro de masas se desplaza con movimiento
uniforme. Asimismo, el momento lineal total del sistema:

Zmr = MC'(t),

S€ conserva.

3.6. Conservacion del momento angular

Sea r(t) = (r1(¢),...,7,(t)) una solucién del problema de n cuerpos y

c= Z mi(ri A7), (3.6)
i=1

el momento angular total del sistema.

Vamos a comprobar que c no depende del tiempo y por lo tanto se conserva. Para ello derivamos
(3.6):

n n

dc =
Zml rEAT A+ AT = Z(n ATy = Z(rl Amrl)

i=1 i=1

con lo que el momento angular total se conserva.

Nota 3.9. Al contrario que el caso del problema de dos cuerpos®, para n > 3 que se conserve el
momento angular no implica que el movimiento sea plano.

Nota 3.10. Si las posiciones iniciales r;(0) y velocidades iniciales v;(0) = r}(0) de los cuerpos
yacen en un plano:

<I’7p071)>:0 pOG]RSv U€R37

entonces la solucion r(t) del problema de n cuerpos yace en dicho plano para todo valor de t € I.
Es decir:

(ri(t) — po,v) =0 Vtel,

para i =1,...,n. Se omiten los detalles por brevedad.

2En el caso del problema general de dos cuerpos el movimiento observado desde el centro de masas siempre es
plano.
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3.7. Colapso total

Sea r = (r1,...,7y) una solucion del problema de n cuerpos definida en I = (o, w).
Se dice que ocurre un colapso total cuando las n particulas coinciden en un punto en un instante
dado, es decir, 3¢ € R? tal que

lim r;(t) =& i=1,...,n.

t—to

Si tg es el instante de colapso es evidente que ha de ser tg = a 0 g = w. Més aln:

por lo que el punto de colapso debe ser el centro de masas en el instante de colapso. A partir
de ahora tomaremos ty = w. Refiriendo todo el sistema al centro de masas, es decir haciendo el
cambio 7;(t) = r;(t) — C(t) podemos suponer que el centro de masas es idénticamente cero:

C(t) = mr(t) =0,
i=1

y en particular que £ = 0.

Teorema 3.11. Siuna solucion r(t) del problema de n cuerpos presenta colapso ent = w entonces,
necesariamente, w < oo.
Demostracion. Observamos el comportamiento del potencial y el momento de inercia, que deben
cumplir:

mgm;

Vi) =-G Y i -0,

o 0 =50
mientras:
I )
1(t) =5 Zmi|7“(t)i| — 0,
i=1
cuando ¢t — w. Usando la identidad de Lagrange-Jacobi,
I'"(t) =2E - V(r(t)), V <0,

se sabe que Jtg < w tal que I"(t) > 1 si t € (ty,w). Integrando dos veces:

t—1tp)?
I(t) > %-ﬁ-f/(to)(t—to)-l—f(to) t € [to,w).
Supongamos que w = oo, entonces
lim I(t) = oo,
t—o0
absurdo porque por hipétesis 1im;_,,, I(t) = 0. O

3.7.1. Un ejemplo particular de triple colisién

Situémosnos en el caso en que n = 3 y construyamos una solucién en la cual se produce el
colapso.
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Trabajaremos en el plano y usaremos notacién compleja z = z + iy. La solucién tomara la
forma 7;(t) = A(t)z;, j = 1,2,3, donde 21, 22, 23 forman un tridngulo equilatero. A tal fin se fija
z1 con |z| =1y:

2

29 = €2 z3 = €'%P 29 p= 5

Siendo z = €'¥ raiz ctibica de la unidad resulta que:
224+z241=0 = 21+20+23=0,

mientras |z; — z;| = /3 para j # k.
Suponiendo que las masas son iguales m; = my = m3 = m, al substituir r;(¢t) = A(t)z;,
i =1,2,3, en las ecuaciones del problema encontramos
3
N (t)z; = Gm Z

j=1,i#]

AO)(z —2z) _ Gmz
Nl -zl VBN

pues |z — z;| = v/3. La ecuacién resultante
” Gm

— _\/g)\z

es la del problema de dos cuerpos en el caso de colision que estudiamos en el Capitulo 1 (Teorema
1.12). Concluimos entonces que o bien hay colision triple al inicio y al final de la trayectoria, o
bien so6lo hay colapso al final o bien sélo colapso al principio de la misma.

Observemos que el momento angular total es nulo para este sistema:

3 3
c= Zmi(ri ATh) = m)\)\'Zzi Az =0.
i=1

i=1

Teorema 3.12 (Teorema de Sundman). Sea r = (r1,...,7,) una solucién del problema de n
cuerpos, con centro de masas fijo en el origen y que sufre un colapso total cuando t — w. Entonces
el momento angular es nulo.

Para demostrarlo se necesitan los siguientes lemas.

Lema 3.13 (Desigualdad de Sundman). Sea r = (r1,...,7,) una solucion del problema de n
cuerpos. Entonces:
lc|?* <4I(I" — E).

Demostracion. El momento angular es:

n

/

c= g m;x; \x;,
i=1

asi:
n

n
el < malwill2f] =Y (Vmala]) (Vimal2))-
i=1 i=1
Usando la desigualdad de Cauchy—Schwartz resulta:

le| < V2TV2I.

La identidad de Lagrange-Jacobi es I = 2T + V y como la energia total E =T + V se tiene que
I" =T + E luego T = I" — E. Usando esta relacién y la tltima desigualdad tenemos:

lc| < 2VIVT" — E.

La desigualdad deseada se obtiene elevando al cuadrado los dos miembros. O
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Lema 3.14 (Una desigualdad diferencial). Sea ¢ € C2[ty,w) una funcion que cumple

/ " ﬁ
P(t) >0, (1) <0, "(t) >a+ @) t € [to,w). (3.7)

Entonces

S0~ a(t) Sl S H, € o),
donde H = 3¢/ (to)? — av(to) — Blny(to).

Demostracion. Multiplicando los dos miembros de la tltima desigualdad en (3.7) resulta:

wl
w//wl _ a'l// _ /37 S 07
G
en decir:
d (1, ,5
7 \g(¥)" —ay—flny ) <0.
El resultado se deduce integrando la desigualdad entre ¢y y ¢. O

Demostracion del Teorema 3.12. De la desigualdad de Sundman se sigue, para t € [tg, w) que:

|ef?

2<41(I" - FE = >
o <41(" ~ B) >0

+ E.

Como I" — oo podemos suponer que I” > 0 para t cerca de w. Por otro lado, como I — 0 cuando
t — w debe cumplirse que I’ < 0 para t cerca de w. Aplicando el segundo Lema 3.14 resulta:

1
51’ —~EI—|cl’InI<H tE€ [ty,w).

Esto es imposible si |¢| # 0. Por tanto ¢ = 0. O

3.8. Soluciones circulares de Lagrange

En la Seccién 3.7.1 hallamos una soluciéon plana del problema de tres cuerpos con masas
iguales y colapso total. Ahora vamos a buscar soluciones planas de dicho problema que describen
movimientos periddicos en torno al centro de masas. Sin pérdida de generalidad supondremos que
éste se halla fijo en el origen. Por tanto

mqriy + maorg + msrg = 0.

Nos ocuparemos del caso en que los tres cuerpos giran simultanemente con la misma velocidad
angular w en torno al origen. Vamos a usar notacién compleja zi, 29, z3. Buscamos por tanto
soluciones que tienen la forma:

ri(t) =e“'z;  j=1,2,3.

El resultado principal es el que sigue.

Teorema 3.15. Sean z1, 22, 23 € R? puntos no alineados en el plano. Entonces
ri(t) = etz j=1,2,3,

es solucion del problema de tres cuerpos si y solo si se cumplen:
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i) El centro de masas estd en el origen:

miz1 + Moz + M3z23 = 0.

i1) Los puntos z1, 22, z3 son vértices de un tridngulo equildtero de lado d > 0.

GM

?,M=m1+m2+m3-

iii) |w| =
Uno se pregunta sobre la posibilidad de construir tales movimientos y el lema siguiente aclara

la cuestion.

Lema 3.16. Consideremos tres masas arbitrarias (positivas) mq, ma, ms y la distancia d > 0.
Entonces eziste un tridngulo equildtero —unico salvo rotaciones y simetrias— de lado d, de suerte
que si colocamos las masas en sus vértices entonces el centro de gravedad se localiza en el origen.

Demostracion. Suponemos que el lado mide d = /3. Para pasar al caso general bastara aplicar
una homotecia. El tridngulo equilatero mas general con ese lado tiene la forma,

21 =A+e? 2o =N+ we?, 25 =X+ we,

donde A es el baricentro del tridngulo y 6 el argumento del primer vértice visto desde el baricentro.
Se tiene entonces:

e (my + maw + mzw)

my21 + mozg +m3z3 =0 = A=-— i
Obtenemos . . )
; my + mow + Mmgw
) :619(17 m +me+njw)
29 = e (w— — ?\4 3 7)
25— ew(ﬂ) _m1+ m?&u + mgw)
Esto prueba la existencia y unicidad (médulo rotaciones y simetrias). O

Demostracion del Teorema 3.15. Verificamos que las condiciones son necesarias. En primer lugar,
es evidente que:

ri(t) =7 ()] = |zi — 25] == ri 5.
iwt(

La funcion r = €**(z1, 22, z3) es solucion si y solo si

—wzy = 3 (22 — Zl) + 3 (2’3 — Zl)
712 71,3
B Gm
—Wzg = —5— (21 — 22) + —5— (23 — 22) (3.8)
31 33
_ Gm m
—Wz3 = —3 1(21723)+ 3 2(22—23).
31 LER)

Si multiplicamos la primera ecuacién por mq, la segunda por ms y la tercera por ms3 y sumamos
tenemos que

mi21 + moze + mgzs =0,
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por lo que el sistema equivale a:

_ Gm m
—Wz] = 372(,22—21)4— 3 3(2’3—21)

1,2 1,3

_ Gm Gm
—W2y = —3 1(z1—z2)+ 3 3(23—,22)

21 33

miz1 + mozo + msz3 =0

Denotando z; = (z1,y;), que dichos puntos estén no alineados implica que los vectoresz =
(z1,22,23) e y = (y1,¥2,y3) son linealmente independientes. Por otra parte x, y son soluciones del
sistema A¢ = 0 donde

Gm2 Gm3 Gm2 Gmg

- E - T%,Q 7’?,2 7"11)’,3

A= Gmy _ Gmy Gmsz Gmg
7"%,2 - 7“:13,2 - 7’%,3 7":2)’73

mi ma ms

Como el espacio de soluciones { A = 0} tiene dimension 2 el rango de la matriz r(A) = 1. Por
ello los determinantes de las matrices:

Gm1 Gm3 G’m2 Gm3
3 3 3 3
71,2 73,3 1,2 73,3 ,
mi ms ma ms

valen cero luego 112 =713 = ro3 = d. Asi que si 7(t) es solucién y z1, 22 y 23 estdn ubicados en
los vértices de un tridngulo equilatero de lado d
Por ultimo, igualando a el determinante de A:
GM\*
detAzmg(w—d3> =0 = Wt = ——

GM
a3
Para verificar el reciproco se comprueba inmediatamente que si 21,22 y 23 cumplen i), ii) y

iii) entonces las funciones r;(t) = e™“'z;, j = 1,2, 3, definen una solucién del problema de los tres
CUerpos. O

luego |w| =

3.9. El problema restringido de los tres cuerpos

Estudiamos ahora la interaccién de dos cuerpos, llamados primarios, con masas mq > mg > 0
con un tercero —denominado planetoide— cuya masa mg es despreciable con respecto a los anterio-
res.

Nos enfrentamos a un problema de tres cuerpos con un parametro “pequeno’. En efecto:

1 1
r{ = Gmg (|r2 P (ro —71) + 57|7‘3 e (r3 — 7"1)>
e 1 ma 1
i = O\ G T e R )
Gmy Gmao
"o _ _
(T 7"3|3(r1 ra) |ro — 133 (ra = 1s),
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donde ¢ = % Como m3 < mo < my, al hacer ¢ — 0 obtenemos:

Gmg
7 _
= 7o —7"1|3(r2 )
Gm1
ry = = (r1 — 12
2 |T1 —T2|3( )
Gmy Gmg
= —(ry —7 —= (ry —r3).
3 |7“1—7“3|3( 1 3)+ |r2—7“3|3( 2 3)

Se observa en estas ecuaciones que las dos primeras estan desacopladas de la tercera. Rigen el
movimiento de los primarios y constituyen en si mismas un problema de dos cuerpos. La tercera
esta acoplada con las dos primeras.

El problema restringido de tres cuerpos consiste en estudiar el movimiento del planetoide r3
cuando se supone que los primarios r; y 72 estan en movimiento circular. El nombre fue introducido
por Henri Poincaré quien estudié intensamente el problema a finales del siglo XIX ([1])3.

3.9.1. Preparaciéon de las ecuaciones

Supondremos que el centro de gravedad de los primarios esta fijo en el origen (esto no supone
pérdida de generalidad). Tomamos 1 (t) y r2(t) conocidos y en movimiento circular, y la ecuacion
a estudiar es:

Gmq Gmyg
= ——————(r(t) — ——————(ra(t) — r3). 3.9
T3 ITl(t)—T3|3(rl( ) T’3)+ |r2(t)—r3|3(r2( ) 7/.3) ( )
Las funciones r1(t) y r2(t) toman la forma:
rj(t) = ™'z,
donde:
ma
(1—p)z1 +pze =0 ,u:ﬁ M = mq + ma.

De ahi 21 = —pulz, 2o = (1 — p)Az, Az = z5 — 21. Que r;(t) = e™'z;, j = 1,2, resuelvan las dos
primeras ecuaciones equivale a:
WAz =GM.

Cambiando el tiempo inicial podemos suponer que Az es real y positivo, es decir, Az = |Az|. Por
ello:
ri(t) = —e™ u|Az| ra(t) = (1 — p)|Az|.

Ahora hacemos el cambio: ‘
r3(t) = [Azle™((t), (3.10)

en la ecuacion (3.9) y obtenemos:

GM —u—¢ GM 1—u—-¢

" - ! 2
+ 2wi(" —w (= - . 3.11
A A T P T TAF I = 1P (310
Cambiando la escala de tiempos a t = wT la ecuacién pasa a ser:
- 1—py—
Y Sy e el Pl (3.12)

IC+ul®  [C+p—1)

3El tema de estudio de Poincaré, durante toda su carrera, fue la existencia y estabilidad de soluciones periédicas.
Esta materia excede con creces los objetivos del presente trabajo.
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en donde hemos usado que w?|Az[> = GM. Esta ecuacién escrita en “formato real” es:

—u—z l—p—=2
+ , 3.13
2+ pf =1 (31

J:(?';)

Los términos de la derecha son de hecho el gradiente de

2+ 2J7 =2+

donde z = (z,y) y:

1_
p_n
lz+pl  |z+p—1

1, 1
P(z) = §\Z| + 5#(1 )-

Es habitual anadir la constante final en esa forma.
Ahora se puede escribir la ecuacién como:

2+ 2J2 =Vo(2), 2z € R\ {—pu,1— pu}. (3.14)

3.9.2. Los cinco puntos de libracién
Comenzamos la integral de Jacobi.

Proposicion 3.17. La funcion:
T (2,0) = 2@(2) — |v]?,

constituye una integral primera de la ecuacion (3.14) cuando se hace v = 2.

Demostracion. Derivando J(z(t),2'(t)):

d
d;tj =2(V®(2),2') — 2(',2") = 4(JZ,2) = 0.
La ultima igualdad es consecuencia de que J es antisimétrica. O

A la fucién J se la denomina la integral (o constante) de Jacobi.
Nos ocupamos ahora de calcular las soluciones de equilibrio de la ecuacion (3.14). Estos cons-
tituyen, por definicién, los puntos de libracién del problema.

Nota 3.18. En virtud del cambio (3.10), las configuraciones de equilibrio de z dan lugar a solu-
ciones circulares del problema en la que los tres cuerpos giran con la misma velocidad angular.

Los puntos de equilibrio z no son otra cosa que las soluciones de la ecuacién:

zZ4+ W z+pu—1
z=(1- + . 3.15
( mv+uP A Pr—E (3.15)
Por simplicidad vamos a escribir p1 = |z + pu| y p2 = |z + p — 1].
Consideraremos dos situaciones diferentes.
Soluciones en el eje real
Buscamos los equilibrios z = (z,y) para los que y = 0. La ecuacién (3.15) es:
-1
2= (1—p)2tH T p (3.16)

+ .
e+ e 1P

Llamando g(z) a la funcién del segundo miembro se observa que:
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= g esta definida en los intervalos I} = (—o0, —u), Io = (—p, 1 — ) y Is = (1 — p, 00);

= g decrece estrictamente en cada uno de los intervalos por separado, siendo negativa en I,
positiva en Ig;

» |g| > o0 cuando x = —pox —1— p.

Resulta evidente entonces que (3.16), es decir:

T = g(l’),

admite inicamente tres soluciones z; € I;, i = 1,2, 3.

Mas atn g(0) = 0, g(0) > 0 6 g(0) < 0 dependiendo de si u =
vamente. Por tanto, la raiz intermedia zo = 0, z2 € (0,1 — p) 6 x4
w= %, w< % opu> %, respectivamente.

Conjuntamente con las soluciones circulares r;(t) = e™“'z;, j = 1,2, cada uno de estos equili-
brios z; da lugar —via (3.10)— a una tercera 6bita circular de suerte que los tres cuerpos escenifican
una coreografia en la que se mantienen alineados durante la rotacién. Es costumbre denotar
L; = (x;,0),i=1,2,3, a estos equilibrios.

n < % o> %, respecti-

1
2
€ (—u,0) dependiendo de si

Soluciones con componente imaginaria

Conviene escribir la ecuaciéon (3.15) en la forma siguiente:

(1_1—u u) _p(l—p) p(l—p)

H_EY BT . 3.17
P o3 03 (8.17)

Al cumplirse la ecuacion para un z = (z,y) con y # 0 llegamos a que:

(1_1—u M)x _oud=p) p(—p)

P p3 3
1—1p 3

Se sigue entonces que:

p(l—p)  p(l—p)

P P

de donde, en primera instancia sale que p; = ps. Al substituir en la primera obtenemos p; = py = 1.
De aqui se deduce que hay dos posibilidades L4, L5 para el equilibrio. A saber, aquellos dos puntos
que forman un tridngulo equilatero con (—pu,0) y (1 — u,0). Via (3.10) obtenemos en ambos casos
una coreografia para los tres cuerpos en la que éstos rotan formando un tridngulo equilatero. Esta
situacién ya habia sido explorada para un contexto méas general en la Seccién 3.8.

:07
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