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Resumen - Abstract
Resumen

La Teoria de Morse cldsica, desarrollada por Marston Morse, es un re-
curso eficaz que permite el estudio de las propiedades topolégicas de
una variedad diferenciable, mediante el andlisis de los puntos criticos
de ciertas funciones diferenciables. Robin Forman desarrollo una va-
riante discreta de la Teoria de Morse, dando asi lugar a una nueva teo-
ria con aplicaciones en matemdticas, biologia, entre otros. En este tra-
bajo se presenta la construccion de la Teoria de Morse discreta de For-
man aplicada a complejos simpliciales abstractos, asi como sus princi-
pales teoremas. Destacamos el Teorema del Colapso, las desigualdades
de Morse discretas, la homologia de Morse y algunas implementacio-
nes algoritmicas. En esta memoria se han realizado demostraciones de
resultados ya existentes en literatura, adoptando en algunos casos en-
foques diferentes. Ademds, se han resuelto ejercicios propuestos en la
bibliografia y se ha organizado la materia de forma que el enfoque sea
mds claro y preciso, desde el punto de vista matemdtico.

Palabras clave: Teoria de Morse discreta — Complejo simplicial — Ho-
mologia — Funciones de Morse discretas — Campos vectoriales gradien-
tes

Abstract

The classical Morse Theory, developed by Marston Morse, is a highly ef-
fective resource that allows the study of the topological properties of a
smooth manifold, by analyzing the critical points of certain differen-
tiable functions. Robin Forman developed a discrete variant of Morse
Theory, thus giving rise to a new theory with wide-ranging applications
in the fields such as mathematics, computer science, biology, among
others. This memoir presents the construction of Forman's discrete Mor-
se Theory applied to abstract simplicial complexes, along with its main
theorems. These include the Collapse Theorem, discrete Morse inequa-
lities, Morse homology, and some algorithmic implementations. In this
memoir, we have performed proofs of results already existing in the lite-
rature, adopting different approaches in some cases. In addition, exer-
cises proposed in the bibliography have been resolved and the subject
has been organized in such a way that the approach is clearer and more
precise, from the mathematical point of view.

Keywords: Discrete Morse Theory — Simplicial complex — Homology —
Discrete Morse functions — Gradient vector fields
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Introduccion

La Teoria de Morse clasica, que debe su nombre a Marston Morse [9], fue de-
sarrollada con el proposito de analizar la topologia de una variedad mediante el
estudio de los puntos criticos de ciertas funciones diferenciables en dicha varie-
dad. Sin embargo, esta teoria es mds conocida por John Milnor [8], quien posterior
a Morse demostr6 resultados fundamentales acerca de las variedades diferencia-
bles.

Robin Forman [5] desarollé una variante discreta de la Teoria de Morse, ob-
teniendo asi aplicaciones en diversos campos de las matematicas, informética o
incluso biologia. Muchos de los resultados cldsicos, como el Teorema del colapsoy
las desigualdades de Morse discretas, tienen andlogos discretos. La Teoria de Mor-
se discreta presenta ademds numerosos aspectos computacionales interesantes.

Enfocaremos este trabajo en la aplicacion de la Teoria de Morse discreta a
complejos simpliciales. Aunque esta restricciéon no abarca toda su generalidad (ya
que también se puede definir en complejos CW regulares), los complejos simpli-
ciales resultan mas accesibles.

El primer capitulo comienza con la nocién fundamental sobre la que se cons-
truye la teoria, los complejos simpliciales. Introduciremos ademas algunas de sus
principales propiedades, destacando la caracteristica de Euler, la homotopia sim-
ple y la colapsabilidad. En particular, estaremos interesados en los complejos sim-
pliciales abstractos. Seguidamente, introduciremos conceptos del édlgebra lineal
como la definicion de espacio vectorial generado por un conjunto, que nos permi-
tirdn definir la homologia de un complejo simplicial. Para facilitar los calculos utili-
zaremos coeficientes en Z,, aunque para un cuerpo arbitrario el desarrollo teérico
es similar. En esta seccién se definirdn ademads los denominados ntimeros de Betti
y su relacion con la caracteristica de Euler.

En el Capitulo 2 se presenta una breve motivacion de la Teoria de Morse cldsi-
ca sin centrarnos en sus demostraciones. A continuacion se presenta la construc-
cién de Forman de la Teoria de Morse discreta, con temas como las funciones de
Morse discretas o sus campos vectoriales gradientes asociados. En particular se
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hablara de los diagramas de Hasse. A modo de cierre se incluye una breve seccion
sobre los subcomplejos de nivel, que seran de interés para resultados posteriores.

El tercer capitulo estd dedicado a los principales teoremas de la Teoria de
Morse discreta, haciendo hincapié en el Teorema del colapso y las desigualdades
de Morse discretas (débiles), que relacionan el niimero de simplices criticos de una
funcién de Morse discreta con los ntimeros de Betti del complejo simplicial, asi
como el método de cancelacion de simplices criticos para simplificar la estructura
de un complejo simplicial sin cambiar sus propiedades topoldgicas. Terminamos
estableciendo una manera de estudiar la homologia simplicial mediante la Teoria
de Morse discreta.

En el Capitulo 4 se presentan algunos algoritmos que pueden implementarse
para realizar cdlculos usando la Teoria de Morse discreta. Se introducird la Teoria
de Morse discreta aleatoria y se presentan ademas otros algoritmos para construir
campos vectoriales gradientes. Existen mas posibilidades relacionadas con homo-
logia simplicial u homologia persistente, pero se escapan de los objetivos de este
trabajo.
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Complejos simpliciales y homologia

En este primer capitulo introducimos algunos fundamentos relacionados
con los complejos simpliciales y su teoria de homologia. Nos centraremos en los
complejos simpliciales abstractos usando los complejos simpliciales geométricos
Unicamente para su representacion.

1.1. Fundamentos de los complejos simpliciales

Comenzamos la seccion con la definicién de complejo simplicial abstracto.

Definicion 1.1. Sea n un niimero entero no negativo. Se define [v,] := {vy, V1,..., Un}
como cualquier conjunto de n+ 1 elementos. Un complejo simplicial (abstracto) K
en [v,] es una coleccién de subconjuntos no vacios de [v,] verificando:

(a) sic € Kyt <0, entoncest € K;
(b) {vi} € K para todo v; € [vy,].

A los elementos de K los llamaremos simplices. A los elementos de la forma {v;} los
llamaremos vértices.

Veamos a continuacién un primer ejemplo.

Ejemplo 1.2. Sea K := {{vo}, {v1}, {vo}, {us}, {va}, (v, v2}, {v1, va, {vo, v}, {us, va}, {12,
va}, {vo, U2}, {v1, U2, v3}}. Es facil comprobar que K es un complejo simplicial.

Observacién 1.3. Un n-simplice geométrico es la envolvente convexa de un con-
junto de (n + 1) puntos {ay, ..., a,} geométricamente independientes en R". Intui-
tivamente hablando son puntos, segmentos, tridngulos, tetraedros y sus generali-
zaciones n-dimensionales, que permiten construir la realizacién geométrica de un
complejo simplicial abstracto K sin mds que considerar tantos puntos geomeétri-
camente independientes como vértices haya en K, y luego tomar los p-simplices
geométricos correspondientes a los simplices de K. Esto permite representar los
complejos simpliciales abstractos con cualquier figura homeomorfa a esa realiza-
cién geométrica, sin olvidar su estructura simplicial.

El complejo simplicial K del Ejemplo 1.2 viene dado por la representacion:
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Uy U2
Vo
U3 U1
Definicion 1.4. Dado un simplice o = {vg, v1,..., Vp} de un complejo simplicial K, se

define ladimension deo, denotado por dim o, como el entero no negativo p, es decir,
dimo = |o| -1, donde|o| denota al cardinal de o. Diremos también que o es un p-
simplice, y cuando queramos remarcar esto lo denotaremos o'P). La dimensién del
complejo simplicial K se define como

dim K = max{dimo : 0 € K}.
A todo complejo simplicial de dimension 1 lo llamaremos grafo. Denotando por c,

al numero de p-simplices del complejo simplicial K, definimos el c-vector K por
cx = (cg, C1,...,Cpn), con n=dim(K).

Ejemplo 1.5. Para n un nimero natural se define el n-disco simplicial como A" :=
P([vn]) \ {@} v la n-esfera simplicial como S”:= A"\ {[v,,1]}, complejos simpli-
ciales de dimension n.

s° st S
Las siguientes definiciones nos serdn de utilidad.

Definicion 1.6. Dados dos complejos simpliciales K y L, diremos que L es un sub-
complejodeK si L< K.

Ejemplo 1.7. Para todo entero no negativo, el i-esqueleto de un complejo simpli-
cial K, definido por K* = {o € K : dimo < i}, es un subcomplejo de K con dimen-
sién a lo sumo i. N6tese que si dim K = n, entonces K* = K, para todo i = n.

Para el complejo simplicial K del Ejemplo 1.2, se tienen el 0-esqueleto y 1-esqueleto
de K de la forma:
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Vs U2 ) V4 V2 y
0 . . . 0
K K°

Definicién 1.8. Sean o, 1 dos simplices de un complejo simplicial K. Diremos que o
escaradet (0 queT es cocara de o) si o < 1. Lo denotaremos por o < 1. Ademads,
sio esuna caradet condimo < dim7, al niimero dimt — dimo se le conoce como
codimension de o con respecto at. Si un simplice de K no es cara de ningtin otro
simplice de K, diremos que es un simplice maximal de K.

Definicion 1.9. El borde de un simplice o de un complejo simplicial K se define co-
mo el siguiente conjunto de simplices:

0(0) :={v e K:v esuna cara de codimensioén 1 de o}.

Cabe destacar que 0(o) no es un subcomplejo simplicial de K, salvo que dim(o) = 1.
En la siguiente definicién, 2?([v,]) denotara el conjunto de las partes de [v,,].

Definicién 1.10. Si H € Z2([v,]) \ {®}, el complejo simplicial generado por H, de-
notado por (H), es el menor complejo simplicial que contiene a H.

Observacion 1.11. Nétese que si H es un complejo simplicial entonces por defini-
cion (H) = H.

Definicion 1.12. Sio es un simplice de un complejo simplicial K, llamaremos clau-
sura de o al subcomplejo generado por o, es decir, o :={ve K:v <o} = ({o}).

Ejemplo 1.13. El n-disco simplicial A" definido en el Ejemplo 1.5 se puede escribir
como la clausura del n-simplice o™ ={vg,v1...,v,}, estoes, A" = g,

1.1.1. Caracteristica de Euler

En esta seccion veremos como asociar un numero entero llamado caracte-
ristica de Euler a todo complejo simplicial. Este ntimero es de gran relevancia en
topologia al tratarse de un invariante homotépico.

Definicion 1.14. Sea K un complejo simplicial n-dimensionaly sea c;(K) el niimero
de i-simplices de K. La caracteristica de Euler de K, denotada por y(K), se define
como

n .
X(K) =) (D' (K).

i=0
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Ejemplo 1.15. Sea n = 3 un numero entero y sea C, el complejo simplicial de-
finido en [n — 1] con simplices maximales dados por {vy, v1},{v1, v2}, {12, v}, ...,
{vn-2, Vn-15{vn-1, vo}.

/\

Cs Cy Cs

Como C, es un grafo que contiene n simplices 0-dimensionales y n simplices 1-
dimensionales, su caracteristica de Euler es y(C,) =n—-n=0.

Ejemplo 1.16. Dados 0 < k < n enteros, el nimero de formas de elegir k objetos de
entre n objetos viene dado por

n\| n!

k| (n—k)k!

A este valor se le conoce como coeficiente binomial y verifica propiedades cono-
cidas como

m_ (ol + n-1 (Regla de Pascal) ol " aral<k<n
k| \k=1)"| & |58 Vo lk) T \n—g) PEEEEEET

I’l+1) i'

Teniendo esto en cuenta y sabiendo que el n-disco simplicial tiene ( i1

simplices, podemos calcular su Caracteristica de Euler como sigue.

B -

X(A):;)(_D(Hl - i+1

(ALl )=

Ademds, como la n-esfera simplicial S” es simplemente S” = A**1\ {g(** 1},
se deduce que para todo entero no negativo 7,

YA +1=2 sinespar,
Y(A"™1)—1=0 sinesimpar.

x(S™ = {

1.1.2. Homotopia simpley colapsabilidad

Aligual que en el resto de las ramas de las matematicas, la topologia algebrai-
ca tiene nociones de equivalencia. En nuestro caso, para conocer qué significa que
dos complejos simpliciales sean equivalentes, estaremos interesados en el tipo de
homotopia simple.

Definicién 1.17. Sea K un complejo simplicial y {cP~Y, 1P} un par de simplices en
K con o una cara det y o no es cara de ningtin otro simplice. Entonces K \ {0, 7} es
un complejo simplicial llamado colapso elemental de K. Denotaremos en este caso
K \\ K\ {o,1}. Equivalentemente, diremos que K es una expansion elemental de
K\ {o,1} y lo denotaremos por K \ {o,1} / K. Al par {0, 7} se le denomina par libre.
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Se tiene entonces la siguiente definicion.

Definicién 1.18. Sean K y L dos complejos simpliciales. Diremos que K y L tienen
el mismo tipo de homotopia simple, denotado por K ~ L, si existe una sucesion de
colapsos y expansiones elementales entre K y L (o bien si K = L).

En el caso en el que L = {{v}}, decimos que K tiene el tipo de homotopia simple de
un punto y denotaremos K ~ .

Noétese que la homotopia simple es una relacion de equivalencia en el con-
junto de todos los complejos simpliciales.

Ejemplo 1.19. La clausura de un simplice tiene el tipo de homotopia simple de un
punto. Vedmoslo para el 2-simplice, si bien el proceso es facilmente generalizable.

A~ N\~

Ejemplo 1.20. En el Ejemplo 1.15 definimos una coleccién de complejos simplicia-
les C,,. Se tiene que C,, ~ Cy,, para cualquier n, m = 3 En particular, veamos a través
de colapsos y expansiones elementales que C3 ~

NN /T

Procediendo por induccién sobre n y utilizando el mismo conjunto de colapsosy
expansiones anteriores se obtiene que C,, ~ Cj41.

Un concepto muy util en topologia algebraica es el de invariante homot6pico.

Definicién 1.21. Sea K un complejo simplicial. Una aplicacion a que asocia un ni-
mero real a(K) a todo complejo simplicial K se dice que es un invariante de homo-
topia simple si K ~ L implica que a(K) = a(L).

Un ejemplo de aplicacién que no es invariante de homotopia simple puede
ser la dimension o el nimero de vértices de un complejo simplicial. Sin embargo,
la caracteristica de Euler, como era de esperar, si que lo es.

Proposicion 1.22. La caracteristica de Euler es un invariante de homotopia simple.

Demostracion. Basta probar la invarianza para un colapso elemental, pero esto es
claro, ya que al colapsar un par libre formado por simplices de dimensiones con-
secutivas, la caracteristica de Euler no varia. O

Ejemplo 1.23. Sabemos que A" ~ % (ver Ejemplo 1.19), luego se tiene que y(A") =
x(*) =1, para todo valor de n, como ya habiamos comprobado en el Ejemplo 1.16.

La Proposicion 1.22 nos proporciona una forma de probar que dos complejos
simpliciales no tienen el mismo tipo de homotopia simple.
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Ejemplo 1.24. Del ejemplo 1.16 sabemos que y(S!) = 0y que y(A?) = 1, luego porla
Proposicién 1.22, St < A2, Sin embargo, de momento la caracteristica de Euler no
nos permite distinguir si S! y S° tienen el mismo tipo de homotopia simple, ya que
x(SH =y =0.

A continuacion introduciremos un tipo especial de homotopia simple, ob-
tenida cuando se utilizan exclusivamente colapsos para simplificar un complejo
simplicial K a un punto.

Definicién 1.25. Un complejo simplicial K es colapsable si para algtin vértice {v} €
K existe una sucesion de colapsos elementales de la forma

K=Ky \\Ki \\-* \ Ky—1 \ K, = {{v}}.

Lo denotaremos por K "\ .

Observacién 1.26. Evidentemente, si un complejo simplicial es colapsable tiene el
tipo de homotopia simple de un punto. Se podria pensar que el reciproco también
es cierto, pero el gorro de burro (Dunce Hat) D es un ejemplo de que no lo es.

Vo

%] U2

U1 U1

Vo Vo
U1 U2

Se puede comprobar que (D) =8—-24+ 17 = 1. Sin embargo, D no es colapsable.
La prueba de este resultado es un poco técnica, ya que hay que tener cuidado en
eliminar la sucesion adecuada de pares libres en el orden correcto. Bruno Bene-
detti y Frank H. Lutz [4] demostraron que el orden en que se realizan los colapsos
marca una diferencia.

Definicion 1.27. Sean K y L dos complejos simpliciales sin vértices en comtin. Lla-
maremos join de K y L al complejo simplicial dado por

KxL={o,T,o0Ut:0€ K, T€eL}

Claramente, dimK * L=dimK +dim L + 1.

Observacion 1.28. Si en la Definicion 1.27 consideramos L = {{v}}, con {v} un vérti-
ce que no estd en K, denotaremos CK = K * {{v}} y lo llamaremos cono de K. Asi,
dimCK =dimK + 1.

Otro caso especial de join es la suspension de un complejo simplicial.

Definicion 1.29. Sea K un complejo simplicial y sean {v}, {w} vértices distintos que
no estdn en K. Se define la suspensién de K como ZK := K * {{v}, {w}}.
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Ejemplo 1.30. Este ejemplo nos ayudara a ver la suspension de K como dos conos
en K unidos por la “base”. Sin embargo, 2K no debe confundirse con el doble cono
de K, yaque dimC(CK) =dimK+2y dimXK =dim K + 1.

Vo v v
VAN ,
U2 14 4] 1) U1 Uy
Vo ‘p

w

El siguiente objetivo serd probar que, como indica la intuicién, el cono de
cualquier complejo simplicial es colapsable. Para ello veamos un interesante re-
sultado previo.

Lema 1.31. Sean K un complejo simplicial y 0 un simplice maximal de K. Si CK =
K = {{v}}, entonces CK \,CK \{o,0 U {v}} = C(K\ {o}).

Demostracién. Como o es un simplice maximal de K, se tiene que o U {v} es un
simplice maximal de CK y 0 no es cara en CK de ningin otro simplice. Luego
{o,0 U {v}} es un par libre de CK y por tanto CK \, CK \ {0, 0 U {v}}.

Ademas, C(K \ {0}) equivale a afiadir el vértice {v} a todos los simplices de K salvo
a o,y por tanto coincide con CK \ {o,0 U {v}}.
O

Proposicion 1.32. El cono sobre cualquier complejo simplicial K es colapsable.

Demostracion. Demostramos el resultado por induccién sobre 7, siendo 7 el na-
mero de simplices de K.

- Para n =1, K estd formado por un tinico simplice, en particular un 0-simplice.
El cono sobre K es claramente colapsable por ser la clausura de un 1-simplice.

- Supongamos que el cono de todo complejo simplicial K con n — 1 simplices es
colapsable.

- Consideremos K un complejo simplicial con n simplicesy CK = K *{{v}}. Como
hemos visto en el Lema 1.31, si 0 € K es un simplice maximal de K, entonces
CK\\CK\{o,0u{v}} = C(K\{o}), que por la hip6tesis de induccion es colap-
sable. Por tanto, CK \, CK \ {o,0 U {v}} \ *.

O

Obsérvese, por ultimo, que la suspensiéon de K no es en general colapsable,
pero si existen subcomplejos colapsables K; y K> de 2K, dos conos, tales que K; U
K, = ZK (ver Ejemplo 1.30).
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1.2. Homologia simplicial con coeficientes en Z,

1.2.1. Conceptos del dlgebra lineal

En primer lugar repasaremos las herramientas del dlgebra lineal que nos per-
mitirdn definir la homologia. Comenzaremos recordando el concepto de espacio
vectorial generado por un conjunto y lo haremos usando coeficientes en el cuerpo
Z, por motivos de computabilidad, como explicaremos mdés adelante. En caso de
utilizar coeficientes en un cuerpo arbitrario puede realizarse un desarrollo tedrico
similar.

Definiciéon 1.33. Dado un conjunto finito S = {s1,..., s,}, definimos el espacio vec-
torial generado por S con coeficientes en Z, como

Los elementos de V (S) se denominardn vectores, y V(S) es un espacio vectorial de
dimensioén n con las operaciones

(L1S1+ -+ bySp) + (tyS1+ -+ 1,80) = (L + 1) s1+ -+ (En + 1) 8,
c-(fysy+--+tysp)=(c-t1)s1+---+(C- ty)sp.

Los sy,...,s, € V(S) se denominan vectores bdsicos, y si v = t;s) +--- + t, S, se dice
que (ty,..., t;) son las componentes de v respecto de la base {sy, ..., Sp}.

Dados V(S), V(S') espacios vectoriales generados por Sy S, respectivamente,
diremos que una aplicacién A: V(S) — V(S') es una transformacién lineal si para
cada par de elementos v, v’ € V(S), se tiene que A(v + v') = A(v) + A(V)).

Noétese que si v € V(S) y denotamos por 0 al neutro para la suma, entonces
A(0)=A(v+v)=A) + A(v) =0, porlo que A(—v) = A(v) = —A(v).

Observacion 1.34. Las transformaciones lineales pueden representarse mediante
matrices, cuyas columnas representan las componentes de la imagen de los vec-
tores basicos del espacio vectorial de partida en términos de la base del espacio
vectorial de llegada. Es importante tener en cuenta que la matriz depende de las
bases elegidas.

Ejemplo 1.35. Para S = {s1,52,53,84} y S’ = {8}, 53,53} consideremos una transfor-
1001

macion lineal f : V(S) — V(S') con matriz asociada A=|1110]. Se tiene que
0111

f(s1) = s+ 55, f(82) = f(83) = 5, + 85, f(s4) = 5] + 55.

Dada una transformacion lineal A: V(S) — V(§), estaremos interesados en
el subespacio vectorial

ker(A):={xeV(S): A(v) =0} < V(S),
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denominado nucleo de A. Llamamos a su dimensién la nulidad de A, denotada
por null(A).

También serd de interés el rango o imagen de A, que es el subespacio vecto-
rial Im(A) = {y € V(§') : existe x € V(S) tal que A(x) = y} € V(S). Llamamos rango
de A aladimensién de Im(A), denotado por rank(A), que coincide con el rango de
la matriz asociada.

Podemos decir de manera intuitiva que la nulidad podra detectar y contar
todos los agujeros potenciales en una dimensién dada. Para ello, utilizaremos el
teorema dado a continuacion.

Teorema 1.36 (Teorema de rango-nulidad). Sea A: V(S) — V(S') una transforma-
cion lineal con matriz asociada de orden m x n. Entonces, rank(A) + null(A) = n.

Como ya hemos dicho, rank(A) coincide con el rango de la matriz asociada,
y para calcularlo realizamos operaciones elementales en las filas de la matriz, ob-
teniéndola asi en su forma escalonada. Podremos asi aplicar que el realizar opera-
ciones elementales en las filas de una matriz A no cambia su rango.

Ejemplo 1.37. Recordemos la matriz A del Ejemplo 1.35. Podemos obtener su for-
ma escalonada del siguiente modo:

1001 . 1001 . 1001
A=(1110l 28 (o111 25 o111]=4".
0111 0111 0000

Tenemos que la matriz escalonada A’ se reduce a dos filas distintas de cero, luego
rank(A) = 2. Aplicando el Teorema 1.36 obtenemos que null(A) =4 -2 = 2.

Recordemos por tltimo la suma directa de espacios vectoriales, concepto que
serd de utilidad en la siguiente subseccion.

Definici6n 1.38. Sean U, U’ subespacios de un espacio vectorial V. Se define la su-
ma de estos espacios vectoriales comoU + U :={u+u' :ueU,u' € U'}.

Ademds, se dice que V es la suma directa de U y U’, escrita como V = U & U’, si
V=U+UyUnU ={0}.SiT:-U—-VyT :U — V' sedefineToT :UsU — VeV’
como(TeT(u+u'):=Tw)+TwW.

Proposicion 1.39. Sean T: U — V y T': U' — V'. Entonces, null(T ® T') = null(T) +
null(T") y rank(T & T') = rank(T) + rank(T").
1.2.2. Homologia simplicial. Numeros de Betti

En esta subseccion seguiremos formalizando la intuicién de lo que es un
“agujero” en un complejo simplicial. Para ello, introducimos en primer lugar el si-
guiente concepto algebraico.
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Definicion 1.40. Un complejo de cadenas (de espacios vectoriales) C = (V;,0;) es
una sucesion de espacios vectoriales {V;}ienujoy con coeficientes en un cuerpo Xy
una sucesion de transformaciones lineales {0; : V; — Vi_1}ienuio}

9; 9; 9;- 9 9 )
NNCAR S VANLINS A = NP VAN /AN V11 )

verificando 0° = 0;_100; = 0 para todo i € N.

En este trabajo consideraremos espacios vectoriales con coeficientes en Z,
salvo que se indique lo contrario.

Definicién 1.41. Sean C = (V;,0;),C' = (V/,0’) dos complejos de cadenas. Un homo-
morfismo de complejos de cadenas [ : C — C' consiste en una familia de transfor-
maciones lineales f = {f; : V; — V/} que hacen el siguiente diagrama conmutativo.

0; 0;
Vis1 —5 Vi — Vig —— -
fir1 fi fi1
! \744 v ...
i+1 i i—1
oo

Estoes, 0’0 f; = fi_100; paratodo i € N.

Cabe destacar que la identidad en un complejo de cadenas C es el homomor-
fismo 1¢ = {1y, : V; — V;} : C — C, mientras que la composicion de dos homomor-
fismos de complejos de cadenas C L8 cres gof=1giofi:Vi—-V/'}:C—C".
Definicion 1.42. Si C = (V;,0;) es un complejo de cadenas y para todo i € N U {0}

tenemos V; € V; subespacio vectorial con 8; (V) € V;_, (i € N), podemos definir &', =
0;v:. Diremos que el complejo de cadenas C' = (V/,0}) es un subcomplejo de C.

Definicién 1.43. Se dice que un complejo de cadenas C = (V;,0;) escinde en sub-
complejos de cadenas C' = (V},0,) yC" = (V/",0!) si V; = V! @ V" para todo i.

Para todo complejo de cadenas es posible definir una sucesién de espacios
vectoriales (que llamaremos de homologia) de la forma siguiente.

Definicién 1.44. Dado un complejo de cadenas C = (V;,0;) ienujo}, para todo entero
no negativo p se define:

(i) Z,(C) = ker(0), subespacio de p-ciclos de C.
(i) By(C) = Im(0p+1), subespacio de p-bordes de C.

Como 82 = 0, se tiene que B, (C) es subespacio vectorial de Z,(C) y por tanto
podemos definir:



1.2 Homologia simplicial con coeficientes en Z» 11

Definicion 1.45. Dado un complejo de cadenas C = (V;,0;), para todo entero no ne-
gativo p el espacio vectorial cociente H,(C) = Z,(C)/By(C) se denomina p-ésimo
espacio vectorial de homologia de C.

Observacién 1.46. Si C es un complejo de cadenas y consideramos su p-ésimo es-
pacio vectorial de homologia, entonces

dim(H,(C)) = dim(Z,(C)/B,(C)) = dim(Z,(C)) — dim(B,(C)) =
=null(@) —rank(0p+1).
Todo homomorfismo de complejos de cadenas f : C — C’ induce la siguiente
transformacion lineal entre los espacios vectoriales de homologia:
f* . Hp(c) - Hp(C,)
(2] = [fp(2)]
La transformacion lineal f. estd bien definida pues f,(Z,(C)) < Z,,(C’ ) y es inde-
pendiente del representante elegido ya que f,(B,(C)) € B,(C").
Ademds, esta asignacion tiene caracter funtorial, esto es, (1¢)« = 1m,) Y (g0 )« =
g« o f« 1 Hy(C) — H,(C") para todos C ER c' L

Un concepto que nos serd de mucho interés para nuestro objetivo de identi-
ficar los “agujeros” de un complejo simplicial es el siguiente.

Definicion 1.47. Dado un complejo de cadenas C, para todo entero no negativo p,
a la dimension de H,(C) se le conoce como p-ésimo niimero de Betti de C.

Como consecuencia directa de la Observacion 1.46 y de la Proposicion 1.39
se obtiene el siguiente resultado, que nos serd de utilidad.

Lema 1.48. Si un complejo de cadenas C = (V;,0;) escinde en C' = (V/,0;) y C" =
(V!",0;), entonces b;(C) = b;(C') + b;(C").

Veremos ahora como asociar un complejo de cadenas a un complejo simpli-
cial dado. Esto permitirad definir la homologia del complejo simplicial.

Dado un complejo simplicial K, denotemos por K; al conjunto de sus i-
simplicesy por ¢; al cardinal de K;, esto es, ¢; = |K;|. Para todo entero no negativo i
podemos considerar el espacio vectorial generado por K;, denotado por V(Kj;). El
operador borde se definira de la siguiente manera.

Definicion 1.49. Dado o = {vy,...,vp} un p-simplice de K, se define el operador
borded, : V(K,) — V(K,-1) como

0 sip=0,

_J o
Op(0) = Y {vo,.eer Diyenny Up}t Sip#0
i=0

y extendiéndolo por linealidad, donde ¥; denota excluir v;.
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Notese el paralelismo entre el borde ahora definido y el introducido para sim-
plices en la Definici6n 1.9.

Proposicion 1.50. El operador borde verifica que d,,—1 00, =0, para todo p = 1.

Demostracion. Veamoslo iinicamente para los generadores. Consideremos un sim-

plice o = {vg, v1,..., v} yseat = {vy,..., Uj,..., Uj,..., Uy} una (n—2)-cara de 0. Se
tiene que 7 es cara de {vy, ..., U;,..., vn}y{vo,...,lfj,..., vn}, porlo que aparece exac-
tamente dos veces en (0,,-1 00))(0) y por tanto (0,-100,)(0) =0. |

Asi, dado un complejo simplicial K, se obtiene el complejo de cadenas C(K) =
(V(K;),0) asociado a K (con coeficientes en Z5) de la forma:

O0it 0; 0i_ 0 0 0
L VKG) S VIKL) =5 . B V(K = VK = 0.

Podemos entonces definir la homologia de un complejo simplicial como la
homologia del complejo de cadenas asociado.

Definicion 1.51. Dado un complejo de cadenas C(K) = (V(K;),0) asociado al com-
plejo simplicial K, para todo entero no negativo p, se define:

(i) Z,(K) = ker 0,, subespacio de p-ciclos de K.
(i) By(K) = Im 0y, subespacio de p-bordes de K.

De aqui, definimos el p-ésimo espacio vectorial de homologia de K como
Hy,(K) = Zy(K)/ By (K),
y obtenemos el p-ésimo niimero de Betti del complejo simplicial K como
by (K) =dim Hy(K) = null 0, — rank 0.

Ejemplo 1.52. Consideremos la 2-esfera simplicial K = S2.

21

U2 U3
Vo

Denotemos por v; = {v;}, e;j = {v;, vj}, coni €{0,1,2}, j €{1,2,3}y fijx = {vi, vj, vih
conie{0,1},je{l1,2}, ke {2,3}. Se tiene que

Ko ={vo,v1,12,u3}  Kj ={ep1,e02, €03 €12,€13, €238 Ko = {fo12, fo13, foes, f123}

Esto induce el complejo de cadenas 0 9 V(K>) % V(Ky) o V(Kp) %=0 0. Sabiendo
que 0; : V(K;) — V(K)p), se tiene por definiciéon

O1(eo1) =vo+v1  O1(ep2) =vo+v2  0O1(ep3) = vo+ s,
Oi1lerx)=v1+v2  O1(e1z3)=vi+vs  01(exs) =va+uvs.

Obtenemos la forma escalonada de la matriz asociada a 0; como sigue:
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111000 111000 111000 111000
100110 m+r [011110] B+r, 011110 B+r 011110
o1o101|  Joto1o01| “foo1o011| |oo1011]
001011 001011 001011 000000

015

Asi, rank(0,) = 3, y por el Teorema 1.36 se tiene null(0,) =6 -3 = 3.
Por otro lado, 9, : V(K>) — V(K;), donde

02(fo12) = eo1 +epz+e1z  02(f013) = eo1 + €p3 + €13
02(fo23) = eo2 + eg3 + €23 02(f123) = e12 + e13 + ex3.

La forma escalonada de la matriz asociada a 0, se obtiene como sigue:

1100 1100 1100 1100 1100
1010 0110 0110 0101 0101
0110 m+Fr |0110] B5+F, |0000| —>F, [0011] F4,+F5 |OO11

2=11001 FatF, [0101] m+r, [0101| mer |0110| E+5, 0000
0101 0101 0000 0000 0000
0011 0011 0011 0000 0000

Aplicando de nuevo el Teorema 1.36 se tiene que rank(d2) =3 ynull(02) =4-3 = 1.

Por ultimo, es claro que rank(9y) = 0 y null(dy) = 4. Concluimos entonces que los
numeros de Betti de K son

bo(K) =null 9y —rank0; =4-3=1,
b1(K) =null 0 —rank 0, =3 -3 =0,
by(K)=nulld, =1.

Observacién 1.53. Los numeros de Betti con coeficientes en Z, no siempre coinci-
den con los nimeros de Betti usuales obtenidos a partir de grupos de homologia.
Elegimos trabajar en Z, para facilitar los célculos, pero esto conlleva cierta pérdida
de informacion.

Por ejemplo, se puede comprobar que los numeros de Betti con coeficientes en Z,
del toro T son by(T) = 1,b1(T) = 2,b2(T) = 1, que coinciden con los ntimeros de
Betti de la botella de Klein B. Sin embargo, el toro y la botella de Klein no tienen
el mismo tipo de homotopia simple, y estos complejos simpliciales podrian haber
sido distinguidos utilizando homologia con coeficientes en Z.

Sin embargo, si que se verifica la clasica relacion entre la caracteristica de
Euler y los niimeros de Betti con coeficientes en Z5.

Teorema 1.54. Sea K un complejo simplicial de dimensién n. Entonces,

x(K) =Y (=1)'b; (K.
i=0
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Demostracion. Como el nimero de columnas de la matriz asociada al operador
borde 0; corresponde con el nimero c;, por el Teorema 1.36 podemos escribir
n . n .
x(K) =) (-D'c; =) (-1)'[rank(@;) + null(9;)] =
i=0 i=0
n .
=0+bo—by+-+(=1D)""byp_y + (~1"by =Y (1)’ D;.
i=0

O

Para terminar esta seccién veremos algunas relaciones entre los nimeros de
Betti de un complejo y los de un determinado subcomplejo. Comencemos viendo
que los numeros de Betti no cambian bajo expansiones y colapsos.

Proposicion 1.55. Sea K un complejo simplicial de dimension n. Supongamos que
K \\ K’ es un colapso elemental (y por tanto K' /" K). Entonces b;(K) = b;(K'), para
todoi=0,1,2,....

Demostracion. Sea K un complejo simplicial y supongamos que K \, K’ = K\
(tP=D ¢} donde {t%P~V,5P} es un par libre de K. Consideremos los comple-
jos de cadenas C(K) = (V(K}),0), C(K') = (V(K}),0") asociados a Ky K'.

Definimos a continuacién el complejo de cadenas C, = (V;,8") de forma que V), es
el espacio vectorial generado por o, V),_; el espacio vectorial generado por d(0) y
Vi =0, parai # p, p— 1. Observar que este complejo de cadenas no esta asociado
a ningun complejo simplicial. Definimos ademas 0" (o) = d(0). Nétese que para el
resto de simplices el operador 3" es nulo.

6”5112

CO—ZO_’ Vd:{U)I}EZZ
Veamos que C(K) = C(K") & C,.

-Parai # p,p—1, setiene que V;(K) = Vi(K')®0.
-Parai=p, V;(K)=V;(K')® V;, pues g € V; pero o ¢ V;(K').
-Parai=p—1,veamos que V,_1(K) = V,_1(K) & V,_;.

Vi1={00),1}2Z, - 0—0—...

Por un lado, tenemos que ver que V),_1(K) = V;,_; (K" + Vp-1:

“c” Sea a € V),_1(K) un elemento bdsico. Si @ € V,,_;(K") ya lo tenemos. Suponga-
mos entonces que « ¢ Vp_l(K’). En este caso se tiene que a = 7, por ser T el
tnico (p —1)-simplice de K que no estd en K'. Consideramos o = {vy,..., Up},

7 ={vo,..., Uj,..., Up}. Podemos observar que
7= (X100, Diyens U} +0p(@) €Vt (K + V.
i#]

“2” Estainclusion es evidente.

Por otro lado, Vp_l(K') N Vp-1 = {0}. Esto se debe a que 7 es un sumando de la
cadena 0(o) pero T ¢ V1 (K').

De esta forma, hemos obtenido que C(K) = C(K) ® C,, y como b;(C,) = 0, para
todo i = 0,1,2,..., aplicando el Lema 1.48 se concluye que b;(K) = b;(K') +0 =
b;(K'), paratodo i =0,1,2,...

O
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Corolario 1.56. Si K y L son complejos simpliciales con el mismo tipo de homotopia
simple, entonces b;(K) = b;(L) para todo entero i = 0. Si K es colapsable, entonces
bo(K)=1yb;(K)=0 para todoi=1.

Antes de terminar este capitulo, demostraremos otro resultado que facilita el
célculo de los nimeros de Betti de ciertos complejos simpliciales.

Proposicién 1.57. Sea K un complejo simplicial y 0'P) € K un p-simplice maximal
deK, conp=1.8SiK' =K\ {o} es un complejo simplicial, entonces:

(@) Sidp(0) € Imd', entonces b, (K) = bp(K') +1 y by_1(K) = bp_1(K').
(b) Sidp(0) ¢ Imd', entonces b,_1(K) = by_1(K') =1 y b, (K) = b, (K').

Ademds, b;(K) = b;(K") para todoi # p,p—1.
Demostracion. Comencemos la demostracion considerando los complejos de ca-
denas C(K) y C(K").
it a; a ] )
TR VK) = 2 VK = V(K =0,

a’ 0, 2, a" 0
== V(K) ... S VK] — V(K) —0

Como o es un simplice maximal de K, se tiene que 0; = 6’1., para todo i # p, y por
tanto b;(K) = dim(ker 0;/Im 0i+1) = b;(K'), para i # p, p— 1. Consideremos ahora
los casos diferenciados.

(@) Sidp(0) €Im &', entonces Im 0, =Im 8, y por tanto rank(d,) = rank(d),). Asi,
bp-1(K) =null(d,-1) —rank(d,) = null(ajv_l) - rank(ajn) =Dbp_1 (K.

Ahora bien, como d,(0) € Im ¢’ y ya vimos que Im 8, = Im 8, se tiene que
0p(0) = 0, (V") = 0p(v"), donde v’ € V(K},). De esta forma, d,(0 + v') = 0y por
tanto o + v’ € ker(dp,). Sin embargo, o + v’ ¢ V(K}), luego o + v’ ¢ ker(d',). Esto
nos dice que null(dp,) > null(9},).

Ademds, si consideramos o + v" € ker(d,,). Entonces,
0=0,((c+V)+(0+V")=0,0"+v") = 0;,(1/’+ V=1 +1v'e ker(@},).
Como o +v" = (0 + V') + (v' + V"), se obtiene que null(0,,) = null(a;,) +1y
by(K) =null(0),) —rank(d,1) = null(a’p) +1- rank(a’pH) =by(K') +1.

(b) Supongamos ahora que 0,(c) ¢ Im 0. En este caso se tiene que ker(d,) =
ker(6’p), ya que si suponemos que o + v’ € ker(d,), con v’ € V(K;,), entonces
se tendrfa 0, (0 + v') = 8,(0) +0,(v") = 0y por tanto 0,(0) =0, (V') =8, (v, lo
cual contradice la hipétesis.

Obtenemos entonces que null(d,) = null(d;g). Luego,

b, (K) =null(0),) —rank(d,+1) = null(djn) - rank(d;ﬂ) =Db,(K').
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Por otro lado, es claro que d,(0) € Im 0, y 0,,(0) # 0, pero 0, (0) ¢ Im 6;,, luego

rank(d,) > rank(@%). Ademds, si consideramos o + v’ € V(K},), entonces 0, (0 +

V') =0,(0)+0,(V) =0,(0) + d’p(v'). De esta forma, rank(d,,) = rank(@%) +1. Asi,
bp-1(K) =null(d,-1) —rank(d,) = null(d;)_l) - (rank(d%) +1)=bp_1(K)-1.

O

Observacién 1.58. Para n € N sabemos que S" = A1\ {g"*D} Ademds, aplicando
el Corolario 1.56 tenemos que bo(A™1) =1 y b; (A" =0 para todo i = 1. Consi-
derando K = A" y K’ = $", basta comprobar que nos encontramos en las hip6-
tesis del apartado (b) de la Proposicién 1.57 (3(c**V) ¢ Im 0') para poder calcular
b;(S™).

0="0, (A" =1, (8" -1, luego b, (S") =1y

0= bpe1 (A1) = byi1 (S™), luego by (S™) =0.
Ademads, b;(S") = b;(A"*!) para todo i # n,n+ 1. Concluimos entonces que
1 sii=0,n,
0 en otro caso.

b;(S") = {

Vo Vo

K = A? ii /\ K =K\{og}=S5!
%) 1 %) U1

Como consecuencia se tiene, aplicando el Corolario 1.56, que S" ~ S™ para n # m.
Obsérvese que, en el Ejemplo 1.24 no fuimos capaces de distinguir mediante la
caracteristica de Euler si S' ~ S3, lo cual ahora si ha sido posible.

Utilizando ahora el apartado (a) de la Proposicién 1.57 podemos calcular los nu-
meros de Betti de §" \ {0}, siendo ¢ € §” un n-simplice, con n = 1. Obtenemos que

1=0,(8")=b,(8"\{o}) +1, luego b, (S" \ {o}) =0,
0="by,-1(8") = by-1(S" \ {o}), luego b,-1(S" \ {o}) =0
y bi (8" \{o}) = b;(§") paratodo i # n,n— 1. Por tanto,

1 sii=0,
0 en otro caso.

bi(S"\{o}) = {

Para ilustrar este caso consideremos K = S? y K’ = §?\ {g}, siendo ¢ = {vy, v1, 1»}.
4] 4]
K=82 K'=K\{o}
%) Vs 12 Us

Vo Vo

Como 0,(0) = {vg, v1} + {vo, V2} + {v1, v2} = 8, ({vo, V1, v3} + {vo, V2, 3} + {v1, V2, U3}),
estamos en las condiciones del apartado (a) de la Proposicién 1.57 y se concluye
que by(K) = by(K"), b1 (K) = by (K") y b2(K) = b2 (K') + 1.
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Teoria de Morse Discreta

La Teoria de Morse discreta nos ayudara a calcular la homologia de un com-
plejo simplicial sustituyéndolo, en esencia, por otro equivalente més pequeifio.

Dado un complejo simplicial K, para calcular su homologia simplicial nos
interesa conocer su tipo de homotopia. Intuitivamente, si se consideran cierto tipo
de “deformaciones” en K (pensando como su espacio topoldgico subyacente) que
dardn como resultado un espacio con el mismo tipo de homotopia que K.

OvvC

Para codificar estas deformaciones serd de interés la nocién de “campo vec-
torial” que proporciona la Teoria de Morse discreta, donde cada flecha indica un
colapso que no modifica el tipo de homotopia del complejo simplicial. Los simpli-
ces que sobreviven a las deformaciones son aquellos que no tienen flechas.

Pero antes de formalizar esta idea, introduzcamos algunos fundamentos y
resultados de la Teoria de Morse cldsica que motivaran el caso discreto.

2.1. Teoria de Morse clasica

La Teoria de Morse cldsica, desarrollada por M. Morse [9], permite estudiar la
topologia de una variedad a través de ciertas funciones diferenciables sobre ella.
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El ejemplo més habitual para introducir sus fundamentos es considerar un toro T
como se muestra en la figura y la funcién altura f: T — R.

4v

37T M, = f~1(~00,2]

2 4
@ R
0 L

Si imaginamos que el toro se llena de agua progresivamente, la region cubierta de
agua a una altura x es M, = f~!((—oo, x]). Estas regiones cambiaran su topologia
en los denominados puntos criticos, marcados en rojo. Esto proporciona cuatro
subespacios distinguidos My, M1, M3 y My, que contienen suficiente informacién
para estudiar aspectos topologicos del espacio original tales como su homologia.

[—
|
T

Formalicemos a continuacion esta idea, presentando algunos fundamentos
tedricos y resultados de la Teoria de Morse clésica.

Definicion 2.1. Sea M una variedad diferenciable compacta de dimensionn y f :
M — R una funcion diferenciable. Un punto x € X se dice critico si para toda (algu-
na) carta alrededor de x se tiene

of

of

— (x)=--=——(x)=0.

0x; 0xy,
Un punto critico se dice no degenerado si el hessiano de | en x es no degenerado, es
decir, no tiene valores propios nulos.

Definicion 2.2. Sea f : M — R una funcién diferenciable y a € R. Se define el con-
junto de nivel M, por My ={xe M: f(x) < a}.

En general, el comportamiento de la funcién en torno a sus puntos criticos
degenerados es dificil de observar. Esto motiva la eleccion de la siguiente familia
de funciones.

Definicion 2.3. Una funcién de Morse es una funcion f : M — R diferenciable tal
que todos sus puntos criticos son no degenerados.

Un conocido resultado es el dado a continuacién.

Teorema 2.4 (Teorema de la esfera de Reeb). Sea M una variedad compacta. Si
existe una funcion de Morse en M con exactamente dos puntos criticos, entonces M
es homeomorfo a una esfera.
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Para terminar esta breve seccion presentaremos uno de los principales teore-
mas de Teoria de Morse (Teorema 3.1, [9]), que tendrd un equivalente discreto.

Teorema 2.5. Sea [ : M — R una funcién de Morse y a < b. Si el conjunto f~([a, b))
es compacto y no contiene puntos criticos de f, entonces M, es difeomorfo a Mj,.
Ademds, M, es un retracto por deformacion de M.

2.2. Funciones de Morse discretas

En esta seccion definiremos una familia de funciones sobre los complejos
simpliciales que se corresponden a las funciones de Morse sobre variedades di-
ferenciables. Estas funciones serdn la base de todo el estudio posterior.

Usaremos la definicion original, articulada por el fundador de la teoria de
Morse discreta Robin Forman, que es la que tiende a utilizarse en la mayor parte
de la literatura.

Definicion 2.6. Una funcién de Morse discreta f sobre un complejo simplicial K es
una funcion f : K — R tal que para cada p-simplice o € K, se tiene que

[P V<o fv=flolsl y [P V>0o:f(n)< flo)lls]l.
La idea de esta definicion es que, en general, la funcién aumenta a medida

que se incrementa la dimension de los simplices, permitiéndose como maximo
una “excepcion” para cada simplice.

Ejemplo 2.7. La siguiente figura muestra un ejemplo de una funcién de Morse dis-
creta sobre un grafo.

3
Definicion 2.8. Se dice que un p-simplice o € K es critico con respecto a una fun-
ciion de Morse discreta f si no tiene excepciones, es decir, si
[P D<o fv)= f}=0 y [PV >0o:f(1)<flo)}]=0.

Si o es un simplice critico al valor f (o) se le llama valor critico. En caso contrario
diremos que o es un simplice regular y que f (o) es un valor regular.

Un importante resultado es el siguiente, que garantiza que todo simplice re-
gular tendrd una tnica excepcion.
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Lema 2.9 (Lema de exclusién). Sean f : K — R una funcion de Morse discreta y
o € K un simplice regular. Entonces las condiciones

(i) Existev\P~V < o tal que f(v) = f(0).
(i) Existet'’P*V > o tal que f (1) < f(0).

no pueden ser ambas verdaderas.

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que las condiciones ante-
riores son ambas verdaderas. Entonces, si 17*Y > o y v/?P~D < g, se tiene que
f@) = f(o) = f(v). Supongamos ademads o = {ag, ay, ..., ap}, v ={ao,...,ap-1} <oy
T =A{ay,...,ap+1} >0y consideremos ¢ = {ayg, ay,..., ap-1,ap+1}. Tenemos que G sa-
tisface v < ¢ < 1, luego por ser f una funciéon de Morse discreta, f(v) < f(6) < f(7).
De aqui, f(1) < f(0) < f(v) < f(0) < f(1), o cual es un absurdo.

O

Observacién 2.10. Notese que si K es un complejo simplicial, existe una funcién
de Morse discreta en K tal que todo simplice de K es critico. En efecto, definimos
f:K — Rcomo f(o) =dim(o), para todo o € K. Sea 0 € K un p-simplice de Ky
consideremos v~V < g. Se tiene que f(0) = p, f(v) = p— 1, luego f(v) < f(0). De
la misma forma se tiene que, si 7P+ > o entonces f@)> f(o). Asi,

[P V<o fm=fonl=0 y [PV >0:f@) =< flo)}l=0.

Observacion 2.11. Si f : K — R es una funciéon de Morse discreta, entonces [ tiene
al menos un simplice critico. En particular, un 0-simplice critico.

En efecto, supongamos que f no tiene ningun simplice critico. Entonces, existe
al menos un 1-simplice {v;, v;}, ya que de lo contrario {v;} y {v;} serian criticos.
Como {v;} es regular, tenemos que f({v;}) = f({v;, v;}). Por la defincion de funcion
de Morse discreta se tiene que f({v;, v;}) > f({v;}). Si{v;} no es cara de ningtn otro
1-simplice entonces {v;} es critico. En caso contrario repetimos el proceso anterior
hasta obtener un 0-simplice critico, lo cual es posible por ser K finito.

Dado que la caracteristica definitoria de las funciones de Morse discretas pa-
rece ser la relacion de orden de los valores entre si, es 16gico definir una equivalen-
cia entre funciones de Morse discretas del siguiente modo.

Definicion 2.12. Sean f, g funciones de Morse discretas sobre un complejo simpli-
cial K. Diremos que f y g son equivalentes de Forman si para cada par de simplices
0P < 1PtV en K, se tiene que f (o) < f (1) siy sélo sig(o) < g(1).

Noétese que la equivalencia de Forman es una relacion de equivalencia sobre
el conjunto de las funciones de Morse discretas sobre un complejo simplicial K.

Ejemplo 2.13. Estas funciones de Morse discretas son equivalentes de Forman:



2.2 Funciones de Morse discretas 21

Introducimos a continuaciéon un nuevo tipo de funcién de Morse discreta que
tiene un buen comportamiento.

Definicion 2.14. Se dice que una funcion de Morse discreta f : K — R es excelente si
f es 1-1 en el conjunto de los simplices criticos. En otras palabras, una funcion de
Morse discreta es excelente si todos los valores criticos son distintos.

El siguiente lema afirma que salvo equivalencia de Forman, podemos supo-
ner que cualquier funciéon de Morse discreta es excelente.

Lema 2.15. Sea f : K — R una funcién de Morse discreta. Entonces existe una fun-
cion de Morse discreta excelente g : K — R que es equivalente de Forman a f .

Demostracion. Si f no fuera excelente, en cuyo caso habriamos acabado, conside-
ramos 01,02 € K simplices criticos tales que f(o1) = f(02). Definimos g: K — R
como g(o) = f(o) paratodo o #02y g(02) = f(02) +€,cone >0y f(02) + € menor
que el menor valor de f que es mayor que f(03). De esta forma, g(o;) # g(02) y &
es equivalente de Forman a f, ya que ninguna de las desigualdades inducidas por
f es cambiada por g (también implica que o; y o, permanecen como simplices
criticos bajo g). Si no hay otros dos simplices criticos que tengan el mismo valor
bajo f, entonces hemos terminado. En caso contrario, se repite la construccion.
Como solo hay un ntimero finito de simplices, podremos construir una funcién de
Morse discreta excelente que sea equivalente de Forman a f.

O

Observacion 2.16. Si K es un complejo simplicial colapsable, existe una funciéon de
Morse discreta f : K — R con exactamente un simplice critico. En efecto, suponga-
mos la sucesion de expansiones siguiente (en lugar de colapsos).

{vh =Ko /K1 =KoUloy, 71} /- /" Kn=Kyp-1Ufopn} =K.

Basta considerar f(v) =0y definir f(o;) = f(7;) = i. De esta forma se obtiene que
f es una funcién de Morse discreta en K cuyo tnico simplice critico es {v}.

Ejemplo 2.17. En este ejemplo se representa la funcién de Morse discreta descrita
en la Observacion 2.16 en el 2-disco simplicial.

Observacion 2.18. Es facil comprobar que si f : K — R es una funcién de Morse
discreta con exactamente un simplice critico, entonces K es conexo por caminos.
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2.3. Campos vectoriales gradientes

Dada f : K — R una funciéon de Morse discreta, en esta seccidn mostramos
cémo determinar el campo vectorial gradiente asociado. La idea intuitiva es mos-
trar graficamente mediante un conjunto de flechas como actia una funcién de
Morse discreta, dibujando una flecha en 7 apuntando hacia la direccién contraria
a un simplice o, siempre que o tenga asociado un valor mayor o igual que una de
sus cocaras 7 de codimension 1.

Ejemplo 2.19. El complejo simplicial con la funcién de Morse discreta del Ejemplo
2.7 se transformaria de la siguiente forma:

1 2 2 4 5 a b e
4 c
6 1
0 d

Si bien esto solo se puede dibujar hasta dimension 3, la idea se generaliza a
cualquier dimension. La formalizacion del concepto de campo vectorial gradiente
es la dada a continuacion.

Definicion 2.20. Sea f una funcion de Morse discreta sobre un complejo simplicial
K. Se define el campo vectorial gradiente inducido por f como

Ve={oW, 1P )0 <1, fl0) = f(D)).

Al par (0,7) € V¢ se le llama vector o flecha, donde o se denomina cola del vector y
T punta del vector.

Ejemplo 2.21. Volviendo a la funcién de Morse discreta definida en el Ejemplo 2.19,
se tiene que, eliminando llaves y comas en los simplices para simplificar notacion,
el campo vectorial gradiente inducido por f es

V¢ ={(e, eb), (b, ab), (b, bd), (c,dc), (c, bc)}.

Un concepto intimamente relacionado con el de campo vectorial gradiente
es el siguiente.

Definicion 2.22. Un campo vectorial discreto V en un complejo simplicial K estd
definido por

V= {6V, Py : 0 < 1 y cada simplice de K estd como mdximo en un par}.

Para los pares de un campo vectorial discreto seguiremos usando la misma
nomenclatura de vector o flecha.
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Observacion 2.23. Claramente todo campo vectorial gradiente es un campo vec-
torial discreto. El reciproco no es cierto, como podemos observar en el siguiente
contraejemplo.

b c d e

La figura anterior muestra un campo vectorial discreto. Sin embargo, no podemos
encontrar una funcién de Morse discreta f que lo convierta en un campo vectorial
gradiente, pues tal funcién de Morse discreta deberia satisfacer

fla)= f(ac) > f(c) = f(bc) > f(b) = f(ab) > f(a)

lo cual no es posible. Este ejemplo parece mostrar que el problema es que las fle-
chas no pueden formar un “camino cerrado”, lo cual nos proporciona una valiosa
intuicion. Para corroborarla formalicemos en primer lugar la nocién de camino en
este contexto.

Definicion 2.24. Dado un campo vectorial discreto V sobre un complejo simplicial
K, llamaremos V -camino o camino gradiente de dimension p, con1 < p < dim(K),
a cualquiera de los siguientes conceptos:

(i) Una sucesion (01,71),(02,72),...,(0k,Tk),0k+1, con (0;,7;) € V,dim(o;) = p —
Lti-1>04,0;#0i-1.
(i) Una sucesion 1y, (01,71),(02,72),...,(0k, Tk),0k+1, COR To un simplice critico,
(0i,7i) € V,dim(tg) = p,dim(o;) =p—-1,7;-1>0,0; #0i-1.
(iii) Una sucesion (01,71),(02,T2),...,(0k,Tk), con(c;,7;) € V,dim(o;) = p-1,T;-1 >
0i,0;#0;-1.

Si k #0, el V-camino se dice que es no trivial. Ademds, diremos que es maximal si
no estd contenido en ningtin otro V -camino. Por ultimo, diremos que un V -camino
del tipo (i) es cerrado sio, = 0.

Ejemplo 2.25. Volviendo al ejemplo de la Observacion 2.23, podemos observar que
(a,ac),(c,bc),(b,ab),a es un V-camino cerrado. Consideremos ahora el campo
vectorial discreto V sobre el complejo simplicial siguiente

Vo Us
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Se tiene que (vy, e1), (v, €g), (Vo, €3), (U3, €4), (V4, €8), U5 €s un V-camino maximal de
dimension 1. Hay que tener en cuenta que los subconjuntos del V-camino ante-
rior se consideran también V-caminos. Un ejemplo puede ser (v, e3), (v3, €4). Otro
ejemplo de V-camino es eg, (V7, e5), (v4, €8), U5 0 (€2, f1), €3.

Una vez introducida la nocién de V-camino podemos enunciar cudndo un
campo vectorial discreto es campo vectorial gradiente inducido por alguna fun-
cién de Morse discreta. Sin embargo, la demostracion de este resultado la pospon-
dremos hasta la Seccién 2.3.2, una vez introducidos los diagramas de Hasse.

Teorema 2.26. Un campo vectorial discreto V es el campo vectorial gradiente in-
ducido por una funcién de Morse discreta f siy solo si V no contiene V -caminos
cerrados no triviales.

2.3.1. Relacién entre campos vectoriales gradientes y equivalencia de Forman

Comencemos esta nueva seccion recordando las funciones de Morse discre-
tas equivalentes de Forman del Ejemplo 2.13. El campo vectorial gradiente induci-
do por dichas funciones de Morse discretas coincide y viene dado por la siguiente
representacion

Esto no es una coincidencia. El teorema presentado a continuacién mues-
tra que el campo vectorial gradiente caracteriza las funciones de Morse discretas
equivalentes de Forman.

Teorema 2.27. Dos funciones de Morse discretas definidas en un complejo simpli-
cial son equivalentes de Forman si y solo si inducen el mismo campo vectorial gra-
diente.

Demostracion. Sean f, g : K — R dos funciones de Morse discretas equivalentes de
Forman. De la definicién se sigue inmediatamente que, si 0'” < 7(P*D entonces
f(o) = f(z) siysolosi g(o) = g(7). Por lo tanto, (o, 7) € Vy siy sélosi (0,7) € V.

Reciprocamente, supongamos ahora que f y g inducen el mismo campo vectorial
gradiente en K, es decir, Vy = Vy; = V. Supongamos que ¢/ < tP*1).

(i) Si(o,7) € V, entonces f (o) = f(1) y glo) = g(1).
(ii) Si(o,7) ¢ V, entonces f (o) < f(1) y glo) < g(1).

En cualquier caso, f(0) < f(7) siysolo si g(o) < g(1).
O

Observacion 2.28. Si dos funciones de Morse discretas son equivalentes de For-
man, entonces tienen los mismos simplices criticos. Esto se debe a que los sim-
plices criticos son aquellos de los que no sale ni llega ninguna flecha en el campo
vectorial gradiente asociado.
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Sin embargo, el reciproco no es cierto en general. Para mostrarlo, basta considerar
el complejo simplicial siguiente con dos campos vectoriales gradientes dados por

v v

Por el Teorema 2.26 sabemos que son campos vectoriales gradientes dado que no
contienen V-caminos cerrados no triviales. Ademas, en ambos casos, el tinico sim-
plice critico es el 0-simplice {v}, pero por el Teorema 2.27 se tiene que las funciones
de Morse discretas que los inducen no son equivalentes de Forman, pues no indu-
cen el mismo campo vectorial gradiente.

2.3.2. Diagrama de Hasse

En esta seccion introduciremos los diagramas de Hasse, una herramienta que
serd de utilidad para estudiar las propiedades de colapso del complejo simplicial y
comparar diferentes funciones de Morse discretas.

Para mostrar la idea intuitiva de lo que es un diagrama de Hasse considere-
mos el conjunto X = {1, 2, 3}. Representamos como vértices todos los elementos de
22(X) y dibujamos una linea entre todo subconjunto A de X y aquellos subconjun-
tos B < A que tengan un elemento menos.

{1,2,3)

{,2} {1,3} {2,3}

PSPy
no@ B

@
Veamos como asociar uno de estos diagramas a un complejo simplicial.

Definicion 2.29. Dado un complejo simplicial K, llamaremos diagrama de Hasse
de K, denotado por #x, 6 A€ si no hay posibilidad de confusion, a un grafo tal que
existe una correspondencia 1-1 entre los vértices de /€ (que llamaremos nodos) y los
simplices de K (denotaremos o € A). Existird una arista entre dos nodos 0,1 € S
cuando T sea una cara de codimensiéon 1 deo.

Para representar el diagrama de Hasse de K se colocan en filas los nodos co-
rrespondientes a simplices de la misma dimensién. En general, .#°(i) denotara a
los nodos de # correspondientes a los i-simplices de K. Nos referiremos a /(i)
como nivel i.
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Observacion 2.30. Notese que el diagrama de Hasse de un complejo simplicial es
el conjunto parcialmente ordenado de los simplices de K, con la relacién o Rt siy
solo si o < 7, es decir, la relacion es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Definicion 2.31. Sea K un complejo simplicialy V un campo vectorial discreto sobre
K. El diagrama de Hasse dirigido inducido por V, denotado por #y, es el diagra-
ma de Hasse #x con una flecha sobre cada arista de /¢y . Estas flechas tendrdn un
sentido ascendente cuando los dos nodos de la arista son un par en 'V y descendente
en otro caso. Un V -camino cerrado no trivial de /¢y se denomina ciclo dirigido.

Ejemplo 2.32. Observemos el siguiente campo vectorial gradiente V sobre un com-
plejo simplicial K (a la izquierda) y su diagrama de Hasse inducido (a la derecha).

VoV10V2

Vo 1

U2 U3

Hemos visto la manera de asociar diagramas de Hasse a campos vectoriales
discretos (sean campos gradientes o no). Veremos a continuacion algunos resulta-
dos que nos permitirdn probar cudndo un campo vectorial discreto es un campo
vectorial gradiente (Teorema 2.26).

Lema 2.33. Sea V un campo vectorial discreto sobre un complejo simplicial K. Si el
diagrama de Hasse inducido por V contiene un ciclo dirigido, este estd contenido
exactamente en dos niveles.

Demostraciéon. Supongamos que en el diagrama de Hasse inducido por V hay un
ciclo dirigido, y supongamos ademds que dicho ciclo abarca mds de dos niveles.
Entonces, en algin punto, tendremos dos flechas ascendentes consecutivas, es de-
cir, existiran simplices 0?1, (P y v(P*D tales que (o, 1), (r,Vv) € V. Sin embargo,
por definicién de campo vectorial discreto esto no es posible, ya que el simplice T
se encontraria en dos pares diferentes.

]

Teorema 2.34. Sea K un complejo simplicial, V un campo vectorial discreto sobre K
y Ay el diagrama de Hasse dirigido inducido por V. Entonces, existen V -caminos
cerrados no triviales siy solo si existen ciclos dirigidos en Ay .

Demostracion. En primer lugar, supongamos que existe un V-camino cerrado no
trivial de la forma (04, 711),(02,72),...,(0k, Tk),Ok+1 = 01. Veamos que existe un ci-
clo dirigido en ./, . Partimos de 0, € ./, y atravesamos la flecha ascendente de 0,
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a1, la cual existe ya que (01, 71) € V. Seguimos a continuacion por una flecha des-
cendente desde 7 a 0. Esta flecha descendente existeyaque 1, > 02y (02,71) ¢ V,
debido a que 7, no puede estar en dos pares distintos. Siguiendo asi, observamos
que el V-camino cerrado forma un ciclo dirigido en #y.

Reciprocamente, supongamos que hay un ciclo dirigido en . Entonces, aplican-
do el Lema 2.33, este debe estar contenido en exactamente dos niveles. Por tanto,
podemos escribir el ciclo dirigido de la forma (01,71),(02,72),..., (0K, Tk),Ok+1 =
o1. Dentro de este ciclo, cada flecha ascendente, es decir, cada par de simplices
(o,1), representa un elemento de V. Ademads, cada flecha descendente cumple la
condicion 7 > o. Concluimos entonces que este ciclo dirigido es también un V-
camino cerrado en K. O

Ejemplo 2.35. Consideremos el siguiente campo vectorial discreto V' y su diagrama

de Hasse inducido:
ab ac bc cd
a b c d

a

b c
Siguiendo la direccién de las flechas que parten del nodo a, recorremos el camino
(a,ac),(c, bc), (b, ab), a, lo que nos devuelve al punto de partida. Este ciclo dirigi-

do, combinando los Teoremas 2.26 y 2.34, impide que V sea un campo vectorial
gradiente.

d

Veamos un lema mads, puramente de teoria de grafos.

Lema 2.36. Sea V el conjunto de vértices de un diagrama de Hasse /€. Entonces,
existe una aplicacion [ : V — R tal que f(v;) > f(v;) siempre que haya una flecha
dev; av; siy solo si /€ no tiene ningtin ciclo dirigido.

Demostracion. Por unlado, supongamos que existe [ : V — R tal que f(v;) > f(v;)

siempre que haya una flecha de v; a v; y supongamos por reduccion al absurdo
que existe un ciclo dirigido en ./ de la forma

({vigh {vig, viy 1), Qui L {ve, vi b, .o Qg b Vi, i, D {vig b

Aplicando la hipétesis se tiene que f(v;,) > f(v;) >...> f(v;,) = f(vj,), lo cual es
imposible. Asi, concluimos que no existe ningun ciclo dirigido en /.

Reciprocamente, supongamos ahora que # no contiene ningun ciclo dirigido y
veamos como construir f. Podemos garantizar que existe un vértice wy en H al
cual no le llega ninguna flecha. En efecto:

Si suponemos que no existe tal vértice, es decir, que a todo vértice llega al menos
una flecha, y consideramos uno de ellos, desplazdndonos en el sentido contrario
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a dicha flecha y repitiendo el proceso llegaremos de nuevo al principio, formando
asi un ciclo.

A continuacion, eliminando de ./ el vértice wy y todas las flechas que salen de
él, el grafo resultante tampoco tiene ningun ciclo dirigido, por lo que repetimos el
proceso hasta que no quede ningun vértice, obteniendo una sucesion de vértices
W ={wy,...,w;,..., wy}.

Supongamos ahora que hay una flecha de w; a w; con i > j. Esto significa que w;
fue elegido y eliminado antes que w;, por lo que no puede haber ninguna flecha
entrando en w; cuando fue elegido, lo cual es una contradiccién. De esta forma
concluimos que i < j y definimos f(v;) = n — k, obteniendo asi una funcién con
las propiedades deseadas.

O

Ahora si estamos en condiciones de probar el Teorema 2.26. Recordemos su
enunciado.

Teorema 2.26. Un campo vectorial discreto V es el campo vectorial gradiente in-
ducido por una funcién de Morse discreta f siy solo si V no contiene V -caminos
cerrados no triviales.

Demostracién. Parala implicacion directa, si V es el campo vectorial gradiente in-
ducido por una funcién de Morse discreta f, el mismo razonamiento utilizado en
la Observacion 2.23 permite comprobar que V no contiene V-caminos cerrados
no triviales.

Reciprocamente, supongamos que el campo vectorial discreto V no contiene nin-
glin V-camino cerrado no trivial. Por el Teorema 2.34 sabemos que no existen ci-
clos dirigidos en .# . Aplicando ahora el lema anterior, obtenemos que existe una
funcién f: K — Rtal que f(o) > f(7), siempre que haya una flecha de o a 7, siendo
0,7 vértices de Ay .

Se deduce que f es una funcién de Morse discreta del hecho de que para cualquier
(o,7) € V, ninguno de los simplices puede estar en otro par.

Si V¢ es el campo vectorial gradiente inducido por f, veamos que V = Vy:
Sea (0,7) € V. Entonces, 0 <71y f(0) > f (7). Luego, (o,7) € V7.

Sea (0, 7) € V, entonces o < 7. Aplicando el Lema 2.9 (de exclusién) obtenemos
que ninguno de los simplices o, T estd en otro par, por lo que (o,7) € V.

3 ”
-
3 ”»
2

Concluimos entonces que V es el campo vectorial gradiente inducido por la fun-
cién de Morse discreta f.
O

2.4. Subcomplejos de nivel

Introduzcamos por ultimo los subcomplejos de nivel, los cuales serdn nece-
sarios para proximos resultados como el Teorema del colapso.
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Definicién 2.37. Sea f : K — R una funcion de Morse discreta. Dado c € R, se defi-
ne el subcomplejo de nivel K(c) como el subcomplejo de K formado por todos los
simplices T € K tales que f (1) < ¢, asi como sus caras. Esto es,

Ko= U o

f@)=sco=t

En general, estaremos interesados en estudiar los subcomplejos de nivel in-
ducidos por los valores criticos de una funcién de Morse discreta.

Ejemplo 2.38. Sea K el complejo simplicial con funcién de Morse discreta siguiente

5 5 4

6 6/ |4
7

0 2 231

Los valores criticos son 0,1,3 y 7. Cada uno de estos valores criticos induce un
subcomplejo de nivel. Dichos subcomplejos vienen representados de la manera
siguiente

K(0) K1) K(3) K@)

El siguiente resultado serd muy ttil a la hora de trabajar con subcomplejos de
niveles, y lo utilizaremos en la primera seccion del siguiente capitulo al probar el
Teorema del colapso y un resultado relacionado.

Lema 2.39. Sea f : K — R una funcién de Morse discreta y sea o'P) € K verificando
que f('P™V) > ¢ para todo PV > . Entonces, f(n) > ¢ para todon > o.

Demostracién. Consideremos P2 > g y veamos que f (%) > c. El proceso se pue-
de repetir inductivamente hasta obtenerlo para n > o de cualquier dimension.
Si f(%) < c entonces para o < 7P+ < 7 ge tiene que f (1) > ¢ = f(f). Pero 7 tie-
ne al menos dos (p + 1)-caras que tienen a 0 como cara, por lo que 7 tendria dos
“excepciones”, 1o cual no es posible.

O
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Principales teoremas de la Teoria de Morse discreta

Dedicaremos este capitulo a algunos de los resultados principales de la Teoria
de Morse discreta. La primera seccion estd dedicada al Teorema del colapso, equi-
valente discreto del Teorema 2.5 de Teoria de Morse cldsica. En la segunda seccion
se veran las desigualdades de Morse discretas débiles, que relacionan los niimeros
de Betti de un complejo simplicial y el nimero de simplices criticos de una funcién
de Morse discreta. En la tercera seccion se presenta como “optimizar” una funcién
de Morse discreta reduciendo el nimero de simplices criticos. Finalmente, en una
ultima seccidn se introduce la relacion de entre la homologia de Morse y la homo-
logia simplicial.

3.1. ElTeorema del colapso

En el Capitulo 2 vimos c6mo una coleccion de flechas en un complejo sim-
plicial podia considerarse como la codificacién de una secuencia de colapsos. El
Teorema del colapso nos indicard cudndo podemos llevar a cabo un colapso, y pa-
ra tratarlo de forma precisa, utilizaremos los subcomplejos de nivel (Seccion 2.4).

Lema 3.1. Sea f : K — R una funcion de Morse discreta y (a, b] < R un intervalo que
no contiene valores criticos. Entonces, existe una funcién de Morse discreta f' : K —
R que satisface las siguientes propiedades:

(i) f' es1-1en(a,b).
(ii) f' no tiene valores criticos en (a, b].
(iii) Ky(a) = Kg (a) y K¢ (b) = Kpi(D).
(iv) f=f"enR\ (a,b].
Demostracion. Podemos modificar ligeramente f para que sea 1-1 sin cambiar

K(a) o K(b), de forma similar a como se hizo en la prueba del Lema 2.15.
m|

Teorema 3.2 (Teorema del colapso). Sea f : K — R una funcion de Morse discreta y
(a, b] <R un intervalo que no contiene valores criticos. Entonces K(b) \, K(a).
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Demostracion. En virtud del Lema 3.1 podemos suponer que f es 1-1 en (a, b]. Por
un lado, si f~!((a,b]) = @, entonces K(a) = K(b) por no haber ningtin simplice
para el que f tome un valor entre K(a) y K(b) y por tanto ya lo tenemos.

En el caso contrario sabiendo que f es 1-1 en (a, b] podemos dividir dicho interva-
lo en subintervalos también semiabiertos y mds pequenos, en los cuales hay exac-
tamente un valor regular, lo que nos permite suponer que existe un tnico valor
regular f (o) en (a, b] correspondiente a un tnico o € K. N6tese que o € K(b).

Aplicando el Lema 2.9 (Lema de exclusién), se cumple exactamente una de las si-
guientes propiedades:

(i) Existe v(P~V <o tal que fv) = f(o).
(ii) Existe 7P*Y > o tal que f(1) < f(0).

- Si el segundo caso es cierto, como f (1) < f(0), f es 1-1 y o es el Ginico simplice
regular tal que f (o) € (a, b], entonces f (1) < ay por tanto 7 € K(a). Pero 0 <7,
por lo que o € K(a), lo cual solo puede ocurrir cuando K(a) = K(b). De esta
forma queda probado.

- Supongamos ahora que el primer caso es cierto, esto es, existe v~V < o tal que
f(v) = f(o). Es claro que o,v € K(b) pues f(0) € (a, b]. Veamos que g,V ¢ K(a)
y que K(b) = K(a) U {v,o}, siendo ademads {v, o} un par libre. Con ello quedaria
probado que K(b) \\ K(a).

Comencemos probando que o ¢ K(a). Sabemos por el Lema de exclusion que
(ii) no puede ser cierto, por lo que para todo T?*V > ¢ se tiene que f(1) >
f (o) y por tanto f(zr) > b por ser o el tinico simplice tal que f(o) € (a, b]. Es
mads, aplicando el Lema 2.39 sabemos que f(7) > b para toda cocara T de o de
cualquier dimensién. Como consecuencia o ¢ K(a).

Veamos ahora que v ¢ K(a). Sabemos que f(v) = f(o) > a. Ademas, si conside-
ramos o'P) > v, se tiene que f(o’) > a. En efecto,

- Si o’ = o yalo tenemos pues f (o) € (a, b].

- Sio' # g, entonces f(a') > f(v) = f(0) > a.

De nuevo por el Lema 2.39, f(6) > a para toda cocara § de v de cualquier di-
mension. Obtenemos asi que v ¢ K(a).

Por otro lado, {v,0} es un par libre en K(b), ya que v no tiene otras cocaras en
K (b). Esto es cierto pues para todo ¢ > v tal que 6 # o se tiene que f(G) > b, ya
que vimos que f(6) > ay o es el tinico simplice cuyo valor esté en (a, b].

Por ultimo, K(b) = K(a) U {v,a}, pues el hecho de que o ¢ K(a) no implica
que algunas de sus caras tampoco estén en K(a). En efecto, si consideramos
v'(P=D) < g tal que v/ # v, entonces f(v') < f(o) y por tanto f(v') < a, conclu-
yendo asi que v/ € K(a), asi como todas sus caras.

O
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Una vez visto el Teorema 3.2 nos encontramos en condiciones de probar el
reciproco de la Observacion 2.16, muy util para determinar que ciertos complejos
simpliciales son colapsables.

Proposicion 3.3. Si f : K — R es una funcién de Morse discreta con exactamente un
simplice critico, entonces K es colapsable.

Demostracién. Por la Observacion 2.11 sabemos que toda funcién de Morse dis-
creta debe tener al menos un 0-simplice critico. Sea {vy} el tinico simplice critico
y denotemos f({vo}) = a € R. Sabemos ademds por la Observacion 2.18 que K de-
be ser conexo por caminos al existir un tnico simplice critico. Consideremos b =
rclrleélg({ f(0)}. Es claro que en (a, b] no hay valores criticos por ser a = f({vy}) el tinico.

Podemos aplicar el Teorema 3.2 (del colapso) y tenemos que K = K(b) \ K(a).

Basta probar que K(a) = {{vp}} para concluir la prueba. En efecto, todo 1-simplice
{vo, 1} € K(a) (de existir) debe verificar que f({vog, v1}) > f({vo}) = a, por ser {vp}
un simplice critico. Por el Lema 2.39 obtenemos que toda cocara t de {vy} verifica
que f(t) > a. Asi, toda cocara v de {vy, v1} también verifica que f(v) > ay {vy, 1} ¢
K(a). Por tanto, {vp} no es cara de ningtin simplice en K(a) y K(a) = {{vo}}.

O

Corolario 3.4. Un complejo simplicial K es colapsable si y solo si admite una fun-
cion de Morse discreta con exactamente un simplice critico.

3.2. Desigualdades de Morse discretas débiles

Existe una fuerte relacion entre la homologia de un complejo simplicial (en
particular sus niimeros de Betti) y el nlimero de simplices criticos de cualquier fun-
cion de Morse discreta en ese mismo complejo simplicial. Esta relacion se observa
en las desigualdades de Morse discretas débiles.

Teorema 3.5 (Desigualdades de Morse discretas débiles). Sea f : K — R una fun-
cion de Morse discreta con m; simplices criticos de dimension i, parai =0,1,...,n=
dim(K). Entonces,

(i) b; < m;, paratodoi=0,1,...,n
n

(i) (K) = Y (-D)'m;.

i=0

Demostracién. En ambos apartados podremos asumir por el Lema 2.15 que f es
excelente.

Para (i) procedemos por induccién sobre m, el nimero de simplices de K.

- Para m =1 se tiene que K = *, luego by(K) =1y b;(K) = 0 para todo i = 1. Apli-
cando la Observacién 2.11 concluimos que mg = 1 = by.
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- Suponemos que el enunciado es cierto para complejos simpliciales con j simpli-
ces,donde 1 < j < m.

- Supongamos ahora que K es un complejo simplicial con m + 1 simplicesy f :
K — R una funcién de Morse discreta excelente. Considerando M = max{f} se dis-
tinguen los siguientes casos:

(@) Si M es un valor critico le corresponderd un tnico p-simplice critico o, que
ademads es maximal. Podemos entonces considerar K’ = K\ {o} y f' = fix :
K" — R. Es claro que f’ es una funcion de Morse discreta satisfaciendo m,,(K) =
m,(K') +1y m;(K) = m;(K’) para todo i # p. Ademas, al eliminar el simpli-
ce o de K, por la Proposicién 1.57 se tiene que b,(K) = b,(K') +1, o bien
b,-1(K) = bp-1(K") — 1, mientras que b;(K) = b;(K’) para el resto de valores.

Supongamos en primer lugar que b, (K) = b, (KN+1(y by-1(K) = by, (K")). Por
la hip6tesis inductiva tenemos que b; (K') < m;(K') para todo i. Asi,

by (K) = by(K') +1 < mp(K") +1=m,(K)

b;(K)=b;(K') < m;(K') = m;(K), parai #p

Por otro lado, supongamos que b,_1(K) = b,_1(K') =1 (y b, (K) = by(K")). En
este caso de nuevo podemos aplicar la hipétesis inductiva para obtener que
b;(K') < m;(K') para todo i. De esta forma,

by(K) = by(K') < mpy(K') < mp(K)

bp-1(K)=bp1(K)=1=mp_1(K)=1=mp_(K)-1<mp_(K)

b;(K) = b;(K') <m;(K') = m;(K),parai # p,p—1

(b) Si M no es un valor critico le correspondera un simplice o regular, el cual parte
de un par libre. La eliminaci6n del par libre equivale a un colapso elemental,
por lo que aplicando el Corolario 1.56 obtenemos que el complejo simplicial K’
resultante tiene los mismos nimeros de Betti, luego por la hipdtesis inductiva
se concluye que para todo i, b;(K) = b;(K') < m;(K") = m;(K).

Para el apartado (ii) definimos dl.+ y d;, el nimero de i-simplices regulares que
forman un vector gradiente con un (i + 1)-simplice y con un (i — 1)-simplice, res-
pectivamente. Recordemos también que c; es el nimero total de i-simplices de K.
Para cualquier dimension i se tiene que ¢; = m; +d; + di*.

Ademds, d; =0,d,;; =0yd' =d;,  para0<i=<n-1.Deaqui,

n n n n n
1K) = ;)(—1)%,- - (ZO(—1)imi) + (ZO(—l)id;) + (;)(—1)%;) - g(—l)imi-
i= i= i= i= i=
O

Estas desigualdades de Morse permiten obtener interesantes propiedades.
Por ejemplo, el primer apartado garantiza que si f no tiene p-simplices criticos
entonces H,(M) = 0.
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3.3. Optimizando funciones de Morse discretas

Una vez estudiado el Teorema 3.5 (desigualdades de Morse discretas débiles),
nos interesa saber cuando tienen lugar las igualdades. Para estudiar esto, introduz-
camos primero la siguiente definicién.

Definicion 3.6. Sea K un complejo simplicial de dimensionn y f : K — R una fun-
cion de Morse discreta. Se define el vector de Morse discreto de f como

7= (.ol
f

donde m; es el niimero de i-simplices criticos de f .

Observando el apartado (i) del Teorema 3.5 parece logico destacar aquellas
funciones de Morse discretas cuyo nimero de i-simplices criticos se acerca lo méa-
ximo posible al i-ésimo ntimero de Betti del complejo simplicial asociado.

Definicion 3.7. Dada una funcién de Morse discreta f : K — R, diremos que

f

i

n
(i) El vector de Morse discreto f es 6ptimo si Z m
i=0

es minimo, es decir, si para cual-

n n
quier otra funcion de Morse discreta g : K — R se tiene que Z m{c < Z mf” .
i=0 i=0
(ii) El vector de Morse discreto f se dice que es perfecto si f = (by, by, ..., by), donde
b; denota el i-ésimo niimero de Betti de K.

Notese que si f es perfecto, entonces f es tinico y optimo.
Es facil encontrar funciones de Morse discretas que no sean perfectas. Por

ejemplo, tomando la funcién de Morse discreta f sobre el complejo simplicial K
del Ejemplo 2.38.

5 5 4

6 6/ |4
7

0 2 231

Podemos observar que el vector de Morse discreto es f =(2,1,1), el cual no es per-
fecto pues haciendo uso de homologia se tiene que by(K) =1, b;(K) =1, b»(K) = 0.

A continuacién se presentan algunos complejos simpliciales que admiten
funciones de Morse discretas perfectas.

Ejemplo 3.8. Todo complejo simplicial K colapsable admite una funcién de Morse
discreta perfecta. En particular esto es cierto para el n-disco simplicial A", para
todon =0,1,... Lademostracion es inmediata aplicando la Observacion 2.16, pues
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una funcién de Morse discreta con un tinico simplice critico verifica que m = by =
1y m; = b; =0 para todo i > k (ver Corolario 1.56).

Ademas, la n-esfera simplicial S también admite una funcién de Morse discreta
perfecta para n = 0,1,..., n. Basta observar que S” = A"\ {g("1)} y definir g =
fisn, siendo f: A" — R la funcién de Morse discreta con un tnico simplice critico
definida en la Observacion 2.16 y que se ilustra para n = 2 en el Ejemplo 2.17.

2
Sl

0 1 1

Sin embargo, no todo complejo simplicial admite una funcién de Morse dis-
creta perfecta.

Proposicion 3.9. Si K es un complejo simplicial no colapsable con by(K) =1, b;(K) =
0 para todo i > 0, entonces K no admite una funcion de Morse discreta perfecta.

Demostracion. Consecuencia directa de la Proposicién 3.3.
O

Observacion 3.10. No es dificil calcular los niimeros de Betti del “sombrero de bu-
rro” D, que resultan ser by(D) =1y b;(D) = 0 para i > 0. Ademads, en la Observacién
1.26 se coment6 que no es colapsable, por lo que en virtud de la Proposicién 3.9 no
admite una funcién de Morse discreta perfecta.

Lo visto hasta ahora nos da a entender que una funcién de Morse discreta
es “mejor” si induce menos simplices criticos. Recordemos el Teorema del colap-
so, el cual nos dice que si no hay ningun valor critico en cierto intervalo podemos
simplificar el complejo simplicial sin cambiar su tipo de homotopia simple. Asi,
si podemos encontrar una funcién de Morse discreta perfecta sobre un complejo
simplicial, entonces podremos simplificar su estructura sin cambiar sus propieda-
des topolégicas. Uno de los posibles métodos para mejorar las funciones de Morse
discretas es el que veremos a continuacion.

Proposicion 3.11 (Cancelacién de simplices criticos). Sea V el campo vectorial
gradiente sobre un complejo simplicial K. Supongamos que cP y t1P*Y son sim-
plices criticos y que existe, fijado U(’)’ <71, un tnico V-caminoy de la forma

(p) _(p+1)y _(p)

PPy (@ Py 6P P e =6

T, (00 Ty

desdet hastao. Entonces, existe otro campo vectorial gradiente V en K que coincide
con'V fuera dey y tiene los mismos simplices criticos que V, excepto o y T que ya no
lo son.
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Demostracién. Definimo V verificando:

(@ V- Y = V —v, es decir, los pares donde no aparece ningtn simplice implicado
en y se mantienen.

) (oo, 7)€ V.

(¢) (0j+1,7i)€Vparai=0,1,...,n—1.

Nétese que o y T no son criticos en V.

De (a) obtenemos que los simplices criticos de V —y son exactamente los de V —y.
Ademads, V —y no puede contener ningtin V-camino cerrado ya que no lo puede
contener el campo vectorial gradiente V (Teorema 2.26). Supongamos que existe
un V-camino V en v, esto es, supongamos sin pérdida de generalidad que existe

(p) _ _(p) , . . . . .
0']. =0, para algun 0<i<j<n.Sin embargo, esto 1mp11ca que

Y =1,(00,70),...,(0; =0},7j),...,(Op-1,Tp-1),0,=0
es un V-camino desde T hasta o y Y’ # v, lo cual contradice que y sea el tnico V-
camino de la forma dada. Concluimos asi que V es un campo vectorial gradiente
donde existe el V-camino Y=(0,T4-1),...,(01,70), (00, T) que invierte a y.
m]

Laidea principal de este método se basa en invertir un camino para construir
un nuevo campo vectorial gradiente con menos simplices criticos. De hecho, este
camino invertido es Unico, lo cual puede demostrarse de forma similar a la prueba
anterior.

Ejemplo 3.12. Dado el siguiente campo vectorial gradiente V' sobre un complejo
simplicial K, podemos considerar el V-camino y = vy v v3, (V1 V2, VgV V2), Vo U2 qUE
representaremos en rojo

Vo U1

V2 U3

Y une v, v2v3 con vy, ambos simplices criticos en V. El método de cancelacion
de simplices criticos define un camino inverso y = (vov2, VoV V2), (V1 V2, V1 V2 V3), €l
cual cobra sentido en un nuevo campo vectorial gradiente V, que coincide con V
uera de onde v v, V3 V Vg2 Ya no son criticos.

fi d dond 3 0 t

Vo U1

V2 U3
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3.4. Homologia de Morse y homologia simplicial

En la Seccion 3.2 relacionamos la homologia simplicial y la Teoria de Morse
discreta mediante las desigualdades de Morse discretas. En esta seccion presenta-
mos una conexion mds profunda entre ambas, usando la Teoria de Morse discreta
para dar métodos que simplifiquen el cdlculo de la homologia simplicial.

Para ello, serd necesario redefinir el concepto de campo vectorial gradiente
inducido (Definicion 2.20) en forma de aplicacion sobre un complejo simplicial.

Definicién 3.13. Sea f : K — R una funcién de Morse discreta. Definimos la funcién
Vy 1 V(Kp) = V(Kp+1) como

T Ssiexistet >0 talque f (1) < f(0)
Vylo) = 0
en otro caso.
extendiéndola por linealidad (V,(3.0) = 3. V,(0)). La coleccion de funciones V =
{Vpl, conp=0,1,..., n, siendo n = dim(K), se denomina campo vectorial gradiente
inducido por f.

Proposicion 3.14. Sea V un campo vectorial gradiente sobre un complejo simplicial
K yseao'P) € K. Entonces

(i) Vis10V; =0, paratodoi=0,1,...
i) |{(vP~V: V(v =0} < 1.
(iii) o es critico siy solosio ¢ Im(V) y V(o) =0.

Demostraciéon. Consecuencia de la definicién de funcion de Morse discreta.
O

Esta definicién permite ver un campo vectorial gradiente como un flujo, en-
viando cada simplice desde la cola de una flecha hasta su punta. Para estudiarlo
formalmente de esta manera, Forman [5] defini6 lo que se conoce como flujo de
gradiente discreto.

Definicion 3.15. Sea V un campo vectorial gradiente sobre un complejo simplicial
K. El flujo gradiente (discreto), o simplemente flujo, inducido por V se define como
la transformacion lineal ¢, : V (K)) — V(K}) dada por

Pp(0) = 0 +0,41(Vp(0) + Vo1 (9 (0)).

Escribiremos ¢(0) = 0 +0(V(0)) + V(0(0)) cuando p esté claro en el contexto.

Ejemplo 3.16. Consideremos el campo vectorial gradiente V sobre el complejo
simplicial siguiente
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Vo

U1 U2
Denotando por e;; = {v;, v;}, con i €{0,1}, j € {1,2} y fo12 = {vo, 1, V2},

P(eo1) = ep1 +0(0) + V(vo + v1) = eg1 + ep2,
P(en2) = ep2 +0(0) + V(vg+ v2) = ep2 + ep2 =0,
p(er2) = e12 +0(for2) + V(v1 + v2) = e12 + ep1 + ep2 + €12 = ep1 + epa.

La siguiente propiedad serd de gran utilidad a la hora de interpretar la homo-
logia simplicial utilizando la teoria de Morse discreta.

Lema 3.17. El flujo gradiente sobre un complejo simplicial K conmuta con el ope-
rador frontera, es decir, po0 =00 .

v, —— v,

o

Vo1 () — = Vpa (6

Demostracion. Es claro utilizando la Definicién 3.15 (de flujo gradiente) y recor-
dando que 0%=0 (Proposicion 1.50).
]

Se dice que una funcién f : X — X se estabiliza en x si existe m tal que
f m+l(y) = f™(x). Por supuesto, si f se estabiliza en x, entonces f ml(x) = f™(x)
para cualquier m’ > m. Esta idea se puede aplicar al flujo gradiente como se mues-
tra en el siguiente resultado, cuya prueba no incluiremos debido a su longitud y
tecnicidad (se puede ver en [7]).

Teorema 3.18. Sea o € V(Ky), con p =0,1,..., n. Entonces, existe N tal que <pi(0) =
¢’ (0) paratodoi,j= N.

Ahora estamos en condiciones de introducir el complejo flujo, un nuevo com-
plejo de cadenas que nos permitird redefinir la homologia simplicial en términos
de la Teoria de Morse discreta.

Definicion 3.19. Sea f : K — R una funcion de Morse discreta. Definimos F)(K) =
{c e V(Kp) : ¢p(c) = c}. Debido a la linealidad de ¢, podemos restringir el operador
borde 0, : V(K,) — V(Ky-1) a 0p : Fy(K) — Fy_1(K), obteniendo el complejo de
cadenas F(K) denominado complejo flujo en K (asociado a f).
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ap+1

0 Op- a a
<. = Fpp1 (K) 25 Fp(K) =2 Fpoy (K) 2= . 2 By(K) 2 0.
Presentamos ahora el principal resultado de la seccion.

Teorema 3.20. Dada [ : K — R una funcioén de Morse discreta, se tiene que H,(K) =
H,(F(K)) para todo p = 0.

Demostracion. Por el Teorema 3.18 sabemos que, para todo p, todo elemento de
Vp(K) estabiliza en algiin momento a un elemento de F,,(K). Esto nos proporciona
un morfismo de complejos de cadenas ¢ : V(K) — F(K).

VoK) 90 v, ()
¢><,;°j j <,
FpK) 2 By (0

Veamos que la transformacion lineal inducida ¢$° : H;(K) — H;(F(K)) es un iso-
morfismo cuya inversa es i, siendo i : F(K) — V(K) el morfismo de cadenas con
ip la inclusion en el nivel p.

Por un lado, es evidente que ¢p>oi = 1), luego por la funtorialidad de H; se tiene
que $psPoi, = La,(Fky), para0<p < n.

Consideremos ahora [z] € Hj,(K). Entonces, (i. o p3°)([2]) = [(i 0 p77) (2)] = [¢}7 (2)].
Basta ver que [¢7(2)] = [z] para concluir la prueba.

Veamos que ¢(z) € [z] y aplicando ¢ repetidamente obtenemos que ¢ (z) € [z,
con N € N tal que ¢"V(z) = ¢ (z). Por definicién, ¢(z) = z + d(V(2)) + V(0(2)).
Nétese que, claramente, d(V(z)) € Im(0) y V(8(z)) = 0 pues z € ker(d), por lo que
P(2) € [2] y [ (2)] = [PV (2)] = [2].

]
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Computaciones en teoria de Morse discreta

Para terminar este trabajo presentaremos algunos algoritmos que pueden ser
implementados para realizar cdlculos usando la Teoria de Morse discreta. En la
primera seccion introduciremos la denominada Teoria de Morse discreta aleato-
ria, mientras que en la segunda seccion se presentard de manera breve y a modo
introductorio otros algoritmos ttiles para construir “buenos” campos vectoriales
gradientes. Existen mds posibilidades relacionadas con homologia simplicial u ho-
mologia persistente, pero se escapan de los objetivos de este trabajo.

4.1. Teoria de Morse discreta aleatoria

En esta seccidn se introduce una nueva forma de ver una funcién de Morse
discreta desde un punto de vista algoritmico.

Como ya sabemos, el concepto de funcién 6ptima y perfecta (Definicion 3.7)
nos indican cudndo una funcién de Morse discreta es “‘mejor” que otra.

Ejemplo 4.1. Sea K el siguiente complejo simplicial, sobre el cual se muestra dos
funciones de Morse discretas f (a la izquierda) y g (a la derecha) y sus campos
vectoriales gradientes inducidos.

4 0 3 5 12 0 1 2
4t \6 8\12 9/ |13 1 \13l9\8 7/ 16

7 3
33256101 109 87 65 4

Se tiene que f =(3,6,1) y g = (1,3,0). Como g = (bg, by, b»), es 6ptimo.

Aunque todo complejo simplicial admite al menos una funcién de Morse dis-
creta 6ptima, encontrar una puede ser un reto. Notese que un vector de Morse dis-
creto 6ptimo no tiene por qué ser tnico. De hecho, K. Adiprasito, B. Benedettiy E
Lutz demostraron el siguiente resultado en [1].

Teorema 4.2. Para cada n = 3 existe un complejo simplicial n-dimensional no co-
lapsable con vectores de Morse discretos optimos (1,0,...,1,1,0) y(1,0,...,1,1).
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Estudiamos ahora una aproximacién “aleatorizada” a la teoria de Morse dis-
creta para definir una funcién de Morse discreta aleatoria sobre un complejo sim-
plicial. Un intento de ordenar los valores de f adecuadamente elimina la aleatorie-
dad y parece complicado. El algoritmo de Benedetti-Lutz [3] evita estas dificultades
viendo las funciones de Morse discretas en términos de su geometria. Formalmen-
te, el algoritmo B-L se describe de la siguiente forma:

Algoritmo 1 B-L algorithm

Input: A n-dimensional abstract finite simplicial complex given by its list of facets
Output: The resulting discrete Morse vector (cy, ¢y, ..., Cp)

1 Initialize co=c;=---=¢, =0

2 If the simplicial complex is empty, STOP. Otherwise, go to Step 3

3 If there is a free codimension-1 face, go to Step 4. If not, go to Step 5

4 Pick a free codimension-1 coface uniformly at random and delete it with the
unique face that contains it. Go back to Step 2

5 Pick a top-dimensional i-face uniformly at random and delete it, and set ¢; =
¢; + 1. Go back to Step 2

Ejemplo 4.3. Para ilustrarlo, vamos a aplicar el Algoritmo 1 al complejo simplicial
del Ejemplo 4.1. La idea es simple: se inicia con un vector de Morse discreto trivial
(0,0,...,0) y se realizan los siguientes pasos, dando preferencia al paso (1):

(1) Elimina un par libre
(2) Elimina una cara maximal de la maxima dimensién posible

Tras la realizacién de cada paso (2), la dimensién de la cara maximal eliminada
suma 1 en la correspondiente componente del vector de Morse discreto.

En la siguiente figura, sobre la flecha que marca cada transicion sefialaremos el pa-
so del algoritmo aplicado. El vector de Morse discreto se va actualizando en verde.

1 5 7 7 1 5 7 7 1 5 7 7
11 \3 506 8/ 11022 1| \315 P4 41\s s PS5,
10

0224499 0224499 02244

(0,0,0)
1 5 7 7 1 5 1 5 1
DR =N N B e
02244 02244 02244 02244

(0,1,0) 0,2,0)
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1 1
(N\g B8, P P P
02 2 02 2 0 0
(0,3,0) (1,3,0)

Obsérvese ademads c6mo, realizando el algoritmo en sentido inverso, se obtiene la
funciéon de Morse discreta que sefialamos en la figura de la siguiente manera:

- A cada simplice que “aparece” al deshacer un paso 5 del algoritmo se le asigna el
valor consecutivo al maximo de los valores existentes.

- A los dos simplices de cada par libre que “aparece” al deshacer un paso 4 del
algoritmo se les asigna el valor consecutivo al maximo de los existentes.

Los cuatro simplices criticos obtenidos son los marcados en rojo.

Definicion 4.4. El espectro de Morse discreto de un complejo simplicial K es la co-
leccion de todos los posibles vectores de Morse discretos producidos por el algoritmo
B-L junto con la distribucion de las respectivas probabilidades.

Si p; es la probabilidad de obtener un vector de Morse discreto ¢;, entonces
el espectro de Morse discreto de K se denota por {p; — ¢1, p2 — Co,..., Pk — C} para
algtin k€N, donde ) p; =1y p; #0 para todo i.

Ejemplo 4.5. Es claro que el espectro de Morse discreto del complejo simplicial C,
es {1—(1,1)} paratodo n = 3.

Cy

Por la definicion del algoritmo, el siguiente resultado es inmediato.

Proposicion 4.6. Sea K un complejo simplicial. El vector de Morse discreto de salida
en una sola ejecucion del algoritmo B-Les (1,0,0,...,0) si y solo si K es colapsable.

Sin embargo, dado un complejo K, es posible que no se obtenga una funcién
de Morse discreta 6ptima ni siquiera después de muchas implementaciones del
algoritmo, como se muestra en el siguiente resultado.

Proposicion 4.7. Para todo € > 0 existe un complejo simplicial K para el cual la pro-
babilidad de que el algoritmo B-L da lugar a una funcién de Morse discreta optima
(0 a un vector de Morse discreto optimo) de K es menor quece.

Demostracion. Sea n € N con % < €. Consideremos el siguiente complejo simpli-

cial con n aristas entre los tridngulos.
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Una condicién necesaria para que un vector de Morse discreto obtenido por el
algoritmo B-L sea 6ptimo es que la primera arista eliminada pertenezca a uno de
los tridngulos, como se puede comprobar facilmente realizando el proceso en un
caso sencillo, n = 2 por ejemplo. La probabilidad de elegir en primer lugar una
arista de un triangulo es menor o igual que -2 <.

n+6
O

4.2. Otros algoritmos en teoria de Morse discreta

En esta seccion introduciremos un algoritmo desarrollado por King et al. [6],
que utiliza los valores de una funcién definida sobre los vértices de un complejo
simplicial para construir un campo vectorial gradiente con “pocos” simplices criti-
cos. Este algoritmo utiliza como subrutinas otros que implementan algunos de los
resultados probados en el Capitulo 3, por lo que es de interés presentarlos. Pero
antes, fijemos alguna notacién y terminologia.

Definicion 4.8. Sea K un complejo simplicial, V el conjunto de sus vértices y fy :
V — R una aplicacion inyectiva. Se define la filtracion estrella inferior sobre K
inducida por f, como la aplicacion max fy : K — R definida por max fy(o) :=
ggjétxsi{fo(vj)}, parao = {vy,vy,..., Vi}.

Cabe destacar que la filtracion estrella inferior no tiene por qué ser una fun-
cién de Morse discreta. Definiremos a continuacién algunos subcomplejos distin-
guidos de un complejo simplicial K fijado un vértice v.

Definicion 4.9. Dado un vértice v de un complejo simplicial K, definimos:

(a) La estrellade v en K stark (v) es el complejo simplicial inducido por el conjunto
de todos los simplices de K que contienen a v.

(b) Ellink de v en K se define como linky (v) := starg(v) \{oc € K: v € 0}.

(c) Ellink inferior de v es el subcomplejo maximal de linkk (v) cuyos vértices tienen
valor por fy menor que fy(v).

Nétese que el link inferior depende de la funcién f; elegida, mientras que el
link no. Ilustramos las definiciones anteriores en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.10. Sea K el siguiente complejo simplicial y f, : V — R la aplicacién so-
bre los vértices. Inducimos sobre el resto de los simplices o € K el valor méax fy (o).
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3
3 74| N\ b
4 la
26 666
554666
5
5 5 0 1 1

Denotando v = fo_1 (4) al vértice marcado en rojo, tenemos:

3 3 3
4
4 4 6
2 5 6 6 2 6 2
5| 574 6 5 6
5 5 0 5 5 0 0
starg (v) linkg (v) link inferior de v

Observaciéon 4.11. Si fy : V — R es una aplicacién inyectiva sobre los vértices de
un complejo simplicial Ky fo(u) = mi‘gl fo(v), entonces el link inferior de u en K
ve

es vacio. Esto es evidente por la Definicién 4.9 (c), pues no hay vértices con valor
menor que fo(u).

En la Definicién 1.27 vimos el concepto de join entre dos complejos simpli-
ciales. Introduzcamos ahora la definicién de join entre dos simplices.

Definicién 4.12. Dados o y1) dos simplices disjuntos de un complejo simplicial
K, llamaremos joindeo yt a

ouT sicuteKk
O*xT=1. . .
indefinido siocUT ¢ K.

Ejemplo 4.13. Sean K el siguiente complejo simplicialy fo: V — R.

Se tiene que {f; ' ()} = {f; 1 (5)} = {f; 1 (2), f; 1 (5)}, mientras que {f; ' (2)} = {f; 1 (3)}
no esta definido.

Observacion 4.14. Por definicion, el link inferior de v también esta dado por el con-
junto de simplices o € K tales que o * v estd definido y max f,(0) < max fy(v).
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A continuacién presentamos el algoritmo principal de esta seccidon, denomi-
nado Extract, el cual produce un campo vectorial gradiente a partir de un conjunto
de valores en los vértices. Notese que en €l se “llama” a otros dos algoritmos, Ex-
tractRaw y ExtractCancel, que serdn definidos posteriormente.

Algoritmo 2 Extract

Input: A n-dimensional simplicial complex K, injective fo: V —=Rand p=0
Output: A gradient vector field (A,B,C,r: B— A) on K

1 ExtractRaw(K, fp) (Algoritmo 3)

2 forj=1,...,ndo

3 ExtractCancel(K,h,p, j) (Algoritmo 5)
4 end for

Obsérvese que el Output es un campo vectorial gradiente expresado de la
forma (A, B,C, r: B— A).Los simplices criticos forman el conjunto Cy para (o, 1) €
K, la cola o se coloca en Aylapuntat en B.

Antes de ilustrar el algoritmo definamos un subgrafo R;, coni =1,..., n, del
diagrama de Hasse dirigido inducido por un campo vectorial gradiente. Para cada
i consideramos A; = AnK;, B = BnK; y C; = CnK;, donde recordemos que K; =
{o € K:dim(o) = i}. Los vértices de R; son los (i — 1)-simplices de A;_; UC;_; y los
i-simplices de B; U C;, mientras que las aristas de R; van desde o a sus caras de
codimensién 1, a no ser que o € B;. En ese caso van desde r (o) ao.

A partir de ahora se utilizaré la notacion e;; = {v;, vj}, coni < j.
Ejemplo 4.15. Consideremos el siguiente campo vectorial gradiente sobre el com-
plejo simplicial K del Ejemplo 4.13 (a la izquierda). Se puede comprobar que

Ao = {v1, V3,04, U6}, B = {e16, €34, €45, €56}, Co = {v2, U5} y C1 = {e1s, €24, €46}, por lo
que R; viene dado por el grafo de la derecha.

U3 V2

€24 €31 €45 €46 €56 €15 €l
v M
6 1%

\\/ 5
U2 U3 Vg Us 45 U1

U1

Para comprender el Algoritmo 2 es necesario desarrollar previamente los Al-
goritmos 3 y 5.

Algoritmo 3 ExtractRaw

Input: A n- dimensional simplicial complex K and injective fy: V — R
Output: A gradient vector field (A,B,C,r: B— A) on K

1 Initialize A, B, C to be empty
2 forall ve K, do

3 Let K’ be the lower link of v
4 ifK'=¢@thenadd vtoC
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5 else

6 AddvtoA

7 Let f: Ky — R be the restriction of f
8 (A",B',C',1") — Extract(K’, f;,00)

9  Find the wy € C| such that f;(wy) is the smallest
10 Add vwyto B

11 Define r(vwyg) := v

12 foreachoeC' —{wpladdv*otoC
13 foreachoeB' addv*otoB

14 Addvxr'(o)to A

15 Define r(v* o) = v*r'(0)

16 endif

17 end for

El Algoritmo 3 funciona inductivamente sobre el link de un vértice. Se elige
un vértice v en el paso 2 y se calcula su link inferior. Entonces se determina si v
es critico o regular. Si es critico, seguimos adelante y se elige otro vértice. De lo
contrario, el paso 8 pasa este enlace al Algoritmo 2, que a su vez lo devuelve al
Algoritmo 3. Esto da un campo vectorial gradiente en el link de v. A partir de esta
informacion, los pasos 9-15 determinan un vector en el campo vectorial gradiente.

Ejemplo 4.16. En este ejemplo ilustraremos el Algoritmo 3 sobre el complejo sim-
plicial K con la aplicacion fj del Ejemplo 4.13 junto con la notacidon en los vértices
del Ejemplo 4.15.

Comenzamos estableciendo A = B = C = @. Para el paso 2 consideremos v, € Kj.
El link inferior de v4 es K' = {v,, v3}, por lo que por el paso 6 tenemos A = {v4}
y fy : Kj — R dada por f;(v2) = 2, f3(v3) = 3 por el paso 7. En el paso 8 pasamos
(K', fy,00) al Algoritmo 2, que nos envia de vuelta al Algoritmo 3 con una nueva en-
trada. Para el paso 2 de esta nueva ejecucion del Algoritmo 3 podemos considerar
Unicamente v,, v3 € K’ con links inferiores vacios, luego C’ = {v,, v3}, completan-
do asi esta ejecucion del Algoritmo 3. Continuando con el paso 2 del Algoritmo 2
observamos que dim(K’) = 0, por lo que se finaliza la ejecucion del Algoritmo 2
con A’ =B =@y C' = {v,, v3}. Para los pasos 9-11 del Algoritmo 3 consideramos
wo := vy, anadimos B = {e;4} y definimos r(ez4) = v4. Ahora, como C’'\ {wp} = {v3}
anadimos C = {v3 * v4}. Como B’ = ¢ saltamos los pasos 13-15. Volviendo al paso 2
elegimos un vértice en K distinto de v, y repetimos el proceso.

Una forma de mejorar un campo vectorial gradiente es utilizar el método de
cancelacion de simplices criticos descrito en la Proposicion 3.11. Esto se hara me-
diante los siguientes dos algoritmos. El primero de ellos tiene la funcion de invertir
las flechas en el tiinico camino gradiente entre dos simplices criticos.

Algoritmo 4 Cancel

Input: A n- dimensional simplicial complex K, injective fo: V — R, 7 € Cj_; and
oceCj,l<j<n
Output: A gradient vector field (A, B,C,r : B— A) on K
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1 Find unique gradientpatho =0, -1 =02 = T2 = =T =T
2 Delete T and o from C,add o to B,and add 7 to A
3fori=1,...,kdo

4 Redefiner(o;) =1;

5 end for

Algoritmo 5 ExtractCancel

Input: A n- dimensional simplicial complex K, injective fp : V — R, p = 0 and
l1=sj=<n
Output: A gradient vector field (A,B,C,r: B— A) on K
1 forallo e Cjdo
2 Find all gradiente paths 0 = 0j; — 042 — --- — 0y, € Cj—1 with max fo(o;;,) >
max fo(0) — p

3 forallido
4 if o, does not equal any other gji let m; := max fy(o ;)
5 ifatleast one m; is defined then
6  Choose j with m; = minm;
7 Cancel(K, fo,0i,,0, )
8 endif
9 end for
10 end for

Ejemplo 4.17. Para ilustrar los Algoritmos 4 y 5 utilizamos el campo vectorial gra-
diente sobre el complejo simplicial K del Ejemplo 4.13 y consideramos j = 1.
Sabemos del Ejemplo 4.15 que C; = {ejs5, €24,€46} Y Co = {v2, Us5}. Para el primer
paso del Algoritmo 5 consideramos o := e»4. Para el paso 2 se tienen los cami-
nos gradientes eyy, V2 V €24, (U4, €45), Us. Tenemos que max fy(v2) = 2, max fy(vs) =5
y max fo(ez4) = 4. Solo si p = 3 el primer camino gradiente verifica max fy(v2) >
max fy(ez4) — p, mientras que para el segundo, max fy(vs) > max fo(exs) —p si0 <
p < 4. Como 05, = V2 Yy 02, = U5 nO se igualan a ningun otro ojl; definimos
my = max fo(v2) = 2 y mp = max fy(vs) = 5. Siguiendo con el paso 6, considera-
mos j =5y por tanto pasamos (K, fy, s, e24,5) al Algoritmo 4. Para el primer paso,
el tnico camino gradiente es ey, (v4, €45), V5. Para el paso 2 eliminamos v y ey
de C, anadimos e;4 a B y afadimos v5 a A. Por tltimo, para el paso 3 redefinimos
r(e24) = v4 y r(ess) = vs. Esto tiene el efecto de invertir el camino, obteniendo el
siguiente campo vectorial gradiente sobre K con un simplice critico menos.

U3 U2

; Vg E
VG \\/ vs

U1

Observacion 4.18. Los Algoritmos 2, 3y 4 no producen ciclos dirigidos en el diagra-

ma de Hasse resultante, luego por el Teorema 2.26 dichos algoritmos estdn bien
definidos.
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The classical Morse Theory of M. Morse allows the study of the

topological properties of a smooth manifold through the analysis
of the critical points of certain differentiable functions. In this mem-
oir, discrete Morse Theory, developed by R. Forman, is applied to
abstract simplicial complexes. Main theorems and algorithms that
allow perform computations using discrete Morse Theory are also
studied.

1. Simplicial complexes and homology

et n € NU{0}. We define [v,] := {vy,v1,...,v,} a@s any set
of n 4+ 1 elements. A simplicial (abstract) complex K is a
collection of nonempty subsets of [v,,] verifying:
(a)ifc e Kand T C o, thenT € K.
(b) v; € K for all v; € [vy).
The elements of the simplicial complex are called simplices.
The simplicial complex K \ {o, 7}, where {¢(?~1) ()} is a pair of
simplices in K (called free pair) with o a face of 7 but of no other
simplice, is called an ellementary collapse of A" and is denoted
by K \, K\ {0, 7} . Equivalently, K is an ellementary expansion
of K\ {o,7} and we denote itby K'\ {0, 7} " K.
Two simplicial complexes K and L have the same type of sim-
ple homotopy, denoted by K ~ L, if there exists a succession of
elementary collapses and expansions between K and L (or else
if K =1L).
A simplicial complex K is collapsible if for some vertex {v} € K
there exists a succession of elementary collapses

K = Ko \oK1 N\ N Ko1K = ({0},

/\\ \\ \

Given a simplicial complex K, the complex of chains C(K) =
(V(K;),0) associated to K (with coefficients in Z5) is given by
2 vy Y v 22 2 v 2 vk 2o,

where V (Kj;) is the vector space with coefficients in Z, generated

by the set of i-simplices of K.

Then, we define the p-th homology vector space of K as
Hy(K) = Zy(K) | By(K) = ker 9y / Imd,, 1,

obtaining the p-th Betti number of the simplicial complex K
bp(K) = dim Hy(K) = null 9 — rank 91.

2. Discrete Morse Theory

discrete Morse function f on a simplicial complex K is a

function f : K — R such that for all p-simplex ¢ € K, we have
| PV <o f0) = f@)} S L {TP) > 0 f(r) < flo)} IS 1.
If both cardinalities are equal to zero, we will say that o is critical.
In this case, the value f(o) is called critical value.

Given a discrete Morse function, we can determine its associated
gradient vector field by drawing a set of arrows on it.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Julio, 2023

4 5

1 2 2
4
6 1
0
The underlying idea is to encode a deformation of the simplicial

complex without varying the simple homotopy type, so that the
critical simplices are those without arrows on them.

3. Main theorems of discrete Morse Theory

Collapse theorem

Let f : K — R be a discrete Morse function and (a,b] C R an
interval that does not contain critical values. Then, K (b) N\, K(a).

Weak discrete Morse inequalities
Let f : K — R be a discrete Morse function with m; critical i-
dimensional simplices, for i = 0,1,...,n = dim(K). Then,
n
(i) x(K) = > (=1)'m;.

i=0

(i)b,‘,Sm,',fOl’i:O,l,..477'1,.

Canceling critical simplices
It is a method to replace a gradient vector field V' by another one
with less critical simplices using the notion of V-path.

Morse homology

The (discrete) gradient flow induced by a gradient vector field V/
induced by f : K — R is the linear transformation ¢, : V(K}) —
V(Kp) given by @1}(‘7) =0+ (9]7+1(V},(U)) + V]}*l(ap(g))-

Defining Fj(K) = {c € V(K}) : ¢(c) = c}, the flow complex

d, 9, 5 6
o By(K) D By (K) 2 2 Ry Do

verifies Hy(K) = Hy(F(K)).

4. Computations in discrete Morse Theory

W also present some algorithms that can be implemented to
perform computations using discrete Morse Theory, such as
random discrete Morse Theory and the computation of discrete
Morse functions or gradient vector fields.
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