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Resumen - Abstract

Resumen

Esta memoria se ha estructurado en tres capitulos y un apéndice.
En el primer capitulo se introducen los polinomios de Bernstein, se
demuestra el célebre Teorema Aproximacion de Weierstrass hacien-
do uso de éstos, y se establecen algunas propiedades adicionales. En
el sequndo capitulo, se aborda el problema de mejor aproximacion
en espacios normados, haciendo especial hincapié en el caso de los
espacios Pre-Hilbert. Asimismo, sin mucha extension, se analizan
los polinomios ortogonales, y se resuelve el problema de Aproxima-
cion en Minimos Cuadrados. Finalmente, en el tercer capitulo, se
mvestiga la clausura y sus consencuencias, se analiza brevemente la
completitud de las potencias y sistemas trigonométricos en L?[a,b] y
se culmina con los teoremas de Mintz. Finalmente, en el Apéndice,
se presenta un codigo Matlab que computa polinomios de Bernstein
y se demuestran las Desigualdades Young, Holder y Minkowsks.

Palabras clave: Polinomios de Bernstein — Teorema de Apro-
ximacion de Weierstrass —Aprorimacion en espacios normados —
Teoria de la clausura y la completitud.



Resumen - Abstract

Abstract

This memory has been structured into three chapters and an ap-
pendiz. In the first chapter the Bernstein polynomials are introdu-
ced, the famous Weierstrass Approximation Theorem is proved using
them, and some additional properties are established. In the second
chapter, the problem of best approximation in normed spaces is ad-
dressed, with special emphasis on the case of Pre-Hilbert spaces. Li-
kewise, without much extension, orthogonal polynomials are analy-
zed, and the Least Squares Approximation problem is solved. Finally,
wn the third chapter, the closure and its consequences are investiga-
ted, the completeness of trigonometric powers and systems in L?|a, ]
18 briefly analyzed, and it ends with Muntz’s theorems. Finally, in
the Appendiz, a Matlab code that computes Bernstein polynomials
15 presented and the Young, Holder and Minkowsk: Inequalities are
proved.

Keywords: Bernstein polynomials — Weierstrass Approximation
Theorem — Approzimation in normed spaces — Theory of closure
and completeness.
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Introduccion

Este memoria trata sobre algunos tépicos de la Teoria de Aproximacién.
Como fuente principal se usé el libro [4, Interpolation and Approximation] de
Philip J. Davis. Se hace en general un barrido de este, pero nos hemos centrado
especialmente de los Temas 6 a 11.

El objetivo del primer capitulo es demostrar el Teorema de Aproximacion de
Weierstrass. Se conocen varias demostraciones del mismo, pero nosotros nos
centraremos en la demostracion de Sergei N. Bernstein, haciendo uso de los po-
linomios que llevan su nombre. El primer capitulo comienza con una seccién
donde se aborda la interpolacién polinémica. En la segunda seccion se intro-
ducen los polinomios de Berstein y se establecen maneras alternativas para su
computacién. En la tercera seccion se demuestra el mencionado Teorema de
Aproximacién de Weierstrass, y en la tltima secciéon se prueban algunas pro-
piedades adicionales que verifican los polinomios de Bernstein. En particular, la
convergencia uniforme a las sucesivas derivadas, bajo ciertas condiciones, que
los aproximantes respeten la convexidad de la funcién, y se prueba el Teorema
de Voronowski.

En la primera seccién del segundo capitulo se motiva el problema de mejor apro-
ximacion. En la segunda seccion se analiza el problema de mejor aproximacion
en espacios normados, es decir, partiendo de una estructura matematica abstrac-
ta que describa propiedades sobre la mejor aproximacién, independientemente
del criterio especifico de cercania de aproximacion. Se han incluido numerosos
ejemplos de los resultados obtenidos. Al final de la misma, se pueden desta-
car el Teorema de Tonelli y el Teorema de Equioscilacién de Chebyshev. En
la ultima seccién se analiza el problema de aproximacion, esta vez en espacios
Pre-Hibert o Hilbert. Se estudian diversos resultados como las Desigualdades de
Cauchy-Schwarz, Holder, Minkowski o la Ley del Paralelogramo, entre otros. Se
abordan algunas propiedades béasicas sobre polinomios ortogonales. Se continua
demostrando el problema de aproximacion en Minimos Cuadrados, deduciendo
las Ecuaciones Normales, donde la Matriz de Gram juega un papel importante,
y por ultimo, una vista breve a propiedades sobre los desarrollos de Fourier.
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En el dltimo capitulo se introduce la teoria de clausura y completitud, con res-
pectivos ejemplos y resultados, entre los que se destacan el Teorema 3.1.1, que
establece condiciones de equivalencia para que un sistema ortonormal en un
espacio pre-Hilbert sea cerrado, o el Teorema de Riesz. A continuacién, se in-
troducen algunos resultados de Analisis Funcional, como el Teorema de Banach,
que se hacen necesarias para la siguiente seccion, donde se hace un pequeno
énfasis en la completitud de potencias y sistemas trigonométricos en L?[a, b].
Finalmente, en la tercera seccion, se exponen los dos Teoremas de Miintz.

Se culmina la Memoria con el apéndice, que esta compuesto por las demostracio-
nes de la Desigualdad de Young, Holder y Minkowski, y un cédigo en lenguaje
de programacion de Matlab usado para ilustrar numéricamente la lenta conver-
gencia de estos aproximantes (Figura 1.1).



1

Polinomios de Bernstein y Teorema de
Aproximaciéon de Weierstrass

Comenzaremos este capitulo abordando uno de los resultados méas importantes
en Teoria de Aproximacion, el cual establece la densidad de los polinomios en
el espacio de las funciones continuas definidas en un intervalo compacto [a, 0]
con respecto a la norma uniforme. El resultado, conocido como Teorema de
Aprozimacion de Weierstrass, tiene numersosas repercusiones en el Andlisis
Matemdtico y especialmente en Matemdatica Aplicada (pues, entre muchas de
sus propiedades, las funciones polindmicas son las més faciles de evaluar).

Teorema 1.0.1 Sea f € C([a,b]). Para todo € >0 existe un polinomio p, (de
grado suficientemente grande) tal que

1f = Palloe = méx | f(z) — pa(z)] <e.
z€[a,b]

Este teorema fue originalmente enunciado y demostrado por Karl Weierstrass
en 1885 a la edad de 70 anos, véase [8]. Desde entonces han habido numerosas
generalizaciones del mismo, cabe destacar la establecida por Marshall Harvey
Stone en 1937, véase [7]. Su generalizacién se basa en que la razén de dicha
densidad estd en las propiedades algebraicas de los polinomios, en las propie-
dades analiticas de las funciones continuas, y en la propiedad topdlégica de la
compacidad de [a,b]. Una demostracion alternativa a la dada por Weierstrass
fue dada veinte anos después por el matematico hingaro L. Fejer, a la edad de
19 anos, empleando Series de Fourier. También existe otra demostracion real-
mente bella que puede deducirse usando herramientas del Anélisis Matematico
conocidas como Aproximaciones a la Identidad.

Supongamos que f es una funcién analitica en |z| < R. Entonces existe un desa-
rrollo de potencias Y ;- az® que converge uniformemente a f en |z| < R. Es
decir, dado € > 0, podemos tomar una cantidad finita de términos suficientemen-
te grande de esta serie de potencias, p,(z) = > ,_, ax2" € P, (siendo P, espacio
vectorial real de polinomios de grado a lo sumo n), tal que |f(z) — pn(2)] < €
si |z| < R. En particular, si z € (=R, R), |f(x) — pn(x)| < e. Las funciones que
no son analiticas no admiten tal desarrollo en series de potencias. Sin embargo,
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el Teorema de Weierstrass nos permite aproximar uniformemente funciones que
son meramente continuas, debilitando considerablemente la hipoétesis anterior.
Este primer capitulo se ha estructurado en cuatro secciones. En la primera re-
cordaremos algunas cuestiones elementales sobre interpolacion polinémica, por
un doble fin. Por un lado, por la propia importancia en si de la interpolacién
polinémica en procesos numéricos, y por otro lado, porque algunas de las cues-
tiones que seran presentadas seran necesarias para la demostracion del Teorema
1.0.1 que serd presentada en la Secciéon 1.3. La demostracién que ofreceremos
serd la célebre dada por Sergei N. Bernstein en 1912-13 (véase [3]), lo cual hace
necesario introducir previamente en la Seccion 1.2 los polinomios de Bernstein
para una funcién f definida en [0,1]. La particularidad de esta demostracién
es que construye explicitamente la familia de polinomios aproximantes. El re-
sultado, establecido para el intervalo [0, 1], se deduce inmediatamente tras una
transformacion lineal a un intervalo compacto genérico [a,b]. Si bien es cierto
que los polinomios de Bernstein tienen gran interés tedrico, como quedara de
manifiesto en la Seccion 1.3, en la practica no suelen emplearse debido a que son
aproximantes de mala calidad (la convergencia hacia la funcién f es muy len-
ta). Sin embargo, poseen diversas propiedades adicionales de interés que seran
expuestas en la Seccién 1.4, con la que finaliza este primer capitulo. En parti-
cular, se demuestra que si la funcién f posee derivadas continuas hasta orden k
en [a, b], entonces las sucesivas derivadas de los polinomios de Bernstein hasta
orden k también convergeran uniformemente a las sucesivas derivadas de f (algo
que obviamente no se cumple en general con sucesiones funcionales).

Si bien hemos consultado diversas referencias bibliograficas, el texto del que nos
hemos guiado fundamentalmente es el libro [4] de P. J. Davis. Otras referencias
recomendadas son el articulo [5] de A. Pinkus o la conferencia impartida por la
profesora Yamilet Quintana Mato, disponible en [6].

1.1. Interpolacion Polinémica

Comenzamos esta seccion planteando y resolviendo el problema de interpolacién
polinémica (véase por ejemplo [2]).

Teorema 1.1.1 Dados n+1 puntos {z;}}_, distintos entre si, y n+1 ordenadas
{yi}iy, existe un tinico polinomio p, € P, tal que p,(x;) = y;,¥Vi=0,1,... n.

DEMOSTRACION. La existencia queda probada de la siguiente expresion explici-
ta, conocida como férmula de Lagrange:

pn(T) = Zyili(m), li(r) =

n

n() =[x —2). (1.1)

=0

()
() (x — x;)’

A 7 € P, sele conoce como el polinomio nodal y al; € P,, paratodo0 <i <mn
como el i-ésimo polinomio fundamental de Lagrange. En cuanto a la unicidad,
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si p1, p2 € P, son soluciones del problema, se sigue que d = p; —p, € P, se anula
en los n 4 1 nodos {z;}!',, concluyendo del Teorema Fundamental del Algebra
que d = 0.

OJ

Al polinomio tnico que resuelve el problema planteado en el Teorema 1.1.1 se
le conoce como el polinomio interpolador a f en los nodos {z;}",. Cuando
los datos y; provienen de la evaluacién de una funcién real de variable real
f, denotaremos a éste segun p,(f;x1,...,ZT,;x). Si la funcién f posee ciertas
condiciones de regularidad, entonces es posible obtener una estimaciéon del error
cometido al aproximar la evaluacion de la funcién f por p,.

Teorema 1.1.2 En las condiciones del Teorema 1.1.1, si f € C"F1(1,), siendo
I, el intervalo mas pequeno que contiene a los nodos y al punto t € R, entonces

existe & € Iy tal que f(t) — pu(t) = %f(”“(f).

DEMOSTRACION. El resultado es trivial si ¢ = z;, para algin i € {0,...,n}.
Supongamos pues que t esta fijo y verifica t # x;, para todo i € {0,...,n}.
Definamos la funciéon A(z) = E(z) — %E(t), para todo z € I, siendo E =
f — pn. Bs inmediato comprobar que A € C™*(I,) y que A tiene n + 2 ceros
distintos en Iy, esto es, en {t, x,...,z,}. Del Teorema del Valor Medio se sigue
que AU tiene n + 2 — j ceros distintos en I, para todo j =0,1,...,n+ 1, y en
particular, A™*1 tiene un cero ¢ € I,. El resultado se concluye asi, teniendo en
cuenta que B+t = f+l v que 70" = (n 4 1)

O

La férmula explicita de Lagrange presentada en la demostracion del Teorema
1.1.1 tiene numerosas aplicaciones, por ejemplo, se emplea en la construccion
de formulas de cuadratura (integracién numérica) de tipo interpolatorio. Sin
embargo, posee un claro inconveniente, y es que no presenta un proceso dinamico
para la computacién del polinomio interpolador, en el sentido de que una vez
computado p,, para el conjunto de nodos {z}}_,, si afladimos un nuevo nodo
Tni1y deseamos computar p, 1 se hace necesario rehacer todos los calculos. Para
solventar este inconveniente presentamos un procedimiento alternativo para el
calculo del polinomio interpolador, conocido como formula de Newton.

En primer lugar, observamos que si escribimos p,, 11 = p,+C, siendo C' una cierta
funcién polinémica, entonces como p,(x;) = pur1(z;), para todo i =0,...,n, se
sigue que pny1(f; 2o, - Tnt1; ) = pu(f5 20, - - Tns T) Fan g1 (T—20) - - (T—20,).
Asi, de manera dindmica, anadiendo iterativamente un nuevo nodo, podemos
expresar el polinomio interpolador en la forma

Pu(f 20, - s T )
=ap+ a1(x —xo) + as(x —zo)(x — 1)+ -+ an(x —x0) ... (T — Tp_1).
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Las cantidades ay = f[xo,. .., 2] se conocen como diferencias divididas de orden
k relativas a los nodos xg,...,x,, v pueden computarse a partir de la conocida
tabla de Newton, que se basa en el siguiente

Lema 1.1.1 Las diferencias divididas de orden superior verifican las siguientes
propiedades:

1. Si(ig, i1, ..., in) s una permutacion de (0,1,...,n), entonces fz;y, ..., ;]| =
f[xo, RN ,xn].
2. flzi] = f(z),¥Vi=0,...,n, y

f[~170a o ’xn] _ f[xla s 7377;]: __foOOa s axn—l] ‘ (12)

DEMOSTRACION. De la férmula de Lagrange (1.1) se sigue que p,(r) = a,2" +

-+, donde a, = flxo,..., x| =Y 1y % Se sigue por tanto que la diferencia
dividida correspondiente a una permutacién de (0,1,...,n) dard lugar a una

reordenacién de esa suma finita, demostrando asi que las diferencias divididas
no dependen del orden en el que se determinen los nodos.
Para demostrar el segundo apartado consideremos los polinomios

T(.CL’) = pnfl(f;xla SR ,Q?n;fﬂ) S ]P)nfly 8(1’) = pn71<f;x07 s 7In71;x) € ]P)nfl

y
T — T,

t(z) =r(x) + [r(z) — s(x)] € P,. (1.3)

Tn — T
Es inmediato comprobar que t(z;) = y;, para todo 0 < i < n, por lo que debe
darse t(x) = pn(f;xo,...,Tn;z) € Py, por el Teorema 1.1.1. La propiedad (1.2)

se sigue inmediatamente comparando el coeficiente director en ambos lados de
(1.3).

]
Si consideramos el conjunto de nodos {xy,...,z,,t} se sigue que
anrl(f; Zoy.-., Ty, tu .I') = pn<f7 Zoy .- 7$n;x>+f[x07 <oy T, t](l'—l'o) e (x_$n>

Haciendo 2 = t y del Teorema 1.1.2 se sigue que si f € C™*1(1,), entonces

F(e)

m/!

Flz0,- - ] = . el (1.4)

Esta propiedad se utilizara mas adelante en la demostracién del Lema 1.1.4.
Un caso muy particular de distribucion de nodos es la distribucion equiespaciada,
en la que ;41 —x; = h > 0 (cantidad constante), para todo i.

Definicién 1.1.1 Sea x; = o +th coni=0,1,2,... y h > 0.
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1. Se define el operador diferencia progresiva A segin Af(x) = f(x+h)— f(z).
Haciendo f(x;) = fi, en la distribucion de nodos anterior resulta Af; =
fir1 — i

2. Parar € N definimos el operador diferencia progresiva de orden r, A", segin
AT f(z) = A7 f(x+ h) — A"  f(z). En la distribucidn de nodos anterior se
tiene que A" f; = AT f 1 — ATTLHf,

De esta definiciéon observamos que

Afi=fin—fiy 8%fi= o —2finn+ fi, A°fi = firs—3fira+3fin — [

(1.5)
Podemos generalizar esta observacion en el siguiente
Lema 1.1.2 Dada la distribucion equiespaciada x; = xo + th cont=0,1,... y
h > 0, entonces
n . n—r n
Atz =Y (-1) (T)xw. (1.6)

r=0
DEMOSTRACION. Procedemos por induccién sobre n. Los casos n = 0,1,2 han
sido probados en (1.5). Supongamos que la propiedad es cierta para n. Entonces,

Ao = A(A"w) = A (Zio(=1)" (Dower) = (=17 () Az
= oD () @ = Tie)
= S )T () @k — S D) (e
= S DN+ (O] @ + ()earen = (21" ()
= X (0 (ke

O

El siguiente resultado establece una relacion entre el operador diferencia progre-
siva de orden k y las diferencias divididas de orden k relativas a una distribucién
equiespaciada de k 4+ 1 nodos.

Lema 1.1.3 Si{z;}}_, es una distribucion equiespaciada de k+1 nodos, siendo

h =z;x1 — x; para todo1=0,...,k—1, entonces
A*fy

DEMOSTRACION. El resultado se sigue trivialmente para n = 0,1: f[zo] =

0 _ 1 . . .
flxo) = % y flro, 1] = % = ﬁlfﬁ. Procedemos mediante induccién so-

bre k, admitiendo que el resultado es cierto para k y probandolo para k+1. Asi,
de (1.2) y aplicando la hipétesis de induccién tenemos que
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_ Sflzr,ezpa]—flzo,ze] 1 Akf Arfo | _ AF(fi—fo)
f[l'(b s 7$k+1] - Th11—T0  (k+1)h [k!hk o k!hk} T (k+1)IRkHL

_ AL

= (R D)IRAT

i

Concluimos esta secciéon con una propiedad que se deduce como consecuencia
inmediata de los resultados previos y que serd necesaria para la demostracion
del Teorema de Aproximacion de Weierstrass en la Seccién 1.3.

Lema 1.1.4 Si f € P,,, entonces A" f(0) =0, Vn > m.

DEMOSTRACION.

Como f € P, tenemos que f™ = 0, para todo n > m. De (1.4) y de (1.7)
se sigue asi que A”f(0) = n!h"f[zo, ..., x,] = A"f(£) = 0, como querfamos
demostrar.

i

1.2. Polinomios de Bernstein

Como ya hemos comentado, existen diversas demostraciones del Teorema de
Aproximaciéon de Weierstrass. La demostracién que presentamos en la Seccién
1.3, presentada por S. N. Bernstein, es constructiva, es decir, construye explicita-
mente la familia de polinomios aproximantes. Para ello es necesario previamente
introducir en esta seccion la familia de polinomios que llevan su nombre.

Definicién 1.2.1 Sea f una funcion definida en [0,1] y n > 1. El n-ésimo
polinomio de Bernstein para f se define como

B (f:) = Zf (5)()a-ar (18)

Nétese que B,(f;0) = f(0) y B,(f;1) = f(1) dado que en ambos casos se
anulan todos los términos de la suma, excepto para £k = 0 en el primer caso y
para k = n en el segundo.

En el resultado que demostraremos a continuacién se establece una expresion
alternativa para los polinomios de Bernstein, que permite conocer explicitamente
los coeficientes de los monomios z! en la expresién de B, 0 <t < n.

Teorema 1.2.1 FEl n-ésimo polinomio de Bernstein para la funcion f definida
en [0,1] viene dado por B,(f;z) = >_p_o A'f(0)(})!, donde las diferencias
progresivas son computadas en la particion equiespaciada {0, %, %, e ”T_l, 1} .
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DEMOSTRACION.
Partiendo de la Definicién 1.2.1 se tiene

Bu(fix) = 0o f () (2" (1 —2)""
)

= 2o f () ()" nz—k (n B k) (= 1) ki gnk=i

=0~/

J/

@)
n n—k n\ (n— n—k—qj .n—7j
= ko ijo f (%) (k)( jk)(_l) S
La igualdad (1) = (2) es el desarrollo del Binomio de Newton de la potencia

(1 — z)"*. Reordenando este sumatorio doble y agrupando los términos que
acompanan a z, para t = 0,...,n, obtenemos

Balfir) = it o (8) () () (-1
- Z?:O ! (:L) ZII;:O / (%) (;)(—l)t_k = Z?:o Atf(()) (?):L’t

donde en la primera igualdad hemos aplicado la relacién (Z) (Z:];) = (Tt‘) (,i) y en
la segunda el Lema 1.1.2 haciendo k = 0.

OJ
La combinacion del Lema 1.1.4 y del Teorema 1.2.1 permite probar el siguiente

Lema 1.2.1 Si B, (f,z) denota el n-ésimo polinomio de Berstein para la fun-
cion f definida en [0,1] y n > 1, entonces

B.(L;z) =1, B(z;z) =z, B, (2% 1) = o+ =, (1.9)

DEMOSTRACION.
1. Para f =1 se tiene que A°f(0) =1y A"f(0) =0, ¥Yn > 1. Por tanto,
" /n
B,(1;z) = (1—x)" AT f( 2t =1.
=3 (Pt = o)

Obsérvese que el primer sumatorio no es otra cosa que el desarrollo del Bi-
nomio de Newton de 1 = 1" = (x + 1 — x)™.
2. Para f(z) =z, A°f(0) =0, A'f(0) = + y A"f(0) = 0, Vn > 2. Entonces,

b = (0= S a0 (D)ot = (1)

k=0



16 1 Polinomios de Bernstein y Teorema de Aproximacion de Weierstrass

3. Para f(z) = % se tiene que A’f(0) = 0, A'f(0) = &5, A?f(0) = 5 y
A"f(0) =0, ¥n > 3. Se sigue finalmente que

2._nt ny ., 1fn 2(n\ , n-1, =
Bn(x,x)—;Af(O)(t)x —n2<1)$+n2<2)x =—a'+

Los polinomios de Bernstein tienen un importante interés tedrico. Constituyen
una familia de polinomios explicitos que permiten aproximar uniformemente a
toda funcién f € C([0,1]). Sin embargo, en la préctica no se suelen emplear
dado que la convergencia hacia la funcién f es muy lenta. A modo de ejemplo,
de (1.9) es inmediato comprobar que para obtener || B, (2% z) — 2* ||oo< 1076
es necesario considerar n > 250.000. En efecto,

1 1
max |Bn(:172;m) — 2| = méx —|z(1 —z)| < — < 107° & n > 250.000.
z€[0,1] z€[0,1] n 4n

Esta lenta convergencia queda también de manifiesto en la Figura 1.1.

Palinormio de Bernstein de grado 20 Diversos polinomios de Bemstein
T T T T

Figura 1.1. Representacién grafica de la funcién f(x) = (z — 1)(x —4) - sin(z), con = € [1, 5], y diversos
polinomios de Bernstein correspondientes, computados empleando software MATLAB con el cédigo incluido
en el Apéndice A.1 de esta memoria. En el grafico de la izquierda se representan la funcién f y el polinomio
Bao(f; x) mientras que en el gréfico de la derecha se representa la funcién f junto a la familia de polinomios
{B2r}#2;. Se aprecia claramente la lenta convergencia de los polinomios aproximantes hacia la funcién
elegida.
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1.3. Demostracion del Teorema de Aproximacion de
Weierstrass
Para probar el Teorema 1.0.1 comenzaremos probando el siguiente

Teorema 1.3.1 Sea f una funcion acotada en [0,1] y denotemos por B, (f;x)
al polinomio de Bernstein de grado n > 1 para la funcion f en [0, 1]. Entonces,

lim B,(f;z) = f(x) (1.10)

n—oo

en cualquier punto x € [0,1] donde [ sea continua. Ademdas, el limite se cumple
uniformemente si f € C ([0, 1]).

DEMOSTRACION. Como consecuencia inmediata del Lema 1.2.1 se sigue que
- 2 (T &k n—k
Z(k—nx) (k)x (1 —2)"" =nz(l —2x). (1.11)
k=0
Veamos ahora que para § >0y 0 < x <1 se cumple que

3 (Z) I L 4;52 (1.12)

5z

(es decir, estamos sumando sobre todos aquellos indices k = 0,1,...,n para
los cuales se cumple que ‘f—l — a:| > 0, donde las cantidades 0 y = se han fijado
previamente). En efecto,

Sk afes (Dt =) < ey (2= 2)" (a1 —2)

n 2 n— nx(l—x
<5 Vi (7 —2) (a1 —a)t = 5(2712 b < prred
donde hemos usado en la tdltima igualdad que z(1—z) < 1, para todo z € [0, 1].

Queda probada, por tanto, la relacién (1.12). Dado que 1 = Z <Z) (1 —2)" ",
k=0

se sigue f(x Zf ( ) (1—2)"*, y por tanto
f@) = Bul i) = o [F@) = £ (1)) ()t — o
= X)) [F@) = £ (£)] (D)o (L — )
+ 3k afos @) = £ ()] (2t =)t
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Como f estd acotada en [0, 1], existe M > 0 tal que |f(z)] < M para todo
z € [0,1], y si o, 8 € [0, 1], siempre se cumple que |f(a) — f(5)] < 2M. Sea
x € [0, 1] un punto de continuidad de f. Entonces, dado € > 0, existe § > 0 (que
depende de €) tal que |f(z) — f(y)| < €, siempre que |z — y| < 0. Asi, usando
esta cantidad § > 0 en (1.12) tendremos que

|f(z) — Bu(f;2)] < Z|%_x|<6 ‘f(:c) — f (%)‘ (z)xk(l gy
+ ks 1@ = £ (D] ()t =)
= 62!%—w|<5 (Z):ck(l — )"k

+2M E|%—x|26 (Z)%k(l — l’)n_k

< XTh ()l — )t 2

_ M
_E+2n52'

Vemos por tanto que |f(z) — B,(f;x)| < 2, para un n suficientemente grande.
Como € > 0 es arbitrario, esto demuestra (1.10). Supongamos ahora que f €
C (0, 1]). Entonces, f es uniformemente continua en [0, 1], por ser éste cerrado
y acotado, y dado € > 0, existe 6 > 0 tal que |f(x) — f(y)| < €, para todo
z,y € [0,1] con |z — y| < . Tal desigualdad se cumple independientemente de
la cantidad x elegida, y la convergencia a f(x) es por tanto uniforme en [0, 1].

g

La demostraciéon del Teorema 1.0.1 es consecuencia inmediata del Teorema 1.3.1:
DEMOSTRACION. Consideremos la transformacion lineal y = 7=, que transfor-
ma biyectivamente [a, b] en [0, 1], y la funcién g(y) = f (a + (b —a)y) € C ([0, 1]).
Por el Teorema 1.3.1, dado € > 0, podemos encontrar un polinomio r(y) tal que
lg(y) — r(y)| < ¢, para todo 0 <y < 1. El resultado se concluye considerando el

polinomio p(z) = r (22) definido en [a, b].
U

1.4. Propiedades adicionales sobre los Polinomios de
Bernstein

A pesar de que los polinomios de Berstein no se suelen emplear en la practica en
procesos numéricos, tal y como se ha comentado anteriormente, debido a la lenta
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convergencia hacia la funcién f, éstos si que poseen interesantes propiedades
tedricas. Algunas de ellas seran expuestas en esta ultima seccién.

Comenzamos con algunos resultados sobre la aproximacién simultanea de fun-
ciones y sus derivadas.

Lema 1.4.1 Sea p > 0 un numero entero. Entonces

B =S o () (Dea—at

t=0

DEMOSTRACION. Aplicando la férmula para la derivacién del producto de Leib-

p
nitz (uv)® = Z (p) uYvP~I a (1.8), obtenemos

Jj=0 J

BY,(f:2) nipf ) () S (D)o - ey )

7=0
Como (z*)V = kla*=7 /(k — §)!, para todo k —j >0y

(1 _ x)nJrjfk

(1= a7 = (-1 p = W)y

)

para todo k — j < n, se sigue que (1.14) se convierte en
Byl (fiw) =

ntp k (n+p)! V.
;;] =0 OZ'; a<nf <”+p) (’f—j)!(nﬂ—k)!(j)( D (1 —z)" "
(1.15)

Realizamos el cambio de variable k—j =ty vemos que 0 <t <n,j=0,1,...,p,
corresponde al rango de la suma en (1.15), y por tanto la misma queda como

Bliy(fi) = (o4 ) S S S0P (0 (55)-

Por tltimo, (1.13) sigue de (1.6).

O

El lema que acabamos de probar nos permitird demostrar el siguiente resultado
de gran importancia: nos afirma que las sucesivas derivadas de los polinomios
de Bernstein siguen convergiendo uniformemente a las sucesivas derivadas de la
funcién, siempre que esta sea suficientemente regular en el intervalo.

Teorema 1.4.1 Sea f(x) € CP([0,1]). Entonces, hm BY(fix) = f@(x) uni-

formemente en [0, 1].
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DEMOSTRACION. Combinando (1 4) con (1.7), obtenemos A" f(xy) = h”f(”(f)

xo < &< xy,,yasi APf (nLer = n+p —L— (&), para algin & tal que —— n+p <& <
f:f;, t=20,1...,n. Por tanto, por el Lema 1.4.1,

Bl (fi2) = n +p) Zf (&) ( ) 21— )"

n' (n+p)P

Se sigue ahora que

e Bl (f0) = X S ()t (1 - a)" ! (1.16)
+ o) — fPE) (Dt (1 — 2
Ahora bien, dado que n%p < i< :L:Z’ t =0,...,n, se sigue que [§ — | <
7%1; — #p = - +p De la continuidad unlforme de f (x), dado € > 0, podemos
encontrar ny € N tal que |f®?(&) — f®(t/n)| < ¢, para todo n > ng, y para
todo = € [0,1]. Ademds, lim M =1, y por el Teorema 1.3.1, el primer
oo (n 4+ p)!

sumando de (1.16) converge uniformemente a f®(z).
g

Otra propiedad interesante que presentan los polinomios de Bernstein es que
funciones convexas (para las cuales, el segmento de recta que une dos puntos
distintos del intervalo de la curva nunca queda por debajo de esta) dan lugar a
aproximantes convexos. Esto se puede expresar como el siguiente

Teorema 1.4.2 Sea f convera en [0,1]. Entonces,

B, 1(f;2) > B,(f;x), 0<x<l, n > 2. (1.17)
Ademas, si f € C[0,1], la desigualdad en (1.17) es estricta, a menos que f sea
lineal en cada uno de los intervalos [7]1_117 ﬁ} j=1,2,...,n—1. En tal caso,
By1(fix) = Bu(f; 7).
DEMOSTRACION.
Si en (1.8) realizamos el cambio ¢ = *= obtenemos

(1 —2)™(Bua(f; ) — Bu(f;))

=1+ X5 f () () =S £ () ()Y
= ST S (GE) () 4+ £0) + 0000 (A1) (o)t + fe
=0 F(B) (tF = £(0) = F(U)tm = 3052, et
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donde

T (k—l(;!l(;—l)l!g—l)! {%f <nﬁl) by (ij) i (%)}
- (1.18)

Como = < & < %, y f es convexa, la cantidad en llaves de (1.18) es mayor

n—1
o igual que 0. Entonces, Z ettt >0, v queda demostrado (1.17). Si f es lineal
k=1
en cada uno de los intervalos [2=1, —L-], entonces ¢; = 0, y como f € C[0,1] y es
convexa, (1.18) implica que f es lineal en cada intervalo.

O

El lema que vamos a probar a continuaciéon lo usaremos después en la demostra-
cién del Teorema de Voronovsky, con el que finalizaremos este primer capitulo.
Este resultado nos indica que el orden de convergencia de los polinomios de
Bernstein es lineal, es decir, si bien es cierto que estos polinomios nos han per-
mitido obtener una demostracién constructiva del Teorema de Aproximacién de
Weierstrass, la convergencia de los aproximantes a la funcién es lenta.

Lema 1.4.2 Para todo z € |0, 1], existe una constante C, independiente de n,

n2

DEMOSTRACION. Para m € N, consideremos las sumas

S(a) = 3 (k — nz)™ (Z) 21— z)nk, (1.19)

k=0

Tomando derivada en (1.19), obtenemos

Sh(x) =30 () (k —na)™ a1 (1 — 2)" ! [=mna(1 — z) + (k — nx)?]

= —mnS,, 1 (w) + S22,

Por tanto, Sp41(z) = x(1 — x) [S,(x) + mnS,,_;(x)] . Por esta relacién de re-
currencia que acabamos de obtener, podemos deducir que cada S,,(z) es un
polinomio en z y n. De los dos primeros apartados del Lema 1.2, y de (1.11),
tenemos Sy(z) = 1, 51(x) = 0, S2(z) = nxz(l — x). A partir de aqui, con la rela-
cién de recurrencia, es facil ver que S3 tiene grado 1, Sy y S5 tienen grado 2, y
Sg es de grado 3 en n. Por tanto existe una constante C, tal que |Sg(z)] < Cn?

para z € [0, 1]. Ya que ‘% - ac’ > n~1 implica (k=na)® 1, se sigue que

n?2

S sk (D2 = 2)"F < ST (s — ) () k(1 — 2t

=n25(x) <

?o\w| Q
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U

Teorema 1.4.3 (Voronovsky). Sea f acotada en [0, 1] y o € [0,1] tal que existe
f"(x0). Entonces,

im n [Ba(f;20) — f(20)] = %xo(l — 20) [ (20). (1.20)

n—o0

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Taylor tenemos que

f" (o) (x — 20)?
2

donde lim s(x) = 0. Realizando el cambio = = £ obtenemos
T—TQ

() - () £ (- o (2) ()
(1.21)

Multiplicamos ambos lados de (1.21) por (})zf(1 — zo)"* y sumamos desde
k = 0 hasta k = n. De nuevo, utilizando el Lema 1.2.1 y (1.11) se sigue que

B, (f;z0) = f($0)+x0(1 - ;(;)f”(xo) +§ S (%) <§ — x0>2 (Z) o (1—a0)" "

(1.22)
Denotemos al tercer sumando de (1.22) por S y sea € > 0. Podemos encontrar

n suficientemente grande tal que |z — zo| < - implique |s(z)| < e. Asf,
n4

f(x) = (xo) + f'(w0)(z — o) + + s(x)(z — x0)?,

151 < 5 pent 15 () (& = 0)” (1)1 — o)~

T Z\k/n—LEolznf% ‘S (%)‘ (% - xO)Z (Z)l'lg(l - xo)n—k'

Entonces,

"k 2 /n n
si<e (E-n) ([aba-arrear 5 () )ab oo
k=0 \k/nfxg|2n771£

donde M = sup s(x)(z — x0)?. Por (1.11) y el Lema 1.4.2, |S| < “O(L—_W—I—M—%C
0<z<1 n

Se sigue ahora de (1.22) que
MC

= [nS| < exg(l — zo) + —.
nz

Io(l — II?())
2

n[Bn(f;w0) — f(wo)] — f" (o)

Como € es arbitrario, queda demostrado (1.20).
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El problema de mejor aproximacion

2.1. ;Qué entendemos por mejor aproximacion?

En el capitulo anterior estudiamos situaciones en las que funciones continuas
definidas en un compacto [a, b] pueden ser aproximadas en norma uniforme por
polinomios. Se puede sobreentender que por regla general, para obtener aproxi-
maciones mas precisas, se necesita un grado mayor de los mismos.

En este capitulo consideraremos también otras normas, no solo la uniforme, y
estudiaremos aproximaciones mediante funciones polinémicas en las que el gra-
do se fija de antemano. Como vemos, se trata de un problema de aproximacién
distinto al abordado en el Capitulo 1. Para entender mejor este problema, con-
sideramos el siguiente ejemplo: ; De qué maneras podemos aproximar la funcién
23 por una linea recta en [0, 1]? Para responder este tipo de preguntas se necesi-
ta primero definir la nocién de cercania de aproximacién y mejor aproximacion,
para a continuacién dar respuestas a preguntas tales como si para una funcion f
definida en [a, b], existe algin elemento de P, cuya cercania a f no sea superada
por los demas elementos de IP,,. De ser asi, tal elemento seria conocido como la
mejor aproximacion de f en P,.

Ejemplo 2.1.1 Aproximar y = 23 en [0, 1] por una linea recta I(x), tal que

a) f [(z))*dx sea minima.
b) max | — l(x)| sea minima.
0<a<1

Las soluciones tinicas a estos dos problemas son a) [(x) = x y b) I(z) = 65—2+/2.

Las investigaciones en este tema se ocupan principalmente de cuatro cuestiones:

1. ;Bajo qué circunstancias existe una mejor aproximaciéon? Si existe, jes tnica?

2. (Cémo pueden caracterizarse las mejores aproximaciones, de una manera
analitica o geométrica?

. {Como pueden los mejores aproximantes computarse numéricamente?

4. ;Cuadles son las propiedades asintéticas de la mejor aproximacién?

w
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Nuestro primer objetivo sera probar resultados en todas esas categorias. Para
ello, lo razonable es partir de una estructura matematica abstracta que descri-
ba propiedades sobre la mejor aproximacion, independientemente del criterio
especifico de cercania de aproximacion. Dicha estructura nos la proporciona la
teoria de espacios normados que abordaremos en la proxima seccion.

2.2. Aproximacion en espacios normados

Definicién 2.2.1 Un espacio vectorial X se denomina espacio normado, si para
cada elemento x € X, se define un niumero real, que denotamos por || = ||, que
satisface las siguientes propiedades:

1. || z |> 0 (Positividad),

2. ||z ||=0, siy solo si, v =0 (Definido),

3. || ax ||=|al- || = ||, para todo escalar o« (Homogeneidad),
- lz+yl<llz |l + ||yl (Desigualdad triangular).

La cantidad || x || es conocida como norma de x. Generalmente, se denotard
como (X, || - ||) al espacio vectorial normado. En el caso de que no verifique la
propiedad 2, pero si las restantes, diremos que || - || es una seminorma.

Definicién 2.2.2 = Diremos que w es una funcion peso definida en [a,b] si
b

w(z) >0, con ¢y = / w(z)dr < oo, Vo € [a,b], yw(z) >0, YV € A C [a, ],

siendo A un conjuntg con medida de Lebesgue positiva.

» Sea 0 < p < 0. La clase de funciones f medibles para las cuales |f|P es
integrable en [a,b] con respecto a la funcion peso w es conocida como LP|a, b
(si p =1, la clase es designada como Ly[a,b] y si w = 1, se designa como

LPla,b)). Si f € LP[a,b], se define

= ([ \f(:c)|pw(:v)dx>; | (21)

» Sip =00, L®[a,b] se define como el conjunto de las funciones medibles y
acotadas. Para f € L*®[a,b] definimos || f ||o= sup |f(x)].

z€la,b]

Ejemplo 2.2.1 FEs facil comprobar que LP[a,b] es un espacio vectorial para p >
0, y que sip > 1, (2.1) cumple las Propiedades 1-3 de norma en la Definicion
2.2.1. Sin embargo, la Propiedad 4, conocida en este caso como Desigualdad de
Minkowski, no es trivial. Su deduccion se ha incluido en el Apéndice A.2 de esta
memoria. (LP[a,b], | - ||,) es, por tanto, un espacio vectorial normado con p > 1.
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Ejemplo 2.2.2 Sea X = C([a,b]) y w una funcién peso definida en [a,b]. Si

consideramos la norma || f ||,= (f; f(x)pw(:c)d:v) ", 1< p < oo, obtenemos que

(X, || - Ilp) es un espacio normado.

Ejemplo 2.2.3 Los espacios R" = {(z1, -+ ,x,) :x; ERji=1,--- ,n} con las
normas

1
n P
Iz = (E xf) yeoonl<p<oo, y [[ze= sup |z
i=1 ie{l,n}
son espacios vectoriales normados.

Una consecuencia inmediata de la definicién de norma es

el =Nyl <llz=yl. (2.2)
En efecto, ||z ||=[| 2 —y +y <[z —y || + | ¥ [, por tanto, || z || — || y [|<]
x —y ||. De la misma forma, ||y || — || z ||<|| y — = ||=]| # — v ||, y obtenemos

asi (2.2).
Recordemos también que toda norma induce una distancia:

d(z,y) =y —x| . (2.3)

En este capitulo trabajaremos especialmente considerando X = C([a,b]) en la
Definicién 2.2.1.

Las siguientes definiciones seran fundamentales para demostrar la cuestion de
existencia y unicidad en un caso particular de problema de mejor aproximacién
que consideramos justo a continuacion.

Definicién 2.2.3 Sea X un espacio vectorial. St x1 y x5 son dos elementos
distintos de X, entonces el conjunto de todos los elementos de la forma x =
try + (1 — t)xg, 0 <t <1, se conoce como el segmento que une a xy Y xs.

Definicién 2.2.4 Sea X un espacio vectorial. Un subconjunto C' C X es con-
vero si C' contiene todos los elementos del segmento que une cualesquiera dos
elementos de si mismo. Es decir, sixi, x9 € C, entonces x = tx1+(1—t)xy € C,
0<t<1.

Definicién 2.2.5 Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado. Se dice que X
es estrictamente convexo si para todo x1,x9 € X, con x1 # xa, se cumple que si
| 1 |[= 1y o2 ||= 1, entonces || B2 || < 1.
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Ejemplo 2.2.4 (L*[a,b], || - ||oc) no es estrictamente convexo. Tomemos, por
ejemplo, f(z) =z, g(x) = 22 y [a,b] = [0,1]. Tenemos que || f |oo=|l 9 |o=1 ¥

| f+9gllo=]lz+2? lo= sup |z+2?| =2
z€(0,1]

Como f,g € C[0,1], (C([a,b]), ] - |leo) tampoco es estrictamente convezo.

Ejemplo 2.2.5 (R, || - ||) es estrictamente convexo. Sean x,y € R con || z ||=||
yll=1yx#y. No queda otra opcion que x =1 ey = —1 o viceversa. Entonces
lz+y|=0.

Ejemplo 2.2.6 De la Definicion 2.2.2, (LPla,b], || - ||,) no es estrictamente con-
vero para p = 1. Si tomamos f = 2z, g = 322, tenemos que f,g € L[0,1] y

| £ 1=l g =1 Entonces | f +g lli= (fy 122+ 32%|dz) =2

Ejemplo 2.2.7 Los espacios (LP[a,bl,| - ||,) son estrictamente convexos, para
1<p<oo.

DEMOSTRACION. Sean f,g € LP[a,b] tales que | f |,=I g l[,b=1yp > L
Entonces

152, <l 52 2= (3)" [ 1(f + 9)(@)|Pda

1 1P
< (3 [(B1sras)” + (Slr)’| =% -1
En la ultima desigualdad se uso la Desigualdad de Minkowski, demostrada en el
Apéndice A.2.
OJ

Sean (X, || - ||) un espacio vectorial normado y xy,...,x, n elementos de X li-
nealmente independientes. Sea y € X un elemento adicional. El problema de me-
jor aproximacion lineal consiste en buscar una combinacion lineal de x4, ..., z,
que aproxime a y de forma que || y — (ayz1 + -+ - + a,2,,) || sea minima.

Definicion 2.2.6 Una mejor aprozimacion de y por combinaciones lineales de
X1,...,%, €S un elemento ayxy + - - - + a,x,, para el cual

|y = (a1zy + -+ anzn) <[y = (0121 + - + bpn) ||
para cualquier otra combinacion de escalares by, ..., b,.

Teorema 2.2.1 Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado, y € X y n ele-
mentos linealmente independientes x4, . ..,x, de X. El problema de encontrar

min |y — (@121 4+ -+ + apxy,) ||

tiene solucion.
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DEMOSTRACION.
Consideremos la norma del error
d<al7 ag, . .. 7an) :H y—= ((11331 + AT + - + anxn) ”
como una funcién real o compleja en las variables ay,...,a,. Esta funcion es

continua en las variables a;, como se deduce de lo siguiente:

|d(a) ,ab, ... a) —d(ay,ag,. .., a,)]
=y = (dhoy + ayae, -+ apan) || = |y — (@121 + asn, - -+ + anty) || |
<|| (a} —a1)zy + -+ + (a, — an)zy |
<lay —an - oy || 4o+ lag —an] - |l 2 ] -

La primera desigualdad se cumple por (2.2), y la segunda por la definicién de nor-

ma. Este resultado nos muestra que |d(a}, ab, ..., al,) —d(ay,aq, ..., a,)| se hace
tan pequeno como se desee, siempre que los coeficientes ay,...,a, y daf,...,a,
estén lo suficientemente proximos entre si, dado que los x1,...,z, son valores

fijos. De manera andloga se prueba que la funcion
h(ay,...,an) =|| a1z1 + -+ + anxy, ||

es continua en las variables a;, i = 1,...,n. Denotemos por S a la superficie
esférica S : |ay|* + |ag/* + -+ + |a,/* = 1 en R, (0 C,). Como S es cerrada
y acotada, h tiene un minimo en S (por ser h una funcién continua en las
variables ai,...,a,), al que llamaremos m > 0. La posibilidad m = 0 no se
puede dar, pues si || ayzy + - - + a,x, ||= 0, se sigue, por definicién de norma,
que a1ry + -+ + apx, = 0. Como z1,...,x, son linealmente independientes,
a; = --+- = a, = 0, lo que contradice que pertenezcan a S. Ahora, escribiendo

1
r = (’a1’2 + .4 ’a/n|2)2;
a an
hay, ... ap) =7 || =21 + -+ =z, ||> rm.
r r
Ademas,
d=[ly—(arz1+- - Fanzn) 2] ar214- - +anzn [| = [y |Z rm— [y [| . (2.4)

Esta inecuacién implica que d — oo, cuando r — oo, lo cual quiere decir que
) )

podemos centrar nuestra busqueda del minimo valor de la funcién d en una bola

cerrada. Mas precisamente, si

C1tptyl

p =infd(a,...,a,), R
m
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v la1|* + |ag]* + -+ + |an|* > R? entonces (2.4) implica que d(ay,...,a,) >
mR— ||y ||= 1+ p > p. De este modo, d alcanza el infimo porque esté acotada
inferiormente y es continua, como vimos al principio de la prueba. Si denotamos
por I a todo el espacio al que pertenecen las a’s, y por II el subconjunto de I
donde |a1]? + |as|* + -+ - + |an|? < R?, entonces

irllfd(al, ce Q) = i}llfd(al, Ce Q) = H}};ﬂd(al, cey ),

obteniendo asi el resultado deseado.
O

A las soluciones ayxy + - - - + a,x, se les denomina mejores aproximantes a y.
Veremos algunos ejemplos a modo ilustrativo:

Ejemplo 2.2.8 Sea f € C ([a,b]) y n un entero fijado. El problema de encontrar

min méx |f(x) — (ap + a1z + - - - + a,a")|
ag,...,an a<x<b

tiene solucion. Como veremos mds adelante, también es unica, y se denomina
mejor aproximacion de Chebyshev de grado menor o igual que n a la funcion f.

Ejemplo 2.2.9 En las mismas condiciones del ejemplo anterior, si p > 1 en-
tonces el problema de encontrar

b
min /|f(:13)—(a0+a1x+---—|—anx”)|pdm

ap,at,-.--,

tiene solucion. Tal problema nos ayuda a encontrar el mejor polinomio aproxi-
mante a f en la norma p. La hipdtesis inicial se puede debilitar a f € LP[a,b].

Ejemplo 2.2.10 Sean xq, ...,z k+1 puntos distintos entre si, con k > n. Los
siguientes problemas tienen solucion:

1.

B 1)~ o vt ana
2.

i i (£(z0) = (a0 + anr 4o+ anaf)
Definicién 2.2.7 Para y; x1,...,x, dados,

min || y — (a1z1 + - + any) ||= En(y; 21, ... 2n) = En(y)

aj

es el error de la mejor aproximacion cuando y es aproximado por combinaciones
lineales de las x's.
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Geométricamente, puede ser visto como la distancia de y al subespacio generado
por zi,...,x,. Obviamente, se tiene que F;(y) > Es(y) > E5(y) > -- -, porque
las combinaciones lineales de x4, ..., x, son un caso particular de combinaciones
lineales de z1,...,x,,,y1. Ya vimos en el Teorema 2.2.1 que el problema de
mejor aproximacion tiene solucién, pero las soluciones no tienen por qué ser
unicas. De hecho, el conjunto de soluciones forman un conjunto convexo.

Teorema 2.2.2 Sea S el conjunto de los mejores aproximantes a y, en las mis-
mas condiciones del Teorema 2.2.1. Entonces S es convexo.

DEMOSTRACION. Sean x y w dos mejores aproximantes a y, entonces E,(y) =||

y—x ||=| y—w ||. Supongamos ademds que a« > 0, 5 > 0y a+ (3 = 1. Entonces
Iy — (az + pw) | =l aly —2) + By —w) [Sally—z | +8 | y —w ||
= (a+ B)En(y) = En(y).
Como ax + fw es una combinacién lineal de x4, .. ., x,, concluimos que también

es un mejor aproximante a y.
0

Corolario 2.2.1 El conjunto de los mejores aprorimantes contiene o un unico
elemento, o un numero infinito de elementos.

DEMOSTRACION. Como la solucién es un conjunto convexo, o tendrd un tnico
elemento, o en caso de tener dos, tendra también al segmento que los une.

0

Teorema 2.2.3 Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado estrictamente con-
vexo. Entonces el problema de mejor aproximacion planteado en el Teorema 2.2.1
tiene solucion unica.

DEMOSTRACION. Supongamos que Z; y 2z son dos mejores aproximantes a ¥,
con 1 # xo. Entonces || y—x1 |=|| y—22 ||= En(y). Tenemos que y—x1 # y—uo,
y por convexidad estricta, se tiene que || (y — x1) + (y — 22) ||< 2E,.(y). Esto es
equivalente a || y—3(z1+22) ||< E,(y). Pero esto es un absurdo, pues significarfa
que el elemento %(:Bl + x3), que es una combinacién lineal de xy, - - - , x,, es mejor
aproximante que x; y Zs.

O

Corolario 2.2.2 Por el Teorema 2.2.3 y el Ejemplo 2.2.7, el problema de mejor
aprozimacion en (LPla, b], || - ||,) tiene solucion inica para 1 < p < co. También,
del Ejemplo 2.2.4, se sigue que mo se puede concluir la unicidad a partir del
Teorema 2.2.3, si p = oQ.
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El Teorema 2.2.3 presenta una condicién suficiente (ser estrictamente convexo),
pero no necesaria para que la solucion del problema de mejor aproximacién sea
unica, es decir, no es una caracterizacion.
El teorema que veremos a continuacién no pide la condiciéon de convexidad es-
tricta, y funciona para el espacio X = PP, con n fijada de antemano. La demos-
tracién puede verse en [4, Teorema 7.5.6].

Teorema 2.2.4 (Tonelli). Sea S un conjunto cerrado y acotado en el plano
complejo, que contiene mas de n+ 1 puntos y f una funcion continua en S. Sea

M = minméx |f(z) — p(z)], (2.5)

pEP, zE€S

pn(z) el polinomio que cumple tal valor para M y r(z) = f(2) — pn(2). Entonces

1. El nimero de puntos distintos de S en los que |r(z)| toma su valor mdzimo
es mayor que n + 1.
2. La solucion de (2.5) es unica.

La obtencion de la solucion del Teorema 2.2.4, conodida como mejor aproxima-
cién uniforme (Chebyshev) a funciones continuas, es en general un problema
complejo, y solo para los casos n = 0,1 se puede obtener una solucién explicita
(véase [4, Seccién 7.6]). Existe un proceso iterativo, conocido como algoritmo de
Remez, que permite obtener una soluciéon aproximada. Este método esta inspi-
rado en el siguiente (véase [4, Teorema 7.6.2])

Teorema 2.2.5 (Equioscilacion de Chebyshev). Sea f € C ([a,b]). Supongamos
que existe q, € P, tal que E,(f) = Igéiib |f(z) — gn(x)| =6, y que ezisten, como

minimo, n + 2 puntos a < w7 < -+ < x40 < b, donde q(x;) — f(x;) = £9,
alternando signo en nodos consecutivos. Entonces E,(f) = 6, es decir, q es la
mejor aprorimacion uniforme de f en P,.

DEMOSTRACION. Inicialmente, sabemos que E,(f) < 0. Supongamos, por re-
duccion al absurdo, que E,(f) < 9, es decir, g, no es la mejor aproximacién de
fenP,. Sea p € P, la mejor aproximacion de f, con p # ¢,. Entonces

q(xi) — p(ws) = (q(x:) — ) — (p(wi) — f(23))
— 45— t, || <6, VI<i<n+2

Entonces ¢ — p € P, tiene, como minimo, n + 2 alternancias de signo. Por el
Teorema fundamental del Algebra, tenemos que ¢ = p, lo cual es un absurdo.

g
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2.3. Aproximaciéon por minimos cuadrados

En esta seccion abordaremos el método de aproximaciéon mas comunmente usado
y desarrollado: el método de aproximacion por minimos cuadrados. Este proceso
es un caso particular del abordado mas generalmente en la secciéon anterior:
cuando la norma proviene de un producto interior. A diferencia del problema de
mejor aproximacion uniforme a funciones continuas, cuando la norma proviene
de un producto interior es posible obtener una solucién explicita de la solucién.
Empezaremos con la definicién de producto interior y nociones basicas antes de
abordar a este problema de aproximacion.

Definicién 2.3.1 Sea X un espacio vectorial real X. Una aplicacion (-,-) :
X X X — R se dice que es un producto interior si Vry,x9,23 € X, Vaa € R (o
a € C) se cumplen las siguientes propiedades:

(a) {(x1 + z9,x3) = (21, 23) + (T2,23)  (Linealidad).

(b) (xq1,x9) = (x2,21)  (Simetria).

(c) {axy,x9) = a(xy,29)  (Homogeneidad).

(d) (x,x) > 0. (x,z) =0, siy solo si, vt =0 (Positividad).

A la cantidad (x1,z5) se le llama producto interior de x1 con xs. En el caso
de que el cuerpo de escalares sea C, consideraremos la Simetria Hermitiana:
(x1,22) = (x9,21). Todo producto interior induce una norma: || z ||= /(z, ),
Ve e X.

Definicién 2.3.2 Al espacio (X, (-,-)) se le denomina espacio pre-Hilbert. Se
dice que X es un espacio de Hilbert, si es pre-Hilbert y es completo, es decir,
que toda sucesion de Cauchy de elementos de X converge en X.

Para ver ejemplos de espacios pre-Hilbert, necesitaremos probar primero algunos
resultados previos:

Proposicién 2.3.1 En todo espacio pre-Hilbert X se cumple la Ley del Parale-
logramo:

le+yl>+lz—yPP=2(l«?+lyl?), VYeyeX  (26)
DEMOSTRACION.
le+ylP+le—ylP=(r+y,v+y)+{@—-y,z-y)
=[| = |* +2(z,y)+ [y P + | = [I” —2(z, )
=2(z [P+ 1yl

La segunda igualdad se cumple por la propiedad de linealidad del producto
interior, y la tercera por la propiedad de simetria.
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U

Proposicién 2.3.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea X un espacio pre-
Hilbert. Para todo x,y € X se cumple que [{x,y)| <|| x| - || v || . La igualdad
se da si y solo st x ey son linealmente dependientes.

DEMOSTRACION. Sean X un espacio pre-Hilbert, 2,4 € X y A € R. Por la
positividad del producto interior, sabemos que 0 <|| x + Ay ||?. Por tanto

0 <[l 2+ Ay [I°= (z,2) + 2\ (2, y) + N (y,v).

Si y = 0, la desigualdad se cumple trivialmente. Supongamos que y # 0 y

tomemos A = — §x7y>_ Entonces 0 < (z,z) — w)’ por tanto
Yy) (v:y)
(@) < (o)) =l I [y I*= Kzpl <llz |-yl (2.7)

Si x, y fueran linealmente dependientes, entonces se cumple trivialmente la igual-
dad en la primera desigualdad de (2.7).

U

Nota 2.3.1 En (LP[a,b],|| - |l,), la Desigualdad de Cauchy-Schwarz coincide con
la Desigualdad de Hélder (véase Anexo A.2).

Ejemplo 2.3.1 (R™, || - ||2) es un espacio pre-Hilbert con la norma inducida por

el producto interior (x,y) = Z Tl
i=1

Ejemplo 2.3.2 Sean w; > 0,i=1,--- ,n. (R",{(-,-)) es un espacio pre-Hilbert
con (x,y) = Zwixiyi, para todo x,y € R™.
i=1

Ejemplo 2.3.3 (C ([a,b]),| - |lu) es un espacio pre-Hilbert con la norma
cuadrdtica pesada

b
(f. g)u = / F(@)g (@) (z)de, (2.8)

para todo f,g € C([a,b]) y w > 0 una funcion peso definida en [a,b].

Ejemplo 2.3.4 (C([a,b]),]|| - |lec) no es un espacio con producto interior, pues
no se cumple la Ley del Paralelogramo: Si tomamos f(x) = = y g(x) = 1,
entonces no se verifica (2.6). Esto quiere decir que no puede existir un producto
interior para el cual || - ||« Se€a su norma inducida.

Definicién 2.3.3 Sea S un subconjunto de un espacio pre-Hilbert H.

= S es un conjunto linealmente independiente si todos sus elementos son lineal-
mente independientes entre si, dos a dos.
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= x,y € H son ortogonales, y se denota como x Ly, si (x,y) = (y,z) = 0.
» S es ortonormal si (x,y) = 0y, x,y € S, donde d,, es el simbolo de la delta
de Kronecker que se define como

5. 10 xFy,
21, =y

Si solamente tenemos que (x,y) =0, para x # y, entonces S es ortogonal.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Pitdgoras). Sean xy, - - - , x, elementos ortogonales
entre si. Entonces,

loy 2+t =l 2 P+ T 1* 4+ 2 |

DEMOSTRACION.
n n n
lar+as+ - tan [P=) Y (awa) =D [w |
i=1 j=1 i=1
OJ
Lema 2.3.1 Cualquier conjunto finito de elementos ortogonales {xy1, - ,x,},
conx; #0,i=1,--- n, es linealmente independiente.

DEMOSTRACION. Supongamos que a7 + --- + a,z, = 0, donde existe k €
{1,--- ,n} tal que a; # 0. Entonces

0= <0,ZL’k> = <CL1[E1 —+ 4 CLnIn,ZL‘k> = CLk<ZL'k,ZEk> :>|| Tk ||: O,

lo cual es una contradiccién, dado que z # 0.
O

Este teorema no es una caracterizacién. Un conjunto independiente no es nece-
sariamente ortogonal, pero si es cierto que puede ser ortogonalizado, es decir,
podemos encontrar un conjunto ortogonal (u ortonormal) que genera el mismo
espacio de combinaciones lineales. En este caso omitimos la demostracion por
ser un resultado bien conocido.

Teorema 2.3.2 (Gram-Schmidt). Sea x1,xs,- - una sucesion finita o no finita
de elementos, tal que cualquier subconjunto finito {xy,--- ,x} es siempre lineal-
mente independiente. Entonces, podemos encontrar constantes a; ;, tales que los

elementos ,
2

* .
T, = g ai;r;, 1=1,2,---,

J=1

constituyen un conjunto ortogonal u ortonormal.
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Supongamos que el espacio pre-Hilbert es C ([a, b]) con el producto interior (-, -),,
dado en (2.8), y la sucesién de elementos independientes es la familia de los
monomios {1, z,z?%, -+ ,2"}. Aplicando el proceso de ortogonalizacién de Gram-
Schmidt, obtenemos una familia de polinomios {p;}, ¢ > 0, verificando que:

= elgradodep;esi,t=0,1,--- n.

. <p2ap]> = ki,jai,]ﬁ Z7] = 07 ]-) e, N, kz,] > 0.

A esta familia {p;}._, se le conoce como la familia de polinomios ortogonales u
ortonormales con respecto a la funcién peso w.

Si el proceso se repite para todo n > 0, obtenemos una familia de polinomios
ortogonales, que es tnica salvo constante multiplicativa, la cual se puede elegir
de manera que la familia sea moénica u ortonormal.

Algunas propiedades de polinomios ortogonales, que anadiremos a continuacion,
no seran demostradas, pues excede en la brevedad intencionada para este capitu-
lo y ya han sido abordadas a lo largo del Grado en Matematicas.

Proposicién 2.3.3 Todo polinomio ortogonal de grado n con respecto a w en
[a, b] posee n ceros reales, distintos y situados en (a,b).

o o » .7 o0 . . s .
Proposicién 2.3.4 La familia {p,},_, de polinomios ortogonales mdnicos pue-
de computarse recursivamente mediante la ley de recurrencia a tres términos:

Pnt1 = (17 - an)pn(x) - Bnpn—l(x); vn Z 0
siendop_1=0,pp=1yVn>0,Vm > 1,

(Pm (@), pm (2))w
<pm—1 (ZL‘), Pm—1 ($)>w

_ (@Pu(2), Pu (7))o

" (pa(@), pa(@))e > 0.

) Bm:

De la ley de recurrencia para la familia de polinomios ménicos se obtiene la
correspondiente para los polinomios ortonormales.

Proposicién 2.3.5 La familia {P,} ", de polinomios ortonormales puede compu-
tarse recursivamente mediante la ley de recurrencia a tres términos:

Po1(z) = (ya — 05) Pu(®) — nPoa(2),

siendo

Vo = <pn7pn>w 5 _ <xpn:pn>w
n - n —
(Prnt1:Pnt1)w’ \/<pn7pn>w(pn+1,pn+1>w’
— <pn717pn71>w
Mn = .
\/<pn7pn>w<pn+17pn+1>w
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Obsérvese que de las Proposiciones 2.3.4-2.3.5 podemos computar eficientemente
una familia de polinomios ortogonales con respecto a w en [a, b] sin recurrir al
proceso de ortogonahzamon de Gram-Schmidt, simplemente a partir de la familia
de momentos ¢ = f akw(x)dx, k> 0.

Proposicién 2.3.6 Si o € R, [a,b] = [—a,a] y w(x) = w(—x), entonces pa,
solo tiene potencias pares y pa,_1 solo potencias impares.

Tras todas estas consideraciones previas, pasamos a resolver el problema de
mejor aproximacion en minimos cuadrados. Sltuemonos en el espacio pre-Hilbert
X = C ([a, b)), con el producto interior (f, g). f f(z (x)dx, y denotemos

| f llo= V{f. [), Sean E = span{fi, fa, -+, fn} un subespacw vectorial de
C(la,b])y fec ([a b]). El problema consiste en buscar ¢ =377, ¢;f; € E que

minimice Efp] =| f — ¢ ||o-

Bl =l f =0 3= (f 0. f =0 =l 12+ | 0 12 =2(f, 0
= ! PO+ [ (S e f0) w2 [ (S e fi(0) Foe(d

= J! P+ ) (S fj(t)>2 w(t)dt =23 ¢ [7 f(8) f(E)w(t)dt.

Al ser Elp] = E [Z?Zl cj fj] una funcién de n variables reales {ci, - ,¢,},

para encontrar los posibles puntos criticos debemos resolver VE = 0. Esto es
equivalente a buscar los puntos criticos de E?. Asi,

n

OE?[p b
de; :_2/ filt) dt+2/a (Zc;-f)(ﬂ) fi(t)w(t)dt

Jj=1

n
Por tanto, se tiene que % =0, si y solo si ZU“ flwcj = (fi, fi)w- Tenemos
j=1
entoces que el (tinico) punto critico serd la solucién C' = (¢ - - - ¢,)T del sistema
lineal

G, -C =B, (2.9)
donde
<f17f1>w <f27fl>w <fnaf1>w <f17f>w
Q. — <f17f2>w <f27f2>w <fnaf2>w B— <f27f>w

<f1:fn>w <f27fn>w <fnafn>w <fn7f>w
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A este sistema se le conoce como el sistema de ecuaciones normales, y a GG, como
la Matriz de Gram (de orden n), que es real, simétrica y definida positiva:

T

X' Gy X = (1, 20) Gy : 22?21 Z;‘l:lxixj<fi7fj>w

In

=i 2 @it i fide =1 i o fi 122 0.

Ademas,
k=1 k=1

ya que {f;},_, es una familia de funciones linealmente independientes. Se con-
cluye entonces que det(G,,) # 0, y el sistema (2.9) tiene solucién tnica, algo que
ya sabiamos por ser (X, (-,-)) un espacio estrictamente convexo. Por tanto, la
funcién E?[p] admite un tinico punto critico. Veamos que es minimo. La matriz
Hessiana de E?[yp] serd

PE?[p] PE?[] . OPE%[y]
02c1 Oc10ca Oc10cn
PE% g 2E2[p] | OBy
2
H ( E2 [ 90]) _ acz.aq 0 .02 . 862.8071
PEg] OPE?[p] . OBy
Ocndc1  OcnOca 02¢cp,

Como 6;5;5} = 2(fi, [;)w, se tiene que H (E?[¢]) = 2-G,, que es definida positi-

va, y por tanto, C' es un minimo. Obsérvese que todo este desarrollo es igualmente
valido si hubiéramos partido de un espacio pre-Hilbert general (X, (-,-)) en ge-
neral. Sin embargo, nuestro principal interés sera considerar el caso particular
X = C([a,b]) vy (f,g9) = fab f(z)g(z)w(z)dz. Vemos por tanto que, a diferen-
cia de lo que ocurria en la secciéon anterior, el problema de mejor aproximacion
queda totalmente caracterizado cuando la norma del espacio vectorial normado
proviene de un producto interior.

El proceso anterior presenta, sin embargo, dos inconvenientes:

= Kl sistema podria estar mal condicionado, es decir, pequenos errores en los
datos podrian generar grandes errores en la solucién.
Por ejemplo, si w =1, en [a,b] =[0,1], E=P,y fi=t"11<i<n+1, se
cumple

1

1
isJjlw = ti+j_2dt = - . .
et | "
La matriz de Gram que resulta se conoce como matriz de Hilbert, que es

el prototipo de matriz mal condicionada. A modo de ejemplo, si n = 10,
entonces cond(Gyg) ~ 1'6 - 1013.
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» El proceso no es dinamico. Cada coeficiente ¢; depende del nimero de ele-
mentos de la base. Si extendemos el subespacio E con el fin de mejorar la
aproximacién, no nos serviran todos los calculos realizados previamente.

Para solucionar estos inconvenientes, podemos ortogonalizar la base de partida
{f1,-+, fu} por el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. Entonces la
matriz de Gram seria diagonal y la solucion del sistema de ecuaciones normales
es por tanto inmediata:

<fj7f>w

;=7 Vj =1 n

(fis fi)w

Por tanto, la solucién al problema inicial de mejor aproximaciéon viene dada
explicitamente por

- <fj7 f>w
p(t) =Y 2 (1),
Los coeficientes no dependen de n, sino de f y la base {f1,---, fu}, por lo que

se soluciona el inconveniente del dinamismo del proceso. Si la base fuera orto-
normal, a los coeficientes ¢; = (f;, f)w se les denomina Coeficientes de Fourier

de f con respecto a la base ortonormal {fi,---, f,}.
En el caso particular de X = C([a,b]), (f,9)u = fab f(z)g(z)w(z)dz, partien-
do del sistema linealmente independiente de monomios {1,z,z?% -+, 2"}, ob-

tendriamos a partir de la ley de recurrencia a tres términos la correspondiente
familia de polinomios ortonormales, y de ahi, al computar los coeficientes de Fou-
rier, obtendriamos directamente la solucién a nuestro problema. Continuamos
con una expresion del error cometido en la aproximacion:

Teorema 2.3.3 Sean xy,xs,--- ,x, elementos linealmente independientes. Si

En(y) = rrgn |y — (@121 + agwa + - + anzn) ||,

entonces,
T1,To, " ,Tn,
Es():g( 1,42, 9 y)’
g (x17x27 e ,l’n)
denotando como g (xy,--- ,x,) al determinante de la matriz de Gram para los
elementos x1, -+ ,, .

Se omite la demostracion por excederse del temario necesario para esta memoria.
Puede encontrarse en [4, Teorema 8.7.4].

Proposicién 2.3.7 Sean el espacio pre-Hilbert (X, (-,).), E = span{fi, -+, fu}
un subespacio vectorial de X y f € X. Si ¢ = 22:1 cjf; € E es la solucion al



38 2 El problema de mejor aproximacién

problema de mejor aprorimacion de f, entonces el error de esta aprorimacion
es

n
1 =@ llo= [ £ 12 =D I fi l12.
k=1

Veremos a continuacion una propiedad minimal importante de las series trunca-
das de Fourier.

Teorema 2.3.4 Sea (X, (-,-)) un espacio pre-Hilbert, x7, x5, --- un sistema or-
tonormal e y € X un elemento arbitrario. Entonces

N N
ly =Y (wana; <y =) aaj | (2.10)
i=1 i=1
para cualesquiera elementos aq,as, -+ ,ay.

DEMOSTRACION.
|y — Zi\il a;x; 1= (y — Z'fil a;r;,y — sz\il a;ry)

N * N — * N —— ok ok
= (Y, y) — Dy @iz, y) — i @y, ) + Zi,j:l a;a;(z;, xj)
N N N — N N
= <?Ja Z/> - Zi:l ai<xi7y> - Zi:l ai(%%) + Zi:l |ai|2

N * * N * *
+ Zi:1<xi YNy, ) — Zi:1<xi YN Y, x7)

N .\ (2 N £\ (2

=, y) — iy [y 2D+ 20500 i — (g, )|
Ya que los dos primeros términos no dependen de las ”a’s”, el minimo se alcanza
cuando af = (y,z}), i=1,2,--- N.

g

Del Teorema 2.3.4 podemos deducir los siguientes corolarios con los que finali-
zamos este capitulo.

Corolario 2.3.1
N N
’ *\ |2
min || y =Y ages [P=ly [P =) [y, 27
! i=1 i=1

Ya que el valor minimo del teorema anterior es mayor o igual que 0, tenemos el
siguiente

Corolario 2.3.2 (Desigualdad de Bessel) Si {xf}fil es un sistema ortonormal,

entonces
N

D My < Nyl (2.11)

i=1
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Teoria de la clausura y la completitud

3.1. Teoria de la clausura y la completitud

En este ultimo capitulo abordaremos los conceptos de clausura y completitud
en espacios con producto interior y en espacios vectoriales normados.

Definicién 3.1.1 Un sistema de elementos x1,xs,- -+, finito o no finito de un
espacio normado (X, || - ||), se dice que es cerrado si cada elemento x € X puede
ser aproximado tanto como se desee por combinaciones lineales finitas de los x;.
Esto es, dado x € X y e > 0, podemos encontrar constantes aq, - -+ ,a, tales que

| & — (a12) + agy + - + anwy,) ||< €

Ejemplo 3.1.1 Cualquier conjunto de n elementos linealmente independientes
en R™ o C" es cerrado. Ademds, la aproximacion seria perfecta, pues con com-
binaciones lineales de los elementos de una base de R™ o C" se obtendrian los
elementos buscados.

Ejemplo 3.1.2 El Teorema de Aproximacion de Weierstrass (Teorema 1.0.1)
nos dice que {1,x,2% ---} es cerrado en el espacio normado (C ([a,b]),] - [leo)-

Ejemplo 3.1.3 Sea X el conjunto de funciones analiticas que son continuas

en |z| < 1, con la norma || f ||= I‘n|ax|f(m)| Las potencias {z,2%,2%,---} no
z|<1

son cerradas en X. Si lo fueran, dado € > 0, podriamos encontrar constantes
ai,--- ,ay, tales que

méx |1 — (a1z + az2” + -+ + 4,2") | < e.
2l<1

St tomamos z = 0, tendriamos que 1 < €, lo que es una contradiccion.

Definicién 3.1.2 = Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado. Una suce-
sion de elementos {x,} se dice que converge a un elemento x € X, si

lim || 2 —x, ||= 0. También se puede denotar como lim z, = x.
n—oo n—oo
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» Un espacio X se dice que es completo si toda sucesion de Cauchy converge
en X.

Una sucesién convergente no puede converger a dos elementos distintos. Su-
pongamos que asi sea y que lim || z,, — z ||= lim || z, — y ||= 0. Entonces, por
n— o0 n— oo
(2.3) y la Definicién 2.2.1(4) tenemos que 0 <|| z—y ||<|| z — 2, || + || zn — v ||-
Tomando n — oo, tenemos que lim || x —y ||= 0, y por tanto x = y.
n—oo

Ejemplo 3.1.4 Sea (C([—1,1]),]| - |l2) con la funcion peso w = 1 y fu(x) =
1
3 2
[1+g—4m‘2} ®. Entonces, || 0 — f, ||*= /1 ﬁdx = arctann® — 0. Sin em-
bargo, fn(0) — oo.

En el espacio X = C ([a, b]) podemos establecer una relacién entre convergencia
en [+ [l y | - [loo-

Lema 3.1.1 Sea X = C ([a,b]) con las normas || - |2 y || - ||, y consideramos la
funcion peso w. Si una sucesion {f,} converge a f respecto de la norma || - ||,
converge también a f con la norma || - ||2. El reciproco no es cierto.

DEMOSTRACION. Obsérvese que

b 3 b
T [/ ||f||iow<x>dx] oo < o0 = [l < o

Supongamos que f, — f en norma || - ||~. Entonces, Ve > 0 existe N = N(e),
tal que Vn € N, || fu — f |leo< “=- Para e y N € N tomados: | fo = f |25
frn — [ |l v/Co < €. Tomando n — oo, obtenemos f, — f en norma || - ||

Veamos que el reciproco es falso. Tomamos f, = 2™, x € [0,1] y w = 1. Pun-
tualmente,
0, ze€l0,1),

f"@of:{l, x=1.

1 , 1
Por tanto, || fn — f Hg_/o (fulr) = f(2))" dz

n—oo

= i1 e 0. Sin embargo,

g

Para el siguiente resultado, que es consecuencia de los resultados obtenidos al
final del Capitulo 2, supondriamos que nuestro espacio vectorial normado es
realmente pre-Hilbert.

Teorema 3.1.1 Sea z7,75,--- una sucesion de elementos ortonormales de un
espacio pre-Hilbert (X, (-,-)) que podria consistir en un nimero finito de elemen-
tos. Consideremos las siguientes afirmaciones:
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(A) El conjunto {xf, x5, ---} es cerrado.
(B) Las series de Fourier de cualquier elemento y € X convergen en norma a
n

y. Bs decir, lim || y - ;@/, zp)a, [|= 0.
(C) Se cumple la identidad de Parseval. Esto significa, para cualquier y € X,

[e.e]

Ly 1P= (v 9) = [y, 2) . (3.1)

n=1

Debemos notar que la Identidad de Parseval (3.1) es una generalizacion del
Teorema de Pitdgoras (Teorema 2.3.1).

(C’) Se cumple la identidad de Parseval extendida. Esto es, para cualesquiera
v,y € X, (z,y) => 00 (z,xi)(xh, y).

(D) No puede existir un sistema ortonormal estrictamente mds grande que con-
tenga a xy, x5, .

(E) La sucesion {xf,a5,---} es completa. Es decir, siy € X y (y,z}) = 0,
k=1,2,---, entonces y = 0.

(F) Cualquier elemento de X estd determinado de manera unica por sus co-
eficientes de Fourier. Esto es, si (w,x}) = (y,z}), k = 1,2,---, entonces
w=y.

Entonces se cumple que
AeB&e(Cs(C'=DsESF. (3.2)
Si X es completo, entonces todas las afirmaciones son equivalentes:
A&Bs(Cs(C e Ds EsFE (3.3)

DEMOSTRACION. Supongamos que se da (A). Entonces, por (2.10),

n

ly = (wapai Iy = i |-

k=1 k=1

Se sigue de (A) que la segunda expresion puede ser acotada por €, por tanto se
da (B). El reciproco también es cierto, pues podemos aproximar cada elemento
de X por sus coeficientes de Fourier, y por tanto, el conjunto de los zj, es cerrado.
Por ortogonalidad,

n n

<JZ - Z<x7$2>xz7y - Z@@@ﬁ) = <l’,y> - Z(ZL‘,Z’Z><ZL’Z7Q>, T,y € X.

k=1 k=1 k=1

Por la Desigualdad de Cauchy-Schwarz (Proposicién 2.3.2),
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n n n

(2,y) = D (e ai)aiy)| <Slle =) {eapai |-y =Y (y.aiai |-

k=1 k=1 k=1

Si se cumple (B), ambos miembros a la derecha de la desigualdad anterior tien-
den a 0, por tanto se cumple (C’). Si ademds tomamos = = y en (C'), este
implica (C). Por el Corolario 2.3.1,

n

0<lly—=> (yai)ai IP=y > =D [y«
k=1 k=1
Entonces, hemos probado (C') = (B), y por tanto, (A) < (B) < (C) < (C").
Supongamos que se da (A) y que 23,23, ,w, (w # xf) también es un sistema
ortonormal. Este sistema también es un cerrado en X. Como A = C’, tenemos
las siguientes ecuaciones:

%\ |2 *\ |2
o 2= [{w, 20)|* + (w,w), lw 7= [{w,zp) .
k=1 k=1

Por tanto (w,w) = 0, y esto es una contradiccién, pues || w ||= 1. Por tanto se
da (D).

Supongamos que existe y € X, y # 0 tal que (y,z;) =0, k = 1,2,--- . En-
tonces x7, x5, - -, Hz—” seria un sistema ortonormal estrictamente méas grande que
xy, x5, -+ . Por tanto, (D) & (F).

Supongamos que (w,zy) = (y,x}), k = 1,2,--- . Entonces (w — y,z;) = 0,
k =1,2,---.Sise cumple (E), entonces w — y = 0, por tanto (E) = (F). Si
(E) fuera falso, podriamos encontrar z # 0 con (z,z;) =0, k = 1,2,--- . Para
cualquier y, (y,zy) = (y + z,25), k = 1,2,--- . Entonces y, y + z serfan dos

elementos distintos con los mismos coeficientes de Fourier, por lo que (F') seria
falso. Por tanto (F') = (F). Esto completa la cadena de implicaciones (3.2).

Ahora asumamos que X es completo. Probaremos la cadena de implicaciones
(3.3) demostrando que (F') = (B). Sea w € X. Denotemos s,, = Y ,_, (w, z})z}.

Para n > m, tenemos que s, — S, = Z (w, z3)xy, por lo que || s, — s, ||*=

k=m+1
n

) w, z})|*. Por (2.11), Z {w, 2%)]* < co0. Como la suma anterior con-
k=m+1

n
verge, dado € > 0 podemos encontrar N (¢) tal que Z w, 2})|* < €, para todo

k=m+1
m,n > N(e). Por tanto s,, es una sucesién de Cauchy, y como asumimos que X

es completo, s, converge a algin elemento s € X:

lim || s, —s||=0. (3.4)

n—oo
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Sea v un entero positivo fijado y n > v. Entonces (s—s,, %) = (s, 2) — (s, 1) =

(s,z}) — (w, xr). De nuevo, por la Desigualdad de Cauchy-Schwarz (Proposicién
2.3.2),

(s, 20) = (w )| = s = s, )| <[l s = s | - |2y 1=l s = s |- (3.5)
En vista de (3.4) y (3.5) tenemos que (s, ) = (w,2%),v = 1,2,--- . Por (F'), esto

implica que s = w, por lo que (3.4) queda como lim || w — Z(w,x}i)xz =0
Pero esto es exactamente (B).

O

La propiedad de completitud dada en el Teorema 3.1.1(E) se puede definir para
un conjunto de elementos (recuérdase la Definicién 3.1.2).

Definicién 3.1.3 Sea X un espacio con producto interior. Un conjunto S de
elementos de X se dice que es completo si (y,x) =0, Vr € S =y =0.

Recordemos de la Definicion 3.1.1 que si X es un espacio con producto interior,
entonces una sucesién {xy} € X es cerrada si cada elemento z € X puede
aproximarse tanto como se desee por combinaciones lineales finitas de esta.

Ejemplo 3.1.5 Sea X = C ([a, b]), w una funcién peso definida en [a,b], y el
producto interior inducido (f,g) f f(x (x)dx. Dada f € C([a,b]) v

€ > 0, podemos encontrar constantes ay, tales que \f( ) — (ag + -+ a,a™)| <,
a < x <b. Por integracion,

b b
/ (f(@) = (ag + - + apz™)) w(z)dz < ¢y, ¢o = / w(z)dr < oo.

Se sigue de esto que las potencias {1,z,2% -} son cerradas en (X, (-,-)).
Teorema 3.1.2 (Riesz) Sean X un espacio completo con producto interior, ay

constantes tales que g lax|? < 0o y {x}} una sucesion ortonormal completa.

k=1
Entonces, existe y € X tal que

<y7$lt> = Qg, k= 172a . (36)

DEMOSTRACION. Consideremos los elementos s,, = Z apxy. Tenemos que

k=1
n

oo
| $n — sm |I*= Z |lag|?. Ya que Z lag|* < 00, {5, } es una sucesién de Cauchy,
k=m-+1 k=1
y existe y tal que lim ||y — s, ||= 0. Si fijamos k y n > k,
n—oo



44 3 Teoria de la clausura y la completitud

Iy = sn =1y = sull - Il 2k 1= [y = sn, 230 = [y, 25) — axl.

Tomando n — oo, obtenemos (3.6).

l

Definicién 3.1.4 Sea X un espacio vectorial dado. Se dice que L es un fun-
cional lineal sobre X, si es una aplicacion lineal de X a R o C. Es decir, que
cumple las siguiente propiedades:

» Lx+y)=L(x)+Lly), VeyelX
» L(azx) = al(zx), Vie X yaeRoaeC.

Definicién 3.1.5 Sea X un espacio dado y L un funcional definido sobre X.
Se dice que L es un funcional acotado, si existe una constante M > 0 tal que

Lz)| < M- 2], VeeX. (3.7)

Definicién 3.1.6 Sea X un espacio normado y L un funcional lineal acotado,
definido sobre X. Entonces, | L || es el valor minimo para el que se cumple
(3.7). Obviamente, tenemos que |L(z)| <|| L || - || = ||, Vz € X, y para cada
€ > 0, podemos encontrar xo € X tal que |L(xo)| > (|| L || —€)- || o || . De la
desigualdad anterior se puede extraer una férmula alternativa (y mds sencilla)
para || L |

L(x

HLH:supu, Ve e X.
vex |z

Definicién 3.1.7 El espacio normado de los funcionales lineales acotados defi-

nidos en un espacio normado X es conocido como el espacio normado conjugado

de X y se denota como X*.

Definicién 3.1.8 Se dice que una sucesion {xy} de elementos de X es completa,
si L(xg) =0, Vk=1,2,---, L € X* implica L = 0.

Teorema 3.1.3 Sea X un espacio normado e Y un subespacio vectorial de X.
Sea zo € X \'Y y supongamos que d = in}f; Il y —xo ||> 0. Entonces podemos
ye

encontrar un funcional acotado L € X*, tal que

1
L(x) =0, L(xy) =1, HLH:C_Z’ reY.

Teorema 3.1.4 (Lauricella). Sea X un espacio normado y {x,} un sistema ce-
rrado en X . Entonces, otro sistema {y,} es cerrado en X, si y solo si, es cerrado
en {x,}, es decir, si cada elemento de {x,} puede ser aprorimado arbitraria-
mente cerca por combinaciones lineales de los y,.
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Omitiremos las demostraciones de estos dos ultimos teoremas por exceder al
contenido necesario para la Memoria. Ambas pueden encontrarse en [4, Teorema
11.1.6] y [4, Teorema 11.1.8], respectivamente.

Teorema 3.1.5 (Banach) Sea X un espacio normado (real o complejo). Una
sucesion de elementos {xy} es cerrada, si y solo si, es completa.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que {x;} es cerrada. Sea L € X*, con
L(zg) =0,k =1,2,---. Dado # € X, podemos aproximarlo arbitrariamente
cerca por combinaciones finitas de los zy: || © — (@121 + asxe + - - - + a,xy,) [|[< €,
para algunos coeficientes a;. Entonces,

|L(z)| = |L [z — (@121 + agxe + - -+ + ayx,)]|

<PLA -T2 = (aawy + aga + -+ anwn) [ <[ L e
Tomemos ¢ — 0 y obtendremos L(z) = 0. Ya que = es arbitrario, L = 0.
Reciprocamente, supongamos que L(z;) = 0, k = 1,2,---, implica que L = 0.

Sea xg € X e Y el subespacio generado por las combinaciones lineales finitas de
los 2. Necesitamos probar que d = iné | zo — y ||= 0. Supongamos lo contrario.
ye

Entonces, por el Teorema 3.1.3 podemos encontrar L € X*, tal que L(y) = 0,
y €Y,y L(xg) = 1. Si L(zy) =0, k = 1,2,---, por completitud tenemos que
L = 0. Pero esto contradice que L(xy) = 1.

[
Ejemplo 3.1.6 Sea X un espacio con producto interior, y completo. Cualquier
L € X* puede ser expresado como L(x) = (x,x0), para algin xo € X (véase [I,
Seccion 16]). Por tanto, la definicion de completitud de {xy} es que (xy,z) =

0, k =1,2,---, implica x = 0. En este caso, el teorema anterior nos da la
equivalencia entre la propiedad (A) y (E) del Teorema 3.1.1.

Ejemplo 3.1.7 Sea X = C ([a,b]) con la norma || f ||= rgafb]f(x)] Por el Teo-
rema de Weierstrass (Teorema 1.0.1), la sucesion de potgngias {1,z,2% -} es
cerrada. Para cualquier funcion g(z) € C([a,b]), el funcional lineal L(f) =

b
/ f(z)g(x)w(z)dx pertenece a X*, siendo w una funcion peso en [a,b]. Por

b
tanto, por el Teorema 3.1.5, esta sucesion es completa y / 2"g(z)w(x)dr =0,

n=0,1,2,--- implica que g = 0.

3.2. Completitud de las potencias y sistemas
trigonométricos en L?|[a, b]

Teorema 3.2.1 Las potencias {1,x,22 ---} son completas en L*[a,b].
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DEMOSTRACION. Sea f € L*[a,b] y supongamos que

b
/x"f(x)dzzO, n=0,1,2,---.

Denotemos F(x) = [ f(t)dt. Entonces F(z) € C ([a,b]). En particular, F(a) =
0y F(b) = 0. Integrando por partes:

b

0= /ab 2" f(x)dr = 2" F(z)| — n/ab 2" F(x)dw.

a

Se sigue que f; 2" 'F(x)dx = 0,n=1,2,--- . Por el Ejemplo 3.1.7, las potencias

son completas en C ([a, b]) con la norma || f ||= rgéi(b |f(z)], y esto implica que
a<z<

F = 0. Por tanto f(x) =0 en casi todo punto.

O
Corolario 3.2.1 La sucesion de polinomios ortonormales en |[a,b], pi(x) =
kpx™ + ---, k, > 0, cumple todas las propiedades del Teorema 3.1.1, para
f € L?[a,b).

Definicién 3.2.1 Se dice que T' es un polinomio trigonométrico, si puede ser
expresado como combinaciones lineales finitas de sin(nz) y cos(nz), conn € N,

reR. SiT(x)=ay+ Zak cos(kx) + by sin(kx), y |a,| + |bn| > 0, entonces se

k=0
dird que T es un polinomio trigonométrico de grado exacto n.

Lema 3.2.1 Sea f € C(|—m,7]) y supongamos que

/Tr f(z) cos(nz)dx = 0, n=01,---, (3.8)

/ f(z)sin(nz)dx = 0, n=12---. (3.9)
Entonces, f = 0.

DEMOSTRACION. Sea T, un polinomio trigonométrico arbitrario. Se sigue de

T

(3.8) ¥ (3.9) que / T, (z) f(x)dx = 0. Supongamos que f # 0. Entonces existe

un punto interior xoﬂde [—7, w] para el cual f(zg) # 0. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que f(zp) = m > 0. Por continuidad, podemos encontrar un
intervalo [ : g —d < o < xy + § contenido en (—m,7), tal que f(z) > %.
Consideremos la funcién trigonométrica t(z) = 1 — cosd + cos (z — xg) . Para
rg— 0 < x < g+ 0, cos(x —xg) > cosd, entonces t(x) > 1. Para los casos
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r =x9x9, t(xr) = 1. En el resto de [—m, 7], —1 < cos (x — xy) < cosd, por lo
que
—cosd < t(r) <1, y por tanto, [t(z)| < 1.

Ahora consideremos T,,(z) = [t(x)]", polinomio trigonométrico de grado exacto
n. Es claro que

T(x)>1 enli: xog—0 <x <xp+90,
T.(z) =1, paraxz =9 £ 0,

|T.(z)| <1 en Iy: [—m, @]\ [xg — 0,20 + 0],
pero

O:/:r f(@)T,(x)dx = i f(@)T,(z)dx + i f(2)T,(x)dx.

Por tanto / = —/ . Ahora, f(2)T,(x)dx
I I Iz
acotada para n — 0o. Ya que t(x) > len I}, t(z) > 1+e€cen

< [ |f(z)|dx, por tanto estd
I

o )
[311‘0—§§33§370+§.

Por tanto, T),(z) = [t(x)]" > (1 +¢€)" en I3, y

F@)T(z)de > 2 | To(x)de > 21+ ).
I 2 2

I3

Esto es una contradiccion, ya que — 00, mientras que / esta acotada. Por
11 12
tanto, la asuncion f # 0 es falsa.

U

Teorema 3.2.2 El sistema de funciones cos(nx), n = 0,1,---, sin(nz), n =
1,2,--+ es completo en L? [—m, ).

DEMOSTRACION. Sea f € L? [—, 7]. Debemos probar que las condiciones (3.8)
y (3.9) implican f(z) = 0, en casi todo punto. Esto implica completitud por el

Ejemplo 3.1.6. Sabemos que la funcién F(x) = f(t)dt pertenece a C ([—m, 7).
Ademas, F(—7) =0y F(m) = 0. El dltimo sigug de (3.8) con n = 0. Si T,, cons-
tituye un polinomio trigonométrico arbitrario, entonces f(z)T,(x)dx = 0.
Pero

| et = rare| - [ f@nea
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Por tanto, f(x)T) (x)dx = 0 para todas las derivadas T” de poliomios trigo-

™ ™

nométricos. En particular, / F(x)sin(nz)dx :/ F(x)cos(nz)dx =0, n =

1,2,---. Consideremos ahora

1 s

Es obvio que
[T G(z)sin(nz)de =0, n=12,---,

™

J7_G(z)cos(mx)de =0, m=0,1,---.

Por el Lema 3.2.1, G = 0, por tanto F(z) = c¢. Pero F(r) = 0. Entonces, F =0,
y f(z) =0, en casi todo punto.

U

3.3. Teorema de la Clausura de Miuntz

Supongamos que tenemos una sucesién de potencias {xP}. ;Bajo qué circuns-
tancias pueden ser aproximadas funciones continuas, o de L?[a, b], por combina-
ciones lineales de estas potencias? Miintz dio un método brillante para solucionar
esta cuestion, que es una aplicaciéon del Teorema 2.3.3. A continuacién, veremos
dos lemas necesarios para terminar esta memoria con el Teorema de la Clausura
de Miintz.

Lema 3.1. (Cauchy). Si

1 1 1
a1+b1 ai+bs  aitbn " Aa: —a.:) (b, — b,
D, = : : |, entonces D, = HD] (nl i) ; )
1 ! Hi,j:l (a; + b))
an+b1 an-+b2 an+bn

DEMOSTRACION. Consideremos las a; y los b; como 2n elementos independientes
y calculemos su denominador comun, una vez hayamos expandido el determi-
n

nante D,,. El comun denominador buscado seria H (a; + bj) . Cada término
ij=1

individual tiene grado —1, por tanto D, sera de grado —n. El denominador

comtn tiene n? factores, por tanto tiene grado n?. Se sigue entonces que el

numerador debe ser un polinomio de grado n? — n en las variables a; y b;. Si

a; = a; para algunos ¢ # j, entonces coincidirian la fila 7 y j, por tanto D,, = 0.

Lo mismo ocurrirfa con las columnas ¢ y j si b; = b;. Supongamos entonces



lo contrario. Se sigue que el numerador deberia contener un factor de la forma

n

H (a; —ay) - H (b; — bj). Cada producto contiene @ factores, por tanto el

1>7

producto de ambos tiene n(n — 1). El grado es por tanto correcto y obtenemos

(a; — a;) (b —
((ll' -+ bj)

siendo ¢,, una constante independiente de las a; y los b;. Probemos que ¢, = 1.

Notese que

3.3 Teorema de la Clausura de Miintz

n

i>]

n
D, =c, HDj

b;)

[l

1

Y

1

a1+b1 a1+
anDn — . .
An P An
an+b1 an+bn
Entonces,
1 DY 1
a1+bi a1+bn
lim a,D, ; 1
Ap—+00 .
an+b1 an+bn
1 1
También,
1 1 0
a1+by a1+bn—1
lm lim a,D, : =D,_1.
by, —00 ap—>00 1 e 1
an—1+b1 n—1+bn_1
an Dy,

Entonces, lim lim
bp—r00 anp—00

= 1. Pero de (3.10), tenemos que

n—1

-1 -1
an Dy, Gy n H?:l (an - aj) ’ H?:l (bn - b])
Dn—l Cn—1 H;-lzl (CLn + bj) : H;’L:_ll(bn + CLj)
. , ., a,D, Cn
Tomando limites, lim lim =1= . Por tanto, ¢, = ¢,—1. Se com-
bp—00 an—oc0 [ 4 Cn—1

prueba facilmente que ¢; = 1. Por tanto, ¢, = 1.

O

Lema 3.2. Sea p; # p;. Entonces, asumiendo que p;, q > —%, tenemos que

1 ﬁ Pi —q
29+ 1 N pi+q+1

1
E2(z7) = n;in/o |27 — aqzPt — agaP? — - - — apaP P da =

b
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g(rqupl ’ZPQ P ’Ip7L)
g(xm,xpzy... 7gcpn) .

DEMOSTRACION. Del Teorema 2.3.3, tenemos que EZ (29) =

! 1
Ahora, (z%,2) :/ r%2? = —— Entonces,
0 a+f+1
1 . .. 1
+1 + 1 n 2
P1+p1 P1+pnt Hi>' (pi _ pj)
(I‘pl R xpn) — : : _ J
g ) ) - . . - 1
1 1 Hzg 1(p1+p1+ )
pn+p1+1 pn+pn+1
Para g (%, 2P, P2, ---  zP") tenemos una expresion similar. Entonces,

gz, xPn) (¢=p1)*(a=p2)*-(g=pn)*
g(@P1,- xPn) (g+p1+1)(g+p2+1)-(¢+Pn+1)(¢+q+1) (Pr+14q)- (Pn+1+q)

_ q pL
- 2q+1 Hz 1 (g4pi+1)*"
U

Teorema 3.3.1 (Miintz). Sea {xP} una sucesion no finita compuesta de dife-
rentes potencias, con p > —%. Entonces, {x*} es cerrada en L*(0,1), si y solo
si, los exponentes {p} contienen una sucesion {p;} tal que,

1 > 1
Jim p; = —, > ( i + 5) = 00, (3.11)

i=1
0
1
lim p; = p, —— < p< o0, (3.12)
i—00 2
0
, = 1
lim p; =00, p; #0, — = o0. (3.13)
1—>00 i1 Di

DEMOSTRACION. Nétese que la condicién p > —% asegura que zP € L?(0,1).

Por el Teorema 3.2.1, sabemos que las potencias {1, z, 2% -} son cerradas en
L?(0,1). Por tanto, {2} serd cerrada en L*(0,1) si y solo si, cada potencia x4,
q = 0,1,--- es aproximable por combinaciones lineales de los x”. Esto tultimo
sigue del Teorema 3.1.4. Entonces, Iiara cada ¢, tenemos que encontrar una su-

. . , 2
cesion py, po, - - -, tal que lim mln/ |7 — a1xPt — agx?? — -+ — apxP | dr = 0.
n—oo a;

De acuerdo al Lema 3.2, para cada ¢ tenemos que ser capaces de encontrar una
sucesién {px} tal que

2
pz —q

lim = 0. 3.14

Empecemos por ver la imphcamon de derecha a izquierda. Supongamos que p

tiene un limite finito p # —3. Entonces, lim pi— 4 P4 vy que

moopi g+l pra+l
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p—q
p+g+1

p > —l y q > 0, es facil ver que —1 < < 1. Dado € > 0, tenemos que para

L2 Ne,

o +q+1‘ < 1 —e. Por tanto, se cumple (3.14). Supongamos que podemos

obtener una sucesién {p;}, tal que se cumpla (3.11). Escribiremos

n n pi-l-% 2
: ML (- %)
11 > +q+1 = 2 (3.15)

n pits5
=1 Hi:l (1 + ng)

pz+2

Ya que lim p; = <l,y
71— 00

el numerador de la parte derecha en (3.15) se mantiene acotado Ademas ya que

. _|_ =

Z pz+ 12 = 00, el denominador diverge a 4o00. Por tanto, se vuelve a cumplir
q =

=1 2

la condicién (3.14). Finalmente, supongamos que se cumple (3.13). Escribimos

H( L) - Tatog) (3.16)

pitq+1 n +1)?
Ili= (1_’_%)

Debido a la hip6tesis, el denominador diverge a +oc. Por tanto, se cumple (3.14).
Ahora veamos la implicacién de izquierda a derecha (la condicién de necesidad).
Supongamos que el conjunto de exponentes {p} no contiene ninguna sucesién
{pi}, tal que se cumpla alguna de las ecuaciones (3.11)-(3.13). Entonces, {p}
tiene que ser

1 (o]
1. Una sucesion {p;} con lim p; = ——, i+ =] <oo,0
{pi} con lim p; = —5 ;:1 ( 2)
., , =1
2. Una sucesién {p;} con 11m p; = 00, g — < 00,0
— Di
i=1

3. Una sucesién {p;} que puede ser dividida en dos subsucesiones {r;}, {s;},
una del tipo 1, y otra del tipo 2.

En el caso 1, nos centramos en (3.15). Elegimos, sin pérdida de generalidad,
q # pi1,pe,---. El numerador converge a 0, si y solo si, se anula algtin factor.
Esto es imposible, por tanto el numerador tiene un limite positivo. Esto significa
que (3.14) no se cumple y 27 no puede ser aproximado arbitrariamente cerca por
P xP? ... En el caso 2, nos situamos en (3.16). Si g # py,po, - - -, entonces el
numerador y el denominador del lado derecho de la ecuacién convergen a un
numero no nulo. Por tanto, otra vez, la aproximacion arbitrariamente cerca de
{2} es imposible. En el caso 3, tomamos q # 11,79, ; S1, S2, -+ . Tomamos

o0 2 o] 2

i —4q Si— 4
|| vt :a,” —— | =10, donde sabemos que 0 < a < o0
i=1 (rﬁ—q—kl) i=1 <Si+Q+1) b
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00 2

pi —¢q

y 0 < b < co. Entonces, H <—> = ab. Otra vez, no se cumple (3.14).
ST \pi g+l

Esto concluye la demostracion.
O

Finalizamos la Memoria enunciando el segundo teorema de la clausura de Miintz.
Omitiremos también esta demostracion por excederse del contenido necesario
para la misma. La demostracién se puede encontrar en [4, Teorema 11.3.4].

Teorema 3.3.2 (Miintz). Sea {p} una sucesion de nimeros distintos y no ne-
gativos. Para que {xP} sea una sucesion cerrada en C([0,1]), es suficiente que
una de las p sea igual a 0, y {p} contenga una subsucesion {p;}, tal que

, o o0 1
hmi%oo Pi = 00, Y Zz’:l,pﬁéo p_z =00, 0
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A.1. Programacién en Matlab: computacion de
polinomios de Bernstein

function ber(x,f,a,b,n)

Transformacién lineal del intervalo [a,b] al [0,1]:
g=subs (f, x,a+ (b-a) *x) ;

>ctor simbdlico > almacenar los diver
polinomios de Be
Bern=[];
syms k
aux=floor (sqrt(n)); Alternativa

aux=floor (n/4);
for i=n:-aux:1l
B=simplify (symsum(nchoosek (i, k)*x"k * (1-
x) "~ (i-k) *subs (g,x%,k/1),k,0,1));
t=subs (B, x, (x-a)/ (b-a));
Bern=[Bern t];
clear B t
end

u=[a:0.01:b]; v=double (subs(f,u));
w=double (subs (Bern(1l),u));

subplot(1,2,1), plot(u,v,u,w), axis([a b min(v)
max(v)]), grid on, title ('Polinomio de Bernstein de
grado n.');

subplot(1,2,2), hold on
for i=2:length (Bern)
j=double (subs (Bern (i), u));
plot(u,v,u,j), axis([a b min(v) max(v)]), grid
on, title ('Diversos polinomios de Bernstein.');
clear 7
end
hold off
end

Figura A.1.
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A.2. Desigualdades de Young, Holder y Minkowski

Para probar la Desigualdad de Minkowski (que permite probar que (LP(u), || - ||,)
es un espacio vectorial normado estrictamente convexo), necesitamos dos nota-
bles desigualdades previas:

Proposiciéon A.2.1 (Desigualdad de Young). Sean p,q > 1 tales que %—I—% =1,

y a,b>0. Entonces, ab < %p + %.

DEMOSTRACION. Sia = 0 o b = 0, el lado izquierdo de la desigualdad es 0 y
el derecho no negativo, entonces se cumple trivialmente. Por otro lado, por la
convexidad de la funcién e”, se tiene que

e < e® 4 BeY, (A1)

para x,y € Ry o, > 0, con a + 3 = 1. Entonces, sustituyendo

a=—, £=-, x = pln(a), y =qln(b
p . (a) (b)

en (A.1), se obtiene el resultado.

O
Para probar la proxima desigualdad necesitamos el siguiente
Lema A.2.1 Sean x1,29 >0 y a,b > 0, tales que a +b = 1. Entonces
29zl < axy + bxs. (A.2)

La igualdad se cumple si y solo si x1 = .

DEMOSTRACION. Sean t > 1, m < 1y f(t) = t™. Por el Teorema del Valor
Medio, tenemos que (t) = f(1) + (t — 1)f'(§), 1 < & < t. Por tanto t™ =
1+ (t—1)m&m ' Como ™1 < 1,

" <14+m(t—1). (A.3)
Supongamos que x; > x9 > 0 (En el caso de que x; = 0 0 x5 = 0 la desigualdad
se cumple trivialmente.). Elegimos t = 2L >1,m =a,talque 1-m = b. De (A.3)
obtenemos <;—;> <l+a <§—; — 1) , que equivale a z¢ry * < 29 + a(x) — 19) =

ary + (1 —a)xy. Por tanto, 928 < axy +bxs. Si zy > 21 > 0, hubiéramos llegado
al mismo resultado intercambiando los roles de x; e x5. Por otro lado, si 1 = x4,

2l = 29t = 1) = axy + bay.
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Proposicién A.2.2 (Desigualdad de Hélder). Sean f,g : R — R y p,g > 1
tales que % + % = 1. Entonces

/ablf(w)llg(:vﬂd:rS( /ab|f(1’)|pdx) ( / oz |de) (A4

_f@r _lg@)P

, L2 =
S (@) pda’ S lg(@)lrda’
a= i, b=1- % = %. Sustituyendo en (A.2) obtenemos

( @) ) ( l9()" ) S G5
S 1 (@)lpde S lg@edz )70 [T f(@)de 4[] |g(x)|2de
b 7 b i
multiplicando por (/ |f(x)|pdx) : ( |g(m)|qda:) y tomando integrales en

los numeradores, tenemos que

[ 1wt < ( / b |f<x>|pdx)'l’ (f \g(az)wdxf
/a  Haga)de

Proposicién A.2.3 (Desigualdad de Minkowski). Sean f,g : C — C y p €
[1,400). Entonces

(150 st < ([ erras) + ([ oorar)’ . s

DEMOSTRACION. En el caso de p = 1 la demostracién es la conocida desigualdad
triangular:

b b b b
/ (@) + glo)ld < / (17(@)] + lg(@))de = / @)z + / l9(x)d.

Si p > 1y al menos uno de los sumandos del lado derecho de (A.5) es infinito,
la desigualdad también se cumple. Supongamos que ambos lados de la ecuacién
son finitos. Definimos un conjunto auxiliar Y = {z € [a,b] : |f(x)| > |g(x)|} .
Entonces para todo = € Y, |f(z) + g(x)| < 2|f(x)|, y para todo x € X \ 'Y,
|f(z) +g(x)| < 2|g(x)|. Estas cotas se usaran para demostrar que |f(z) + g(x)[?
es integrable.

DEMOSTRACION. Por el Lema A.2.1 denotamos v, =

Como

/ |f(x)g(z)|dz, se sigue (A.4).

O
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S 1f @) + gl@)Pde = [ 1£(@) + gla)Pde + [y 1 (@) + gla)Pda
< [y f@Pde+2 [,y 9@ Pde < 22 [P f(@)Pde + 2 [ |g@)Pde < +oo.

Si fab |f(z) + g(z)[Pdx = 0, entonces se cumple la desigualdad. Si fab |f(x) +
g(x)[Pdz > 0, escribimos | f(z) + g(x)[P como

@)+ g(@)P = |f(2) + g (@)1 f(2) + g(@) P!
< @@+ g@) P+ lg(@) 1 (@) + ()P,

y luego integramos a ambos lados y aplicamos la Desigualdad de Holder:

[P f(x)+ g(z)Pda

b > b v b N\ 4
< [(Rswra)” « (i)’ |- (0150 + o)
De la condicién de ]lj + % = 1, se sigue que ¢(p — 1) = p. Si dividimos a ambos

b q
lados de (A.2) entre (/ |f(x) + g(x)\pdx) y sustituimos 1 —% por %, se sigue
(A.5). ’
U
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This memory has been structured into three chapters and an ap-
pendix. In the first chapter the Bernstein polynomials are intro-
duced, the famous Weierstrass Approximation Theorem is proved
using them, and some additional properties are established. In
the second chapter, the problem of best approximation in normed
spaces is addressed, with special emphasis on the case of Pre-
Hilbert spaces. Likewise, without much extension, orthogonal
polynomials are analyzed, and the Least Squares Approximation
problem is solved. Finally, in the third chapter, the closure and
its consequences are investigated, the completeness of trigono-
metric powers and systems in L?[a,b] is briefly analyzed, and it
ends with Miintz’s theorems. Finally, in the Appendix, a Matlab
code that computes Bernstein polynomials is presented and the
Young, Hélder and Minkowski Inequalities are proved.

1. Introduction

n this memory, topics on Approximation Theory are studied.

It begins by introducing interpolation theory and defining the
Bernstein polynomials to then prove the Weierstrass Approxima-
tion Theorem. Likewise, some additional properties about the
Bernstein Polynomials are given.
In the second chapter, the problem of best approximation in
normed spaces and pre-Hilbert or Hilbert spaces is addressed,
with various results to highlight such as Tonelli’s or Chebyshev’s
Equioscillation Theorems. Then, the best approximation problem
in Least Squares is analyzed, deducing the Normal Equations and
defining the Gram Matrix, with previously seen properties of or-
thogonal polynomials.
In the third and last chapter, the theory of Functional Analysis and
theory of closure and completeness are introduced. A section on
the completeness of powers and trigonometric systems in L%[a, 0]
was also established.
Finally, in the Appendix, there are the proofs of the Young, Holder
and Minkowski Inequalities, and the code in Matlab programming
language for the computation of Bernstein polynomials.

L]

Figure 1: Graph on the slow convergence of Bernstein polynomi-
als to the function f(z) = (z — 1)(z — 4) - sinz, = € [L,5].

Several results are noteworthy. In the author’s opinion, the most
important one is the proof of the Weierstrass Approximation The-
orem, since it establishes that polynomials are dense in the space
of continuous functions defined on a compact of the real line. It is
a very important result with a rather aesthetic proof, making use
of the Bernstein polynomials.

There are many more outstanding results, like the Tonelli's and
Chebyshev’s Equioscillation Theorems; the Normal Equations or

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de julio, 2023

examples of best approximation in the second chapter; the Riesz
Theorem or the Miintz Theorems in the third chapter, which estab-
lish necessary and sufficient conditions for a non-finite sequence
of powers of the variable x to be closed in L?[0, 1]. Nevertheless, |
will end this section with a curious and simple, but not easy figure
from [4, Page 257], which elegantly differentiates the four defini-
tions of closed and complete spaces and sequences, that might
be interesting.

Closed

Complete

A subspace is closed if it

A space is complete if every

Space contains all its limit points. Cauchy sequence has a limit
in the space.
A sequence is closed if A sequence {z,} is complete
every element of the space if L(z,) =0,2=0,1,...,
can be approximated ar- L e X*, implies L = 0.
Sequence

bitrarily closely by finite
linear combinations of the
elements of the sequence.

3. Sections And Organization

I n the following table it is illustrated all the information into distinct
sections, such as background, objectives, and methodology.

Topics Summary

Basic prior knowledges of numerical and math-
ematical analysis is required.

Prove the Weierstrass Approximation Theorem,
study the best approximation problem in normed
and Hilbert spaces, including the problem in
Least Squares and arriving at the two Mintz
Theorems.

The references are being studied (especially the
book [4]) and at the same time the outstanding
results are being transferred to the Memory.
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