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Resumen - Abstract

Resumen

En este Trabajo de Grado, el objetivo es explorar el andlisis numéri-
co del modelo de Black-Scholes y sus aplicaciones en la valoracion
de opciones financieras. El proyecto describe los métodos numéricos
comunmente utilizados, analiza Las Griegas y estudia extensiones
del modelo para incorporar caracteristicas mas realistas que reflejen
el comportamiento de los precios de los activos financieros. En par-
ticular, se consideran las opciones europeas de compra y venta, asi
como las opciones de efectivo o nada.

Palabras clave: Black-Scholes — Diferencias Finitas — Discretiza-
ciones Temporales — Estimacion — Opciones — Método de Lineas —
FEcuaciones en Derivadas Parciales — Fstabilidad — Convergencia —
Las Griegas . . .

Abstract

In this Degree Project, the objetive is to explore the numerical analy-
sis of the Black-Scholes model and its applications in prizing finan-
cial options. The project describes the commonly employed numerical
methods, analyzes The Greeks and study extensions of the model to
incorporate more realistic features reflecting the behaviour of finan-
cral asset prices. In particular, we consider the call and put European
options and the Cash or Nothing options.

Keywords: Black-Scholes — Finite differences — Temporal Discre-
tization — Strike — Options — Method of Lines — Partial Differential
FEquations — Stability — Convergence — The Greeks . ..
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Introduccion

Actualmente, la rapidez y la variabilidad en el campo de las finanzas, obli-
gan a buscar nuevos mecanismos que permitan predecir resultados y facilitar
la toma de decisiones. En el ambito financiero, el modelo de Black-Scholes es
conocido como uno de los modelos matematicos basicos en la toma de decisiones
financieras a nivel mundial.

El presente trabajo se centra en el estudio numérico del modelo de Black-
Scholes y su aplicacién en la tasacién de opciones financieras [1]. En ese sentido,
en el Capitulo 1, abordamos la descripciéon del modelo de Black-Scholes, su
solucién analitica, la cual estd disponible para algunas opciones simples. Sin
embargo, para modelos con mas pardmetros (modelo de Heston, por ejemplo),
se necesita utilizar métodos numéricos para aproximar sus soluciones. Entre los
métodos numéricos mas utilizados se encuentran el método de lineas combinan-
do diferencias finitas para la discretizacion espacial con integradores temporales
para las discretizaciones en el tiempo.

Es por ello, que en los capitulos 2 y 3 veremos la discretizacion espacial
mediante diferentes métodos numéricos y ademads, analizaremos la estabilidad y
las condiciones de contorno adecuadas para la solucién numérica del modelo.

Ademas, en el capitulo 3 se discutiran Las Griegas "The Greeks” que son
medidas importantes de sensibilidad de los precios de las opciones financieras
ante los cambios en las variables del modelo y se analizaran cémo se pueden
calcular mediante los métodos numéricos utilizados. Por 1ultimo, se estudiaran
algunas aplicaciones del modelo de Black-Scholes a las opciones denominadas
Cash-or-Nothing Options.






1
Modelo de Black - Scholes

En este primer capitulo, veremos una breve introduccién a las opciones
financieras y posteriormente, nos centraremos en el modelo de Black - Scholes
[1]. Mencionaremos el movimiento browniano. Indicaremos la ecuacién en deri-
vadas parciales que surge del modelo estocastico browniano [2] y mostraremos
su solucion. Por dltimo, concluiremos el capitulo ilustrandolo con un ejemplo de
un caso real.

1.1. Opciones financieras

La opciéon de compra, conocida como call option, es un contrato en el
que el comprador adquiere el derecho de comprar determinados activos (gene-
ralmente acciones), denominados subyacentes a un precio especifico llamado
precio de ejecucién (strike price), dentro de un plazo establecido, conocido
como vencimiento.

La opcién de venta, también conocida como put option, es un contrato
en el que el comprador adquiere el derecho de vender, dentro de un plazo esta-
blecido, ciertos activos denominados subyacentes. Este contrato establece un
precio especifico (strike price), el cual el comprador puede ejercer su derecho de
venta.

Las opciones de compra y venta brindan al comprador el derecho, pero no
la obligacién, de adquirir o vender los activos en una fecha futura a un precio
predefinido. También es importante considerar que la contraparte del contrato
tiene la responsabilidad de vender o comprar los activos al precio acordado en
la fecha de vencimiento, y se le debe compensar por asumir este compromiso.

El valor de una opcién de compra depende de varios factores, como el
tiempo de vencimiento y la volatilidad del precio del activo considerado.
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Un plazo de vencimiento mas largo puede incrementar el valor de la opcion, ya
que proporciona mas oportunidades para que el precio de los activos aumente.
Asimismo, la volatilidad del precio del activo también afecta al valor de la opcién.
Cuanto mayor sea la volatilidad, mayor sera el riesgo para el vendedor y, por lo
tanto, se elevara el precio de la opcion. Ademas, al valorar las opciones, debemos
tener en cuenta el concepto de valor presente del dinero en el momento del ven-
cimiento o valor descontado. Es decir, debemos calcular cuanto tendriamos
que pagar ahora para recibir una cantidad asegurada K en un momento futuro 7.

Para realizar este calculo de descuento, en este contexto, se utiliza cominmen-
te el concepto de interés compuesto continuo. Se considera el efecto del tiem-
po v la tasa de interés para determinar el valor actual de la opcion y el activo
considerado en el futuro.

Ahora vamos a ver los dos grandes tipos de opciones en funcion del periodo
de ejercicio pues, aunque existen muchisimas més, estas son las mas recurrentes.

Una opcidon de estilo europeo es un contrato financiero en el que el ti-
tular tiene el derecho de comprar o vender un activo considerado a un precio
preestablecido (strike price) en una fecha especifica (vencimiento). Sin embargo,
este derecho solo puede ejercerse en la fecha de vencimiento y no antes.

Una opcion de estilo americano es similar a la opcion de estilo euro-
peo, pero con la diferencia de que el titular tiene el derecho de comprar o vender
el activo considerado en cualquier momento antes de la fecha de vencimiento.
Esto le otorga al titular la flexibilidad de ejercer la opcién en el momento que
considere més favorable.

Opci de compra F (azul) y i (roja)

Figura 1.1: Comparacién de las opciones de compra europeas (azul) y america-
nas (roja). Valor de la opcién (vertical) frente al valor del activo (horizontal).
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En este trabajo, siempre asumiremos que las opciones son de estilo europeo.

1.2. El Movimiento browniano y su importancia en la
formula de Black-Scholes

El movimiento browniano es un proceso estocastico que se utiliza para
describir el movimiento de particulas en suspension en un fluido. En finanzas, el
movimiento browniano se utiliza para modelar el movimiento de los precios de
las acciones y otros activos financieros.

Una forma sencilla de plasmar un movimiento browniano es con la siguiente
ecuacion diferencial estocastica:

dS = pdt + odW (1.1)

donde S es el precio de un activo, u es la tasa de crecimiento esperada del
precio del activo, o es la volatilidad del precio del activo y dWW es un proceso
de Wiener.

El movimiento browniano es importante en la féormula de Black-Scholes
porque se utiliza para modelar el movimiento del precio de las acciones sub-
yacentes a las opciones. La suposicién de que el movimiento del precio de las
acciones sigue un proceso de movimiento browniano es una de las principales
hipotesis del modelo de Black-Scholes.

1.3. Formula de Black - Scholes

Para esta seccion, en el Apéndice A.1 recordaremos algunos conceptos clave
para la comprension completa de la férmula de Black-Scholes.

La funcién de pago (payoff) en el modelo de Black-Scholes, denotada por
¢(s), viene definida por:

max(s — K,0 ara s >0 compra,
o) ={ BT P (12)

| méx(K —s,0) para s>0 venta.

Esta funcién toma el precio actual del activo considerado s, y el precio del
strike K, y calcula el beneficio resultante en funcién del tipo de opcion.

La férmula de Black-Scholes se utiliza para determinar el valor justo
de una opcion financiera en un momento dado. Para calcular este valor, Black
y Scholes asumieron que el precio del activo considerado sigue un proceso
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estocastico, donde el precio en el futuro es una variable aleatoria.

En particular, consideraron la férmula:

S, = Spe 2o )Tt Wr (0 < 7 < T) (1.3)
donde S, es el precio del activo en el tiempo 7, Sy es el precio inicial, u es la
tasa de crecimiento esperada, o es la volatilidad, y W, es un proceso de Wiener.

El proceso estocastico (1.3) se denomina movimiento browniano geométri-
co. Si Sy es distinto de cero, entonces ‘g—g verifica la ecuacién diferencial estocasti-
ca del tipo (1.1) siguiente:

S, o?
d(ln(=-)) = (up — —)dr + odW..
So 2

Por lo tanto, In(S,/Sp) se distribuye normalmente con media (p — 0%)7
y varianza o?7. En vista de esto, se dice que la variable aleatoria S, tiene una
distribucién log-normal. Como ya vimos en (1.1) la volatilidad o juega un pa-
pel fundamental al medir la incertidumbre en los precios futuros de los activos

financieros.

Destacamos la existencia de una tasa de interés libre de riesgo r, la
cual representa el maximo rendimiento tedrico (interés) que se puede obtener sin
correr ningtin riesgo de pérdida financiera. Se asume que esta tasa es conocida y
se mantiene constante a lo largo del tiempo. Por consiguiente, una inversion en
efectivo Dy en el presente crecera de manera predecible en el tiempo, siguiendo
la siguiente formula:

D(’T) = Doe”.

El modelo de Black-Scholes conduce a la ecuaciéon en derivadas parciales
(EDP) siguiente, cuya deduccién puede verse en [3],
0 1 0? 0
a—?(s,t) = 502328—;;(3,t)+rsa—7;(s,t)—ru(s,t), s>0 : 0<t<T. (14)
Ademéds, se imponen dos condiciones adicionales para la (EDP) (1.4), una
condicién inicial y una condicion de frontera.

Esta ecuacién describe el precio justo u(s,t) que debe pagarse por una
opcién (call option). La condicién inicial es una consecuencia directa del hecho
de que el valor justo de la opcién se conoce al vencimiento, es decir, si t = 0. Esta
dado por la funcién de pago (1.2) y esto nos proporciona la condicién inicial:

u(s,0) = ¢(s) para s>0 (1.5)
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La segunda surge de considerar el comportamiento limite del precio del
activo considerado y aplicar la hipdtesis fundamental de no arbitraje para
determinar el precio justo de la opcion en el caso extremo en el que el precio
del activo es cero dando como resultado la condicién de frontera:

0 para 0<t<T (compra),

w(0,1) = { e ™K para 0<t<T (venta). (1.6)

Las ecuaciones (1.4), (1.5) y (1.6) constituyen un sistema que debe ser
resuelto como un problema de valor de frontera y valor inicial. Utilizando la so-
lucién exacta del problema que se obtiene tras hacer ciertos cambios apropiados
de variable que conducen a un problema de Cauchy para la ecuacion del calor
unidimensional, se deduce que:

u(s,t) = sN(dy) —e " KN(dy) (compra) (1.7)

u(s,t) = —sN(—dy) + e ""KN(—dy) (venta) (1.8)

para s > 0,0 <t > T con:

In(£) + (r+ 302t

dy = i ; (1.9)
dy = dy — oVt (1.10)
N(y) = \/%_W /_y e da (y € R) (1.11)

siendo (1.11) la funcién de distribucién normal esténdar.

Opcion de Compra Opcion de Venta

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
(s) (s)

Figura 1.2: Opcién de Compra (azul). Opcién de Venta (roja). Para los parame-
tros K =100, T'=1,r=0.05y 0 = 0.25.



6 1 Modelo de Black - Scholes

1.4. Ejemplo de la Ecuaciéon de Black - Scholes

En el ejemplo vamos a calcular el valor tedrico de una opcién de compra
call option europea cuya volatilidad se estima en o = 0.3 donde el precio de
ejercicio sera de 1000 euros dentro de 9 meses, sobre un cierto activo subyacente
que actualmente cotiza a 800 euros. Para este caso, emplearemos una tasa sin
riesgo del 1% anual. En primer lugar, calcularemos d; y do, para posteriormente
poder usar la férmula de Black - Scholes:

0 Iniges + (0.01 +50.3%)0.75 07003
1 0.3v0.75 Y

dy = —0.7003 — 0.3v0.75 = —0.9601;

Ahora, aplicando la férmula:
u(s,t) = sN(dy) — e " K N(dy)
obtenemos:

u(0.75,800) = 800N (—0.7003) — 1000e~ "0 N (—0.9601) = 26.24

Por lo tanto, segin el modelo de Black-Scholes, el valor teérico de la opcién de
compra europea en este ejemplo es de 26.24 euros. Este valor puede utilizarse
como referencia para evaluar el precio y el valor justo de la opcién en el mercado.

El interés de aplicar métodos numéricos tipo MOL (Método de Lineas)
estriba en el hecho de que para resolver modelos mas complejos en Finanzas,
por ejemplo, el modelo de Heston (véase en [3]) se hacen imprescindibles los
métodos numéricos, ya que esos modelos no poseen soluciones analiticas cerradas
y por tanto, pretendemos ilustrar aqui la aplicacion del Método de Lineas al caso
simple de Black-Scholes, el cual es un problema unidimensional.
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Discretizacién espacial

En este capitulo, estudiaremos la discretizacién espacial en la resolucion
numérica de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs). Exploraremos el Méto-
do de Lineas cuya primera etapa consiste en la semidiscretizacion espacial de la
EDP mediante diferencias finitas. Analizaremos la estabilidad numérica, las con-
diciones de contorno y la aplicacién de mallas espaciales no uniformes. Ademas,
discutiremos el tratamiento de datos iniciales no suaves y la discretizacién mixta
central /upwind (a favor del viento). También consideraremos el suavizado de la
condicién inicial a través del promedio de celdas, presentando ejemplos compa-
rativos

Para este capitulo, usaremos mayoritariamente la referencia [1], Capitulos
3,4,5.

2.1. Meétodo de lineas

Para la solucion numérica de problemas de valores de frontera iniciales para
ecuaciones de conveccion-difusion-reaccién del tipo:

(s, 1) = ()55 (5,) + €(s) (5. 0) = r(s)uls, 1), (21)

el método de lineas (MOL, Method of Lines) proporciona un enfoque flexible

y versatil. Los MOL constan de dos pasos; el paso (S) (discretizacién en la
variable espacial s) y el paso (T) (discretizacién en la variable de tiempo t).

ou 0%u Ju

El paso (S) se conoce como discretizacién espacial o semidiscretiza-
cién. En este paso, el problema de valor inicial y frontera para la (EDP) es dis-
cretizado en una malla finita en el dominio s. Esto conduce a un primer problema
de valor inicial para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs), el llamado sis-
tema semidiscreto. El paso (T) se denomina discretizacién temporal. Aqui
el sistema semidiscreto se discretiza en una malla finita en el dominio ¢ y define
las aproximaciones a u(s,t) en el tiempo ¢ y en el punto de malla s.
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2.2. Formulas de diferencias finitas

A continuacion, formularemos varias semidiscretizaciones bésicas para las
ecuaciones de conveccién y difusion del modelo por separado. Estas se com-
binan posteriormente para llegar a semidiscretizaciones para la ecuacion del mo-
delo (2.1).

Por el anélisis real clasico, la primera derivada f’ de cualquier funcién
suave dada f : R — R en cualquier punto s € R se tiene que:

oy = TZIEZ By esong )

siempre que h > 0 es pequeno. Se denomina férmula regresiva de primer
orden.

Consideremos ahora la ecuaciéon de conveccién del modelo puro
ug(s,t) = cug(s,t) con condicién periddica wu(1,t) = u(0,1).

Aplicando (2.2) a la derivada espacial en esta ecuacion en el punto de malla
s = s;, se obtiene la relacion aproximada:

u(s;, t) —hU(si_l,t)7 ho L (1<i<m, 0<t<T) (2.3)
m

u(si,t) = ¢

Entonces, podemos definir aproximaciones U;(t) a u(s;, t) a través de la relacion
exacta de manera que:

(1) — U 1
Ui(t) hUz 1(t) h=— (1<i<m, 0<t<T) (2.4)
m

Uj(t)y=rc

con Uy(t) = U,,(t) por periodicidad. Esto constituye una primera semidiscre-
tizacion de la ecuacion de conveccién del modelo con condicién periddica.
Observamos que (2.4) involucra solo una variable independiente continua ¢, y
ademas, se considera en forma vectorial. Sea

U(t) = (Ui(t), Ua(t), .. Un(t)" vy U'(t) = (U[(t), Up(t), ..., UL, (1)

donde T denota la transpuesta. Entonces el sistema semidiscreto (2.4) se puede
formular como

U'(t) = AU(t) (0<t<T) (2.5)

donde A es una matriz de orden m x m dada por:
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1 -1
-1 1
c
A=-— . .
3 . (2.6)
-1 1
-1 1
En lugar de (2.2), la primera derivada de f se tiene también por:
+h)— h
o= LI Py peasen @)

h 2

Por otro lado, (2.7) se denomina férmula progresiva de primer orden y da
lugar al sistema semidiscreto:

Uina(t) = Ui(t)

Ul(t)=c -

(]

(1<i<m, 0<t<T) (2.8)

con Up,41(t) = Uy (t), Up(t) = U, (t) por periodicidad. Esto se puede escribir en
la forma (2.5) con:
-1 1
-11

(2.9)

> o

-1 1

1 -1

Por razones de estabilidad, que se explicardn en el apartado siguiente, la

féormula regresiva de primer orden solo debe usarse si ¢ < 0 y la férmula

progresiva de primer orden solo si ¢ > 0. Esto se conoce como férmula up-

wind (a favor del viento) de primer orden pues se tiene en cuenta la direccién
de las curvas caracteristicas.

Considerando valores de f para argumentos en ambos lados de s, se obtiene
por diferencias centrales:

f(s+h)—f(s—h) h?

f'(s) = A — /) o me(s—hs+h)  (210)

Denominaremos a (2.10) como férmula central de segundo orden (para
conveccién). Eso lleva a el sistema semidiscreto:

Uir1(t) — Ui ()
2h

con Uy(t) = Up(t) y Upns1(t) = Ui(t) , y es de la forma (2.5) con:

Ui(t)=c

(1<i<m, 0<t<T) (2.11)
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A= — (2.12)
-10 1
1 -1 0
El error de truncamiento para las féormulas de primer orden es O(h) y
para la férmula central de segundo orden es O(h?). Por tanto, la férmula deseada

en la diferencial central es mas aproximada, pero es menos estable como veremos
para aproximar la adveccion.

Para la segunda derivada de cualquier funcién suave dada f : R — R
tiene una aproximacién:

fls=h)=2f(s) + f(s+h) I’

7(s) = - - ) (213)

Denominaremos a (2.13) como férmula central de segundo orden (por di-
fusién). Considerando esta férmula en el caso de la ecuacién de difusién del
modelo puro wu(s,t) = duss(s,t) con condicién periddica que conduce al sistema
semidiscreto:

Ui (t) = 2Ui(t) + Ui (t)
B2
donde Uy(t) = Up(t) v Upnsa(t) = Ui (t). Esto es de nuevo de la forma (2.5) con:

Ul(t) =d (1<i<m, 0<t<T) (2.14)

-2 1 1

1 -2 1

N (2.15)
1 -2 1

1 1 -2

y error de truncamiento de esta férmula serd O(h?).

Para obtener semidiscretizaciones de la ecuacion del modelo completo (2.1),
uno puede simplemente combinar semidiscretizaciones de sus términos individua-
les. Por ejemplo, si A; y As son matrices dadas que corresponden a los términos
semidiscretizados de conveccién y difusion, respectivamente, entonces una semi-
discretizacién de (2.1) es dada por A = Ay + A;—rl siendo I la matriz identidad
m x m donde la parte —rI proviene del término de reaccion.

2.3. Estabilidad

En esta seccién vamos a estudiar la estabilidad de los sistemas semidis-
cretos construidos en la seccién anterior.
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Lema 2.3.1. Las matrices arriba mencionadas (2.6), (2.9), (2.12) y (2.15)
que definen un sistema de la forma U'(t) = AU(t) con 0 < t < T sujeto a
la condicion de periodicidad, son normales AAT = AT A y son diagonalizables
mediante matrices unitarias V. Por tanto, existe D = diag(\i, Ag, ..., \p) tal
que A = VDV donde los autovalores )\, de las matrices A se expresan de la
stquiente manera:

A = %(1 — cos(2rkh) — isin(2rkh)), 1<k <m, (2.16)
A = %(Cos(Qﬁk‘h) 1 4isin(2rkh), 1<k<m, (2.17)
A = i%(sin(%kh)), 1<k<m, (2.18)
ad, .,
A = —ﬁ(sm (rkh)), 1<k<m. (2.19)
Demostracion: Veamos que

. 1

Avy = N, con 07 = (€™ gy = kh, h = —.

m

nos conduce a que \; esta dado por para (2.16) con matriz (2.6) el primer caso
y asi sucesivamente para los demés. (i = y/—1 es la unidad imaginaria).

- - c ; ; .
A’Ul — )\lvl o z(e%rlmkz o 627rl:1:k,11) _ )\162711:):“ PN

o\ = %(1 B 6—27rlhi) _ %(1 _ e—?wxli)
Por lo tanto :

A= %(1 — cos(2mx)) — isen(2mxy))

Andalogamente, para (2.17) con matriz (2.9):

Avl — )\lvl PN E(627rlxk+lz o 627rlwkz) — )\l627rlmkz PN

PN )\l — %(eQWlhi o 1) — %(62ﬂxli . 1)
Por lo tanto :

\ = %(—1 + cos(2mx;) + isen(2may))

Lo mismo para (2.18) con matriz (2.12):

. . c . . .
AU[ — )\Z/Ul = %(eZTrlxk_Hz . e27rlxk_1z) — )\ZBQTrl:ckz P
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c . )
PN %(627715011 . e?ﬂ'la:_lz) _ )\l P
& i(003(27m) +isen(2mx;) — cos(2mx;) + isen(2mx;)) = A

2h
Por lo tanto: c
A= E(isen@wx;))

Por 1ltimo para (2.19) con matriz (2.15):

d ) ) ) )
AU[ — )\lvl PN ﬁ(e%rlxk_lz . 2627Tl1’kl + e27rlxk+17,) — )\l627rlxkz =

d
& ﬁ(cos(—%ml) +isen(—2mx)) — 2 + cos(2mx)) + isen(2mx))) = N\ &

—2d
& ?(1 —cos(2mxy)) = N

Ahora aplicando la férmula trigonométrica 1 — cos(t) = 2sen?(%) obtenemos:

t
2

—A4d
A\ = W(senQ(Wa:l))

Para las formulas de diferencias regresivas y progresivas de primer orden,
los autovalores se encuentran dentro de un circulo en el plano complejo, con un
radio de % y centros en (7,0) y (—4,0) respectivamente. En cambio, para la
formula central de segundo orden, los autovalores se encuentran en el eje imagi-
nario para la conveccion, y en el eje real negativo para la difusion.

El andlisis de estabilidad de los sistemas semidiscretos se refiere a la pro-
pagacién en el tiempo de las perturbaciones en el valor inicial. Una semidis-
cretizacion se considera estable si el error en cualquier momento ¢ > 0 puede
ser acotado por una constante moderada multiplicada por el error en el tiempo
inicial ¢t = 0. Esta constante debe ser independiente del ancho de malla espacial
h y del error inicial.

Para medir el tamano de los vectores, utilizamos la norma euclidea en su escala
natural:

lzlly = {h Y |2i*}2  cuandosea @ = (1,2, ..., 2)" € C™ (2.20)
=1

Sean Uy v Uy dos vectores iniciales dados arbitrariamente, y sean U y U las
funciones que denotan las soluciones correspondientes a (2.5) con A = VDV ™!
como se menciond anteriormente. Por linealidad, la diferencia U — U también es



2.3 Estabilidad 13

una solucién del sistema semidiscreto, con vector inicial Uy — U.

Consideramos la transformacion:
Y(t)=v (U -U(1)
Entonces ||Y (t)|| = ||Uy — Usl|2 ya que V es unitaria, y se cumple:
Y'(t)=DY(t) (0<t<T).
Este ultimo sistema de EDOs esta desacoplado,
Yi(t)=MYi(t) (0<t<T) y (1<k<m),
con solucion
Yi(t) =eMYe(0) (0<t<T) v (1<k<m),
Fécilmente se sigue que

|T(#) —U®)||s < max BTy — Uglla (0<t<T), (2.21)

1<k<m

donde Re A denota la parte real de cualquier nimero complejo A\. Combinando
esta cota con los autovalores de las matrices (2.6), (2.9), (2.12), (2.15) especifi-
cado anteriormente, se puede ver que la semidiscretizacién por:

Lema 2.3.2:

= La férmula inversa de primer orden es estable si ¢ < 0.

s La férmula directa de primer orden es estable si ¢ > 0.

» La férmula central de segundo orden para la conveccion es estable Ve.

» La férmula central de segundo orden para la difusion es estable Vd > 0.

Demostracion: Por lo visto anteriormente.
[ |

En los cuatro casos, los autovalores se encuentran en la mitad izquierda del
plano complejo, de modo que:

1U(#) = U@)llz < |00 = Uslla (0t <T) (2.22)

En este caso, no solo hay estabilidad sino contractividad.
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2.4. Condiciones de contorno

Sea el dominio espacial dado por un intervalo (Spin, Smaz)- Para este traba-
jo, siempre asumiremos que la ecuacion general de conveccion-difusién-reaccién
(2.1) estd proporcionada por una condicién de Dirichlet en el extremo inferior
s = Smin:

U(Smin, t) = ap(t) (0<t<T), (2.23)

donde ag es una funcién dada. Para discretizar el dominio espacial, elegimos un
entero m > 3, un ancho de malla espacial h, y definimos los puntos de malla
espacial s; como sigue:
Smaz — Smi
h = W Y 8= Smin+ih (i=0,1,2,...,m)
Introducimos las aproximaciones U;(t) para u(s;, t) mediante diferencias fi-
nitas, lo cual implica la discretizacién de la conveccién y difusion.

Las semidiscretizaciones (2.4), (2.8), (2.11) y (2.14) para las ecuaciones
de conveccién y difusion en el modelo se generalizan directamente a coefi-
cientes variables. Para lograr esto, se reemplazan las constantes de conveccién y
difusién ¢ y d por ¢(s;) y d(s;), respectivamente.

Ademas, debido a la condicién de Dirichlet en el extremo inferior, se tiene
inmediatamente Uy(t) = ag(t). Para completar la semidiscretizacion, se define
Un(t) en el extremo superior, donde s = Sy

Los sistemas semidiscretos obtenidos son de la forma:
U't)=AU@t)+g(t) (0<t<T), (2.24)

donde A es una matriz v x v dada, g(t) para cada t es un vector dado de
dimensiéon v donde:
ve {m-1,m}

A continuacién, vamos a discutir los tres tipos de condiciones de con-
torno:

(i) La condicién de Dirichlet se expresa como:
U(Smaz, t) = a1(t) (0<t<T),

con la funcién dada a;. En este caso, se tiene directamente U, (t) = a4 (t). Consi-
derando por ejemplo, las férmulas centrales de segundo orden para la conveccion
y difusién en los puntos s; parai = 1,2, ..., v, con v = m—1, se obtiene un sistema
semidiscreto (2.24) con matriz tridiagonal A y vector g(¢) dado por:



2.4 Condiciones de contorno 15

a1 71 51@)
Ba g o 0
A= 9@ =1 1, (2.25)
61}—1 Qy—1 Vo—1 0
51} av 5U<t>
donde
de dz C; dz Ci .
L 2 e =2 2 (1<i<m=1 2.2
G=—gp Tl Bimgmoop Wty (Isism-l), (226)
y

0 = ﬁlCLo(t)u 5m—1<t> = 7m—1a1(t>

(ii) La condicién de Neumann se expresa como:
Us(Smaz,t) = b1(t) (0<t<T),

con la funcién b (t) dada. En este caso el valor de la solucién exacta u en s = Spaz
es desconocido y basta con considerar el término de difusion. La férmula central
de segundo orden en s = s,, nos da:

U(Sm—1,t) — 2u(Sm, t) + u(Sm1,1)
uSS ~ h2

con Spy41 = Sy + h. El dltimo punto se encuentra fuera del dominio espacial,
pero surge la pregunta de como abordarlo. Con la condicién de Neumann, una
idea 1til es reemplazar el valor de u en este punto virtual por la aproximacion:

W(Sma1,t) = u(Sm_1,t) + 2hby(t).
Una posible aproximacién Uy, (t) se puede obtener de la siguiente manera:

Up—1(t) = U (t) + hby(t)

U’ (t) = 2d,, =

Fenbi(t) — rUn(t) (0 <t<T)

Con las férmulas centrales de segundo orden para conveccion y difusién en
los puntos de malla sy, S, ..., S;,—1 se llega a un sistema semidiscreto (2.24) con
Ay g(t) del tipo (2.25) y v = m. Las cantidades oy, 5;,7; para 1 <i < m — 1
estédn definidas por (2.26) y la tltima fila de A estd especificada por:

2d,, 2d,
am:_?_rma Bm:W

Ademas, el vector g(t) viene dado por:

2d

01(t) = Brao(t), Om(t) = (Tm + )by ().
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(iii) La condicién de contorno lineal se expresa como:
uss(Smar7t) =0 (O S t S T)

En este caso, el valor de la solucion exacta u en el extremo superior es
nuevamente desconocido y se necesita definir una aproximacion U,,(t) en este
punto de la malla.

El término de difusién se anula y queda por considerar el término de con-
veccion. Para este término es comun seleccionar la férmula inversa de primer
orden en s = s,,. Por lo tanto, solo se utilizan puntos dentro del dominio espa-
cial, a diferencia de la férmula central de segundo orden. Esto lleva a la siguiente
definicién para U,,(t) :

Um (t) B Um—l(t)
h

Se obtiene un sistema semidiscreto (2.24) donde Ay g(t) son del tipo (2.25)
con v = m. La ultima fila de la matriz A ahora estd especificada por:

Ul (t) = e —rmUn(t) (0<t<T).

__ Cm O
Oém—T_'rma ﬁm

h, ?

y el vector g(t) viene dado por:

01(t) = Brao(t), Om(t) =0

2.5. Mallas espaciales no uniformes

Las mallas espaciales no uniformes se utilizan frecuentemente para
concentrar puntos de malla cerca de uno o mas puntos de interés especificos
en el dominio espacial, donde usualmente las funciones a aproximar pierden re-
gularidad.

Estas mallas se pueden construir de manera conveniente utilizando una
funcién continua ¢ : [$min, Smar] = [Smins Smaz), donde ©(Emin) = Smin ¥
O(&maz) = Smaz- Esta funcién debe ser creciente y tener una variaciéon suave
cerca de los puntos de interés correspondientes.

Siguiendo a [1] se propone la siguiente malla no uniforme:

. gmax - szn .

si=@(&) con &= Epuin +1AE, AL = — (1=0,1,2,...,m)
Aqui, h; = s; — s;_1 para 1 < ¢ < m denota las variaciones en el ancho
de la malla espacial. Siempre se asume que la malla espacial es suave, lo que
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implica la existencia de niimeros reales Cy, C, Cy > 0, independientes de ¢ y m,
que satisfacen las siguientes condiciones para los anchos de la malla:

CoAE < hy S CLAE v |hipa — hi| < Co(AL)?

Esto significa que los anchos de la malla h; tienden a cero a medida que
A€ se aproxima a cero, y varian de manera gradual. Un analisis sencillo muestra
que la malla no uniforme es suave en los términos indicados arriba.

Ejemplo: 2.5. Sea K cualquier punto de interés dado en el dominio espacial.
Sea ¢ la aplicaciéon que esta definida a través de la funciéon seno hiperbdlico
dada por:

90(5) =K + LSlnhé (fmm S 5 S émam)a

con el parametro L > 0y
Emin = SIh ™ ((Spin — K)/L) ¥ Emae = sinh ™ ((Spae — K)/L).

Se verifica facilmente que ¢ es continua y estrictamente creciente y que la
malla espacial generada por esta aplicacion es suave. El parametro L controla
la fraccién de puntos de malla s; que se encuentran en un entorno de K donde
un valor menor L produce una malla mas densa alrededor de K. Aqui vamos a
tomar L = K/3. La Figura 2.2 muestra el gréfico de ¢ si K = 100, Sy, = 0,
Smaz = 3K . Claramente, la aplicacion ¢ tiene una pendiente relativamente suave
cerca de £ = 0 donde la preimagen de s = K. Una malla uniforme en £ pro-
duce una malla no uniforme en s con relativamente muchos puntos s; cerca de K.

Figura 2.1: Representacién de la dispersion de los puntos de la malla no uniforme
generada.
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300

Figura 2.2: Representacién tridimensional de la malla no uniforme generada.

Consideramos ahora la funcién suave [ : [Syin, Smaz] — R. Entonces pa-
ra la primera derivada se tiene la siguiente aproximacién de diferencias finitas
pertinentes a una s-cuadricula no uniforme.

Foérmula de primer orden hacia atras:

f(si) = f(si1)
h;

f'(si) =~ (0<i<m). (2.27)

Formula de primer orden hacia adelante:

f(sig1) — f(s0)

his1

f'(si) =~ (0<i<m). (2.28)

Formula central A de segundo orden:

f(siy1) = f(si-1)

! ) ~
J(s) hi 4 Ritq

(0 <i<m). (2.29)

Demostracion (2.29): En primer lugar, tomamos 0 < ¢oh < h; < ¢1h de donde

f(31'+1) - f(sifl)

I f(s) = 0

es el error con h; = s; — s;_1. Ahora, sabemos usando desarollos de Taylor que:

2

h2
f(3i+1) = f(Sz') + hi+1f/(5z') + ;—Hf//(si) + O(h?+1)

f(sic1) = f(si) = hif'(si) + h;f"(si) +O(hy)

Resolviendo obtenemos:
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Flsta) = Flsi) = £/l (i hisa) + 3 (500 = B2) 4 O(R?)
De esta forma:

f(si41) — f(3i>
hipr + Dy

(hit1 — hi)(hi + i)

= fls) + hi + hit1

51" (50) + O

de donde |1 — hi| < ch?.

[
Formula central B de segundo orden:
f'(si) = w1 f(si1) + wiof(si) + win f(si1) (0 <i<m), (2.30)
con
w =R e hi
b hi(hi + hig1)’ O hih o hiyi(hi+ hig1)

Demostracion (2.30): Sabemos que:
f'(si) = wi—1f(si—1) +wiof(si) + wirf(siy1) + O(hQ)

El polinomio p(s) interpola a f(s) en los nodos s;_1, s;, $;+1 tomaremos:

P'(si) = wi—1f(si1) +wiof(si) + wia f(Si1)

Hacemos la interpolacién de Lagrange obteniendo de esta manera p(s).

(S — Si)(S — Si—H)f(Si,l)—i—(S — 51’—1)(5 — Si—o—l)f(Si)_i_(S — Si—l)(s — Si>f<3i+1)

s g
p(s) hi(h; + hit1) —hihitq (hi + hiv1)hisa

De esta forma como h; = s;—s;_1 es facil ver que h;;1 = s;.1—S5; v asi obtenemos
w; —1, Wiy w;1. Para la segunda derivada se tiene la férmula central de segundo
orden:

f(s3) = w1 f(si—1) +wiof(si) +winf(si1) (0 <i<m), (2.31)
con
2 -2 2
Wi = ———————, Wi = , wig = :
! hi(hi + hit1) o hihii 1 ! Riv1(hi + higr)
[ |

Anélogamente al resultado anterior, haciendo p”(s;) obtendriamos de dénde
sale la férmula (2.31).
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2.6. Datos iniciales no suaves

Los datos iniciales no suaves son una caracteristica comun de las opciones
financieras, donde las funciones de pago, generalmente, no son suaves (es
decir, ellas o sus derivadas pueden ser discontinuas en algin punto). Por ejem-
plo, las opciones de compra y venta son continuas pero no diferenciables en su
estimacion.

Para otros tipos de opciones, los pagos pueden ni siquiera ser continuos en
uno o mas puntos determinados.

Un ejemplo seria una opcién de compra de efectivo o nada, que tiene
la recompensa

] 0 para s<K,
9(s) = {D para s> K. (2:32)

En esta opcién, se paga una cantidad fija en efectivo D > 0 si el precio
del activo esta por encima del precio del strike, St > K, y no se paga nada si
estd por debajo, St < K.

La no suavidad de las funciones de pago puede afectar a la solucién
numérica de los problemas de valor de frontera y valor inicial en la valoracién
de opciones. Las aproximaciones de diferencias finitas dependen de la suavidad
de las funciones relevantes, y los pagos no suaves pueden conducir a un com-
portamiento numérico indeseable en los precios de las opciones.

Para abordar este problema, se puede considerar una estrategia de reem-
plazo de los valores iniciales mediante un suavizado de la forma siguiente. En
lugar de utilizar la representacion puntual de una funciéon de pago ¢ , se puede
promediar su valor en una vecindad de s; cercana a cada punto de malla. Esto
permite capturar mas informacién cerca de los puntos de no suavidad y mejo-
rar la precision en la solucion numérica. Ademas se puede expresar como una
integral,

1 Si41/2
b5 ~ 7 / 6(s)ds (2.33)
i+1/2 Si—1/2
donde
1
Si—1/2 = 5(&'-1 + Si), Si+1/2(3i + 8z’+1), hi+1/2 = Sit+1/2 — Si-1/2-

El valor (2.33) se denomina promedio por celda de ¢ sobre [s;_1/2, 5;11/2]
y el enfoque se conoce como técnica de suavizado. Para muchos pagos, la in-
tegral (2.33) se calcula exactamente. De lo contrario, se puede aplicar un método
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de integracion numérica, por ejemplo, la regla trapezoidal, para aproximarlo con
precision.

2.7. Discretizacién mixta central/upwind (a favor del
viento)

Una variante util de la discretizaciéon central estandar de segundo
orden de la EDP de Black-Scholes, con condiciones de frontera de Dirichlet o
Neumann y r > 0, implica cambiar la férmula conveccion de segundo orden a
una férmula progresiva de primer orden en puntos de malla seleccionados. Es-
to se aplica a aquellos puntos s; con 1 < ¢ < vdonde f3; es estrictamente negativo.

En el caso de una malla no uniforme, esto significa que se realiza el
cambio si se cumple la siguiente condicién:

Si

el (para la féormula central A) y

r
< — (para la formula central B
B < o2 < (p )

Ambas desigualdades se pueden reescribir en términos del llamado numero
de Péclet por celda. (Véase Apéndice A.1).

c(s)h L 5
——conc(s) =rsyd(s) = =o"s".
S conefs) = rsy d(s) = ;

Estos puntos suelen estar alejados de la regién de interés, por lo que
tienen poco impacto adverso en la precision espacial de dicha regién. La dis-
cretizacién mixta central/upwind anteriormente definida tiene la caracteristica
importante de que —A es una M-matriz (véase Apéndice A.1). Ademas, se cum-
ple la siguiente condicién ligeramente mas fuerte:

AM+m < - (2.34)
ANi+Bi+y=—r (2<i<v—1),
Ay + By < —.

Esta condicién implica varias propiedades favorables para la semidiscreti-
zacion:

1. Se mantiene la contractividad en la norma del méximo || - ||oo; si Uy, Uy son
dos vectores iniciales y U , U son las soluciones correspondientes a (2.24),
entonces:

1U(#) = U)o < 100 = Uollow (0 <t<T)
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2. La semidiscretizacion preserva la positividad:
U>0 y git)>0 (0<t<T) = Ult)>0 (0<t<T),

donde las desigualdades para los vectores deben interpretarse por componen-
tes. Esta propiedad de positividad de la discretizacién espacial es de suma
importancia pues evita que se produzca oscilaciones indeseadas en las solu-
ciones de la EDO, las cuales no existen en el problema EDP.

2.8. Promedio de celdas

Consideramos la EDP de Black-Scholes (1.4) en el dominio espacial:
(Smin7 Sma:r) = (Oa 3K>

y elegiremos las condiciones de Dirichlet siguientes:

w(0,t) =0 ¥ u(Smaz,t) = Smaz —€¢ "TK (0<t<T)

La condicion inicial viene dada como siempre por la funciéon de pago:
u(s,0) = ¢(s) = max(s — K,0) (0<s < Snaz)

y para los parametros financieros tomaremos los valores:
K =100, T=1, r=0.05, o=0.25.

Nuestro objetivo, es examinar numéricamente el error de discretizacién
espacial en t = T definido por:

§(m) = (&(m)Zy con &(m) =u(s;,T) - U(T) (0<i<m) (235

donde u es el valor teérico de la opcién de compra dada por la Férmula
de Black-Scholes y U; denota el valor tedrico semidiscreto de la opcién de
compra correspondiente al punto de malla s;. Es de gran importancia considerar
la relacion entre el error de discretizacion espacial y el nimero de puntos en la
malla espacial, ya que esta relacion se refleja en la notacién utilizada. Sea

e(m) = méax{|&(m)| : 0 <i < m},

es decir, la norma del méaximo de {(m) (maximo de los errores). Para las
aplicaciones financieras, la norma del maximo suele ser la norma més relevante,
ya que se desea controlar uniformemente la precisiéon de los precios de las
opciones aproximadas numéricamente.
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errores en la discretizacion espacial u(s,1)-U(s,1) para varios m
0.07 =T T T T

A —
008 % -

0 50 100 150 200 250 300

Figura 2.3: Muestra los componentes del error espacial &;(50) versus s; (funcién
azul) y &;(51) versus s; (funcion roja).

2.8.1. Ejemplos sin promedio de celdas

Consideramos una malla espacial uniforme con m = 50 y una semi-
discretizacién por las férmulas centrales de segundo orden (2.10) y (2.13)
para conveccién y difusion.

El error espacial en la Figura 2.3 es razonablemente pequeno cuando
m = 50 en todo el dominio espacial, y los errores mas grandes ocurren en una
region alrededor de la estimacion. Sin embargo, cuando m = 51 se podria es-
perar una precision similar y vemos que ocurre lo contrario. Ahora, el error
espacial es sustancialmente mayor. En particular, el error aumenta en aproxi-
madamente un factor 7 alrededor de la estimacién.

Ahora, en la Figura 2.4, se observa que e(m) oscila fuertemente en funcién
de m. Cuando m aumenta en 1, hay un posible aumento en el error espa-
cial con un factor de aproximadamente 3.5. La razén de este comportamiento
indeseable radica en la falta de suavidad de la funcién inicial en la estimacion.

Ademds, K pertenece a la malla espacial (si m es un multiplo entero de
tres) o tiene una distancia de h/3 al punto de malla espacial més cercano. La
Figura 2.4 muestra que e(m) es siempre relativamente grande en el primer caso,
y siempre relativamente pequena en este tltimo caso.
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100 )
I

1/m
Figura 2.4: Muestra en doble escala logaritmica la norma del error espacial e(m)
frente a 1/m para todo 10 < m < 100.

2.8.2. Ejemplo con promedio de celdas

Consideramos la aplicacién de la técnica de promedio de celdas. Por lo
tanto, el valor puntual ¢(s;) en el punto de malla s; més cercano a K se reempla-
za en el vector inicial U(0) por el valor medio de ¢ sobre la celda [s;_1/2, 5i+1/2],
ver en (2.6) .

El resultado se muestra en la Figura 2.5. Se observa que han desaparecido

las fuertes oscilaciones en e(m) en funcién de m. Ademds, en comparacién con
la Figura 2.4, los errores obtenidos son favorables.

Error espacial usando redes uniformes y media en celdas

10°

102 et

102 107
1/m

Figura 2.5: Error espacial e(m) en funcién de 1/m para 10 < m < 100. Semi-
discretizacion en malla uniforme mediante formulas centrales de segundo orden.
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Con el promedio de celdas, se ve que e(m) es aproximadamente igual a Cm 2
con cierta constante C' > 0. De hecho, tomando logaritmos esta afirmacion es
equivalente a:

log e(m) =~ 2log (1/m) + log C,

y la Figura 2.5 revela tal relacién aproximadamente lineal entre log e(m) y
log(1/m). Por lo tanto, se logra un comportamiento de convergencia de
segundo orden de la discretizacion espacial, que es el deseado.






3

Las Griegas. Discretizacién temporal.

En este capitulo, analizaremos Las Griegas ( The Greeks) y la discretizacién
temporal en el contexto del modelo de Black-Scholes. Estudiaremos diferentes
métodos de discretizacion temporal donde analizaremos sus ventajas, desven-
tajas y aplicaciones en la valoracion de opciones. Finalmente, abordaremos las
opciones de efectivo o nada (Cash-or-Nothing Options).

Para este capitulo, usaremos el libro [1], Capitulos 6,7,8 y 9.

3.1. Las Griegas

Las Griegas, también conocidas como las ”sensibilidades”, son medidas que
se utilizan en el modelo Black-Scholes para medir la sensibilidad del precio de
una opcion a diferentes variables del mercado. Estas medidas son de vital im-
portancia para los operadores y gestores de carteras, ya que les permiten
evaluar el riesgo y ajustar sus estrategias de inversion.

Las cuatro Griegas principales son:

ou
- Q*u  N'(dy)
Gamma: EE Ry (3.2)
Vega: Ou _ sVIN'(dy) (3.3)
oo
ou ot
Rho: — =te”""KN(ds) (3.4)

0s
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Figura 3.1: Griegas para una opcién de compra ¢ = T" con parametros K = 100,
T=11r=0.00y 0 =0.25.

Resumidamente, tenemos en el marco de Black-Scholes:

ou 0%u ou ou
Delta : —, Gamma: —, Vega:—, Rho:—.
0s 0s? 9% By or
Sin embargo, para una opcién de compra se pueden derivar de (1.7) las
siguientes férmulas (siempre que s > 0, 0 <t < T') y nos queda:

au 1 d% K 7d1+20'\/{702t
Delta: — = N(d — (2 ——e 2z
elta: - (dy) + . —Qm‘(e e )
82 2 —d2 d _q2 —rt )¢ o2
Gamma: g e . [ DL _%(CE—U\/E)

2 — e e
9s?  sov/2rt so2t\/ 21 (so/t)2\/21

Ju s —d
Vega: — = =

In(2) r/t Vit eTK —w-ovi?, In(f) v/t Vit
——e —)- e 2
do 2«

R S e T 2
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ou st - Kt —d-ov®?
Rho: — =—=e€2 —e "——=—=e 2
or  o\/2nt oV 2mt
Las diferencias entre las derivadas que obtenemos al derivar la féormula
(1.7) y los valores observados de las Griegas no son relevantes en la practica y
los valores indicados en el libro [1] son los que se toman como referencia por su
sencillez de célculo.

+te ™ KN(dy — oV/t)

3.2. Estudio numeérico

El enfoque bésico para aproximar numéricamente Las Griegas en la
valoracién de opciones es a través del uso de diferencias finitas. Dependiendo
de si una Griega aparece directamente en la Ecuacion en Derivadas Parciales
(EDP) de valoracién de opciones o no, se pueden emplear diferencias finitas
intrinsecas o es necesario resolver simultaneamente la EDP correspondiente a la
Griega junto con la EDP para el valor de la opcion.

La Figura 3.2 muestra los errores espaciales en la resoluciéon numérica
de opciones financieras, brindando informacién sobre la convergencia y preci-
sién de los calculos realizados mediante métodos numéricos. Esta visualizacién
permite evaluar la calidad de la aproximacion numérica y la confiabilidad de los
resultados obtenidos en la valoracion de opciones.

10!

Error espacial
Error espacial vega
Error espacial rho

100 ¢

107
1072 10!

Figura 3.2: Errores espaciales en la resolucién numérica de opciones financieras,
para diferentes valores de h = 1/m (linea horizontal).
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3.3. Los 0-métodos

El #-método es un método numérico usado en la resolucion aproximada
de ecuaciones diferenciales parciales (EDP). Se basa en dividir el intervalo de
tiempo en subintervalos mas pequenos y aproximar la soluciéon en cada uno de
ellos. Un pardmetro clave en este método es 6 (0 < 6 < 1), que permite controlar
la estabilidad y precision de la solucion.

Consideremos un problema de valor inicial para un sistema general de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (EDO):

Ut)=FtU®), (0<t<T), U(0)=U, (3.5)
donde F : [0,7] x R” — R” es una funcién dada y Uy € R” es un vector dado.

Sea N > 1 un entero dado, y definamos el tamano de paso como At =
N/T y los puntos de malla temporales como ¢, = nAt. El §-método genera
sucesivamente en cada paso, aproximaciones U, de U(t,) para n = 1,2,..., N
mediante la siguiente féormula:

Uy = Upr + (1 — ) AtF(ty 1, Un_y) + 0ALF(L,, Uy, (3.6)

donde U, es la aproximacién en el paso n, U,_; es la aproximacion en el paso
anterior, y F(t,,U,) es la evaluacién de la funcién F' en el punto (t,,U,).

Usando esta férmula recursiva, podemos obtener aproximaciones de la
solucion en cada punto de malla temporal y asi obtener una aproximacion de la
solucién en todo el intervalo de tiempo.

Tres ejemplos notables del #-método son los siguientes:

1. 8 = 0, se utiliza el método de Euler, que es explicito y permite una solucion
rapida pero menos precisa.

2. 0 = 1 se utiliza el método de Euler regresivo, que es implicito y ofrece
una solucién mas precisa pero mas costosa computacionalmente.

3.0 = % se utiliza el método de Crank-Nicolson, que es una combinacion
de los dos métodos anteriores y ofrece una solucién precisa y estable, aunque

es de coste similar al Método de Euler Regresivo.

El sistema de EDO en (3.5) siempre representa un sistema semidiscreto de
la forma (2.24). Entonces (3.6) se convierte en:

Uy = Un_y + (1 = ) A{AU,_y + g(ta_1)] + OAHAU, + g(t,)] (3.7)
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El vector U, representa la aproximacion totalmente discreta a la solucién exac-
ta u de la EDP pertinente en la malla en el nivel de tiempo t,. Ligeramente
reescrita, la relacion de recurrencia (3.7) dice:

(I — OALAYU, = (I + (1 — O)ALAYU,_y + (1 — ) Atg(tn_y) + 0Atg(La), (3.8)

donde I denota la matriz identidad v x v. Por lo tanto, si # es distinto de cero, se
debe resolver un sistema lineal de ecuaciones para U, que involucre a la matriz:

I —0ALA.

Esta matriz es independiente del niimero de paso n. Por lo tanto, es conveniente
determinar una factorizacién LU (véase Apéndice A.1) una vez y emplear esto
en todos los pasos de tiempo para calcular los vectores U,,. Cabe destacar, que
en muchas aplicaciones, la matriz A es tridiagonal y entonces este enfoque es
altamente eficiente.

3.4. Estabilidad y Convergencia

Sea ||-|| cualquier norma dada sobre R” y sea la norma de la matriz inducida
sobre R”*”. La teoria de la convergencia estandar para los métodos de
discretizacién temporal aplicados a un sistema dado (3.5) implica que si F' es lo
suficientemente suave, entonces existe una constante tal que C:

|U(tn) — Up|| < C(At)? cuandosea 1<n <N, At]0, (3.9)

donde g =1 (sif # 1) yqg=2(si 0 = %) Por lo tanto, los métodos de Euler
y Euler regresivo son convergentes de primer orden en el tiempo y el método de
Crank-Nicolson es convergente de segundo orden en el tiempo .

Consideramos ahora, el problema de prueba escalar simple:
U't)=XU(t) (t>0), U(0)=1U, (3.10)

donde X\ denota cualquier constante compleja dada. La aplicacion del #-método
en el caso del problema de prueba (3.10) produce:

U,=R(AtNU,.1 (n=1,2,3...) (3.11)
con funcién racional R : C — C dada por:

:1+(1—9)z

h(z) 1—-06z

(z€C)

Conocida como la funcién de estabilidad del §-método. La relacién de
recurrencia (3.11) es estable frente a perturbaciones en el valor inicial Uy si y
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sélo si el médulo |R(AtA)| < 1. En consecuencia, la regién de estabilidad del
f-método esta definida por:

S={ze€C:|R(z)| <1}

Por analisis complejo elemental se muestra facilmente que:

{z:]z+p<p} si 0<0<3,
S = {z:ReX<0} si 0=
{z:]e+pl > —p} si 3

donde p = (1 — 20)~!. Es f4cil comprobar que el problema de prueba (3.10) es
estable en si mismo con respecto a las perturbaciones en Uy si y solo si Re A < 0.
Por lo tanto, un requisito natural de estabilidad para un método numérico de
paso a paso es que sea estable al aplicar (3.10) siempre que Re A < 0y At > 0
(sin restricciones en el tamano del paso). Esta propiedad se conoce como A-
estabilidad.

Esto significa que la mitad izquierda del plano complejo estd contenida en
la region de estabilidad. Para el #-método, se cumple:

1
Rez§0C5<:>§§9§1

Por lo tanto, los métodos de Crank-Nicolson y de Euler regresivo son A-estables,
mientras que el método de Euler hacia adelante no lo es. Si ademés de la A-
estabilidad también se cumple que R(z) — 0 para z € C con z — 00, entonces
se dice que el método es L-estable.

A continuacion, analizaremos la estabilidad del #-método aplicado a las
semidiscretizaciones de las ecuaciones de conveccion y difusion del modelo con
condicién periédica. Estas semidiscretizaciones son todas de la forma (2.5) con
cierta matriz A de m x m. La aplicaciéon del 8-método produce:

U,=R(AtAU,-1 (n=1,2,3...),
donde R(AtA) es la matriz definida por:
R(AtA) = (I — 0AtA) 1 (I + (1 — 0)AtA),

siempre que I — AtA sea invertible. Se dice que la discretizacion temporal es
incondicionalmente estable en la norma || - || si existe una constante real tal que:

IR(AtA| <M n>1, nAt<T, At>0, h>0. (3.12)
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Si esta cota sobre las potencias de R(AtA) se cumple bajo una restriccién
At < (h) con cierta funcién positiva ¢ entonces se dice que la discretiza-
cion temporal es condicionalmente estable.

Asumimos || - || = || - ||o. Para cada semidiscretizacién, la matriz A per-
I ly A =VDv 1 itaria V iz di 1
tinente es normal y = con matriz unitaria y matriz diagona

D = diag(Aq, Mg, ..., A). Usando esto, uno tiene R(AtA)" = VR(AtD)"V 1 y:
|R(ALAY > = [R(ALD)" 2 = méx |R(ADA)]"

Entonces se obtiene directamente la siguiente equivalencia:

IR(AtA) s <1 (n>1) (3.13)
0
Atap €S (1<k<m). (3.14)

La restriccion (3.14) se llama condicién de autovalor.

Consideraremos primero la ecuacion de convecciéon del modelo puro con
¢ < 0 (y condicién periddica) que estd semidiscretizada por la férmula inversa
de primer orden. Si % < 6 < 1, entonces (3.14) se cumple siempre que At,
h > 0 y se sigue el resultado positivo de que la discretizacién temporal es
incondicionalmente estable. Si 0 < 8 < %, entonces se muestra facilmente que
hay estabilidad condicional, con la restriccion del tamano del paso:

A<l o) 6 A< Py
h ]

Consideraremos a continuacién la férmula central de segundo orden para
la conveccion. Usando la equivalencia de (3.13) y (3.14), se obtiene de nuevo
la estabilidad incondicional siempre que % < 6 < 1. En este caso, todos los
autovalores de la matriz A se encuentran en el eje real negativo y vienen dados
por:

4d
A = —ﬁsenQ(ﬂkh) (1<k<m)

Nuevamente, el resultado favorable sostiene que la discretizacion temporal por

el 6-método es incondicionalmente estable siempre que % <A<1.8510<0< %,
entonces hay estabilidad condicional, con la restriccién de tamano de paso:

4d p
At— <2p 6 At < -=h’
=0 =0
Las Figuras 3.3, 3.4 y 3.5 muestran las respectivas regiones de estabilidad para

los valores 6 = 0, 3, 1:
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0.5

0.5

Figura 3.3: Region de estabilidad #-método con 6 = 0 (sombreado).

y-axis
[=]

-3 2.5 2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1
X-axis

Figura 3.4: Regién de estabilidad §-método con 6 = 1 (sombreado)

Figura 3.5: Regién de estabilidad #-método con 6 = 1 (sombreado)
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3.5. Norma del maximo y positividad

Obtener resultados de estabilidad favorables para discretizaciones en la
norma del maximo ||-||, @ menudo es més complicado que en la norma eu-
clidiana. Para el método de Euler regresivo, una cota util en |[|[R(AtA)|w =
|(I — AtA)™!|| o puede derivarse si la condicién (2.34) en la matriz A de la for-
ma (2.25) se cumple con r > 0.

Antes de enunciar los siguientes teoremas recordemos que:

(I — AtA) oo = méx

IﬂcHoozlH

(I — AtA) 'zl

Teorema 3.5.1 Para matrices A tridiagonales que verifican (3.15) —

1
(7= AtA) Moo < 1= <1 WAL >0

Ademas, la positividad preserva la no negatividad, es decir:
w'(t) = Aw(t) :  A=tridiag(Bi;a5;v) i >0, % >0, «; <0
con Euler regresivo
Wpy1 = (I — AtA) w, © n=0,1,..
Se dice que el método es positivo si:
Wy, > 0= wy41 >0
Demostracion: Consideramos x cualquier vector de tamano v y
y=(—AtA) o <= (I - AtA)y ==z
con ||ylleo = |yi| para algin i =1,2,...,v.
De (I — AtA)y; = x; se sigue que: x; = (1 — Atay)y; — AtBiyi—1 — Atyiyig.
Observe que se considera 81 =0, v, =0y yo = y,+1 = 0, luego
lzi| = [(1 — Atay)y; — AtBiyi1 — Atyiyis|

> (1 = Ate)l|ys| — A Billyi—1| — Atlyillyisa]
Ademas, consideramos que «; < 0, 8; > 0y v > 0 por lo tanto:

i = [1+ Atfei||lys] + AtBilyia| + Atyilyirl
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> (14 At|ey| + At|Bi] + At,) || =
= (1+At-7)|ys| = (14 At -7)[[ylloo

con 7 = |ag| + Bi + Vi, [[Y]loe < ﬁ’xl‘ < ﬁHIL’Hm - 1+it'7‘

Concluimos entonces que:

r= min {lag| + f; +7;} > 0

con «; <0, B;>0 y v >0 (Jj

Teorema 3.5.2 A verifica (3.15) = Euler regresivo es positivo (en sentido
estricto también).

Demostracion: Sea x > 0 arbitrario x € R veamos que:
y=(—AtA) 'z >0 VAt>0

(I —AtA)y =z : y=y(At)

fijado x,
y(0)=2z>0= 35 talque 0< At <

implica y(At) >0
Supongamos que JAL* = 7 > 0 tal que y(7) > 0 pero no y(7) > 0 = y;(7) =0
para algin ¢, pero y; > 0 y por lo tanto:

yj(At) >0 con j=1,2,..,v si Ate [0,7) (Por continuidad en At =7) =

= 0<a; =1 —70%)y — T0iYi-1 — TViYit1 > 0 =

= 0<x; <0 #
Luego, por continuidad se tiene también que siz > 0 =y = (I — AtA) "'z > 0.
[ |

Teorema 3.5.4 Para los # -métodos con 0 > # < 1 se tiene que el método es
positivo sobre problemas (3.15) si:

1
aAt < —— donde o= mix |a|
1-0 1<j<v
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3.6. Meétodo explicito

En primer lugar, consideraremos la aplicacion del método de Euler. Toma-
remos m = 50 para la malla espacial y elegiremos N = 75 y N = 80 pasos de
tiempo.

La Figura 3.6 muestra las dos aproximaciones discretas obtenidas en
t = T. El grafico superior muestra el resultado para N = 75 donde vemos que
claramente, esta solucién numérica es muy pobre e inestable, con valores positi-
vos y negativos excesivamente grandes. Por otro lado, el grafico inferior muestra
el resultado para N = 80.

Si seleccionaramos nimeros de pasos de tiempo mas pequenos que N = 75
nos conduciria a resultados incorrectos similares a los de la parte superior de
la Figura 3.6, mientras que si seleccionamos niimeros mas grandes que N = 80
produce resultados aceptables. Por lo tanto, parece que se requiere un ntimero
minimo y critico de pasos, igual a aproximadamente N = 80.

Solucién numérica para N=T75

T !
150 7
S 100 F o
‘ | e
50 N —
[V
.-1| I
0 ST
] 50 100 150 200 250 300
s
Solucién numérica para N = 80
200 T T T N
150 -
=100 7
e
50 7

Figura 3.6: Aproximacién completamente discreta para una opcién de compra
para t = T obtenida con el método de Euler con N = 75 (arriba) y N = 80
(abajo).

Ahora, si considerasemos m = 100,200,400, los experimentos numéri-
cos revelan un nimero critico de pasos de tiempo aproximadamente igual
a N = 330,1330, 5350, respectivamente. Estos nimeros crecen rapidamente y
son directamente proporcionales a m?.
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Para comprender mejor la observacion anterior, echamos un vistazo a la
condicién de autovalor (3.14), con m reemplazada por v. Calculando en Matlab
los autovalores A1, Mg, ..., A, de la matriz A pertinente de tamano v x v obtenemos
que, para cada valor m considerado, todos se encuentran en el eje real negativo
y, con el valor correspondiente N encontrado arriba y At = T/N, se tiene que:

min At), € [—2.02, —1.99]

1<k<v

Noétese que el intervalo de estabilidad del método de Euler es z € [—2,0].

3.7. Meétodo implicito

En esta seccion, vamos a ver un experimento numérico con la integracion
f-método. Lo veremos para los casos § = 1/2 y 6 = 1, es decir, con dos métodos
implicitos, Crank-Nicolson y Euler regresivo, respectivamente.

Para estudiar el comportamiento de convergencia de los dos métodos
implicitos, consideramos el error de discretizaciéon temporal en:

t=T=NAt
definido por:
e(At;m) = (g;(At;m))r, con g;(At;m) =Uy(T) —Un; (0 <i<m),
y norma del méaximo:
e(At;m) = max{|e;(At;m)| : 0 < i < m}.

Posteriormente, estudiamos el error de discretizacion total, que es de
primordial importancia en la practica. Es igual a la suma de los errores de
discretizacién espacial y temporal, es decir e(m) + e(At; m):

E(At;m) = max{|u(s;, T) — Un;| : 0 < i < m} (3.16)

Entonces, el nimero de pasos de tiempo N se puede elegir directamente
proporcional a m para que los errores de discretizacién espacial y temporal dis-
minuyan a la misma velocidad.

En la Figura 3.7 se muestran los resultados de las integraciones para h =
1/my N = [m/5] con los §-métodos, para los casos § = 1 (Regla Trapezoidal) y
0 = 1 (Euler regresivo). Se observa que la Regla Trapezoidal converge con orden
2 sus los errores globales tienen pendiente —2. Sin embargo, el método de Euler
regresivo converge con orden 1 (pendiente —1).
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Integracion con 8-método (N =m/5) Black-Scholes

8=1/2
8=1
slope=-1

10° v )
\ . —-——slope=-2

10° 102 10°

Figura 3.7: Integracién con #-método con N = m/5 donde m es el nimero de
puntos de malla espacial con promedio de celdas L = K/3, Sy = 3K y E los
errores globales (norma del méximo), en doble escala logaritmica.

3.8. Opciones de efectivo o nada

Las opciones financieras de efectivo o nada, también conocidas como
Cash-or-Nothing options, son un tipo de derivado financiero en el que el titu-
lar de la opcion recibe una cantidad predeterminada de dinero en efectivo si se
cumple una condicién especifica al vencimiento de la opcion. Si la condicién no
se cumple, el titular no recibe ningtun pago y la opcién expira sin valor.

El valor razonable u(s,t) de una opcién de compra de efectivo o nada en
el marco de Black-Scholes viene dado por:
u(s,t) = e ""DN(dy) (paras>0, 0<t<T), (3.17)

con dy dado en la férmula de Black-Scholes (1.7). Como ejemplo numérico to-
mamos:

K =100, D=100, T=05, r=003 o=0.40. (3.18)

Valor exacto de la 6n "Cash-or-Nothing™

Figura 3.8: Valor exacto de la opcién de efectivo o nada.
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La Figura 3.8 muestra un ejemplo de calculo y representaciéon grafica co-
rrespondiente de u del valor de una opcién financiera de efectivo o nada (cash-
or-nothing) en funcién del precio del strike (s) y el tiempo ().

Por otro lado, la Figura 3.9 ilustra la integracién para 6 = 1/2 (método de
Crank-Nicolson). Para esta opcién de compra de efectivo o nada tomaremos el
conjunto de pardametros (3.18).

Integracién 8 = 1/2 (N= m/2, tend = 0.5) "Cash-Nothing"

Figura 3.9: Integracién para § = 1/2 (con N = m/2 y tend = 0.5). E son los
errores maximos en la region de interés K/2 < s < 3K/2 y m es el nimero de
puntos de malla espacial con promedio de celda L = K/3, Sy = 3K.

En la Figura 3.9, puede apreciarse que la Regla Trapezoidal converge con
orden cercano a 2 (pero no con orden 2) esto se debe a que el dato inicial es
discontinuo, y no es razonable en este caso exigir convergencia de segundo orden.



Conclusiones

El objetivo principal de este Trabajo de Fin de Grado ha sido obtener una
comprension mas profunda de la aplicacién del modelo de Black-Scholes.

He adquirido conocimientos sobre las técnicas matematicas y herramientas
informdticas necesarias [4] que se utilizan para resolver problemas en este campo.

El modelo de Black-Scholes es una contribuciéon importante en el campo
de las finanzas y ha proporcionado un marco tedrico solido para la valoracién
de opciones financieras. Admiro la elegancia y la simplicidad de su formulacién
matematica, ya que facilita el calculo del precio de las opciones y su comprensién.

Por otro lado, la dependencia del modelo de Black-Scholes de los parame-
tros r (tasa de interés) y o (volatilidad) que se asumen constantes, sugiere que
se tomen con cierta precaucion los resultados arrojados por el modelo en su apli-
cacion practica. Es interesante también la sensibilidad del modelo a la variacion
en los pardmetros del mismo (Las Griegas) pues esto nos indica como afectan
pequenas variaciones en estos parametros a los resultados en las opciones finan-
cieras.

La aproximacion MOL proporciona aproximaciones adecuadas si se eligen
redes no uniformes mas densas cerca de los puntos més conflictivos (strike) y
se usa la Regla Trapezoidal (Método de Crank - Nicolson) en la integracién
temporal.
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A.1. Definiciones

Definicién A.1.1 Un proceso estocdstico es un modelo matemdtico que
describe el comportamiento de un fenomeno que presenta variabilidad y aleato-
riedad en su evolucion temporal.

Definicién A.1.2 La distribucion log-normal es una distribucion de
probabilidad continua que se utiliza para describir variables aleatorias cuyos lo-
garitmos tienen una distribucion normal.

1 _(no—p)?
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donde 1 es la media del logaritmo de X, o es la desviacion estdndar del logarit-
mo de X, yx > 0.

Definicién A.1.3 La funcion de distribucion normal estdandar nos
ayuda a calcular la probabilidad de que una variable aleatoria con distribucion
normal estandar sea menor o igual a un valor especifico. Viene dada por:

N(y)z\/%/_y e % dr (yeR)

Definicién A.1.4 FEl nimero de Peclet por celda (Pe) se define
como la relacion entre la velocidad caracteristica del flujo (V') y el coeficiente de
difusion (D) en una celda discreta, representada por la féormula:

V
Pe = D h donde h = ancho (logitud) de la celda.

Definicién A.1.5 Una M-matriz se define como una matriz cuadrada
no singular de tamano m x m con elementos no negativos en su diagonal prin-
cipal y con todas sus demas entradas negativas o no positivas.
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Definicién A.1.6 La factorizaciéon LU es un método para descompo-
ner una matriz A en el producto de dos matrices: una matriz triangular inferior
(L) y una matriz triangular superior (U ). Esta descomposicion A = LU es 4til
en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales y en la inversion de matrices.

A.2. Codigos

Estos cédigos muestran las funciones en diferencias finitas usadas en los
ejemplos proporcionados en el trabajo.

A.2.1. Mallas uniformes

ff5 es la funcién de diferencias centrales en una malla uniforme para el
problema de Black-Scholes (la aplicamos en la Figura 2.3):

function f=ff5(t,u)
%DATOS

K=100;

r=0.05;
sigma=0.25;
Smax=3*K;

m=length(u)+1;

u=u’;

h=Smax/m;

u0=0;

umax=Smax-exp (-r*t)*K;
s=h:h:Smax-h;
d=0.5%sigma"2*s."2;
C=T*s;

f(1)=d(1)*(u(2)-2*xu(1)+u0) /h~2+. ..
c(1)*(u(2)-u0)/(2%h)-r*u(l);
f(2:m-2)=d(2:m-2) . *x(u(3:m-1)-2*%u(2:m-2)+u(1:m-3))/h"2+. ..
c(2:m-2) . *(u(3:m-1)-u(1:m-3))/(2xh)-r*u(2:m-2) ;
f (m-1)=d(m-1)* (umax-2*u(m-1)+u(m-2)) /h~2+. ..
c(m-1)* (umax-u(m-2))/(2*h) -r¥u(m-1) ;
f=f’;
end
ff6 es la funcién de diferencias centrales en una malla uniforme para el
problema de Black-Scholes (la aplicamos en la Figura 3.2):
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function F=ff6(t,U)

U=U’ ;m=length(U) /3+1;

u(1:m-1)=U(1:m-1);v(1:m-1)=U(m:2*m-2) ;p(1:m-1)=U(2*m-1:3*m-3) ;
%DATOS

K=100;

r=0.05;

sigma=0.25;

Smax=3*K;

h=Smax/m;

u0=0;

umax=Smax-exp (-r*t)*K;
s=h:h:Smax-h;d=0.5*%sigma"2*s."2;
C=Tr*s;

% U=vector columna de dimensién 3m-3, U T=(u"t,v"T,p"T)
% t=punto t
% F=vector columna de dimensién 3m-3, F"T=(f"T,g"T,q"T)

f(1)=d(1)*(u(2)-2*xu(1)+u0)/h~2+...
c(1)*(u(2)-u0)/(2*h)-r*u(l);
f(2:m-2)=d(2:m-2) .*(u(3:m-1)-2*¥u(2:m-2)+u(1:m-3))/h~2+. ..
c(2:m-2) .*(u(3:m-1)-u(1:m-3))/(2*h) -r*u(2:m-2) ;
f(m-1)=d(m-1) * (umax-2*u(m-1)+u(m-2)) /h~2+. ..
c(m-1) *(umax-u(m-2))/(2*xh) -r*u(m-1) ;
%8
vd=sigmax*s. 2;vmax=0;v0=0;
g(1)=d(1)*(v(2)-2%v(1)+v0) /h~2+. ..
c(1)*(v(2)-v0)/(2*h) -r*v(1)+vd (1) *(u(2)-2%u(1)+u0) /h"2;
g(2:m-2)=d(2:m-2) .*(v(3:m-1)-2*v(2:m-2)+v(1:m-3) ) /h"2+. ..
c(2:m-2) . *(v(3:m-1)-v(1:m-3) )/ (2*h) -r*v(2:m-2)+. ..
vd(2:m-2) . *(u(3:m-1)-2*%u(2:m-2)+u(1:m-3))/h"2;
g(m-1)=d(m-1) * (vmax-2*v(m-1)+v(m-2)) /h~2+. ..
c(m-1)*(vmax-v(m-2))/(2*xh)-r*v(m-1)+. ..
vd(m-1) * (umax-2*u(m-1)+u(m-2))/h~2;
!
p0=0; pmax=K*t*exp (-r*t) ;
q(D)=d(1)*(p(2)-2*p(1)+p0) /h~2+. ..
c(D*(p(2)-p0)/(2*h) -r*p(1)+ s(1)*(u(2)-u0)/(2xh)-u(1);

q(2:m-2)=d(2:m-2) . *(p(3:m-1)-2%p(2:m-2)+p(1:m-3)) /h"2+. ..
c(2:m-2) .*x(p(3:m-1)-p(1:m-3))/(2%h) -r*p(2:m-2)+. ..
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+ s(2:m-2) . *(u(3:m-1)-u(1:m-3))/(2xh)-u(2:m-2);
q(m-1)=d(m-1) * (pmax-2*p (m-1) +p(m-2) ) /h~2+. ..
c(m-1)* (pmax-p(m-2) )/ (2xh) -r*p(m-1)+. ..
s(m-1)* (umax-u(m-2))/(2xh)-u(m-1) ;
U=U0’;
F=[f,g,ql’;
end

A.2.2. Mallas no uniformes

ff8 es la funcion de diferencias centrales en una malla no uniforme para el
problema de Black-Scholes (la aplicamos en la Figura 3.6):

function f=ff8(t,u)
#%DATOS

K=100;

r=0.05;

sigma=0.25;
Smax=3*K;

Smin=0;

L=K/3;

m=length(u)+1;

u=u’;

ximin=asinh((Smin-K)/L);
ximax=asinh ((Smax-K) /L) ;
dxi=(ximax-ximin)/m;
xi=(ximin+dxi) :dxi: (ximax-dxi);
s=K+L*sinh(xi);

u0=0;

umax=Smax-exp (-r*t)*K;
saux=[0,s,Smax] ;
h=diff (saux) ;
ee=ones(1,m-1);

cmli=ee./(h(1:m-1) .*(h(1:m-1)+h(2:m)));
cO=ee./(h(1:m-1).*%h(2:m));

cl=(h(2:m) .*x(h(1:m-1)+h(2:m)));
bm1=2*cml; aml=-h(2:m).*cml;

b0=-2*c0; a0=(h(2:m)-h(1:m-1)).*cO;
b1=2xc1; al=h(1:m-1).*c1;
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d=0.5*sigma"2*s. 2;c=r*s;

f(1)=d(1)*(b1(1)*u(2)+b0(1)*u(1)+bml (1) *ud)+. ..
c(1)*(a1(1)*u(2)+a0(1)*u(1)+ami (1) *ul)-r*u(1);

f(2:m-2)=d(2:m-2) .*(b1(2:m-2) .¥u(3:m-1) + b0(2:m-2) .*u(2:m-2)+...
bm1(2:m-2) .*u(1:m-3))+...
c(2:m-2) .%(a1(2:m-2) .*u(3:m-1) + a0(2:m-2) .*u(2:m-2)+...
aml(2:m-2) .*u(1:m-3))-r*u(2:m-2);

f(m-1)=d(m-1)* (b1 (m-1) *umax+ b0 (m-1)*u(m-1)+bmi(m-1)*u(m-2))+. ..
c(m-1)*(al(m-1)*umax+ a0(m-1)*u(m-1)+aml(m-1)*u(m-2))-r*u(m-1);

f=f’;

end

ff9 es la funcién de diferencias centrales en una malla no uniforme para el
problema de Black-Scholes (la aplicamos en la Figura 2.2):

function f = £ff9(t, u)
%DATOS

K = 100;

r = 0.05;

sigma = 0.25;

Smax = 3 * K;

Smin 0;

L=K/3;

=}
I

length(u) + 1;
u=u’;

ximin = asinh((Smin - K) / L);

ximax = asinh((Smax - K) / L);
dxi = (ximax - ximin) / m;
xi = (ximin + dxi):dxi:(ximax - dxi);

s =K+ L * sinh(xi);

u0 = 0;
umax = Smax - exp(-r * t) * K;
saux = [0, s, Smax];

h = diff(saux);

ee = ones(l, m - 1);
cml =ee ./ (h(1l:m - 1) .*x (h(l:m - 1) + h(2:m)));
c0 =ee ./ (W(l:m - 1) .x h(2:m));
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cl =h(@2:m .*x (h(l:m - 1) + h(2:m));
bml = 2 *x cml;

aml = -h(2:m) .* cml;

b0 = -2 * c0;

a0 (h(2:m) - h(1:m - 1)) .* cO;

bl 2 % cl;

al = h(1:m - 1) .*x cl;

d = 0.5 % sigma™2 * s.72;

C =71 % §8;

f

zeros(m, 1);

f(1) = d(1) * (b1(1) * u(2) + bo(1) * u(l) + bmi1(1l) * ud) + ...
c(1) *x (a1(1) *x u(2) + a0(1) * u(l) + am1(1l) * u0) - r * u(l);

f(2:m-2) =d@2m-2) . (b1(2:m - 2) .*x u(3:m - 1) +
b0(2:m - 2) .* u(2:m - 2) + bm1(2:m - 2) .* u(l:m - 3)) + ...
c(2:m - 2) .x (a1(2:m - 2) .* u(3:m - 1) + ...
a0(2:m - 2) .*x u(2:m - 2) + ...
aml(2:m - 2) .*x u(l:m - 3)) - r * u(2:m - 2);

f(m - 1) =dlm - 1) * (b1(m - 1) * umax +
bO(m - 1) * u(m - 1) + bmi(m - 1) * u(m - 2)) + ...
c(m - 1) * (al(m - 1) * umax + aO(m - 1) * u(m - 1) +
aml(m - 1) * u(m - 2)) - r * u(m - 1);

f =1,
end
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In this Degree Project, the objetive is to explore the numerical

analysis of the Black-Scholes model and its applications in prizing
financial options. The project describes the commonly employed
numerical methods, analyzes The Greeks and study extensions
of the model to incorporate more realistic features reflecting the
behaviour of financial asset prices. In particular, we consider the
call and put European options and the Cash or Nothing options.

1. Black-Scholes model

N OPTION is a financial contract that grants the holder the

right, but not the obligation, to buy (call option) or sell (put
option) an underlying asset at a specified price (strike price) on or
before a specific expiration date.

The Black-Scholes model is based in a PDE equation used to cal-
culate the price of finantial derivatives. The derivation of the PDE
can be seen [2]:

ou ) 20%u ou

a0 =57 g gy
Moreover, two additional conditions are imposed for the PDE (1):
1. u(s,0) = ¢(s) for s > 0.

) -~ 0 for 0<t<T (call),

2.4(0,) = { e K for0 <t <T (put).
The PDE (1) and these two conditions constitute a system that
is solved as a boundary value and initial value problem. By us-
ing the exact solution of the problem obtained through certain ap-
propriate variable changes, leading to a Cauchy problem for the
one-dimensional heat equation, it can be deduced that:

(s, t)+rs—(s,t)—ru(s,t), s>0:t € [0,T] (1)

u(s,t) = sN(dy) —e "' KN(dy) (call) ®)
u(s, t) = —sN(=dy) + ¢ UK N(=dy)  (put) (3)
. In(3) +U Y/{ + %af)t: @

do=dj — oVt (5)

where N is the standard normal cumulative distribution function.

2. Spatial discretization

PATIAL DISCRETIZATION refers to the process of dividing the

price (spatial variable s) of underlying assets into small in-
tervals (cells). This discretization allows to transform the PDE
problem into an initial value problem of m Ordinary Differential
Equations (ODEs). Then, Numerical Methods for ODEs can be
applied to complete the full discretization of the PDE problem.

Some common examples of spatial discretization techniques
used in the Black-Scholes model are: Finite Difference Method,
Uniform grids, Non-uniform grids and Mixed Central/Upwind Dis-
cretization.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de julio, 2023

In this work, several codes have been constructed in Matlab.
Among them, the representation of the dispersion of the points
of the generated non-uniform grid on the space variable s.
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Figure 1: Representation of the dispersion of the points in the
non-uniform grid generated.

3. The Greeks. Temporal discretization.

HE GREEKS are measures used to evaluate and manage the

risk associated with financial options. The main Greeks are:
Delta, Gamma, Vega and Rho. Also, The Greeks are of great in-
terest for the sensitivity of the model to the parameters r (interest
rate) and o (variance).

On the other hand, temporal discretization is a method used to
approximate the behavior of the time variable by dividing the time
interval into finite steps. This allows for numerical calculations
and solving the associated partial differential equations to obtain
an approximation of the option price at each time step.

In the work, we have seen different examples of temporal
discretization, including the implicit method and the explicit
method. One of the graphs generated in Matlab is as follows:

0 50 100 150 200 250 200
s

Figure 2: Fully discrete approximation of call option value func-
tion for t = T obtained with the Euler method if N = 75 (above)

and N = 80 (below)
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