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Resumen - Abstract

Resumen

En este trabajo recogemos el ahora resultado cldsico sobre integrabilidad de distri-
buciones geométricas conocido como Teorema de Frobenius. El primer Capitulo
estd dedicado a los enunciados y demostraciones de este resultado mediante el
uso de campos de vectores y el cdlculo exterior usando formas diferenciales. Tam-
bién consideramos alguna de sus aplicaciones a la resolucion de ecuaciones en
derivadas parciales de primer orden via el método de Lagrange-Charpit. Por otro
lado, el método geométrico usado para estudiar esas ecuaciones en derivadas
parciales (segundo Capitulo) requiere la integracion de distribuciones que no son
integrables en el sentido de Frobenius, que se posicionan en el lado opuesto y dan
lugar a distribuciones completamente no integrables conocidas como distribu-
ciones de contacto.

Palabras clave: Algebra exterior— Campos de vectores — Distribuciones de hiper-
planos — Ideales diferenciales — Teorema de integrabilidad de Frobenius — Método
de Lagrange-Charpit — Ecuaciones de Pfaff— Ecuaciones en derivadas parciales
de primer orden.

Abstract

In this memoir we collect the by now classical result about the integrability of
geometric distributions known as Frobenius’ Theorem. The first Chapter is devoted
to the statements and proofs of both versions of this result, by means of vector fields
and by using the exterior calculus of differential forms. We also consider some
of its applications to non linear first order partial differential equations via the
Lagrange-Charpit’s method. On the other hand, the geometric approach to study
these partial differential equations (second Chapter) requires an integration of
distributions which are not integrable in Frobinius sense, that lie at the opposite
extreme and yields to completely non integrable distributions known as contact
distributions.

Keywords: Exterior algebra — Vector fields — Hyperplane distributions — Diffe-
rential ideals — Frobenius’ integrability Theorem — Lagrange-Charpit’s method —
Pfaffian equations — First order partial differential equations.
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Introduccion

En su forma mads elemental, el Teorema de Frobenius trata el problema de
encontrar una coleccién maximal de soluciones de un sistema regular homogéneo
de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden. Sean a;j, 1si<p,1<j<n
una coleccién de funciones C! con p < n tal que la matriz A = (a; j) tengarango py
considérese el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

ou ou u

Xilul: = an(x)z—+app(X)=—+--+ ap(x) =0
0x; 0x> 0xp,
ou ou u

Xolu]: = a1 (X) =— + ag2(X) =— + - + azp(x) =0
0x; 0x, 0x;,

3 (%)

ou ou ou

Xplul: = a,[,l(x)a—x1 + apz(x)@ +- 4 apn(x)a =0.

El objetivo es dar condiciones para la existencia de n — p soluciones uy, u, ..., un—p
funcionalmente independientes de (), es decir, tales que Vuy, Vuy,..., Vi, p sean
linealmente independientes.

El Teorema de Frobenius establece que este problema tiene soluciones locales
siempre que los campos X; satisfagan ciertas condiciones de integrabilidad, a saber

p
Xi Xpeu(x) - X Xju(x) = Y clR(x)Xmu(x)
m=1

paral < i, k< pytoda funcién u € C?. En otras palabras, el conmutador [X;, Xi]
debe pertenecer al espacio lineal generado por los X;.

Desde el punto de vista geométrico, los campos X; deben ser tangentes a los
conjuntos de nivel de cualquier solucién del sistema (). En particular, los conjuntos
de nivel deben ser independientes de la solucién considerada y por tanto, una
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vez conocidos, cualquier soluciéon se podrd expresar en términos de una funcién
arbitraria de n — p variables.

Al contrario de lo que ocurre con ecuaciones diferenciales ordinarias, no dis-
ponemos de una teoria unificada para las ecuaciones en derivadas parciales: algunas
ecuaciones tienen su propia teoriaV) pero otras no se pueden enmarcar en ninguna.
Esto se debe a que su geometria es mas complicada. En el caso de ecuaciones ordina-
rias, cualquier campo de vectores determina localmente sus curvas integrales (este
es precisamente el contenido del Teorema Fundamental de existencia y unicidad
para ecuaciones ordinarias que hemos estudiado en el Grado), pero cuando se trata
de (ciertas) ecuaciones en derivadas parciales, hemos de considerar distribucio-
nes de subespacios de dimensién mayor que 1 que, como muestra el Teorema de
Frobenius, genéricamente no son integrables.

Parte de la teoria de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (aquella
que se refiere a una sola ecuacion escalar de primer orden) se puede reducir al estudio
de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Esto es posible, fisicamente
hablando, porque los sistemas de particulas sin interacciones se pueden describir
por la ecuacién diferencial en derivadas parciales del campo o por las ecuaciones
ordinarias de las particulas.

En el segundo Capitulo, consideraremos el caso en el que existe una teoria
completa, a saber, el caso de ecuaciones de primer orden. Desde el punto de vista
fisico, este es el caso de la dualidad que ocurre cuando se trata de describir un
fené6meno usando ondas o particulas. El campo satisface cierta ecuaciéon de primer
orden en derivadas parciales, la evolucién de las particulas se describe mediante
ecuaciones diferenciales ordinarias y existe un método que reduce la ecuacién en
derivadas parciales a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias: de esta
forma se puede reducir el estudio de propagacién de ondas al de evolucién de
particulas.

La integracion de la ecuacién en derivadas parciales no lineales de primer
orden sigue argumentos geométricos relacionados con la estructura de contacto
candnica en el espacio de 1-jets. Por ejemplo, es sencillo ver que el sistema

6u_0

ox (%)
6u+x6u_o

oy “oz

s6lo posee soluciones triviales (constantes) y que, de hecho, su distribucién de
planos asociada g, = z = A—ay no es integrable en sentido de Frobenius. De hecho
corresponde a la estructura de contacto de la 3-esfera S3: |z|? + |w|? = 1 — C? donde
los conjuntos de nivel de las soluciones de (**) representan variedades analiticas
en S3. Pero resulta que por motivos de ‘convexidad’ tales variedades son triviales
(sus componentes conexas se reducen a puntos aislados).

() Como las ecuaciones elipticas modeladas por la ecuacién de Laplace.
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El Teorema de Frobenius

1.1. Antecedentes

Para un campo de vectores suave (C®) X = Y, ai(x)0/0x; definido en un
abierto U c R”, una constante del movimiento o integral primera de X es una funcién
no constante que permanece constante sobre las curvas integrales de X. Existen n—1
integrales primeras funcionalmente independientes de X que se pueden obtener
resolviendo las ecuaciones diferenciales totales

dx; B dxo o dxy,
a(x)  ax(x) an(x)’

Para varios campos
n
Xe=) ari(x)0/0x;, k=12,..,p
i

que satisfacen ciertas condiciones de integrabilidad (Definicién 1.6), Deahna en
[4] ha probado que existen s: = n— p funciones cuyos conjuntos de nivel comunes
contienen sus trayectorias. El problema consiste en encontrar soluciones indepen-
dientes para el sistema lineal homogéneo sobre-determinado de ecuaciones en
derivadas parciales

ou ou ou
an (X)z—+apxX)—+--+ajpx) =0
6x1

0x; 0xy,
ou ou u

az1(X) —— + a2 (X) — + -+ + azp(X) =0
0x1 0x 0xy,

ou ou ou
dpl(X)a—)Cl + apg(X)a—xz +"'+ﬂpn(X)E =0.
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El Teorema 1.12 que llamamos de Frobenius fue probado primero por Clebsch
[3] mientras que Frobenius es responsable de aplicarlo a los llamados sistemas de
Pfaff, lo que permiti6é pavimentar el camino para su uso en Topologia Diferencial.
También fue el primero en usar la diferencial exterior d en el estudio de estos siste-
mas, lo que le permitié expresar el teorema en términos de formas diferenciales y
sus derivadas exteriores.

Ejemplo 1.1. Consideremos el sistema

6_u+0_u:0

0x 0y (L)
o ou_, |
0y 0z

Inmediatamente podemos observar que dos integrales primeras independientes
son 11 =x—y e Iy = z para la primera ecuaciény j; = z— yy j» = x para la segunda.
Asi, cualquier solucion de (1.1) debe ser de la forma u = a(x — y, z) = f(x, z— y) para
algiin par de funciones (de dos variables) a y 8. Si hacemos y = 0 encontramos
que a = fypor tanto a(x — y,z) = a(x,z— y¥) que, a su vez, implica (haciendo z = 0)
que a(x,—y) = a(x—y,0), es decir, a(x, y) = ¢(x + y) para alguna funcién ¢ de una
variable. Consecuentemente u = ¢p(x — y + z). Geométricamente esto significa que la
‘distribucién’ de los planos tangentes a las superficies de nivel de u son paralelos
entre siy perpendiculares al vector v = i — j + k. Obsérvese ahora que los campos
involucrados en el sistema (1.1), X =3/0x+0/0y=i+je Y =0/0y+0/0z= ]+ kson
perpendiculares a v y por tanto generan esta distribucién de planos.
Considérese ahora el sistema

ou_,
ox

6_u+x6_u_0 2
oy oz

En este caso, la primera ecuacién implica que u = u(y, z) es independiente de x y,
puesto que x es arbitrario, de la segunda g—’; = g—’z‘ =01y (1.2) solo posee soluciones
triviales (las constantes).

La diferencia geométrica entres los sistemas (1.1) y (1.2) es la siguiente: mien-
tras que la distribucion {n) = x— y+ z= 1, A € R} asociada a (1.1) estd formada por
planos paralelos, la asociada a (1.2) {p41 = z = A — ay, a,A € R} no. Por ejemplo,
empezando con el plano goo = z = 0, si nos movemos en la direccién i hasta el
punto (a,0,0) los planos g, = z= —ay experimentan una rotacién horaria de an-
gulo arctga cuyo plano limite cuando a / +oo es y = 0 (una rotacién de 90°). En la
direccién opuesta, cuando a \ —oo, los planos rotan en sentido anti-horario hacia
el mismo plano limite y = 0 (figura 1.1). De hecho, los flujos asociados a los campos
V==2yw=2L+xLsong)(xy2=0x+6y,2yel (X2 =(xy+1z+Ltx) por
lo que
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Figura 1.1. Distribucion de planos asociados al sistema (1.2)

(PK“PYN(PKVO(IJ‘,/(JC,J/,Z) =(x,y,z+ st).

Esto quiere decir si viajamos ¢ unidades de tiempo siguiendo la trayectoria de V que
empieza en el punto (x, y, z), luego seguimos aquella de W durante s unidades de
tiempo, para regresar siguiendo V y W (también durante ¢y s unidades de tiempo)
terminaremos en el punto (x, y, z + st) que es distinto del punto de partida y por
tanto no cerramos el rectdngulo correspondiente. Esto sucede porque el conmutador
(v, w] = £ #0 (Teorema L.5).

Observacién 1.2. El ejemplo (1.2) admite una interpretacién geométrica en el espacio
euclideo complejo C2. Consideremos la hipersuperficie M = {(z, w) € C*> / Rew =
(Rez)?/2}. M es una subvariedad real de C? de dimension real 3 y es inmediato
observar que, de hecho, es difeomorfa a R haciendo z=x+iyyw=x*/2+itcon
(x,y,1t) € R3. Ahora bien, el campo complejo L = & + % % (cuidado, no confundir
con un indice, ahora i = /-1 es la unidad imaginaria) satisface Lz = Lw = 0 y por
tanto anula a las restricciones a M de funciones holomorfas en C? (simplemente

aquellas funciones f = f(z, w) holomorfas en cada variable por separado). Ademds,

i+'(i+xa)
0x 0y Ot

[\ﬂ

SYERLAN LI
0x Oy 20t 2

es decir, los campos V'y W en (1.2) coinciden (salvo por el factor 1/2) con la parte
real e imaginaria de L respectivamente (alli la variable z aqui es la variable N3,

No es dificil ver que en cada punto p € M el espacio tangente T, M = TCM ®(0/0r)
donde TCM Tp(M)NiT,(M) =span{V, W}(S) es un subespacio COIIlple]O de C?

M) Obsérvese que el desplazamlento final ha sido en la direccién del conmutador [V, W]:
VW-WV = 6 =

@) perdén por la confusmn que esto pueda causar, pero ya sabemos que jen variable compleja
la letra z tiene un uso privativo!

®) Si w = s+it,las curvas coordenadas y= Cte, t= cte correspondena y = cte, t = cte, s = x2/2
en M y por tanto V corresponde a V = a + xa . De la misma forma, W corresponde a

ol ol 0 0
W‘W“an_t Comotax ayelas at,vemosquelV w.
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y, por tanto, los conjuntos de nivel de cualquier solucién de (1.2) serdn subvarie-
dades complejas de M. Asi, que (1.2) sélo tenga soluciones constantes significa
que no existen subvariedades complejas contenidas en M (exceptuando los pun-
tos, por supuesto). En particular esto implica que si f, g: U — C son holomorfas
y Ref = (Reg)?/2 entonces f y g deben ser constantes (de lo contrario la imagen
de U por la aplicacién (f, g) seria un ‘disco analitico’'® no trivial contenido en M).
Evidentemente, esto se puede probar con técnicas estdndar de variable compleja: si
Ref = (Reg)?/2 entonces (Reg)? es arménica en U pero, A(Reg)? = 2|g|? por lo que
g debe ser contante y de aqui que f también. Esta identidad sigue de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann; si g = @ + i f entonces

Aazzz(aAa+|Va|2)=2|Va|2=2((2—‘;)2+(3—j)2):2((3—‘;) (gf) ) 2g')?

a .9
yaqueg' = —g = g—‘; +i aﬁ Alternativamente, también haciendo uso de las ecuaciones

de Cauchy—Rlemann, como
%_16(g+g)2_1 0 (
0z 4 0z 40z
tenemos que

(c57+28)=5 (e +8)&

l\JI'—'

g +285+8%) =

=2g'g'=2Ig'?".

d (0a®\ —d(g+8)
( 0z ) &

Aa? =4—
* 0z 0z
Nota. Respecto ala nota al pie ©) el espacio tangente complejo TC (M) se puede

describir de la siguiente forma Ba]o la identificacién considerada de M el campo a "
corresponde al campo ax (z,w) = ax (x+iy,x*/2+it)=(1,x) enC?, L Corresponde

a ay(x+ty,x 12+it)=(i, O)Yat aat(x+ly,x 12+1i1) =(0,1). Asi, uncampogeneral

3
~ & ~

ia,—c+axi), Te T,E(M) si, ysolosi, c=bx.Portanto T = (a+ib,(a+ib)x)y

T= aax +b@ + c5; corresponde a T=(a+ibax+ic eCZypuesto que iT=(b+

Ty (M) ={(a+ib)(1,x) / a,b€ R} = spanc{V} = spang{V, W}

donde V=(1,x) = 6x+x65 paraa=1,b= OyW—z(l X=5 +x§t sia= 0 b=1.
Por ultimo, nétese que bajo la identificacién anterior, V corresponde aVs= 0 yWa

_ a
W—ay+xa:

1.2. Preliminares

1.2.1. Campos vectoriales
Un campo de vectores X en un abierto U c R” es una aplicaciéon

@) Que obviamente es un ejemplo particular de variedad compleja.
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X:U— R"
x — Xi

(1.3)

En esta memoria supondremos que X es suave en el sentido que la aplicacion (1.3)
es de clase C*°(U). El conjunto de los campos de vectores en U serd denotado por
X(U) y resulta ser un médulo sobre C*°(U) respecto a las operaciones

(@ X+Y)x=Xy+Yy,
b) (fX)x=f0)Xy
siX,YeX(U), feC®U)yxeU.
Sean U,V c R" dos abiertos y F: U — V un difeomorfismo. Si X € X(U), el
campo Y € X(V) determinado por la relacién

Yr@x) = Fe, Xx, xeU

se denota por Y = F, X y se denomina pushforward de X bajo F. Aqui F, : R" — R"
denota la diferencial de F en x € U. La aplicacién F, : X(U) — X(V) es lineal y

F.(fX)=foF 'F. X

siXeX(U)y feC®W).

Siéy,8é,,...,é, denotala base candnica de R", los campos (constantes) &;(x) =
é; generan X(U) para cualquier abierto U c R" ya que todo X € X(U) se puede
escribir de forma tinica como

n .
X=) X'¢g
i=1

donde X/ € C®(U) parai=1,2,...,n.

Desde el punto de vista analitico, los campos se pueden interpretar como
operadores diferenciales: X € X(U) proporciona el operador lineal £x: C*®(U) —
C*°(U) denominado derivada de Lie a lo largo de X dado por

_ v yidf
,%Xf_izzlx ox, (1.4)

si f € C*°(U). £x esunaderivaciéon en C*(U): es lineal y satisface la regla de Leibnitz
ZLx(fg) =fLxg+8<%xf.

Ademads es evidente de (1.4) que L es C*®°-lineal en X, es decir, Lx+y = Lx + Ly
y ZLrx = fLx paratodo X,Y € X(U) y f € C*®°(U). Nétese que Lx f no es mds que
la derivada direccional de f en la direccién de X. Identificando X con £y, de (1.4)
podemos escribir
n .
X=) X'0;
i=1

donde 9; = 6%, =Ls,.
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Como operadores, dados dos campos X,Y € X(U), el conmutador [X,Y] =
XY — Y X resulta ser un operador de orden uno (y no de orden dos como cabria
esperar). Para ver esto, si f, g € C*®(U) entonces

fXYI=(fXY-YXO=(XOY-YUX)+(NX)=fIX,YI-(YHX

y por ende
[X,8Y]=-[gY, X]=-glV,X]+(Xg) Y =g[X, Y]+ (Xg) Y.
Asi
[fX.gY]=fIX,gY]-(gV)f X =[f(gIX, Y]+ (Xg)Y)-g(Y /)X (L5)
= f8IX,Y1+(fXQ) Y - (gY ) X, '
y en particular, si X = Z?leiOi eVY=Y", Y?9; entonces
n n n
(X,Y]= Z Z : i
n . 0..: , . ,
? Z ( Y]WXlainaj—Yjanlai) (1.6)
j:
por (1.5)
. . . n
= Z (x’o;v'-Yl0;X")0 Z (XY'-vX")o;
i,j=1 i=1

que de nuevo es un campo de vectores. En términos de la derivada de Lie (1.4), esto
se puede reescribir como [ Ly, £y | = Zx,y) donde [X, Y] viene dado por (1.6).

El siguiente resultado muestra que el conmutador es natural con respecto al
pushforward.

Proposicién 1.3. Sean U cR" y F: U — R™ una aplicacion suave. Si X,Y € X(U) son
dos campos suaves en U, entonces F.[X,Y] = [F. X, F.Y].

Demostracién. La prueba es sencilla. Si f es una funcién suave definida en un en-
tornode F(U),xeUey=F(x)yZ: =F.X, W: =F, Y, entonces

(Z, W], f = Zy(W[) - Wy (Zf) = Fax Xs(W[) - Fux Ya(Zf)
=X (W) oF)=Yi((Zf)oF) = Xy (Y (f o F)) = Yo(X(f o F))
:[X,Y]x(fOF)Z(F*X[X,Y]x)f. <

Flujo generado por campos de vectores

Sea X € X(U) un campo de vectores en un abierto U c R". Para cada x € U, la
curva integral de X que pasa por x es la solucién del problema de valor inicial

{ dg(x) - X (¢:(0)

dt
@o(x)=x

L7)
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En principio, la curva integral por x s6lo estd definida en un intervalo (que se puede
suponer maximal respecto a esta propiedad) (—a(x), b(x)) = R que contiene al origen.
La unicidad en el problema de valor inicial implica que

Pr+5(x) = @ (@s(x)) (1.8)

donde ambos miembros estén definidos. X se dice completo si para todo x € U,
a(x) = b(x) = +o0, es decir, cuando la curva integral estd definida en toda la recta. En
este caso las aplicaciones ¢, forman un grupo uni-paramétrico de difeomorfismos
de U (1.8).

De (1.4) y (1.7), si f € C*°(U) tenemos

d
ffxf(X):d— fl@:(x) (1.9)
Tli=0

paratodo x € U.

Los flujos asociados a dos campos X,Y € X(U) en un abierto U c R”, en
general no conmutan: si ¢; y ¢ son los flujos asociados a X e Y respectivamente, en
general ¢, oy # ¥ 0 .. Para medir cuantitativamente la falta de conmutatividad
considérese la diferencia

O*(1,5) = i (¥s(x) —ws(pe ()

para x € U fijo. Claramente ®* es suave . El desarrollo de Taylor de ®* en el punto
(0,0) es

@*(1,5) = ®*(0,0) + [0,D¥(0,0) s + ,D*(0,0) 7]
+[020%(0,0) s%/2 + 05,07 (0,0) st + 820%(0,0) £2/2] + o(s* + £?)
= 02,0%(0,0) st + o(s* + %)

ya que como funcién de (¢,s) es=0si £ =06 s =0. Ahora bien

as|s:0ws((pt(x)) = Y((pt(x))

y derivando respecto a ¢

n .
0] sy oWs (@ () = 04|, Y (01 (1) = Y X (Y, (1.10)
i=1

De igual forma
2 - i
0%5| oo po@i(Ws(0) = Y YeX'0;. (1.11)
i=1

Restando (1.11) de (1.10) y teniendo en cuenta (1.6) obtenemos
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n . .
Py oo g® 0,00 = Y (X, V! - Vi X'); = [X, Y],
i=1

En particular tenemos la siguiente expresién para el conmutador

@Y () —w(p(x)
tZ

[X, Y] = lim ) (L12)
—

Por tanto es necesario que el conmutador de dos campos se anule para que sus

flujos conmuten. Utilizando el siguiente lema veremos que el reciproco también es

cierto (Teorema 1.5).

Lema 1.4 (de rectificacién). Sea X € X(U) un campo de vectores suave en un abierto
UcR" yxg €U tal que Xy, # 0. Entonces existen entornos Uy c U de xo y V de0 € R"
y un difeomorfismo¥: Uy — V tal que ¥ . X = 0.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que xp =0y Xy, = €;. Por el
Teorema de existencia y unicidad para el problema (1.7) existe un entorno Uy < U
de xp y € > 0 tal que el flujo ¢;: Uy — R” estd definido para todo ¢ € (—¢,¢€). Si (p’;
denota la ™2 componente de ¢, entonces, como 6,|t:0(p%(x0) =1#0, el Teorema
de la funcién implicita proporciona un entorno U; < Uy de xp y una funcién z: U; —
(—¢,¢) tal que <p%(x) (x) =0 paratodo x € Uy y T(xp) =0. Seaahora ¥: Uy — V: =
¥ (U,) cR" dada por

() = (= T(x), 02 (), 02 (0., @l ().

Y es inyectiva ya que si ¥ (x) = W(X) para x, X € U;, entonces 7(x) = 7(¥) =: 7y por
tanto ¢, (x) = ¢ (X) por lo que x = X. Puesto que (p%(x)_t((/’z(x)) = (pi(x) (x)=0,dela
unicidad en el Teorema de la funcién implicita concluimos que T((p t(x)) =7(x)—t.
Asi

(1) = (=700 + 1,902 (), 03 (0),..., 9 ) () (1.13)
que implica que ¥ . X = d; ya que esta Gltima expresion es precisamente el flujo de
0, atiempo t en ¥ (x). <

Teorema 1.5. Sean ¢; yy los flujos asociados a dos campos suaves X,Y € X(U) en
un abierto U c R". Son equivalentes

(i) prows =1yso@; donde ambos miembros estén definidos.
(ii) [X,Y]=0enU.

Demostracién. Por (1.12) s6lo hemos de probar que (i) = (i). En cualquier punto
x € U donde ambos campos se anulen tendremos que ¢ oy (x) = W0 @;(x) y por
tanto, en algtin entorno de cualquier otro punto de U, por el Lema 1.4 podemos, sin
pérdida de generalidad, suponer que X =4,.Si Y = Y; Y?9; entonces, por (1.6)

n .
[(X,Y]=[01,Y]=) 0:Y'0;
i=1
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y por tanto, [X, Y] =0 si, y sélo si, las funciones coordenadas Yino dependen de la
variable x; e Y puede escribirse como un Y = Y!(%)0; + Y donde Y es un campo en
n— 1 variables. Si % denota el flujo de Y y x = (x1, X) (¥ € R""!), el de Y vendra dado
por

ws(x) = (x1 + fo Yl(wrm)dr,ws(x)).

Puesto que el flujo de X son simples traslaciones en la direcciéon de &; (¢;(x) =
(x1 + t, X)) deducimos que

N
Prows(x) =@ (ws(x) =, (x1 +f0 y! (u?r(fc))dr,u?s(x))

N

= (x1 +o+ | Y@ ®)dr, wstfc)) =5+ 1, %)

0
=ys(@i(x1, X)) =ys(@(0) =y 0 (x).

Esto prueba (7). <

Integrales primeras

Sea X € X(U) un campo de vectores en U < R”. Recuérdese que (Seccion 1.1),
una funcién no constante u: U — R de clase C' se dice que es una integral primera
(o constante del movimiento) de X en U si u es constante a lo largo de las curvas
integrales de X, es decir, si Zxu=0en U.

Obsérvese que cualquier funcién que se obtenga por relacién funcional de
integrales primeras sigue siendo una integral primera, es decir, si u;, 4y, ..., Un
son m integrales primeras de X en U, V < R™ es un abierto que contiene a
(ur, g, ..., up) () yd: V—-Res C! entonces u: = ®(uy, uy, ..., Uy,,) también es una
integral primera de X en U puesto que Zxu =}/, 0, ® Lxu; = 0. A este respecto,
también podemos observar que si u es una integral primerade XenUyY¥Y: U - V
es un difeomorfismo, entonces uo¥W~!: V — R es una integral primera para el campo
Y.XenV.

Es consecuencia del Lema de rectificacion (1.4) que cualquier campo posee lo-
calmente n—1 integrales primeras funcionalmente independientes en algtin entorno
de cualquier punto no singular (las n — 1 tltimas componentes en (1.13)).

1.3. Distribuciones y el Teorema de Frobenius

En esta seccion presentaremos el Teorema de Frobenius como se recoge en

(8].

Definicion 1.6. Sea U c R" abiertoy1 < p < n. Una distribucion p—diemsional 9 es
una eleccion para cada x € U de un subespacio lineal 2, c R" de dimension p (figura
1.2). 9 se dice suave (C*) si para todo punto x € U existe un entornoVeUdexyp
campos X1, X3,..., Xp de clase C* enV que generan % en cada punto de V. Un campo
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X en U se dice tangente (o que pertenece) a la distribucién (X € @) si Xy € D, para
todoxeU.

Una distribucion suave 2 se dice involutiva (o completamente integrable) si
[X,Y] €D para todo par de campos tales que X,Y € 9.

Dx

P

y 4 4
A

Figura 1.2. Distribucién de planos en R3

Definicién 1.7. Una subvariedad X de U es una variedad integral de una distribucion
D enU si T X =9, paratodo x € X.

Observacién 1.8. El término “completamente integrable”, que a veces se usa en lugar
“involutiva’, necesita algunas palabras de explicacién. En la Definicién 1.7 hemos
supuesto que las variedades integrales de una distribucién deben ser subvariedades
cuyos espacios tangentes coinciden con los determinados por la distribucién. Esta
condicién se podria haber relajado y exigir solamente que los espacios tangentes
sean subespacios y no necesariamente coincidir con los dados por la distribucién.
En este sentido es posible que una distribucién posea “variedades integrales” de
dimensién menor que su dimensién sin ser completamente integrable. De hecho,
las curvas integrales de cualquier campo tangente a una distribucién 2 son “cur-
vas integrales” de 2. En lo que sigue, las variedades integrales serdn siempre de
dimensién méxima.

Proposicién 1.9. Si 2 es una distribucién en U que posee variedades integrales por
cualquier punto de U, entonces 9 es involutiva.

Demostracién. Sean X e Y dos campos tangentes a 2 (que supondremos tie-
ne dimensién p) y x € U. Sea X es una variedad integral de 2 que pasa por x,
w: D cRP — X una parametrizacion local de X y a € D tal que w(a) = x. Puesto que
¥y, RP — 2, es un isomorfismo, existen campos V'y W en D tales que v, V, = Xx
y ¥+, W, = Y. Pero, por la Proposicion 1.3, [X, Y], =y, [V, W], € D,. <

El Teorema de Frobenius establece que el reciproco de esta proposicién también es
véalido. Para su demostracién usaremos el siguiente andlogo al Lema 1.4.

Lema1.10. Sean X1, Xy, ..., X, € X(U) p campos suaves que conmutan en un abierto
U cR", esdecir, [X;, X;] =0 paratodoi, j =1,2,..., p. Entonces, paracada x € U existe
un entorno V de0 en RP y una tinica aplicacién suave F: V — U tal que F(0) = x y
F.0;=X; paratodoi=1,2,...,p.
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Demostracion. Sean (p},(p%,...,(pf los flujos respectivos asociados a X1, X, ..., Xp.
Observemos que F,d; = X; implica que Foy} = ¢} o F donde y}(x) = x + te; es el
flujo del campo canénico 9; y por tanto Foy} o5, 0--'01//?’9 =@} 9% o'~-0<pfp oF.
Puesto que
1.2 1.2 -1
’(//tl owtzo...owfp(()) :’(l/[l 01//t2o---ol//?p_l(o,o,...,tp)
-2
=y oy ooy 50,0, fpo1, ) = = Y10, Loy Lpoi, T)
= (tlr tZr*--) tp)

definimos F como
F(ty,tp,...,tp): :q)}l o<,o§2 0--'0(.02,(96)-

F estd bien definida en algiin entorno V de 0, F(0) = x y puesto que los campos
[Xi,Xgl =0paratodo i,j=1,2,...,n, por el Teorema 1.5, F(t1, f,..., t,) = <p(;'11 oqo‘t’;2 o
.0 (p[p” (x) si o es cualquier permutacién de {1,2,..., p}. En particular

d d
(F*ai)F(t) = *tait =—F(t1,t,..., ty) = —(p}l o(p%2 o..-o(pfp(X)

dt; dt;
_4a ol 000 ot o.opl (x)
= d[l (pti (pll (pt[,l (ptHl (p[p
=X; i _ 1 in1 il poy=Xi 1.2 Py = AiF(t)-
P01 001y 0Py O 0Py () Py 0Py 0P, (X) @

Esto quiere decir que paracada i =1,2,...,p, F.0; = X;. Obsérvese que la unicidad
de F sigue de su propia construccién. <

Ejemplo 1.11. En U = R? consideremos los campos X; = 0/0xy X, = (1 +x)/dy. El
flujo de X; es l(x,y) = (x + £, y) mientras que para X» es ¢?(x,y) = (x,y+ (1 + X)) y,
siguiendo la receta usada en la demostracién del Lema anterior, con F(0,0) = (0,0)

E(s,0) =@l op?(0,0) = (0, 1) = (s, 1).

Sin embargo 0 F = 0y = Xj pero 0, F = 0, # X». Obsérvese que si integramos primero
respecto a X; y luego a X, no obtenemos el mismo resultado: en su lugar se tiene
que F(s, 1) = (s, (1 + s)t). Respecto al lema anterior, nétese que [X;, Xp] =09, # 0.

Teoremal.12 (Teorema de Frobenius). Sea % una distribucién suave
p—dimensional en un abierto U c R". Entonces 9 es completamente integra-
ble si, y solo si, es involutiva.

Para ser més precisos, si 2 es involutiva, para todo x € U existe un entorno
V c U de x y n— p funciones suaves g1,02,...,0n—p: V — R funcionalmente inde-
pendientes tal que los conjuntos de nivel
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pj=cj(=cte) j=12,...,n—p

son variedades integrales de 2 en U (recuérdese que las funciones p; se dicen
funcionalmente independientes en V si para cualquier x € V, sus gradientes
Vp1(x),Vg2(x),...,Vpn-p(x) son linealmente independientes).

Demostracién. Seguiremos la demostracién dada en [7]. Por el Lema 1.10 sera
suficiente probar que, alrededor de cualquier punto de U existen bases locales
X1,X3,..., Xp de @ tal que [X;, X;] = 0. Para ello, si expresamos cualquier base local
Y1,Ys,...,Y, para 2 en la base canénica

n
Yi=) a;jo;,
j=1

la matriz (a; ) pxn tendrd rango p. Por tanto reordenando el sistema de coordenadas
podemos suponer que la submatriz cuadrada A = (a;;) no es singular. Ahora, si

. pxp
A7'=(a;j),,, denotala inversa de A, la nueva base

pxp
p
Xi =) aijY
j=1
de 2 tendrala forma

n
X;=0;+ Z b,-jaj.
j=p+1

Ahora observemos que [X;, X;] € (6p+1,6p+2, .. .,On) y puesto que 2 es involutiva
[Xl’X]] € <X1;X2, ’Xn> n (ap+1yap+2, )0l’l> = {0} <

Observacién 1.13. 1. Notese que el Teorema 1.12 puede verse como un resultado de
rectificacion local de distribuciones en el sentido que si 2 es una distribucién
p—dimensional involutiva, entonces alrededor de cada punto existe un sistema
de coordenadas (y1, y2, ..., ¥n) donde 2 estd generada por los campos canénicos
0/0y1,0/0ys,...,0/0yp.

2. El Teorema clésico de Frobenius aparece en una forma bastante diferente y
puede ser enunciado como sigue: sean U c R” y V < R™ dos abiertos y usemos
coordenadas (x1, X2, ..., X,) V (U1, U, ..., Uy) en R” y R™ respectivamente. Sea

O: UxV — Mpmn® (1.14)

una aplicacién C* de U x V en el espacio de las matrices reales de orden m x n
y sea (xo, up) € U x V. Si

agij _ 6@)ik a@ij@ _ 6@ik

Bri|=0 115
6xk 6x]' /=1 Ou[ ¢ ( )

6u[
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parai=1,2,....myj,k=1,2,...,nen U x V, entonces existen entornos Uy c U,
Vo < V de xg ¥ up respectivamente y una tnica aplicacion suave u: Uy — V (que
también es regular con respecto a los datos iniciales (xy, tg) € Up x V) tal que

= (5)
{6xu O(x, u) (116)

u(xp, Up) = Up

La ecuacion (1.16) es un ejemplo de una ecuacion diferencial total: usamos (1.14)
para especificar cual debe ser la diferencial de la aplicacién u sobre su grafo, y
en (1.15) se recogen las condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de u.

Se puede probar que esta version es equivalente al Teorema 1.12. Por ejemplo, si
empezamos con una distribucién p—dimensional involutiva 2 en una abierto
Q cR" y un punto xg € U, podemos obtener el Teorema 1.12 si partimos de su
version cldsica como sigue: primero elegimos un entorno W = U x V c RP x R"*~P
de xo con coordenadas y1, y»,..., ¥, en el que 2 esté generada por los campos

o 5 (L17)
' ayl j=1 g 6 p+]

donde f;; € C*°(W). Ahora se puede definir una aplicacién matricial como en
(1.14) poniendo

bx,w = (fij(x,w), y=xwew=UxV. (1.18)

Resulta que la involutibilidad de 2 implica las condiciones (1.15) y la solucién u
permite construir sus superficies integrales. De forma similar se puede obtener
la versidn cldsica a partir del Teorema 1.12.

Ejemplo1.14. 1. Elcason=2ym=1con

T
_(d(x,y, u))
Ox,y,u) = (w(x,y, )

se reduce al sistema

u
I dx,y,u)
ou (1.19)
a =y(x,y,u)

y las condiciones (1.15) a

(%) Para ser mas explicitos, esto significa que el gradiente V. u; es la i8iMa fj]a de la matriz ©,
es decir, g =0;j(x,u) ylas condiciones de integrabilidad (1.15) siguen de la conmutati-
vidad de laé parciales. (1.15) representan m(z) condiciones sobre O (las condiciones son
relevantes solo para j < k).
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o 0p aw

3y Vau </)— (1.20)

Notese que en el caso particular en el que las funciones ¢ y ¥ no dependan de
la variable u, la condicién de integrabilidad (1.20) se reduce a aquella para la
existencia de potencial para el campo ¢9, + 9.

2. Con n =3y m =1 el sistema resultante es

ou =od(x, 9,2z, U)
ax - (/) ’ y; ’
4 (x, 9,2, u) (1.21)
ay - 1// ’ yr ) .
ou_ x,y,z,u)
aZ - X )’ _y) ’ )’
y las condiciones de integrabilidad (1.15) ahora son

op 3¢ aw

oy Vou ou (P

0p 0¢p _ 67(

9z Mou " ‘P

oy oy 0 x 0 X

—_— + —_—

oy You ou 1//
es decir, la condicion (1.20) en cada subsistema de dos ecuaciones en el sistema
(1.21).

1.4. Ideales diferenciales

El objetivo de esta Seccién es el de dar una versién del Teorema de Frobenius
en términos de formas diferenciales. En este apartado trabajaremos con el dlgebra
exterior en un abierto U c R” denotada por AU = Sop A9U. Los elementos de AU se
llaman formas en Uy son, por tanto, sumas de g—formas multilineales antisimétricas
suaves en U: una forma w € AU se escribe de forma tinicacomow = w1 +wa+-+-+wy,
donde w; € AU se llamara la componente homogénea de grado g de w (para una
breve discusion ver el Apéndice D en [6]). La operacién de multiplicacién exterior
denotada por A junto a la suma dota a AU con una estructura de dlgebra.

Definicién 1.15. Sea 9 una distribucion p—dimensional en un abierto U c R". Dire-
mos que una q—formaw € N9U anula a 9 si

a)(Xl,Xg,...,Xq) =0

siempre que X1,X>,...,Xq € 9. Una forma v € \U anula a 9 si cada una de sus
componentes homogéneas la anula. En lo que sigue

I @) ={we \U/wanulaa2}. (1.22)
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Proposicién 1.16. Sea 2 una distribucion suave p—dimensional en U. Entonces

(a) #(2) esunidealen \U.

(b) £ (D) estd localmente generado por n— p 1—formas, esto es, para todo x € U existe
unentornoVecUdexyn—pl-formaswp,1,wpy2,...,0, independientes en V
tales que:

(i) Siw e _#(2), entonces w| v pertenece al ideal generado por wp11,0p+2,...,0n
en\V.

(ii) Si w € \U y existe algtin recubrimiento abierto de U tal que, para cada V
en el recubrimiento, w\v pertenece al ideal generado por wp1,wp+2,..., Wy,
entoncesw € _¢(92).

(c) Si ¢ esunidealde \(U) localmente generado por n— p 1-formas independientes,
entonces existe una tinica distribucion suave p—dimensional 9 en U tal que

I=9D.

Demostracion. (a) sigue inmediatamente de la definicién de _¢(2) en (1.22) y de la
definicion del producto exterior A.

Sea x € U. Puesto que 2 tiene dimensién p, existen p campos suaves
X1,X5,...,Xp que generan 2 cerca de x. Podemos completar esta coleccion de
campos a una base X1,X2,..., Xp, Xp+1,..., X en un entorno V de x en U y sea
w1,wWs,...,w; su base dual, esto es

wj(X)=6;j= { (1) :i i ; ; (delta de Kronecker).
Entonces las 1-formas wj1,wp+2, ...,y tienen las propiedades deseadas en (b). En
efecto, son independientes y siw € _#(2) es tal que w| v= ZY AyWy, AWy, N+ AWy,
donde y varia en subconjuntos {y1,y2,...,y«} de {1,2,...,n}, entonces a, = 0 sal-
vo que {y1,Y2,.., Yt Nip+ 1, p+2,...,nl # @. Asi, w|v pertenece al ideal generado
POr Wpi1,Wp+2,...,w, €n AV. Reciprocamente, si w es una forma tal que para to-
do V en algin recubrimiento abierto de U (u|v pertenece al ideal generado por
Wpi1,Wpi2,...,0, €0 AV, entonces claramente w € _#(2). Esto prueba (b).

Para probar (c), sea x € Uy wp+1,0p+2 ..., 0, 1-formas independientes que
generan _¢ en un entorno V de x. Entonces

Dy = {v/a)j‘x(v) =0, j=p+Ll,p+2,...,n}
define una distribucién p—dimensional suave en U tal que ¢ = _¢(2). La unicidad

es inmediata. <

Definicién 1.17. Unideal ¢ en \U sedice diferencial si es cerrado bajo diferenciacion
exterior, esto es

dgc g.
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Asi, un ideal .# generado por las 1-formas w;, j = p+1,p+2,..., n, serd diferencial
si existen 1-formas aj; (p+1< j, k< n) tales que

n
dwj = Z Aji N\ Wk,
k=p+1

o equivalentemente
Wps1 AWpi2 Ao AWy Adwj=0 (1.23)

paratodo j=p+1,p+2,...,n.
Losideales diferenciales son precisamente aquellos asociados a distribuciones
involutivas, es decir,

Proposicién 1.18. Una distribucion suave 2 en U es involutiva si, y sélo si, #(2) es
un ideal diferencial.

Esto sigue inmediatamente del siguiente resultado:

Lema 1.19. Si  es una 1-forma de clase C' y X, Y dos campos de clase C' en un
abierto U c R", entonces

do(X,Y)=Xo(Y)-YulX)-w(X,Y]. (1.24)

Demostracién. Puesto que (1.24) es lineal en w podemos, sin pérdida de generalidad,
suponer que w = gd f. En este caso, dw = dg A d f y por tanto

dg(x) dgm) et (Xg vg

do(X, Y):det(df(X) Af(y) XfYf

)ng Yf-YgXf. (1.25)

Pero, por otro lado
XoY)=X(gdf(V))=X(gY[f)=XgYf+8XYf, (1.26)
e intercambiando los papeles de X e Y
Yo(X)=YgXf+gYXf. (1.27)
Si ahora restamos (1.26) y (1.27) y tenemos en cuenta (1.25) obtenemos
XoY)-YoX)=XgYf-YgXf+g(XYf-YXf)=XgYf-YgXf+gIX YIf
=dw(X,Y)+w(X,Y])
que es precisamente (1.24). <

Definicién 1.20. Una subvariedad X~ c U es una variedad integral de un ideal ¢ c
AU) siw|E=ijw =0 paratodawe ¢ (is: £ — U denota la inclusion e iy su pull-
back).

Inmediatamente se obtiene la versién del Teorema de Frobenius (1.12) en
términos de ideales diferenciales.

Teoremal.21. Sea ¢ < \U un ideal diferencial localmente generado por n—p
1-formas independientes. Entonces, para cada x € U existe una tinica subvariedad
integral de _¢ de dimension p que pasa por x.
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1.5. Aplicaciones

1.5.1. El método de Lagrange-Charpit

Sea Q c R® abierto y ®: Q — R una funcién de clase C*(Q). Considérese la
ecuacion diferencial general en derivadas parciales de primer orden en dos variables

D(x,y,u,05u,0,u) =0. (1.28)

El método de Lagrange-Charpit proporciona una técnica para el célculo de una
‘integral completa’ para esta ecuacion(®.
Si (x, y,u, p, g) denotan las coordenadas canénicas en RS, el campo caracteris-

tico para la ecuacion (1.28) es (ver (2.10) en §2.2.3 0 §2.2.4 en el Capitulo 2)
Vo =0,@0x+ 0400y + (pd,® + g0 P)0, — (0:P + pd, )0, — (0,P + q0,D)d,,.

El método consiste en lo siguiente: supongamos que se dispone de una integral
primera ¥ para el campo Vg ‘(p, g)—independiente’ con @, es decir,

0(®,¥) (6,,(1) 6qcD)

——— =de #0.

a(p, q) 0,¥ 0,¥Y

Entonces, por el Teorema de la funcién implicita, para cada A € R apropiado, el
sistema

(1.29)

Ox, y,u,p,q) =0
Y(x,y,u,p,q) =21

define p = ¢(x, ¥, u,A) y g = w(x, y,u, A) como funciones C* de las variables (x, y, u) €
U en algtn abierto U < R3. Para cualquier caracteristica (x(s), y(s), u(s), p(s), q(s))
de (1.28) (una curva integral de V) se tendra

W (x(s), y(s), u(s), p(s), q(s)) = A = cte
y por tanto, cualquier solucién de (1.28) debe satisfacer sobre ellas

0
a_z =¢x,y,u,l)

a_u_ (x,y,u,A)
ay_w yy) i .

(1.30)

que es una version paramétrica de (1.19) para el que debemos verificar la condicién
de integrabilidad (1.20). En tal caso, los campos X = 0, +¢0d, e Y = 0, +10,, satisfacen

[X,Y]= [ax +(,baur ay +wau] = [aXr ay] + [ax; wau] + [(pau; ay] + [(pau; wau]

) Todo sea dicho, estas integrales completas se pueden usar para construir soluciones de la
ecuacion (1.28) (ver ejemplo 1.24).
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= (0w — Oy + POuY — W) Oy

y, por tanto, [X, Y] = 0 equivale a (1.20). Del Teorema 1.5 sabemos entonces que sus
flujos ¢; y ¥ conmutan y los campos son tangentes a la superficie parametriza-
da por (t,s) — @ ows(xo, Vo, Up) para cada (xy, o, Ug) € U. Ademads, puesto que las
proyecciones de X y Y sobre el plano XY son independientes, esta superficie co-
rresponde (atendiendo al Teorema de la funcién implicita) al grafo local de alguna
funcién u que serd por tanto solucién de (1.30).

Por ultimo no es dificil probar que la condicién de integrabilidad (1.20) se
satisface automadticamente ya que ¥ es una integral primera para el sistema ca-
racteristico de la ecuacién (1.28). Este es el contenido de la siguiente Proposiciéon

Proposicién 1.22. Las funciones ¢ y v definidas implicitamente por el sistema (1.29)
satisfacen la condicién de integrabilidad (1.20).

Demostracién. Puesto que ¥ es una integral primera para el sistema caracteris-
tico, debe ser constante sobre las curvas caracteristicas y por tanto, su gradiente
perpendicular al campo caracteristico Vo, es decir,

0, @0, Y +0,00,¥ +(pd, D+ qo )0, ¥ — (0P +poud)d,¥—(0,9+qoud)d,¥ = 0.

(1.31)
Derivando en (1.29) respecto a x
0xP+0,P0xp+0,P0,y =0
0x¥Y +0,¥Y0xp+0,¥Y0,y =0,
y por tanto,
0,00,V ~0,¥ 0D+ Joxy =0 (1.32)
donde
0,® 6,
J=det| 7 7.
0p,¥ 0,¥
Igualmente, derivando respectoa yy a u,
0,03, W — 03, ¥, + Joyp =0, (1.33)
0,®0,¥Y -08,¥8,D+ Jo,y =0, (1.34)
y
0,00, —0,¥0,® + Jd,p = 0. (1.35)

Evaluando (1.31) para p = ¢, g = w y restando (1.32), sumando (1.33), restando (1.34)
multiplicada por ¢ y sumando (1.35) multiplicada por v a (1.31) obtenemos

(=0xy +0yp— pauy +y0,p)] =0,

de donde (1.20) sigue inmediatamente supuesto que J # 0. <
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Ejemplo 1.23. Consideremos la ecuacién

6u6u ou a_u
Gxay ox Oy'

La funcién que define esta ecuaciéon es ® = p+ g — upq por lo que la ecuacién orbital
para sus caracteristicas es

dx dy du dp dq
1‘”‘7 1_”17 p+q-2upq  p*q pq?’

De la ultima igualdad d—’f = % por lo que ¥ = p/ g es una integral primera. Para el
sistema

p=A7Aq

tenemos dos opciones: ¢ = ¥ = 0 (que manifiesta que las constantes son soluciones

delaecuacién dada)o ¢ = 127‘ yy = 1{ If Para esta tltima solucién hemos de integrar

la ecuacién

{p+q=upq

(1+/l)dx+ (1+/1)d

du =
“ u Au

que al multiplicar por u separa variables y se transforma en
d
udu=>0+27) (dx+ Ty)

Tras integrar esto proporciona la integral completa
A =20+ D) Ax+y) + .

A continuacién presentamos un ejemplo donde resolvemos un problema de
valor inicial mediante el uso combinado de los métodos de Lagrange-Charpit y de la
envolvente.

Ejemplo 1.24. Consideremos el problema

ouyz (ouyz
(5:) * (@) -
u|x2+y2:1 =1
La funcién que define la ecuacién es ® = p? + g — u? por lo que las ecuaciones de

las trayectorias caracteristicas son

@dy du _dp _ dq

2p  2q 2u® 2up 2uq
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Asidul/u=dpl/py¥Y = p/u es una integral primera. Esto, junto con la ecuacién
® =0 proporciona p = Auy q = V1 - A?u. Elmétodo de Lagrange-Charpit asegura
que la 1-forma

0=du-pdx-qdy=du—Audx—vV1-22%udy

satisface la condicién de integrabilidad de Frobenius (1.23): 8 A df = 0. La ecuacién
0 =0 equivale a

du
_= 2 = — 2
” Adx+V1+A%dy < d(lnu)=d(Ax+/1-2%y)

de donde encontramos la integral completa

—12
uzue/lx+v1 A ¥,
Puesto que los conjuntos de nivel de u representan rectas, ninguna eleccién de los
pardmetros A y u proporcionard la solucién al problema considerado. Parametrizan-
do la circunferencia unidad (donde se presenta el dato inicial) mediante x = cos t,
y = sent y sustituyendo, de las relaciones

V1=212 e e « e .
gheost+vi-A%sent _ 1 _ condicién inicial

U
—Asent+V1-2A2cost=0 — condicién de contacto tangencial
vemos que su solucién es A = costy p = 1/e. La integral completa proporciona
entonces la familia uniparamétrica de soluciones

u = e*cos t+ysent—1

Por dltimo calculamos la envolvente de esta familia: derivando respecto a ¢ encon-
tramos que tgt = y/x con lo que

y
tgt <
sent = c — = = = Zy >
V1+tg?t \/1+(%) Vxi+y
1 1 X
cost=

7, 7 212
V1i+ttg?t \/1+(7yc) VX2 +y
y la solucién buscada sera

u=eVrrl

1.5.2. Ecuaciones de Pfaff

El método de Lagrange-Charpit descrito en el apartado anterior requiere de
la resolucién de ecuaciones del tipo w = 0 para una 1-forma w, es decir,
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w=P(x,y,2dx+Q(x,y,2)dy+R(x,y,2)dz=0. (1.36)

Este tipo de ecuaciones se llaman ecuaciones de Pfaff. Las soluciones de (1.36) son
superficies de nivel de funciones u(x, y, z) = cte donde du # 0 es proporcional a ,
es decir,

o gl
QSR
=[Sl

(1.37)

Por el Teorema 1.21, (1.36) tiene soluciones si, y s6lo si, el ideal generado por w es un
ideal diferencial, es decir, si w A dw = 0.
Siv = Pi+QJ+Rkes el campo dual a la 1-forma w, geométricamente (1.37) significa
que el vector normal a las superficies u = cte es paralelo a v y por tanto, de (1.36) la
familia u = cte representan superficies ortogonales a las trayectorias de v.

Si v es conservativo, es decir, si existe un potencial, v se puede escribir como
v =Vuy u=cte esla solucion de (1.36) (en este caso se dice que la ecuacion (1.36)
es exacta). Si v no fuera conservativo, en ciertos casos podria existir un factor de
escala u # 0 (dado por la proporcién comun en (1.37)) para el que uv silo sea”. Al
menos localmente, un campo es conservativo si, y sélo si, es irrotacional. Si tal factor
existe entonces V x (uv) = Vux v+ uV x v =0 que implicaVx v LV (& V- (Vx V) =0)
(esta es la forma dual de escribir la condicién de integrabilidad w A dw = 0). Mds
explicitamente, como

0z O0x J*

OR 0Q)\- (0P OR)- (0Q 0P\,
) ( ) (6x 6y)

in/’:(a—& 1+ z,

esta condicién es

(350l o8-

=0. 1.38
0y 0z 0z Ox 0x 0y (1:58)

Un método para integrar (1.36) es el siguiente: se considera la variable z (o cualquier
otra) como un pardmetro y se integra la ecuacion diferencial resultante, es decir,

P(x,y,2)dx+Q(x,y,2)dy =0. (1.39)

La solucién de esta ecuacion seré de la forma v(x, y, z) = c(z) donde la constante
de integracion se toma dependiendo del parametro z para que se satisfaga (1.36).
Derivando tenemos

ov ov

ov B
adx+ 5dy+(&—c (z))dz—O

cuyos coeficientes deben satisfacer (1.37), esto es

(7) Esta es precisamente la condicién de integrabilidad w A dw = 0. En este caso, i se denomina
factor integrante para la ecuacion (1.36).
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ov/dx 0vldy 0v/dz—c
P Q R

donde % =1Py
solo dependa de zy v. Pero

¢=—-1R
0z

ov _ ‘ 4 : _ : _ v
oy = 7Q. Asi, se podré determinar ¢ = c(z) siempre que @ = 5 — TR

da i@_a(rR)_a(rP)_a(rR) (a_p_a_R . or ot
dx 0z 0x ox 0z 0x 0z 0x 0z 0x
y
oa i@_a(rR)_a(rQ)_a(rR)_T(a_Q_a_R Qa—T— ot
6y 0z 0y dy 0z dy  \oz 0z oy
por lo que
oa oa 0P OR 0Q OR ot
——-P—= ———|-P|=-= P— -
AFF T[Q(Gz Gx) (Gz ay) ( oy Uox )
{2 a2 ).
1 0y Ox oy oy 0x
(1.38)
yaque%:TPyg—;:TQ. Esto implica que
9a Ja da da
CIC 0x 9y | _ 7 det| 9x dy (Qa_“_ 6_“)20'
0(x,y) ax dy P Q 0x ay

y significa que efectivamente existe una relaciéon funcional ¥(z, v, @) =

Oentreay

v®), Asi ¢ = c(2) se puede calcular resolviendo la ecuacién diferencial ¥ (z, ¢, ¢') = 0.

Ejemplo 1.25. Para la ecuacion de Pfaft
w=yzdx+2xzdy+xydz=0

tenemos v = yzi +2xz) + xyky

i J ok
g9 0 0
ox 0y 0z
Vz 2xz Xy

V x v =det

—xi+ zk.

(1.40)

Por tanto V x v 1 ¥ y la ecuaci6n (1.40) es integrable. Considerando z como un

pardametro en (1.40) obtenemos la ecuacién

®) La variable z aparece en esta relacién ya que estamos utilizando una versién paramétrica
del Teorema de la dependencia funcional donde z juega el papel del pardmetro.
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yzdx+2xzdy =0

de donde z = 0 (que proporciona una superficie integral de (1.40)) o ydx+2xdy =0.
Esta tltima ecuacién se puede reescribir como % + 2% =0 que se puede integrar

inmediatamente

d(lnx+2lny)=0 < Inx+2lny=cte o xy*=c.

Ahora buscamos ¢ = ¢(z) para que
xyz =c(2) (1.41)

sea solucién de (1.40). Derivando en (1.41) tenemos y?dx +2xydy —c'(z2)dz=0y
comparando con (1.40)
y_ d@

=——— = zZ@+x)*=0 > z@+c(x)=0 = C(Z)=£-
z Xy z

La solucién general de (1.40) es por tanto xy?z = ¢ = cte (que incluye la solucién z = 0
aparecida anteriormente para ¢ = 0 y que ademds proporciona otras dos soluciones
lineales x=0e y=0).
. . _ 1
Obsérvese que un factor integrate para (1.40) es u = Tz yaque

pw = %+2%+%:d(lnx+zlny+lnz) =d(In(xy*z)).

Ejemplo 1.26. Consideremos la ecuaciéon

0=udu—xdx—Vu?-x*dy=0. (1.42)
Puesto que
u x x u
dao =- du-— dx)/\dy:—dx/\dy+—dy/\du
Vu? - x? Vu? - x? Vu? — x? Vu? - x2
tenemos
aAdez( W axadyadu=0
Viuz—x2 Vu?—x?

ylaecuacion (1.42) es integrable. Los dos primeros sumando en 6 sugieren considerar
la variable y como un pardmetro y ensayar una solucién de la forma u? — x? = ¢(y)
(aqui @(3) es c(y)). Derivando y comparando con (1.42) debemos tener

()
VesTr ° YWD

Integrando encontramos que ¢(y) = (y + ¢)? y la solucién general de (1.42) es u? =
x% + (y + ¢)?> donde c € R es una constante real arbitraria.

©) Todas ‘singulares’ respecto a la ecuacién (1.40).
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Observacion 1.27. Otra forma de integrar la ecuacion (1.40) es observar que los tér-
minos en dxy dz suman yzdx + xydz = yd(xz) y por tanto (1.40) es equivalente a
yd(xz) +2xzdy = 0. Si ahora hacemos t = xz esta ecuacion se reduce a la ecuacion
ordinaria ydt +2tdy = 0 que podemos integrar inmediatamente pues entonces
dt/t+2dyly=0 = d(Int+2lny)=0 = d(In(ry*)) =0 = ry*=c = xzy* =c.

De igual forma, la ecuacién (1.42) se puede reescribir como d(u? — x?) —
2Vu? - x%dy = 0 por lo que, con * = u? — x?, se tiene d(*) —2tdy =0 = 2tdr—
2tdy=0=d(t-y)=0=>t=y+c = *=(y+0)? > u*=x*+(y+0)°.

De la misma manera se puede tratar el caso n-dimensional
w=widx; +wydxs+-+w,dx, =0 (1.43)

donde w; son funciones suaves de 7 variables reales (x1, X2,..., Xp).

. . owj .
Paral<i<j<n,seaQ;;= #—%.Puesto que
i j

ow; Ow;
]—&)dxi/\dxj: Z Ql’jdxi/\dx]'

dow = (
I<i<js<n dx;  0x; l<i<jsn

tenemos

(,()/\d(,()Z( Z a)kdxk)/\( Z Q,-jdxi/\dxj)z Z a)kQ,-jdxk/\dxi/\dxj

l<ks=n l<i<jsn 1sk<i<j<n
- Z ka,-jdxi/\dxk/\dxj+ Z kaijdxi/\dxj/\dxk
1<i<k<jsn 1<i<j<ksn

= Z (wiﬂjk—wjﬂik+wk9,-j)dxi/\dxj/\dxk
l<i<j<ksn

= Z (ka,-j+wink+ijki)dx,-/\dxj/\dxk
l<i<j<ksn

donde hemos usado la propiedad Q; + Q; = 0. Por tanto, ahora tenemos las () =
n(n—1)(n—-2)/6 condiciones de integrabilidad

wrQij+wiQri+w;Qj =0, l<i<j<k=sn. (1.44)

En general, la idea en la Observacién 1.27 proporciona el método de inte-
gracion de Euler y consiste en la reduccion sucesiva que hemos realizado en los
ejemplos anteriores.

Supongamos que queremos integrar la ecuacion (1.43). Primero consideramos
todas las variables excepto dos (digamos x; y x,) como pardmetros e integrando la
ecuacion widx; + wodx, = 0 obtenemos una solucién u(xp, x,...,x;) = c. Cuando
w satisface las condiciones de integrabilidad (1.44) podemos usar u como nueva
variable para eliminar las variables x; y x, de la ecuacién (1.43) que tomara la forma
du+asdxs +asdxs +---+a,dx, = 0donde ahora, as,ay,...,a, son funciones de
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u, x3, x4, ..., Xn. Repetimos este proceso con, por ejemplo, u y x3 (0 con cualquier
otro par de variables adecuadas) para encontrar una funcion v = v(u, x3, Xs,..., Xz)
que reduce la ecuacién a dv + B4dxs + Bsdxs + -+ + Bdx, = 0y asi sucesivamente.
Tras a lo sumo n — 2 iteraciones conseguiremos integrar (1.43)10),

Ejemplo 1.28 (El método de Euler para una ecuacion de Pfaff en cuatro variables). Es
facil comprobar que la ecuacién

w=z(y+2dx+z(u—-x)dy+yx—uwdz+y(y+2du=0 (1.45)

satisface la condicién de integrabilidad w A dw = 0. Para integrarla, en primer lugar
consideramos las variables z y u como parametros y resolvemos (1.45) en las variables
xey

z(y+2z2)dx+z(u—x)dy=0.

Para z # 0, esta ecuacion es equivalente a

dx+dy
u-x y+z

=0 & d(In(y+z)-In(u-x))=0 & d(ln(y+z))=0 o (=22 tte,

Ahora eliminamos las variables x e y de (1.45) usando { como nueva variable: como

d d
dc = y+z dxs W z  y+z
(u—x)? u-x u-x (u—-x)?

U
(u—x)zd(: y+2dx+wu—x)dy+u—-x)dz—(y+2z)du,

du

multiplicando por z y teniendo en cuenta (1.45) se sigue que

z(u—x)zd( =z(u—x)dz—z(y+z2)du—y(x—wdz—-y(y+2z)du
=(y+2)(u-x)dz— (y+z)2du

y por tanto
+z +z
zdf =22 az- (122
u-x u-x
Asi, hemos reducido el problema a otro con tres variables que es de integracion
inmediata;

)Zdu:(dz—(zdu.

dz—zd
ed{=(dz-Cdu o du= P2 :d(f) o Zu=¢c o z-w-=
¢ ¢ ¢
e insertando la expresion de ¢ concluimos que la solucién de (1.45) es
(x+cdz+(u+ay=0

con c € R arbitraria.

19) Este mismo método permite ver que las condiciones de integrabilidad (1.44) son suficientes
para la existencia de un factor integrante de la ecuacién (1.43).
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El siguiente Teorema justifica los métodos de integracién de Natani y Euler®)

Teorema 1.29. Sea w una 1-forma suave en R" x R (con coordenadas (x,t), x =
(x1,X2,...,xp) ER™ yt € R) y descompongamos w = w; + Rdt donde w, es la restric-
cion de w al hiperplano t = c = cte. Si w satisface la condicion de integrabilidad de
Frobenius, es decir, siw A dw =0, entonces w; también y existe una funcion suave de
una variable c = c(t) tal que la solucién de la ecuacién de Pfaff v = 0 viene dada por
u = ctedonde u(x, t) = v¢(x) — c(t) y vs es la solucion de la ecuacion de Pfaff w; =0 en
R

Demostracion. Siw = Z]’.‘Zl wjdxj+Rdt entonces w; = Z;’:l w;j(,t)dxjdondew; =
w;(x, 1)y R(x, t) son dos funciones suaves en R™*1, Sin pérdida de generalidad su-
pongamos que w; # 0. Derivando tenemos
n n
do=) dwjndxj+dRndt= Zl(dij +0;wjdt) Ndxj+dRAdt
j:

j=1
n n
Y duwjndxj+(dR- Y 00jdxj| Adt=dwo, + Sl ndt
j=1 =

donde

n
Slwl=dR-)_ 0,w;dx;.
j=1

Por tanto
wNdw=(w;+Rdt)A(dyw;+ Sl Adt) =w; Adyw, + (0 A Slw] — Rdyw) Adt

y puesto que en el primer sumando no aparece dt, la condicién de Frobenius
w A dw =0 equivale a w; A dyw; = w¢ A Slw] — Rdyw; = 0. En particular, w; tam-
bién satisface la condicion de integrabilidad en R". Sean entonces i,/ v, un factor
integrante/integral para wy, es decir, p,w; = dyve. Si p(, 1) = p: () y v+, 1) = v4(),
entonces

pw =p(w;+Rdt) = pw, + pRdt = dyv, + uRdt =dv - (0, v—pR)dt=dv-Tdt
donde T =0,v - uR. Esto implica que
dTndt=—-d(uw) =—-durw—-pndo => oANdTAdt=dun (wAw)—wwAdw)=0

yportantodT AdvAdt=0.ComodvAdt=pwAdt=pw;#0, por el Teorema de
la dependencia funcional existe una funcién suave y tal que T = w(t, v). Por dltimo,
sic(t) es solucionde ¢ =w(t,c) yu=v—c,entonces du=dv—-cdt=dv—-w(t,c)dt
por lo que existe T = 7(t, v) # 0 (un factor integrante para la 1-forma dv — (¢, v)dt)
tal que 7(dv—Tdt) = du. Asi, Tuw = duylasoluciondew=0esu=c & v=c(t)+c
donde c € R es una contante arbitraria. <

(1D Resulta ilustrativo comparar su demostracién con las técnicas de integracién en los ejem-
plos anteriores.
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Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de
primer orden. Estructuras de contacto

Al contrario de lo que ocurre con ecuaciones diferenciales ordinarias, no dis-
ponemos de una teoria unificada para las ecuaciones en derivadas parciales: algunas
ecuaciones tienen su propia teoriaV) pero otras no se pueden enmarcar en ninguna.
Esto se debe a que su geometria es mas complicada. En el caso de ecuaciones ordina-
rias, cualquier campo de vectores determina localmente sus curvas integrales (este
es precisamente el contenido del Teorema Fundamental de existencia y unicidad
para ecuaciones ordinarias que hemos estudiado en el Grado), pero como hemos
visto en el Capitulo anterior, cuando se trata de (ciertas) ecuaciones en derivadas
parciales, hemos de considerar distribuciones de subespacios de dimensién ma-
yor que 1. Como muestra el Teorema de Frobenius, incluso las distribuciones de
planos en el espacio tri-dimensional genéricamente no son integrables (recuérde-
se el sistema (1.2) en el ejemplo 1.1 del Capitulo anterior). De hecho, la geometria
subyacente en (1.2) corresponde a la estructura de contacto canénica de la 3-esfera
$3: 2P + |wf? =1 — 2@,

Parte de la teoria de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (aquella
que se refiere a una sola ecuacion escalar de primer orden) se puede reducir al estudio
de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Esto es posible, fisicamente
hablando, porque los sistemas de particulas sin interacciones se pueden describir
por la ecuacién diferencial en derivadas parciales del campo o por las ecuaciones
ordinarias de las particulas.

En este Capitulo y siguiendo parte de las monografias [1, 2] desarrollaremos es-
ta teoria (que mateméaticamente se reduce a la geometria de las llamadas estructuras
de contacto).

En lo que sigue, consideraremos el caso en el que existe una teoria completa,
a saber, el caso de ecuaciones de primer orden. Desde el punto de vista fisico, este es

() Como las ecuaciones elipticas modeladas por la ecuacion de Laplace.
(2) Mas concretamente con la del grupo de Heisenberg en su forma polarizada (Observacién
1.2).
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el caso de la dualidad que ocurre cuando se trata de describir un fen6meno usando
ondas o particulas. El campo satisface cierta ecuacion de primer orden en derivadas
parciales, la evolucion de la particulas se describe mediante ecuaciones diferenciales
ordinarias y existe un método que reduce la ecuacién en derivadas parciales a un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias: de esta forma se puede reducir el
estudio de propagacién de ondas al estudio de evolucién de particulas.

Como ya hemos dicho, la integracién de ecuaciones diferenciales de primer
orden se reduce a la integracién de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
llamadas ecuaciones caracteristicas. Esta reduccion se basa en un simple argumento
geométrico sobre la formacién de superficies partiendo de una familia de curvas.
Empezaremos con este argumento geométrico para después aplicarlo a la resolucién
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

2.1. Ecuaciones lineales y cuasilineales

Sea X un campo de vectores

Definicién 2.1. Una subvaridedadT de R" se dice que es una variedad integral de X
si X es tangente al en cada punto.

Es inmediato observar que I' c R” es una subvariedad integral de X si, y s6lo si, I
contiene, para cada a € I', un arco de la curva integral de X que pasa por a.

Definicion 2.2. Sea I’ c R" una variedad de dimension k. El problema de Cauchy
para X con variedad inicial T’ consiste en encontrar una variedad integral de X de
dimension k + 1 que contenga al .

Nétese que, en general, las curvas integrales de X que pa-
san por I' no forman una subvariedad incluso localmente ﬁ
(figura adjunta).

r

A este respecto

Definicién 2.3. Un punto en una variedad inicial T se dice caracteristico en la direc-
cion de X si en ese punto X es tangenteal .

Como consecuencia inmediata del Lema de rectificacién 1.4 tenemos

Teorema 2.4. Sea X un campoy a € I un punto de una variedad inicial de dimensién
k no caracteristico en la direccion de X. Entonces existe una variedad integral de X
que contiene un entorno de a en esta variedad integral. Esta variedad es tinica en
el sentido de que cualquier otra variedad integral que contenga a a en su interior
coincide con ella en un entorno (relativo) de a.
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2.1.1. Laecuacidén lineal homogénea de primer orden
Una ecuacion lineal homogénea de primer orden es una ecuacion de la forma
ffX u=0 (2.1)

donde X es un campo de vectores suave.
SiX=Y;X"e; (2.1) se puede reescribir

0.

Xl(x)a—u+X2(x)a—u+--~+X”(x) ou _
0x; 0x 0xp N

Definici6n 2.5. El campo X se llama campo caracteristico de la ecuacién (2.1) y
sus curvas integrales, curvas caracteristicas. La ecuacién x = X, se llama ecuacién
caracteristica de (2.1).

Obsérvese que, de la propia definicién, una funcién u es una solucién de la ecuaciéon
(2.1) si, y sélo si, es una integral primera de su ecuacion caracteristica.

Definicién 2.6. El problema de Cauchy para la ecuacién (2.1) consiste en encontrar
una solucion u tal que ”lr = g dondeT es alguna hipersuperficie suave (dimIl' = n—1)
y g es una funcion definida en ella.

Lahipersuperficie I se llama hipersuperficie inicialy alafuncioén g el dato o condicién
inicial.

En general tal problema no siempre tiene solucién: en cada caracteristica
la solucién u es constante. Sin embargo, una caracteristica puede intersecar la
hipersuperficie inicial I' varias veces (ver la figura tras la Definicion 2.2). Si los valores
del dato inicial g son diferentes en esos puntos, el correspondiente problema de
Cauchy no tiene solucién en ningiin entorno de la caracteristica en cuestion.

Definicién 2.7. Un punto a en la hipersuperficie inicial T se dice no caracteristico si
la caracteristica que pasa por este punto es transversal (no tangente) aT en a.

Aligual que para el Teorema 2.4 y de nuevo como consecuencia del Lema 1.4 tenemos

Teorema 2.8. El problema de Cauchy para la ecuacién (2.1) tiene solucién local tinica
en algtin entorno de cualquier punto no caracteristico.

Observacién 2.9. Las soluciones de cualquier ecuacién diferencial ordinaria forma
una variedad de dimensién finita; cualquier solucién viene determinada univoca-
mente por una coleccion finita de condiciones iniciales. El Teorema 2.8 muestra que
para ecuaciones lineales homogéneas en derivadas parciales de primer orden en n
variables ‘hay tantas soluciones como funciones de n — 1 variables’. Este fenémeno
es andlogo en el caso general de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden.
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Ejemplo 2.10. Consideremos el problema

au ou
Yoy Vox " (2.2)
u(x,0) =g(x), x>0.

La variedad inicial es T': y =0, x > 0 y la ecuacién en (2.2) es lineal homogénea con
X =x0/0y—yo0/ox.

X=-y

y=x

{x(t) =XoCOSt+)ypsent

Su sistema caracteristico es

cuya solucién es

y() =Xxpsent— ypcost
si x(0) = xg e y(0) = yo. Asi, si yo =0y xp > 0 (para que el punto inicial (xg, yo) €T) y
u es solucién de (2.2), entonces

d ou ou
% u(xgcost, xpsent) = —xgpsen ta— (xp cos t, xgsent) + xpCos ta— (xpcost,xpsent)
X y

—( Ou 6 )(x cost,Xxpsent) =
ay 6 0 y A0 =

para todo ¢ € R. Asi, u(xgcost, xgsen t) = u(xp,0) = g(xp) para todo ¢ € R, es decir, u

es radial y por tanto u(x, y) = g(v/*2 + y2)©.
Obsérvese que el grafo de la solucién viene parametrizado por

X =XgCcost
y=xpsent
z = g(xop)

y representa la solucion incluso si en la condicién inicial se suprime la condicién
x>0 (en tal caso el punto (0,0) es singular(4)).
2.1.2. Laecuacion lineal no homogénea de primer orden
La ecuacion lineal no homogénea de primer orden es
ZLxu=f (2.3)
®) S x=xpcoste ¥y =Xpsent con xg >0, entonces xg = (% + y2)1/2. De hecho es un simple
ejercicio ver que la expresién polar del campo X es 9/ y las soluciones de la ecuacién en

(2.2) deben ser independientes de 0, es decir, radiales.
@) Hecho que es consecuencia de que la ecuacién en (2.2) también es singular en (0,0).
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donde, como antes, X es un campo de vectoresy f = f(x) es una funcién suave. En
coordenadas, si X =) ; X*,

Xl(x) +X2(x)— oot X"

= f(x).
El problema de Cauchy para la ecuacién (2.3) se puede formular de la misma forma
que para la ecuacién (2.1).

Teorema 2.11. En un entorno suficientemente pequerio de un punto no caracteristico
en una hipersuperficie inicial T, el problema de Cauchy para (2.3) tiene una tinica
solucién. Esta solucion viene dada por

t
u((pz(x))=g(x)+f0 flp:(x))dT, xel

donde @; es el flujo de X definido en (1.7).
Demostracién. De (1.8) y (1.9)

d
Euw)t(x)) =ZLxulps(x)) = f((Pt(x))

si u es solucion de (2.3). Asi, la ecuacioén (2.3) significa que la derivada de la solucién
alo largo de la caracteristica es la funcién conocida f y por tanto,

t
u(p:(x)) =g(x)+f0 flpr(x))dr

si u es solucion del problema de Cauchy para (2.3) y x € T. |

2.1.3. Laecuacion cuasilineal de primer orden

Una ecuacioén cuasilineal de primer orden es una ecuacién de la forma

0 0
X'(x, u)a—;‘1 +X2(x, u)i For XM, u)ﬂ = f(x,u) (2.4)
es decir, una ecuacion lineal en la que los coeficientes pueden depender de la funcién
incognita u.

Ejemplo 2.12. Consideremos un medio homogéneo que consiste en particulas que
se mueven a lo largo de una recta en un sistema inercial (sin interacciones) por
lo que la velocidad de cada particula permanece constante (figura 2.1). Si v(x, 1)
denota la velocidad de la particula en el punto x en el instante ¢, por la ley de New-
ton, su aceleracién es cero Si x x(t) denota la posicién de la particula, entonces

i) =vx@®), 0y i) =5% +4 5%, Consecuentemente, el campo de velocidades v de
particulas sin 1nteracc10nes satisface la ecuacion cuasilineal
ov Ov

Lo o 25
Vox ot (25)
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v(x,t)
pe >

Figura 2.1. Particula en una recta

2.1.4. Caracteristicas de las ecuaciones cuasilineales de primer orden

En el Ejemplo 2.12 se puede apreciar la utilidad de pasar del campo de velocida-
des al movimiento de las particulas para el caso particular de la ecuacién cuasilineal
(2.5). Algo similar se puede hacer en el caso de la ecuacién general (2.4) donde el
papel del movimiento de las particulas lo juega ciertas curvas en el producto del
dominio y el rango de la funcién incégnita: estas curvas se llaman caracteristicas de
la ecuacion cuasilineal.

La ecuacion cuasilineal (2.4) para la funcién u: R” — R significa que si un
punto xp empieza a moverse en R” con velocidad Xy, entonces el valor de la
funcién empieza a cambiar con velocidad f(xo, 1). En otras palabras, el campo
Xoew = X + F(x, 1) % es tangente al grafo de u. En efecto, en cogrdenadas (x,u) €
R" x R, la funcién definidora del grafo de ues p(x,u) = u—u(x) y Xp=f - Xu=0si
u es solucion de (2.4).

Definicién 2.13. Al campo X se le llama campo caracteristico y a sus curvas inte-
grales caracteristicas de la ecuacion (2.4). El sistema de ecuaciones diferenciales que
determina estas caracteristicas se denomina sistema caracteristico de la ecuacion
(2.4). Mds precisamente, el sistema caracteristico de (2.4) es

X=X,
u=f(x,u),

es decir,
. 1
x1:X (x1)x27---!xn)u)

. 2
X2 =X (x1)x27~--rxﬂ) u)

. n
Xn =X (xlyx2)--'rxﬂ) u)

uzf(XI,xz,..-,Xn,u)

Six=(x1,Xo,...,X,) €R™.

Por ejemplo, el sistema caracteristico para la ecuacion (2.5) es
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y por consiguiente, sus caracteristicas son las lineas rectas

x=a+ bt
v=h.

Observacién 2.14. Una ecuacion lineal es un caso especial de una cuasilineal. Sin
embargo, las caracteristicas de una ecuacion lineal no son las mismas que cuando
se considera como una ecuacién cuasilineal: las caracteristicas de una ecuacién
lineal son curvas en R” mientras que para ecuaciones cuasilineales son curvas en
R" x R. Las caracteristicas de una ecuacién lineal son las proyecciones de R” x R a
R" de las caracteristicas cuando la misma ecuacién se considera como cuasilineal.

Como consecuencia tenemos

Teorema 2.15. Una funcién u es solucion de una ecuacién cuasilineal si, y sélo si, su
grafo contiene (localmente) a las caracteristicas de la ecuacién.

Demostracién. Esto es consecuencia inmediata de la tangencia del campo carac-
teristico al grafo de u (ver la discusién inmediatamente anterior a la Definicién
2.13). <

Consecuentemente, determinar las soluciones de una ecuacion cuasilineal se reduce
a encontrar sus caracteristicas. Conocidas las caracteristicas, basta usarlas para
construir una subvariedad que sea el grafo de una funcién: la funcién asi construida
serd una solucién de la ecuacién cuasilineal y cualquier solucién se puede obtener
de esta manera.

2.1.5. Elproblema de Cauchy para ecuaciones cuasilineales de primer orden

SeaT < R" una hipersuperficie (una subvariedad de codimensién 1)y g: T — R
una funcién suave. Andlogamente a la definicién 2.6, el problema de Cauchy para la
ecuacion (2.4) con dato g sobre I' consiste en encontrar una solucién u que coincida
con g sobreT.

Por el Teorema 2.15, 1a solucién de este problema se reduce a la solucién del
problema de Cauchy para el campo caracteristico: el grafo I de g sobre I (que es una
subvariedad de R” x R de codimension 2) es la variedad inicial para el dato g sobre
I'. Como para ecuaciones lineales, la condicién inicial (T, g) se dice no caracteristica
parala ecuacion (2.4) en el punto xg € I'siel vector Xy, u,) (4o = g(x0)) no es tangente
al en xp.

Observacién 2.16. Sila ecuacién es lineal, X no depende de u y esta nocién coincide
con la considerada para tales ecuaciones (Definicién 2.7). Sin embargo, para ecua-
ciones cuasilineales en general, sélo un punto (x, o) € I puede ser caracteristico o
no pero no podemos hablar de que un punto xy € I sea caracteristico.
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Teorema 2.17. Para una condicién inicial no caracteristica en un punto xy, el pro-
blema de Cauchy para la ecuacién cuasilineal (2.4) tiene una tinica solucién local.

Demostracion. Sila condicion inicial no es caracteristica en xy tenemos:

» El campo caracteristico X no se anula en un entorno del punto (xp, ).

» La direccién caracteristica no es tangente a la variedad inicial I' en x( y por
tanto lo serd en alguno de sus entornos. Consecuentemente, por el Teorema 2.4,
la variedad integral local del campo caracteristico que contiene a la variedad
integral I existe y es Unica.

« El espacio tangente en (xy, up) a la variedad integral no es vertical (no contiene
el eje u). La variedad integral es localmente el grafo de una funcién que, por el
Teorema 2.15, es solucién de (2.4). <

Ejemplo 2.18. SeaT': y = 0y consideremos el problema de valor inicial

6u+6u_u2
0x 0y
u=genl.

El sistema caracteristico para esta ecuacion cuasilineal es

x=1
y=1
i=u?
y su solucién
X=Xxp+t
y=yot+t
Up
u= .
1—upt

Para (xp, yo) €T, yo =0y ug = g(xp). Eliminando x( y  obtenemos

__8x) __ gkx-y
1-g(xo)t 1-ygx—-y)

siempre que yg(x—y) # 1.

2.2. Laecuacion no lineal de primer orden

La ecuacién no lineal general de primer orden, como las lineales o cuasiliena-
les, pueden ser integradas mediante caracteristicas. Sin embargo, mientras que para
ecuaciones lineales las caracteristicas estdn contenidas en R” y para ecuaciones
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cuasilineales en R” x R, las caracteristicas para la ecuacién general estdn contenidas
en el espacio J'(R",R) de 1-jets de funciones en R".

La integracion de la ecuacién en derivadas parciales no lineal de primer orden
sigue argumentos geométricos relacionados con la estructura de contacto canénica
en el espacio de 1-jets.

2.2.1. Estructuras de contacto

Una estructura de contacto en una variedad M es una distribucién de hiper-
planos en M que satisface una condicién de ‘no integrabilidad maximal que, como
veremos, es el extremo opuesto a la condicién de integrabilidad de Frobenius.

Como sabemos, una distribucién de hiperplanos en M se puede representar
por una 1-forma «a sin ceros en M. Esta 1-forma estd determinada salvo multipli-
cacién por una funcién sin ceros en M: los hiperplanos en la distribucién son los
nucleos de esta 1-forma (los subespacios del espacio tangente donde la forma se
anula).

Ejemplo 2.19. En M = R?"**! con coordenadas (x, u, p) donde x = (x1, X2,...,Xp), p =
(p1,p2,---,Pn) € Ry u € R, podemos considerar la 1-forma « = du — pdx = du -
Z;?ZI p;jdx;. Esta 1-forma no se anula en ningtin punto por lo que define una distri-
bucién a = 0 de hiperplanos en M.

Definicion 2.20. Una 1-forma a se dice de contacto en una variedad si no se anula
en ningun punto y su derivada exterior da define una 2-forma no degenerada sobre
cada hiperplano a., = 00).

Ejemplo 2.21. La 1-forma considerada en el ejemplo 2.19 es una forma de contacto.
En efecto, su diferencial exterior es da = Z;?:I dpjndx;jy, en el hiperplano a =0,
podemos considerar las coordenadas (x, p) en las que la matriz asociada a d a| a=0
es (9 ') donde 1denota la matriz identidad de orden n. El determinante de esta
matriz es igual a 1 y por tanto, la 2-forma da no es degenerada en a = 0.

Nétese el paralelismo con la estructura compleja J (multiplicar por i = v~1)
en C". Si z = (z1,2,...,2y) = X+ ip con zj = xj+ip; donde x = (x1,X2,...,X,) ¥
p = (p1,p2-.,pn) (j =1,2,...,n), entonces Jz = iz < J(p) = (7). Por tanto la
matriz asociada a J es precisamente la matriz anterior.

Observacion 2.22. Formas bilineales antisimétricas no degeneradas s6lo existen en
espacios de dimensién par(G). Consecuentemente, las formas de contacto sélo exis-
ten en variedades de dimensién impar.

®) Una forma bilineal w: E x E — R sobre un espacio vectorial real E es no degenerada si para
cualquier { € E\ {0} existe 7j € E tal que o({, 7)) #0.

©) Con la notaci6n de la nota (%) anterior, la matriz Q asociada a tal forma debe ser antisi-
métrica, es decir, QT = —-Q y por tanto detQ = (-D4ME det Q. Asi, detQ = 0 si dimE es
impar.
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Definicién 2.23. Una estructura de contacto en una variedad M es una distribucion
de hiperplanos tangentes localmente definidos por una 1-forma de contacto. Los
hiperplanos de la distribucion se llaman hiperplanos de contacto. Denotaremos por
I1, al hiperplano de contacto en el punto x.

Observacién 2.24. Si una distribucién de contacto II estd localmente definida por
una forma de contacto a, cualquier otra es miltiplo funcional de esta, es decir,
debe ser de la forma = fa (f sin ceros). Puesto que df=df Aa+ fdaydf Anase
anula en IT vemos que df = fda sobre I1 y por tanto f es otra forma de contacto
asociada a I1. Esto quiere decir que la estructura de contacto estd determinada por
la distribucién IT es si.

Por otro lado, de la Observacién 2.22, las estructuras de contacto sélo pueden
existir en variedades de dimensién impar.

Como recoge el siguiente resultado, las variedades integrales de una estruc-
tura de contacto deben tener codimensién alta (ver la Observacién 2.32(b) para su
demostracion).

Proposicién 2.25. La dimension de las subvariedades integrales de una distribucion
de contacto en una variedad de dimensién 2n+1 es a lo sumo n.

Para cualquier distribucién de contacto en una variedad de dimension 2n + 1
siempre existen subvariedades integrales de dimensién maxima n. Estas se denomi-
nan subvariedades de Legendre.

2.2.2. Laestructura de contacto en el espacio de 1-jets

Sea X una variedad de dimensién n y consideremos el espacio de 1-jets
JY(Z,R) de funciones. El 1-jet de una funcién u en £ en un punto x € X es la tri-
pleta (x, u(x), du(x)) formada por x, el valor de u en x y la diferencial de u en x. Asi,
ladimensién de J!(Z,R) es 2n+1:si (x1, X2,.. ., X,) es un sistema local de coordenadas
en X, entonces el 1-jet de u se puede representar por (X1, X, ..., Xp; U; P1, P2,---» Pn)
conpj= aulaxj(x)m.

Definicién 2.26. La estructura de contacto estdndar en J*(Z,R) viene dada por la
1-formaa =du— pdx donde pdx = 27:1 pjdx;.

Observacién 2.27. En el Ejemplo 2.19y 2.21 ya hemos visto que « es una 1-forma de
contacto en R?"**! y no es dificil ver que a definida localmente de esta forma usando
coordenadas no depende de la eleccién de (x1, X2, ..., X;), es decir, estd globalmente
definida.

() Obsérvese que el 1-jet de una funcién u en x se puede identificar con su desarrollo de
Taylor de orden 1 en x.
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Definicién 2.28. El1-grafo 9. de una funcién u: = — R es la subvariedad que con-
siste en los 1-jets de u en todos los puntos de %, es decir,

4l ={(x,u(x),du(x)) / xe =}.

Los 1-grafos de funciones determinan la estructura de contacto estdndar en el espa-
cio de 1-jets. El siguiente teorema recoge su relacion.

Teorema 2.29. La estructura de contacto estdndar en el espacio de 1-jets de funciones
en X se anula en los hiperplanos tangentes a todos los 1-grafos de funcionesen X. La
union de los hiperplanos tangentes a todos los 1-grafos de funciones en X coincide
con el hiperplano de contacto estdndar en J' (Z,R) (en cada uno de sus puntos).

Demostracién. La primera afirmacion sigue inmediatamente de la definicion de la
diferencial du = pdx de una funcién u: £ — R. La segunda, sigue de existencia de
funciones con derivadas parciales prescritas en un punto dado. <

Noétese que la Observacidon 2.27 es un corolario de este Teorema.

2.2.3. Geometria en una hipersuperficie en una variedad de contacto

Sea M?"*! unavariedad de contacto y E2" — M?"*! una hipersuperficie suave
en M2n+1 .

Definicién 2.30. E?" se dice no caracteristica en M?"*! si sus hiperplanos tangentes
y los hiperplanos de contacto son transversales en todos sus puntos, es decir, su suma
vectorial coincide con el espacio tangente a M*"+1(®),

La interseccion del hiperplano tangente a una hipersuperficie no caracteristica con
el hiperplano de contacto en un punto dado se llama plano caracteristico en ese
punto

P, =TEnM,, x€cE. (2.6)

En esta situacion, los planos caracteristicos definen una distribucién en E>" de
dimensién 2n — 1. Resulta que la estructura de contacto define una linea, llamada
direccién caracteristica, en estos planos caracteristicos.

El complemento anti-ortogonal

Para definir la direccién caracteristica, hemos de recordar que, andlogamente
alo que se hace con productos interiores, en un espacio vectorial con una forma
bilineal no degenerada siempre podemos considerar complementos ortogonales.
En este caso, la ‘ortogonalidad’ de un par de vectores dados se define por anulacién
de la forma en el par.

@) Equivalentemente, su interseccién es un espacio de dimensién 2n — 1.
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« Sea (V, g) un espacio euclideo (V es un espacio vectorial y g un producto inte-
rior en V). A cada vector { € V le corresponde una 1-forma g(ZJ ,-) (el producto
escalar con el vector Z , es decir, el valor de esta 1-forma en el vector7j € V es
igual a g, M. A una linea recta L le corresponde su complemento ortogonal
(el nicleo de la 1-forma correspondiente a cualquier vector no nulo en ella).
Cualquier subespacio de codimensién 1 es el complemento ortogonal de una
linea L (figura 2.2).

 Ahora sea (V,w) un espacio simpléctico (V es un espacw vectorial y w una 2-
forma no degenerada en v19). Como antes, a cada vector ¢ € V le corresponde
una 1-forma a)(( ,+) (el ‘producto escalar’ con { ), es decir, el valor de esta 1-forma
enelvectorije Ves w(, ?])(H). Aunalinearecta L le corresponde su complemen-
to anti-ortogonal (el nticleo de la 1-forma correspondiente a cualquier vector no
nulo en ella) y cualquier subespacio de codimension 1 es el complemento anti-
ortogonal de una tinicalinea L en V (figura 2.3). N6tese que en este caso, siW < V
es un subespacio de codimensién 1y & € L es un vector no nulo en su linea anti-
ortogonal, entonces W = &lo: = {w(E, ) =0} ya que codim(W)=codim(&+)=1.
Asi, LcW.

Al contrario de lo que sucede con la ortogonalidad respecto a productos interiores,
cualquier linea estd contenida en su complemento anti-ortogonal. Esto es con-
secuencia de que w({,{) = —w((,{) = 0 para todo { € V ya que w es antisimétrica.

—t

gG=0 wE)=0

Figura 2.2. Complemento ortogonal Figura 2.3. Complemento anti-ortogonal

Proposicion 2.31. Si todos los vectores de un subespacio en un espacio simpléctico
de dimension 2n son anti-ortogonales unos a otros, entonces su dimension (la del
subespacio) es a lo sumo n.

Demostracién. El complemento anti-ortogonal de un subespacio de dimensién g
tiene dimension 2n — q1%. Si g > n, entonces la dimensién de su complemento
anti-ortogonal es menor que 7 y el subespacio no puede ser anti-ortogonal a si
mismo. <

© Por ejemplo, Vu es el vector correspondiente a du.
10 Que llamaremos simpléctica.
(1) E] Hamiltoniano de una funcién k corresponde a dh.
(2) Esto es consecuencia de que la forma simpléctica no es degenerada.
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Observacién 2.32. (a) En cualquier espacio simpléctico de dimensién 2n existen
subespacios anti-ortogonales a si mismos de dimensién n. Se denominan subes-
pacios Lagrangianos.

(b) La Proposicion 2.25 es una consecuencia inmediata de esta Proposicién. Sea L
una variedad de Legendre de dimensién ¢ en una variedad de contacto M?"*1,
Puesto que w = da es un forma simpléctica en el plano de contacto, si X, Y son
campos tangentes a L entonces, por el Lema 1.19, (X, Y) = Xa(Y) - Ya(X) -
a([X,Y]) =0yaque el conmutador [X, Y] sigue siendo tangente a L. Asi, g debe
ser menor o igual que 7 (la mitad de la dimensién de la distribucion de contacto).

Caracteristicas sobre una hipersuperficie en un espacio simpléctico

Ahora retomamos la discusién sobre la geometria en hipersuperficies no
caracteristicas en una variedad de contacto M?"*! de dimensién 2n+ 1. La direccién
caracteristica |, en un punto no caracteristico x € E>" en una hipersuperficie de
M?"*1 es el complemento anti-ortogonal del plano caracteristico 22"~! = T, E*" n
I12" en el hiperplano de contacto (la 2-forma en a, =0 =T12" estd definida por
da|n§n).

Definicién 2.33. La direccioén caracteristica | en un punto no caracteristico en una
hipersuperficie de una variedad de contacto es el complemento anti-ortogonal del
plano caracteristico en el hiperplano de contacto.

Obsérvese que, por lo comentado anteriormente, la direccion caracteristica esta
contenida en el plano caracteristico y que coinciden si n = 1.

Definicién 2.34. Las curvas integrales del campo de direcciones caracteristicas sobre
una hipersuperficie en una variedad de contacto se denominan caracteristicas de la
hipersuperficie.

Sea 9 — E2" un subvariedad integral de la distribucién de contacto®®), Un
punto x € 29 es no caracteristico si T,Z9 no contiene a la linea caracteristica que
pasa por x, es decir, si [, ¢ T, 27 (equivalentemente, la direccién caracteristica es
transversal a 27 en x).

El problema de Cauchy para el campo de direcciones caracteristicas

Como antes, sea E*" una hipersuperficie en una variedad de contacto M?"*!
y 2"~! — E?" una subvariedad integral de la distribucién de contacto. El proble-
ma de Cauchy para la hipersuperficie E2”* con variedad inicial Z"~! consiste en
encontrar una subvariedad integral de la distribucién de contacto 4" tal que
=1 4" E?" es decir, que contenga a "~ y continte siendo una subva-
riedad de la hipersuperficie E*".

Como corolario del Teorema 2.4

(3) por tanto, Tx29 c 22"~1 = T, E>" N1l para todo x € 29 y 29 es una subvariedad integral
de la distribucién caracteristica.
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Teorema 2.35. Sea x un punto no caracteristico de una una variedad inicial "7 !.
Entonces existe un entorno U de x tal que el problema de Cauchy con variedad inicial
=" NU en E"nU existe y es localmente tinica (cualquier par de soluciones con la
misma variedad inicial coinciden en un entorno de x).

Demostracién. Bastaaplicar el Teorema2.4a X"~! ya cualquier campo con direccién
caracteristica(®), <

Observacién 2.36. La variedad 4" esta ‘foliada’ por caracteristicas, es decir, consiste
en la unioén (disjunta) de las caracteristicas que pasan por los puntos de la variedad
inicial 2" 1.

Aplicacién a la ecuacién no lineal en derivadas parciales de primer orden

Una ecuacién no lineal en derivadas parciales de primer orden para una
funcién u: R” — R define una hipersuperfice en el espacio M?"*! = J'(R",R) de
1-jets.

La ecuacién diferencial general de primer orden es

D(x,u,Vu) =0. 2.7)
La funcién ® determina localmente una hipersuperficie E?"* — M?"*1,
E*" ={(x,u, p) € M*™*! | ®(x,u, p) =0} (2.8)

y, por el apartado 2.2.2, resolver (2.7) se reduce a encontrar las variedades integrales
de la estructura de contacto en M?"**! contenidas en E?" que sean 1-grafos de
funciones.

Sea I'""! ¢ R” una hipersuperficie suave, g: I""! — R una funcién suave y
E?" c JY(R",R) la hipersuperficie suave dada por (2.8) que supondremos no caracte-
ristica. Como en los apartados anteriores, el problema de Cauchy para la ecuacién
(2.7) consiste en determinar una solucién u: R"” — R de (2.7) tal que u|p.,-, = g.

Ahora, a partir del dato inicial de Cauchy (T, g) construiremos la variedad
inicial ="~! para el correspondiente problema de Cauchy relativo a la hipersuperficie
(2.8). Claramente, los 1-jets en 2*~! deben satisfacer

« el punto base del jet debe pertenecer a I !,

« el valor de la funcién en ese punto debe ser el valor de g en ese punto,

o la restriccién de la diferencial de la funcién al plano tangente a I"*"! en ese
punto debe coincidir con la diferencial de g,

o el jet debe pertenecer a E?" (la hipersuperficie (2.8)).

Un punto en la variedad inicial se dice no caracteristico para la ecuacion (2.7)
sila proyeccién sobre R” de la direccién caracteristica en ese punto es transversal a
I, Esta nocién es distinta a la considerada en la pagina 39 pero la implica. Asf,
como consecuencia del Teorema 2.35 (que también proporciona un método de
construccion de soluciones) tenemos

(4) Localmente tal campo siempre existe.
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Teorema 2.37. Supongamos que un punto (xg, Ug, po) de la variedad inicial en el
espacio de 1-jets no es caracteristico para la ecuacion (2.7). Entonces, el problema de
Cauchy para la ecuacion (2.7) tiene solucién en algtin entorno de x, y es localmente
tnica (en el sentido que si dos soluciones de la ecuacién en un entorno U de x
satisfacen ”lr"—an = glF"‘lmU’ u(xp) = ug y Vul(xo) = po, entonces coinciden en un
entorno de xy).

Expresiones explicitas

A continuacién computaremos la expresion explicita del campo caracteristico
en términos de la ecuacién (2.7). Consideremos (x, u, p) las coordenadas en J! (R", R).
Por definicion (X, i, p) € T(x,u,p) B> o 0,D%+0,Pi+ 0,®p = 0 (que se obtiene por
diferenciacién en la ecuacién que define E2", es decir, en ® = 0). Puesto que el vector
caracteristico debe pertenecer al hiperplano de contacto, 1 = p - x (recuérdese que
la forma de contacto en J}(R",R) es @ = du — p-dxy por tanto, para que (%, i, p)
pertenezca al hiperplano de contacto @y, y,p) (%, it, p) = it— p- & = 0). Eliminando @
en estas relaciones vemos que el plano caracteristico 9’(2;,‘,;’;) viene dado por las
relaciones

0xP+p-0,D)x+(0,P)-p=0

{( Pr0ut) 5+ (9,9) P (2.9)
u=p-x.

La primera ecuacion en (2.9) estd escrita en coordenadas (x, p) que se pueden usar
como coordenadas en el hiperplano de contacto ya que este proyecta uno a uno
sobre el hiperplano (x, p) en J LR" R) (la componente intermedia u viene dada por
la segunda relacion en (2.9)). Resta encontrar el complemento anti-ortogonal de
9&"; ;). Para ello primero observamos que el valor de da = dx A dp en dos vectores
(%, p) y (%, p) en el hiperplano de contacto es

dxndp((x,p), (& p) =% p-p-%

y por tanto, el vector caracteristico debe satisfacer - p— p- X = 0. Pero, como la prime-
ra ecuacion en (2.9) tiene la misma forma que esta tltima, la direccién caracteristica
viene dada por X = —0,®, p = 0,®+ p-0,Py, por supuesto, it = —p-3,P. Sucede que
es el vector opuesto el que tradicionalmente se considera el vector caracteristico.
Asi, el sistema diferencial que satisfacen las caracteristicas de (2.7) es

$=0,0

=p-0,0 (2.10)

p=—-0xP-p-0,0.

Ejemplo 2.38. Considérese el problema no lineal
ouou_,
dx oy
u(0,y) = y2.
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Para este caso, ® = pg — u (aqui usamos la notacién estdndar en dos dimensiones
p1=p, p2 = q) y el sistema caracteristico (2.10) es

X=q
y=pr
u=2pq
p=p
g=q.

Integrando tenemos
x(1) = xo + qole’ — 1)

y(&)=yo+pole' 1)
u(t) = ug+ poqo(e* - 1)
p(t) = poe’

q(1) = qoe’,

donde, atendiendo a la condicién de frontera, debemos tomar xp =0y g = yg.
Ahora debemos determinar py y qo. Puesto que u(0,y) = ¥?, go = 0u/dy(0, yo) =
2yo. Ademas, de la propia ecuacion pogo = up = y5 = 2yopo =y; = po = yol2.
Consecuentemente, las relaciones anteriores se convierten en

x(t) =2yo(e" - 1)

() = %(et+ 1)

Ju(t) = yie'
Yo ¢
nH==
p(1) 2 €
q(t) =2ype’.
Ahora, de las relaciones
x=2yp(e’ - 1)

Yo ¢
=—(e"+1
¥ 2(e )

4y—-x r_ 4y+x

tenemos yp ==~ ye =4y_xyp0rtant0
X +47y)?
u:ygeZt ES u:Q.

16

2.2.4. Derivacion estandar del sistema caracteristico

En este apartado y siguiendo [5, §3.2.1], presentamos la derivacion del sistema
caracteristico tal y como se recogeria en un primer curso de ecuaciones en derivadas
parciales.
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Queremos resolver el problema de Cauchy para la ecuacién (2.7) bajo la con-
dicién u = g en una hipersuperficie I' — R”. Como hemos visto, el método reduce
este problema al sistema de ecuaciones ordinarias (2.10) que ahora deduciremos de
forma ‘elemental’ sin apelar ala estructura de contacto. La idea es conectar cualquier
punto x € R” cercano aI' con un punto xj € I' por una curva (una caracteristica) a
lo largo de la que se pueda computar la solucién u de (2.7). De la condicién inicial
conocemos u en xp y por tanto encontraremos su valor en x.

Sea x(t) = (x1(), x2(1),..., x,(#)) una curva parametrizada por el parametro ¢
en algtin intervalo de R y supongamos que u es una solucién C? de (2.7). Denotemos
por

z(t) = u(x(r)) (2.11)
p(1) = Vu(x(1)), (2.12)

esto es, p(1) = (p1(2), p2(1),..., pu(r)) donde p;(r) = 0u/dx;(x(¢)), j = 1,2,..., n. Asi,
z(t) proporciona los valores de u sobre la curva mientras p(¢) los correspondientes
valores de su gradiente Vu. Debemos elegir, si es posible, la curva x(-) de tal forma
que permita encontrar z(-) y p(-). Para ello procedemos como sigue: derivando en

(2.12)
n 2

0“u
Pj= 2 s x(OD)x (D). (2.13)
/ ]; axjaxk
Aungque esta relacién no parece muy prometedora (envuelve derivadas segundas de
u), derivando la ecuacién (2.7) respecto a x;

2

xkax]'

@ 0D oD
—(x, u,Vu)+ (x u, w)— + Z ¥r (x, u, Vu) =0. (214)
Pk

0x]' 0x
Alavista de (2.13) y (2.14) podemos, para eliminar los términos ‘peligrosos’ elegir
) 0o
xk(t):_(x(t))z(t)rp(t)), k:]-)z)rn (215)
opk
ya que entonces, evaluando (2.14) en x(-) asi elegida, obtenemos de (2.13)
(1) = — 00 (x(8), z(1), p()) — 00 (x(8),z(1), p() pj (1) (2.16)
Pitt= Ox; AP ou A PREIPIRL: :

Por ultimo, derivando en (2.11)

n

0
LOEDY —”(x(t),z(t),p(t))x,-(r) Z p,(r)—(x(t) z(1), p(1)). (2.17)
= 0x; opj

Resumiendo, (2.15)—(2.17) resultan ser de nuevo (2.10).
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Observacién 2.39. El sistema caracteristico es verdaderamente notable en el sentido
que forma un sistema cerrado de ecuaciones para x(-), z(-) = u(x(-)) y p(-) = Vu(x(-)
cuando u es una solucién C? de (2.7). Laidea clave fue nuestra eleccién de la primera
ecuacion en (2.15) para eliminar los términos de segundo orden. De este modo
cerramos el sistema y no nos vemos forzados a introducir ecuaciones ordinarias de
segundo orden (u orden superior).
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