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Resumen · Abstract

Resumen
En este trabajo recogemos el ahora resultado clásico sobre integrabilidad de distri-
buciones geométricas conocido como Teorema de Frobenius. El primer Capítulo
está dedicado a los enunciados y demostraciones de este resultado mediante el
uso de campos de vectores y el cálculo exterior usando formas diferenciales. Tam-
bién consideramos alguna de sus aplicaciones a la resolución de ecuaciones en
derivadas parciales de primer orden via el método de Lagrange-Charpit. Por otro
lado, el método geométrico usado para estudiar esas ecuaciones en derivadas
parciales (segundo Capítulo) requiere la integración de distribuciones que no son
integrables en el sentido de Frobenius, que se posicionan en el lado opuesto y dan
lugar a distribuciones completamente no integrables conocidas como distribu-
ciones de contacto.

Palabras clave: Álgebra exterior – Campos de vectores – Distribuciones de hiper-
planos – Ideales diferenciales – Teorema de integrabilidad de Frobenius – Método
de Lagrange-Charpit – Ecuaciones de Pfaff – Ecuaciones en derivadas parciales
de primer orden.

Abstract
In this memoir we collect the by now classical result about the integrability of
geometric distributions knownas Frobenius’ Theorem. The first Chapter is devoted
to the statements and proofs of both versions of this result, bymeans of vector fields
and by using the exterior calculus of differential forms. We also consider some
of its applications to non linear first order partial differential equations via the
Lagrange-Charpit’s method. On the other hand, the geometric approach to study
these partial differential equations (second Chapter) requires an integration of
distributions which are not integrable in Frobinius sense, that lie at the opposite
extreme and yields to completely non integrable distributions known as contact
distributions.

Keywords: Exterior algebra – Vector fields – Hyperplane distributions – Diffe-
rential ideals – Frobenius’ integrability Theorem – Lagrange-Charpit’s method –
Pfaffian equations – First order partial differential equations.
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Introducción

En su forma más elemental, el Teorema de Frobenius trata el problema de
encontrar una colección maximal de soluciones de un sistema regular homogéneo
de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden. Sean ai j , 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ n
una colección de funcionesC 1 con p < n tal que la matriz A = (ai j ) tenga rango p y
considérese el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

X1[u] : = a11(x)
∂u

∂x1
+a12(x)

∂u

∂x2
+·· ·+a1n(x)

∂u

∂xn
= 0

X2[u] : = a21(x)
∂u

∂x1
+a22(x)

∂u

∂x2
+·· ·+a2n(x)

∂u

∂xn
= 0

...

Xp [u] : = ap1(x)
∂u

∂x1
+ap2(x)

∂u

∂x2
+·· ·+apn(x)

∂u

∂xn
= 0.

(∗)

El objetivo es dar condiciones para la existencia de n −p soluciones u1,u2, . . . ,un−p

funcionalmente independientes de (∗), es decir, tales que ∇u1,∇u2, . . . ,∇un−p sean
linealmente independientes.

El Teorema de Frobenius establece que este problema tiene soluciones locales
siempre que los campos Xi satisfagan ciertas condiciones de integrabilidad, a saber

Xi Xk u(x)−Xk Xi u(x) =
p∑

m=1
cm

i k (x)Xmu(x)

para 1 ≤ i ,k ≤ p y toda función u ∈ C 2. En otras palabras, el conmutador [Xi , Xk ]
debe pertenecer al espacio lineal generado por los Xi .

Desde el punto de vista geométrico, los campos Xi deben ser tangentes a los
conjuntos de nivel de cualquier solución del sistema (∗). En particular, los conjuntos
de nivel deben ser independientes de la solución considerada y por tanto, una



XII Introducción

vez conocidos, cualquier solución se podrá expresar en términos de una función
arbitraria de n −p variables.

Al contrario de lo que ocurre con ecuaciones diferenciales ordinarias, no dis-
ponemos de una teoría unificada para las ecuaciones en derivadas parciales: algunas
ecuaciones tienen su propia teoría(1) pero otras no se pueden enmarcar en ninguna.
Esto se debe a que su geometría esmás complicada. En el caso de ecuaciones ordina-
rias, cualquier campo de vectores determina localmente sus curvas integrales (este
es precisamente el contenido del Teorema Fundamental de existencia y unicidad
para ecuaciones ordinarias que hemos estudiado en el Grado), pero cuando se trata
de (ciertas) ecuaciones en derivadas parciales, hemos de considerar distribucio-
nes de subespacios de dimensiónmayor que 1 que, comomuestra el Teorema de
Frobenius, genéricamente no son integrables.

Parte de la teoría de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (aquella
que se refiere auna sola ecuaciónescalar deprimerorden) sepuede reducir al estudio
de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Esto es posible, físicamente
hablando, porque los sistemas de partículas sin interacciones se pueden describir
por la ecuación diferencial en derivadas parciales del campo o por las ecuaciones
ordinarias de las partículas.

En el segundo Capítulo, consideraremos el caso en el que existe una teoría
completa, a saber, el caso de ecuaciones de primer orden. Desde el punto de vista
físico, este es el caso de la dualidad que ocurre cuando se trata de describir un
fenómeno usando ondas o partículas. El campo satisface cierta ecuación de primer
orden en derivadas parciales, la evolución de las partículas se describe mediante
ecuaciones diferenciales ordinarias y existe un método que reduce la ecuación en
derivadas parciales a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias: de esta
forma se puede reducir el estudio de propagación de ondas al de evolución de
partículas.

La integración de la ecuación en derivadas parciales no lineales de primer
orden sigue argumentos geométricos relacionados con la estructura de contacto
canónica en el espacio de 1-jets. Por ejemplo, es sencillo ver que el sistema

∂u

∂x
= 0

∂u

∂y
+x

∂u

∂z
= 0.

(∗∗)

sólo posee soluciones triviales (constantes) y que, de hecho, su distribución de
planos asociada ϱa,λ ≡ z =λ−ay no es integrable en sentido de Frobenius. De hecho
corresponde a la estructura de contacto de la 3-esferaS3 : |z|2+|w |2 = 1 ,→C2 donde
los conjuntos de nivel de las soluciones de (∗∗) representan variedades analíticas
en S3. Pero resulta que por motivos de ‘convexidad’ tales variedades son triviales
(sus componentes conexas se reducen a puntos aislados).
(1) Como las ecuaciones elípticas modeladas por la ecuación de Laplace.
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El Teorema de Frobenius

1.1. Antecedentes

Para un campo de vectores suave (C∞) X = ∑n
i=1 ai (x)∂/∂xi definido en un

abiertoU ⊂Rn , una constantedelmovimientoo integral primera de X esuna función
no constante que permanece constante sobre las curvas integrales de X . Existenn−1
integrales primeras funcionalmente independientes de X que se pueden obtener
resolviendo las ecuaciones diferenciales totales

d x1

a1(x)
= d x2

a2(x)
= ·· · = d xn

an(x)
.

Para varios campos

Xk =
n∑

i=1
aki (x)∂/∂xi , k = 1,2, . . . , p

que satisfacen ciertas condiciones de integrabilidad (Definición 1.6), Deahna en
[4] ha probado que existen s : = n −p funciones cuyos conjuntos de nivel comunes
contienen sus trayectorias. El problema consiste en encontrar soluciones indepen-
dientes para el sistema lineal homogéneo sobre-determinado de ecuaciones en
derivadas parciales

a11(x)
∂u

∂x1
+a12(x)

∂u

∂x2
+·· ·+a1n(x)

∂u

∂xn
= 0

a21(x)
∂u

∂x1
+a22(x)

∂u

∂x2
+·· ·+a2n(x)

∂u

∂xn
= 0

...

ap1(x)
∂u

∂x1
+ap2(x)

∂u

∂x2
+·· ·+apn(x)

∂u

∂xn
= 0.
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El Teorema 1.12 que llamamos de Frobenius fue probado primero por Clebsch
[3] mientras que Frobenius es responsable de aplicarlo a los llamados sistemas de
Pfaff, lo que permitió pavimentar el camino para su uso en Topología Diferencial.
También fue el primero en usar la diferencial exterior d en el estudio de estos siste-
mas, lo que le permitió expresar el teorema en términos de formas diferenciales y
sus derivadas exteriores.

Ejemplo 1.1. Consideremos el sistema
∂u

∂x
+ ∂u

∂y
= 0

∂u

∂y
+ ∂u

∂z
= 0.

(1.1)

Inmediatamente podemos observar que dos integrales primeras independientes
son ı1 = x − y e ı2 = z para la primera ecuación y ȷ1 = z − y y ȷ2 = x para la segunda.
Así, cualquier solución de (1.1) debe ser de la forma u =α(x − y, z) =β(x, z − y) para
algún par de funciones (de dos variables) α y β. Si hacemos y = 0 encontramos
que α=β y por tanto α(x − y, z) =α(x, z − y) que, a su vez, implica (haciendo z = 0)
que α(x,−y) =α(x − y,0), es decir, α(x, y) =φ(x + y) para alguna función φ de una
variable. Consecuentemente u =φ(x − y +z). Geométricamente esto significa que la
‘distribución’ de los planos tangentes a las superficies de nivel de u son paralelos
entre sí y perpendiculares al vector ν⃗= i⃗ − j⃗ + k⃗. Obsérvese ahora que los campos
involucrados en el sistema (1.1), X = ∂/∂x+∂/∂y ≡ i⃗ + j⃗ e Y = ∂/∂y +∂/∂z ≡ j⃗ + k⃗ son
perpendiculares a ν⃗ y por tanto generan esta distribución de planos.

Considérese ahora el sistema
∂u

∂x
= 0

∂u

∂y
+x

∂u

∂z
= 0.

(1.2)

En este caso, la primera ecuación implica que u = u(y, z) es independiente de x y,
puesto que x es arbitrario, de la segunda ∂u

∂y = ∂u
∂z = 0 y (1.2) solo posee soluciones

triviales (las constantes).
La diferencia geométrica entres los sistemas (1.1) y (1.2) es la siguiente: mien-

tras que la distribución
{
πλ ≡ x − y + z =λ, λ ∈R}

asociada a (1.1) está formada por
planos paralelos, la asociada a (1.2)

{
ϱa,λ ≡ z = λ− ay, a,λ ∈ R}

no. Por ejemplo,
empezando con el plano ϱ0,0 ≡ z = 0, si nos movemos en la dirección i⃗ hasta el
punto (a,0,0) los planos ϱa,0 ≡ z =−ay experimentan una rotación horaria de án-
gulo arctg a cuyo plano límite cuando a ↗+∞ es y = 0 (una rotación de 90◦). En la
dirección opuesta, cuando a ↘−∞, los planos rotan en sentido anti-horario hacia
el mismo plano límite y = 0 (figura 1.1). De hecho, los flujos asociados a los campos
V = ∂

∂x yW = ∂
∂x +x ∂

∂z son ϕ
V
t (x, y, z) = (x + t , y, z) y ϕW

t (x, y, z) = (x, y + t , z + t x) por
lo que
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Figura 1.1.Distribución de planos asociados al sistema (1.2)

ϕW
−s ◦ϕV

−t ◦ϕW
s ◦ϕV

t (x, y, z) = (x, y, z + st ).

Esto quiere decir si viajamos t unidades de tiempo siguiendo la trayectoria de V que
empieza en el punto (x, y, z), luego seguimos aquella deW durante s unidades de
tiempo, para regresar siguiendo V yW (también durante t y s unidades de tiempo)
terminaremos en el punto (x, y, z + st ) que es distinto del punto de partida y por
tanto no cerramos el rectángulo correspondiente. Esto sucedeporque el conmutador
[V ,W ] = ∂

∂z ̸= 0(1) (Teorema 1.5).

Observación 1.2. El ejemplo (1.2) admite una interpretación geométrica en el espacio
euclídeo complejo C2. Consideremos la hipersuperficie M = {

(z, w) ∈ C2
/

Rew =
(Rez)2/2

}
. M es una subvariedad real de C2 de dimensión real 3 y es inmediato

observar que, de hecho, es difeomorfa a R3 haciendo z = x + i y y w = x2/2+ i t con
(x, y, t ) ∈ R3. Ahora bien, el campo complejo L̄ = ∂

∂z̄ + i x
2

∂
∂t (cuidado, no confundir

con un índice, ahora i =
p
−1 es la unidad imaginaria) satisface L̄z = L̄w = 0 y por

tanto anula a las restricciones a M de funciones holomorfas en C2 (simplemente
aquellas funciones f = f (z, w) holomorfas en cada variable por separado). Además,

L̄ = 1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
+ i x

2

∂

∂t
= 1

2

[
∂

∂x
+ i

(
∂

∂y
+x

∂

∂t

)]
,

es decir, los campos V yW en (1.2) coinciden (salvo por el factor 1/2) con la parte
real e imaginaria de L̄ respectivamente (allí la variable z aquí es la variable t)(2).
No es difícil ver que en cada punto p ∈ M el espacio tangente Tp M = T C

p M ⊕〈
∂/∂t

〉
donde T C

p M = Tp (M)∩ i Tp (M) = span
{
V ,W

}(3) es un subespacio complejo de C2

(1) Obsérvese que el desplazamiento final ha sido en la dirección del conmutador [V ,W ] : =
V W −W V = ∂

∂z ≡ k⃗.
(2) Perdón por la confusión que esto pueda causar, pero ya sabemos que ¡en variable compleja

la letra z tiene un uso privativo!
(3) Siw = s+i t , las curvas coordenadas y = cte, t = cte corresponden a y = cte, t = cte, s = x2/2

en M y por tanto V corresponde a Ṽ = ∂
∂x + x ∂

∂s . De la misma forma, W corresponde a
W̃ = ∂

∂y +x ∂
∂t . Como i ∂

∂x = ∂
∂y e i ∂

∂s = ∂
∂t , vemos que i Ṽ = W̃ .
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y, por tanto, los conjuntos de nivel de cualquier solución de (1.2) serán subvarie-
dades complejas de M . Así, que (1.2) sólo tenga soluciones constantes significa
que no existen subvariedades complejas contenidas en M (exceptuando los pun-
tos, por supuesto). En particular esto implica que si f , g : U→ C son holomorfas
y Re f = (Reg )2/2 entonces f y g deben ser constantes (de lo contrario la imagen
de U por la aplicación ( f , g ) sería un ‘disco analítico’(4) no trivial contenido en M).
Evidentemente, esto se puede probar con técnicas estándar de variable compleja: si
Re f = (Reg )2/2 entonces (Reg )2 es armónica en U pero, ∆(Reg )2 = 2|g ′|2 por lo que
g debe ser contante y de aquí que f también. Esta identidad sigue de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann; si g =α+ iβ entonces

∆α2 = 2
(
α∆α+|∇α|2)= 2|∇α|2 = 2

((
∂α

∂x

)2

+
(
∂α

∂y

)2)
= 2

((
∂α

∂x

)2

+
(
∂β

∂x

)2)
= 2|g ′|2

ya que g ′ = ∂g
∂x = ∂α

∂x +i ∂β∂x . Alternativamente, también haciendo uso de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, como

∂α2

∂z̄
= 1

4

∂
(
g + ḡ

)2

∂z̄
= 1

4

∂

∂z̄

(
g 2 +2g ḡ + ḡ 2)= 1

2

(
g g ′+ ḡ g ′

)
= 1

2

(
g + ḡ

)
g ′

tenemos que

∆α2 = 4
∂

∂z

(
∂α2

∂z̄

)
= 2g ′ ∂

(
g + ḡ

)
∂z

= 2g ′g ′ = 2|g ′|2.

Nota. Respecto a la nota al pie (3), el espacio tangente complejo T C
p (M) se puede

describir de la siguiente forma. Bajo la identificación considerada de M , el campo ∂
∂x

corresponde al campo ∂
∂x (z, w) = ∂

∂x (x + i y, x2/2+ i t ) = (1, x) en C2, ∂
∂y corresponde

a ∂
∂y (x + i y, x2/2+ i t ) = (i ,0) y ∂

∂t a
∂
∂t (x + i y, x2/2+ i t ) = (0, i ). Así, un campo general

T = a ∂
∂x +b ∂

∂y +c ∂
∂t corresponde a T̃ = (a + i b, ax + i c) ∈C2 y puesto que i T̃ = (−b +

i a,−c +axi ), T̃ ∈ T C
p (M) si, y sólo si, c = bx. Por tanto T̃ = (a + i b, (a + i b)x) y

T C
p (M) = {

(a + i b)(1, x)
/

a,b ∈R}= spanC
{
Ṽ

}= spanR
{
Ṽ ,W̃

}
donde Ṽ = (1, x) = ∂

∂x +x ∂
∂s para a = 1, b = 0 y W̃ = i (1, x) = ∂

∂y +x ∂
∂t si a = 0, b = 1.

Por último, nótese que bajo la identificación anterior, Ṽ corresponde a V = ∂
∂x y W̃ a

W = ∂
∂y +x ∂

∂t .

1.2. Preliminares

1.2.1. Campos vectoriales

Un campo de vectores X en un abiertoU ⊂Rn es una aplicación
(4) Que obviamente es un ejemplo particular de variedad compleja.
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X : U −→ Rn

x → Xx
(1.3)

En esta memoria supondremos que X es suave en el sentido que la aplicación (1.3)
es de claseC∞(U ). El conjunto de los campos de vectores enU será denotado por
X(U ) y resulta ser un módulo sobreC∞(U ) respecto a las operaciones

(a) (X +Y )x = Xx +Yx ,
(b) ( f X )x = f (x)Xx

si X ,Y ∈X(U ), f ∈C∞(U ) y x ∈U .
Sean U ,V ⊂ Rn dos abiertos y F : U → V un difeomorfismo. Si X ∈ X(U ), el

campo Y ∈X(V ) determinado por la relación

YF (x) = F∗x Xx , x ∈U

se denota por Y = F∗X y se denomina pushforward de X bajo F . Aquí F∗x : Rn →Rn

denota la diferencial de F en x ∈U . La aplicación F∗ : X(U ) →X(V ) es lineal y

F∗( f X ) = f ◦F−1 F∗X

si X ∈X(U ) y f ∈C∞(U ).
Si e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n denota la base canónica de Rn , los campos (constantes) e⃗i (x) =

e⃗i generan X(U ) para cualquier abierto U ⊂ Rn ya que todo X ∈ X(U ) se puede
escribir de forma única como

X =
n∑

i=1
X i e⃗i

donde X i ∈C∞(U ) para i = 1,2, . . . ,n.
Desde el punto de vista analítico, los campos se pueden interpretar como

operadores diferenciales: X ∈X(U ) proporciona el operador lineal LX : C∞(U ) →
C∞(U ) denominado derivada de Lie a lo largo de X dado por

LX f =
n∑

i=1
X i ∂ f

∂xi
(1.4)

si f ∈C∞(U ).LX es una derivación enC∞(U ): es lineal y satisface la regla de Leibnitz

LX ( f g ) = f LX g + gLX f .

Además es evidente de (1.4) queLX esC∞−lineal en X , es decir,LX+Y =LX +LY

yL f X = f LX para todo X ,Y ∈X(U ) y f ∈C∞(U ). Nótese queLX f no es más que
la derivada direccional de f en la dirección de X . Identificando X conLX , de (1.4)
podemos escribir

X =
n∑

i=1
X i∂i

donde ∂i = ∂
∂xi

=Le⃗i .
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Como operadores, dados dos campos X ,Y ∈X(U ), el conmutador [X ,Y ] =
X Y −Y X resulta ser un operador de orden uno (y no de orden dos como cabría
esperar). Para ver esto, si f , g ∈C∞(U ) entonces

[ f X ,Y ] = ( f X )Y −Y ( f X ) = ( f X )Y − (Y ( f X )+ ( f Y )X ) = f [X ,Y ]− (Y f ) X

y por ende

[X , g Y ] =−[g Y , X ] =−g [Y , X ]+ (X g )Y = g [X ,Y ]+ (X g )Y .

Así [
f X , g Y

]= f [X , g Y ]− (g Y ) f X = f
(
g [X ,Y ]+ (X g )Y

)− g (Y f ) X

= f g [X ,Y ]+ ( f X g )Y − (g Y f ) X ,
(1.5)

y en particular, si X =∑n
i=1 X i∂i e Y =∑n

i=1 Y i∂i entonces

[X ,Y ] =
[

n∑
i=1

X i∂i ,
n∑

i=1
Y i∂i

]
=

n∑
i , j=1

[X i∂i ,Y j∂ j ]

=
↑

por (1.5)

n∑
i , j=1

(
X i Y j

����:0
[∂i ,∂ j ]+X i∂i Y j∂ j −Y j∂ j X i∂i

)

=
n∑

i , j=1

(
X j∂ j Y i −Y j∂ j X i )∂i =

n∑
i=1

(
X Y i −Y X i )∂i

(1.6)

que de nuevo es un campo de vectores. En términos de la derivada de Lie (1.4), esto
se puede reescribir como

[
LX ,LY

]=L[X ,Y ] donde [X ,Y ] viene dado por (1.6).
El siguiente resultado muestra que el conmutador es natural con respecto al

pushforward.

Proposición 1.3. SeanU ⊂Rn y F : U →Rm una aplicación suave. Si X ,Y ∈X(U ) son
dos campos suaves enU , entonces F∗[X ,Y ] = [F∗X ,F∗Y ].

Demostración. La prueba es sencilla. Si f es una función suave definida en un en-
torno de F (U ), x ∈U e y = F (x) y Z : = F∗X ,W : = F∗Y , entonces

[Z ,W ]y f = Zy
(
W f

)−Wy
(
Z f

)= F∗x Xx
(
W f

)−F∗x Yx
(
Z f

)
= Xx

(
(W f )◦F

)−Yx
(
(Z f )◦F

)= Xx
(
Y ( f ◦F )

)−Yx
(
X ( f ◦F )

)
= [X ,Y ]x ( f ◦F ) = (

F∗x [X ,Y ]x
)

f . ◀

Flujo generado por campos de vectores

Sea X ∈X(U ) un campo de vectores en un abiertoU ⊂Rn . Para cada x ∈U , la
curva integral de X que pasa por x es la solución del problema de valor inicial

dϕt (x)

d t
= X

(
ϕt (x)

)
ϕ0(x) = x.

(1.7)
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En principio, la curva integral por x sólo está definida en un intervalo (que se puede
suponermaximal respecto a esta propiedad) (−a(x),b(x)) ⊂R que contiene al origen.
La unicidad en el problema de valor inicial implica que

ϕt+s (x) =ϕt (ϕs (x)) (1.8)

donde ambos miembros estén definidos. X se dice completo si para todo x ∈ U ,
a(x) = b(x) =+∞, es decir, cuando la curva integral está definida en toda la recta. En
este caso las aplicaciones ϕt forman un grupo uni-paramétrico de difeomorfismos
deU (1.8).

De (1.4) y (1.7), si f ∈C∞(U ) tenemos

LX f (x) = d

d t

∣∣∣∣
t=0

f (ϕt (x)) (1.9)

para todo x ∈U .
Los flujos asociados a dos campos X ,Y ∈ X(U ) en un abierto U ⊂ Rn , en

general no conmutan: siϕt yψs son los flujos asociados a X e Y respectivamente, en
general ϕt ◦ψs ̸=ψs ◦ϕt . Para medir cuantitativamente la falta de conmutatividad
considérese la diferencia

Φx (t , s) =ϕt
(
ψs (x)

)−ψs
(
ϕt (x)

)
para x ∈U fijo. ClaramenteΦx es suave . El desarrollo de Taylor deΦx en el punto
(0,0) es

Φx (t , s) =Φx (0,0)+ [
∂sΦ

x (0,0) s +∂tΦ
x (0,0) t

]
+ [
∂2

sΦ
x (0,0) s2/2+∂2

t sΦ
x (0,0) st +∂2

tΦ
x (0,0) t 2/2

]+o(s2 + t 2)

= ∂2
t sΦ

x (0,0) st +o(s2 + t 2)

ya que como función de (t , s) es = 0 si t = 0 ó s = 0. Ahora bien

∂s
∣∣

s=0ψs
(
ϕt (x)

)= Y
(
ϕt (x)

)
y derivando respecto a t

∂2
t s

∣∣
s=t=0ψs

(
ϕt (x)

)= ∂t
∣∣

t=0Y
(
ϕt (x)

)= n∑
i=1

Xx (Y i )∂i . (1.10)

De igual forma

∂2
t s

∣∣
s=t=0ϕt

(
ψs (x)

)= n∑
i=1

Yx X i∂i . (1.11)

Restando (1.11) de (1.10) y teniendo en cuenta (1.6) obtenemos
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∂2
t s

∣∣
s=t=0Φ

x (0,0) =
n∑

i=1

(
Xx Y i −Yx X i )∂i = [X ,Y ]x .

En particular tenemos la siguiente expresión para el conmutador

[X ,Y ]x = ĺım
t→0

ϕt
(
ψt (x)

)−ψt
(
ϕt (x)

)
t 2 . (1.12)

Por tanto es necesario que el conmutador de dos campos se anule para que sus
flujos conmuten. Utilizando el siguiente lema veremos que el recíproco también es
cierto (Teorema 1.5).

Lema 1.4 (de rectificación). Sea X ∈X(U ) un campo de vectores suave en un abierto
U ⊂Rn y x0 ∈U tal que Xx0 ̸= 0. Entonces existen entornosU0 ⊂U de x0 y V de 0 ∈Rn

y un difeomorfismoΨ : U0 →V tal queΨ∗X = ∂1.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que x0 = 0 y Xx0 = e⃗1. Por el
Teorema de existencia y unicidad para el problema (1.7) existe un entornoU0 ⊂U
de x0 y ε > 0 tal que el flujo ϕt : U0 → Rn está definido para todo t ∈ (−ε,ε). Si ϕi

t
denota la i ésima componente de ϕt entonces, como ∂t

∣∣
t=0ϕ

1
t (x0) = 1 ̸= 0, el Teorema

de la función implícita proporciona un entornoU1 ⊂U0 de x0 y una función τ : U1 →
(−ε,ε) tal que ϕ1

τ(x)(x) = 0 para todo x ∈ U1 y τ(x0) = 0. Sea ahora Ψ : U1 → V : =
Ψ(U1) ⊂Rn dada por

Ψ(x) = (−τ(x),ϕ2
τ(x)(x),ϕ3

τ(x)(x), . . . ,ϕn
τ(x)(x)

)
.

Ψ es inyectiva ya que siΨ(x) =Ψ(x̄) para x, x̄ ∈U1, entonces τ(x) = τ(x̄) = : τ y por
tanto ϕτ(x) =ϕτ(x̄) por lo que x = x̄. Puesto que ϕ1

τ(x)−t

(
ϕt (x)

)=ϕ1
τ(x)(x) = 0 , de la

unicidad en el Teorema de la función implícita concluimos que τ
(
ϕt (x)

)= τ(x)− t .
Así

Ψ
(
ϕt (x)

)= (−τ(x)+ t ,ϕ2
τ(x)(x),ϕ3

τ(x)(x), . . . ,ϕn
τ(x)(x)

)
(1.13)

que implica queΨ∗X = ∂1 ya que esta última expresión es precisamente el flujo de
∂1 a tiempo t enΨ(x). ◀

Teorema 1.5. Sean ϕt yψs los flujos asociados a dos campos suaves X ,Y ∈X(U ) en
un abiertoU ⊂Rn . Son equivalentes

(i ) ϕt ◦ψs =ψs ◦ϕt donde ambos miembros estén definidos.
(i i ) [X ,Y ] = 0 enU .

Demostración. Por (1.12) sólo hemos de probar que (i i ) ⇒ (i ). En cualquier punto
x ∈U donde ambos campos se anulen tendremos que ϕt ◦ψs (x) =ψs ◦ϕt (x) y por
tanto, en algún entorno de cualquier otro punto deU , por el Lema 1.4 podemos, sin
pérdida de generalidad, suponer que X = ∂1. Si Y =∑

i Y i∂i entonces, por (1.6)

[X ,Y ] = [∂1,Y ] =
n∑

i=1
∂1Y i∂i
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y por tanto, [X ,Y ] = 0 si, y sólo si, las funciones coordenadas Y i no dependen de la
variable x1 e Y puede escribirse como un Y = Y 1(x̃)∂1 + Ỹ donde Ỹ es un campo en
n−1 variables. Si ψ̃s denota el flujo de Ỹ y x = (x1, x̃) (x̃ ∈Rn−1), el de Y vendrá dado
por

ψs (x) =
(

x1 +
∫ s

0
Y 1(ψ̃r (x̃)

)
dr,ψ̃s (x̃)

)
.

Puesto que el flujo de X son simples traslaciones en la dirección de e⃗1 (ϕt (x) =
(x1 + t , x̃)) deducimos que

ϕt ◦ψs (x) =ϕt
(
ψs (x)

)=ϕt

(
x1 +

∫ s

0
Y 1(ψ̃r (x̃)

)
dr,ψ̃s (x̃)

)
=

(
x1 + t +

∫ s

0
Y 1(ψ̃r (x̃)

)
dr,ψ̃s (x̃)

)
=ψs (x1 + t , x̃)

=ψs
(
ϕt (x1, x̃)

)=ψs
(
ϕt (x)

)=ψs ◦ϕt (x).

Esto prueba (i ). ◀

Integrales primeras

Sea X ∈X(U ) un campo de vectores enU ⊂Rn . Recuérdese que (Sección 1.1),
una función no constante u : U →R de claseC 1 se dice que es una integral primera
(o constante del movimiento) de X enU si u es constante a lo largo de las curvas
integrales de X , es decir, siLX u = 0 enU .

Obsérvese que cualquier función que se obtenga por relación funcional de
integrales primeras sigue siendo una integral primera, es decir, si u1,u2, . . . ,um

son m integrales primeras de X en U , V ⊂ Rm es un abierto que contiene a
(u1,u2, . . . ,um)(U ) yΦ : V →R esC 1 entonces u : =Φ(u1,u2, . . . ,um) también es una
integral primera de X enU puesto queLX u =∑m

k=1∂ukΦLX uk = 0. A este respecto,
también podemos observar que si u es una integral primera de X enU yΨ : U →V
es un difeomorfismo, entoncesu◦Ψ−1 : V →R es una integral primera para el campo
Ψ∗X en V .

Es consecuencia del Lema de rectificación (1.4) que cualquier campo posee lo-
calmenten−1 integrales primeras funcionalmente independientes en algún entorno
de cualquier punto no singular (las n −1 últimas componentes en (1.13)).

1.3. Distribuciones y el Teorema de Frobenius

En esta sección presentaremos el Teorema de Frobenius como se recoge en
[8].

Definición 1.6. SeaU ⊂Rn abierto y 1 ≤ p < n. Una distribución p−diemsionalD es
una elección para cada x ∈U de un subespacio linealDx ⊂Rn de dimensión p (figura
1.2).D se dice suave (C∞) si para todo punto x ∈U existe un entorno V ⊂U de x y p
campos X1, X2, . . . , Xp de claseC∞ enV que generanD en cada punto deV . Un campo
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X enU se dice tangente (o que pertenece) a la distribución (X ∈D) si Xx ∈Dx para
todo x ∈U .

Una distribución suaveD se dice involutiva (o completamente integrable) si
[X ,Y ] ∈D para todo par de campos tales que X ,Y ∈D.

•x

Dx

Figura 1.2.Distribución de planos en R3

Definición 1.7. Una subvariedadΣ deU es una variedad integral de una distribución
D enU si TxΣ=Dx para todo x ∈Σ.

Observación 1.8. El término “completamente integrable”, que a veces se usa en lugar
“involutiva”, necesita algunas palabras de explicación. En la Definición 1.7 hemos
supuesto que las variedades integrales de una distribución deben ser subvariedades
cuyos espacios tangentes coinciden con los determinados por la distribución. Esta
condición se podría haber relajado y exigir solamente que los espacios tangentes
sean subespacios y no necesariamente coincidir con los dados por la distribución.
En este sentido es posible que una distribución posea “variedades integrales” de
dimensiónmenor que su dimensión sin ser completamente integrable. De hecho,
las curvas integrales de cualquier campo tangente a una distribución D son “cur-
vas integrales” de D. En lo que sigue, las variedades integrales serán siempre de
dimensión máxima.

Proposición 1.9. SiD es una distribución enU que posee variedades integrales por
cualquier punto deU , entonces D es involutiva.

Demostración. Sean X e Y dos campos tangentes a D (que supondremos tie-
ne dimensión p) y x ∈ U . Sea Σ es una variedad integral de D que pasa por x,
ψ : D ⊂Rp →Σ una parametrización local de Σ y a ∈ D tal queψ(a) = x. Puesto que
ψ∗a : Rp →Dx es un isomorfismo, existen campos V yW en D tales queψ∗a Va = Xx

yψ∗a Wa = Yx . Pero, por la Proposición 1.3, [X ,Y ]x =ψ∗a [V ,W ]a ∈Dx . ◀

El Teorema de Frobenius establece que el recíproco de esta proposición también es
válido. Para su demostración usaremos el siguiente análogo al Lema 1.4.

Lema 1.10. Sean X1, X2, . . . , Xp ∈X(U ) p campos suaves que conmutan en un abierto
U ⊂Rn , es decir, [Xi , X j ] = 0para todo i , j = 1,2, . . . , p. Entonces, para cada x ∈U existe
un entorno V de 0 en Rp y una única aplicación suave F : V →U tal que F (0) = x y
F∗∂i = Xi para todo i = 1,2, . . . , p.
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Demostración. Sean ϕ1
t ,ϕ2

t , . . . ,ϕp
t los flujos respectivos asociados a X1, X2, . . . , Xp .

Observemos que F∗∂i = Xi implica que F ◦ψi
t = ϕi

t ◦F donde ψi
t (x) = x + tei es el

flujo del campo canónico ∂i y por tanto F ◦ψ1
t1
◦ψ2

t2
◦ · · · ◦ψp

tp
=ϕ1

t1
◦ϕ2

t2
◦ · · · ◦ϕp

tp
◦F .

Puesto que

ψ1
t1
◦ψ2

t2
◦ · · · ◦ψp

tp
(0) =ψ1

t1
◦ψ2

t2
◦ · · · ◦ψp−1

tp−1
(0,0, . . . , tp )

=ψ1
t1
◦ψ2

t2
◦ · · · ◦ψp−2

tp−2
(0,0, . . . , tp−1, tp ) = . . . =ψ1

1(0, t2, . . . , tp−1, tp )

= (t1, t2, . . . , tp )

definimos F como

F (t1, t2, . . . , tp ) : =ϕ1
t1
◦ϕ2

t2
◦ · · · ◦ϕp

tp
(x).

F está bien definida en algún entorno V de 0, F (0) = x y puesto que los campos
[Xi , X j ] = 0 para todo i , j = 1,2, . . . ,n, por el Teorema 1.5, F (t1, t2, . . . , tp ) =ϕσ1

t1
◦ϕσ2

t2
◦

· · · ◦ϕσp
tp

(x) si σ es cualquier permutación de {1,2, . . . , p}. En particular

(
F∗∂i

)
F (t ) = F∗t∂i t =

d

d ti
F (t1, t2, . . . , tn) = d

d ti
ϕ1

t1
◦ϕ2

t2
◦ · · · ◦ϕp

tp
(x)

= d

d ti
ϕi

ti
◦ϕ1

t1
◦ · · · ◦ϕi−1

ti−1
◦ϕi+1

ti+1
◦ · · · ◦ϕp

tp
(x)

= Xiϕi
ti
◦ϕ1

t1
◦···◦ϕi−1

ti−1
◦ϕi+1

ti+1
◦···◦ϕp

tp
(x) = Xiϕ1

t1
◦ϕ2

t2
◦···◦ϕp

tp
(x) = Xi F (t ).

Esto quiere decir que para cada i = 1,2, . . . , p, F∗∂i = Xi . Obsérvese que la unicidad
de F sigue de su propia construcción. ◀

Ejemplo 1.11. EnU = R2 consideremos los campos X1 = ∂/∂x y X2 = (1+ x)∂/∂y . El
flujo de X1 es ϕ1

t (x, y) = (x + t , y) mientras que para X2 es ϕ2
t (x, y) = (x, y + (1+x)t ) y,

siguiendo la receta usada en la demostración del Lema anterior, con F (0,0) = (0,0)

F (s, t ) =ϕ1
s ◦ϕ2

t (0,0) =ϕ1
s (0, t ) = (s, t ).

Sin embargo ∂s F = ∂x = X1 pero ∂t F = ∂y ̸= X2. Obsérvese que si integramos primero
respecto a X1 y luego a X2 no obtenemos el mismo resultado: en su lugar se tiene
que F (s, t ) = (s, (1+ s)t ). Respecto al lema anterior, nótese que [X1, X2] = ∂y ̸= 0.

Teorema 1.12 (Teorema de Frobenius). Sea D una distribución suave
p−dimensional en un abierto U ⊂ Rn . Entonces D es completamente integra-
ble si, y sólo si, es involutiva.

Para ser más precisos, si D es involutiva, para todo x ∈U existe un entorno
V ⊂U de x y n −p funciones suaves ϱ1,ϱ2, . . . ,ϱn−p : V → R funcionalmente inde-
pendientes tal que los conjuntos de nivel
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ϱ j = c j (= cte) j = 1,2, . . . ,n −p

son variedades integrales de D en U (recuérdese que las funciones ϱ j se dicen
funcionalmente independientes en V si para cualquier x ∈ V , sus gradientes
∇ϱ1(x),∇ϱ2(x), . . . ,∇ϱn−p (x) son linealmente independientes).

Demostración. Seguiremos la demostración dada en [7]. Por el Lema 1.10 será
suficiente probar que, alrededor de cualquier punto de U existen bases locales
X1, X2, . . . , Xp deD tal que [Xi , X j ] = 0. Para ello, si expresamos cualquier base local
Y1,Y2, . . . ,Yp paraD en la base canónica

Yi =
n∑

j=1
ai j∂ j ,

la matriz
(
ai j

)
p×n tendrá rango p. Por tanto reordenando el sistema de coordenadas

podemos suponer que la submatriz cuadrada A = (
ai j

)
p×p no es singular. Ahora, si

A−1 = (
ãi j

)
p×p denota la inversa de A, la nueva base

Xi =
p∑

j=1
ãi j Y j

deD tendrá la forma

Xi = ∂i +
n∑

j=p+1
bi j∂ j .

Ahora observemos que [Xi , X j ] ∈ 〈
∂p+1,∂p+2, . . . ,∂n

〉
y puesto queD es involutiva

[Xi , X j ] ∈ 〈X1, X2, . . . , Xn〉∩〈∂p+1,∂p+2, . . . ,∂n〉 =
{
0
}
. ◀

Observación 1.13. 1. Nótese que el Teorema 1.12 puede verse como un resultado de
rectificación local de distribuciones en el sentido que siD es una distribución
p−dimensional involutiva, entonces alrededor de cada punto existe un sistema
de coordenadas (y1, y2, . . . , yn) dondeD está generada por los campos canónicos
∂/∂y1,∂/∂y2, . . . ,∂/∂yp .

2. El Teorema clásico de Frobenius aparece en una forma bastante diferente y
puede ser enunciado como sigue: seanU ⊂Rn y V ⊂Rm dos abiertos y usemos
coordenadas (x1, x2, . . . , xn) y (u1,u2, . . . ,um) en Rn y Rm respectivamente. Sea

Θ : U ×V −→Mm,n(R) (1.14)

una aplicaciónC∞ deU ×V en el espacio de las matrices reales de orden m ×n
y sea (x0,u0) ∈U ×V . Si

∂Θi j

∂xk
− ∂Θi k

∂x j
+

m∑
ℓ=1

(
∂Θi j

∂uℓ
Θℓk −

∂Θi k

∂uℓ
Θℓ j

)
= 0 (1.15)
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para i = 1,2, . . . ,m y j ,k = 1,2, . . . ,n enU ×V , entonces existen entornosU0 ⊂U ,
V0 ⊂V de x0 y u0 respectivamente y una única aplicación suave u : U0 →V (que
también es regular con respecto a los datos iniciales (x0,u0) ∈U0 ×V0) tal que{

∂x u =Θ(x,u)(5)

u(x0,u0) = u0
(1.16)

La ecuación (1.16) es un ejemplo de una ecuación diferencial total: usamos (1.14)
para especificar cual debe ser la diferencial de la aplicación u sobre su grafo, y
en (1.15) se recogen las condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de u.
Se puede probar que esta versión es equivalente al Teorema 1.12. Por ejemplo, si
empezamos con una distribución p−dimensional involutivaD en una abierto
Ω⊂Rn y un punto x0 ∈U , podemos obtener el Teorema 1.12 si partimos de su
versión clásica como sigue: primero elegimos un entornoW =U ×V ⊂Rp ×Rn−p

de x0 con coordenadas y1, y2, . . . , yn en el queD esté generada por los campos

Yi =
∂

∂yi
+

n−p∑
j=1

fi j (y)
∂

∂yp+ j
(1.17)

donde fi j ∈C∞(W ). Ahora se puede definir una aplicación matricial como en
(1.14) poniendo

b(x,u) = (
fi j (x,u)

)t , y = (x,u) ∈W =U ×V. (1.18)

Resulta que la involutibilidad deD implica las condiciones (1.15) y la solución u
permite construir sus superficies integrales. De forma similar se puede obtener
la versión clásica a partir del Teorema 1.12.

Ejemplo 1.14. 1. El caso n = 2 y m = 1 con

Θ(x, y,u) =
(
φ(x, y,u)
ψ(x, y,u)

)T

se reduce al sistema 
∂u

∂x
=φ(x, y,u)

∂u

∂y
=ψ(x, y,u)

(1.19)

y las condiciones (1.15) a

(5) Para ser mas explícitos, esto significa que el gradiente ∇x ui es la iésima fila de la matriz Θ,
es decir, ∂ui

∂x j
=Θi j (x,u) y las condiciones de integrabilidad (1.15) siguen de la conmutati-

vidad de las parciales. (1.15) representan m
(n

2

)
condiciones sobre Θ (las condiciones son

relevantes solo para j < k).
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∂φ

∂y
+ψ∂φ

∂u
= ∂ψ

∂x
+φ∂ψ

∂u
. (1.20)

Nótese que en el caso particular en el que las funciones φ yψ no dependan de
la variable u, la condición de integrabilidad (1.20) se reduce a aquella para la
existencia de potencial para el campo φ∂x +ψ∂y .

2. Con n = 3 y m = 1 el sistema resultante es

∂u

∂x
=φ(x, y, z,u)

∂u

∂y
=ψ(x, y, z,u)

∂u

∂z
=χ(x, y, z,u),

(1.21)

y las condiciones de integrabilidad (1.15) ahora son

∂φ

∂y
+ψ∂φ

∂u
= ∂ψ

∂x
+φ∂ψ

∂u

∂φ

∂z
+χ∂φ

∂u
= ∂χ

∂y
+φ∂χ

∂u

y

∂ψ

∂y
+χ∂ψ

∂u
= ∂χ

∂y
+ψ∂χ

∂u

es decir, la condición (1.20) en cada subsistema de dos ecuaciones en el sistema
(1.21).

1.4. Ideales diferenciales

El objetivo de esta Sección es el de dar una versión del Teorema de Frobenius
en términos de formas diferenciales. En este apartado trabajaremos con el álgebra
exterior en un abiertoU ⊂Rn denotada por

∧
U =⊕

q
∧q U . Los elementos de

∧
U se

llaman formas enU y son, por tanto, sumasde q−formasmultilineales antisimétricas
suaves enU : una formaω ∈∧

U se escribe de forma única comoω=ω1+ω2+·· ·+ωn

donde ωq ∈∧q U se llamará la componente homogénea de grado q de ω (para una
breve discusión ver el Apéndice D en [6]). La operación de multiplicación exterior
denotada por ∧ junto a la suma dota a

∧
U con una estructura de álgebra.

Definición 1.15. Sea D una distribución p−dimensional en un abiertoU ⊂Rn . Dire-
mos que una q−forma ω ∈∧q U anula a D si

ω(X1, X2, . . . , Xq ) = 0

siempre que X1, X2, . . . , Xq ∈ D. Una forma ω ∈ ∧
U anula a D si cada una de sus

componentes homogéneas la anula. En lo que sigue

J (D) = {
ω ∈

∧
U

/
ω anula a D

}
. (1.22)



1.4 Ideales diferenciales 15

Proposición 1.16. Sea D una distribución suave p−dimensional enU . Entonces

(a) J (D) es un ideal en
∧

U .
(b) J (D) está localmente generado por n−p 1−formas, esto es, para todo x ∈U existe

un entorno V ⊂U de x y n −p 1−formas ωp+1,ωp+2, . . . ,ωn independientes en V
tales que:
(i) Si ω ∈J (D), entonces ω

∣∣
V pertenece al ideal generado por ωp+1,ωp+2, . . . ,ωn

en
∧

V .
(ii) Si ω ∈ ∧

U y existe algún recubrimiento abierto de U tal que, para cada V
en el recubrimiento, ω

∣∣
V pertenece al ideal generado por ωp+1,ωp+2, . . . ,ωn ,

entonces ω ∈J (D).
(c) SiJ es un ideal de

∧
(U ) localmente generado por n−p 1−formas independientes,

entonces existe una única distribución suave p−dimensional D̃ en U tal que
J =J (D̃).

Demostración. (a) sigue inmediatamente de la definición deJ (D) en (1.22) y de la
definición del producto exterior ∧.

Sea x ∈ U . Puesto que D tiene dimensión p, existen p campos suaves
X1, X2, . . . , Xp que generan D cerca de x. Podemos completar esta colección de
campos a una base X1, X2, . . . , Xp , Xp+1, . . . , Xn en un entorno V de x en U y sea
ω1,ω2, . . . ,ωn su base dual, esto es

ω j (Xi ) = δi j =
{

1 si i = j
0 si i ̸= j

(delta de Kronecker).

Entonces las 1−formasωp+1,ωp+2, . . . ,ωn tienen las propiedades deseadas en (b). En
efecto, son independientes y si ω ∈J (D) es tal que ω

∣∣
V =∑

γ aγωγ1 ∧ωγ2 ∧·· ·∧ωγk

donde γ varía en subconjuntos {γ1,γ2, . . . ,γk } de {1,2, . . . ,n}, entonces aγ = 0 sal-
vo que {γ1,γ2, . . . ,γk }∩ {p +1, p +2, . . . ,n} ̸= ;. Así, ω

∣∣
V pertenece al ideal generado

por ωp+1,ωp+2, . . . ,ωn en
∧

V . Recíprocamente, si ω es una forma tal que para to-
do V en algún recubrimiento abierto de U ω

∣∣
V pertenece al ideal generado por

ωp+1,ωp+2, . . . ,ωn en
∧

V , entonces claramente ω ∈J (D). Esto prueba (b).
Para probar (c), sea x ∈U y ωp+1,ωp+2 . . . ,ωn 1−formas independientes que

generanJ en un entorno V de x. Entonces

D̃x = {
υ

/
ω j

∣∣
x (υ) = 0, j = p +1, p +2, . . . ,n

}
define una distribución p−dimensional suave enU tal queJ =J (D̃). La unicidad
es inmediata. ◀

Definición 1.17. Un idealJ en
∧

U se dice diferencial si es cerrado bajo diferenciación
exterior, esto es

dJ ⊂J .
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Así, un idealI generado por las 1−formas ω j , j = p +1, p +2, . . . ,n, será diferencial
si existen 1−formas α j k (p +1 ≤ j ,k ≤ n) tales que

dω j =
n∑

k=p+1
α j k ∧ωk ,

o equivalentemente
ωp+1 ∧ωp+2 ∧ . . .∧ωn ∧dω j = 0 (1.23)

para todo j = p +1, p +2, . . . ,n.
Los ideales diferenciales sonprecisamente aquellos asociados adistribuciones

involutivas, es decir,
Proposición 1.18. Una distribución suaveD enU es involutiva si, y sólo si,J (D) es
un ideal diferencial.

Esto sigue inmediatamente del siguiente resultado:
Lema 1.19. Si ω es una 1-forma de clase C 1 y X , Y dos campos de clase C 1 en un
abiertoU ⊂Rn , entonces

dω(X ,Y ) = Xω(Y )−Y ω(X )−ω([X ,Y ]). (1.24)

Demostración. Puesto que (1.24) es lineal enω podemos, sin pérdida de generalidad,
suponer que ω= g d f . En este caso, dω= d g ∧d f y por tanto

dω(X ,Y ) = det

(
d g (X ) d g (Y )
d f (X ) d f (Y )

)
= det

(
X g Y g
X f Y f

)
= X g Y f −Y g X f . (1.25)

Pero, por otro lado

Xω(Y ) = X
(
g d f (Y )

)= X
(
g Y f

)= X g Y f + g X Y f , (1.26)

e intercambiando los papeles de X e Y

Y ω(X ) = Y g X f + g Y X f . (1.27)

Si ahora restamos (1.26) y (1.27) y tenemos en cuenta (1.25) obtenemos

Xω(Y )−Y ω(X ) = X g Y f −Y g X f + g
(
X Y f −Y X f

)= X g Y f −Y g X f + g [X ,Y ] f

= dω(X ,Y )+ω([X ,Y ])

que es precisamente (1.24). ◀

Definición 1.20. Una subvariedad Σ⊂U es una variedad integral de un idealJ ⊂∧
(U ) si ω

∣∣Σ= i∗Σω= 0 para toda ω ∈J ( iΣ : Σ ,→U denota la inclusión e i∗Σ su pull-
back).

Inmediatamente se obtiene la versión del Teorema de Frobenius (1.12) en
términos de ideales diferenciales.
Teorema 1.21. Sea J ⊂ ∧

U un ideal diferencial localmente generado por n − p
1−formas independientes. Entonces, para cada x ∈U existe una única subvariedad
integral deJ de dimensión p que pasa por x.
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1.5. Aplicaciones

1.5.1. El método de Lagrange-Charpit

Sea Ω ⊂ R5 abierto y Φ : Ω→ R una función de clase C∞(Ω). Considérese la
ecuación diferencial general en derivadas parciales de primer orden en dos variables

Φ(x, y,u,∂x u,∂y u) = 0. (1.28)

El método de Lagrange-Charpit proporciona una técnica para el cálculo de una
‘integral completa’ para esta ecuación(6).

Si (x, y,u, p, q) denotan las coordenadas canónicas en R5, el campo caracterís-
tico para la ecuación (1.28) es (ver (2.10) en §2.2.3 o §2.2.4 en el Capítulo 2)

VΦ = ∂pΦ∂x +∂qΦ∂y +
(
p∂pΦ+q∂qΦ

)
∂u − (

∂xΦ+p∂uΦ
)
∂p − (

∂yΦ+q∂uΦ
)
∂q .

El método consiste en lo siguiente: supongamos que se dispone de una integral
primeraΨ para el campo VΦ ‘(p, q)−independiente’ conΦ, es decir,

∂(Φ,Ψ)

∂(p, q)
= det

(
∂pΦ ∂qΦ

∂pΨ ∂qΨ

)
̸= 0.

Entonces, por el Teorema de la función implícita, para cada λ ∈ R apropiado, el
sistema {

Φ(x, y,u, p, q) = 0

Ψ(x, y,u, p, q) =λ (1.29)

define p =φ(x, y,u,λ) y q =ψ(x, y,u,λ) como funcionesC∞ de las variables (x, y,u) ∈
U en algún abiertoU ⊂ R3. Para cualquier característica

(
x(s), y(s),u(s), p(s), q(s)

)
de (1.28) (una curva integral de VΦ) se tendrá

Ψ
(
x(s), y(s),u(s), p(s), q(s)

)=λ= cte

y por tanto, cualquier solución de (1.28) debe satisfacer sobre ellas
∂u

∂x
=φ(x, y,u,λ)

∂u

∂y
=ψ(x, y,u,λ).

(1.30)

que es una versión paramétrica de (1.19) para el que debemos verificar la condición
de integrabilidad (1.20). En tal caso, los campos X = ∂x+φ∂u eY = ∂y+ψ∂u satisfacen

[X ,Y ] = [∂x +φ∂u ,∂y +ψ∂u] = [∂x ,∂y ]+ [∂x ,ψ∂u]+ [φ∂u ,∂y ]+ [φ∂u ,ψ∂u]

(6) Todo sea dicho, estas integrales completas se pueden usar para construir soluciones de la
ecuación (1.28) (ver ejemplo 1.24).
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= (
∂xψ−∂yφ+φ∂uψ−ψ∂uφ

)
∂u

y, por tanto, [X ,Y ] = 0 equivale a (1.20). Del Teorema 1.5 sabemos entonces que sus
flujos ϕt y ψs conmutan y los campos son tangentes a la superficie parametriza-
da por (t , s) → ϕt ◦ψs (x0, y0,u0) para cada (x0, y0,u0) ∈U . Además, puesto que las
proyecciones de X y Y sobre el plano X Y son independientes, esta superficie co-
rresponde (atendiendo al Teorema de la función implícita) al grafo local de alguna
función u que será por tanto solución de (1.30).

Por último no es difícil probar que la condición de integrabilidad (1.20) se
satisface automáticamente ya que Ψ es una integral primera para el sistema ca-
racterístico de la ecuación (1.28). Este es el contenido de la siguiente Proposición

Proposición 1.22. Las funciones φ yψ definidas implícitamente por el sistema (1.29)
satisfacen la condición de integrabilidad (1.20).

Demostración. Puesto que Ψ es una integral primera para el sistema caracterís-
tico, debe ser constante sobre las curvas características y por tanto, su gradiente
perpendicular al campo característico VΦ, es decir,

∂pΦ∂xΨ+∂qΦ∂yΨ+(
p∂pΦ+q∂qΦ

)
∂uΨ−(

∂xΦ+p∂uΦ
)
∂pΨ−(

∂yΦ+q∂uΦ
)
∂pΨ= 0.

(1.31)
Derivando en (1.29) respecto a x{

∂xΦ+∂pΦ∂xφ+∂qΦ∂xψ= 0

∂xΨ+∂pΨ∂xφ+∂qΨ∂xψ= 0,

y por tanto,
∂pΦ∂xΨ−∂pΨ∂xΦ+ J∂xψ= 0 (1.32)

donde

J = det

(
∂pΦ ∂qΦ

∂pΨ ∂qΨ

)
.

Igualmente, derivando respecto a y y a u,

∂yΦ∂qΨ−∂yΨ∂qΦ+ J∂yφ= 0, (1.33)
∂pΦ∂uΨ−∂pΨ∂uΦ+ J∂uψ= 0, (1.34)

y

∂uΦ∂qΨ−∂uΨ∂qΦ+ J∂uφ= 0. (1.35)

Evaluando (1.31) para p =φ, q =ψ y restando (1.32), sumando (1.33), restando (1.34)
multiplicada por φ y sumando (1.35) multiplicada porψ a (1.31) obtenemos(−∂xψ+∂yφ−φ∂uψ+ψ∂uφ

)
J = 0,

de donde (1.20) sigue inmediatamente supuesto que J ̸= 0. ◀
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Ejemplo 1.23. Consideremos la ecuación

u
∂u

∂x

∂u

∂y
= ∂u

∂x
+ ∂u

∂y
.

La función que define esta ecuación esΦ= p+q−upq por lo que la ecuación orbital
para sus características es

d x

1−uq
= d y

1−up
= du

p +q −2upq
= d p

p2q
= d q

pq2 .

De la última igualdad d p
p = d q

q por lo queΨ= p/q es una integral primera. Para el
sistema {

p +q = upq

p =λq

tenemos dos opciones: φ=ψ= 0 (que manifiesta que las constantes son soluciones
de la ecuacióndada) oφ= 1+λ

u yψ= 1+λ
λu . Para esta última soluciónhemosde integrar

la ecuación
du = (1+λ)

u
d x + (1+λ)

λu
d y

que al multiplicar por u separa variables y se transforma en

udu = (1+λ)

(
d x + d y

λ

)
.

Tras integrar esto proporciona la integral completa

λu2 = 2(1+λ)(λx + y)+µ.

A continuación presentamos un ejemplo donde resolvemos un problema de
valor inicial mediante el uso combinado de los métodos de Lagrange-Charpit y de la
envolvente.

Ejemplo 1.24. Consideremos el problema
(∂u

∂x

)2
+

(∂u

∂y

)2
= u2

u
∣∣

x2+y2=1 = 1.

La función que define la ecuación esΦ= p2 +q2 −u2 por lo que las ecuaciones de
las trayectorias características son

d x

2p
= d y

2q
= du

2u2 = d p

2up
= d q

2uq
.
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Así du/u = d p/p y Ψ = p/u es una integral primera. Esto, junto con la ecuación
Φ= 0 proporciona p =λu y q =

p
1−λ2u. El método de Lagrange-Charpit asegura

que la 1−forma

θ = du −pd x −qd y = du −λud x −
√

1−λ2ud y

satisface la condición de integrabilidad de Frobenius (1.23): θ∧dθ = 0. La ecuación
θ = 0 equivale a

du

u
=λd x +

√
1+λ2d y ⇔ d

(
lnu

)= d
(
λx +

√
1−λ2 y

)
de donde encontramos la integral completa

u =µeλx+
p

1−λ2 y .

Puesto que los conjuntos de nivel de u representan rectas, ninguna elección de los
parámetros λ y µ proporcionará la solución al problema considerado. Parametrizan-
do la circunferencia unidad (donde se presenta el dato inicial) mediante x = cos t ,
y = sen t y sustituyendo, de las relaciones µeλcos t+

p
1−λ2 sen t = 1 ← condición inicial

−λsen t +
√

1−λ2 cos t = 0 ← condición de contacto tangencial

vemos que su solución es λ = cos t y µ = 1/e. La integral completa proporciona
entonces la familia uniparamétrica de soluciones

u = ex cos t+y sen t−1

Por último calculamos la envolvente de esta familia: derivando respecto a t encon-
tramos que tg t = y/x con lo que

sen t = tg t√
1+ tg2 t

=
y
x√

1+ ( y
x

)2
= y√

x2 + y2

cos t = 1√
1+ tg2 t

= 1√
1+ ( y

x

)2
= x√

x2 + y2

y la solución buscada será
u = e

p
x2+y2−1.

1.5.2. Ecuaciones de Pfaff

El método de Lagrange-Charpit descrito en el apartado anterior requiere de
la resolución de ecuaciones del tipo ω= 0 para una 1-forma ω, es decir,
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ω= P (x, y, z)d x +Q(x, y, z)d y +R(x, y, z)d z = 0. (1.36)

Este tipo de ecuaciones se llaman ecuaciones de Pfaff. Las soluciones de (1.36) son
superficies de nivel de funciones u(x, y, z) = cte donde du ̸= 0 es proporcional a ω,
es decir,

∂u
∂x

P
=

∂u
∂y

Q
=

∂u
∂z

R
. (1.37)

Por el Teorema 1.21, (1.36) tiene soluciones si, y sólo si, el ideal generado por ω es un
ideal diferencial, es decir, si ω∧dω= 0.
Si ν⃗= Pi⃗ +Q j⃗ +Rk⃗ es el campo dual a la 1-formaω, geométricamente (1.37) significa
que el vector normal a las superficies u = cte es paralelo a ν⃗ y por tanto, de (1.36) la
familia u = cte representan superficies ortogonales a las trayectorias de ν⃗.

Si ν⃗ es conservativo, es decir, si existe un potencial, ν⃗ se puede escribir como
ν⃗=∇u y u = cte es la solución de (1.36) (en este caso se dice que la ecuación (1.36)
es exacta). Si ν⃗ no fuera conservativo, en ciertos casos podría existir un factor de
escala µ ̸= 0 (dado por la proporción común en (1.37)) para el que µ⃗ν sí lo sea(7). Al
menos localmente, un campo es conservativo si, y sólo si, es irrotacional. Si tal factor
existe entonces∇×(µ⃗ν) =∇µ× ν⃗+µ∇× ν⃗= 0 que implica∇× ν⃗⊥ ν⃗ (⇔ ν⃗ ·(∇× ν⃗)= 0)
(esta es la forma dual de escribir la condición de integrabilidad ω∧dω = 0). Más
explícitamente, como

∇× ν⃗=
(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
i⃗ +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
j⃗ +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
z⃗,

esta condición es

P

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
+Q

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
+R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
= 0. (1.38)

Unmétodo para integrar (1.36) es el siguiente: se considera la variable z (o cualquier
otra) como un parámetro y se integra la ecuación diferencial resultante, es decir,

P (x, y, z)d x +Q(x, y, z)d y = 0. (1.39)

La solución de esta ecuación será de la forma v(x, y, z) = c(z) donde la constante
de integración se toma dependiendo del parámetro z para que se satisfaga (1.36).
Derivando tenemos

∂v

∂x
d x + ∂v

∂y
d y +

(
∂v

∂z
− c ′(z)

)
d z = 0

cuyos coeficientes deben satisfacer (1.37), esto es

(7) Esta es precisamente la condición de integrabilidadω∧dω= 0. En este caso,µ se denomina
factor integrante para la ecuación (1.36).
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∂v/∂x

P
= ∂v/∂y

Q
= ∂v/∂z − c ′

R
⇔ c ′ = ∂v

∂z
−τR

donde ∂v
∂x = τP y ∂v

∂y = τQ. Así, se podrá determinar c = c(z) siempre que α= ∂v
∂z −τR

solo dependa de z y v . Pero

∂α

∂x
= ∂

∂z

∂v

∂x
− ∂

(
τR

)
∂x

= ∂
(
τP

)
∂z

− ∂
(
τR

)
∂x

= τ
(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
+P

∂τ

∂z
−R

∂τ

∂x

y

∂α

∂y
= ∂

∂z

∂v

∂y
− ∂

(
τR

)
∂y

= ∂
(
τQ

)
∂z

− ∂
(
τR

)
∂y

= τ
(
∂Q

∂z
− ∂R

∂y

)
+Q

∂τ

∂z
−R

∂τ

∂y

por lo que

Q
∂α

∂x
−P

∂α

∂y
= τ

[
Q

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
−P

(
∂Q

∂z
− ∂R

∂y

)]
+R

(
P
∂τ

∂y
−Q

∂τ

∂x

)
=
↑

(1.38)

R

[
τ

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
+

(
P
∂τ

∂y
−Q

∂τ

∂x

)]
= R

(
∂
(
τP

)
∂y

− ∂
(
τQ

)
∂x

)
= 0

ya que ∂v
∂x = τP y ∂v

∂y = τQ. Esto implica que

∂(α, v)

∂(x, y)
= det

(
∂α
∂x

∂α
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
= τdet

(
∂α
∂x

∂α
∂y

P Q

)
= τ

(
Q
∂α

∂x
−P

∂α

∂y

)
= 0.

y significa que efectivamente existe una relación funcionalΨ(z, v,α) = 0 entre α y
v (8). Así c = c(z) se puede calcular resolviendo la ecuación diferencialΨ

(
z,c,c ′

)= 0.

Ejemplo 1.25. Para la ecuación de Pfaff

ω= y zd x +2xzd y +x yd z = 0 (1.40)

tenemos ν⃗= y zi⃗ +2xz j⃗ +x yk⃗ y

∇× ν⃗= det

 i⃗ j⃗ k⃗
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y z 2xz x y

=−xi⃗ + zk⃗.

Por tanto ∇× ν⃗ ⊥ ν⃗ y la ecuación (1.40) es integrable. Considerando z como un
parámetro en (1.40) obtenemos la ecuación

(8) La variable z aparece en esta relación ya que estamos utilizando una versión paramétrica
del Teorema de la dependencia funcional donde z juega el papel del parámetro.
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y zd x +2xzd y = 0

de donde z = 0 (que proporciona una superficie integral de (1.40)) o yd x +2xd y = 0.
Esta última ecuación se puede reescribir como d x

x +2 d y
y = 0 que se puede integrar

inmediatamente

d
(
ln x +2ln y

)= 0 ⇔ ln x +2ln y = cte ⇔ x y2 = c.

Ahora buscamos c = c(z) para que

x y2 = c(z) (1.41)

sea solución de (1.40). Derivando en (1.41) tenemos y2d x + 2x yd y − c ′(z)d z = 0 y
comparando con (1.40)

y

z
=−c ′(z)

x y
⇒ zc ′(z)+x y2 = 0 ⇒ zc ′(z)+ c(z) = 0 ⇒ c(z) = c

z
.

La solución general de (1.40) es por tanto x y2z = c = cte (que incluye la solución z = 0
aparecida anteriormente para c = 0 y que además proporciona otras dos soluciones
lineales x = 0 e y = 0(9)).

Obsérvese que un factor integrate para (1.40) es µ= 1
x y z ya que

µω= d x

x
+2

d y

y
+ d z

z
= d

(
ln x +2ln y + ln z

)= d
(
ln

(
x y2z

))
.

Ejemplo 1.26. Consideremos la ecuación

θ = udu −xd x −
√

u2 −x2d y = 0. (1.42)

Puesto que

dθ =−
(

up
u2 −x2

du − xp
u2 −x2

d x

)
∧d y = xp

u2 −x2
d x ∧d y + up

u2 −x2
d y ∧du

tenemos

θ∧dθ =
(

xup
u2 −x2

− xup
u2 −x2

)
d x ∧d y ∧du = 0

y la ecuación (1.42) es integrable. Losdosprimeros sumandoenθ sugieren considerar
la variable y como un parámetro y ensayar una solución de la forma u2 −x2 =ϕ(y)
(aquí ϕ(y) es c(y)). Derivando y comparando con (1.42) debemos tener

ϕ′(y)p
u2 −x2

= 2 ⇔ ϕ′(y) = 2
√
ϕ(y).

Integrando encontramos que ϕ(y) = (y + c)2 y la solución general de (1.42) es u2 =
x2 + (y + c)2 donde c ∈R es una constante real arbitraria.
(9) Todas ‘singulares’ respecto a la ecuación (1.40).
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Observación 1.27. Otra forma de integrar la ecuación (1.40) es observar que los tér-
minos en d x y d z suman y zd x +x yd z = yd

(
xz

)
y por tanto (1.40) es equivalente a

yd
(
xz

)+2xzd y = 0. Si ahora hacemos t = xz esta ecuación se reduce a la ecuación
ordinaria yd t + 2td y = 0 que podemos integrar inmediatamente pues entonces
d t/t +2d y/y = 0 ⇒ d

(
ln t +2ln y

)= 0 ⇒ d
(

ln(t y2)
)= 0 ⇒ t y2 = c ⇒ xz y2 = c.

De igual forma, la ecuación (1.42) se puede reescribir como d
(
u2 − x2

) −
2
p

u2 −x2d y = 0 por lo que, con t 2 = u2 − x2, se tiene d
(
t 2

)−2td y = 0 ⇒ 2td t −
2td y = 0 ⇒ d

(
t − y

)= 0 ⇒ t = y + c ⇒ t 2 = (y + c)2 ⇒ u2 = x2 + (y + c)2.

De la mismamanera se puede tratar el caso n-dimensional

ω=ω1d x1 +ω2d x2 +·· ·+ωnd xn = 0 (1.43)

donde ω j son funciones suaves de n variables reales (x1, x2, . . . , xn).
Para 1 ≤ i < j ≤ n, seaΩi j = ∂ω j

∂xi
− ∂ωi

∂x j
. Puesto que

dω=
∑

1≤i< j≤n

(
∂ω j

∂xi
− ∂ωi

∂x j

)
d xi ∧d x j =

∑
1≤i< j≤n

Ωi j d xi ∧d x j

tenemos

ω∧dω=
( ∑

1≤k≤n
ωk d xk

)
∧

( ∑
1≤i< j≤n

Ωi j d xi ∧d x j

)
=

∑
1≤k<i< j≤n

ωkΩi j d xk ∧d xi ∧d x j

−
∑

1≤i<k< j≤n
ωkΩi j d xi ∧d xk ∧d x j +

∑
1≤i< j<k≤n

ωkΩi j d xi ∧d x j ∧d xk

=
∑

1≤i< j<k≤n

(
ωiΩ j k −ω jΩi k +ωkΩi j

)
d xi ∧d x j ∧d xk

=
∑

1≤i< j<k≤n

(
ωkΩi j +ωiΩ j k +ω jΩki

)
d xi ∧d x j ∧d xk

donde hemos usado la propiedadΩi j +Ω j i = 0. Por tanto, ahora tenemos las
(n

3

)=
n(n −1)(n −2)/6 condiciones de integrabilidad

ωkΩi j +ω jΩki +ωiΩ j k = 0, 1 ≤ i < j < k ≤ n. (1.44)

En general, la idea en la Observación 1.27 proporciona el método de inte-
gración de Euler y consiste en la reducción sucesiva que hemos realizado en los
ejemplos anteriores.

Supongamos que queremos integrar la ecuación (1.43). Primero consideramos
todas las variables excepto dos (digamos x1 y x2) como parámetros e integrando la
ecuación ω1d x1 +ω2d x2 = 0 obtenemos una solución u(x1, x2, . . . , xn) = c. Cuando
ω satisface las condiciones de integrabilidad (1.44) podemos usar u como nueva
variable para eliminar las variables x1 y x2 de la ecuación (1.43) que tomará la forma
du +α3d x3 +α4d x4 +·· ·+αnd xn = 0 donde ahora, α3,α4, . . . ,αn son funciones de
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u, x3, x4, . . . , xn . Repetimos este proceso con, por ejemplo, u y x3 (o con cualquier
otro par de variables adecuadas) para encontrar una función v = v(u, x3, x4, . . . , xn)
que reduce la ecuación a d v +β4d x4 +β5d x5 +·· ·+βnd xn = 0 y así sucesivamente.
Tras a lo sumo n −2 iteraciones conseguiremos integrar (1.43)(10).

Ejemplo 1.28 (El método de Euler para una ecuación de Pfaff en cuatro variables). Es
fácil comprobar que la ecuación

ω= z(y + z)d x + z(u −x)d y + y(x −u)d z + y(y + z)du = 0 (1.45)

satisface la condición de integrabilidad ω∧dω= 0. Para integrarla, en primer lugar
consideramos las variables z yu comoparámetros y resolvemos (1.45) en las variables
x e y

z(y + z)d x + z(u −x)d y = 0.

Para z ̸= 0, esta ecuación es equivalente a

d x

u −x
+ d y

y + z
= 0 ⇔ d

(
ln

(
y + z

)− ln
(
u −x

))= 0 ⇔ d
(
ln

( y + z

u −x

))
= 0 ⇔ ζ= y + z

u −x
= cte.

Ahora eliminamos las variables x e y de (1.45) usando ζ como nueva variable: como

dζ= y + z

(u −x)2 d x + d y

u −x
+ d z

u −x
− y + z

(u −x)2 du

⇓
(u −x)2dζ= (y + z)d x + (u−x)d y + (u −x)d z − (y + z)du,

multiplicando por z y teniendo en cuenta (1.45) se sigue que

z(u −x)2dζ= z(u −x)d z − z(y + z)du − y(x −u)d z − y(y + z)du

= (y + z)(u −x)d z − (y + z)2du

y por tanto

zdζ= y + z

u −x
d z −

( y + z

u −x

)2
du = ζd z −ζ2du.

Así, hemos reducido el problema a otro con tres variables que es de integración
inmediata;

zdζ= ζd z −ζ2du ⇔ du = ζd z − zdζ

ζ2 = d

(
z

ζ

)
⇔ z

ζ
−u = c ⇔ z −uζ= cζ

e insertando la expresión de ζ concluimos que la solución de (1.45) es

(x + c)z + (u + c)y = 0

con c ∈R arbitraria.
(10) Estemismométodo permite ver que las condiciones de integrabilidad (1.44) son suficientes

para la existencia de un factor integrante de la ecuación (1.43).
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El siguiente Teorema justifica los métodos de integración de Natani y Euler(11)

Teorema 1.29. Sea ω una 1-forma suave en Rn × R (con coordenadas (x, t ), x =
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn y t ∈ R) y descompongamos ω=ωt +R d t donde ωc es la restric-
ción de ω al hiperplano t = c = cte. Si ω satisface la condición de integrabilidad de
Frobenius, es decir, si ω∧dω= 0, entonces ωt también y existe una función suave de
una variable c = c(t ) tal que la solución de la ecuación de Pfaff ω= 0 viene dada por
u = cte donde u(x, t ) = vt (x)−c(t ) y vt es la solución de la ecuación de Pfaff ωt = 0 en
Rn .

Demostración. Si ω=∑n
j=1ω j d x j +R d t entonces ωt =

∑n
j=1ω j (·, t )d x j donde ω j =

ω j (x, t ) y R(x, t ) son dos funciones suaves en Rn+1. Sin pérdida de generalidad su-
pongamos que ωt ̸= 0. Derivando tenemos

dω=
n∑

j=1
dω j ∧d x j +dR ∧d t =

n∑
j=1

(
dxω j +∂tω j d t

)∧d x j +dR ∧d t

=
n∑

j=1
dxω j ∧d x j +

(
dR −

n∑
j=1

∂tω j d x j

)
∧d t = dxωt +S[ω]∧d t

donde
S[ω] = dR −

n∑
j=1

∂tω j d x j .

Por tanto

ω∧dω= (
ωt +R d t

)∧ (
dxωt +S[ω]∧d t

)=ωt ∧dxωt +
(
ωt ∧S[ω]−R dxωt

)∧d t

y puesto que en el primer sumando no aparece d t , la condición de Frobenius
ω∧ dω = 0 equivale a ωt ∧ dxωt = ωt ∧ S[ω] − R dxωt = 0. En particular, ωt tam-
bién satisface la condición de integrabilidad en Rn . Sean entonces µt

/
vt un factor

integrante
/
integral para ωt , es decir, µtωt = dx vt . Si µ(·, t ) = µt (·) y v(·, t ) = vt (·),

entonces

µω=µ(
ωt +R d t

)=µtωt +µR d t = dx vt +µR d t = d v − (
∂t v −µR

)
d t = d v −T d t

donde T = ∂t v −µR. Esto implica que

dT ∧d t =−d(µω) =−dµ∧ω−µ∧dω ⇒ ω∧dT ∧d t = dµ∧ (ω∧ω)−µ(ω∧dω) = 0

y por tanto dT ∧d v ∧d t = 0. Como d v ∧d t =µω∧d t =µtωt ̸= 0, por el Teorema de
la dependencia funcional existe una función suaveψ tal que T =ψ(t , v). Por último,
si c(t ) es solución de ċ =ψ(t ,c) y u = v − c, entonces du = d v − ċd t = d v −ψ(t ,c)d t
por lo que existe τ= τ(t , v) ̸= 0 (un factor integrante para la 1-forma d v −ψ(t , v)d t)
tal que τ

(
d v −T d t

)= du. Así, τµω= du y la solución deω= 0 es u = c ⇔ v = c(t )+c
donde c ∈R es una contante arbitraria. ◀

(11) Resulta ilustrativo comparar su demostración con las técnicas de integración en los ejem-
plos anteriores.



2

Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de
primer orden. Estructuras de contacto

Al contrario de lo que ocurre con ecuaciones diferenciales ordinarias, no dis-
ponemos de una teoría unificada para las ecuaciones en derivadas parciales: algunas
ecuaciones tienen su propia teoría(1) pero otras no se pueden enmarcar en ninguna.
Esto se debe a que su geometría esmás complicada. En el caso de ecuaciones ordina-
rias, cualquier campo de vectores determina localmente sus curvas integrales (este
es precisamente el contenido del Teorema Fundamental de existencia y unicidad
para ecuaciones ordinarias que hemos estudiado en el Grado), pero como hemos
visto en el Capítulo anterior, cuando se trata de (ciertas) ecuaciones en derivadas
parciales, hemos de considerar distribuciones de subespacios de dimensión ma-
yor que 1. Como muestra el Teorema de Frobenius, incluso las distribuciones de
planos en el espacio tri-dimensional genéricamente no son integrables (recuérde-
se el sistema (1.2) en el ejemplo 1.1 del Capítulo anterior). De hecho, la geometría
subyacente en (1.2) corresponde a la estructura de contacto canónica de la 3-esfera
S3 : |z|2 +|w |2 = 1 ,→C2(2).

Parte de la teoría de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (aquella
que se refiere auna sola ecuaciónescalar deprimerorden) sepuede reducir al estudio
de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Esto es posible, físicamente
hablando, porque los sistemas de partículas sin interacciones se pueden describir
por la ecuación diferencial en derivadas parciales del campo o por las ecuaciones
ordinarias de las partículas.

En este Capítulo y siguiendo parte de lasmonografías [1, 2] desarrollaremos es-
ta teoría (quematemáticamente se reduce a la geometría de las llamadas estructuras
de contacto).

En lo que sigue, consideraremos el caso en el que existe una teoría completa,
a saber, el caso de ecuaciones de primer orden. Desde el punto de vista físico, este es

(1) Como las ecuaciones elípticas modeladas por la ecuación de Laplace.
(2) Mas concretamente con la del grupo de Heisenberg en su forma polarizada (Observación

1.2).
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el caso de la dualidad que ocurre cuando se trata de describir un fenómeno usando
ondas o partículas. El campo satisface cierta ecuación de primer orden en derivadas
parciales, la evolución de la partículas se describemediante ecuaciones diferenciales
ordinarias y existe unmétodo que reduce la ecuación en derivadas parciales a un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias: de esta forma se puede reducir el
estudio de propagación de ondas al estudio de evolución de partículas.

Como ya hemos dicho, la integración de ecuaciones diferenciales de primer
orden se reduce a la integración de un sistemade ecuaciones diferenciales ordinarias
llamadas ecuaciones características. Esta reducción se basa en un simple argumento
geométrico sobre la formación de superficies partiendo de una familia de curvas.
Empezaremos con este argumento geométrico para después aplicarlo a la resolución
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

2.1. Ecuaciones lineales y cuasilineales

Sea X un campo de vectores

Definición 2.1. Una subvaridedad Γ de Rn se dice que es una variedad integral de X
si X es tangente a Γ en cada punto.

Es inmediato observar que Γ⊂Rn es una subvariedad integral de X si, y sólo si, Γ
contiene, para cada a ∈ Γ, un arco de la curva integral de X que pasa por a.

Definición 2.2. Sea Γ ⊂ Rn una variedad de dimensión k. El problema de Cauchy
para X con variedad inicial Γ consiste en encontrar una variedad integral de X de
dimensión k +1 que contenga a Γ.

Γ

·Nótese que, en general, las curvas integrales de X que pa-
sanporΓno formanuna subvariedad incluso localmente
(figura adjunta).

A este respecto

Definición 2.3. Un punto en una variedad inicial Γ se dice característico en la direc-
ción de X si en ese punto X es tangente a Γ.

Como consecuencia inmediata del Lema de rectificación 1.4 tenemos

Teorema 2.4. Sea X un campo y a ∈ Γ un punto de una variedad inicial de dimensión
k no característico en la dirección de X . Entonces existe una variedad integral de X
que contiene un entorno de a en esta variedad integral. Esta variedad es única en
el sentido de que cualquier otra variedad integral que contenga a a en su interior
coincide con ella en un entorno (relativo) de a.
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2.1.1. La ecuación lineal homogénea de primer orden

Una ecuación lineal homogénea de primer orden es una ecuación de la forma

LX u = 0 (2.1)

donde X es un campo de vectores suave.
Si X =∑

i X i ei , (2.1) se puede reescribir

X 1(x)
∂u

∂x1
+X 2(x)

∂u

∂x2
+·· ·+X n(x)

∂u

∂xn
= 0.

Definición 2.5. El campo X se llama campo característico de la ecuación (2.1) y
sus curvas integrales, curvas características. La ecuación ẋ = Xx se llama ecuación
característica de (2.1).

Obsérvese que, de la propia definición, una función u es una solución de la ecuación
(2.1) si, y sólo si, es una integral primera de su ecuación característica.

Definición 2.6. El problema de Cauchy para la ecuación (2.1) consiste en encontrar
una solución u tal que u

∣∣
Γ = g donde Γ es alguna hipersuperficie suave (dimΓ= n−1)

y g es una función definida en ella.

LahipersuperficieΓ se llamahipersuperficie inicial y a la función g eldato o condición
inicial.

En general tal problema no siempre tiene solución: en cada característica
la solución u es constante. Sin embargo, una característica puede intersecar la
hipersuperficie inicial Γ varias veces (ver la figura tras la Definición 2.2). Si los valores
del dato inicial g son diferentes en esos puntos, el correspondiente problema de
Cauchy no tiene solución en ningún entorno de la característica en cuestión.

Definición 2.7. Un punto a en la hipersuperficie inicial Γ se dice no característico si
la característica que pasa por este punto es transversal (no tangente) a Γ en a.

Al igual que para el Teorema 2.4 y de nuevo como consecuencia del Lema 1.4 tenemos

Teorema 2.8. El problema de Cauchy para la ecuación (2.1) tiene solución local única
en algún entorno de cualquier punto no característico.

Observación 2.9. Las soluciones de cualquier ecuación diferencial ordinaria forma
una variedad de dimensión finita; cualquier solución viene determinada unívoca-
mente por una colección finita de condiciones iniciales. El Teorema 2.8 muestra que
para ecuaciones lineales homogéneas en derivadas parciales de primer orden en n
variables ‘hay tantas soluciones como funciones de n −1 variables’. Este fenómeno
es análogo en el caso general de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden.
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Ejemplo 2.10. Consideremos el problemax
∂u

∂y
− y

∂u

∂x
= 0

u(x,0) = g (x), x > 0.

(2.2)

La variedad inicial es Γ : y = 0, x > 0 y la ecuación en (2.2) es lineal homogénea con
X = x∂/∂y − y∂/∂x.

Su sistema característico es {
ẋ =−y

ẏ = x

cuya solución es {
x(t ) = x0 cos t + y0 sen t

y(t ) = x0 sen t − y0 cos t

si x(0) = x0 e y(0) = y0. Así, si y0 = 0 y x0 > 0 (para que el punto inicial (x0, y0) ∈ Γ) y
u es solución de (2.2), entonces

d

d t
u(x0 cos t , x0 sen t ) =−x0 sen t

∂u

∂x
(x0 cos t , x0 sen t )+x0 cos t

∂u

∂y
(x0 cos t , x0 sen t )

=
(

x
∂u

∂y
− y

∂u

∂x

)
(x0 cos t , x0 sen t ) = 0

para todo t ∈R. Así, u(x0 cos t , x0 sen t ) = u(x0,0) = g (x0) para todo t ∈R, es decir, u
es radial y por tanto u(x, y) = g

(√
x2 + y2

)(3).
Obsérvese que el grafo de la solución viene parametrizado por

x = x0 cos t

y = x0 sen t

z = g (x0)

y representa la solución incluso si en la condición inicial se suprime la condición
x > 0 (en tal caso el punto (0,0) es singular(4)).

2.1.2. La ecuación lineal no homogénea de primer orden

La ecuación lineal no homogénea de primer orden es

LX u = f (2.3)

(3) Si x = x0 cos t e y = x0 sen t con x0 > 0, entonces x0 = (x2 + y2)1/2. De hecho es un simple
ejercicio ver que la expresión polar del campo X es ∂/∂θ y las soluciones de la ecuación en
(2.2) deben ser independientes de θ, es decir, radiales.

(4) Hecho que es consecuencia de que la ecuación en (2.2) también es singular en (0,0).
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donde, como antes, X es un campo de vectores y f = f (x) es una función suave. En
coordenadas, si X =∑

i X i ,

X 1(x)
∂u

∂x1
+X 2(x)

∂u

∂x2
+·· ·+X n(x)

∂u

∂xn
= f (x).

El problema de Cauchy para la ecuación (2.3) se puede formular de la misma forma
que para la ecuación (2.1).

Teorema 2.11. En un entorno suficientemente pequeño de un punto no característico
en una hipersuperficie inicial Γ, el problema de Cauchy para (2.3) tiene una única
solución. Esta solución viene dada por

u(ϕt (x)) = g (x)+
∫ t

0
f (ϕτ(x))dτ, x ∈ Γ

donde ϕt es el flujo de X definido en (1.7).

Demostración. De (1.8) y (1.9)

d

d t
u(ϕt (x)) =LX u(ϕt (x)) = f (ϕt (x))

si u es solución de (2.3). Así, la ecuación (2.3) significa que la derivada de la solución
a lo largo de la característica es la función conocida f y por tanto,

u(ϕt (x)) = g (x)+
∫ t

0
f (ϕτ(x))dτ

si u es solución del problema de Cauchy para (2.3) y x ∈ Γ. ◀

2.1.3. La ecuación cuasilineal de primer orden

Una ecuación cuasilineal de primer orden es una ecuación de la forma

X 1(x,u)
∂u

∂x1
+X 2(x,u)

∂u

∂x2
+·· ·+X n(x,u)

∂u

∂xn
= f (x,u) (2.4)

es decir, una ecuación lineal en la que los coeficientes puedendepender de la función
incógnita u.

Ejemplo 2.12. Consideremos unmedio homogéneo que consiste en partículas que
se mueven a lo largo de una recta en un sistema inercial (sin interacciones) por
lo que la velocidad de cada partícula permanece constante (figura 2.1). Si v(x, t )
denota la velocidad de la partícula en el punto x en el instante t , por la ley de New-
ton, su aceleración es cero. Si x = x(t ) denota la posición de la partícula, entonces
ẋ(t ) = v(x(t ), t ) y ẍ(t ) = ∂v

∂x ẋ + ∂v
∂t , Consecuentemente, el campo de velocidades v de

partículas sin interacciones satisface la ecuación cuasilineal

v
∂v

∂x
+ ∂v

∂t
= 0. (2.5)
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•
x
v (x , t )

Figura 2.1. Partícula en una recta

2.1.4. Características de las ecuaciones cuasilineales de primer orden

En el Ejemplo 2.12 se puede apreciar la utilidad de pasar del campode velocida-
des al movimiento de las partículas para el caso particular de la ecuación cuasilineal
(2.5). Algo similar se puede hacer en el caso de la ecuación general (2.4) donde el
papel del movimiento de las partículas lo juega ciertas curvas en el producto del
dominio y el rango de la función incógnita: estas curvas se llaman características de
la ecuación cuasilineal.

La ecuación cuasilineal (2.4) para la función u : Rn → R significa que si un
punto x0 empieza a moverse en Rn con velocidad X(x0,u0), entonces el valor de la
función empieza a cambiar con velocidad f (x0,u0). En otras palabras, el campo
X̃(x,u) = X(x,u)+ f (x,u) ∂

∂u es tangente al grafo de u. En efecto, en coordenadas (x,u) ∈
Rn ×R, la función definidora del grafo de u es ϱ(x,u) = u −u(x) y X̃ϱ= f −X u = 0 si
u es solución de (2.4).

Definición 2.13. Al campo X̃ se le llama campo característico y a sus curvas inte-
grales características de la ecuación (2.4). El sistema de ecuaciones diferenciales que
determina estas características se denomina sistema característico de la ecuación
(2.4). Más precisamente, el sistema característico de (2.4) es{

ẋ = X(x,u)

u̇ = f (x,u),

es decir, 

ẋ1 = X 1(x1, x2, . . . , xn ,u)

ẋ2 = X 2(x1, x2, . . . , xn ,u)

...
ẋn = X n(x1, x2, . . . , xn ,u)

u̇ = f (x1, x2, . . . , xn ,u)

si x = (x1, x2, . . . , xn) ∈Rn .

Por ejemplo, el sistema característico para la ecuación (2.5) es
ẋ = v

ṫ = 1

v̇ = 0
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y por consiguiente, sus características son las líneas rectas{
x = a +bt

v = b.

Observación 2.14. Una ecuación lineal es un caso especial de una cuasilineal. Sin
embargo, las características de una ecuación lineal no son las mismas que cuando
se considera como una ecuación cuasilineal: las características de una ecuación
lineal son curvas en Rn mientras que para ecuaciones cuasilineales son curvas en
Rn ×R. Las características de una ecuación lineal son las proyecciones de Rn ×R a
Rn de las características cuando la misma ecuación se considera como cuasilineal.

Como consecuencia tenemos

Teorema 2.15. Una función u es solución de una ecuación cuasilineal si, y sólo si, su
grafo contiene (localmente) a las características de la ecuación.

Demostración. Esto es consecuencia inmediata de la tangencia del campo carac-
terístico al grafo de u (ver la discusión inmediatamente anterior a la Definición
2.13). ◀

Consecuentemente, determinar las soluciones de una ecuación cuasilineal se reduce
a encontrar sus características. Conocidas las características, basta usarlas para
construir una subvariedad que sea el grafo de una función: la función así construida
será una solución de la ecuación cuasilineal y cualquier solución se puede obtener
de esta manera.

2.1.5. El problema de Cauchy para ecuaciones cuasilineales de primer orden

SeaΓ⊂Rn unahipersuperficie (una subvariedadde codimensión 1) y g : Γ→R

una función suave. Análogamente a la definición 2.6, el problema de Cauchy para la
ecuación (2.4) con dato g sobre Γ consiste en encontrar una solución u que coincida
con g sobre Γ.

Por el Teorema 2.15, la solución de este problema se reduce a la solución del
problema de Cauchy para el campo característico: el grafo Γ̃ de g sobre Γ (que es una
subvariedad de Rn ×R de codimensión 2) es la variedad inicial para el dato g sobre
Γ. Como para ecuaciones lineales, la condición inicial (Γ, g ) se dice no característica
para la ecuación (2.4) en el punto x0 ∈ Γ si el vector X(x0,u0) (u0 = g (x0)) no es tangente
a Γ en x0.

Observación 2.16. Si la ecuación es lineal, X no depende de u y esta noción coincide
con la considerada para tales ecuaciones (Definición 2.7). Sin embargo, para ecua-
ciones cuasilineales en general, sólo un punto (x0,u0) ∈ Γ̃ puede ser característico o
no pero no podemos hablar de que un punto x0 ∈ Γ sea característico.
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Teorema 2.17. Para una condición inicial no característica en un punto x0, el pro-
blema de Cauchy para la ecuación cuasilineal (2.4) tiene una única solución local.

Demostración. Si la condición inicial no es característica en x0 tenemos:

• El campo característico X̃ no se anula en un entorno del punto (x0,u0).
• La dirección característica no es tangente a la variedad inicial Γ en x0 y por
tanto lo será en alguno de sus entornos. Consecuentemente, por el Teorema 2.4,
la variedad integral local del campo característico que contiene a la variedad
integral Γ existe y es única.

• El espacio tangente en (x0,u0) a la variedad integral no es vertical (no contiene
el eje u). La variedad integral es localmente el grafo de una función que, por el
Teorema 2.15, es solución de (2.4). ◀

Ejemplo 2.18. Sea Γ : y = 0 y consideremos el problema de valor inicial
∂u

∂x
+ ∂u

∂y
= u2

u = g en Γ.

El sistema característico para esta ecuación cuasilineal es
ẋ = 1

ẏ = 1

u̇ = u2

y su solución 
x = x0 + t

y = y0 + t

u = u0

1−u0t
.

Para (x0, y0) ∈ Γ, y0 = 0 y u0 = g (x0). Eliminando x0 y t obtenemos

u = g (x0)

1− g (x0)t
= g (x − y)

1− y g (x − y)

siempre que y g (x − y) ̸= 1.

2.2. La ecuación no lineal de primer orden

La ecuación no lineal general de primer orden, como las lineales o cuasiliena-
les, pueden ser integradas mediante características. Sin embargo, mientras que para
ecuaciones lineales las características están contenidas en Rn y para ecuaciones
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cuasilineales en Rn ×R, las características para la ecuación general están contenidas
en el espacio J 1(Rn ,R) de 1-jets de funciones en Rn .

La integración de la ecuación en derivadas parciales no lineal de primer orden
sigue argumentos geométricos relacionados con la estructura de contacto canónica
en el espacio de 1-jets.

2.2.1. Estructuras de contacto

Una estructura de contacto en una variedad M es una distribución de hiper-
planos en M que satisface una condición de ‘no integrabilidad maximal’ que, como
veremos, es el extremo opuesto a la condición de integrabilidad de Frobenius.

Como sabemos, una distribución de hiperplanos en M se puede representar
por una 1-forma α sin ceros en M . Esta 1-forma está determinada salvo multipli-
cación por una función sin ceros en M : los hiperplanos en la distribución son los
núcleos de esta 1-forma (los subespacios del espacio tangente donde la forma se
anula).

Ejemplo 2.19. En M =R2n+1 con coordenadas (x,u, p) donde x = (x1, x2, . . . , xn), p =
(p1, p2, . . . , pn) ∈ Rn y u ∈ R, podemos considerar la 1-forma α = du − pd x = du −∑n

j=1 p j d x j . Esta 1-forma no se anula en ningún punto por lo que define una distri-
bución α= 0 de hiperplanos en M .

Definición 2.20. Una 1-forma α se dice de contacto en una variedad si no se anula
en ningún punto y su derivada exterior dα define una 2-forma no degenerada sobre
cada hiperplano αx = 0(5).

Ejemplo 2.21. La 1-forma considerada en el ejemplo 2.19 es una forma de contacto.
En efecto, su diferencial exterior es dα=∑n

j=1 d p j ∧d x j y, en el hiperplano α= 0,
podemos considerar las coordenadas (x, p) en las que la matriz asociada a dα

∣∣
α=0

es
(

0 −1
1 0

)
donde 1 denota la matriz identidad de orden n. El determinante de esta

matriz es igual a 1 y por tanto, la 2-forma dα no es degenerada en α= 0.
Nótese el paralelismo con la estructura compleja J (multiplicar por i =

p
−1)

en Cn . Si z = (z1, z2, . . . , zn) = x + i p con z j = x j + i p j donde x = (x1, x2, . . . , xn) y
p = (p1, p2, . . . , pn) ( j = 1,2, . . . ,n), entonces J z = i z ⇔ J

( x
p
) = (−p

x

)
. Por tanto la

matriz asociada a J es precisamente la matriz anterior.

Observación 2.22. Formas bilineales antisimétricas no degeneradas sólo existen en
espacios de dimensión par(6). Consecuentemente, las formas de contacto sólo exis-
ten en variedades de dimensión impar.
(5) Una forma bilineal ω : E ×E →R sobre un espacio vectorial real E es no degenerada si para

cualquier ζ⃗ ∈ E \
{
0
}
existe η⃗ ∈ E tal que ω(⃗ζ, η⃗) ̸= 0.

(6) Con la notación de la nota (5) anterior, la matriz Ω asociada a tal forma debe ser antisi-
métrica, es decir, Ω⊤ = −Ω y por tanto detΩ = (−1)dimE detΩ. Así, detΩ = 0 si dimE es
impar.
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Definición 2.23. Una estructura de contacto en una variedad M es una distribución
de hiperplanos tangentes localmente definidos por una 1-forma de contacto. Los
hiperplanos de la distribución se llaman hiperplanos de contacto. Denotaremos por
Πx al hiperplano de contacto en el punto x.

Observación 2.24. Si una distribución de contacto Π está localmente definida por
una forma de contacto α, cualquier otra es múltiplo funcional de esta, es decir,
debe ser de la forma β= f α ( f sin ceros). Puesto que dβ= d f ∧α+ f dα y d f ∧α se
anula en Π vemos que dβ= f dα sobre Π y por tanto β es otra forma de contacto
asociada a Π. Esto quiere decir que la estructura de contacto está determinada por
la distribución Π es sí.

Por otro lado, de la Observación 2.22, las estructuras de contacto sólo pueden
existir en variedades de dimensión impar.

Como recoge el siguiente resultado, las variedades integrales de una estruc-
tura de contacto deben tener codimensión alta (ver la Observación 2.32(b) para su
demostración).

Proposición 2.25. La dimensión de las subvariedades integrales de una distribución
de contacto en una variedad de dimensión 2n +1 es a lo sumo n.

Para cualquier distribución de contacto en una variedad de dimensión 2n +1
siempre existen subvariedades integrales de dimensión máxima n. Estas se denomi-
nan subvariedades de Legendre.

2.2.2. La estructura de contacto en el espacio de 1-jets

Sea Σ una variedad de dimensión n y consideremos el espacio de 1-jets
J 1(Σ,R) de funciones. El 1-jet de una función u en Σ en un punto x ∈ Σ es la tri-
pleta (x,u(x),du(x)) formada por x, el valor de u en x y la diferencial de u en x. Así,
la dimensiónde J 1(Σ,R) es 2n+1: si (x1, x2, . . . , xn) es un sistema local de coordenadas
en Σ, entonces el 1-jet de u se puede representar por (x1, x2, . . . , xn ;u; p1, p2, . . . , pn)
con p j = ∂u/∂x j (x)(7).

Definición 2.26. La estructura de contacto estándar en J 1(Σ,R) viene dada por la
1-forma α= du −pd x donde pd x =∑n

j=1 p j d x j .

Observación 2.27. En el Ejemplo 2.19 y 2.21 ya hemos visto que α es una 1-forma de
contacto en R2n+1 y no es difícil ver que α definida localmente de esta forma usando
coordenadas no depende de la elección de (x1, x2, . . . , xn), es decir, está globalmente
definida.

(7) Obsérvese que el 1-jet de una función u en x se puede identificar con su desarrollo de
Taylor de orden 1 en x.
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Definición 2.28. El 1-grafo G 1
u de una función u : Σ→R es la subvariedad que con-

siste en los 1-jets de u en todos los puntos de Σ, es decir,

G 1
u = {

(x,u(x),du(x))
/

x ∈Σ}
.

Los 1-grafos de funciones determinan la estructura de contacto estándar en el espa-
cio de 1-jets. El siguiente teorema recoge su relación.

Teorema 2.29. La estructura de contacto estándar en el espacio de 1-jets de funciones
en Σ se anula en los hiperplanos tangentes a todos los 1-grafos de funciones en Σ. La
unión de los hiperplanos tangentes a todos los 1-grafos de funciones en Σ coincide
con el hiperplano de contacto estándar en J 1(Σ,R) (en cada uno de sus puntos).

Demostración. La primera afirmación sigue inmediatamente de la definición de la
diferencial du = pd x de una función u : Σ→R. La segunda, sigue de existencia de
funciones con derivadas parciales prescritas en un punto dado. ◀

Nótese que la Observación 2.27 es un corolario de este Teorema.

2.2.3. Geometría en una hipersuperficie en una variedad de contacto

SeaM 2n+1 una variedadde contacto yE 2n ,→ M 2n+1 unahipersuperficie suave
en M 2n+1.

Definición 2.30. E 2n se dice no característica en M 2n+1 si sus hiperplanos tangentes
y los hiperplanos de contacto son transversales en todos sus puntos, es decir, su suma
vectorial coincide con el espacio tangente a M 2n+1(8).

La intersección del hiperplano tangente a una hipersuperficie no característica con
el hiperplano de contacto en un punto dado se llama plano característico en ese
punto

Px = Tx E ∩Πx , x ∈ E . (2.6)

En esta situación, los planos característicos definen una distribución en E 2n de
dimensión 2n −1. Resulta que la estructura de contacto define una línea, llamada
dirección característica, en estos planos característicos.

El complemento anti-ortogonal
Para definir la dirección característica, hemos de recordar que, análogamente

a lo que se hace con productos interiores, en un espacio vectorial con una forma
bilineal no degenerada siempre podemos considerar complementos ortogonales.
En este caso, la ‘ortogonalidad’ de un par de vectores dados se define por anulación
de la forma en el par.

(8) Equivalentemente, su intersección es un espacio de dimensión 2n −1.
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• Sea (V , g ) un espacio euclídeo (V es un espacio vectorial y g un producto inte-
rior en V ). A cada vector ζ⃗ ∈V le corresponde una 1-forma g (⃗ζ, ·) (el producto
escalar con el vector ζ⃗, es decir, el valor de esta 1-forma en el vector η⃗ ∈ V es
igual a g (⃗ζ, η⃗)(9). A una línea recta L le corresponde su complemento ortogonal
(el núcleo de la 1-forma correspondiente a cualquier vector no nulo en ella).
Cualquier subespacio de codimensión 1 es el complemento ortogonal de una
línea L (figura 2.2).

• Ahora sea (V ,ω) un espacio simpléctico (V es un espacio vectorial y ω una 2-
forma no degenerada en V (10)). Como antes, a cada vector ζ⃗ ∈V le corresponde
una 1-formaω(⃗ζ, ·) (el ‘producto escalar’ con ζ⃗), es decir, el valor de esta 1-forma
en el vector η⃗ ∈V esω(⃗ζ, η⃗)(11). A una línea recta L le corresponde su complemen-
to anti-ortogonal (el núcleo de la 1-forma correspondiente a cualquier vector no
nulo en ella) y cualquier subespacio de codimensión 1 es el complemento anti-
ortogonal deunaúnica líneaL enV (figura 2.3).Nóteseque eneste caso, siW ⊂V
es un subespacio de codimensión 1 y ξ⃗ ∈ L es un vector no nulo en su línea anti-
ortogonal, entonces W = ξ⃗⊥ω : = {

ω(⃗ξ, ·) = 0
}
ya que codim(W )=codim(⃗ξ⊥ω)=1.

Así, L ⊂W .

Al contrario de lo que sucede con la ortogonalidad respecto a productos interiores,
cualquier linea está contenida en su complemento anti-ortogonal. Esto es con-
secuencia de que ω(⃗ζ, ζ⃗) = −ω(⃗ζ, ζ⃗) = 0 para todo ζ⃗ ∈ V ya que ω es antisimétrica.

•

~ζ

g (~ζ, ·) = 0

Figura 2.2. Complemento ortogonal

•
~ζ

ω(~ζ, ·) = 0

Figura 2.3. Complemento anti-ortogonal

Proposición 2.31. Si todos los vectores de un subespacio en un espacio simpléctico
de dimensión 2n son anti-ortogonales unos a otros, entonces su dimensión (la del
subespacio) es a lo sumo n.

Demostración. El complemento anti-ortogonal de un subespacio de dimensión q
tiene dimensión 2n − q(12). Si q > n, entonces la dimensión de su complemento
anti-ortogonal es menor que n y el subespacio no puede ser anti-ortogonal a sí
mismo. ◀

(9) Por ejemplo, ∇u es el vector correspondiente a du.
(10) Que llamaremos simpléctica.
(11) El Hamiltoniano de una función h corresponde a dh.
(12) Esto es consecuencia de que la forma simpléctica no es degenerada.
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Observación 2.32. (a) En cualquier espacio simpléctico de dimensión 2n existen
subespacios anti-ortogonales a sí mismos de dimensión n. Se denominan subes-
pacios Lagrangianos.

(b) La Proposición 2.25 es una consecuencia inmediata de esta Proposición. Sea L
una variedad de Legendre de dimensión q en una variedad de contacto M 2n+1.
Puesto que ω= dα es un forma simpléctica en el plano de contacto, si X ,Y son
campos tangentes a L entonces, por el Lema 1.19, ω(X ,Y ) = Xα(Y )−Y α(X )−
α([X ,Y ]) = 0 ya que el conmutador [X ,Y ] sigue siendo tangente a L. Así, q debe
sermenor o igual quen (lamitad de la dimensión de la distribución de contacto).

Características sobre una hipersuperficie en un espacio simpléctico
Ahora retomamos la discusión sobre la geometría en hipersuperficies no

características en una variedad de contacto M 2n+1 de dimensión 2n+1. La dirección
característica lx en un punto no característico x ∈ E 2n en una hipersuperficie de
M 2n+1 es el complemento anti-ortogonal del plano característicoP 2n−1

x = Tx E 2n ∩
Π2n

x en el hiperplano de contacto (la 2-forma en αx = 0 ≡Π2n
x está definida por

dα
∣∣
Π2n

x
).

Definición 2.33. La dirección característica l en un punto no característico en una
hipersuperficie de una variedad de contacto es el complemento anti-ortogonal del
plano característico en el hiperplano de contacto.

Obsérvese que, por lo comentado anteriormente, la dirección característica está
contenida en el plano característico y que coinciden si n = 1.

Definición 2.34. Las curvas integrales del campo de direcciones características sobre
una hipersuperficie en una variedad de contacto se denominan características de la
hipersuperficie.

Sea Σq ,→ E 2n un subvariedad integral de la distribución de contacto(13). Un
punto x ∈ Σq es no característico si TxΣ

q no contiene a la línea característica que
pasa por x, es decir, si lx ̸⊂ TxΣ

q
x (equivalentemente, la dirección característica es

transversal a Σq en x).

El problema de Cauchy para el campo de direcciones características
Como antes, sea E 2n una hipersuperficie en una variedad de contacto M 2n+1

y Σn−1 ,→ E 2n una subvariedad integral de la distribución de contacto. El proble-
ma de Cauchy para la hipersuperficie E 2n con variedad inicial Σn−1 consiste en
encontrar una subvariedad integral de la distribución de contacto N n tal que
Σn−1 ,→ N n ,→ E 2n , es decir, que contenga a Σn−1 y continúe siendo una subva-
riedad de la hipersuperficie E 2n .

Como corolario del Teorema 2.4

(13) Por tanto, TxΣ
q ⊂P 2n−1

x = Tx E 2n ∩Πx para todo x ∈Σq y Σq es una subvariedad integral
de la distribución característica.
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Teorema 2.35. Sea x un punto no característico de una una variedad inicial Σn−1.
Entonces existe un entornoU de x tal que el problema de Cauchy con variedad inicial
Σn−1 ∩U en E n ∩U existe y es localmente única (cualquier par de soluciones con la
misma variedad inicial coinciden en un entorno de x).

Demostración. Basta aplicar el Teorema2.4 aΣn−1 y a cualquier campocondirección
característica(14). ◀

Observación 2.36. La variedadN n está ‘foliada’ por características, es decir, consiste
en la unión (disjunta) de las características que pasan por los puntos de la variedad
inicial Σn−1.

Aplicación a la ecuación no lineal en derivadas parciales de primer orden
Una ecuación no lineal en derivadas parciales de primer orden para una

función u : Rn → R define una hipersuperfice en el espacio M 2n+1 = J 1(Rn ,R) de
1-jets.

La ecuación diferencial general de primer orden es

Φ(x,u,∇u) = 0. (2.7)

La funciónΦ determina localmente una hipersuperficie E 2n ,→ M 2n+1,

E 2n = {
(x,u, p) ∈ M 2n+1 /

Φ(x,u, p) = 0
}

(2.8)

y, por el apartado 2.2.2, resolver (2.7) se reduce a encontrar las variedades integrales
de la estructura de contacto en M 2n+1 contenidas en E 2n que sean 1-grafos de
funciones.

Sea Γn−1 ⊂ Rn una hipersuperficie suave, g : Γn−1 → R una función suave y
E 2n ⊂ J 1(Rn ,R) la hipersuperficie suave dada por (2.8) que supondremos no caracte-
rística. Como en los apartados anteriores, el problema de Cauchy para la ecuación
(2.7) consiste en determinar una solución u : Rn →R de (2.7) tal que u

∣∣
Γn−1 = g .

Ahora, a partir del dato inicial de Cauchy (Γ, g ) construiremos la variedad
inicialΣn−1 para el correspondiente problemadeCauchy relativo a la hipersuperficie
(2.8). Claramente, los 1-jets en Σn−1 deben satisfacer

• el punto base del jet debe pertenecer a Γn−1,
• el valor de la función en ese punto debe ser el valor de g en ese punto,
• la restricción de la diferencial de la función al plano tangente a Γn−1 en ese
punto debe coincidir con la diferencial de g ,

• el jet debe pertenecer a E 2n (la hipersuperficie (2.8)).

Un punto en la variedad inicial se dice no característico para la ecuación (2.7)
si la proyección sobre Rn de la dirección característica en ese punto es transversal a
Γn−1. Esta noción es distinta a la considerada en la página 39 pero la implica. Así,
como consecuencia del Teorema 2.35 (que también proporciona un método de
construcción de soluciones) tenemos

(14) Localmente tal campo siempre existe.
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Teorema 2.37. Supongamos que un punto (x0,u0, p0) de la variedad inicial en el
espacio de 1-jets no es característico para la ecuación (2.7). Entonces, el problema de
Cauchy para la ecuación (2.7) tiene solución en algún entorno de x0 y es localmente
única (en el sentido que si dos soluciones de la ecuación en un entorno U de x0

satisfacen u
∣∣
Γn−1∩U = g

∣∣
Γn−1∩U , u(x0) = u0 y ∇u(x0) = p0, entonces coinciden en un

entorno de x0).

Expresiones explícitas
A continuación computaremos la expresión explícita del campo característico

en términos de la ecuación (2.7). Consideremos (x,u, p) las coordenadas en J 1(Rn ,R).
Por definición (ẋ, u̇, ṗ) ∈ T(x,u,p)E 2n ⇔ ∂xΦẋ +∂uΦu̇ +∂pΦṗ = 0 (que se obtiene por
diferenciación en la ecuación que define E 2n , es decir, enΦ= 0). Puesto que el vector
característico debe pertenecer al hiperplano de contacto, u̇ = p · ẋ (recuérdese que
la forma de contacto en J 1(Rn ,R) es α = du −p ·d x y por tanto, para que (ẋ, u̇, ṗ)
pertenezca al hiperplano de contacto α(x,u,p)(ẋ, u̇, ṗ) = u̇ −p · ẋ = 0). Eliminando u̇
en estas relaciones vemos que el plano característico P 2n−1

(x,u,p) viene dado por las
relaciones {(

∂xΦ+p ·∂uΦ
)

ẋ + (
∂pΦ

) · ṗ = 0

u̇ = p · ẋ.
(2.9)

La primera ecuación en (2.9) está escrita en coordenadas (x, p) que se pueden usar
como coordenadas en el hiperplano de contacto ya que este proyecta uno a uno
sobre el hiperplano (x, p) en J 1(Rn ,R) (la componente intermedia u viene dada por
la segunda relación en (2.9)). Resta encontrar el complemento anti-ortogonal de
P 2n−1

(x,u,p). Para ello primero observamos que el valor de dα= d x ∧d p en dos vectores
(ẋ, ṗ) y ( ˙̄x, ˙̄p) en el hiperplano de contacto es

d x ∧d p
(
(ẋ, ṗ), ( ˙̄x, ˙̄p)

)= ẋ · ˙̄p − ṗ · ˙̄x

y por tanto, el vector característico debe satisfacer ẋ · ˙̄p−ṗ · ˙̄x = 0. Pero, como la prime-
ra ecuación en (2.9) tiene la misma forma que esta última, la dirección característica
viene dada por ˙̄x =−∂pΦ, ˙̄p = ∂xΦ+p ·∂uΦ y, por supuesto, ˙̄u =−p ·∂pΦ. Sucede que
es el vector opuesto el que tradicionalmente se considera el vector característico.
Así, el sistema diferencial que satisfacen las características de (2.7) es

ẋ = ∂pΦ

u̇ = p ·∂pΦ

ṗ =−∂xΦ−p ·∂uΦ.

(2.10)

Ejemplo 2.38. Considérese el problema no lineal
∂u

∂x

∂u

∂y
= u

u(0, y) = y2.
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Para este caso,Φ= pq −u (aquí usamos la notación estándar en dos dimensiones
p1 = p, p2 = q) y el sistema característico (2.10) es

ẋ = q

ẏ = p

u̇ = 2pq

ṗ = p

q̇ = q.

Integrando tenemos 

x(t ) = x0 +q0(e t −1)

y(t ) = y0 +p0(e t −1)

u(t ) = u0 +p0q0(e2t −1)

p(t ) = p0e t

q(t ) = q0e t ,

donde, atendiendo a la condición de frontera, debemos tomar x0 = 0 y u0 = y2
0 .

Ahora debemos determinar p0 y q0. Puesto que u(0, y) = y2, q0 = ∂u/∂y(0, y0) =
2y0. Además, de la propia ecuación p0q0 = u0 = y2

0 ⇒ 2y0p0 = y2
0 ⇒ p0 = y0/2.

Consecuentemente, las relaciones anteriores se convierten en

x(t ) = 2y0(e t −1)

y(t ) = y0

2
(e t +1)

u(t ) = y2
0 e2t

p(t ) = y0

2
e t

q(t ) = 2y0e t .

Ahora, de las relaciones x = 2y0(e t −1)

y = y0

2
(e t +1)

tenemos y0 = 4y−x
4 y e t = 4y+x

4y−x y por tanto

u = y2
0 e2t ⇒ u = (x +4y)2

16
.

2.2.4. Derivación estándar del sistema característico

En este apartado y siguiendo [5, §3.2.1], presentamos la derivación del sistema
característico tal y como se recogería en un primer curso de ecuaciones en derivadas
parciales.
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Queremos resolver el problema de Cauchy para la ecuación (2.7) bajo la con-
dición u = g en una hipersuperficie Γ ,→Rn . Como hemos visto, el método reduce
este problema al sistema de ecuaciones ordinarias (2.10) que ahora deduciremos de
forma ‘elemental’ sin apelar a la estructura de contacto. La idea es conectar cualquier
punto x ∈Rn cercano a Γ con un punto x0 ∈ Γ por una curva (una característica) a
lo largo de la que se pueda computar la solución u de (2.7). De la condición inicial
conocemos u en x0 y por tanto encontraremos su valor en x.

Sea x(t ) = (x1(t ), x2(t ), . . . , xn(t )) una curva parametrizada por el parámetro t
en algún intervalo de R y supongamos que u es una soluciónC 2 de (2.7). Denotemos
por

z(t ) = u(x(t )) (2.11)
p(t ) =∇u(x(t )), (2.12)

esto es, p(t ) = (p1(t ), p2(t ), . . . , pn(t )) donde p j (t ) = ∂u/∂x j (x(t )), j = 1,2, . . . ,n. Así,
z(t ) proporciona los valores de u sobre la curva mientras p(t ) los correspondientes
valores de su gradiente ∇u. Debemos elegir, si es posible, la curva x(·) de tal forma
que permita encontrar z(·) y p(·). Para ello procedemos como sigue: derivando en
(2.12)

ṗ j =
n∑

k=1

∂2u

∂x j∂xk
(x(t ))ẋk (t ). (2.13)

Aunque esta relación no parece muy prometedora (envuelve derivadas segundas de
u), derivando la ecuación (2.7) respecto a x j

∂Φ

∂x j
(x,u,∇u)+ ∂Φ

∂u
(x,u,∇u)

∂u

∂x j
+

n∑
k=1

∂Φ

∂pk
(x,u,∇u)

∂2u

∂xk∂x j
= 0. (2.14)

A la vista de (2.13) y (2.14) podemos, para eliminar los términos ‘peligrosos’ elegir

ẋk (t ) = ∂Φ

∂pk
(x(t ), z(t ), p(t )), k = 1,2, . . . ,n (2.15)

ya que entonces, evaluando (2.14) en x(·) así elegida, obtenemos de (2.13)

ṗ j (t ) =− ∂Φ

∂x j
(x(t ), z(t ), p(t ))− ∂Φ

∂u
(x(t ), z(t ), p(t ))p j (t ). (2.16)

Por último, derivando en (2.11)

ż(t ) =
n∑

j=1

∂u

∂x j
(x(t ), z(t ), p(t ))ẋ j (t ) =

n∑
j=1

p j (t )
∂Φ

∂p j
(x(t ), z(t ), p(t )). (2.17)

Resumiendo, (2.15)–(2.17) resultan ser de nuevo (2.10).
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Observación 2.39. El sistema característico es verdaderamente notable en el sentido
que forma un sistema cerrado de ecuaciones para x(·), z(·) = u(x(·)) y p(·) =∇u(x(·))
cuandou es una soluciónC 2 de (2.7). La idea clave fue nuestra elección de la primera
ecuación en (2.15) para eliminar los términos de segundo orden. De este modo
cerramos el sistema y no nos vemos forzados a introducir ecuaciones ordinarias de
segundo orden (u orden superior).
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