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Resumen - Abstract

Resumen

En el presente Trabajo de Fin de Grado se ha estudiado la A-
estabilidad de los métodos Runge-Kutta y, en particular, el estudio
de la teoria de las estrellas de orden, que determina condiciones
necesarias y suficientes para que la funcion de estabilidad de un
método sea A-estable.

Para ello, hemos dividido este trabajo en tres capitulos. En el prime-
ro introducimos los métodos Runge-Kutta y algunas de sus propieda-
des. En el sequndo capitulo estudiamos su estabilidad y definimos la
funcion de estabilidad y la A-estabilidad. En ultimo lugar, desarro-
llamos la teoria de las estrellas de orden, con la que garantizamos la
A-estabilidad de los aproximantes de Padé bajo ciertas condiciones.

Palabras clave: Métodos Runge-Kutta - FEstabilidad - A-
estabilidad — Aproximantes de Padé — Estrellas de orden.

Abstract

In this Bachelor’s thesis, the A-stability of Runge-Kutta methods
has been studied, with a particular focus on the theory of order
stars, which determines necessary and sufficient conditions for the
stability function of a method to be A-stable.

To do this, we have divided this work into three chapters. In the first
chapter, we introduce the Runge-Kutta methods and some of their
properties. In the second chapter, we study their stability and define
the stability function and A-stability. Finally, we develop the theory
of order stars, which guarantees the A-stability of Padé approzimants
under certain conditions.

Keywords: Runge-Kutta methods — Stability — A-stability — Padé
approximants — Order stars.
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Introduccion

En el campo del Anélisis Numérico, uno de los temas fundamentales es el
estudio de los métodos de resolucion de ecuaciones diferenciales que tienen apli-
caciones en diversas areas, como la fisica, la ingenieria, la biologia, entre otras.
En particular, los métodos de Runge-Kutta (RK) han demostrado ser una herra-
mienta muy importante para aproximar soluciones ntimericas con alta precision.

Este Trabajo de Fin de grado tiene como principal objetivo estudiar las
estrellas de orden, una herramienta que permite clasificar y comparar la A-
estabilidad de los métodos.

En esta memoria comenzamos examinando los métodos RK y una serie de
propiedades que los caracterizan. En el primer capitulo, se introducen los méto-
dos RK, tanto explicitos como implicitos, y su orden de convergencia, viendo
ejemplos de diferentes érdenes. Para ello principalmente utilizaremos [4], [5] y

[6].

En el segundo capitulo se estudia la estabilidad de los métodos numéricos
siguiendo [4] y [5]. La estabilidad de un método numérico tiene que ver con la
manera en que los errores numéricos se propagan. Introduciremos la funcion de
estabilidad, asi como ciertas propiedades que satisface ésta demostrando que
es una funcién racional que aproxima a la funciéon exponencial. Se define en-
tonces el concepto de la A-estabilidad de los métodos o, lo que es lo mismo,
que la funcién de estabilidad esta acotada por 1 en el semiplano complejo ne-
gativo, lo que garantiza que el método sera estable sobre problemas lineales de
coeficientes constantes. También se definen otros conceptos relacionados como
la I-estabilidad y la L-estabilidad, viendo ejemplos de métodos que satisfacen
estas propiedades.

En el ultimo capitulo, abordamos el estudio de la teoria de las estrellas
de orden (order stars), donde principalmente desarrollamos parte del Capitulo



X Introduccién

IV.4 de [5]. Esta teoria se estudia en general para profundizar en la relacién entre
los aproximantes racionales a la exponencial y dicha exponencial. Con ello, por
una parte, si tenemos una aproximacion racional a e podremos deducir si es
A-estable o no y, por otro lado, ayuda a construir aproximaciones racionales que
sean A-estables. En particular, se estudian los aproximantes de Padé a e*, que
alcanzan el orden de aproximacién mayor posible (alrededor de z = 0), entre to-
das las aproximaciones racionales a la exponencial con los grados del numerador
y del denominador prefijados.

El objetivo de la teoria desarrollada permitira demostrar el principal teore-
ma de este trabajo que garantiza la A-estabilidad de los aproximantes de Padé
a la exponencial.
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Introduccion a los métodos Runge-Kutta

En este primer capitulo introduciremos los métodos Runge-Kutta, una fa-
milia de algoritmos que se utilizan ampliamente para la soluciéon numérica de
EDOs. Haremos hincapié en algunas de sus propiedades y visualizaremos algu-
nos ejemplos. Por 1ltimo, se demostrara el teorema que garantiza la definicién
de los métodos RK implicitos.

Las principales propiedades sobre ecuaciones diferenciales las hemos ex-
traido de [6] y [1]. Para introducir los métodos RK y sus propiedades hemos
seguido [4] y [5].

1.1. Introduccién
Consideremos el problema de valor inicial (PVI)

y(t) = fty®), ylto) =yo, t € [to,t] (1.1)

con f: [to,tf] x 2 = R™, donde 2 C R™ es un abierto no vacio.

Una solucién de (1.1) es una funcién continuamente diferenciable en algin
intervalo I que contiene a ty y que verifica (1.1).

Teorema 1 Teorema de ezistencia[6]
Sea f continua en [to,ts] X £2. Para cada yo € (2 existe una solucion de (1.1).

Definicién 1 Una funcion f : [to,tf] x 2 — R™ se dice Lipschitz en [to,ts]x (2
st existe una constante L > 0 tal que

|f(s,u) — f(s,v)] < Llu—wv|,Vs € I C [ty,ty], Vu,veUC (2.
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Definicién 2 Una funcion f : [to, tf] x £2 — R™ se dice localmente Lipschitz
si para cada (t,y) € [to,tf] X 2 existen entornos abiertos I C [to,tf],U C 2y
una constante L > 0 tal que (t,y) € I x U y

[|f(s,u) — f(s,v)|| < L||u—v||,¥s € I,Yu,v € U (1.2)

Observacién 1 Si f es una funcion lipschitz entonces f es localmente lipschitz.

Teorema 2 [6] Sea f : [to,tf] x 2 — R™ continua y localmente Lipschitz con
respecto a su sequnda componente. Entonces, para cada yy € §2, existe una unica

solucion de (1.1).

En este trabajo estamos interesados en la aproximacion numérica de las so-
luciones de PVI's (1.1). En particular, la aproximaciéon dada por los métodos
Runge-Kutta.

Para simplificar la explicacion, en lo que sigue consideraremos que la fun-
cién derivada f esta definida, es continua y Lipschitz respecto de y en I x R™
donde I C R es cualquier intervalo cerrado.

En estos casos utilizaremos como normas en R™,

lolloe = mix {Juil} 6 o]l =

donde son la norma uniforme y la norma [s respectivamente.

1.2. Formulaciéon de los métodos de Runge-Kutta

Dado el PVI (1.1), para resolverlo numéricamente se toma una particién
del intervalo de integracién [to, ¢/]

PN:{t0<t1<...<tN:tf} (13)
y se calculan una serie de aproximantes yo, y1,...,yn tal que
yn%y<tn)7 nzovlv"'vN

mediante el siguiente algoritmo.
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Definicién 3 Dado un entero s > 1 (nidmero de etapas) el método que, dada
una aproximacion y, a la solucién del PVI (1.1) en t,, nos da una aprorimacion
Yna1 @ la solucion en t, 1 =t, + h mediante la formula:

l{:l:f(tn—l—czh,yn—l—hZa”k]), 1= 17...,8 (]_4)

j=1
Ynt1 = Yn + hz bik; (1.5)
i=1
se llama método Runge-Kutta de s etapas (RK).

Para manejar los coeficientes que definen el método, se define la tabla de
Butcher asociada al RK (1.4) como:

Ci|a11 Q12 ... A1g

C2|Q21 G422 . .. A2g

Cs|Us1 As2 - - - Ugs
by by ... bs
donde la matriz A = (a;);;—; se llama matriz de coeficientes, el vector
c = (c1,¢,...,¢5)T es el vector de nodos y b = (by, by, ...,bs)T es el vector de
pesos.

Como es usual, a partir de ahora supondremos que los pesos y los nodos

satisfacen: .
Zbl:l’ Ci:Zaij7 i=1,...,8. (16)
i=1 Jj=1

Estas expresiones también pueden escribirse de forma vectorial como b'e = 1
y Ae = c donde e = (1,1,...,1)T, por lo que denotaremos como RK (A,b) al
método RK con matriz A, pesos b y nodos ¢ = Ae.

Segun la forma de la matriz A los métodos RK se pueden clasificar en dos
grupos:

1. Cuando la matriz A es triangular inferior estricta, el método se dice explicito
(RKE), pues sus etapas {k;};=1 se obtienen de forma recursiva, es decir,
i1
kz:f(tn+czh>yn+hzk])a 1<i<s
7=l (1.7)

Ynt1 = Yn + I Z b;k;
i=1
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2. Cuando a;; # 0 para algin j > i, el método se llama implicito (RKI). En
estos métodos necesitaremos resolver el sistema implicito (1.4) de dimensién
s X m para calcular sus etapas {k;};_;.

1.3. Método de Euler

Euler fue el primero que propuso aproximar la solucién de un PVI. El méto-
do de Euler también es el mas simple de los métodos numeéricos para resolver un
PVI’s (1.1).

Consideramos la particién Py dada en (1.3) y denotamos h; = t,41 — t;,
j=0,..., N —1. Por la definicién de derivada para cada, k =0,1,..., N — 1,

J(t) = Tim y(tr + hy) — y(tk)’
k—oo hk

por lo que esperamos que para hy ”suficientemente pequeno”

(B = f(ty(t) ~ LR 0]

Por tanto, como t; 4+ hy = tgi1:

y(tk+1) 2y<tk) —|—hkf(tk,y<tk)), k=0,1,...,N — 1.

Como estamos buscando unos aproximantes yx = y(tx), esto nos sugiere el calcu-
lo de los y; mediante la recurrencia,

yo=y(to), Yrsr=yr+hf(te, ), k=01,...,N—1, (1.8)
Esta féormula (1.8) se conoce como método de Euler, y es un caso particualr

de RK (1.4)-(1.5) con s =1, A=0y b=1.

Teorema 3 Teorema de convergencia del método de Euler:[1]

Consideramos el PVI (1.1) con f continua y Lipschitz respecto de y. Si {y,}N_,
es la solucion dada por el método de Euler (1.8) sobre la particion (1.3), y la
solucion ezxacta y(t) verifica

Hy"(t)H < YQ? Vt € [toﬁtf}

entonces

2L

donde hpqa, = méxh; y L es la constante de Lipschitz de f.

) }/é(eL(tf—to) _ 1)
_ <
glggllyn y(t,)|| < ( [
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1.4. Ejemplos de métodos RK

A partir del método de Euler y con el desarrollo de las férmulas de cua-
dratura, a finales del siglo X1X varios autores comenzaron a proponer otros
métodos de un paso para resolver PVIs, que més tarde se incluyeron en la clase
de métodos RK. A continuacién, pondremos algunos ejemplos:

1. Método de Runge (1905): (4 etapas)

klzfn b b
0/0 O0O0O0
k = tn arIn _k
2= b+ 50+ 5k 1/2]1/2 0 0 0
k3 = f(tn + h,yn + hks) 110 100 (1.9)
ka= f(tn + h,yn + hks3) 110 010
k 2 1 1/62/301/6
Ynir = Yo T h (= + Sha + 2k /82/301/
L 6 3 6
2. Método de Kutta (1905):
(k1= fa
h h
ko = f(ta+ 5 Un + 5 k1) 010 0 00
1/2]1/2 0 0 0
ky = [(ta+ 540 + Sh2) 1/2/ 0 1/2 0 0 (1.10)
1/61/31/31/6
ki ke ks ky
n = Yn h{— Y Yy —
\y+1 Yn + (6+3+3+6>
3. Método de Euler implicito
11
y1 = yo + hf(x1,y1) 1 (1.11)

4. Regla del punto medio implicito

Y1 = Yo + hks
5. Regla trapezoidal
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kl = f(tn7yn)

ko = f(tn+ D, yn + g(kl + k2)) (1.13)

h
Ynt1 = Yn + §(k’1 + ko)

Como se puede observar los dos primeros son explicitos mientras que los demas
son implicitos.

1.5. Existencia de la solucion numérica de los RKI

Para calcular la aproximacién y,.; en cada método implicito (1.4)-(1.5),
necesitamos asegurar que el sistema implicito (1.4) de las etapas tiene solucién
Unica.

Teorema 4 [/] Sea f : [to,ts] x R™ — R™ una funcion continua que satisface
una condicion de Lipschitz respecto a vy, siendo L la constante de Lipschitz. St

tomamos ]

h < -
Lmaxi Zj |a1~j|’

(1.14)

para todo h € [0, h] existe una solucidn tnica del sistema implicito (1.4) que se
puede obtener por iteracion funcional. Si f es p veces continuamente diferencia-
ble, las funciones k; = k;(h) también son de CP([0, h]).

Demostracién: Sea K = (ky, ka, ..., ks)T € R®™ y consideramos la norma || K|| =
ln<1éu<x ||k;]| donde ||-]| es la norma considerada en R™. El sistema implicito (1.4) se
<i<s

puede reescribir como K = F(K) donde F(K) = (F\(K), ..., Fy(K))T, siendo

Fi(K) = f(tn + cihyn + b _agk;), 1<i<s, hel0h]

j=1

Considérense K!, K? € R*™. Paracadai=1,2,...,s,

IF (K = F(K2) = (1 (bt ity yu+h Y aihs) = f(tateih,yuth Y aih?)|

J=1 J=1

< LW ai(kj — kDI < WL ag| |k} — & |
j=1 j=1
Por tanto,
|F(K") — F(K?)|| = max ||[F(K") — F(K?)|| <

1<i<s
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1<i<s

S
< méx hLZ|a¢j|W€j1 - kaH <
j=1

T 1 2
<hL [gggngazA] K" — K]

Por hipétesis tenemos que k- L-méx Z la;;| < 1, por lo que para todo h € |0, fz],
j=1

|F(K') — F(K?)|| < M||K' = K?||, M =hLmix» |a| < 1.

En consecuencia, F' es contractiva. Por el Teorema del Punto Fijo, existe solucién
tunica del sistema K = F(K) y dicha solucién se puede aproximar por iteracién
funcional

KvD) = p(K™), v =0,1,..., dadoK©.

En otras palabras, tomando un valor inicial K () (/{:(0) . k(o)) se obtiene para
cadai=1,...,s, la aproximacién a la solucién de (1.4) mediante la iteracion:
VD = (t + ¢;h, yn—i-hZal]k(V) . v=0,1,2,...

7=1

Para demostrar que la ecuacién (1.4) define a las etapas k; como funciones
derivables de h, vamos a aplicar el Teorema de la Funcién Implicita [7]. Para
ello reescribimos (1.4) como

o(h, K) = K — F(K) =0
En consecuencia,

06(hK) _  OF OF  O(F\(K),..., F.(K))

oK 0K 0K  0O(ki, k... k)

Para cada ¢,l =1,2,...,s:

aﬂ(kla"wk2) 9
o = o (f(t + ¢;h, yn—i—hjzlaw ) (1.15)
of

= a—y(tn—FCzh,yn—FhZCL”kj) ~hail (116)

j=1

Entonces, si h = 0, F;/0k; = 0,Vi,l = 1,...,s, o bien 0F/0K = 0, lo que
implica que
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9 B
o0 K) =1

En consecuencia, por el Teorema de la Funcién Implicita ¢(h, K) = 0 define
implicitamente a K como funcién de h, K = K(h), y ademas, como f es p veces
diferenciable con continuidad, K'(h) es de clase CP(][0, h]). O

1.6. Orden de los métodos Runge-Kutta

Hemos visto que los métodos RK estan bien definidos. De forma natural,

tenemos que ver si las aproximaciones que dan los métodos realmente aproximan
a la solucién del PVI (1.1).

Definicién 4 Un método RK(A,b) es de orden p > 1 si para problemas (1.1)
con f € CP([ty,t] x £2) y lipschitz, se verifica

ly(to + h) — ] < KRPT, b — 07, (1.17)

es decir, si la serie de Taylor para la solucion exacta y(to+h) y la aproximacion
y1 coinciden hasta el término h?, cuando h — 0%.

Teorema 5 Un RK(A,b) tiene al menos orden 1 < ble =1

Demostracion: Para tener orden 1 debe verificarse que
ly(to +h) =l < Kh*, h—0
El desarrollo de Taylor cuando h — 0, es

y(to + h) = y(te) + hy'(to) + O(h?) = yo + hf (to, yo) + O(h?) (1.18)

Ademas la solucién en tg+ h es y; = yo + Z b; K; donde las etapas del método

i=1
Son:

i—1

Ki = f(to + Cih,yo + hZainj) = f(to,yo) + O(h), 1= 1, 2, e, S

j=1
Por tanto,

s

Y1 =Yo + hZ bi(f (to, y0) + O(h)) = yo + h (Z bi) f(to,50) + O(h?)

i=1

Comparando con (1.18)
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y(to+h) =11 =h (1 — Z bi) f(to, yo) + O(R?)

i=1

Luego para tener orden 1 es necesario y suficiente que

=1 =1

O

Existen formas de saber si un método RK determinado va a converger

y con qué orden. Un requerimiento fundamental para poder garantizar dicha

convergencia es que el método propague bien los errores a medida que se van

calculando los aproximantes, es decir, garantizar que el método es estable. En
los siguientes capitulos nos centraremos en el estudio de la estabilidad.






2

Estabilidad de los métodos RK

La estabilidad es un aspecto crucial al trabajar con métodos numéricos pa-
ra resolver ecuaciones diferenciales. En el caso de los métodos Runge-Kutta, la
estabilidad se convierte en un factor determinante para garantizar la fiabilidad
de las soluciones aproximadas. Lo primero que se ve cuando se estudia dicha
estabilidad es la diferencia que hay entre los métodos explicitos y los implicitos.

Como ejemplo lustrativo de dicha diferencia de estabilidad entre los méto-
dos explicitos e implicitos comenzaremos comparando la aplicacién del método
de Euler explicito con el implicito sobre un problema que parece sencillo, la
ecuacion test de Dahlquist. Para el desarrollo de este capitulo hemos extraido
principalmente la informacién de [5, Cap.IV.3].

2.1. Ecuacién test de Dahlquist
Consideremos la ecuacién test de Dahlquist
v =Xy, Rex<0 (2.1)

El método Euler explicito sobre (2.1) con paso fijo h = h;,Vj, nos da las apro-
ximaciones

Yn = Yn—1 + hf(tn—la yn—l) = Yn—1 + h)\yn—l = R(h)‘)yn—la R(Z) =1+z2

por lo que, iterando,
Yn = R(AA)"yo

Por tanto, si h es tal que |R(h\)| > 1, la solucién numérica explotard a medida
que calculemos més pasos. Asi que para que el método dé una aproximacién
satisfactoria, necesariamente se tiene que tomar h suficientemente pequeno para
que

IR(AN)| <1< |1+ kA <1, (2.2)
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0, lo que es lo mismo, que h\ caiga dentro del circulo centrado en —1 de radio
1. Si por ejemplo, A = —103, esto exige una restriccién de paso

1-X-10°<1e -1<1-h-10°<1h<2-107°

Esto supone que, si integramos el problema para t € [0, 1], el método tendra que
dar al menos 500 pasos para obtener una aproximacién razonable.

En cambio, sobre Euler implicito (2.1)

Yn = Yn—1 + hf(tna yn) =Yn-1+ h>\yn =

= (1 — h)\)yn = Yna+1 = Yn = R(h)‘>yn—17 R(Z) - 1= 2

En este caso,

1
hN)|=———<1 1—hA >1
R = gy 1 1Al 2

Es decir, h\ tiene que estar fuera del circulo de centro 1 y radio 1, lo que se da
para cualquier h > 0, ya que ReA < 0. Por tanto, no hay ninguna restriccién de
paso por estabilidad en este método.

Como ya veremos, lo que le pasa al método de Euler explicito se dara tam-
bién para los métodos RKE en mayor o menor medida. Para verlo, tendremos
que estudiar como son las funciones R(z) de los RK.

2.2. Funcién de estabilidad
Consideremos un método RK(A,b) de s etapas:

k’z:f<tn+czh,yn—l—h2awkj>, 1<i1<s

j=1

Yn+1 = Yn + I Z bik;
i=1

Proposicién 1 El método RK(A,b) (2.3) aplicado a la ecuacion de Dalhquist
(2.1) resulta:

Yni1 = R(DN)yn, R(2) =1+ 20" (I — zA) e (2.4)

donde e = (1,...,1)T e I es la matriz identidad de dimensidn s.
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La funcién R(z) se llama funcién estabilidad del método (2.3).
Demostracion: Como f(t,y) = Ay € R, las etapas k; de (2.3) resultan

ki= A (yn—i-hiaijkj) , 1=1,...,58
j=1
Matricialmente, si K = (ki,..., k)T
K = Aype + \hAK = (I — MhA)K = Aype
Luego para h suficientemente pequeno, I — AhA es invertible y
K =M1 — AhA) e (2.5)

Por tanto,
Yni1 = Yn +h Y 0K =y, + Wb K =

Ynt1 = Y + 0" (AL — RAA) yne) =y, + BA (b7 (1 — RAA) 'e) y,
Luego, denotando z = hA nos queda:
Ynp1 = (1+ 207 (1 — zA)re)y, = R(h\)yn

con lo que se demuestra (2.4). O

Proposicién 2 La funcion de estabilidad (2.4) satisface

R(z) = det(I — zA + zebT)
T T det(I — 2A)

(2.6)

Demostracion: Si llamamos
gizyn—i-hZaijkj, i=1...,5, g=(g1,...,9)7,
j=1

usando la misma notacién matricial que en la proposiciéon anterior, se tiene que
g=-ey, +hAK.
Por (2.5) tenemos,

g = €Yn + hAA(L — hAA) " yne = (I + hAA(I — hAA) ey,

= (I = hAA) + BAA)(T — hAA) ey, = (I — hAA) ey,

Entonces,
(I —zA)g = ey, (2.7)



14 2 Estabilidad de los métodos RK

Por otro lado,
Yni1 = Yn + Wb K =y, + AT (I — hAA) ey, =

= yp + AT (I — RAA) tey, =y, + 2b' g
Luego,

Agrupando (2.7) y (2.8) obtenemos un sistema lineal de s + 1 ecuaciones con
incégnitas {g, yn+1} de la forma:

(I—_zbzf (1]> <ny) = (ei ") (2.9)

Como la matriz de coeficientes del sistema es triangular inferior el determinante
serd det(/ — zA), por lo que, resolviendo el sistema para y,.1, como y, € R,

I —zA ey, I —zAe
A -
Y1 = det(I — zA)  det(I — zA)

“Yn (2.10)

Por otro lado, si denotamos M = I — zA = (my;)j;—;, aplicando operaciones
elementales,
miy1 Mig ... My 1
I —sAe 771'21 7n.22~.--7n.2s%
‘ —ZbT 1 = : . . : = (211)
Mg] Mgy ... Mgg 1
—zby —zby ... —2zbs 1
mi1 + Zb1 mig + Zbg e My + st 0
m21+zb1 m22+2b2...m55+2b50 m11+zb1...m15+zbs
= Lo = s e = det(Mzed”)
mg1 + 2zby Mg + 2by ... My, + 2bs 0 mg1 + 2by ... Mg + 2by
—Zbl —ZbQ ce —st 1
(2.12)
y se obtiene (2.6). O

Como consecuencia, desarrollando los determinantes de orden s de (2.6) se tiene
que R(z) es una funcién racional de z, esto es

P(z)
Q(z)

cuyos grados, deg P = k y deg () = j respectivamente, son ambos menores o
iguales a s.

R(z) = (2.13)
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Ademas, esta funcion racional es una aproximacion a la funciéon exponen-
cial.

En lo que sigue P(z) y Q(z) denotaran el numerador y el denominador,
respectivamente, de una funcién racional R(z) y (k,j) denotardn sus grados
respectivos.

Proposicién 3 Si el método es de orden p > 1 entonces,
e” — R(z) = C2P™ + O(2!*?)  cuandoz — 0, C #0. (2.14)
Como consecuencia, R(z) es una aproximacién racional de e* de orden p.

Demostracién: Consideramos el PVI 3/ = Ay, y(0) = 1. Su solucién exacta
ent; = hesy(h) =1-eM = e* y la solucién numérica en t; = h dada por el
método RK(A,b) es y1 = R(Ah) - yo = R(2)
Si el método es de orden p:

y(th) —y1 = ChPH 4 O(hP*?), h =0
Por tanto,

¢* — R(z) = ChP™ 4+ O(hP+2) = 2P + O(2P12), 2 =0,

para cierto C independiente de z. 0

2.3. A-estabilidad
Definicién 5 Un método RK, cuyo dominio de estabilidad
S={z€C/|R(z)| <1} (2.15)

satisface
C :={z: Rez<0}CS

se denomina A-estable.

Proposicién 4

R(z) es analitica en Re z < 0

un RK(A,b) es A-estable { |R(iy)] < 1,¥y € R
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Demostracion: Si existe z € C~ con Q(z) = 0, R(2) no esta acotada. Por tanto
para ser A-estable R(z) tiene que ser analitica en C~. Ademds, por el principio
del méximo, si R(z) es analitica en C~, su maximo se alcanza en su frontera, es
decir, el eje imaginario. O

Proposicion 5 Ningin método RK explicito puede ser A-estable.

Demostracion: Sabemos que la matriz A en los métodos explicitos es triangular
inferior estricta, por lo tanto det(I —zA) = 1, entonces, por (2.6) necesariamen-
te R(z) es un polinomio de grado < s. Por eso cuando z — oo no puede estar
acotado, asi que no puede ser A-estable. O

2.4. I-estabilidad

La condicién |R(iy)| < 1, Vy € R, vista en la Proposicién (4), suele llamar-
se I-estabilidad.

Estudiando mejor esta condicion, tenemos

[R(iy)P <1e % <1 |P(iy)]’~1Qiy)]* <0 = |Q(iy)]*~|P(iy)[* > 0

Por tanto, si denotamos
E(y) = Q(iy)|* — | P(iy)|”
la I-estabilidad es equivalente a que

E(y) > 0,Yy € R. (2.16)

Proposicién 6 E(y) es un polinomio de potencias pares con
degE < 2méx(degP, degQ).
Si R(z) es una aproximacion del orden de p a la exponencial, entonces
E(y)=0@y""), y—0
Demostracion:
E(y) = Q(iy)Q(—iy) — P(iy)P(—iy) = E(-y), Vy€eR,

por lo que E(y) es un polinomio par, es decir, solo tiene potencias pares. Por
otro lado, por (2.14) para z = iy y usando que |e¥| = 1,
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[Py)l _ [Pyl
Q)| Q)]

-

= O(y™)

de donde se deduce que

QUiy)| — |P(iy)| = O(y*)

En consecuencia,

E(y) = 1Qiy)* — |P(iy)* = (1Qiy)| + |P(iy)]) - (|Q(iy)| — [Pliy)]) = O(y")
va que (|Q(iy)| + | P(iy)|) estd acotado. O

La siguiente propiedad, que aplicaremos en el siguiente capitulo, se deduce
de lo anterior.

Proposicién 7 Una funcion racional R(z) (2.13) de orden p > 25 — 2 es I-
estable si y solo si |[R(oc0)] < 1.

Demostracion: Por la Proposiciéon 6, sabemos que
E(y) = any™ + azoy® 4 -+ asy® + a9 > 0 (2.17)

con | = max{j, k} y, como tiene orden p, E(y) = O(y*™') ,y — 0, por lo que
tendra que ser

E(y) = any® + -+ apy’™ >0,y = 0 (2.18)

” = 7 Como R(z) es l-estable, entonces si y — oo, E(y) ~ ayy* > 0, luego
as > 0. Por tanto,

Qiy)|* = [P(iy)]” =~ azy® > 0 = |Q(iy)* = [P(iy)[* + any™ > 0 =
P(iy)|? P(iy)|? 2.19
QGy)[>  [P(iy)|* + axy
”? <=7 Tenemos por hipdtesis que | R(00)| < 1, entonces necesariamente, el grado
del numerador ha de ser menor o igual que el del denominador, esto es, £ < j.
Por tanto, se obtiene (2.18) con [ = j. Ademads, cuando y — oo, |R(iy)| < 1
entonces F(y) > 0, y — oco. Por otra parte,

= |R(iy)”

p=22j-2=p+1=>2-1
luego en (2.18) necesariamente tiene que ser
E(y) = azy*, Vy € R

y E(y) > 0 cuando y — oo. Entonces, ay; > 0y E(y) > 0,Vy € R. Por lo tanto,
R es I-estable. O
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2.5. L-estabilidad

Definiciéon 6 Un método se dice L-estable si es A-estable y

lim R(z) =0

Z—00

Proposicion 8 Si un método implicito Runge-Kutta con A no singular satisface
una de las siguientes condiciones:

asj:bj jzl,...,S

;1 — b1 1= ]_, A (bl 7é 0) (220)

entonces R(oo) = 0.

Demostracién: Sabemos por (2.4) que R(z) es
R(z)=1+zb"(I—zA)'e=1+b" (z7'(I - ZA))_l e=1+b"(z"1T—A)le
Luego, si tomamos z — 0o nos queda que
R(oo) =1+0b"(-A)te=1-b"A""¢
Por tanto, si comprobamos cada una de las condiciones (2.20) nos queda:
» Siag =0bj,5=1,...,s y denotamos la dltima fila de A como AT = el A,
el =(0,...,0,1), tenemos que e’ A = b, y, por lo tanto,
R(o)=1-b'Are=1-elAA e =1—¢le=0

m Siaj=0b,i=1,...,s, by # 0 vectorialmente podemos denotarlo como que
Ae; = bie donde e; = (1,0, ...,0)T. Por tanto,

1
e = b—1A61

Por consiguiente,

R(oo) = 1— A e = 1 — b7 A7 Aey)

by
1 1
=1——b"AAe; =1— —b'e; =0
by by
Obsérvese que si a;; = by = 0, ¢ = 1,...,s, realmente la primera etapa seria

superflua y el método RK seria reducible.
O
En consecuencia, los métodos A-estables que cumplen alguna de las condi-
ciones (2.20) son L-estables.
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2.6. Ejemplos

A continuacion, aplicaremos lo visto en este capitulo mediante una serie de
ejemplos.

(i) 8-método [4, p.204]

0 0 0
111-606 R(z):w, 0 €[0,1] (2.21)
100 1—20

Si # = 0 tenemos el Euler explicito, si § = 1 Euler implicito y si § = 1/2
tenemos la regla trapezoidal. En este caso, R(z) es analitica en C~ dado que
para >0,z=1/0 ¢ C~ ysi § =0, R(z) es un polinomio. Asf,

E(y) =1+ 0iy)> — |1+ (1 —0)iy]* = (-1+20)y* > 0= 0 >

DN | —

Luego, tenemos que el método de Euler implicito y la regla trapezoidal si son
A-estables pero el Euler explicito no lo es. Entre los dos implicitos el tnico
L-estable es el Euler implicito ya que

1 1—46
i L1211 —0)

2—00 1— 26

=0&0=1

Obsérvese que R(z) es la misma para la regla trapezoidal que para la regla
del punto medio implicito.

(ii) Método de Hammer-Hollingsworth [4, p.207] de orden 4:

1_v3 1 1 V3
2 6 4 6
1+ 2/2+ 2%/12
14_@1_@ 1 R<Z):1_z/2_|_22/12 (2'22)
2 6 (4 6 4
1/2 1/2
En este caso,
iy | (iy)? iy (iy)?*|”
Ey =|1——= — |1+ = =
(v) ‘ 2+ 12 ‘ +2+ 12

2 7 2 2 i 2
B W) I VR T W
12 2 12 2
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2\ 2 2 2\ 2 2
Y Y Y ()
R (RO
( 12) * 2 ( 12) 2 0
Ademds, los ceros de Q(z) son z = 3 4 v/3i, luego es analitica en C~, por lo

tanto es A-estable. Como lim R(z) = 1 no es L-estable.
Z—00

(iii) SDIRK orden 3 [4, p.207]

vy | v O 2 2
14 2(1—2v) +22(1/2 — 2y + 3+4/3
1—~1—2y 7 R(z) = A ?Lf<é 7 +7) v = 6J_
12 1/2 vz
(2.23)

En este caso

E(y) = (v = 1/2)*(4y - 1)y*
Por lo tanto, cuando v > 1/4 el método es A-estable ya que ademés R(z)
es analitica en C~ dado que el cero de Q(z) es z = 1/ > 0. Esto impli-
ca que serd A-estable cuando v = (3 + v/3)/6 =~ 0,7887 pero no cuando
v = (3—1+/3)/6 ~ 0,2113. Por otro lado, como zlggo R(z) # 0 no es L-estable.

(iv) Método de Kuntzmann y Butcher [4, p.209] de orden 6

142/2422/10+ 2° /120
1 —2/2422/10 — 23/120

1 5 15 2 15 5
L VI5i5  VI52 VI 5
2 10 |36 30 9 15 36

5/18 4/9 5/18

(2.24)
En este ejemplo ya vemos que desde que los grados del numerador y denomi-
nador aumentan garantizar la A-estabilidad es mucho méas complicado. Por
eso se desarrollé una teoria mas amplia que intenta estudiar cémo deben ser
las aproximaciones racionales a e* para que sean A-estables, la teoria de las
estrellas de orden que veremos en el préximo capitulo.
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Estrellas de orden (Order Stars)

Como hemos visto en el capitulo anterior, las funciones de estabilidad R(z)
de los métodos RK son aproximantes racionales a la exponencial, que aproximan
su desarrollo de Taylor al menos hasta el orden p del método. Si queremos ob-
tener aproximaciones a e* con orden alto, lo que nos permitira deducir métodos
RK con érdenes altos, los grados (k, j) de R(z) tendréan que tener un tamano re-
lativamente grande, lo que a su vez hace que sea muy dificil saber si es A-estable
0 no.

Las estrellas de orden van a ayudar a deducir la A-estabilidad de un apro-
ximante racional a e* en general y, en particular, determinan la A-estabilidad de
la clase de aproximantes con los que se puede alcanzar el mayor orden posible,
los aproximantes de Padé.

Hemos seguido principalmente la teoria de las estrellas de orden desarro-
llada en el [5, Cap.IV.4].

3.1. Aproximacién de Padé a la funcion exponencial

Los aproximantes de Padé a la exponencial aportan el orden maximo que
se puede obtener con una funcién racional con grados (k,7), del numerador y
denominador respectivamente, prefijados.

Definicién 7 [2] Dada una funcion f y dos enteros m >0 yn > 0, el apro-

ximante de Padé de orden [m/n] es la funcidn racional

R(Z)_a0+alz+a222+...+amzm
1+b1z+b224+ ... +b,2"

Y

que verifica
fO0)=RY0), k=0,1,...,m+n (3.1)
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Si hacemos el desarrollo en serie de Maclaurin de R(z), (3.1) es equivalente

f(z) = R(z) = 0" 20
y es el mayor orden de aproximacion posible. Ademas, el aproximante de Padé

es Unico para m y n.

En lo que sigue llamaremos [k/j]-Padé al aproximante de Padé de orden

[k/3]-

Teorema 6 Dado dos enteros k >0 y j > 0, la aproximacion [k, j|-Padé a e*
estd dada por

Ryj(2) =

donde

EYETSE o N/ S o ) I
’ LGk '

denotando (k) =k(k—1)---(k—(l—1)).
Ejemplo 1 Veamos algunos ejemplos de aproximantes de Padé.
» [1/0]-Padé:
142
Rlo(Z) = 1

Vemos que este aproximante coincide con tiene la funcion de estabilidad del
método de Euler (1.8).

= [0/1]-Padé:
1

T 12
En este caso, vemos que esta es la funcién de estabilidad del método de Euler
implicito (1.11).

R01 (Z)

= [1/1]-Padé:

1+%z

= 1
1 52

Rn(z)

Este coincide con la funcién la funcién de estabilidad de la regla implicita del
punto medio (1.12) y de la regla trapezoidal (1.13).
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[ ] [3/3]—Padé

1+ 1z + ! Z—2 =+ L 2—3
Ras(2) = 2 5 25 20 3£!)’
RN ERR
2 52! 20 3!
En este caso, coincide con la funcién de estabilidad del método de Kuntzmann

y Butcher de orden 6 (2.24).

3.2. Estrellas de orden (Order Stars)

Las estrellas de orden aparecen al comparar un aproximante racional a e*
con la propia €.

Sea R(z) = P(z)/Q(z) un aproximante a e¢* de orden p > 1 con deg P =
k>0, deg Q =7 > 0 y coeficientes reales.
Definicién 8 El conjunto
A={2€C:|R(z)| > ||} ={z € C:q(z)| > 1}, q(z) = R(z)/e" (3.3)
se denomina estrella de orden (order star) de R.
Proposicion 9 La estrella de orden es simétrica respecto al eje real.

Demostracion: Veamos que Vz € A, entonces zZ € A. Al ser R(z) un cociente de
polinomios con coeficientes reales, R(z) = R(2), Vz € A.

Por tanto, |R(2)| = |R(2)| = |R(2)|, asi
[R(2)] > |e*] = " = ™% = |e7],

por lo que zZ € A. O

Proposicién 10 ANiR = S°NiR.
Demostracién: Para todo z € ANiR, z = iy para cierto y € Ry |R(z)| > |e*| =
¥ =1 2¢ S 2eS8°NiR. O
Lema 1 R(z) es I-estable si y solo si

ANR =0 (3.4)

Demostracion: R(z) es I-estable si y solo si {R C S, lo que es equivalente a que
S¢NiR =0 = ANR, por la Proposicién 10. O
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Lema 2 R(z) es A-estable si y solo si ANiR = () y todos los polos de R(z)
estdan en el semiplano positivo CT.

Demostracion: Sabemos por la Proposicién 4 que R(z) es A-estable sii es analiti-
caen C™ y |R(iy)| <1, Yy € R.

Por tanto, si R(z) es A-estable, todos sus polos (o ceros de Q(z)) estdn en
C*. Ademss, |R(iy)] < 1,Vy € R,iR C S por lo que S°NiR = = ANiR por
la proposicién 10.

Por otra parte, si todos los polos de R(z) estdn en C* entonces R(z) es
analitica en C~. Ademds, AN iR = S°NiR = () implica que iR C S, es decir,
|R(iy)] < 1,Vy € R. Por tanto, por la Proposicién 4, se tiene la A-estabilidad.
U

Conocer como son las estrellas de orden asociadas a cada aproximacion
R(z) nos dard informacién para determinar si dicha R(z) es A-estable o no.
Como estamos tratando con funciones racionales, hay dos casos de C en los que
es fundamental saber como son dichas estrellas: cuando estamos cerca del origen
y cuando z — o0.

3.3. Order Star cuando z — 0
Para deducir como es A cerca del origen, es necesario que previamente
veamos ciertas propiedades.

Lema 3 (a) Dada una constante 0 < k < 1;

cosz >k e xe DI = U (= + 2km, vy + 2km) , v = arccos(k) € (0, g] :
keZ

(b) Si—1< k<0,

cosz < k& wxeD = U (2km 4+, (2k +2)m — ), v = arccos(k) € [g,ﬂ] .
keZ

Demostracion: Este lema se puede ver facilmente de forma gréafica. En la figura
3.1 se observa que si elegimos un k& € (0,1) la recta y = k corta a la funcién
y = cosx en dos puntos vy —y donde v = arc cos k de tal forma que la funcién
siempre queda por encima de la recta y = k.
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Figura 3.2: Area donde cos = < k en rojo

En cambio, si tomamos k € (—1,0) en la Figura 3.2 corta a y = cos x
en dos puntos v = arccosk € [7/2,7] y @« = 7+ (7 — ) de tal forma que
el cosz < k, para todo x € (v,2m — ). Por la periodicidad del cos x, esto que
ocurre cuando x € [0, 27| se repite en todos los intervalos [2kw, (2k+2)7|, k € Z,
de donde se tiene lo que dice el lema. O

Observacion 2 De lo anterior se deduce también que:

» Si0<k<l:cosz=keredDl ycosr<kezeR— (D))

= Si—-1<k<O:cosr=ker€dD;, cosx>kereR— (D)

Lema 4 Dado p € N y una constante C' € R, C' # 0, consideramos la funcion
f(z) = 1 — CzP*t definida para z = re?® € By = {z € C/|z| < M} donde se
toma M > 0 de forma que 0 < @rp“ < 1 para todo 0 < r < M, en cuyo caso
constderamos los siguientes subconjuntos de R:

. 0l 2kt v 2k7r>
a) SiC>0:D,:= — + , +
(@) ! kLer( p+1 p+1l'p+1 p+1

olax
donde v = arc cos ( 7“2 ) € [0, %} :
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_ v 2km 2w —~  2km
b) SiC<0:D,:= + , +
() S ! kLEJZ<p—|—1 p+1" p+1 p+1

Crptl
donde v = arc cos < r2 ) € [g,ﬂ .

Entonces, se tiene

(1) Si6 € D,=|f(z)] <1

(i) Si 6 € 0D, = |f(2)| =1

(iii) Si0 € R — (D,UID,) = |f(z)] > 1

Demostracién: Primero veamos cémo es el médulo de f(z) = 1—C2zPHt 2 = ret:
1F(2)) = |1 = Crptlef®t012 — 11 — CrPHl(cos(p + 1)0 + isin(p + 1)0))* =
= (1—Cr**cos(p+ 1)6)* + (CrP™ sin(p + 1)0)* =
=1 — 207" cos(p + 1)8 + C*r2P+ cos?(p + 1)0 + C**PH) sin(p + 1)
Sacando factor comun nos queda:
1£(2)]? =1 = 207" cos(p + 1)0 + C22@+D
Por tanto,

[f(2)] <11 =20 cos(p+1)8 + C*r?P) < 1 &

3.9
& — 2077 cos(p +1)0 + O T < (3:5)

(a) SiC' >0, (3.5) es equivalente a

Crptl
2

Aplicando el apartado (i) del Lema 3 para z = (p+ 1)0 y k = CrPt1/2,
esto se da si y solo si (p + 1)8 € Ugez (—vy + 2km, v + 2km) donde v =
arc cos (CrP™! /2), 0 lo que es lo mismo, sii § € D,

De la Observacién 3.3 se deducen los puntos (i7) y (éi7) del lema.

Crett —2rPtcos(p+1)0 <0 6 cos(p + 1)0 >

(b) Si C' <0, (3.5) es equivalente a que

p+1
cos(p+1)8 < cr

y aplicando el apartado (b) del Lema 3 igual que antes se concluye la demos-
tracion.

g
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Lema 5 Suponemos que tenemos las mismas hipotesis del Lema 4 y v =
arc cos (CrP™ /2), entonces:

(a) SiC >0 yr— 0", setiene que D, C DT y

—7/2 2k 2 2k
D’Y_>D+::U(7T/+ ™ 7T/ + 7T>'

Pt p+1 p+1p+1 p+1

(b) SiC <0 yr— 0", setiene que D, C D™ y

Dv—>D3:U(7T/2 N 2km 37r/2+ 2/{;7r).

p+1 p+1'p+1 p+1

kEZ

Demostracion:

(a) Como C' > 0, r — 07, v = arccos (Cr?™/2) — 7/2 con v < 7/2 por lo
que Ve > 0,3rg > 0 tal que Vr : 0 < r < rg, v = arccos (CrP™ /2) < 7/2

y /2 — 7 < &, lo que, aplicando el apartado (a) del Lema 4, demuestra que
D, C Dty D, — D*.

(b) Se obtiene de forma similar cuando C' < 0 teniendo en cuenta que ahora
v = arccos (CrP*1/2) — 7/2 con v > 7/2.

O
Obsérvese que, independientemente de que C' > 0 o bien C' < 0 la recta
real se puede dividir como se ve en la Figura 3.3

\
\
|
(SIE]
(SE]
g 9
o
g
<
3

Figura 3.3: Subintervalos de DT en rojo y de D~ en azul.

Lema 6 Si R(z) es una aprozimacion a €* de orden p, es decir,
" — R(2) = CzP™ + O(z"™?), z—0, C#O0, (3.6)

en un entorno de z = 0 el conjunto A consiste en los puntos de p + 1 sectores

circulares de igual amplitud 7/(p+ 1) alternados con p+ 1 sectores circulares de
la misma amplitud de A°.

Demostracion: Dividiendo (3.6) por e*,obtenemos

k)

eZ

=1—- 0P 4+ 0P = f(2) + O(z?), z— 0" (3.7)
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donde f(2) =1— CzP*!. Sea z = re'? con r suficientemente cerca de 0 para que
se verifiquen las hipétesis de los Lemas 4 y 5.
Al igual que en ambos Lemas, tenemos que distinguir si C' > 0 o bien C' < 0.

(1) SiC >0
e Si § € DT, por el Lema 5(a) y r suficientemente pequeno se tiene que
6 € D, C D*. Aplicando el Lema 4(a)-(i), se tiene que |f(z)| < 1. Por
(3.7), se tiene que |q(z)| = |R(z)/€e*| < 1y, por tanto, z ¢ A.

e Sif e D, entonces § € R— (D, UAdD,) para todo v = arccos (CrP*1/2),
por lo que, por el Lema 4(a)-(iii) se tiene que |f(z)| > 1y, por (3.7),
lg(z)] > 1y z € A.

e Sif € ODT no podemos afirmar nada, pero lo anterior nos dice que si con-
sideramos los interiores de los sectores circulares {z = re / € D} estdn
contenidos en A¢ y se alternan con los sectores circulares {z = re? /0 €
D~} que estan en A.

(2) SiC < 0, aplicando los apartados (b) de los Lemas 4 y 5 obtenemos de forma
similar los mismo sectores circulares que en el caso C' > 0 con la diferencia
de que altera el interior de los sectores {z = ¢ /0 € D~} estdn en A°y los
sectores {z = re? /0 € D'} estdn en A.

Graficamente
—5m —3r -7 7T 3n 5T
2p+1) 200+ 1) 2(p+1) 2(p+1) 2(p+1) 2(p+1)

Figura 3.4: Subintervalos de D en rojo y los de D~ en azul.

g

Observacién 3 Estudiemos con un poco mas de detalle como son estos sectores
de la estrella de orden cuando z — 0.

Por simetria, el semieje real positivo tiene que ser la bisectriz de un sector y el
semieje real negativo la bisectriz de otro.

Por tanto, en el primer cuadrante la primera de las aristas de la “estrella”sera

la recta
T

I=0 =)

Las siguientes aristas seran las rectas
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T
0=0,=0g+1——, [=1,2,...,2 1) —1.
! 0+p+1> ) 4y 7(p+)
Teniendo en cuenta
s 70 m(1+2] T 1+21 P
O+ l—< - - | — | < - & <lseslL<=
R R 2(p+l>_2 p+1 = =2

se tiene que

Si p es par: el semieje imaginario positivo es una arista de la estrella (1=p/2)
y, por simetria, el semieje imaginario negativo también lo serd, por lo que
habra 4 sectores cuyo borde es el eje imaginario. Por tanto, tenemos que hay
al menos

g — 1 sectores de A y g — 1 sectores de A° (3.9)
completamente contenidos en C*.
y que, al menos,
b sectores de A y b sectores de A€
2 2 (3.9)

arranquen en Ct.

Si p es impar: el semieje imaginario positivo es una bisectriz de un sector de
la estrella y el semieje imaginario negativo la bisectriz de otro. Por simetria,
ambos pertenecen a A o ambos pertenecen a A€,

Por tanto, tendriamos que al menos hay

—1 —1
P sectores de A y P

sectores de A°

(3.10)
completamente contenidos en C*.
y, ademas, hay, como minimo,
1 1
Pt sectores de A y Pt sectores de A€ (3.11)
que comienzan en C*.
Luego, de forma general tenemos que al menos hay
1 1
E {]%} — 1 sectores de Ay F [%} — 1 sectores de A° (3.12)
completamente contenidos en C*.
Ademas hay, al menos,
1 1
E pt’ sectores de Ay E pt’ sectores de A°¢
2 2 (3.13)

que comienzan en CT.

Todo lo anterior se da de la misma forma para C~.

Por ejemplo, en la Figura 3.5 podemos ver las estrellas de orden del [0/6]-Padé
y de la funcién de estabilidad del método SDIRK de orden 3 (2.6) con v =
(3 +1/3)/6 cerca del origen.
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05 L L L L L h
05 04 03 02 01 0 o1 02 03 04 05 05 04 -03 02 -01 ) 01 02 03 04 05

(a) [0/6]-Padé orden 6 (b) SDIRK orden 3, v = (3 4+ /3)/6

Figura 3.5: Estrellas de orden cerca del origen (A en azul y A¢ en blanco).

3.4. Order Star cuando z — oo
Como ya dijimos, otro estudio relevante para entender las estrellas de orden
es saber qué ocurre cuando z — oc.

Lema 7 Sea z = re?, entonces

T 3T

(z’)V9€<2 2) K, > 0,Vr > K; tal que z € A.

(i1) VO € ( > Ky > 0,Yr > K, tal que z ¢ A.

Demostracwn
(i) Vi < ) cosf < 0, entonces e "% — 0o, r — 0.
Por tanto,
R
lfm 17(z)] = lfm |R(2)| - e = o0
r — 00 |€Z| r — 00
0 € (n/2,3m/2) 0 € (n/2,31/2)
R 3
Luego, VM > 0,dK; > 0,Vr > K : ‘ (2) > M,V0 e (g g)
e*

Eligiendo M > 1, Vr > K,V0 € (g, 3;) ,z € A.

(ii) VO € < 27T 2) cosf) > 0, entonces e "% — 0, r — oo

En consecuencia,

R
i B R et =0
r — 00 ’€Z| r — 00
0e(—n/2,m/2) 0e(—n/2,m/2)
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-7 T
<e Vvl e (7,5)
- T

Tomando € < 1, Vr > K5, V0 € <— —) 2z ¢ A

R
Luego, Ve > 0,dK5 > 0,Vr > Ky : ‘ﬁ
eZ

272
UJ

Observaciéon 4 El lema anterior nos garantiza que para todo z € C con |z| >
méax{Ky, Ko} y Rez # 0,
Rez<0&z2€ A

Rez>0« z e A

R(z)
R(z)

Lema 8 lim
Z—00

Demostracién: Derivando R(z):

P'(2)Q(z) — P(2)Q'(2)

R(z) _ QC)? _ P()Q() — PR)Q)
R(2) P(2) PQG)
Q)

Por tanto, como deg P’ = k — 1, deg @’ = j — 1, el numerador tendra grado
k+7—1alosumo y el denominador grado k + j. Entonces, |R'(z)/R(z)| —
0,z — oo ya que el grado del numerador es menor que el del denominador. [J

Lema 9 Consideramos z = re' € C, con r — 0.

S
©01(0) = \62]2 = e2reost, wa(0) = |R(z)]2 = R(Tew)R(Te*w), (3.14)

entonces:
/

(i) ::—% = —2rsin(f) y #2(0)

y P1(0) _ ¢o(8)
(i1) Ve € (0,7/2), 21(0) < oa0) Vo € [e,m—¢].

R'(re?)

i
R(rew) "

= 2rRe(w), donde w = ie

Demostracion:
(i) Derivando cada funcién, obtenemos:

1 (0) = —2re? ) gin(p)
0h(0) = R'(re?) - rei - R(re ™) + R(re) - R'(re” ) - re=(—i)
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Luego,

O (0)  —2re? @ gin(0) ,
= p— —2
01 (6) e2rcost TSIH(Q)

oh(0)  R(re?)-re?i- Rire=) + R(re®) - R'(re=?) - re="?(—i)

©2(0) R(re??)R(re=)
_ R(re®)-re®i  R'(re7)-re ?(—i)
N R(re?) R(re=)

Dado que los coeficientes de R(z) son reales, entonces R(z) = R(z) y
R'(Z) = R/(2). Por tanto, si

R (1) . reifi R (re—0) . re—i0(—;
" (re’) - re i oo (re ) - re=""(—i)

R(re?) R(re=)

(3.15)

En consecuencia,

©3(0)
©a(0)

/ i6
=u+ 17 = 2Reu = 2r Re(w), donde w = ie” - };é::w))

(0 L0
(ii) Consideremos 0 < € < /2 y veamos que #(0) < 21 ), Vo € e, m — €]

©1(0) ©a(0)

Por (i) demostrar (ii) es lo mismo que ver que —sin§ < Re(w), V0 € [e, m—¢],
teniendo en cuenta que w = w(r, 6).

Sabemos por el Lema 8 que si z — 0o, Re(w) — 0, por tanto, Yoo > 0, IK >
0,vr > K : |Re(w(r,0))] < a,V0 € R.

Aplicdndolo para 0 < a = sine < 1, existe K > 0,Vr > K, |Re(w(r,0))| <
a,Vl € [e,m —¢].

Ademés, V0 € [e,m — €] : sinf > «, (ver Figura 3.6). Por tanto,

—a< Rew < a

_sinf< —a } = —sinf < —a < Rew(r,0),V0 € [e,m — €],

con lo que se demuestra (ii).
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Figura 3.6: Funcién a = sine para 0 < ¢ < /2.

O
Lema 10 El borde DA posee solo dos ramas que van al infinito.

Demostracion: Para demostrar el lema utilizaremos las funciones definidas en el
Lema 9.

Por el Lema 7 sabemos que existen Ky, Ko > 0 tal que
VO e (n/2,m),r>K;:z€ A= py(0) —p1(0) >0

VO € (0,m/2),1r > Ky:2z€ A°= ¢a(0) — p1(0) <0

Entonces, por continuidad de ¢; y ¢ en R, 30 € (0,7) : ©1(0) = py(h),
Vr > méx{ K, K}, lo que implica que z = re?? € 9A.
Es decir, hay al menos una rama de 0A que se va al infinito en Im z > 0.

Por el apartado (ii) del Lema 9, Ve € [0,7/2], V0 € [e,m — €] :

i (0)  h(0) /
o) o)~ 1 O220) < 10)2(0) =

)
= @) (8)p(6) — 21(0)(6) <0 =
. <0

( 9)) £1(0)p2(0) — ¢1(0)5(6)
) w5(0)

0
Luego, ¢1(0)/p2(0) es estrictamente decreciente en [e, m —¢], Ve € (0,7/2).
Supongamos ahora que hay dos ramas de 0A en Im z > 0 que se van a infinito,
esto es, existen dos valores 0 < 6; < 0y < 7 tales que ¢1(01) = wa(01), p1(02) =
p2(62). Entonces, existe ¢ > 0tal que 0 < e < 0y <Oy <m—e < Ty p1/ps €8
estrictamente decreciente en [, m — €] por lo que

©1(01) _ ¢i1(02)
22(01) ~ a(02)
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o, lo que es lo mismo, que 1 > 1, lo que es una contradicciéon que viene de
suponer que existian dos valores en los que ¢; y o son iguales. Asi que solo
existe un valor 6 en [e, 7 — €] tal que p1(6) = p2(0).

Consecuentemente, existe una unica rama de A en Imz > 0 que se va al
infinito.

Por simetria, habra otra rama de 0A en I'm z < 0 que se va al infinito. U

Lema 11 En las condiciones de los lemas anteriores, si
R(z)=KZ+0(E"), z2—=00 (1<0) (3.16)
estas ramas se acercan asintoticamente a la curva
z =log|K|+1-log |yl (3.17)

Demostracion: Del Lema 10 tenemos que existe un tnico 0 € (0,7) y K >
méx{ Ky, Ko} > 0 tal que Vr > K z = re?? € 9A.
Luego, si z = x + 1y, por hipétesis, |R(z)| = |e*| y

[R(2)| = |[K2' + O] = K| = |K|(2® +y)"? > |e*] = ¢" =

l
= log | K| + §log(x2+y2) ~

Como z € 0A podemos acercarnos a z tanto como queramos con puntos A y de
A° es decir, Ve > 0, 325 € A, 325 € A° con 2§, 25 ¢ iR, tal que

|z — 25| <&, argzf ~0, |25 >mix{K, K}
|z — 25| <e, argzy ~0, |25 >méx{K, K}

Por la Observacion 4, Re zf < 0y Rez5 > 0, y se tiene

T 37
arg Zi S (E, 7)

c -7
arg zs € 7,5

por lo que = = rcosf ~ 0 e Yy = rsind ~ r. En consecuencia, x/y ~ 0. Por
tanto, dado que

= necesariamente ¢ ~ 7,

172 4 y2 — y2(x2/y2 4 1) ~ y2’

las ramas se acercan asintdticamente a

!
z = log | K|+ §log(\y\2) =log |[K|+1-logy|
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3.5. Ceros y polos de R(z)

Como R(z) = P(2)/Q(z) es una funcién racional y e* # 0, ¥z € C se tiene

que los ceros de ¢(z) son los ceros de P(z) y los polos de ¢(z) son los ceros de
Q(z). Ademas,

Siwes cero de q entonces, g(w) = 0 < 1 por lo tanto, w € A°. (3.18)
Siw es polo de q entonces g(w) = oo por lo que, |g(w)| > 1yw € A. '

Combinando las propiedades de las estrellas de orden cerca del origen y cuando
z — 0o podremos localizar los ceros y polos de la funcién R(z).

Lema 12 Cada subconjunto F C A acotado con borde comin OF C 0A debe
contener al menos un polo de q(z).

Demostracion: Sea F' C A acotado con OF C 0A. Supongamos que no hay polos
de ¢(z) en F. Como F es acotado por el principio del méximo tenemos que
= 3 = 1
méx|g(z)] = mdx |q(2)]

Pero si z € F' C A entonces |¢(z)| > 1, por lo que, hemos llegado a una contra-
diccién al suponer que no hay polos de ¢(z) en F. 0

Para estudiar mas profundamente el comportamiento de los ceros y polos de
q(z) necesitamos recordar algunos conceptos de andlisis complejo, que hemos
extraido de [3] y [5].

Definicién 9 Se dice que f es meromorfa en un abierto U si es holomorfa
en U salvo en un conjunto de puntos que son polos de f.

Definicién 10 Dadas dos curvas 1o y 7 : [0,1] — D cerradas y simples en
una region D. Se dice que 1y es homotopica a 11 en D (19 ~ 71) si existe una
funcion continua ~y : [0,1] x [0,1] — D tal que

{( 0) = T7o(s)
(0,t) = ~v(1,t

Es decir, si 71 ~ 79, una se puede “deformar” continuamente en la otra.

7) 9 T1(5)7 O§5§1
L 0<t<l1

Definicién 11 Si 7 es una curva simple cerrada en C y a € C — 71 se define el
indice de T con respecto al punto a como

Ind(a,7) = L% dw

2mi J.ow —a
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Este valor también se llama nimero de giros de la curva T alrededor del punto
a, ya que si Ind(a,7) = n entonces T es homotdpica a la curva

2(t) =a+e*™  tel0,1].

El Principio del Argumento nos permite contar el nimero de los ceros y
polos de una funcién meromorfa f que estan rodeados por un contorno simple
cerrado C'.

Teorema 7 (Principio del Argumento).[3] Sea C un contorno simple cerrado
contenido en un dominio D. Supongamos que la funcion f es meromorfa en D,
y que f(z) #0, Vz € C. Entonces,

11 f(2)
2mi Jo f(2)
donde Ny es el nimero total de ceros de f y N, es el nimero total de polos de

f en la region de D rodeada por C. En la determinacion de Ny y Np, tanto los
ceros como los polos se cuentan sequn sus respectivas multiplicidades.

dz = Ny — N,, (3.19)

Si hacemos el cambio w = f(z), dw = f'(z)dz nos queda

LY () P S G N (2.
21 Jo f(2) 7 o Heo) W nd(0, f(C))

Por tanto, el Teorema 9 nos dice que el nimero de ceros menos el nimero de
polos de f en la region rodeada por C' es igual al niimero de giros que la curva
f(C) da alrededor del origen.

Lema 13 Cada subconjunto acotado F' C A con borde comun OF C 0A que
reine m sectores de A en el origen debe contener al menos m polos de q(z)
(contados segin su multiplicidad). Andlogamente, cada subconjunto acotado F' C
A° con m sectores de A® en el origen debe contener al menos m ceros de q(z).

Demostracion: Primero, vamos a demostrarlo en el caso en que m =1y OF es
una curva cerrada parametrizada orientada positivamente c(t), to <t < t;.

Sea el vector velocidad @ = (c|(t),c,(t)), que es tangente a la curva, y i =
(ch(t), —c{(t)) un vector normal exterior a OF.

Escribimos q(z) = R(z)/e* = r(x,y) - @Y donde z = z + iy, es decir,

r(z,y) = la(2)| y o(z,y) = arg(q(z)). Luego

log q(z) = log(r(z,y)) + ip(z,y) (3.20)

Por otro lado, para cualquier incremento A > 0, como el borde 0 A esta rodeado
exteriormente por puntos de A€
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(x+ Ady,y — Acd) € A=r(x+ Ady,y+ Ad)) < 1,
(x,y) € OF C 0A = r(x,y) =1,

entonces,

or ., rle+ Ady,y—Ad) —r(x,y)
i = lim <
8ﬁ<x’y) AL 0+ A =0

Por tanto, r se incrementa hacia dentro de F, es decir,

or or
Ademas,
0 . Ty Ty\ o
%(logr(x,y)) = V(logfr) = <77 ?) n =

(3.21)

= L) 1) = 2Wrtey) ) = 1 D <

r on

Por otro lado, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann para log ¢(z) (3.20),

d(logr) Oy d(logr) Oy
or oy’ oy Oz (3.22)

de modo que

d(logr)  (O(logr) O(logr) ,
on _< dx 0Oy )(c

W = () v = e+ e = 2
2 (-5) A= 3 d0+ 50 -

Por tanto, por (3.21),

0 (3.23)
Sea q(t) = q(c1(t), ca(t)) = r(ci(t), ca(t))e1®e2®)  Entonces, derivando,

or or .
JaH) = = ./ Z A ip(c1(t),c2(t))
7(0) ((% 40+ 5 c2<t>)e

oc; Ot ' Ocy Ot

= T 4 i g(elt)) - 2 (eft)

—I—T(Cl(t),Cg(t)) G- ez‘tp(cl(t)vw(t)) . (8_¢ . 9 + 8_@ 662) —

Como c¢(t) € OF, Vt € [to,t1], r(c(t)) = |q(c(t))| = 1, Vt € [to,t1], por lo que
or

8_6(C(t)) = 0, se tiene,
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Por otra parte, por la regla de la cadena,

7(0) = Sale(t) = ¢ (e(0)) - (1)

donde ¢(t) = ¢|(t) + icy(t). Entonces,

ia(elt)) SEe1) = o (elt)) ()

Luego,

90 (ett)) = LD ), v e 1,1

o)
Como ¢’ tiene un numero finito de ceros, esto implica que 8—S0(c(t)) = 0 solo en
a

0
un nimero finito de puntos y 8_9_0'(6(75)) < 0 en el resto.
a

El argumento de ¢(z) solo se anula en un numero finito de puntos de 9F y de-
crece cuando z € OF entonces, 7 = q(OF) se recorre en sentido negativo.

Es decir, el argumento de ¢(z) decrece (salvo en un nimero finito de pun-
tos) a medida que se recorre la curva OF en sentido positivo. En otras palabras,
la curva 7 = ¢(OF') se recorre en sentido negativo a medida que OF se recorre
en sentido positivo y tiene que dar al menos una vuelta completa.

Ademas, |¢(z)| = 1, Vz € OF, asi que 7 = ¢(0F) tiene que caer sobre la
circunferencia unidad y darle al menos una vuelta en sentido negativo. Por tan-

to, Ind(0,7) < —1.

Por el Principio del Argumento Ind(0,7) = Ny— N, donde Nj es el niimero
de ceros y N, el ntimero de polos de ¢ en F. Como F' C A, por (3.18), en F' no
hay ceros de ¢, Ny = 0. Por tanto, Ind(0,7) = —N, < —1, luego N, > 1, asi
que tiene que haber al menos un polo de g en F.

Por otro lado, si F' C A° acotado, OF C 0A, con OF una curva simple cerrada pa-
rametrizada c(t), t € [to, ;] igual que en el caso anterior, si q(z) = r(z,y)e™®)
ahora tendremos que
dp  O(logr)
oa  on
y solo se da la igualdad en un nimero finito de puntos de 0F', por lo que ¢ es cre-
ciente, y 7 = q(0F') se recorre en sentido positivo, girando sobre la circunferencia
unidad y, por el Principio del Argumento,

>0
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No — N, = Ind(0, 1)

donde Nj es el nimero de ceros de g y N, el niimero de polos en F' C A°.
Como F C A€, no hay polos de g en F', entonces N, = 0y Ind(0,7) > 1 porque
la circunferencia unidad se recorre al menos una vez, luego Ny > 1, y F' contiene
al menos un cero de gq.

Si FFC A con OF C OA retine m > 1 sectores del origen,
F=U"F, (3.24)

donde cada uno de los F; incluye un solo sector del origen, F;NF; = 0y OF; C 0A
es una curva cerrada simple, aplicando lo anterior sobre cada Fj, se demuestra
que hay al menos m polos de ¢ en F'.

Si F' C A° es de la forma (3.24) lo que se obtienen son m ceros de g en F.

Figura 3.7: Subconjunto F C A del SDIRK ~ = (3 +1/3)/6 en color azul.

Si F' C A acotado, OF C 0A pero la curva es cerrada no simple, la demos-
tracion para un m general es muy complicada. Veamoslo para el caso m = 2, es
decir, que F' contiene 2 sectores del origen, pues OF no es una curva simple.
Este es el caso, por ejemplo, del subconjunto acotado FF C A en Rez > 0 de
la estrella de orden de la funcién de estabilidad del método SDIRK de orden 3
(2.6) con v = (3 4+ 1/3)/6 que se puede ver en la Figura 3.7.
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Asi OF C 0A rodea a un conjunto F, C A¢. Consideremos, ademas, el
subconjunto de C
Fl == F U F2

Entonces, OF = 0F) U 0Fy y OF; y OF; son dos curvas cerradas simples orien-
tadas positivamente.

Sean N§ y N} el niimero de ceros en F; y 7; = q(OF;) para i = 1y 2. Sabe-
mos que N} — Ng = Ind(0,7;), i = 1,2. Ademas, al igual que vimos en el caso
m = 1, como OF} rodea puntos de A, 71 recorre al menos una vez la circunfe-
rencia unidad en sentido negativo, por lo que Ind(0,7;) < —1. En cambio, como
OF, rodea a Fy C A°, 75 recorre en sentido positivo la circunferencia uniddad,
al menos una vez al completo, por lo que Ind(0,75) > 1.

Como sabemos que en F5 C A° no puede haber polos de g, NI? = 0, por lo que
NZ = Ind(0,7), y si hay polos de ¢ en F, han de estar en Fj.

Ademas, como en F© C A no puede haber ceros de ¢, si F} tiene ceros,
tienen que estar en Fy, por tanto, Nj = NZ. Por tanto,

N, = Ind(0,75) — Ind(0,7) > 141 =2
con lo que se concluye que debe de haber al menos dos polos de F' C A.

Se procede analogamente si F' C A€ acotado conteniendo 2 sectores del
origen. U

Para acabar esta seccion, hemos creado un programa en Matlab que dibuja
las estrellas de orden. En la Figura 3.8 pueden ver algunas estrellas de orden de
aproximantes de Padé y de las funciones de estabilidad de los métodos SDIRK
de orden 3 que no son Padé.
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(a) [3/3]-Padé (b) [3/4]-Padé

(c) [4/5]-Padé (d) [0/6]-Padé

(e) SDIRK v = (3 +/3)/6 (f) SDIRK v = (3 — /3)/6

Figura 3.8: Order star

3.6. Orden y estabilidad para R(z)

Combinando las propiedades vistas anteriormente, podemos deducir algu-
nas condiciones para que una funcién racional sea A-estable.

Teorema 8 Si R(z) es A-estable, entonces p < 2ky + 2, donde ky es el nimero
diferentes de ceros de R(z) en C™.
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Demostracion: Sabemos por la Observacion 3 que hay al menos

1
E {}%] sectores de A que arrancan en C~

1
E [Z%} — 1 sectores de A¢ completamente contenidos en C~

Los sectores de A que arrancan en C~ no pueden estar acotados, pues si lo
estuviera, habria al menos un polo de R(z) (o de ¢(z)) en C~ por el Lema 13, por
lo que no seria A-estable. Ademas, los sectores de A¢ completamente contenidos
en C~ tienen que estar acotados, pues si fueran infinitos se contradeciria el Lema
7, v cada uno de ellos contrendia al menos un cero de R(z). Por tanto, habria

1
al menos F [1%} — 1 ceros diferentes de R(z) en C~, lo que implica que

!
E[%}—lgkl

En consecuencia,
p <2k +1 sipesimpar

p<2ki+2 sipespar
Por tanto, solo podemos garantizar que p < 2k; + 2. [l

Teorema 9 Si R(z) es I-estable, entonces p < 2j;, donde j; es el nimero de
polos de R(z) en CT.

Demostracion: De igual manera que antes sabemos por la Observaciéon 3 que al
1
menos £ P%] sectores de A empiezan en C*.
Como R(z) es I-estable, los sectores de A que arrancan en C* no pueden

cruzar el eje imaginario, es decir, tienen que estar completamente contenidos en
C*, y tienen que estar acotados pues, si no, se contradecird el Lema 7.

Por el Lema 13, cada uno de esos sectores acotados de A deben contener

. +1
al menos un polo de R(z), por lo que se garantiza que hay al menos E {p_}

2
polos de R(z) en C*.

Si 71 es el nimero de polos de R(z) en C*, entonces nos queda

1
E [Z%} <n
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0, lo que es lo mismo,

p esimpar p<25; —1
pespar p<2j

Entonces, en general solo podemos garantizar que p < 2j;. 0

Teorema 10 Supongamos que p > 2j — 1 y |R(oc0)| < 1. Entonces, R(z) es
A-estable.

Demostracion: Sabemos que R(z) es A-estable si y solo si, es I-estable y todos
los polos estdn en C™.

Como p > 25 — 1 > 25 — 2 entonces es I-estable por la Proposicion 7 del
Capitulo 2. Por el Teorema 9, p < 2j; < 2j ya que j; < j. Pero ademas,

1
2j—1§p§2j1j2j—1gzjl:»jéjwé

Por tanto,
. o 1 .
J1 < §]1+§:>]:]1,

lo que implica que todos los polos de R(z) estan en C*. Aplicando la Proposicién
4 del Capitulo 2, se tiene que R(z) es A-estable. O

Teorema 11 Suponemos que p > 2j — 2, |R(o0)| < 1, y los coeficientes del
denominador Q(z) tienen signos alternos. Entonces, R(z) es A-estable.

Demostracion: Si p > 2j — 1 entonces por el teorema anterior R(z) es A-estable.
Nos falta ver el caso p = 25 — 2. Por la Proposicion 7 del Capitulo 2 sabemos
que R(z) es I-estable. Luego, por el Teorema 9, p < 2j; con j; el nimero de
polos de R(z) en C*. Por tanto,

2)=2<p<2h1 y n<y

entonces nos queda o que j; = j y por tanto A-estable, o bien j; = 7 — 1. Si
j1 = j — 1 entonces hay un tnico polo de R(z) en C~, o sea existe w € C™ :

Q(w) = 0.
Como Q(z) tiene coeficientes reales, w tiene que ser real, es decir, w = —x €
R~,z > 0. Sin embargo, por hipotesis

Q(Z) = bo — blz + b222 - b323 + -+ (—1)jbjzj

con by # 0y b > 0. Asi que para x > 0,
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Q(x) == Q(—x) = by + byw + bya® + - - + bja’.

Podemos ver que no hay cambios de signos en los coeficientes de @ (x). Por tanto,
no puede tener raices reales positivas (regla de Descartes) lo que nos lleva a una
contradiccién, asi que no es posible que haya un unico polo de R(z) en C™, lo
que demuestra la A-estabilidad. [l

Acabamos esta seccién con un teorema extraido de [5, p.57], que no demos-
traremos ya que su demostracion requiere mas herramientas de analisis complejo
de las que no disponemos en un nivel de grado.

Teorema 12 Sea R(z) con ko ceros distintos y jo polos distintos. Entonces,
p < ko + jo-

3.7. Estabilidad de las aproximaciones de Padé

Aplicando las propiedades de las secciones anteriores podemos deducir la
A-estabilidad de los aproximantes de Padé.

Teorema 13 La aprozimacion [k/j]-Padé, dada en (3.2), es A-estable si y solo
sik <j<k+2. Ademds, todos sus ceros y polos son simples.

2

Demostracion: 7 = 7 Tenemos que ver que k£ < j < k + 2, y tenemos que
p =k + j. Ademads, por el Teorema 8 sabemos que

P<2Ur+2=k+j <2 +2<2%k+2, (k <k).

Por tanto, 7 < k + 2y, como es A-estable, sabemos que 7 > k.
7«7 Tenemos que k < 7 < k+2yp=k+j. Por una parte,

k>j—2=p=k+j>2j—2

Por otra parte, por (3.2),si j =k, |[R(c0)| =1ysij=k+16k+2, |R(c0)| =0,
asi que |R(0c0)| < 1 para k < j < k+ 2. Ademads, Q(z) tiene signos alternos, asi
que por el Teorema 11, es A-estable.

Por otro lado, para ver que los polos y ceros son simples tenemos que ver que
los ceros y polos tienen multiplicidad 1. Por el Teorema 12 tenemos que si kg y
Jo son, respectivamente, el nimero de ceros y de polos distintos de R(z),

k+j=p<kot+jo<k+j=k=k y Jj=1Jo

con lo que se concluye la demostracion. O
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3.8. Ejemplos de aproximantes de Padé

En el capitulo 2 vimos que cuando las funciones de estabilidad de los méto-
dos es simple, como en el caso del #-método, detectar si es A-estable o no es
sencillo.

Aplicando la teoria de las estrellas de orden desarrollada en este capitulo
podemos deducir la A-estabilidad de métodos de alto orden como el caso del
método de Kuntzmann y Butcher de orden 6, donde

 142/2422/10+ 2°/120

B&) =T a0 =120

Como podemos observar la funcién de estabilidad coincide con el aproximante
[3/3]-Padé cuya estrella de orden podemos ver en la Figura 3.8a. Por tanto, po-
demos aplicar el Teorema 13, y vemos que dicha funcion es A-estable dado que
3 < 3 < 5. Por otro lado, como el numerador y el denominador son del mismo
grado entonces, R(z) — —1 cuando z — oo, por tanto, no es L-estable.

Una aplicacion inmediata de esta teoria es que permite construir métodos
RK de alto orden A-estable, eligiendo sus coeficientes de forma que su funcién
de estabilidad sea un aproximante de Padé verificando el Teorema 13. Esta es
la continuaciéon natural del trabajo realizado en esta memoria.






Conclusiones

Este Trabajo de Fin de Grado se ha centrado en el estudio de los métodos
Runge-Kutta, su estabilidad, en particular su A-estabilidad y la teoria de las
estrellas de orden.

La estabilidad de los métodos numéricos en la resolucién de ecuaciones
diferenciales es fundamental para obtener aproximaciones fiables y eficientes.
Garantizar que un método es A-estable asegura que propagard concretamente
los errores sobre problemas lineales de coeficientes constantes. En la préactica
también mejora la estabilidad de los métodos sobre muchos problemas no linea-
les. Hemos visto que no hay métodos explicitos A-estables por lo que uno de los
topicos de investigaciéon principales en esta area es la de construir métodos RK
implicitos A-estables con orden alto.

El principal y tltimo resultado de esta memoria es el Teorema 13, que ga-
rantiza que, bajo ciertas condiciones, los aproximantes de Padé producen méto-
dos A-estables con el orden mayor posible. Hemos demostrado las principales
propiedades de las estrellas de orden que se usan en la demostracion de dicho
Teorema.
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In this Bachelor’s thesis, the A-stability of Runge-Kutta methods
has been studied, with a particular focus on the theory of order
stars, which determines necessary and sufficient conditions for
the stability function of a method to be A-stable.

To do this, we have divided this work into three chapters. In the
first chapter, we introduce the Runge-Kutta methods and some
of their properties. In the second chapter, we study their stability
and define the stability function and A-stability. Finally, we develop
the theory of order stars, which guarantees the A-stability of Padé
approximants under certain conditions.

1. Introduction to Runge-Kutta Methods

Let us consider the initial value problem

y'(t) = fty(t), ylto) =0, € [to,tf] Q)
with f: [tg,tf] x @ — R™, where Q C R"™ is an openset.
A solution to IVP (1) is a continuously differentiable function on
some interval I that contains ¢ and it satisfies the IVP.
Given an integer s > 1, the method that, given an approximation
yn to the solution of the IVP (1) at ¢,,, provides an approximation
yn+1 to the solution at ¢, 1 = t,, + h using the formula:

S
ki:f(t”+(31'h,y”+hzaijk]‘), i=1,...,8
= @

S
Ynt1=Yn+h Z bik;
i=1

-

is called s-stage Runge-Kutta method. A = (a,;v,-)f‘yjz1 is called
the coefficient matrix, the vector ¢ = (¢, o, .. ., cs)T is the vector
of nodes, and b = (b, by, .. ., bs)T is the vector of weights.

Theorem 1 Let f : [ty,t7] x R™ — R™ be a continuous function
that satisfies a Lipschitz condition with respect to y, where L is
the Lipschitz constant. If we take

~ 1

h< ——7,

' Lmax; 3 |aj;|’

®)

then for every h € [0, ], there exists a unique solution of the im-
plicit system (2) that can be obtained through functional iteration.
If f is p times continuously differentiable, the functions k; = k;(h)
are also CP([0, ).

Definition 1 A method RK(A,b) is of order p > 1 if for IVPs (1)
with f € CP([to, 7] x Q) and Lipschitz, there exists K > 0 indepen-
dent of h such that

lly(to + k) — ]| < KhPH,

2. Stability of Implicit Runge-Kutta Methods

Applying the RK (2) to the Dahlquist test equation

h—ot. (4)

i = Ay, Re A < 0. (5)

it yields
Yns1 = R(BNyn, R(z) =1+ 2T (I — zA) e (6)
where ¢ = (1,...,1)T and I is the identity matrix of size s. The

function R(z) is called the stability function of the method.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de julio, 2023

Proposition 1
_det(I — 2A+ zebT)

R(z) = det(I — zA) @
Proposition 2 /f the method is of order p > 1, then,
e“ —R(z)=CPT 4+ O(zPT2) as,z—0, C#0. (8)

Definition 2 A method, whose stability domain S =
z € C/|R(z)| < 1 satisfies C~ C S is called A-stable.

3. Order Stars

Given (k, ) the [k/;]-Padé approximant to ¢* is the only rational
function that satisfies

Ryj(z) = g’;iﬁ = et 4 O,

with deg P, = k, deg Q; = j.
Definition 3 The set

250 Q)

A=2€C:|R(z)| > |e|=2€C:|q(z) > 1,

is called the order star of R.
Lemma 1 If R(z) is an approximation to ¢* of order p, that is,

¢ —R(z) = CPT 4+ 0P, 20, C£0, (1)
In a neighborhood of z = 0, the set A consists of the points in
p+ 1 circular sectors of equal width = /(p + 1) alternating with p + 1

circular sectors of the same width of A°.

Lemma 2 Every bounded subset F C A with a common boundary
OF C 0A that includes m sectors of A at the origin must contain at
least m poles of q(z) (counted with their multiplicities). Similarly,
every bounded subset F' C A® with m sectors of A® at the origin
must contain at least m zeros of q(z).

Theorem 2 The [k/j|-Padé approximation, given in (9), is A-stable
ifand only ifk < j < k + 2. Moreover, all its zeros and poles are
simple.

Figure 1: Order star for Padé approximations
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