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Resumen - Abstract

Resumen

La Teoria de Codigos es una rama de la Matemdtica y de la In-
formdtica que tiene como objetivo enviar de forma eficiente un men-
saje mediante un canal afectado de ruido, para que sea recupera-
do por el receptor sin errores. Con los codigos lineales se pretende
introducir herramientas del /flgebm Lineal para resolver de forma
eficiente problemas ligados a los codigos, como el problema de de-
codificacion. Los pardmetros principales de un codigo lineal son la
longitud, la dimension y la distancia minima, los dos primeros van
ligados a la eficiencia y el tercero a la capacidad correctora del codi-
go.

Dado un codigo binario, vamos a estudiar dos problemas. El pri-
mero, calcular su distancia minima, y el sequndo, la decodificacion.
Para ello, le asociaremos a todo codigo binario un ideal del anillo
de polinomios y resolveremos los problemas anteriores haciendo uso
de técnicas basadas en bases de Grobner.

Palabras clave: (Cddigos binarios, Cddigos lineales, Distancia
minima, Bases de Grébner, Decodificacion
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Resumen - Abstract

Abstract

Coding theory is a branch of Mathematics and Computer Science
that aims to efficiently send a message through a channel affected
by noise, so that it can be recovered by the receiver without errors.
With linear codes, the goal is to introduce tools from Linear Algebra
to efficiently solve problems related to codes, such as the decoding
problem. The main parameters of a linear code are length, dimen-
sion, and minimum distance. The first two are related to efficiency
and the third to the correcting capacity of the code.

Given a binary code, we will study two problems. The first is to cal-
culate its minimum distance, and the second is decoding. To do this,
we will associate an ideal of the polynomial ring to every binary code
and solve the above problems using Grobner bases.

Keywords: Binary codes, Linear codes, Minimum distance,
Grobner basis, Decoding
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Introduccion

La Teoria de Cdédigos es una rama de la Matematica y la Informatica que
se ocupa de la creacion y andlisis de cédigos para la transmision y almacena-
miento de informacién. Los cédigos se utilizan para representar informacién en
un formato que pueda ser transmitido a través de un canal de comunicacién,
como una red de computadoras, y recuperado sin errores en el extremo receptor.

Esta, se desarrolld en el siglo XX, y su historia se remonta a los primeros
dias de la telegrafia sin hilos y la transmision de senales a larga distancia. En los
anos 30 y 40, los matemaéticos e ingenieros empezaron a estudiar los problemas
de transmisién de informacion y a desarrollar teorias y algoritmos para mejorar
la eficiencia y la confiabilidad de la transmisién de informacién. El comienzo de
la Teoria de Cddigos y de la Teoria de la Informacion se ubica en el articulo
“A mathematical theory of communication”, escrito por Claude Shannon en
el ano 1948. En esta publicacion, se define la capacidad del canal y se demuestra
que siempre que no se supere esa capacidad, se puede comunicar informacién de
manera fiable. Shannon asume que en cualquier canal habra interferencias y pro-
pone una estrategia para lidiar con ellas, la redundancia. Pese a la innovacién,
la demostracion de Shannon presentaba un inconveniente, y es que no era cons-
tructiva. Después de esta publicacién, un hecho importante fue la creacién del
codigo Hamming, que permite corregir errores en la transmisién de informacion.
Este cédigo fue desarrollado por Richard Hamming, que habia trabajado con
Shannon en los Laboratorios Bell, en 1950 y se convirtié en un estandar en la
industria de la transmision de datos. Desde entonces, la teoria de cédigos ha ex-
perimentado un desarrollo constante y ha evolucionado para incluir nuevos tipos
de codigos, como codigos turbo y cdédigos LDPC, y nuevas aplicaciones, como la
compresion de datos y la transmision de informacion en redes inalambricas.

El problema de comunicacién con codigos correctores de errores sigue el
esquema de la Figura 0.1. En él se suele utilizar como alfabeto el cuerpo finito
de ¢ elementos IF,. Supongamos que queremos enviar un mensaje m € IF’q“, el
codificador es la aplicacién inyectiva Enc : IE"; — Fy con n > k donde la
idea es afiadir informacién redundante. El conjunto Im(Enc) C F7, que es la
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imagen de la aplicacion, es lo que se denomina cédigo. El mensaje codificado,
se envia a través del canal, el cual, usualmente, se supone que no tiene pérdidas
(si se emite un simbolo siempre se recibe un simbolo del mismo alfabeto que
estamos utilizando), no tiene memoria (el error en cada simbolo no depende de
los simbolos previamente enviados) y es simétrico (la probabilidad de error de
cada simbolo es la misma). Como el canal no tiene pérdidas, el receptor recibe
un mensaje de igual longitud pero suceptible de traer entradas erréneas. Aqui
comienza el proceso de decodificacién, en el que el receptor debe recuperar el
mensaje enviado a partir del mensaje recibido; esto se podra conseguir siempre y
cuando no se hayan producido demasiados errores durante su transmision. Dado
que el canal no tiene memoria y es simétrico, lo mas probable es que el mensaje
original sea el mensaje modificado tal que difiera en el menor niimero de entradas
posible con el mensaje recibido; esto es lo que se conoce como decodificacién por
maxima verosimilitud.

Codificador Canal Decodificador

Emisor Receptor

Mm----»

Enc A ruidoso Dec A
|
|
|
|
|
|
|

|
l
¢ =Enc(m) € C c=Dec(y)eC

Figura 0.1. Esquema de comunicacién.

El proceso de decodificacion es el mas delicado de todo el proceso, con-
siste en recibir una palabra del cédigo perturbada y devolver una palabra del
cédigo a la distancia minima mas cercana. La decodificacion se puede realizar
mediante una variedad de técnicas, como la decodificacién por fuerza bruta, la
decodificacién con diferencia de codigos, la decodificacién basada en matrices o
la decodificaciéon por medio de bases de Grobner. La seleccion de una técnica de
decodificacién depende de las necesidades especificas de una aplicacién y puede
tener un impacto significativo en la eficiencia y precision de la decodificacion.

En concreto, los codigos lineales son subespacios vectoriales de ;' y son un

tipo de codigos que se basan en el Algebra Lineal para su construcciéon y analisis.
En la Teoria de Cédigos, se utiliza el Algebra Lineal para describir las relaciones
entre las palabras codificadas y las palabras originales, y para analizar las pro-
piedades de correccion de errores de los codigos. Ademas utilizamos vectores y
matrices para analizar esos cddigos. Por ejemplo, la matriz Generatriz sirve para
codificar de manera eficiente y, ademas sélo viendo su tamafio vamos a conocer
la dimensién y la longitud del cédigo. El Algebra Lineal también se utiliza para
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construir codigos con propiedades especificas, como la capacidad de corregir un
nimero determinado de errores o para aumentar la eficiencia en la transmisién
de informacién. Por ejemplo, los cédigos de Reed-Solomon y los codigos de BCH
son codigos lineales que se utilizan comunmente en aplicaciones como la trans-
misién de datos por satélite, la transmisién de audio y video, y la transmisién
de informacion en medios de almacenamiento. Los principales parametros de un
codigo lineal C C Fy incluyen:

= Longitud: La longitud de C C F} es n = n(C) y hace referencia al ntimero de
bits en una palabra codificada.

» Dimensién: La dimensién de un cédigo lineal C se denota por k(C) y es su
dimensién como [Fy-espacio vectorial.

» Distancia minima: La distancia minima de un cédigo lineal C es la minima
distancia entre dos palabras del cédigo, y coincide con el peso minimo de una
palabra no nula. La distancia minima la denotaremos como d(C). Este valor
estd ligado a la capacidad de correccién de errores del cédigo.

Los cédigos binarios son aquellos cédigos lineales que usan Fy como alfabeto.
El uso del sistema binario en teoria de codigos es debido a la sencillez de tener
que trabajar con dos digitos, la flexibilidad de representar cualquier ntimero y la
facilidad de que los ordenadores ya tienen implementado este sistema. En este
trabajo estudiaremos dos problemas dificiles desde el punto de vista computacio-
nal en Teoria de Cédigos: el calculo de la distancia minima y el problema de la
decodificacion, haciendo especial énfasis en los cdédigos binarios. Cabe mencionar
que ambos problemas estan clasificados como NP-duros [3] incluso para cdigos
binarios, asi que no se espera encontrar algoritmos rapidos (polinomiales) que
los resuelvan.

En este trabajo, primero hablaremos de la decodificacién por fuerza bruta
de cualquier codigo y, de la decodificacion por descenso de gradiente de un cédi-
go binario. La decodificacién por fuerza bruta implica comprobar enumerando
todas las posibilidades, si hay una palabra en el cédigo préxima a la recibida
como entrada. Es un método exhaustivo que garantiza la correccion de la deco-
dificacion, pero también es computacionalmente muy costoso y no es viable para
cédigos de longitud significativa. La decodificacion por fuerza bruta se utiliza
principalmente en situaciones en las que se conocen pocos detalles sobre la co-
dificacion original o cuando se requiere una garantia absoluta de correccién. Sin
embargo, debido a su costo computacional, la decodificaciéon por fuerza bruta es
muy poco viable para la decodificacion en tiempo real en aplicaciones précticas.

Otro de los algoritmos de decodificacién de los que hablaremos, sera de la
decodificacion por descenso de gradiente. Es un método que se usa con codigos
binarios, y es un poco costoso porque necesitamos saber el conjunto de palabras
minimales del codigo. Este, es un algoritmo veroz (greedy en inglés) y consiste
en, dado x € F}, buscar una palabra minimal m tal que el peso de z + m sea
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menor que el de x e iterar el proceso hasta que no se pueda hacer descender
mas el peso. Al final, como demostraremos, este proceso devolvera una de las
palabras del cédigo mas préxima a la dada inicialmente.

Tras esto presentaremos los resultados principales de esta memoria, que
proponen métodos de decodificacion y del calculo de la distancia minima en
c6digos binarios basados en el célculo de bases de Grobner en el anillo de poli-
nomios en varias variables K|z, ..., z,]| sobre un cuerpo K.

Las bases de Grobner son una herramienta matematica utilizada en Alge—
bra Computacional que se ide6 con el objetivo de resolver sistemas de ecua-
ciones polinémicas. Las introdujo Bruno Buchberger en su Tesis Doctoral en
1965. Desde su aparicion se han encontrado innumerables aplicaciones de las
bases de Grobner en Matematicas y Ciencias de la Computacién. Algunos de los
usos mas comunes incluyen, la resolucion de sistemas de ecuaciones polinémi-
cas, tutil en aplicaciones en algebra computacional, como la teoria de niimeros y
la criptografia, andlisis de sistemas dindmicos, incluyendo el control autométi-
co, la robdtica y la dindmica de sistemas mecanicos, investigacion en geometria
algebraica, para resolver problemas relacionados con la geometria de objetos
algebraicos, como curvas y superficies.

Una base de Grobner es un conjunto particular de polinomios generadores
de un ideal, que permite determinar la pertenencia de un polinomio a un ideal.
Una vez que se tiene una base de Grobner para un ideal, se puede resolver el
problema de pertenencia en un ideal utilizando un algoritmo de la divisién. Este
algoritmo reduce un polinomio a su forma candnica utilizando las relaciones
entre los polinomios de la base de Grobner. Si un polinomio se reduce a cero,
significa que pertenece al ideal, mientras que si no se reduce a cero, significa que
no pertenece al ideal. Estudiaremos en detalle las bases de Grobner reducidas,
que aportan un sistema generador canénico del ideal y sirven, por ejemplo, para
comprobar si dos ideales son iguales. Haremos énfasis en el estudio de las bases
de Grobner de ideales binomiales porque seran de utilidad en el estudio de los
codigos binarios.

Concluyendo, este trabajo se va a dividir en tres capitulos, el primero,
tratara sobre las Bases de Grobner, el segundo, sera una introduccién a la Teoria
de Cédigos y Codigos Lineales, y por ultimo, en el tercer capitulo, le asociaremos
a todo cddigo binario C C F% un ideal I(C) binomial en Kz, ..., z,] y veremos
como utilizar las bases de Grobner para: (1) calcular la distancia minima de
C y (2) obtener algoritmos de decodificacién. En particular, propondremos dos
algoritmos de decodificacion por bases de Grobner, el primero que utiliza el
Algoritmo de la division y el segundo, que mejora al anterior, combina las bases
de Grobner con ideas de la decodificacion por descenso de gradiente.

A lo largo de esta memoria, se ha hecho uso de algunos ejemplos realizados
en Sagemath [13], un sistema algebraico computacional que destaca por estar
construido sobre paquetes matematicos ya contrastados como Singular, Sympy,
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PARI/GP o Maxima y por acceder a sus potencias combinadas a través de un
lenguaje comtn basado en Python.






1

Bases de Grobner

Las bases de Grobner son una de las principales herramientas en Algebra
Conmutativa Computacional y tienen su origen en la Tesis Doctoral de Bruno
Buchberger [6]. Dado un ideal J del anillo de polinomios K|z, ..., x,] sobre
un cuerpo K, una base de Grobner de J es un sistema generador de J con
ciertas propiedades adicionales que permiten, entre otros, resolver el problema
de pertenencia a J de forma efectiva; es decir, determinar si un f € Klzy, ..., z,]
dado pertenece a J o no.

En este capitulo, haremos un recorrido por las bases de Grobner, indicando
brevemente qué son, como se pueden calcular y algunas de sus utilidades. En
el proximo capitulo, a cada coédigo binario le asociaremos un ideal binomial y
estudiaremos el cédigo por medio del ideal asociado. Es por ello que en este
capitulo haremos especial énfasis en el estudio de las bases de Grobner de un
ideal binomial (remitimos al lector al articulo [8] para mds informacién sobre
ideales binomiales). No incluimos la demostracién de la mayorfa de resultados
de este capitulo, para ello remitimos al lector a [7].

En repetidas ocasiones nos apoyaremos en el Teorema de la base de Hilbert
y por ello presentaremos un enunciado del mismo a continuacién.

Teorema 1.1. Sea J un ideal de K[xy, ..., x,]| anillo de polinomios en n varia-
bles sobre un cuerpo K . Si J = (f; : 1 € I), entonces 3 iy,...,1, € I tales que

J:<f2177fz>

En particular, todo ideal esta finitamente generado y, por tanto, el anillo de po-
linomios es noetheriano. Para una demostracion de este teorema, recomendamos
visitar [7, Capitulo 2.5].

1.1. Ordenes monomiales

Sea K[xy,...,z,] el anillo de polinomios en n variables sobre un cuerpo
K. Un 6rden monomial es un orden total sobre el conjunto de monomios de
K[z1,...,z,] con ciertas propiedades adicionales.
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Definicién 1.2. Un monomio en Klxy,...,x,] es un polinomio de la forma
x® = z{tag? . a% con a = (aq,...,an) € N". Denotamos por |a| =

ay + ...+ a, al grado del monomio x®.

Definicién 1.3. Un orden monomial en Kxq,...,x,] es una relacion binaria
“ > "7 en el conjunto de monomios M = {x* : o € N"} de Klzy,...,z,]
verificando:

1. “>7 es orden total en M.

2. Sean z*, 2P, 27 € M tales que x®* > 2°, entonces x%x7 > 2°27 (es decir, el
orden es compatible con el producto de monomios).

3. 2% > %9 =1 para todo z* € M.

Mediante la identificacion M — N™ definida por x* — «, los érdenes monomia-
les pueden ser tratados como relaciones binarias “ > 7 en N™ verificando:

1. “>7 es orden total en N™.

2.8 o, B,y € N" tal que o« > 3 entonces a+~ > [+ (es decir, es compatible
con la suma de N").

3.a>(0,...,0) para todo o € N™.

7

Definicién 1.4. Un orden monomial “ > 7 se dice graduado si para o, € N",

a > (3 siempre que || > |f].

Definicién 1.5 (Orden lexicografico). Sean dos n-tuplas o = (o, ..., ) y
B = (P1,-..,0n) € N". Diremos que o >jep B 0 que % > ey 2P si la primera
entrada no nula de o — B por la izquierda es positiva.

Si n > 2, entonces el orden lexicografico no es graduado, ya que por ejemplo,
x1 > x3. Veamos algunos 6rdenes graduados:

Definicién 1.6 (Orden lexicografico graduado). Sean a = (aq,...,a,) y
B = (B1,...,0n) € N, diremos que & >gegiex B si || > |B| 0 si |a] = |B] y
(07 >lex B

Definicién 1.7 (Orden lexicogrifico inverso graduado). Consideramos

a=(ar,...,an) yB=(P1,...,0n) € N, diremos que & >grevicx B st || > |f]
o si |al = |B| y la primera entrada no nula por la derecha de o — 3 es negativa.

Proposicion 1.8. Los drdenes lexicogrifico, lexicogrdfico graduado vy lexicogrdfi-
co inverso graduado son ordenes monomiales.

Ejemplo 1.9. En N*, tomando o = (2,2,0,1), 8 = (3,0,0,2), v = (4,0,0,0), se

tiene que « >degrevleac /B >deg7"evlea: v, que 6 >degleac a >deglex YY que Y >iex 6 >lex
.

Definicién 1.10. Sea f = > anx® un polinomio no nulo en Kz, ..., x,] y sea
“>7 un orden monomial. Se definen:
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» el multigrado de f como mdeg(f) := méx>{a € N": a, # 0},
» el coeficiente principal de [ es LC(f) = amaeq(s) €K, ¥
= el monomio principal de f es LM(f) = x™9(f),

Ejemplo 1.11. Continuando con el ejemplo anterior. Sea f = 32 + 22° — 27 =

3ririvy + 22323 — xf: Para >, se tiene que mdeg(f) = v = (4,0,0,0),

LC(f) = -1y LM(f) = 21.

Para > ge e, e tiene que mdeg(f) = 8 = (3,0,0,2), LC(f) = 2 y LM(f) = z}23.
= 2

0
0,1), LC(f) = 3y LM(f) = a =

Para > gegrevies se tiene que mdeg(f) = (2,2,
231y
Proposicién 1.12. Sean f,g € K[y, ..., x,] polinomios no nulos. Entonces:

1. mdeg(fg) = mdeg(f) + mdeg(g).
2.8 f+g¢g # 0,mdeg(f + g) < méax(mdeg(f),mdeg(g)). En particular, si
mdeg(f) # mdeg(g), se da la igualdad.

1.2. Algoritmo de la Divisiéon en K[xq,...,x,]

En K[zy,...,x,] no existe un algoritmo de divisién candnico, y por tanto,
K[z1,...,2,] no es un dominio euclideo. En esta seccién desarrollaremos un
método que recibe como entrada un polinomio f y una familia de polinomios,
F = (fi,...,fs), y devuelve cierto polinomio r tal que f —1r € (f1,...,fs)
donde (fi, ..., fs) denota el ideal de K[z, ..., x,] generado por fi,..., fs. Como
consecuencia si r = 0, entonces f € (fi,..., fs). No obstante, el valor de r en el
algoritmo propuesto va a depender de la eleccion de un orden monomial “ > 7
prefijado y de la ordenacién de la s-tupla (fi, ..., fs). En consecuencia esto nos
va a proporcionar un algoritmo que resuelva el problema de pertenencia a un
ideal.

Teorema 1.13. Fijado “ > 7 un orden monomial en N* y F = (f1,..., fs)
una s-tupla de polinomios de Klxy, ..., x|, Entonces, todo f € K[zy,...,x,] se
puede expresar como:

f:Chfl_‘_---‘{'Qst"i_T?

con ¢; € Klzy,...,x,] para 1l <i<s,r € Klzy,...,z,] yr =0 d bien r es una
combinacion lineal de monomios de K[z, ..., x,] y ninguno de ellos divisible por
LM(f;) para 1 <i < s. Ademds, si q;f; # 0, entonces mdeg(f) > mdeg(q;f;).

Este teorema se puede demostrar haciendo uso del Algoritmo de la division de

la Figura 1.1.

Definicién 1.14. Llamaremos resto r de la division de f entre F' = (f1,..., [s)

y lo denotaremos por ?F al obtenido, siguiendo el Algoritmo de la Division ex-
puesto en la Figura 1.1.
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El resto de la division ademas del orden monomial elegido, depende del orden
de fi1,..., fs, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.15. Vamos a realizar la divisién de f = z?y® — xy entre f; = 2%y* +1

y fa = 2y*—1 considerando como orden monomial >, y siguiendo el Algoritmo

1.1.

Vamos adividir f entre F' = (fl, f2) y se tiene que LM(f) = 2%y y que LM(f;) =
2 divide a LM(f). Asf, fM) = f —y- f1 —zy — y. Ahora, LM(f) = —zy

y ni LM(fl) ni LM(fy) dividen a LM(fM"), luego r; = —zy pasa a ser parte del

resto.

Tenemos a continuacién que f@ = f) — ¢ = —y y observamos que ni LM(f;)
ni LM(f;) dividen a LM(f®), luego r, = —y pasarfa al resto y tendrfamos que
r =71 +ry=—xy—y es un resto de la divisién, obteniendo f =y - (z%y*+1) +

0 (zy* = 1) + (—zy — y).
Veamos a continuacion qué ocurre si alteramos el orden de los polinomios f;
y fo. Es decir, dividiremos f entre F' = (f5, f1), es decir, primero por fs y luego
por fi. Se tiene que LM(f) = x%y® y LM(f) lo divide, luego f") = f—ay-f, =0
y habria finalizado la divisién. Asi, f = zy - (zy* — 1) + 0 (2%y* + 1).
Concluimos entonces lo dicho anteriormente, que el orden en el que se hace
la divisién es determinante, ya que en el primer caso, 7F = —xy—yyenel

i —F
segundo caso, al cambiar el orden, f = 0.

Algoritmo de la divisién

Entrada: f, f1,..., fs € K[z1,...,2,] y “ > un orden monomial.
Salida: q1,...,qs, 7 € K[z1,...,2,] tales que f => q; - fi +r
Inicializacién: f© := f,r(® =0, q(o) = qgo) =0,7=0.
repeat
if existe j = min{k : LM(f%) | LM(f®)}. then
; ) )
f( +1) _ f( i) %]‘]
(1+1) (0
i (4)y. (4)
qff*” = qk” Vk # j
else
FOY = O _Lo(f@) . LM(f@)
D = O L (@) . LM(f@)
gt = q,(f), vk
end if
1:=1+1
until & = 0;
return q(z) Y QRO

Figura 1.1. Algoritmo de la divisién
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Corolario 1.16. Sean f, fi,..., fs € K[z1,..., 2] y F = (f1,..., fs). Si ?F =
0, entonces f € (f1,..., fs)-

Este corolario no es una condiciéon necesaria y suficiente ya que, como hemos
visto en el ejemplo anterior, dependiendo del orden escogido, el resto es distinto,
y puede pasar que el resto sea cero en un caso, y en otro caso, sea distinto de
cero.

1.3. Ideales monomiales

Los ideales monomiales en K[z, ..., z,| forman una familia importante de
ideales ya que, por un lado, varios problemas de ideales (como el de pertenencia)
se pueden resolver facilmente si el ideal es monomial y, por otro lado, la idea
detras de las bases de Grobner es que varios problemas sobre ideales generales
pueden reducirse al caso de un ideal monomial. En esta seccion vamos a presentar
su definicién, asi como algunas de sus principales propiedades.

Definicién 1.17. Un ideal J de K[z1, ..., x,] se dice que es un ideal monomial,
si existe un subconjunto A C N" tal que J = (z® : a € A). Por el Teorema de la
base de Hilbert 1.1 podemos suponer que A es finito, sin pérdida de generalidad.

Los dos siguientes lemas justifican que en un ideal monomial, el problema de
pertenencia es facil de resolver.

Lema 1.18. Sea J = (2 : a € A) un ideal monomial. Entonces 2° € J si y
solo si P es divisible por x* para algin o € A.

Lema 1.19. Sea J un ideal monomial y f € K[z, ..., x,]. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. fe
2. Todos los términos de f pertenecen a J.
3. f es K-combinacion lineal de monomios de J.

Definicién 1.20. Sea J un ideal monomial. Diremos que {x*V) ... 2%} es
una base minima si J = (1. 2% y se verifica que x*VY) no divide a "
para todo i # 7.

Proposicion 1.21. Todo ideal monomial tiene una unica base minima.

Ejemplo 1.22. Elideal J = (23 +z,23, x3, 2323, 2323 + 1) es un ideal monomial,
su base minima es M = {z3, 3, 323}

Llamaremos K al ideal monomial generado por M. Es sencillo ver que los
generadores de J estan en K, usando los lemas 1.18 y 1.19, por ejemplo, ver que

estd a3 + x123, serfa ponerlo como combinacién de z% + (2125 - (23). En cambio,
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para ver que M C J, tendremos que realizar combinaciones de los generadores
de J para poder verificar que son elementos de J, por ejemplo, para conseguir
23 podemos escribirlo como x? + z125 — (2173) - (23). De esta forma, podemos
conseguir todos los generadores del ideal J.

Como consecuencia de la Proposicion 1.21 se tiene que dos ideales monomiales
son iguales si y solo si tienen la misma base minima.

1.4. Bases de Grobner

Para un ideal dado y un orden monomial fijado, le vamos a asociar una
base de Grobner, que es un sistema generador del ideal con ciertas propiedades
adicionales. Este objeto nos va a permitir resolver, entre otros, el problema
de pertenencia a un ideal. En esta seccién definiremos las bases de Grobner,
veremos como calcularlas mediante el algoritmo de Buchberger y algunas de sus
propiedades.

Definicién 1.23. Sea J un ideal no nulo de Klzy,...,x,] y “ > 7 un orden
monomial en el anillo de polinomios. El ideal monomial

(LM(J)) = (LM(f) : f € J={0}) S K[z, ..., 2]
se denomina ideal inicial de J respecto de “ > 7.
Definicién 1.24 (Base de Groébner). Fijado un orden monomial “ > 7 en
Klzy, ...,z vy un ideal J C Klzy,...,z,], J # {0}, un subconjunto finito

G ={g1,....,q0:y C J se denomina base de Grobner de J respecto de “ > 7
si (LM(J)) = {LM(gy), .., LM ().

Observacion 1.25. Sea J un ideal no nulo de K[zy, . .., z,]. Entonces, por el Teo-
rema de la base de Hilbert, existen ¢y,...,¢9; € J tales que

(LM(J)) = (LM(g1), ..., LM(g1))

En consecuencia, fijado “ > 7 un orden monomial, todo ideal admite una base
de Grobner.

Proposicién 1.26. Dado un orden monomial “ > 7, y un ideal J C Klxq, ..., z,],
toda base de Grobner de J es un sistema generador del ideal.

Proposicién 1.27. Sea J un ideal de K|xy,...,z,]. Dado f € Klzy,...,2,] y
fijado un orden monomial “ > 7, existe un unico r € K[z, ..., x,] verificando:

1. Ningin término de r pertenece a (LM(J)).
2. f—relJ.
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Ademds, este r se obtiene al aplicar el algoritmo de la division de f entre
(g1, --.,9:) siendo G ={g1,...,q:} una base de Grobner de f respecto de “ > 7.

De la proposicién se deduce que el resto de la divisién entre una base de Grobner
G no depende de la ordenacién de los elementos de G. Como consecuencia directa
de la Proposicion 1.27 se tiene el siguiente resultado, que explica cémo resolver
el problema de pertenencia a un ideal a partir de una base de Grobner.

Corolario 1.28. Sean J un ideal de K[z, ..., x,], “ > 7 un orden monomial
G =A{q,...,q:} una base de Gréibner de J respecto de “ >7 y f € Klxy, ..., z,].
Entonces, f € J siy solo si el resto de la division de f entre G es cero, es decir,

f=0.
Veamos ahora como calcular una base de Grobner a partir de un sistema gene-
rador del ideal.

Definicién 1.29. Sean f,g € Klzy,...,z,] — {0}. Se define el S-polinomio de f
y g, denotado por S(f,qg) como:

x7

x
S(f,g) = LC(f)~LM(f)f ~ LC(g)TM(9) Y

donde tenemos que mdeg(f) = a, mdeg(g) = 5 y~v = (71,.-.,7s) donde v; =
max(«;, ;) para cada i, es decir, 7 es el minimo comin mailtiplo de LM(f) y
LM(g).

De la definicién de S-polinomio se observa que mdeg(S(f,g)) < 7.
Veamos a continuacion el criterio y el algoritmo de Buchberger que nos van
a describir cémo construir una base de Grobner.

Teorema 1.30. (Criterio de Buchberger) Sea J un ideal de K[xq, ..., x,] y sea
G ={g1,...,9:} un sistema generador de J. Fijado un orden monomial “>",
G es base de Grobner de J siy solo si para todo i # j, el resto de dividir S(gi, g;)
entre G es cero.

Teorema 1.31. (Algoritmo de Buchberger) Sea J = (fi,...,fs) un ideal de
Klzy,...,x,]. El algoritmo de la Figura 1.2 construye una base de Grobner de
J en un numero finito de pasos.

Ejemplo 1.32. Retomando el ejemplo anterior 1.15, y usando de herramienta al
programa Sagemath, tenemos:

In : P.<x,y> = PolynomialRing(QQ,2,order="degrevlex’)
In : I=ideal(x"2%y~2 + 1 ,x*y~2-1)

In : B=I.groebner_basis()

Out: [y™2 + 1, x + 1]

In : f=x"2%y~3-x*y

In : f.reduce(B)

Qut: O
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Algoritmo de Buchberger
Entrada: F = {f1,..., fs} un sistema generador de J y “ > ” un orden
monomial.
Salida: G = {g1, ..., g:} una base de Grébner de J, con F C G.
G:=F
repeat
G:=G. R
for (p,q) € G* con p # q do
r:=5(p,q)
if r # 0 then
G:=GU{r}
end if
end for _
until G = G;
return G
Figura 1.2. Algoritmo de Buchberger
Tomando como ideal el generado por F' = (f1, f2), y como orden monomial

el orden lexicografico inverso graduado, tenemos que la base de Grobner es
B = {y*+ 1,z + 1} y queremos ver que f = 2?y> — xy € (f1, f2) usando tini-
camente la base de Grobner. Para ello, realizamos la divisién de f entre B con
el comando f.reduce(B) y nos da resto cero. Por lo tanto, usando el Corolario
1.28, concluimos que f estd en el ideal dicho.

1.4.1. Base de Grobner reducida

Para un ideal y un orden no existe una tnica base de Grobner, con el fin
de conseguir unicidad surge el concepto de base de Grobner reducida. En esta
subseccién definiremos este concepto y demostraremos esa unicidad buscada.
Una consecuencia directa, es que nos da un criterio para decidir si dos ideales
son el mismo sélo comparando sus bases de Grobner reducidas.

bM

Definicién 1.33. Fijado un orden monomial “ > y un ideal I, decimos
que una base de Grobner G = {g1,...,9:} de I es minimal si ningin sub-

congunto propio de G es base de Grobner de I. Esto es equivalente a que
{LM(¢g1),...,LM(g:)} sea la base minimal del ideal monomial (LM(I)).

Un mismo ideal puede tener varias bases de Grobner minimales.

Ejemplo 1.34. Fijado el orden monomial >, definido anteriormente en la De-
finicién 1.5 y sea I = (2% + y,%?), podemos encontrar dos bases de Grobner
minimales respecto del orden monomial fijado. Proponemos G = {z* + y,y*} vy
G' = {z*+y*+v,y*}, demostraremos que G es base de Grobner minimal. Como
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G' C I y los elementos de G’ tienen los mismos términos iniciales que los de G,
entonces, ésta también serd base de Grobner minimal. Denotamos f = 2% +y y
2
9=y
Para que GG sea base de Grobner, tendra que cumplir que el resto de dividir
S(f,g) entre G es cero. Tenemos que LM(f) = 2? y LM(g) = y?, como LC(f) =
LC(g) = 1, tenemos:

S(f.9) =y f—a2* g=a"yP+y’ —a%yP’ =y’
Por lo tanto, tomamos h = ¥, y siguiendo el algoritmo de la divisién descrito
en la Figura 1.1 se observa que LM(f) no divide a y* y que LM(g) si divide a
y3, por lo que h = h — (y - g) = 0. Por lo tanto {f, g} es base de Grobner de
I respecto de >, v ademds es minimal ya que (z?,y?) es la base minimal del

ideal (LM(I)).

Definicién 1.35. Una base de Grobner G de un ideal polinomial I se dice que
es reducida si:

1. LC(p) = 1 para todo p € G
2. 8i p € G, ningin monomio de p pertenece a (LM(G — {p})).

De la definicion se deduce que toda base de Grobner reducida es minimal.

Proposicién 1.36. Sea I # {0} un ideal polinomial. Entonces, para un orden
monomial dado, tenemos una unica base de Gréobner reducida.

Demostracion. Sean gi,...,g: € I con LC(g;)) = 1 tales que (LM([)) =
(LM(g1),...,LM(g:)) v sea una base de Grébner minimal G = {g1,...,¢:} de
I. Definimos ¢’ = g% 19 y &' = (G — {g}) U {¢'}, afirmamos que G’ es una
base minimal de Grébner de I, para comprobarlo, vemos que LM(¢') = LM(g)
porque cuando dividimos g entre G — {g}, LM(g) va al resto ya que no es divi-
sible por ningun elemento de LM(G — {g¢}), y los otros términos que aparecen
en la divisién son menores. Entonces (LM(G')) = (LM(G)), y, ademés, por el
Teorema 1.31 ningin término de ¢’ pertenece a (LT(G' — {g'})). Si repetimos
este procedimiento con todos los elementos de (G, y terminaremos con una ba-
se de Grobner reducida. Para probar la unicidad, supongamos que G y G son
bases de Grobner reducidas de un mismo ideal. Hemos visto que si G y G son
bases de Grobner minimales, LM(G) = LM(G), sean g € G y § € G, tales que
LM(g) = LM(§), si demostramos que g = g, entonces G = G.

Consideramos g—g € I y como G es base de Grobner, HG = 0 por el Teorema
1.30. Como LM(g) = LM(g), estos términos se cancelan en g — g y los restantes
no son divisibles por ninguno de LM(G) = LM(G), al ser G y G son bases de

Grobner reducidas, esto significa que g — gG =g—g=0,porloqueg=g. W

Ejemplo 1.37. Definimos en Sagemath, el anillo de polinomios, en tres variables
sobre Q y con el orden lexicografico inverso graduado definido anteriormente
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en la Definicién 1.7, en el primer caso, y un orden lexicografico definido en la
Definicién 1.5. A continuacién, insertamos el ideal I = (y* — zz,2% — 23), y le
pedimos que nos de bases de Grobner reducidas.

In : P.<x,y,z> = PolynomialRing(QQ,3,order=’degrevlex’)
In : I=ideal(y~2-x*z ,x"2 - z73)

In : I.groebner_basis()

OQut: [z73 - x72, y°2 - x*z]

In : P.<x,y,z> = PolynomialRing(QQ,3,order="1lex’)
In : I=ideal(y~2-x*z ,x"2 - z73)

In : I.groebner_basis()

Out: [x72 - 273, x*y~2 - 274, x*z - y~2, y"4 - z"5]

Vemos entonces que segun el orden monomial nos dan dos bases de Groébner
diferentes, las dos son reducidas ya que el programa siempre nos proporciona
una base de Grobner reducida. Destacar que (LM(I)) = (23, y?) con el primer
orden, y (LM(I)) = (22, zy? xz,y*) con el segundo orden.

1.4.2. Bases de Grobner de ideales binomiales

En el préximo capitulo le asignaremos a todo cddigo binario un ideal bi-
nomial y estudiaremos el codigo por medio del ideal asociado. Por este motivo
esta subseccién la dedicaremos al estudio de estos ideales.

Definicién 1.38. Un binomio en Klzy,...,x,| es toda expresion de la forma
z® — 28, donde z® y 2° son monomios. A todo ideal generado por binomios se
le denomina ideal binomaial.

Lema 1.39. Si la entrada del algoritmo de Buchberger descrito en el Teorema
1.31 es un conjunto de binomios, la salida también es un conjunto de binomios.

Demostracion. Sea “ > 7 orden monomial, al aplicar el Algoritmo de Buchberger
se hacen S-polinomios y restos de divisiones. Para demostrar el resultado veamos
primero que si tenemos dos binomios, su S-polinomio es un binomio o cero.
xl/

S(x® — 2P 27 — %) = —(a® — 2P) — (27 —2%) = 2" — vt (1.1)

e "
donde ¥ = mem(z®,27), 2% > 27 27 > 2°. Estudiamos ahora el resto de la
divisién de un binomio % — #” por un conjunto de binomios F' = (fi,..., fs).
Supondremos también que z* > . Si LM(f;) no divide a 2® para ningun 1,
—F , —F

tenemos que el resto r = z® — 2f | x* es un monomio y veamos que z? es un
monomio:
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1. Si para todo i € 1 < i < n, LM(f;) no divide a ?, entonces el resto es
% — 2%, un binomio.
2. Si existe i € 1 < i < n tal que LM(f;) divide a 2, entonces: f; = 27 — 2
con LM(f;) = a7
o — 2P (2 — ) = 2P (1.2)

—F ———F )
Por lo que 2f = zf—7t¥ . Repetimos este proceso hasta obtener el resto,
que sera un monomio.

En el caso de que LM(f;) divida a 2%, tenemos que f; = 27 — 2°, y por lo tanto:

g — 2 — 227 (27 — 2%) = —af 4 22 (1.3)

+F  ——g————F > o :

por lo tanto, f; = —af + 227t que también es un binomio o es cero. Repi-
tiendo este proceso se deduce que el resto es o bien un binomio o cero. [

De la prueba de este resultado se extrae también el siguiente Corolario, que
utilizaremos en capitulos posteriores.

Corolario 1.40. Sea I C K[zy,...,x,] un ideal binomial “ > "7 un orden mo-
nomial y G una base de Gréobner de I. El resto de la division de un monomio
entre I es también un monomio.

b

Teorema 1.41. Sea I un ideal en K[zy, ..., x,] y sea “ > un orden monomial
cualquiera. Si I es un ideal binomial, entonces la base de Grobner de I reducida
respecto de “ > 7 estd formada por binomios.

Demostracion. Sea I un ideal binomial, entonces gy, ..., g € K[xy, ..., z,] bi-
nomios, tales que I = (g1,...,¢:). Por el Lema 1.39 y la construccién de base
de Grobner reducida de la Proposicién 1.36, podemos concluir que la base de
Grobner reducida de I esta formada por binomios. [ ]

Ejemplo 1.42. Definimos en Sagemath, el anillo de polinomios, en tres variables
sobre QQ y consideramos el orden lexicografico inverso graduado definido ante-
riormente en 1.7, a continuacién, insertamos el ideal I = (2y* — z, z — zy2), y le
pedimos que nos de una base de Grobner reducida.

In : P.<x,y,z> = PolynomialRing(QQ,3,order="degrevlex’)
In : I=ideal(z*y~2-x,X-y*x*z)

In : I.groebner_basis()

Out: [x*xy*z - x, y™2*%z - x, X2 - x*y]

Como se puede observar, la base de Grobner reducida de I es {zyz — x,y%*z —

x, 2% — xy} v estd formada por binomios.
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Teoria de Codigos

La Teoria de Cddigos se encarga de disenar cédigos para garantizar una
transmision de informacién eficiente y precisa. Se consideran diferentes criterios
al disenar cédigos, como la posibilidad de la correccién de errores, la eficiencia
de la transmision y la seguridad de la informacion.

Un cédigo es un subconjunto € C Fy. Si C tiene M elementos, decimos que
C es un [n, M] cédigo. Cada mensaje m € FF, con n > k lo transformamos en
una palabra del codigo C, mediante una aplicacion biyectiva:

Enc:F’;HCQFZ
m —— Enc(m) = ¢

A este proceso lo llamamos codificacion. La eleccién del tipo de codificacion ade-
cuada depende de los requisitos especificos de la transmision y almacenamiento
de la informacién. El proceso de decodificacién, consiste en tener una palabra
r € F} y buscar la palabra ¢ del cédigo C que sea mds cercana a ese ¢ dado.
Este proceso es mas complejo ya que el canal por el que se envia el mensaje
puede producir fallos en él, es por ello, que nuestro x es susceptible de venir
con fallos. Hay diferentes técnicas de decodificacién utilizadas en la Teoria de
Cédigos, dependiendo del tipo de codificacion utilizada y del canal por el que se
envia. En este trabajo, vamos a considerar canales sin memoria, que no tengan
pérdidas y que sean simétricos y vamos a utilizar la decodificacién por maxima
verosimilitud, que consiste en comparar la distancia de la palabra dada, con
todas las del codigo segin la llamada métrica de Hamming, para asi, devolver
la palabra mas préxima del codigo.
La informacién de este capitulo la podemos encontrar en [12].

2.1. Distancia y peso de Hamming

Consideramos el alfabeto A = IF,, siendo F, el cuerpo finito con ¢ elementos
(y, por tanto, ¢ es potencia de un nimero primo).
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Definicién 2.1. Para dos vectores ¥ = (z1,...,%,), y = (Y1,--.,Yn) € Fy se
llama distacia de Hamming entre x e vy, y se denota por dg(x,y), al nimero de
posiciones en las que el vector x e y difieren, es decir,

Proposicion 2.2. La distancia de Hamming es una métrica, es decir, verifica:

1.dy(z,y) >0 ydu(zx,y) =0 siy solo si x =y.

3.dy(z,y) <dg(z,z)+du(z,y) (desigualdad triangular)

Demostracion. La primera y segunda propiedad son evidentes. Para demostrar
la tercera propiedad, definimos:

dH(fan) = |Aacy|a dp(z,2) = [Asz|, dH(Zay) = |Azy| donde
Aab = {Z € {1, .. ,n}|ai 7é bi},Va,b € IFZL

Como conjuntos, A,, C A,, U A,, por lo que, [A;y| < [Az. UA,| = |Az| +
|ALy| — |Az. N ALyl < |As| + |Asy| y volviendo a nuestra notacion, dy(z,y) <
dH(x7Z>+dH(Zay) u

Definicién 2.3. Se define el soporte de x = (x1,...,7,) € Fy, denotado por
supp(z) al conjunto de posiciones de x € [y, donde hay elementos distintos de
cero. Es decir, supp(r) = {i|x; # 0}. El peso de Hamming de un vector x € Fy
es el numero de elementos de su soporte, y se denota por wy(x) = |supp(x)|.

Definicion 2.4. La distancia minima de un codigo C se define como:

dy(C) = i yren(:ﬁ;l#y dy(z,y).

El peso minimo de un cddigo C se define como:

wy(C) = ,oin, wy ().
Como wy(z) = du(x,0) para todo x € Fy, se tiene que dy(C) < wg(C) siempre
que 0 € C.

2.2. (Cobdigos lineales

Cuando el alfabeto A = IF,, es un cuerpo finito, entonces Fy tiene estructura
de FF,-espacio vectorial. Por ello, podemos considerar aquellos codigos C C Fy
que sean subespacios vectoriales y aprovechar esta estructura para facilitar el
estudio de sus propiedades asi como los procesos de codificacion y decodificacion.
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Definicion 2.5. Un cddigo lineal C es un subespacio vectorial de Fy. La dimen-
sion de C, denotada k(C), es su dimension como F,-espacio vectorial. Dado un
codigo lineal C C ¥y de dimension dim(C) = k, decimos que es un [n, k| cddigo.
Si ademdas dy(C) = d, entonces diremos que C es un [n, k,d] codigo.

Lema 2.6. La distancia minima de un codigo lineal coincide con su peso mini-
mo.

Demostracion. Sea C un c6digo lineal, como 0 € C se tiene que dg(C) < wy(C).
Para demostrar la igualdad basta con observar que si z # y,x,y € C, entonces

z—yeC—{0}yquedy(z,y) =wy(x—y). L

Ejemplo 2.7. Se define el Cédigo de Hamming, C C F3 de longitud n(C) = 9 y
dimensién k(C) = 4 como la imagen de la aplicacién lineal

Enc: F} — F)
m — Enc(m) = (m,r)

donde aunm = (my, my, ms, my) € F3 le afiadimos 5 bits redundantes, obtenien-
do (m,r) € F), siendo r = (ry,72,73,74,75) los bits redundantes de informacién
referidos al mensaje m enviado, esos bits se calculan mediante las siguientes
ecuaciones: r; = My + Mo, Ty = Mg + My, T3 = M1 + My, T4 = Mo + My, Ts =
my + mso +ms + my. En la Figura 2.1, podemos observar un diagrama en el que
los bits redundantes se pueden ver como bits de paridad en cada una de las filas
y columnas de la tabla. Esta redundancia de informacion tiene, como veremos
posteriormente, el propdsito de detectar errores y corregirlos.

my | M2 1

ms | mg | T2

T3 T4 5

Figura 2.1. Tabla de paridad del cédigo de Hamming

Calculamos la distancia minima del codigo, gracias a la Proposicién 2.6 podemos
decir que si encontramos el peso minimo, éste serd igual a la distancia minima.
Vemos que

¢ = { (000000000), (000101011), (001100110), (011110101),
(111100000), (001001101), (010010011), (100010101),
(011011110), (100111110), (101011000), (010111000),
(111001011), (101110011), (110101101), (110000110) }
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son todos los elementos del codigo, y podemos observar que el peso minimo es
4, por lo tanto, la distancia minima es 4.

2.2.1. Matriz generatriz y de paridad de cédigos lineales

Dado un [n, k]-cédigo lineal C y una base de C, se define matriz generatriz
o generadora del cédigo, a la matriz que incluye en sus filas los elementos de la
base del codigo.

Definicién 2.8. Sea C un [n, k]-cddigo lineal y sea B = {g1,...,gx} con g; =
(gi1, -+ Gin) € Fy, una base de C como (F,)-espacio wvectorial, se denomina
matriz generatriz G de C a la matriz k X n cuya fila 1-ésima estda compuesta por
gi, es decir, G = (gi5) € Mpxn(Fy).

Observacion 2.9. Como en general C no tiene una unica base, tampoco tiene una
Unica matriz generatriz.

Gracias a la matriz generatriz, podemos definir el proceso de codificacion
de un cédigo lineal como:

Enc:IFZ—HFZ
m|—>mG:mlgl+—l—mkgk

g1
donde G = ( ; ) € Mixn(Fy).

Ik

Observacion 2.10. Enc es una aplicacién lineal inyectiva y Im(Enc) = C. Por lo
que |C| = ¢~.

FEjemplo 2.11. Siguiendo el Ejemplo 2.7, del codigo de Hamming, se observa que
la aplicacién Enc alli descrita envia:

1000 — 100010101
0100 — 010010011
0010 — 001001101
0001 — 000101011

Por tanto, una matriz generatriz del codigo es:

1000[10101
010010011
0010/01101
000101011

G = € Myyo(Fs)
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Como ademas, todo subespacio vectorial, se caracteriza mediante sus ecua-
ciones implicitas. Llamamos matriz de paridad a la matriz de los coeficientes de
dichas ecuaciones, esta matriz sirve para indicar si una palabra estd o no en el
codigo. Mas precisamente:

Definicién 2.12. Definimos matriz de paridad de un [n, k]-cédigo C a una ma-
triz (n — k) x n de rango n — k, tal que C es el espacio anulador de esa matriz.
Es decir, de forma que:

C={zeF;: Hz" =0}.

Ejemplo 2.13. Siguiendo el Ejemplo 2.7, del cédigo de Hamming, daremos un
ejemplo de matriz de paridad del cédigo. Sea = = (x1,...,29) € C, la tabla de
paridad de la Figura 2.1, indica que x debe satisfacer:

'x1+x2+x5:0
T3+ x4+ x5 =0
T1+x3+x7=0
To+ x4 +2x3=0
\a:7+:v8~|—3:9:0

Los coeficientes de estas ecuaciones describen una matriz de paridad del cédigo,
de tamano 5 x 9 y rango 5:

110010000
001101000
H=|(101000100
010100010
000000111

Proposicién 2.14. Sea C un [n, k| cédigo, con matriz generatriz G de C y sea
H una matriz (n — k) x n de rango (n — k). Entonces, H es matriz de paridad
de C si y solo si GHT = 0.

Demostracion. “ = 7 Sabemos que si una palabra c estd en el cédigo, cumple
que Hc!' = 0, donde ¢ = m@G. Si tomamos m = e; € IF’;, donde e; vector de ceros
con un 1 en la posicién i, tenemos que H(mG)T = 0, por lo tanto, podemos
concluir entonces que GHT = 0.

“ & 7 Tenemos ahora que G es la matriz generatriz de C y que GHT = 0,
veamos que H es la matriz de paridad.

Sea C’ el c6digo con matriz de paridad H. Veamos que C C C'. Sea ¢ € C,
tenemos que ¢ = mG, con m € ]F’;, entonces, Hel' = HGT'm? = (mGHT)T = 0,
ya que por hipétesis GHT = 0. Por lo tanto, ¢ € C’. Como C y C’ tienen la misma
dimensién k, concluimos que C = C', y que H es matriz de paridad de C. [ |
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Lo deseable para un cédigo lineal es tener una dimension k& lo mayor posi-
ble, para poder mandar un mensaje lo mas grande posible, una distancia minima
también grande, y asi ser mas resistente a errores y por lo tanto més confiable
para la transmisién de informacién, y una n, lo mas pequena posible, para mi-
nimizar la longitud de las palabras a enviar por el canal. El siguiente resultado
establece una cota que limita los posibles valores que pueden tomar n, k y d.

Corolario 2.15 (Cota de Singleton). SiC es un [n, k, d|-cédigo lineal, enton-
ces, d<n—Fk+1.

Demostracion. Sea H la matriz de paridad de C y veamos que cualesquiera
d —1 columnas de H son independientes. Supongamos por reduccién al absurdo
que existen d — 1 columnas dependientes en H, entonces, existird ¢ € Fy con
0 < Jsupp(c)| < d — 1 tal que He” = 0. Significa entonces que ¢ € C y que
wy(c) = d—1 < d. Esto es absurdo porque d es la distancia minima. Por lo
tanto, el rango de H es > d — 1 y, por la definicion de matriz de paridad se
tiene que rango(H)=n — k, por lo que d — 1 < n — k, entonces, despejando,
d<n-—k+1. [ |

En el Ejemplo 2.7, destacar que la dimensién del c6digo de Hamming k(C) es 4,
la longitud n(C) es 9 y la distancia minima dg(C) es 4, se observa que, en efecto,
se cumple la cota de Singleton, es decir, 4 <9 -4+ 1 = 6.

2.3. Decodificacién y capacidad correctora de un cédigo

La decodificacién de un codigo C trata de recuperar el mensaje dado con
errores, debido a que éste ha pasado por un canal con perturbaciones, obteniendo
finalmente una palabra del cédigo a la menor distancia posible de la palabra
recibida. Este proceso es bastante complejo en general. La capacidad correctora,
por otro lado, se refiere a la capacidad de un cédigo para corregir errores, es
decir, que si una palabra del cédigo esta perturbada en no mas posiciones de lo
que indica la capacidad correctora, entonces habré una tnica palabra del codigo
mas proxima a la recibida.

Definicién 2.16. Un decodificador completo de un codigo C por minima distan-
cia es una aplicacion:
Dec: F; — C

que cumple que si Dec(x) = ¢, entonces dy(x,c') > dg(z, ) para todo ¢ € C.

Observacion 2.17. Se observa que si ¢p,...,cs € C son todas las palabras que
minimizan la distancia a un z € Fy, entonces Dec(x) € {ci,...,c,}. Veremos
que cuando hay una palabra ¢ € C lo suficientemente cercana a x, esta serd la

Unica que minimice la distancia entre x y todas las palabras de C.
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Definicién 2.18. Diremos que un cddigo C es t-corrector si para todo c1,cs € C
dos palabras distintas de C y para todo e1,e; € Fy, con wy(e;) <t se tiene que
c1+ e1 # co + eg. Esto quiere decir que si modificamos una palabra del codigo C
en a lo sumo t posiciones, entonces c es la unica palabra del codigo a distancia
menor o igual a t de la palabra modificada.

Se define la capacidad correctora de un cédigo C como el mayor valor t tal
que C es t-corrector, y se denota por tc.

Proposicién 2.19. Sea un [n, k,d]-cddigo C. Entonces la capacidad correctora
de C este = |41,

Demostracién. Veamos primero que te > [41] o, equivalentemente, que C es
L%J—corrector. Sean ¢y, ¢ € Cy sean e, e; € Fy con wy(e;) < L%J tales que
c1 4+ e1 = ¢ + ey, Veamos que ¢; = ¢o. En efecto, ¢ — o € C y dy(ci,c2) =
wy(c1 — c2) = wy(er — e2) < wpler) +wyles) <2- |55 <d—-1<dy, dela
definicién de distancia minima se sigue que ¢; = cs.

Veamos ahora que C no es L%J +1 corrector. Sea c € C, c# 0conwy(c) =
d. Entonces podemos escribir ¢ = e; + e con wy(er) = | 2] y wi(e2) = [4] se
observa pues que 0,c € Cy que 0+e; = c— ez y wy(e;) < [4] = |42 ] + 1. Por
tanto, C no es Ld 1J + 1 corrector. |

En la Definicién 2.16 se observa que dado x € F, si existe ¢ € C con dp(z,¢) <

[%J esta sera la tinica palabra del cédigo a distancia < L%J de x y, por tanto,
Dec(z) = ¢ en todo decodificador total.

2.3.1. Decodificacién por fuerza bruta

La decodificacién por fuerza bruta es un algoritmo de decodificaciéon que
podemos usar para todo codigo, sea lineal o no, y en el que se recibe x € ' y
se comprueba de forma exhaustiva cudl es la palabra en C mas proxima a .

Proposicién 2.20. Todo codigo tiene un decodificador por minima distancia.

Demostracion. Para esta demostracion, justificaremos el algoritmo descrito en
la Figura 2.2, en el que como entrada, recibe una palabra z € F} y la matriz
de paridad H del cédigo. Haciendo uso de H, se comprueba si Hz? = 0 o,
equivalentemente, si x € C. Si x € C se devuelve x. En caso contrario, se procede
a verificar si hay una palabra ¢ € C con dg(z,c) = 1. Para ello, se construyen

todos los vectores e € Fy con [supp(e)| = 1 y se comprueba si z — e € C para
cada uno de ellos. Esto es equivalente a comprobar que H(x —¢)” = 0 o, lo
que es lo mismo, que Hz" = He”. Si existe un e € F con |supp(e)| = 1 tal

que x — e € C, entonces se devuelve x — e. En caso contrario se prosigue con los
vectores e € ' con [supp(e)| = 2 y asf sucesivamente. Este algoritmo devuelve
siempre una de las palabras mas préximas a x. Esto se consigue gracias a que
se toman los valores de |supp(e)| en orden creciente. |
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Algoritmo de decodificaciéon por fuerza bruta

Entrada: x € IF';, H matriz de Paridad de C
Salida: ¢ € C tal que du (=, c) < du(z,c’) para cualquier ¢ € C
for i =0 ton do
for all e € Fy, con |wu(e)| =i do
if HzT = He™ then
return z —e
end if
end for
end for

Figura 2.2. Algoritmo de decodificacién por fuerza bruta

Observacion 2.21. Este algoritmo, en general no es eficiente, ya que para un
valor ¢ fijado, se tiene que el conjunto {e € F/wg(e) = i} tiene (7)(g — 1)
elementos. Por esto, el nimero de pasos del algoritmo serda como cota superior
Yoo (7;) (¢ —1)" = ¢", que es de una complejidad de orden O(q") y es inviable
en la practica para valores de ¢ y n grandes.

2.3.2. Decodificacién de cédigos binarios por descenso de gradiente

Nos centraremos ahora en un algoritmo de decodificacion, llamado decodifi-
cacion por descenso de gradiente, que sirve para codigos binarios. Este algoritmo
requiere del conocimiento previo de todas las palabras minimales del codigo. Re-
mitimos al lector a las referencias [1] y [2] que hablan de forma més desarrollada
de la decodificacion por descenso de gradiente.

Definicién 2.22. Sea C C F un cddigo binario. Se dice que una palabra ¢ € C,
¢ # 0 es minimal si no eziste ¢ € C distinta a cero, tal que supp(c’) C supp(c).
Se define M C C como el conjunto de palabras minimales de C.

En este trabajo, no abordaremos el problema de calcular todas las palabras mi-

nimales del codigo, pues esto se puede hacer mediante el procedimiento descrito
en [9].

Lema 2.23. Sea C C F} un codigo binario y sea x € C, con x # 0, entonces
dmy,...,mu € M de soporte disjunto tales que x = my + ...+ my.

Demostracion. Procederemos por inducciéon sobre los elementos del soporte
|supp(z)|, cudndo vale uno, es facil ver que x € M, supongamos cierto para
|supp(z)| < r y vamos a demostrarlo para |[supp(z)] < r+ 1. Sixz € M, lo
tendriamos directamente. En el caso de que = no esté en M, tendra que existir
un m € M, tal que el soporte de m esté estrictamente contenido en el de x, y
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por lo tanto, tomando =’ = z+m se satisface que supp(z’) = supp(x) — supp(m)
(por ser C binario), y por tanto |supp(z’)| < |supp(z)|. Por induccién se sigue el
resultado. ]

Proposiciéon 2.24. Sean C C F} un codigo binario y x € F3. Entonces, se
cumple una de estas dos condiciones:

1. Eziste m € M tal que wy(x +m) < wg(z), o
2.d(z,0) < d(z,c) para todo c € C.

Demostracion. Supongamos que (1) no se cumple, entonces, wy(x+m) > wy(x)
para cualquier m € M. Sea ahora ¢ un palabra del cédigo y sea ¢ = my+...+my
con my + ...+ m; € M de soporte disjunto.

Veamos que wy(x) < wy(z + ¢):
Seguiremos la demostracion apoyandonos en la Figura 2.3. Definimos dos conjun-
tos I = supp(z) y J; = supp(m;) Vi € {1,...,{} con Jy = N1y Jio=J;—Ji1.
Como |supp(z + m;)| > |supp(z)|, entonces |J;2| > |J;1|. De aqui se deduce que

|supp(x + ¢)| = wy(z +¢) =
= I| —|Ji1| — - = | T1| + | Jro| + - 4 | k2| >
> |I| = [supp(z)| = wu(x).

Y, por tanto, dy(z,0) < d(z,c) Ve € C. Asi quedaria demostrado que si (1) no

se cumple, estamos en la condicién (2) y se sigue el resultado. |
1
J11 J21 J’%l
J: J:
le 22 32

Figura 2.3. llustracién de los soportes de los vectores de la Proposicién 2.24

Esta proposicién sugiere un decodificador, llamado decodificador por descenso
de gradiente, de un codigo binario que utiliza el conjunto de palabras minimales
de C. Este algoritmo esté descrito en la Figura 2.4.

Teniendo en cuenta que si z,y € F, entonces

supp(z +y) = supp(z) A supp(y)

donde A denota la diferencia simétrica, este algoritmo se puede reescribir en
términos del soporte de las palabras de M y de x como indica la Figura 2.5.
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Algoritmo de decodificaciéon por descenso de gradiente

Entrada: M C F3 conjunto de palabras minimales de C y = € F3
Salida: una de las palabras ¢ € C més préximas a z.
c=0
while 3 m € M, tal que wu(z + m) < wu(z) do
c=c+m
rT=T+m
end while
return c

Figura 2.4. Algoritmo de decodificacién por descenso de gradiente

Algoritmo de decodificacién por descenso de gradiente

Entrada: M C F3 conjunto de palabras minimales de C y = € F3
Salida: K = supp(c), siendo ¢ € C una de las palabras més préximas a x.
I = supp(x)
K=0
while 3 m € M, tal que |I A supp(m)| < |I| do
K = K Usupp(m)
I =1 A supp(m)
end while
return K

Figura 2.5. Algoritmo de decodificacién por descenso de gradiente

Ejemplo 2.25. Sea C el cédigo binario [6, 3]-c6digo, donde
C = {(000000), (000111), (011010), (011101),
(100001), (100110), (111011), (111100), (111111)}
son todos los elementos del cédigo, su matriz generatriz es

100001
G=1011010
000111

las palabras de soporte minimal son

v [ mi = (100001), my = (100110), my = (011010),
~ \ ma = (000111), m5 = (111100), mg = (011101)

viendo en el primer algoritmo descrito en Figura 2.4, dada una palabra x =
(100101) € F$ se tiene que wy(x) = 3. Buscamos en el conjunto de palabras
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minimales un m € M tal que wy(z + m) < 3. Si tomamos m; se tiene que
wg(x +my) = 1. Como wy(z +my +m;) > 1 Vi € {1,...,6}, acabarfamos,
devolviendo ¢ = my. Sin embargo, si cogemos primero msy se tiene que wy(x +
my) = 2, y tendriamos x + my = (000011). Intentamos encontrar otra palabra
minimal que sumada a x + ms, nos dé peso menor que 2. Ahora encontramos
que = + my + my = (000100) tiene peso wy(x + mo + my) = 1. Por lo que,
el algoritmo devuelve ¢ = msy 4+ my = my. Se observa que en este ejemplo, en
ambos casos se devuelve my. Esto se debe a que m; es la tnica palabra en C a
distancia 1 de z (aunque la dy(C) = 2 y la capacidad correctora es 0).

Para el segundo algoritmo, con la misma palabra, tenemos I = supp(x) =
{1,4,6} y ademés, que |I| = 3. Hallemos los soportes de las palabras minimales,
donde supp(m;) = J;, seran:

Ji={1,6}, Jo={1,4,5}, J3={2,3,5}
Ji={4,5,6}, Js = {1,2,3,4}, Js = {2,3,4,6}.

Comprobamos ahora los soportes de las palabras minimales que cumplen,
I A J;| < |I|. En este caso, tomando J; como primera opcién, obtenemos
I A Jy = {4} donde |I A Ji| = 1y, siendo menor que |I|. Ahora observa-
mos que |(I A Jy) triangle J;| > |I A Ji|, para todo i € {1,...,6}. Por lo
tanto, el algoritmo devuelve K = J; = {1,6}. Como en el caso del algoritmo
anterior, tendremos la segunda opcién de coger primero (I A Jy) = {5,6}, con
I A Jy] = 2, siendo menor que |I|. Intentamos encontrar otro soporte de las
palabras minimales donde podamos encontrar que el niimero de elementos ob-
tenidos sea menor que 2. Encontramos que (I A Jy) A Jy = {4}, siendo asi
(I A J3) A Jy| = 1y por lo tanto, el nimero de elementos es menor que 2.
Por lo que, el algoritmo devolverd K = {1,6}. Dando asi, el mismo resultado en
cada caso.
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Bases de Grobner y Cdédigos Binarios

A todo cddigo binario C C 7, le vamos a asociar un ideal I(C) del ani-
llo de polinomios en n variables y aplicaremos técnicas basadas en bases de
Grobner (desarrolladas en el Capitulo 1) para dar las soluciones algoritmicas a
los dos grandes problemas: el problema de calcular la distancia minima (Teore-
ma 3.7) y el problema de la decodificaciéon (Algoritmos 3.1 y 3.2). En particular,
propondremos dos algoritmos de decodificacién basados en bases de Grobner y
compararemos estos algoritmos con los propuestos en los capitulos anteriores.
Este capitulo se divide en dos secciones. En la primera definiremos el ideal aso-
ciado a un cédigo binario y estudiaremos la estructura de la base de Grobner
reducida de este ideal respecto de un orden graduado. En la segunda seccién
discutiremos cémo usar esta base de Grobner para el cédlculo de la distancia
minima y para la decodificacién.

3.1. El ideal asociado a un codigo binario

Definicién 3.1. Sea C C F} un cddigo binario se define el ideal del codigo C
como el ideal binomual:

IC)={z*—a’ |a,beFa+beCl) + ({a2—1|1<i<n}).
Donde para a = (ay, ..., a,) € Fy denotamos z* =[], _, z;.

Lema 3.2. Sean a,b € F} yc=a+b € F}. Sea J C Klzy,...,2,] un ideal tal
que (z3 —1,...,22 — 1) C J. Entonces,

donde [g] denota la clase de g € K[y, ..., x,] en K[zq, ..., 2,]/J.

Demostracion. Si a = (ay,...,a,) € Fy, b = (by,...,b,) € Fy y definimos

a+b=c=(c,...,c,) € Fy. Para demostrar el resultado veamos que [z]'] -

[20] = [z%] Vi € {1,...,n}. Sia; = 1,b; = 1, entonces ¢; = 0 y x% - 22 = 22,

1 7
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Como z? — 1 € J, tomando clases de equivalencia en el anillo cociente, tenemos
a; bi1 21 _ c;

[z - 2] = [a5] = [1] = [27).

Para los demas casos, es decir, si a; # 1 o b; # 1, lo tenemos directamente ya

que z% - 2 = 2% [ |

Lema 3.3. Sea J C K[zy, ..., z,] un ideal tal que (x? —1,... 2% —1) C J. Sea
a,beFy ya+bel, x*—ab € J siysolosiz®™®—1¢€J.

Demostracion. “ = " Vemos que si ¢ — 2? € J, considerando el anillo cociente

K[z1,...,2,]/J como en el Lema 3.2, tenemos que:

Como [0] = [2* — 2], entonces [0] = [2°][0] = [2b(z* — 2P)] = [29F° — 2?] =
[0+ — 1).

“ <=7 Si[277 — 1] = [1], entonces [2°][z?T*] = [2°] y se tiene el resultado
[2972] = [2%], concluimos que [27] = [2?]. |

De la Definicién 3.1 se podria interpretar que hace falta conocer todas las pala-
bras de C para definir I(C). Sin embargo, como veremos en el siguiente resultado,
basta con conocer una base del subespacio C o, en otras palabras, una matriz
generatriz de C.

Proposicién 3.4. Si C es un cddigo binario con matriz generatriz G = (g;5) €
Misn(Fa), entonces I(C) = ({z% — 1|1 <5<k} + {z? —1]1<i<n}).

Demostracion. A lo largo de la demostracién, denotamos por J = ({x% — 1 |
1<j<k})+{a?—-1]1<i<n})paratodoje{l,... ,k}.

“2 7 Como g; € C, entonces los 29 — 2 =29 — 1 € I(C).

“ C 7 Sean a,b € F} tales que a + b € C estan en el codigo. Veamos que
2% — 2P € J. Por el Lema 3.3 tenemos que z%t* — 1 € J.

Como a+ b € C y G es la matriz generatriz, entonces 34y, ...,4, € {1,...,k}
tales que a + b0 = ¢;, + ... + ¢;, y suponemos sin pérdida de generalidad que
a+0b=gy+ ...+ gi. Procedemos a demostrarlo por induccién sobre r. Para

r=1,2%"°—1=29 —1¢€ J, por lo tanto, aceptamos que a +b = g; + ...+ g,.
Demostramos entonces, cierto para r+ 1. Tenemos a+0 = g;; +...+ gr41, y sea
[2010 — 1] = [2%F0 — g91t-+9r — 1] 4 [x917F9 — 1] donde, por hipétesis, sabemos
que [z9*T-+9r — 1] € J, por lo tanto, [x9FT9] . [z9+1 — 1] = [0], concluyendo
asi que 2%t —1 € J. [ |

Consideremos “ > ” un orden monomial graduado y sea G = {¢1,...,¢:} la

base de Grobner reducida de I(C) respecto de “ > 7. En el Teorema 1.41, vimos
que si [ es un ideal binomial, entonces su base de Grobner reducida respecto de
“>7 esta formada por binomios. Por lo tanto, g1, ..., g; son binomios.

Vamos a estudiar la estructura de la base de Grébner del ideal 1(C). A partir
de ahora denotaremos por G a la base de Grobner reducida de I(C) respecto de
un orden monomial graduado prefijado.
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Lema 3.5. Si g € G, entonces:

» g=a’—1,0
nog=af gt — P con oy, B € {01} yai - B =0Vie{l,...,n}

on —x’f '...2P" € G. Veamos primero que 3; < 1

Demostracion. Sea g = x{'---x
Vie{l,...,n}.

Por reduccion al absurdo, suponemos que 3i € {1,...,n} con 3; > 2. Como G
es base de Grobner reducida y 2? — 1 € I(C), entonces z7 € (LM(I(C))) y por
lo tanto, z{* - - 2% € (LM(I(C))). Esto es absurdo, porque contradice que G es
la base de Grobner reducida.

Supongamos ahora que 3i € {1,...,n} tal que ; > 2. Como G es reduci-
day 2? — 1 € I(C),entonces z7 € (LM(I(C))) como en el caso anterior. Esto
2 g 2P lo que significa que g; — (22 — 1) € I(C).

implica que g = z;
Si g*---afn — 1 # 0, entonces z;"---zP» —1 € I(C) y, en consecuencia

o aPr e (LM(I(C))). De nuevo, esto es imposible porque G es la base
de Grobner reducida. Por tanto, xfl cexbn =1y g = 22— 1. Ya solo fal-
ta considerar el caso en que «;, 5; < 1 Vi € {1,...,n}. Supongamos ahora que

dj € {1,...,n} tal que a;-B; # 0 es decir, a5, B; = 1, podemos escribir g = x;-h,
veamos que h € I(C). Como z;-g =% -h € I(C)y (25 —1)-h € I(C), entonces
decimos que h = 23 - h — (23 — 1)h € I(C).

Ademds, LM(h) = %ﬁg), lo cual es absurdo porque G es base de Grobner redu-

cida y en particular minimal. Por lo tanto, «; - 5; = 0. |

3.2. Distancia minima y decodificacién de cédigos
binarios mediante bases de Grobner

En el Teorema 3.7, vamos a ver cémo resolver uno de los grandes problemas
que abordamos en este trabajo, calcular la distancia minima de un cédigo binario
haciendo uso de las bases de Grobner. En su demostracion usaremos el siguiente
lema.

Lema 3.6. Sia,b € Fy, a+b € C siy solo si z* — 2° € I(C).

Demostracion. “ =7 Por definicién.
“ <" Por la Proposicién 3.4, si G = (g;j) € Mgxn(F2) es una matriz generatriz
de I(C), entonces

€)= (o — 1| 1< <k} + ({a? =11 <i<n}).

Sea 2¢ — 2% € I(C), con ¢ = (c1,...,¢n),d = (dy,...,d,) € N*, veamos que
(c1+dymod 2, ..., ¢, +d,mod 2) € C. Para ello basta observar que, como g; € C,
se tiene que para todo v = (71,...,7,) € N" se tiene que 27 (2% —1) = 2719 — 7

y (2v1 + g;ymod 2, ..., 27, + g;,mod 2) = (giy,...,4i,) € C. [ ]
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Teorema 3.7. Sea G = {z% — 2% | 1 <i < s}U{a? —1|j € J} la base de
Grébner reducida de I(C) respecto de un orden graduado “ > " donde a;,b; € FY,
para todo i € {1,...,s} yJ C{1,...,n}. Entonces:

Demostracion. “ <7 Se tiene por el Lema 3.6 ya que a;+b; € C Vi € {1,...,s}.
“>7 Sea c € C— {0} tal que ¢ < z? para todo d € C — {0}. Como “ > " es
graduado se tiene en particular que wy(c) = dg(C). Sean a,b € F} cumpliendo:

v wy(a) —1 <wy(b) <wgla)

- xasz
u azbl:O,VZE{l,n}
= at+b=c

Vamos a demostrar que z* — 2® € Gy, por consiguiente dy(C) = wy(c) =

wy(a + b). Para ello veamos que (a) x* es generador minimal de (LM(I(C))), y
(b) 2" & (LM(I(C). o o |

Si no se cumple (a), entonces Iz* — 2% € G tal que ¢ > 2%, 2% # 2%y 29
divide a z. En este caso, wy (V') < wy(a') < wy(a) ya que “>" es graduado.
Por esto, se tiene que:

wy(a' + V) <wg(a) +wy(b) <
<2-wg(d) <
<2- wH(a) —2< wH(a) + wH(b) =

Lo cual es un absurdo ya que por el Lema 3.6, o'+ € Cy wy(a' +b') < dy(C).
Si (b) no se cumple, tenemos que z° € (LM(I(C))), por lo que 3 ¥ — 2% € G
tal que 2¥ > 2% y 2¥ divide a 2°. Consideramos: z® — 2°~Y+" € I(C), entonces:

Como dy(C) es la distancia minima, wy(a +b — 0 + a') = dy(C). Veamos que
z@ . g < g gb - en efecto, ¥ > 2% entonces, %Y > ottt v por lo
tanto, zott > getb=t'+e’ No obstante, esto es un absurdo porque a +b = ¢; y
9 < 24 vd € C — {0}. [ |

El siguiente Teorema resuelve el problema de decodificacion.

Teorema 3.8. Sean w € Fy, G la base de Gréibner reducida de 1(C) respecto de
un orden graduado “>7 y x¢ el resto de la division de x* entre G. Entonces:

lLw+eelC
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2. 8i c e C, entonces dy(w,c) > dy(w,w + €)

Es decir, w + e es una de las palabras de C mds proximas a w.

Demostracion. Primero observamos que, por el Corolario 1.40, el resto de la
divisién de z* entre G es, en efecto, un monomio. Demostramos (1) a partir de
que 79 = x¢, entonces % — x¢ € I(C) y utilizando el Lema 3.6 concluimos que
w+eeC.

Para demostrar (2), tenemos ¢ en el c6digo, esto implica que 2% — 2%t € I(C)
y que x¥ —z¢ € I(C). Restando los dos anteriores tenemos que h = x**¢ — x¢ €
I(C). Si h = 0, entonces w + ¢ = e. En caso contrario, z**¢ > z¢ ya que z°¢
no pertenece a (LM(I(C))) al ser el resto de una divisién (Proposicién 1.27).
Tendremos entonces que %" > ¢ y como “ > 7 es graduado, dy(w,c) =
wy(w+ ¢) > wy(e) = dg(w,w + e). |

Este teorema sugiere y justifica el algoritmo de decodificacion descrito en
la Figura 3.1.

Algoritmo de decodificaciéon por bases de Grobner I

Entrada: G’ € My, (F2) matriz generatriz de C e w € Fy
Salida: ¢ € C una de las palabras més proximas a w.

I= (it agin — 11 <i<k)+(zf —11<i<n)

Elegir “ > ” orden monomial graduado.

Calcular G la base de Grobner reducida de I respecto de “ >7”
WG — 1€

return w+e

Figura 3.1. GB Decoder 1

Como se puede ver en la figura, la decodificaciéon se consigue calculando
la base de Grobner y el resto de la division de un monomio entre su base de
Grobner.

Ejemplo 3.9. Retomamos el codigo C del Ejemplo 2.25, donde a partir de la ma-
triz generatriz G del c6digo, tenemos que I(C) = (z126 — 1, xoxsws — 1, x4x506 —
1)+ (x?— 1|1 < i < n), hagamos su base de Grobner reducida respecto del orden
lexicografico graduado con ayuda de Sagemath:

In : P.<x1,x2,x3,x4,x5,x6>=PolynomialRing (GF(2),6,order="deglex’)

In : I=ideal(x1*x6 -1,x2*x3%x5 -1,x4*xb*x6 -1,x1°2-1,x2"2-1,
x3°2-1,x4"2-1,x5"2-1,x6"2-1)

In : B=I.groebner_basis()

In : B
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Out: [x27°2 + 1, x2*x3 + x5, x2*x4 + x3*x6, x2*x5 + X3,
x2*xx6 + x3%x4,x372 + 1, x3*%x5 + x2, x472 + 1, x4*xx5 + x6,
x4*xx6 + x5, x572 + 1, x5%x6 + x4, x6°2 + 1, x1 + x6]

Aplicando el Teorema 3.7 vemos que la distancia minima del codigo es 2, ya que
el valor minimo wy(a; + b;) con x% — 2% € G se alcanza para x; — xg y, por
tanto dy(C) = wy(100001) = 2. Para calcular una de las palabras mas cercanas
a w = (100101), vamos a hacer la divisién de % = z1x4x¢ respecto a la base de
Grobner calculada anteriormente y obtenemos el resto:

In : f=x1*x4%*x6
In : f.reduce(B)
Qut: x4

El resto de la divisién es x¢ = x4, por lo tanto, e = (000100) y el algoritmo de
la Figura 3.1 devolverd w + e = (100001).

Veamos ahora un contraejemplo que muestra que el Teorema 3.8 no es cierto
cuando el orden monomial, no es graduado, por ejemplo el orden lexicografico:

In : P.<x1,x2,x3,x4,x5,x6> = PolynomialRing(GF(2),6,order="1ex’)

In : I=ideal((x1*x6 -1), (x2*x3*x5 -1), (x4*x5*x6 -1),(x1°2-1),
(x272-1), (x372-1), (x4°2-1), (x5°2-1), (x6°2-1))

In : B=I.groebner_basis()

In : B
Qut: [x1 + x6, x2 + x3*xb, x372 + 1, x4 + xb*x6, x5°2 + 1,
x6°2 + 1]

In : f=x1*x4%*x6
In : f.reduce(B)
Qut: xb*x6

Observamos, que al cambiar a un orden que no es graduado, el resultado es com-
pletamente erréneo, dando e = (000011) y por lo tanto devolviendo el algoritmo
w + e = (1000110), que si es una palabra del codigo, pero no es la més proxima
en distancia de Hamming a w.

El algoritmo de la Figura 3.1 tiene algunas fortalezas respecto a los del
capitulo anterior. Por ejemplo, no tener que saber el conjunto de palabras mi-
nimales del codigo, si no que nos basta con utilizar una base de Grobner del
ideal. En cambio tiene una debilidad, y es que, en general, esta base de Grébner
suele tener muchos elementos asociados a la misma palabra del cédigo en la
base de Grobner. Una muestra de ello es el Ejemplo 3.9 donde hay 3 binomios:
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T4T5 — T, T4Te — Ty ¥ T4T5 — T que se corresponden con la palabra (000111) del
c6digo. Para mejorar este algoritmo, presentamos una nueva propuesta en la que
combinamos este método con el algoritmo visto en el capitulo dos, el algoritmo
de decodificacion por descenso de gradiente 2.5, para asi obtener una versién
mejorada.

Sea G = (g1, ., gr)T € Mpxn(F2) la matriz generatriz de un c6digo bina-
rio C y sea w € F un mensaje recibido. Veamos cémo decodificar este mensaje:
En primer lugar vamos a definir el ideal del cédigo

T={(z% —1,... 0% 1,27 —1,...,202 — 1)

y elegimos un “ > 7 orden monomial graduado. A continuacién, calculamos G
la Base de Grobner reducida de I respecto de “ > 7, que sera
)

_ 2 2
G={zy —xs,.. .2 —xy,2; —1,... 25 — 1},

para ciertos Iy,...,I;, Ji,...J; € {1,...,n},i1,...,is € {1,...,n}. Donde, si
I C{1,...,n}, entonces denotamos x; = [[,.; z;. Definimos el test-set asociado
a C respecto de “ > "7 como,

iel

T:I {[1UJ1,...,I[UJ[} QP({l,,n})
Ahora, consideramos el conjunto de binomios
H={ox -2 |KNL=0,KULET,xx>a,yU{z?—1,...,22 —1}.

Se observa que G C H y, por tanto, H es una base de Grobner de [ respecto de
“ > 7 .
Veamos como obtener el resto de la division de z% respecto de H solo
usando el test-set. Consideramos z* = zy con W = supp(w). Si 3 € {1,...,1}

tal que xw > xwar,, tomamos:
K=wWwnT,yL=1T,—W.

Y se tiene que
ITw =TK - TW-K Y TWAT, = T - TW-K

Entonces, como zyw > zwar, podemos concluir que zx > xp con KUL =T,y
KNL =1,y entonces vx —x;, € H y dividiendo xy entre x5 — x, se tiene que
Tw—Tw_ k(T —x1) = Twar, ¥, Por tanto Tyt = Tywar b SiVie {1,...,1}
se tiene que xw < Twar,, esto significa que el resto de la divisién de zy entre
H es zy. En resumen, se puede simular la divisién de 2" entre H solo haciendo
comprobaciones entre W y los subconjuntos de {1,...,n} que estan en el test-
set.

Siguiendo lo descrito, proponemos en la Figura 3.2 una versiéon mejorada
del algoritmo de decodificacion por bases de Grobner.
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Algoritmo de decodificaciéon por bases de Groébner 11

Entrada: G’ € My, (F2) matriz generatriz de C e w € F3
Salida: ¢ € C una de las palabras més préximas a w.
I=(zf" . a%n — 11 <i<k)+ (27 11 <i<n)
Elegir “ >” orden monomial graduado.
Calcular G la base de Grobner reducida de I respecto de “ >7”
Tomar I,..., 0L, Ji,...,Jy C{1,...,n}
tales que H = {zy, — x|l <i<1}u{z} —1,...,27 —1}
TI{Th...,Tl} conl; =LUJi,i=1,...,1
Tomar W = supp(w), C =0
while 3¢ € {1,...,1}, tal que zw A 7, < zw do
C=CAT
W=WAT;
end while
return c € C tal que supp(c) = C

Figura 3.2. GB Decoder 2

Ejemplo 3.10. Recuperando el Ejemplo anterior 2.25, y la segunda parte del
Ejemplo 3.9, sigamos el algoritmo descrito en la Figura 3.2 donde recordemos
que GG matriz generatriz de C es

100001
G=(011010
000111

Ademas, el ideal obtenido es
I(C) = (z126 — 1, m0w375 — 1, 242506 — 1) + (27 — 1|1 < i < n)

Eligiendo el orden monomial lexicografico graduado, obtenemos la base de
Grobner

2 2
{372 — 1, x0w3 — 5, ToTy — T3Xg, ToTs — T3, Tale — T3Tq, T3 — 1, T3T5 — To,

2 2 2
xy — 1, 2425 — X6, Xyg — T5, T5 — 1, 506 — T4, x5 — 1,21 — T}

Calculemos ahora el test-set: T = {T},...,T4} donde T; = {2,3,5} estd asocia-
do a los binomios xox3 — 5, Tos — X3, T3T5 — Ta, Ty = {2, 3,4, 6} estd asociado a
los binomios zox4 — 2376, Toxs — T3y, T3 = {4, 5,6} estd asociado a los binomios
T4T5 — X6, TaZe — Ts, T — Ty y Ty = {1,6} estd asociado a los binomios 21 — x.
Se observa que 7 es un subconjunto de las palabras minimales, donde T solo
tiene 4 elementos y M tiene 6.

Ahora procedemos a decodificar w = (101001), tomamos W = supp(w) =
{1,4,6}. Hagamos la diferencia simétrica de I con cada elemento del test-set:
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W AT, ={1,2,3,4,5,6}
W AT, =1{1,2,3}

W ATy ={1,5}

W A T, = {4}

La forma maés eficiente de terminar este algoritmo en el menor nimero de
pasos posibles es tomar como la primera opcién W A T, = {4} donde el peso 1
serfa el minimo peso y darfa C' = {1,6} y acabarfamos el algoritmo devolviendo
¢ = (100001) € C.

Sin embargo, veremos qué pasa si tomamos como primera opocion T;. To-
mando W A Ty ={1,2,3,4,5,6}, serfa mayor que el soporte de W, por lo tanto,
lo descartamos. Tomando W A Ty, = {1,2,3} también es mayor que W, y por
ultimo, tomando W A Ty = {1,5}, se observa que xy A 7, < Ty €s menor que
W, por lo tanto podemos cogerlo. Ahora, repetimos el proceso con W A Tj,
encontramos que (W A T3) A Ty = {5,6} y x5 < x125 por lo que hacemos
lo mismo y encontramos ahora que (W A T3) A Ty) A Ty = {4}, donde el
soporte es de peso minimo.

También en este caso el algoritmo obtiene C' = W A {4} = {1,6} y devuelve
¢ = (100001).

Para finalizar, citar que en el articulo [9] se encuentra un ejemplo a mayor
escala. Este ejemplo es un [14, 9]-cédigo donde su conjunto de palabras minima-
les esta formado por 147 monomios. En cambio, cuando calculamos el test-set,
contenido en ese conjunto de palabras minimales, obtenemos 24 elementos. Es
un gran avance ya que desciende notablemente ese conjunto.

En un algoritmo por descenso de gradiente se necesitaria calcular las 147
palabras minimales que seria muy costoso y luego hacer el descenso de gradiente,
que es mas rapido. Lo que realmente hace que el algoritmo sea costoso es el
calculo del conjunto de palabras minimales. En cambio, para el primer algoritmo
con bases de Grobner, el clculo es mas rapido que en el de descenso de gradiente,
pero se necesitaria calcular los 182 elementos de la base de Grébner y realizar
el algoritmo de la divisiéon del monomio entre ellos.

Sin embargo, en el ultimo algoritmo propuesto, se construye el test-set, dando
asi un conjunto de 24 elementos, donde la reduccién se hard sélo respecto a este
conjunto, lo que hard a este método el mas eficiente.






Conclusiones

En este trabajo se han abordado dos problemas dificiles en Teoria de Codi-
gos: el calculo de la distancia minima y el problema de decodificacién de cédigos
binarios usando herramientas del Algebra Computacional y del Algebra Conmu-
tativa. En el primer caso, hemos resuelto el problema del calculo de la distancia
minima, mediante el calculo de una base de Grobner en el Teorema 3.7 y, en
el segundo caso, el problema de decodificacion hemos dado algunos algoritmos
validos, tales como el algoritmo de la decodificacion por fuerza bruta en la Figu-
ra 2.2, el algoritmo de la decodificacién por descenso de gradiente en las Figuras
2.4y 2.5 y los algoritmos de decodificacion por bases de Grébner de las Figuras
3.1 y 3.2. Si bien ninguno de estos algoritmos son polinomiales, si que suponen
un avance respecto al algoritmo de fuerza bruta.

Los principales resultados en este trabajo estdn pensados para cédigos bi-
narios y una posible continuacion, podria ser estudiarlos para codigos g-arios,
como por ejemplo se habla en el articulo [11]. Por otro lado, también, seria
interesante estudiar familias de codigos especificos para los que si se conocen
algoritmos de decodificacién eficientes. Un primer ejemplo podria ser el estudio
de decodificacién eficiente de cddigos Reed-Solomon descrito en [4].

También considero interesante estudiar como adaptar los algoritmos de decodi-
ficacién aportados para hacer decodificacién por listas, donde la diferencia es
que en vez de devolver una de las palabras mas cercanas del cédigo, devuelve
todas las palabras que estén a la misma distancia. El algoritmo de fuerza bruta
se puede adaptar facilmente para esta decodificacién por listas, sin embargo,
no esta tan claro como adaptar los algoritmos de descenso de gradiente y de
decodificacién por bases de Grobner a la decodificacion por listas.

Un primer paso para atacar estos problemas podria ser el estudio de los algorit-
mos de decodificacion por listas expuestos en [14]. Otro problema que podriamos
abordar, seria el calculo del conjunto de todas las palabras minimales, el cual se
puede llevar a cabo mediante el cdlculo de las denominadas bases de Graver (ver
[10]). En cuanto a éstas, decir que una base de Graver suele ser notablemente
mayor que una base de Grobner.
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oding Theory is a branch of Mathematics and Computer Science that aims to efficiently send a message through a channel affected
by noise, so that it can be recovered by the receiver without errors. With linear codes, the goal is to introduce tools from Linear
Algebra to efficiently solve problems related to codes, such as the decoding problem. The main parameters of a linear code are length,
dimension, and minimum distance. The first two are related to efficiency and the third to the correcting capacity of the code.
Given a binary code, we will study two problems. The first is to calculate its minimum distance, and the second is decoding. To do this,
we will associate an ideal of the polynomial ring to every binary code and solve the above problems using Grébner bases.

1. Linear Codes

message is transmitted through a noisy channel, as depicted
in the following figure:

Sender Encoder Noisy Decoder > Receiver
S A Enc A channel A Dec A
I I I I
| : : :
m € F* y=c+ecF;

¢ =Enc(m) eC c=Dec(y) eC

An objective of Coding Theory is to design encoding and decod-
ing protocols to efficiently recover the transmitted codeword ¢ form
the perturbed message ¢+ ¢ = 4.

Definition 1. A linear code C is a linear subspace of Fy. lts pa-
rameters are:
* Length: n(C) = n.
* Dimension: k(C) = dim(C).
* Minimum distance: dy(C) = min{wgy(c)|c € C,c # 0}, where
wp(c) is the Hamming weight of ¢, i.e., its number of nonzero
entries.

Definition 2. Let C C Fg be a linear code of dimension k. A
k xn matrix G = (g;j) € Mj.xn(Fq) is a generator matrix of C if
B = {g1,-.., 9} with g; = (9i1,---,9in) € Fy, is a basis of C as
[F,-vector space.
Definition 3. A complete minimum distance decoder for a code C
is a function:

Dec : ]FZ} —C
such that Dec(z) = ¢, then dy(z, ') > dy (=, c) for every ¢ € C.

The two main goals of this work are:

(1) the computation of the minimum distance, and
(2) the derivation of decoding algorithms

for binary codes (i.e., linear codes C C IF3).

2. Binary Codes and Grobner bases

0 overcome these challenges, we associate binomial ideal
to each binary code and we propose algorithms based on
Grobner bases.

Definition 4. Let C C F% be a binary code, the ideal of C is the
ideal:

I0) = ({a" — 2’ |a,b e FY,a+be Ch) + ({a? — 1|1 < i< n}).
Where, for a = (ay, . .., an) € F§ we denote a2 := [, _; ;.

Proposition 5. If C is a binary code with generator matrix G =
(gij), then: I(C) = ({a9 = 1|1 < j <k} + ({a? — 1|1 < i < n}).

Theorem 6. Let B = {2% —z" | 1 <i < s}U{a?—1|j € J} bethe

Reduced Grdbner basis of I(C) with respect to a graded mono-
mial order “ > " with a;,0; € F§,i € {1,...,s} and J C {1,...,n}.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Marzo, 2023

Then, d(C) = min{wg(a; +b;) | 1 <i < s}.

Theorem 7. Let w € F} and let ¢ be the remainder of the division
of 2 by B. Then,

1.w+e€C,and

2.1fceC, thendy(w,c) > dy(w,w +e).

From this result, one derives the following decoding algorithm.

Grobner bases decoder

Input: G € M,..,,(F,) generator matrix of C and w € F}

Output: ¢ € C one of the closests codewords to w.
I=(@ft-afn —11<i<k)+ (a2 —1[1<i<n)

Choose “ > " a graded monomial order.

Compute B the reduced Grébner basis of I with respect to > 7.
Compute z*, the remainded of the division of z* by B.

return w +e

Example 8. Let C be a [6,3]-binary code, with generator matrix:

100001
G=(011010
000111

Following Proposition 5 We consider the ideal
I1(C) = (x126 — 1, mowsws — 1, xyw506 — 1) + (r,z —11<i<n),

and compute with Sagemath its reduced Grobner basis with re-
spect to the graded lexicographic order:
In : P.<x1,x2,x3,x4,x5,x6> =
= PolynomialRing (GF (2),6,order='deglex’)
In : I = ideal(x1lxx6 -1,x2xx3%x5 -1, x4+x5+x6 -1,x1"°2-1,x2°2-1,
x3°2-1,x4"2-1,%5%2-1,x6"2-1)
In : B=I.groebner_basis ()
In : B
Out: [x272 + 1, x2%x3 + x5, x2%x4 + x3%x6, x2+x5 + x3,
x2%x6 + x3%x4,x3°2 + 1, x3%x5 + x2, x4°2 + 1,
x4*x5 + x6, x4xx6 + x5, x572 + 1, x5xx6 + x4,
X672 + 1, x1 + x6]
By Theorem 6, we have that the minimum distance of the code is
2, as for 2% — zb € @, the value wy(a; + b;) attains the smallest
value for | — zg, thus resulting in d(C) = wp(100001) = 2.
Consider now w = (100101), to determine one of the closest words

in C to w. We follow Theorem 7 and compute the remainder of
2" = z1x426 With respect to B, and obtain the following:

In : f=x1xx4xx6

In : f.reduce (B)

Out: x4

Since remainder of the division is z¢ = z,; therefore e = (000100),
and one of the the closest words in C to w is w + e = (100001).
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