Universidad
de La Laguna

Programa de Doctorado en Matematicas y Estadistica

TESIS DOCTORAL

Analisis del proceso de evaluacion entre pares

en actividades de resolucion de problemas de

final abierto. Un estudio con futuros docentes
de Matematicas de Educacion Secundaria.

PATRICIA DE ARMAS GONZALEZ

Directora: Josefa Perdomo Diaz

Codirectora: Diana Sosa Martin

La Laguna, 2023






Agradecimientos

A mis directoras, Pepi y Diana, porque sin ustedes no lo podria haber logrado. Gracias por
haber aceptado acompafiarme en este camino. Gracias por todas las ensefianzas, por apretar
para que sacara todo lo que podia dar, por haber formado un equipo conmigo y por sentir este
trabajo tan suyo como mio. Gracias por el tiempo extra, por la energia, por las risas y por ser,
mas veces de las que me hubiera gustado, pafio de lagrimas.

A los estudiantes del Master en Formacion del Profesorado que participaron en este estudio.
Sin su implicacion plena y seriedad durante el desarrollo de la actividad, esta investigacion
no hubiera sido posible.

A las compaiieras y compaiieros del Area de Didactica de la Matematica y del Departamento
de Andlisis Matematico, por el apoyo mostrado durante estos afios. Especialmente a Valia,
por tu comprension e inestimable ayuda en los momentos de mas trabajo.

A mi madre, por ensefiarme a ser una mujer fuerte e independiente. Gracias a ti estoy donde
siempre supiste que podia llegar.

A mi padre, por ensefiarme el sentido de la responsabilidad y la constancia, por ser serenidad,
desahogo y equilibrio.

A mi hermana, porque verme como ti me ves es el impulso que me ayuda a no desviarme del
camino.

A mi tio, porque el destino, que siempre sabe lo que hace, nos uni6 al final de este largo
recorrido para ensefiarme que lo Unico necesario para llegar a la meta es que la vida nos
permita seguir dando pasos.

Y a ti, mi hogar, mi refugio, mi paz, porque solo ti sabes todo lo que hay detras de estas
paginas.






Indice

Introduccion

1. Problema de investigacion

1.1.  Laimportancia de la resolucion de problemas en la Educacion
Matematica

1.2.  Lacomplejidad de la evaluacion en la resolucion de problemas

1.3.  Laevaluacion entre pares en matematicas: Un estudio preliminar con
futuros docentes de Educacion Primaria

1.4. Problema de investigacion y objetivos

2.  Marco conceptual

2.1.  Resolucion de problemas

2.1.1.
2.1.2.
2.1.3.
2.1.4.
2.1.5.

Los problemas

La resolucién de problemas

Aspectos que intervienen en la resolucion de problemas
Heuristicos

Representaciones

2.2.  Evaluacion

2.2.1.
2.2.2.
3. Metodologia

Evaluacion entre pares

Evaluacion de la resolucion de problemas

3.1.  Disefio metodologico

3.2.  Contexto y participantes

3.3.  Primera fase. Resolucion de problema

3.3.1.
3.3.2.
3.3.3.

Proceso de recogida de datos
Andlisis a priori del problema

Proceso de analisis de datos

3.4.  Segunda fase. Evaluacion entre pares

3.4.1.
3.4.2.

Proceso de recogida de datos

Proceso de analisis de datos

4.  Analisis de los datos. Primera fase

11
16
19
19
19
23
26
28
36
39
42
46
49
49
50
52
53
54
58
64
64
65
77



il

4.1.

4.2.

Analisis individual de las resoluciones
4.1.1.  Resolucion de Antonio (E1)
4.1.2.  Resolucion de Victoria (E2)
4.1.3.  Resolucion de David (E3)
4.1.4.  Resolucion de Yolanda (E4)
4.1.5.  Resolucion de Javier (ES)
4.1.6.  Resolucion de Sandra (E6)
4.1.7.  Resolucion de Yurena (E7)
4.1.8.  Resolucion de Marta (E8)
4.1.9. Resolucion de Judith (E9)

4.1.10.  Resolucion de Maite (E10)
4.1.11.  Resolucion de Francisco (E11)
4.1.12.  Resolucion de Yaiza (E12)
4.1.13.  Resolucion de Zahira (E13)
4.1.14.  Resolucion de Monica (E14)
4.1.15.  Resolucion de Sofia (E15)
4.1.16.  Resolucion de Manuel (E16)

Andlisis de las resoluciones por categorias
4.2.1.  Heuristicos
4.2.2.  Casos estudiados
4.2.3. Representaciones
4.2.4.  Soluciones
4.2.5. Comprobacion de soluciones

42.6. Errores

5.  Analisis de los datos segunda fase

5.1.

5.2.

Andlisis de los casos del Bloque |
5.1.1.  Caso 1. David, Sandra y Javier
5.1.2.  Caso 2. Marta, Manuel y Antonio
5.1.3.  Caso 3. Francisco, Sofia y David

Andlisis de los casos del Bloque 11

77

77

80

83

86

88

92

95
100
102
104
107
112
114
116
118
121
124
124
126
128
129
130
130
135
136
137
148
163
170



5.2.1.  Caso 4. Zahira, Monica y Maite
5.2.2. Caso 5. Antonio, Javier y Monica
5.2.3.  Caso 6. Yurena, Judith y Yaiza
5.3.  Analisis de los casos del Bloque III
5.3.1.  Caso 7. Maite, Yaiza y Sofia
5.4.  Analisis de los casos del Bloque IV
5.4.1. Caso 8. Victoria, Yolanda y Manuel
5.5.  Resultados globales del anélisis de los procesos de evaluacion
Discusion final
6.1.  Discusion en torno al primer objetivo de investigacion
6.2.  Discusion en torno al segundo objetivo de investigacion
6.3.  Consideraciones finales
6.4. Limitaciones y proyecciones
Referencias
Anexo A.l. Resoluciones del problema de los participantes
Anexo A.2. Transcripciones de los procesos de evaluacion
Anexo A.2.1. Transcripcion del Caso 1
Anexo A.2.2. Transcripcion del Caso 2
Anexo A.2.3. Transcripcion del Caso 3
Anexo A.2.4. Transcripcion del Caso 4
Anexo A.2.5. Transcripcion del Caso 5
Anexo A.2.6. Transcripcion del Caso 6
Anexo A.2.7. Transcripcion del Caso 7

Anexo A.2.8. Transcripcion del Caso 8

170
181
191
201
201
210
211
220
225
227
236
240
241
245
261
291
293
297
303
304
307
310
312
314

il



v



INTRODUCCION

Dentro de la amplia diversidad de procesos que tienen lugar en contextos de ensefianza y
aprendizaje, la evaluacion juega un papel fundamental, permitiendo a los estudiantes conocer
su progreso en el aprendizaje y ayudando a los docentes a tomar decisiones sobre los
procesos de ensefianza (Silver y Mills, 2018).

La evaluacion es un proceso complejo que involucra muchos aspectos, entre ellos, las
técnicas e instrumentos de evaluacion. A pesar de la amplia variedad de instrumentos de
evaluacion disponibles actualmente, las pruebas tradicionales parecen seguir siendo el
principal método de evaluacion utilizado, en particular por los profesores de matematicas
(e.g., Chanudet, 2019; Nieminen y Atjonen, 2022). Esto podria estar relacionado con el tipo
de formacion que han recibido los docentes respecto a los procesos de evaluacion. De hecho,
una de las preocupaciones de los futuros profesores es la falta de experiencia practica en
materia de evaluacion (Zevenbergen, 2001). En este sentido, la evaluacion entre pares ofrece
un excelente escenario para formar a los futuros docentes en el proceso de evaluacion,
brindéandoles la oportunidad de analizar la evaluacion desde la perspectiva tanto del alumno
como del docente.

En el proceso de evaluacion, el evaluador debe identificar aspectos importantes de la tarea,
emitir juicios sobre la calidad de la respuesta, identificar posibles errores en la produccion,
medir el desempefio de los estudiantes e interpretar evidencias del aprendizaje (Arnal-Bailera
et al., 2018 ; Goos, 2014). Sin embargo, se sabe poco sobre el proceso de evaluacion por
pares en si. ;Qué proceso sigue un estudiante para evaluar el trabajo de un companero? ;Qué
busca?

Dentro del propio desafio que ya supone la evaluacion tanto para profesores como para
investigadores, encontramos la evaluacion de la resolucion de problemas. Con el objetivo de
contribuir a la comprension de este complejo proceso, esta investigacion presenta un estudio
exploratorio de la evaluacion por pares en actividades de resolucion de un problema
matematico de final abierto. Abordamos esta cuestion con un disefio metodoldgico
exploratorio basado en estudios de caso, que nos permite profundizar en las principales
caracteristicas del proceso de evaluacidon por pares y tener un conocimiento mas profundo de
este proceso (Creswell, 2012).

La investigacién que se presenta en esta memoria esta dividida en dos fases. El objetivo de la
primera fase es analizar las resoluciones de los futuros docentes de matematicas de
Educaciéon Secundaria a un problema de final abierto atendiendo a: los heuristicos que
emplean, los casos estudiados, las representaciones utilizadas, las soluciones que presentan, si
comprueban o no dichas soluciones y los errores que cometen. La segunda fase tiene como
objetivo identificar qué aspectos de la resolucion del problema tienen en cuenta los futuros
docentes cuando acttian como evaluadores, y analizar de qué forma utilizan sus propias
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resoluciones para evaluar la de un compaiiero (si es que lo hacen), asi como el caracter de sus
intervenciones.

Esta memoria se estructura en seis capitulos, un listado de referencias bibliograficas y dos
anexos de los que describiremos su contenido a continuacion.

El primer capitulo introduce el Problema de Investigacion y lo sittia dentro del marco de la
investigacion en Educacion Matematica. En primer lugar se presenta una revision de la
importancia de la resoluciéon de problemas a nivel internacional desde una perspectiva
institucional, con su inclusion en los curriculos de distintos paises y en pruebas
internacionales de evaluacion como TIMSS o PISA. En segundo lugar se indaga en la
complejidad de la evaluacion de la resolucion de problemas, mostrando distintos aspectos
presentes en la literatura en torno a la dificultad de evaluar la resolucion de problemas como
pueden ser las perspectivas de interpretacion de la resolucion de problemas, la variedad de
situaciones que pueden darse, qué aspectos considerar a la hora de evaluar o qué
instrumentos, técnicas o herramientas utilizar. A continuacién se presenta un estudio
preliminar a este trabajo en el que se exponen los resultados de diferentes estudios realizados
a partir de una investigacion con futuros docentes de Educacion Primaria en la que
participaron en una actividad de evaluacion entre pares (de-Armas-Gonzélez et al., 2021b,
2021¢c, 2021d). El capitulo finaliza estableciendo el problema de investigaciéon y los
objetivos.

En el segundo capitulo encontramos el Marco Conceptual, donde se presentan los
fundamentos tedéricos que sustentan esta investigacion. Este capitulo gira en torno a dos
aspectos fundamentales en este trabajo y esenciales en la educacion matematica: la resolucion
de problemas y la evaluacion. En lo referente a la resolucion de problemas, se comienza
explorando como se define el término problema en la literatura, mostrando las caracteristicas
que distintos autores establecen para que una tarea matematica sea considerada un problema
(e.g. NCTM, 2000; Polya, 1945; Santos-Trigo, 2020b; Schoenfeld, 1992) y distintas
clasificaciones de estos (Zhu y Fan, 2006). A continuacion, nos centraremos en la resolucion
de problemas, indagando en las distintas perspectivas (Schoenfeld, 1992) y enfoques
(Castro-Martinez y Ruiz-Hidalgo, 2018, Schroeder y Lester, 1989) presentes en la literatura.
Y nos detendremos en los aspectos que intervienen en la resolucion de problemas, prestando
especial importancia a los heuristicos y las representaciones. El segundo aspecto que se
aborda en este marco conceptual es la evaluacion, donde se comenzard mostrando lo que
entendemos, en términos generales, por evaluar (Beaver y Beaver, 2011; Segovia-Alex, 2016;
Suurtamm et al., 2010) asi como las distintas finalidades (Silver y Mills, 2018; William,
2007; Wiliam y Thompson, 2007), funciones y etapas (Segovia-Alex, 2016) de la evaluacion.
En esta segunda parte referida a la evaluacion, prestaremos especial atencion a la evaluacion
entre pares, mostrando sus caracteristicas (Mogessie, 2015; Sadler y Good, 2006; Topping,
2009), algunas las contribuciones de este método al proceso de ensenanza y aprendizaje que
han observado investigaciones anteriores (Beaver y Beaver, 2011; Lavy y Shriki, 2014;
Zevenbergen, 2001) o la variedad de formas en las que se puede implementar (Jones y
Alcock, 2014; Wyatt-Smith et al., 2010, Topping, 2009). Este capitulo se cierra con la
evaluacion de la resolucion de problemas, haciendo hincapié en la variedad de situaciones



que pueden darse, qué aspectos considerar a la hora de evaluar o qué instrumentos, técnicas o
herramientas utilizar (Arnal-Bailera et al., 2018, Chanudet, 2019, Di-Martino y Signorini,
2019).

En el capitulo 3 se describe la Metodologia de la investigacion. Se comienza describiendo el
disefio metodologico empleado y el esquema general de la investigacion. Se presenta el
contexto en el que se llevo a cabo asi como las caracteristicas principales de los participantes.
A continuacién se detallan los procedimientos seguidos en cada una de las dos fases en las
que se dividio la investigacion, mostrando, para cada una de ellas, los procesos de recogida y
analisis de datos, los instrumentos utilizados, las categorias de andlisis y especificando las
particularidades propias del estudio. Ademas, se incluye un analisis a priori del problema
donde se muestran distintas estrategias de resolucion del problema empleado en el estudio
(Figura 3.2) que ayudara al lector a situarse frente al analisis de los datos que se presentan en
los capitulos siguientes.

En los dos siguientes capitulos se muestra el andlisis de los datos obtenidos en la
investigacion. En el capitulo 4 se muestra el andlisis de los datos correspondientes a la
primera fase del estudio: las resoluciones del problema. Se comienza analizando el contenido
individual de cada resolucion, en primer lugar, un andlisis descriptivo de todos los pasos
dados y, a continuacion, un andlisis atendiendo a las categorias descritas en la metodologia
(heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones
v errores). Este capitulo finaliza con el analisis conjunto de todas las respuestas con foco, en
las categorias anteriores, mostrando similitudes que permitan extraer patrones. En relacion al
analisis de las resoluciones se pueden consultar trabajos previos surgidos de los datos
obtenidos en esta fase, donde se muestran resultados centrados en las estrategias de
resolucion y las representaciones utilizadas (de-Armas-Gonzalez et al., 2022a, 2022b).

En el capitulo 5 se presenta el analisis de los datos obtenidos en la segunda fase de la
investigacion: los procesos de evaluacion seguidos por una pareja de estudiantes para evaluar
la resolucion al problema de una compafiera o un compaiiero. Este analisis se divide en ocho
casos, formados por tres estudiantes (la pareja que evaltia y la persona evaluada). En cada
caso se comienza con un andlisis conjunto de las tres resoluciones implicadas, seguido por el
analisis del proceso de evaluacion que lleva a cabo la pareja evaluadora. Este andlisis de los
procesos de evaluacion se enfoca en tres aspectos: categorias a las que hacen referencia
(heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones
y errores), uso de la propia resolucion y caracter de las intervenciones. En relacion al analisis
de los procesos de evaluacién se pueden consultar trabajos previos surgidos de los datos
obtenidos en esta fase, donde se muestra el andlisis de un caso y el andlisis de dos casos,
respectivamente (de-Armas-Gonzélez et al., 2021a, 2023).

En el capitulo 6 se presenta una discusion en torno a los principales resultados obtenidos en el
desarrollo de este trabajo, organizada en torno a los objetivos de investigacion, identificados
con cada una de las fases. Los datos se interpretan teniendo en cuenta tanto los resultados
obtenidos en los capitulos 4 y 5 como los aspectos teoéricos y resultados de investigaciones
anteriores recogidos en el segundo capitulo. Este capitulo concluye con una reflexioén sobre
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las limitaciones de este trabajo y se plantean algunas lineas abiertas que permitirian
profundizar en los datos ya obtenidos en esta investigacion, asi como algunas perspectivas
para investigaciones futuras.

A continuacion se recoge el listado de referencias utilizadas para la redaccion del trabajo. Y
finaliza la memoria con dos anexos, el primero recoge las resoluciones originales entregadas
por los 16 participantes y el segundo las transcripciones de las 8 parejas, divididas en
episodios clasificados segin a la resolucion a la que se refieren y el caracter de las
intervenciones.



Capitulo 1
PROBLEMA DE INVESTIGACION

En este capitulo se introduce y delimita el problema de investigacion, en el que intervienen y
confluyen dos topicos que, por separado, han generado mucho interés en el ambito de la
Educacion Matematica y en el area de la Didactica de la Matematica, en particular: La
resolucion de problemas y la evaluacion. El capitulo comienza con una seccion dedicada a la
reflexion en torno a la importancia de la resolucion de problemas en el aprendizaje y la
ensefianza de la matemadtica para, posteriormente, discutir sobre la complejidad de evaluar
esta competencia. A continuacion, se incluye una seccion en la que se presenta un estudio
preliminar, realizado con futuras maestras y maestros de Educacion Primaria, en el que se
indaga sobre las experiencias previas que han tenido en relacion con la evaluacion entre
pares y se analiza la valoracion que hacen de este tipo de actividades, en términos de su
utilidad, interés y dificultad, asi como la percepcion que tienen del aporte de este tipo de
actividades al desarrollo de su conocimiento matemdtico y didactico. El capitulo finaliza
exponiendo el problema de investigacion e indicando los objetivos especificos, con una breve
explicacion sobre como se abordaran.

1.1. La importancia de la resolucion de problemas en la
Educacion Matematica

Desde hace varias décadas, la resolucién de problemas es considerada como un elemento
principal en el desarrollo del aprendizaje y la ensefianza de las matematicas. Una evidencia
de la importancia que la resolucion de problemas ha ido adquiriendo en la Educacion
Matematica es su inclusion explicita y destacada en los curriculos de Matematicas de
numerosos paises. Es el caso, por ejemplo, de Estados Unidos, donde la resolucion de
problemas se incluye como uno de los estdndares para el desarrollo de la “practica
matematica”, junto con el razonamiento y la prueba, la comunicacion, la representacion y el
establecimiento de conexiones (Common Core State Standards Initiative, 2021). Los
Common Core State Standards for Mathematics indican que, el desarrollo de la competencia
matematica de un estudiante comienza con la comprension de problemas, la visualizacion de
posibles vias de resolucion, el analisis de los datos, las restricciones y relaciones indicadas en
el problema, la formulacion de conjeturas y el establecimiento de un plan concreto que
permita encontrar la solucion al problema (Common Core State Standards Initiative, 2021).

Esta tendencia internacional se refleja también en otros paises como Nueva Zelanda, cuyo
curriculo pone el foco en el desarrollo del pensamiento matematico y la resolucion de
problemas (Ingram et al., 2020), o Finlandia, donde se incluyen los métodos de resolucion de
problemas como uno de los propositos de la ensefianza de la matematica (Mullis et al., 2016).
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Singapur (Ministry of Education Singapore, 2012, 2023), por su parte, plantea la resolucion
de problemas como el elemento central del desarrollo del aprendizaje matematico (Figura
1.1), el cudl depende de un conjunto de elementos interrelacionados entre los que se
encuentran conceptos (numéricos, algebraicos, etc.), procesos (razonar, comunicar, establecer
conexiones, emplear heuristicos...), habilidades en el uso de dichos conceptos y procesos
(estimacidn, manipulacion algebraica, etc.), actitudes frente a la matematica (perseverancia,
creencias...) y aspectos metacognitivos como la revision del propio proceso de resolucion y
la autorregulacion del aprendizaje. Todos estos elementos deben emplearse en el andlisis y la
resolucion de diversos tipos de situaciones que incluyen problemas no rutinarios, de final
abierto o de la vida real.

Beliefs
Interest
Appreciation
Confidence
Perseverance

Monitoring of one's own thinking
Self-regulation of learning

Mathematical

Numerical calculation Problem Solving
Algebraic manipulation
Spatial visualisation

Data analysis
Measurement

Use of mathematical tools
Estimation

Reasoning, communication
and connections
Applications and modelling
Thinking skills and heuristics

Concepts

Numerical

Algebraic
Geometric

Statistical
Probabilistic
Analytical

Figura 1.1. Esquema del curriculo de Matemadticas de Singapur.
(Imagen extraida de: https://www.moe.gov.sg/)

En los curriculos oficiales espaioles, tanto de Educacion Primaria como de Educacion
Secundaria, la resolucion de problemas se presenta como un eje fundamental para el
aprendizaje de las matematicas (Real Decreto 157/2022, Real Decreto 217/2022). En estos
documentos se establece que la resolucion de problemas es un objetivo en si mismo, pero
también un proceso central para la construccion del conocimiento matematico. Un elemento
distintivo del curriculo espafiol actual es que se otorga una especial importancia a la relacion
entre la resolucion de problemas y el pensamiento computacional, declarando este ultimo
como una destreza clave en la formacion del alumnado, cuyo objetivo es alcanzar soluciones
que puedan ser ejecutadas por sistemas informaticos. En este sentido, el curriculo también
pone énfasis en el empleo de herramientas tecnoldgicas adecuadas durante el proceso de
resolucion de problemas como una competencia especifica a desarrollar en la etapa escolar.

Otra evidencia de la importancia de la resolucion de problemas en la educacion matematica
es el rol que cumple en pruebas internacionales como TIMSS y PISA. La prueba TIMSS (del
inglés Trends in International Mathematics and Science Study, Estudio Internacional de
Tendencias en Matematicas y Ciencias) evalta el rendimiento en matemadticas y ciencias, de
estudiantes de 4° grado y 8° grado (4° de Educacion Primaria y 2° de ESO en Espaiia). Lleva
realizandose durante casi 30 afios, clasificando las preguntas, en el caso de la prueba de
matematicas, por dominios de contenido y dominios cognitivos (conocimiento, aplicacion y
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razonamiento). Desde el inicio, esta prueba incluyo la resoluciéon de problemas como un
aspecto importante a evaluar, indicando que entre un 60% y un 65% de las preguntas debian
estar disefiadas de manera que se emplearan los dominios cognitivos de aplicacion o
razonamiento en la resolucion de problemas. En la prueba TIMSS 2023, cuyos datos fueron
recogidos durante el afio 2022, el porcentaje de presencia de la resolucion de problemas
aument6 al 85% de las preguntas correspondientes a cada uno de los dominios de contenido
(Philpot et al., 2022).

En el caso de la prueba de Matematicas del programa PISA (del inglés Programme for
International Student Assessment, Programa para la Evaluacion Internacional de Alumnos),
¢sta evaltia la “alfabetizacion matemadtica” de los estudiantes de 15 afios. El marco del
programa PISA define la “alfabetizacion matematica” de la siguiente forma:

Mathematical literacy is an individual’s capacity to reason mathematically and to
formulate, employ, and interpret mathematics to solve problems in a variety of real
world contexts. It includes concepts, procedures, facts and tools to describe, explain
and predict phenomena. It assists individuals to know the role that mathematics plays
in the world and to make the well-founded judgments and decisions needed by
constructive, engaged and reflective 21st century citizens. (OECD, 2023, p. 22).

Asi, la prueba PISA evalta la forma en que los estudiantes utilizan el razonamiento
matematico y un conjunto de procesos asociados a la resolucion de problemas (formular,
aplicar, interpretar y evaluar) para analizar y resolver situaciones planteadas en distintos
contextos (personales, ocupacionales, sociales y cientificos), en las que tendran que hacer
uso de distintos tipos de contenidos matematicos (Figura 1.2).

+ Personal

+ Oceupational
* Societal

+ Scientific

Contexts

Mathematical
Reasoning

X3jUOT) PHOAA |3y D Ul aﬁuaunLD

+ Crifical Thinking + Information Use
21st Century | . Creativity + Systems Thinking
Skills | - Research & Inquiry + Communication
- Self-direction, Initiafive, - Reflection
and persistence

Figura 1.2. Marco para la prueba de Matematicas PISA 2022
(Imagen extraida de: https://pisa2022-maths.oecd.org/)
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La investigacion en Educacion Matematica también refleja la importancia de la resolucion de
problemas en el aprendizaje y la ensefianza de la matematica, asi como su complejidad. Es tal
la cantidad y variedad de trabajos publicados en torno a este topico que se hace muy
complejo realizar una revision sistemdtica de la literatura. Solo entre los afios 2011 y 2021, se
publicaron casi 3.000 articulos relacionados con la resolucion de problemas en revistas con
indice de impacto en el Journal Citation Reports (Tabla 1.1). Ademas, en los tltimos diez
afnos se han publicado numerosos trabajos que presentan una revision de las investigaciones
sobre resolucion de problemas (e.g. Lester, 2013; Lester y Cai, 2016; Weber y Leikin, 2016)
y se han editado monograficos especiales centrados en este topico (e.g. Amado et al., 2018;
Felmer et al., 2019; Liljedahl et al., 2016).

Tabla 1.1. Articulos relacionados con la resolucion de problemas en revistas con indice de
impacto en el Journal Citation Reports.

Revistas indexadas en JCR A:Itllt?ellg(s)ﬁu‘ll)lzl;;cll?s

Journal for Research in Mathematics Education 63

Educational Studies in Mathematics 649
Journal of Mathematics Teacher Education 307
International Journal of Science and Mathematics Education 729
Mathematical Thinking and Learning 180
ZDM - Mathematics Education 836
Ensenanza de las Ciencias 23

Eurasia Journal of Mathematics, Science and Technology Education 48

TOTAL 2835

1.2. La complejidad de la evaluacion en la resolucion de
problemas

Uno de los retos a la hora de incorporar la resolucion de problemas en las aulas es disefiar una
estrategia para su evaluacion. Una situacion bastante comun en el &mbito escolar es que, al
resolver un problema, el estudiante llegue a un resultado final que ha obtenido aplicando un
procedimiento determinado y que la evaluacion en estos casos se centre en analizar si la
respuesta dada por el estudiante es correcta, pasando por alto el proceso seguido para
alcanzarla (Castro-Martinez y Ruiz-Hidalgo, 2018). Sin embargo, distintos autores sefialan
que se deben considerar los procesos de pensamiento que hay detrds de una respuesta dada
para poder evaluar realmente la resolucion de problemas, por lo que el foco del docente
deberia estar en analizar, interpretar y comprender lo que implican las respuestas de los
estudiantes y no unicamente en medir su desempeno matematico a partir del nimero de
respuestas correctas logradas (e. g. Chanudet, 2019; Monaghan et al., 2009; Szetela y Nicol,
1992).

La situaciéon anterior muestra que la primera dificultad para evaluar la resolucién de
problemas surge con la propia concepcion de qué es un problema y en qué consiste la
resolucion de problemas. El significado asociado al término problema ha ido cambiando a lo

' Los datos corresponden a principios de noviembre de 2021
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largo de los afios, conforme iba creciendo el numero de investigaciones y de publicaciones
sobre este topico (seccion 2.1.1). En la actualidad existe cierto acuerdo en considerar que un
problema es una tarea matematica para la que se desconoce un procedimiento que conduzca
de forma directa a la solucion (e.g. Mason, 2015; Schoenfeld, 1992). Ademas, debe despertar
cierto interés en el resolutor (Szetela y Nicol, 1992) y hacerle sentir que tiene los
conocimientos necesarios para afrontarla (Felmer y Perdomo-Diaz, 2016).

Esta definicion genera al menos dos dificultades a la hora de plantearse como evaluar la
resolucion de problemas. La primera tiene que ver con el tipo de tarea matematica a utilizar y
la relacion que debe existir entre el resolutor y la tarea para que la actividad propuesta sea
efectivamente un problema (e.g. Mason, 2015); la segunda tiene que ver con el hecho de que
no se conozca un procedimiento directo de resolucion, lo que implicaria que los resolutores
necesiten mas tiempo para pensar en el problema (Di-Martino y Signorini, 2019) y que el
docente tenga que analizar, comprender y valorar distintas propuestas de resolucion, lo que
requiere un conocimiento especializado por parte del mismo (Carrillo et al., 2019; Chapman,
2015).

Por otra parte, la resolucion de problemas puede interpretarse desde diferentes perspectivas,
las cuales serdn expuestas en detalle en el siguiente capitulo (seccion 2.1.2). En particular, la
resolucion de problemas puede considerarse como una competencia principal a desarrollar en
el aprendizaje de la matematica (e.g. Kilpatrick et al., 2001) y también esencial para el
desarrollo como ciudadanos del siglo XXI, donde la globalizacidon, el avance tecnolédgico, y
los numerosos cambios sociales y culturales generan situaciones cada vez mas complejas y
desafiantes (Siarova et al., 2017).

Voogt y Pareja Roblin (2012) sefialan que estas competencias tienen tres caracteristicas
principales: son transversales, es decir, que no son propias de un campo de conocimiento
especifico sino que son relevantes para muchos ambitos; son multidimensionales, puesto que
incluyen conocimientos, habilidades y actitudes; y se corresponden con habilidades y
comportamientos de orden superior, puesto que representan la capacidad para enfrentar
situaciones complejas e impredecibles. Este cardcter competencial de la resolucién de
problemas, hace que su evaluacion sea un proceso complejo y desafiante, sobre todo por su
caracter multidimensional y la variedad de situaciones en las que se desarrolla.

En el caso particular de los problemas matematicos, en el proceso de resolucion intervienen
las siguientes dimensiones (Schoenfeld, 1992): el conjunto de conocimientos matematicos
que el resolutor tenga sobre los conceptos matematicos presentes en el problema, el uso de
heuristicos, el empleo de estrategias metacognitivas y el sistema de creencias del individuo.
El sistema de creencias incluye creencias acerca de la matemadtica, su aprendizaje y la
relacion del individuo con la disciplina (Roesken et al., 2011).

En cuanto a la variedad de situaciones que pueden darse, estd el uso o no de tecnologia, lo
que requeriria conocimientos especificos sobre la herramienta a utilizar y fluidez en su
manejo (Hernandez, 2021; Jacinto y Carreira, 2017). En este tipo de escenarios también es
importante identificar nuevas estrategias que puedan emerger del uso de esa tecnologia, como
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es el caso de la construccion de deslizadores o el uso del lugar geométrico para explorar
distintas situaciones cuando se trabaja con GeoGebra (e.g. Hernandez et al., 2020;
Santos-Trigo y Camacho-Machin, 2013; Santos-Trigo et al., 2021). Otra situacion que afecta
al proceso de resoluciéon de un problema es el contexto en que este esté planteado. Por
ejemplo, en algunas actividades de modelizacion es necesario tener conocimientos sobre otras
disciplinas, que permitan analizar la situacion que se quiere modelizar y estudiar (e.g.
Guerrero-Ortiz et al., 2016; Sevinc, 2023). También pueden influir otras caracteristicas del
problema planteado como el ntimero de soluciones que tenga. Un problema con multiples
soluciones puede enriquecer la actividad matematica en relacion con el tipo de estrategias y
razonamientos matematicos que son necesarios para resolverlo (Chan y Clarke, 2017,
Haylock, 1997; Leikin, 2008), pero también supone un desafio desde el punto de vista de la
evaluacion, entre otras cosas por el tipo de conocimiento que necesita un docente para poder
utilizar este tipo de actividades en el aula y gestionarlas (Carrillo et al., 2019; Guberman y
Leikin, 2013).

Como puede observarse, son multiples los aspectos que podrian considerarse a la hora de
evaluar la resolucion de problemas, mas alla de simplemente considerar si la respuesta o
respuestas dadas son correctas. Cardenas et al. (2016) realizaron una investigacion acerca de
las practicas evaluativas de los docentes en la resolucion de problemas y encontraron que, a
pesar de que hay aspectos que los docentes consideran que son importantes ensefiar y
aprender en relacion con la resolucion de problemas y, por tanto, objetos de evaluacion, no
siempre los evaluan. Sin embargo, otros elementos que si evaltan, los consideran menos
importantes para el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Por ejemplo, los
docentes contintian priorizando la evaluacion de aspectos cognitivos sobre los afectivos, a
pesar de reconocer la importancia del dominio afectivo en el proceso de aprendizaje y
ensefanza y, por tanto, en la evaluacion.

Una tercera dificultad a la hora de evaluar la resolucién de problemas tiene que ver con la
definicion de los instrumentos, técnicas y herramientas a utilizar, las cuales deben considerar
los atributos relevantes de la definicion de problema, las distintas situaciones en que puede
presentarse y las multiples dimensiones que configuran la competencia, algunas de las cuales
son de dificil acceso como aquellas que tienen que ver con aspectos metacognitivos (Loh y
Lee, 2019).

Siarova et al. (2017) presentan algunos ejemplos de instrumentos de evaluacion y coémo
pueden utilizarse para este tipo de competencias, distinguiendo entre instrumentos para
realizar evaluaciones estandarizadas (test, cuestionario de actitudes, preguntas de eleccion
multiple) y no estandarizadas (e.g. portfolio, proyectos, actividades realizadas usando
tecnologia...). El uso de instrumentos estandarizados para evaluar la resolucién de problemas
presenta algunas dificultades relacionadas con la naturaleza no rutinaria de los problemas
matematicos. La principal dificultad tiene que ver con el tiempo, puesto que se dispone de un
tiempo limitado para responder, lo que tiene un efecto negativo frente a actividades para las
que a priori no se conoce un procedimiento directo de resolucion, por lo que seria necesario
dar tiempo a los estudiantes para que reflexionen, realicen los intentos necesarios y cambien
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de estrategia si lo consideran oportuno (Di-Martino y Signorini, 2019). En cuanto a los
instrumentos no estandarizados, se han realizado estudios sobre el uso de narrativas,
entrevistas basadas en tareas o autoinformes retrospectivos para evaluar la resolucion de
problemas matematicos (e.g. Loh y Lee, 2019).

Siarova et al. (2017) también hace referencia a dos tipos de evaluacion: la autoevaluacion y la
evaluacion entre pares. En la literatura se han encontrado muy pocos trabajos donde se utilice
este tipo de evaluaciones en matematicas (e.g. Ayalon y Wilkie, 2021; Beaver y Beaver,
2011; Lavy y Shriki, 2014; Zevenbergen, 2001) y menos aun donde se utilicen para evaluar la
resolucion de problemas (e.g. Felmer y Perdomo-Diaz, 2016; Monaghan et al., 2009;
Ukobizaba et al., 2021). En la siguiente seccion se presenta un estudio realizado con futuros
docentes de Educacién Primaria, cuyo objetivo general era obtener informaciéon sobre las
experiencias previas que habian tenido en relacion con la evaluacion entre pares, en general y
en matematicas en particular, y la valoracién que hacian de este tipo de evaluacion desde el
punto de vista de su interés y también del desarrollo de su propio conocimiento para el
ejercicio de la docencia (de-Armas-Gonzalez et al., 2021b, 2021¢, 2021d).

1.3. La evaluacion entre pares en matematicas: Un estudio
preliminar con futuros docentes de Educacion Primaria

Al comienzo de la tesis doctoral surgio la oportunidad de realizar un estudio exploratorio
sobre el uso de la evaluacion entre pares en la formacién matematica de los futuros maestros
y maestras de Educacion Primaria y como ésta era percibida por los futuros docentes.

La investigacion incluia la participacion de un grupo de futuras maestras y maestros en una
experiencia de evaluacion entre pares, realizada con actividades de matematicas. El objetivo
del estudio era conocer la experiencia previa de los participantes en actividades de evaluacion
entre pares, la valoracion que hacen de ella y los beneficios que consideran que les aporta en
su formacién como maestras y maestros. Las preguntas que guiaron esta investigacion
fueron:

- ¢Qué experiencia tienen los futuros maestros de Educacion Primaria en relaciéon con
la evaluacion entre pares?

- ¢Qué valoracion hacen de la evaluacion entre pares, en términos de su interés, utilidad
e importancia en la formacioén docente?

- (Qué aportes perciben de la evaluacion entre pares para el desarrollo de su
conocimiento matematico y su conocimiento didactico?

Esta experiencia se realizé con 94 estudiantes del Grado en Maestro/a en Educacién Primaria
de la Universidad de La Laguna que cursaban la asignatura Diddctica de la Medida y de la
Geometria durante el curso 2019-20. La actividad de evaluacion entre pares se dividio en tres
fases (Sosa-Martin et al., en preparacion):
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Fase 1: Resolucion de actividades matematicas
Fase 2: Evaluacion de la resolucion de un compafero o compaiiera
Fase 3: Recepcion de la evaluacion de un compafiero o compafiera

En la primera fase, cada estudiante resolvio individualmente un conjunto de doce actividades,
de un nivel adaptado a Educacion Primaria, relacionadas con geometria tridimensional
(Figura 1.3), cuyos contenidos incluyen: identificacion y clasificacion de cuerpos
geométricos y de sus elementos, desarrollos en el plano, huellas o tomografias, identificacion
y descripcion de los soélidos platonicos, construccion de cuerpos geométricos utilizando
materiales o el software de geometria dinamica GeoGebra y busqueda de elementos de su
entorno con formas parecidas a la de los cuerpos geométricos.

3. Inserta la siguiente imagen en el GeoGebra v sefiala los tipos de cuerpos geomeétricos

que observas indicando qué tipo de euerpo es

7. Las siguientes imagenes son parte de la huella de un cuerpo geométrico. Indica a qué
cuerpos podrian corresponder.

oL dail .

10. Representa el desarrollo en el plano de los siguientes cuerpos geométricos:
a. Piranmde b. Prisma c. Cono

hexagonal pentagonal. truncado.

Figura 1.3. Ejemplos de actividades que los estudiantes debian resolver.

En la segunda fase, evaluacion de la resolucion de un compaiero, se asigno, aleatoriamente y
de manera anonima, a cada estudiante las respuestas de un compafiero o compafiera para
evaluarla y calificarla con sus propios criterios. Cada estudiante, de forma individual, evalué
las actividades recibidas siguiendo la indicacion de revisar la resolucion incorporando los
comentarios, correcciones, etc., que creyeran oportunas con la finalidad de realizar una
evaluacion y asignar una calificacion. Se decidié no aportar a los participantes criterios de
evaluacion con la intencion de promover la reflexion sobre su rol de docente y proporcionar
experiencia para su futura actividad profesional, pero se les inst6 a fijar y hacer explicitos sus
propios criterios de evaluacion.

La tercera fase, recepcion de la evaluacion de un compafero, consisti6 en revisar la
evaluacion recibida del propio trabajo. Cada estudiante recibi6 la evaluacion de sus
respuestas que habia realizado un compafero o compafera, pasando del rol de evaluador al
de evaluado.
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Al finalizar dicha experiencia, los participantes respondieron un cuestionario en el que
recogieron sus valoraciones y percepciones acerca de la misma. El cuestionario estaba
formado por 31 preguntas en formato de escala Likert sobre la experiencia en este tipo de
actividades, la valoracion que hacen del interés, utilidad y dificultad de la actividad, y la
percepcion que tienen acerca de los beneficios que esta aporta en su formacién docente
(Sosa-Martin et al., en preparacion).

Las cuatro primeras preguntas solicitaban informacion general del estudiante (identificacion,
turno y grupo al que asistian en la asignatura). En los 26 items siguientes debian indicar su
nivel de acuerdo o desacuerdo con una serie de afirmaciones segin una escala Likert
graduada entre 1 (Muy en desacuerdo) y 4 (Muy de acuerdo) y agrupadas en tres
dimensiones:

Dimension 1. Experiencia previa en actividades de evaluacion entre pares (en general
y, en particular, dentro del area de las matematicas).

Dimension 2. Valoracion de la evaluacion entre pares en términos del interés
suscitado, su utilidad, la dificultad encontrada durante su realizacion y como elemento
importante e imprescindible en los programas de formacidon de maestras y maestros.

Dimension 3. Autopercepcion de la contribucion de la evaluacion entre pares al
desarrollo de su conocimiento profesional docente en términos de la contribucion a su
conocimiento matemadtico (formacidon matemadtica, deteccion de sus propios errores o
formas de expresarse), a su conocimiento didactico del contenido matemético (mejora
en la interpretacion de las resoluciones, en la identificacién de dificultades en el
aprendizaje de los contenidos y en el proceso de evaluacion) y a su propia formacién
para evaluar resoluciones de actividades matematicas.

El cuestionario finalizaba con una pregunta de respuesta abierta en la que podian comentar o
aclarar alguna de las valoraciones anteriores y afiadir una reflexion sobre la actividad.

El andlisis de los datos consistio, principalmente, en un analisis descriptivo de las respuestas
obtenidas en dicho cuestionario, apoyado por las reflexiones finales que los participantes
dejaron registradas. Se analiz6 la distribucion de frecuencias de las respuestas a cada item de
cada una de las tres dimensiones descritas anteriormente y se clasificaron los comentarios en
la pregunta final de respuesta abierta atendiendo a las tres dimensiones del cuestionario,
afiadiendo una nueva categoria con los comentarios que hacian alusion a caracteristicas de la
actividad (falta o necesidad de tener establecidos unos criterios de evaluacion o las respuestas
correctas de las actividades matematicas y la calidad del feedback realizado o recibido).

Con los datos obtenidos en esta investigacion se realizaron tres estudios parciales
(de-Armas-Gonzalez et al., 2021b, 2021c, 2021d) como paso previo al andlisis completo de
los resultados (Sosa-Martin et al., en preparacion).

En el primero de estos estudios se analizaron las percepciones y valoraciones de la actividad
desde el punto de vista del evaluador (de-Armas-Gonzalez et al., 2021d). Para ello se
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tomaron solo las respuestas a aquellos items a los que debian responder como evaluadores
(Figura 1.4). Ademas, de la segunda dimension se analizaron las valoraciones de la actividad
de evaluar las respuestas de un compafiero inicamente en términos de la dificultad, el interés
y la utilidad.

P1.3. Al hacer la evaluacion del trabajo de mi compaifiera(o), ha mejorado mi
formacion matemdtica,

P1.4. Al evaluar el trabajo de mi compafiera(o), he detectado errores en mis
propias respuestas.

P1.9. Al hacer la evaluacion del trabajo de mi compafera(o), ha mejorado mi

formacion para evaluar el conocimiento de mis futuros estudiantes.

Figura 1.4. Ejemplos de items desde el papel de evaluador.

Los resultados de este estudio mostraron que la mayoria de los estudiantes, aunque ya habian
participado previamente en actividades donde debian evaluar producciones de compafieros,
era la primera vez que lo hacian en la asignatura de matematicas. De las respuestas a las
preguntas englobadas en la segunda dimension se extrajo que casi la mitad de los
participantes encontrd alguna dificultad a la hora realizar la evaluacion de las respuestas de
un compaiiero y una amplia mayoria (85%) valord la actividad de evaluar como interesante y
util. Las preguntas relativas a la tercera dimension analizadas en este estudio pueden dividirse
en dos grupos: las relacionadas con la contribucion de evaluar a un par al desarrollo de su
conocimiento matematico y las relacionadas con la contribucion a su conocimiento didactico
del contenido matematico. En cuanto a los items del primer grupo, los resultados pusieron de
manifiesto que mas de la mitad de los participantes percibié haber obtenido beneficios en
cuanto a su formacién matemadtica, en particular, mas del 62% indic6 que evaluar las
respuestas de un compafiero les habia servido para advertir errores en sus propias
resoluciones. Mas de la mitad también indicaron que se plantearon dudas sobre su propia
formacion matematica. Por otra parte, solo un 28,7% percibié que evaluar a su compaiiera(o)
le sirvid para mejorar su manera de expresarse. En relacion al segundo grupo, preguntas
relacionadas con la contribucién al conocimiento didactico del contenido, un 72,2% de los
participantes considerd que la experiencia habia contribuido a su formacion didactica. En
particular, en torno al 80% percibid que evaluar la resolucion de un compafiero habia servido
para poder interpretar el conocimiento de sus futuros alumnos, para mejorar su formacion
para evaluarlos y para ayudarles a identificar dificultades y errores en el proceso de
aprendizaje de los estudiantes.

Los otros dos trabajos ampliaron cada uno una parte del estudio anterior. Poniendo el foco en
una de las dimensiones (segunda y tercera), se afiadieron al estudio de las valoraciones y
percepciones desde el papel de evaluador, las valoraciones desde la perspectiva de evaluado.
Uno de estos trabajos se enfocod en analizar, de forma conjunta, las valoraciones que los
participantes hacian de la evaluacion entre pares, tanto al evaluar las respuestas de un
compafiero como al recibir la evaluacién de sus propias respuestas (de-Armas-Gonzalez et
al., 2021c). Ademas, en este estudio se incorporaron a las valoraciones en términos de la
dificultad, la utilidad y el interés de la actividad, aquellas en las que se valora la actividad
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desde el punto de vista de la formacion docente. Los resultados de este segundo estudio
preliminar mostraron que el alto porcentaje de participantes que indicé que evaluar las
respuestas de un compaifiero fue una actividad interesante, se mantiene al preguntar si
también resulto interesante recibir la evaluacion de las suyas propias. En términos de utilidad,
los estudiantes consideraron mas util evaluar (85%) que recibir una evaluacion (72%). Por
ultimo, en cuanto a las valoraciones de las actividades de evaluacidon entre pares en la
formacion docente, los resultados mostraron que la mayoria de los estudiantes (88%) creyo
importante realizar actividades de evaluacion entre pares durante su formacion como
maestras y maestros y casi un 70% lo considera imprescindible.

El tercero de estos estudios preliminares se centrd en analizar la percepcion de los
participantes acerca de lo que la actividad de evaluacion entre pares podria haber aportado a
su conocimiento matematico, tanto en el papel de evaluadores como en el rol de evaluados
(de-Armas-Gonzalez et al., 2021b). Para ello, se analizaron las respuestas a los 8 items del
cuestionario clasificados en la tercera dimension y referidos a las percepciones de la
contribucion de la actividad a su conocimiento matematico (formacion matematica, deteccion
de sus propios errores o formas de expresarse) (Figura 1.5).

P1.5. Al evaluar el trabajo de mi compafiera(o), me han surgido dudas sobre mi formacion
matemdtica,

P2.6. A partir de la evaluacion recibida, me he dado cuenta de que debo mejorar mi forma de
expresarme, al escribir mis respuestas,

P1.7. Al hacer la evaluacion del trabajo de mi compafiera(o), ha mejorado mi formacidn para
interpretar el conocimiento de mis futuros estudiantes.

P2.9. Al recibir una evaluacion de mi trabajo, por parte de un compafiero(a}, ha mejorado mi

formacion para evaluar el conocimiento de mis futuros estudiantes.

Figura 1.5. Ejemplos de items sobre la contribucion a su conocimiento matematico.

Con respecto a la formacion matematica, los resultados muestran que la actividad contribuy6
a mejorar su formacion matematica mas al actuar como evaluadores (60%) que tras recibir la
evaluacién de sus propias respuestas (50%). Del mismo modo, surgieron mas dudas acerca de
su formacion matematica mientras evaluaban (40%) que al observar la evaluacion recibida
(30%). Ademas, el porcentaje de estudiantes que admiti6 que la actividad contribuyo a
detectar errores en sus propias respuestas es similar tanto evaluando como siendo evaluados
(60%). También se encontrd un resultado similar entre el porcentaje de estudiantes que
considerd que evaluar les hizo darse cuenta de que debian mejorar su forma de expresarse y
los que lo consideraron al ser evaluados (20%).

Finalmente se realizd un estudio completo, integrando los resultados parciales obtenidos en
los trabajos anteriores y explorando relaciones entre las distintas variables consideradas. Los
resultados de este estudio forman parte de un articulo que ya se encuentra en proceso
avanzado de preparacion (Sosa-Martin et al., en preparacion). En €l se aborda el analisis de
los resultados de cada una de las preguntas del cuestionario, completando el estudio de las
tres dimensiones establecidas anteriormente y dando respuesta asi a las tres preguntas de
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investigacion. Se comparan los resultados de las percepciones y valoraciones como
evaluadores y como evaluados en aquellas preguntas formuladas desde ambas perspectivas. Y
se incorpora el andlisis de la ultima pregunta del cuestionario de respuesta abierta,
complementando asi el andlisis cuantitativo de los datos.

Tanto los trabajos parciales como el estudio completo nos permiten extraer conclusiones en
torno a la evaluacidn entre pares en la formacion docente. En primer lugar, se observo la poca
experiencia de los participantes en actividades de evaluacion entre pares en matematicas, lo
que podria mostrar que la mayoria de los profesores de matematicas, en general continuan
empleando métodos tradicionales para evaluar al alumnado (Cardenas et al., 2016).

Otro de los resultados destacables tiene que ver con los beneficios de involucrar a los
estudiantes en actividades de evaluacion entre pares. Investigaciones anteriores han mostrado
los multiples beneficios de estas actividades (Beaver y Beaver, 2011; Hanrahan e Isaacs,
2001; Lavy y Shriki, 2014; Zevenbergen; 2001), tanto al evaluar como al recibir una
evaluacion de un par (Topping, 2009; Topping y Ehly, 1998). En estos trabajos también se
observo que los participantes valoraron la actividad como interesante y util y percibieron
contribuciones de la actividad a su conocimiento matematico, su conocimiento didactico y a
su formacion como evaluadores.

Por otro lado, los resultados de estos estudios también mostraron las dificultades encontradas
a la hora de evaluar, evidenciando la complejidad del proceso de evaluacion y reflejando una
de las principales preocupaciones de los docentes en formacion: la falta de experiencia
practica con la evaluacion (Zevenbergen, 2001).

1.4. Problema de investigacion y objetivos

Como se ha mostrado en las secciones anteriores, la resolucion de problemas juega un papel
central en el desarrollo de la formacion matematica de los estudiantes, no solo a nivel escolar,
sino como individuos que forman parte de una sociedad en la que tienen que participar siendo
analiticos, criticos y reflexivos.

La incorporacion de la resolucion de problemas en el aula supone una serie de desafios para
el docente que incluyen, desde la eleccion del tipo de actividad matematica a utilizar, coémo
gestionar dichas actividades y como evaluarlas. Esto requiere de unos conocimientos
especializados, propios de la profesion docente, que incluyen, en términos del modelo
MTSK, acronimo de Mathematics Teacher s Specialised Knowledge (Carrillo et al., 2018),
los siguientes (Carrillo et al., 2019):

- Un conocimiento de la variedad de situaciones que pueden utilizarse y como
seleccionar las mas apropiadas segtin los objetivos de aprendizaje (KMT: Knowledge
of Mathematics Teaching)

- Un conocimiento particular de los contenidos matematicos presentes en el problema a
resolver (KoT: Knowledge of Topics).
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- Un conocimiento de la resolucién de problemas como préctica matematica (KPM:
Knowledge of Practices in Mathematics)

- Un conocimiento de los estudiantes como resolutores de problemas y las dificultades
que pueden encontrarse en distintas fases de la resolucion (KFLM: Knowledge of
Features of Learning Mathematics)

En la literatura se encuentra una amplia cantidad y variedad de investigaciones sobre la
resolucion de problemas, sin embargo, son muy pocos los estudios realizados con foco en la
evaluacion de esta competencia (e.g. Di-Martino y Signorini, 2019; Felmer y Perdomo-Diaz,
2016; Loh y Lee, 2019; Monaghan et al., 2009; Ukobizaba et al., 2021).

Puesto que la evaluacion de la resolucion de problemas es una de las practicas profesionales
del docente de matematicas, nos preguntamos: ;Qué tipo de formacién reciben los futuros
docentes sobre la evaluacion de la resolucion de problemas? ;De qué manera evaltan esta
competencia? ;Qué tipos de evaluaciones conocen?

Para tratar de aportar algo de informacién que contribuya a responder a las preguntas
anteriores, se decidid realizar un estudio diagnéstico exploratorio con futuros docentes de
matematicas de Educacion Secundaria. Asi, el problema de investigacion que se aborda en
este trabajo consiste en estudiar la forma en que los docentes de matematicas de Educacion
Secundaria en formacidn inicial evaltan actividades de resolucion de problemas.

Dada la gran cantidad y diversidad de situaciones de evaluacion de resolucion de problemas
que pueden darse, se decidio acotar el estudio a un tipo concreto de problemas, los problemas
de final abierto (con multiples soluciones). Esta eleccion responde a la necesidad de emplear
una actividad matematica que realmente fuera un problema para los participantes de la
investigacion, en el sentido de que fuera un desafio y no conocieran un procedimiento que les
llevara directamente a las soluciones (Schoenfeld, 1992; Mason, 2015). Por otra parte, se
opto por realizar el estudio sobre un tipo concreto de evaluacion, la evaluacion entre pares,
puesto que ésta permite a los involucrados revisar su propio conocimiento y reflexionar
también sobre el proceso de evaluacién (Beaver y Beaver, 2011; Lavy y Shriki, 2014). A
partir de lo anterior, se plantean las siguientes preguntas que guian la investigacion:

Pregunta 1. ;Qué caracteristicas presentan las resoluciones de los futuros docentes de
matematicas de Educacion Secundaria a un problema de final abierto?

Pregunta 2. ;De qué forma se enfrentan los futuros docentes de matematicas de
Educacion Secundaria a la evaluacion de la resolucion de problemas de final abierto?

Para responder a las preguntas anteriores se establecieron los siguientes objetivos:

1. Analizar las resoluciones de los futuros docentes de matematicas de Educacion
Secundaria a un problema de final abierto atendiendo a: los heuristicos que emplean,
los casos estudiados, las representaciones utilizadas, las soluciones que presentan, si
comprueban o no dichas soluciones y los errores que cometen.
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2. Identificar qué aspectos de la resolucion del problema tienen en cuenta los futuros
docentes cuando actian como evaluadores, y analizar de qué forma utilizan sus
propias resoluciones para evaluar la de un compafiero (si es que lo hacen), asi como el
caracter de sus intervenciones.

La investigacion se realizo con estudiantes de la especialidad de Matematicas del Master en
Formacion del Profesorado de Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacion
Profesional y Ensefianza de Idiomas (Interuniversitario: Universidad de La Laguna y
Universidad de Las Palmas de Gran Canaria). El estudio se divide en dos fases, en cada una
de las cuales se aborda uno de los objetivos de investigacion (Figura 1.6). En la primera fase
se realiza un andlisis de cada una de las resoluciones que los participantes presentan a un
problema de final abierto. En esta fase, mediante un analisis de contenido, se identifican los
heuristicos que cada uno emplea en su resolucion, los casos que estudia, las representaciones
que utiliza, las soluciones que indica, si comprueba o no dichas soluciones, asi como los
errores que comente. Toda esta informacidon se toma como base para la segunda fase de la
investigacion donde, el foco se pone en el andlisis del proceso que los participantes siguieron
para evaluar (en parejas) la solucion presentada por un compaiiero. El disefio metodoldgico
de esta segunda fase corresponde con un estudio de casos, donde cada caso lo forma una
pareja de evaluadores y el estudiante evaluado.

FASE 1
Primer objetivo

@ Identificacion de:
- Heuristicos

. - Casos estudiados
Analisis de las resoluciones a ANALISIS DE .
[ un problema de final abierto }_‘ CONTENIDO =~ =¥ - ];zf;:f::zc“’“es

- Comprobacion de soluciones
- Errores

Formados por: Analisis del proceso seguido
- Parejaevaluadora e ES]&LDSg)SDE para evaluar la resolucién FASE 2 .
- Estudiante evaluado/a de un(a) compaiiero(a) Segundo objetivo

Figura 1.6. Esquema de las fases del estudio.
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Capitulo 2
MARCO CONCEPTUAL

En este capitulo se presentan los fundamentos tedricos que sustentan esta investigacion y que
estan relacionados principalmente con la resolucion de problemas y su evaluacion. Se
comienza mostrando qué se entiende en la literatura por problema y discutiendo distintas
clasificaciones de los mismos, en particular los problemas de final abierto. Posteriormente,
se establece un conjunto de elementos teoricos relativos a la resolucion de problemas y se
describen algunos aspectos que intervienen en este proceso. Por ultimo, se presenta una
revision teorica sobre la evaluacion, con énfasis en la evaluacion entre pares y las
particularidades de la evaluacion en actividades de resolucion de problemas.

2.1. Resolucion de problemas

Desde la publicacion del libro de Polya (1945), How to solve it, la resolucion de problemas se
ha convertido en una de las principales lineas de investigacion en Educacion Matematica. La
importancia y actualidad de la resolucion de problemas como tema de interés ha dado lugar a
que los congresos internacionales de mayor relevancia en el area hayan incorporado grupos
de estudio dedicados exclusivamente a este topico. Es el caso, por ejemplo, del ICME
(International Congress on Mathematical Education), la conferencia anual del PME
(International Group for the Psychology of Mathematics Education) o el CERME
(Conference of the European Society for Research in Mathematics Education). Otro indicador
del interés que sigue habiendo en la resolucion de problemas es el nimero de publicaciones,
entre las que se incluyen libros dedicados exclusivamente a este tema (e.g., Felmer et al.,
2019; Liljedahl et al., 2016).

La gran cantidad y diversidad de investigaciones en torno a la resolucién de problemas
muestra una variedad de significados asociados a los términos problema y resolucion de
problemas, 1o que en ocasiones resta claridad a los estudios realizados (Mason, 2015),
dificultando el establecimiento de un marco tedrico solido (Lesh y Zawojewski, 2007;
Schoenfeld, 1992). En las siguientes secciones se presentan y discuten las distintas formas en
que el término problema aparece en la literatura y las perspectivas desde la que se considera
la resolucion de problemas, haciendo explicita qué concepcion de problema y resolucion de
problemas se consideran en la investigacion que se presenta en esta tesis.

2.1.1. Los problemas

Una de las primeras definiciones del término problema que aparece en la literatura proviene
de Polya (1945), quien especifica que un problema debe ser una tarea no rutinaria, definiendo
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las tareas rutinarias como aquellas que se resuelven siguiendo paso a paso un ejemplo
resuelto con anterioridad. Las definiciones mas aceptadas hoy en dia coinciden en que para
que una tarea sea considerada un problema no debe conocerse el método de resolucion con
antelacion, en el sentido de que la estrategia para encontrar la solucidon no se reduzca a la
mera aplicacion de un procedimiento ya conocido (NCTM, 2000). En este sentido, dichas
tareas deben poseer un cierto grado de dificultad que no se limite a una dificultad
procedimental, sino que suponga un desafio para la persona que trata de resolverla
(Perdomo-Diaz y Felmer, 2017; Santos-Trigo, 2020b). Sin embargo, el nivel de dificultad no
debe hacer que el resolutor abandone la tarea sin intentar avanzar en el proceso de resolucion
(Mason, 2016). Otros autores sefalan que para que una tarea pueda considerarse un
problema, su resolucion debe requerir de razonamientos cognitivos de orden superior
(Kolovou et al., 2009).

Es decir, existe un amplio consenso en que el término problema se refiere a una tarea
matematica que genera en el resolutor una sensacion de desafio al no disponer de un
procedimiento conocido y directo para resolverla (Mason, 2015), pero poseyendo la
experiencia necesaria para trabajar en alcanzar una solucion (Schoenfeld, 1992).

En esta investigacidn se asume, por tanto, que para que una tarea matematica sea un
problema, debe tener el potencial de generar un desafio intelectual a la persona que intenta
resolverla, de manera que mejore su desarrollo matematico, promoviendo su comprension
conceptual, su razonamiento matematico y la competencia para comunicar ideas matematicas
(Cai y Lester, 2010). La tarea también debe despertar el interés del resolutor (Szetela y Nicol,
1992) y hacerle sentir capaz de afrontarla (Felmer y Perdomo-Diaz, 2016).

Schoenfeld (1985) destaco la relacion entre una tarea y su resolutor a la hora de considerarla
un problema. La definicion de un problema esta directamente relacionada con el esfuerzo que
le supone su resoluciéon a un individuo (Santos-Trigo, 2008). Lo que para algunos estudiantes
es un problema, pues su resolucion les supone un esfuerzo, para otros solo se trata de un
ejercicio rutinario (Fernandez-Bravo, 2010; Santos-Trigo, 2008). Es decir, “lo importante es
la relacion alumno-problema y no el problema en si” (Fernandez-Bravo, 2010, p. 31).

En el contexto de ensefianza y aprendizaje de las matemadticas hay que tener en cuenta esta
relacién individuo-tarea y otros aspectos que influyen en que la tarea empleada pueda
considerarse o no un problema. Por ejemplo, se debe analizar cudndo introducir estas tareas
en el proceso de ensefanza para que realmente supongan una situacion problematica para los
estudiantes (Mason, 2016) y cémo introducirlas para que no se conviertan en una tarea
rutinaria y mantengan su nivel de demanda cognitiva (Olson y Knott, 2013).

En este sentido, Zhu y Fan (2006) analizaron los problemas planteados en libros de texto con
el objetivo de explorar de qué forma podian influir en el desempeno de los estudiantes en
matematicas, pues los libros de texto son un componente clave del plan de estudios e
intervienen de forma directa en la ensefanza de los profesores y en el aprendizaje de los
estudiantes. Lo autores establecieron para este estudio siete clasificaciones de los problemas:
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Problemas rutinarios frente a problemas no rutinarios. Un problema no rutinario es
aquel que no puede resolverse con la simple aplicacion de un algoritmo, féormula o
procedimiento estandar. Si un problema se plantea después de una explicacion que
muestra métodos particulares de resolucion (algoritmo, formula o procedimiento), se
considera un problema rutinario.

Problemas tradicionales frente a problemas no tradicionales. Los autores dividen los
problemas no tradicionales en cuatro subtipos:
o Problemas de planteamiento. Requieren que los estudiantes formulen
preguntas utilizando la informacion proporcionada.
o Problemas de puzle. Permiten que los estudiantes participen en matematicas
creativas potencialmente enriquecedoras.
© Problemas de proyecto. Tareas que involucran uno o mas de los siguientes
procesos: recopilar datos, observar, buscar referencias, identificar, medir,
analizar, determinar patrones y/o relaciones, representar graficamente y
comunicarse.
o Problemas de diario. Requieren que los estudiantes escriban un trabajo para
expresar sus ideas, experiencias, preguntas, reflexiones, comprension o nuevos
aprendizajes.

Problemas de aplicacion frente a problemas no relacionados con la aplicacion. Un
problema de aplicacion es aquel que esta relacionado o que surge en el contexto de
una situacion de la vida real, pudiendo ser problemas de aplicacion ficticia, cuyas
condiciones y datos son creados por los autores de los libros de texto, o problemas de
aplicacion auténtica, cuyas condiciones y datos provienen de situaciones de la vida
real o son recopilados por los propios estudiantes en su vida diaria. Un problema de
no aplicacion es aquel que no esta relacionado con ninglin aspecto de la vida cotidiana
o del mundo real.

Problemas en forma matematica, problemas en forma verbal, problemas en forma
visual y problemas en forma combinada. Esta categorizacion tiene en cuenta tanto la
descripcion de la situacion como la presentacion de los datos. Si se incluyen sélo
expresiones matematicas, es un problema en forma matematica. Si sélo se expresan
palabras escritas, es un problema en forma verbal. Si consiste simplemente en figuras,
imagenes, graficos, cuadros, tablas, diagramas, mapas, etc., entonces es un problema
en forma visual. El resto son problemas en forma combinada, presentados con una
combinacion de dos o tres de las formas anteriores.

Problemas con datos suficientes, problemas con datos sobrantes y problemas con
datos insuficientes. Los problemas en los que las condiciones y los datos son
exactamente los necesarios para resolverlos se consideran problemas con datos
suficientes. Si un problema contiene informacion anadida a la estrictamente necesaria
para resolverlo se trata de un problema con datos sobrantes. Si la informacion
proporcionada en un problema no es suficiente para obtener la solucion, se considera
un problema con datos insuficientes.
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¢ Problemas de un solo paso frente a problemas de varios pasos. Los problemas que
pueden resolverse mediante una operacion directa se definen como problemas de un
solo paso. Sino es asi, los problemas se denominan problemas de varios pasos.

¢ Problemas abiertos frente a problemas cerrados. Un problema abierto es un problema
con varias soluciones. En consecuencia, un problema cerrado es un problema que
tiene una Unica respuesta correcta, sin importar cuantos enfoques diferentes existan
para llegar a ella.

Para el desarrollo de esta investigacion se seleccion6 un problema de final abierto, definidos
como aquellos que tienen multiples soluciones (Zhu y Fan, 2006) y pueden resolverse de mas
de una manera (Chan y Clarke, 2017). Arlebick (2009) afiade que son problemas en los que
no existe un procedimiento o estrategia de resolucion determinada y conocida, lo que obliga a
los resolutores a poner en juego otras habilidades y conocimientos previos. Los problemas
abiertos podrian, por tanto, clasificarse también como problemas no rutinarios, segin la
definiciéon de Zhu y Fan (2006), en el sentido de que quienes los resuelven desconocen un
procedimiento previamente establecido para encontrar las soluciones.

Los problemas de final abierto permiten dejar atras la concepcion de problema como una
tarea con una unica solucion, obtenida con un tnico método de resolucioén explicado por el
docente y empleando poco tiempo (Schoenfeld, 1992). El uso en el aula de problemas con
una unica solucién, a la que puede llegarse con un Unico camino, que debe encontrarse
rapidamente y muchas veces mostrado por el docente hace que, en muchas ocasiones, los
estudiantes abandonen aquellas tareas que no identifican con las realizadas en el aula y de las
que no encuentran una solucion rdpidamente (Camacho-Martin et al., 2012). Al desconocer
un procedimiento de resolucion y verse obligados a movilizar conocimientos adquiridos, los
problemas de final abierto permiten a los resolutores trabajar segin sus posibilidades,
aumentando sus probabilidades de obtener, al menos, una respuesta correcta (Ochoviet,
2020). La soluciéon encontrada sera, ademas, propia, lo que eleva la autoestima y confianza en
la resolucion de problemas, dejando atras la perspectiva de las matematicas como una
disciplina restrictiva y rigida y transforméndola en una materia mas flexible y que admite
diversidad (Martinez et al., 2017).

Zaslavsky (1995) ya proponia transformar los problemas cerrados en los que hay una unica
respuesta correcta, en problemas de final abierto para crear tareas ricas que fomenten nuevas
dindmicas en el aula que promuevan el aprendizaje. En comparacion con las tareas cerradas,
las tareas abiertas proporcionan una plataforma de ensefianza que permite el desarrollo, no
solo de la comprension matematica de los estudiantes, sino también sus habilidades
argumentativas y de resolucion de problemas (Chan y Clarke, 2017). Silver y Mills (2018)
sostienen que los estudiantes pueden aprender mas resolviendo un mismo problema
empleando varios métodos diferentes que resolviendo multitud de problemas diferentes con
una misma estrategia. Resolver problemas con multiples soluciones otorga al alumnado una
variedad de representaciones y estrategias de resolucion que les proporcionard una mayor
destreza en futuras situaciones de resolucion de problemas y contribuye a mejorar el nexo
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entre un problema y los conocimientos necesarios para resolverlo, fortaleciendo Ia
movilizacion y la conexidn entre conceptos relacionados (Silver y Mills, 2018).

Dadas las posibilidades de los problemas de final abierto de contribuir al desarrollo
matematico, este tipo de tareas deberian incluirse en la ensefianza de las matematicas en
todos los niveles, en particular, en los programas de formacién de futuros docentes. En
investigaciones realizadas con profesores de Matematicas, en activo y en formacién, se ha
visto como cada vez mas docentes consideran necesaria la incorporacion de problemas de
final abierto en sus practicas habituales de aula (Ferrando et al., 2017), considerando que
pueden contribuir a promover la creatividad y el aprendizaje de las matematicas (Sanchez et
al., 2019).

2.1.2. La resolucion de problemas

La investigacion sobre resolucion de problemas ha crecido a lo largo del tiempo y ha tomado
diferentes enfoques, siendo ampliamente estudiada desde diferentes perspectivas (Liljedahl y
Cai, 2021). En 1989, Stanic y Kilpatrick identifican tres perspectivas principales con respecto
al uso de la resolucion de problemas (como se cit6 en Schoenfeld, 1992).

Desde la primera perspectiva, la resolucion de problemas como contexto, la resolucion de
problemas se emplea para alcanzar metas curriculares y desempeiia cinco funciones: (1)
Justificar la ensefianza del contenido matematico a través de problemas relacionados con
experiencias del mundo real; (2) Motivar la presentacion de nuevos conocimientos mostrando
problemas que se podran resolver una vez que se adquieran dichos conocimientos; (3)
Mostrar una vision recreativa de las matematicas con problemas que resulten entretenidos
para el alumnado; (4) Desarrollar nuevas habilidades en los estudiantes, a través de
problemas que fomenten discusiones sobre el contenido y (5) Practicar los conocimientos
adquiridos con problemas en los que pongan en practica las técnicas aprendidas.

Desde la segunda perspectiva, la resolucion de problemas como habilidad, se sitha a la
resolucion de problemas como una de las habilidades que deben adquirir los estudiantes. Se
distingue entre la resolucion de problemas rutinarios y no rutinarios, clasificando la
resolucion de problemas no rutinarios como una habilidad de nivel superior que se adquiere
tras la habilidad para resolver problemas rutinarios (que, a su vez, se adquiere después de que
los estudiantes aprendan los conceptos y las habilidades matematicas basicas).

Desde la tercera perspectiva, la resolucion de problemas como arte, la resolucion de
problemas se considera como el eje de las matematicas, incluso las matematicas en si
mismas, considerando que las matematicas se hacen resolviendo problemas.

Las investigaciones, pasadas y presentes, sobre la resolucion de problemas pueden
clasificarse en torno a estas tres perspectivas propuestas por Stanic y Kilpatrick en 1989:
como una tarea cognitiva, como algo que debe ensefiarse y como algo a través de lo que
ensenar (Liljedahl y Cai, 2021). Estas perspectivas se manifiestan en los tres enfoques desde
los que se puede incorporar la resolucion de problemas en la ensefianza de las matematicas:
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(1) Ensenar para la resolucion de problemas; (2) Ensefiar sobre la resolucion de problemas y
(3) Ensenar a través de la resolucion de problemas (Castro-Martinez y Ruiz-Hidalgo, 2018).

En el primer enfoque, ensefar para la resolucion de problemas, se utilizan los conocimientos
adquiridos previamente para resolver problemas (Castro-Martinez y Ruiz-Hidalgo, 2018). La
resolucion de problemas se considera una actividad en la que los estudiantes participan s6lo
después de la introducciéon de un nuevo concepto o después de trabajar en un algoritmo
(Schroeder y Lester, 1989). La labor docente se centra en organizar secuencias de tareas que
muestren los conceptos necesarios que deben conocer los estudiantes, con el objetivo de que
estos alcancen las habilidades basicas para aplicar los conocimientos a la resolucion de
problemas de distinta dificultad, rutinarios y no rutinarios (Castro-Martinez y Ruiz-Hidalgo,
2018; Schroeder y Lester, 1989). Normalmente, estos problemas aparecen bajo el titulo del
topico que se esta trabajando y se proporciona un ejemplo como modelo para resolver otros
problemas similares, donde se obtiene la solucion siguiendo el patron del ejemplo. Este tipo
de problemas no requiere de pensamiento matematico, lo que provoca que los estudiantes
crean que todos los problemas matematicos se pueden resolver rapidamente y sin esfuerzo,
sin necesidad de comprender la conexidn entre las matematicas que utilizan con la situacion
planteada en el problema (Schroeder y Lester, 1989).

En el segundo enfoque, ensefiar sobre la resolucion de problemas, se ensefian modelos de
resolucion de problemas, centrando la ensefianza en como se resuelven los problemas mas
que en la propia resolucion de problemas concretos (Schroeder y Lester, 1989). Uno de los
modelos de resolucion de problemas que se emplea bajo este enfoque es el establecido por
Polya (1945). Este modelo describe un conjunto de cuatro fases interdependientes en el
proceso de resolucion de problemas matematicos: (1) comprender el problema; (2) disefiar un
plan; (3) ejecutar el plan y (4) mirar hacia atras, reflexionar sobre el problema y la resolucion
(Castro-Martinez y Ruiz-Hidalgo, 2018). A los estudiantes se les ensefian explicitamente
estas cuatro fases ademas de una serie de estrategias que les ayudaran a disefiar y llevar a
cabo sus planes de resolucion de problemas (Schroeder y Lester, 1989).

En el tercer enfoque, ensefar a través de la resolucion de problemas, los problemas se
utilizan como un método de ensefianza y aprendizaje de las matematicas (Castro-Martinez y
Ruiz-Hidalgo, 2018), concibiéndolos no sélo como un proposito para aprender matematicas
sino también como el medio principal para hacerlo (Schroeder y Lester, 1989). Se plantean a
los estudiantes problemas que involucran los aspectos clave del tema para que indaguen en su
solucion, movilizando los conocimientos previos y haciendo surgir nuevos aprendizajes de
conceptos y procesos, derivados de las respuestas y procesos de resolucion de los problemas
(Castro-Martinez y Ruiz-Hidalgo, 2018; Schroeder y Lester, 1989). El aprendizaje de las
matematicas a través de la resolucion de problemas puede verse como un paso desde lo
concreto (un problema del mundo real que sirve como ejemplo del concepto o técnica
matematica) a lo abstracto (una representacion simbodlica de una clase de problemas y
técnicas para operar con esos simbolos) (Schroeder y Lester, 1989).

Los dos primeros enfoques, enseflar para y sobre la resolucion de problemas, consideran la
resolucion de problemas como el objetivo del aprendizaje, mientras que el tercero, ensefiar a
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través de la resolucion de problemas, la considera un vehiculo para ensenar y desarrollar
nuevos conocimientos (Castro-Martinez y Ruiz-Hidalgo, 2018). A pesar de que en la teoria se
describen estos tres enfoques de la resolucion de problemas de forma independiente y podrian
utilizarse de manera aislada, en la préctica se solapan y se utilizan de forma combinada
(Castro-Martinez y Ruiz-Hidalgo, 2018; Schroeder y Lester, 1989).

Tal y como sefalan distintos autores, la resolucion de problemas es uno de los principales
procesos implicados en el pensamiento matematico (e.g., Drijvers et al., 2019; Schoenfeld,
1992), promoviendo la capacidad de razonar y de comunicarse matematicamente,
desarrollando los conocimientos y estimulando el aprendizaje (Cai y Lester, 2010). La
resolucion de problemas no es exclusiva de las matematicas sino que también es fundamental
en otras ramas de conocimiento como la tecnologia, la ingenieria, la biologia, la fisica o la
medicina. Por este motivo, lograr convertir al alumnado en resolutores de problemas
competentes y eficientes, capacitados para actuar, ademds de en matematicas, en otros
campos se ha convertido en uno de los principales objetivos en todos los niveles educativos
(Chan y Clarke, 2017).

Las industrias estdn mostrando una tendencia a realizar tareas rutinarias de forma
automatizada, valorando cada vez mas las habilidades de resolucion de problemas de sus
empleados (Chan y Clarke, 2017). Como resultado de estas nuevas demandas junto con las
contribuciones de la investigacion, varios paises han introducido cambios en sus planes de
estudio de matematicas, dando una mayor presencia a la resolucion de problemas (por
ejemplo, Singapur, Espana y Estados Unidos).

En los curriculos oficiales de la asignatura de Matematicas de la Comunidad Autéonoma de
Canarias, la resolucion de problemas esta presente en la mayoria de los sentidos matematicos
(conocimientos, destrezas y actitudes) que estructuran los saberes basicos que deben adquirir
los estudiantes de Educacion Primaria, Secundaria y Bachillerato (Decreto 211/2022; Decreto
30/2023). En estos documentos se establece que la resolucion de problemas “constituye un
eje fundamental en el aprendizaje de las matemadticas, pues es un proceso central en la
construccion del conocimiento matematico” (Decreto 30/2023, p. 4) y, por ello, se observa
como pieza clave del desarrollo del curriculo, “unas veces como fin, otras como via por la
cual se genera el conocimiento, y otras como nexo entre las diferentes partes del curriculo o
materias” (Decreto 30/2023, p. 9). Se incide, ademas, en que se trabajarad la resolucion de
problemas “tanto como un objetivo en si mismo como un medio para la construccion del
conocimiento matematico” (Decreto 211/2022, p. 5).

En estos curriculos también se reflejan las contribuciones de la resolucion de problemas al
aprendizaje del alumnado, estableciendo que “facilita plantearse interrogantes, leer
comprensivamente, cuantificar, estimar, analizar la informacion, reflexionar, establecer un
plan y revisarlo, verificar la validez de las soluciones, argumentar, comunicar e integrar los
conocimientos adquiridos” (Decreto 211/2022, p. 3). “Tanto los problemas de la vida
cotidiana en diferentes contextos como los problemas propuestos en el ambito de las
matematicas permiten ser catalizadores de nuevo conocimiento, ya que las reflexiones que se
realizan durante su resolucion ayudan a la construccidon de conceptos y al establecimiento de
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conexiones entre ellos” (Decreto 30/2023, p. 4), pues la resolucion de problemas lleva

implicita la “capacidad de transformar las ideas en actos, es decir, de adquirir conciencia de la

situacion a intervenir o resolver, y saber elegir, planificar y gestionar los conocimientos,
aplicando las habilidades y actitudes necesarias con criterio propio, con el fin de alcanzar el
objetivo previsto con seguridad y confianza” (Decreto 211/2022, p. 4).

2.1.3. Aspectos que intervienen en la resolucion de problemas

Schoenfeld (1992, 2013) identifico cuatro elementos que intervienen en el éxito o el fracaso
de una persona en la resolucion de problemas:

¢
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El conocimiento del individuo.

Los conocimientos matematicos relacionados con el tema abordado en el problema
que se pretende resolver son determinantes para el éxito o fracaso en la resolucion del
mismo.

El uso de estrategias de resolucion de problemas o heuristicos.

Con una instruccion adecuada, los estudiantes pueden aprender a emplear de forma
efectiva las estrategias heuristicas de resolucion de problemas descritas por Polya
(1945).

El monitoreo y la autorregulacion del individuo.

La manera en que el resolutor gestiona los recursos que tiene a su disposicion es un
factor fundamental en su éxito o fracaso al resolver un problema. Schoenfeld (1992)
observd que, los resolutores que tenian éxito al intentar resolver un problema
complejo, eran aquellos que revisaban su progreso y, a partir de esa revision, decidian
si continuaban con la estrategia o cambiaban de direccion. Por el contrario, aquellos
que no tenian éxito, tendian a elegir rapidamente una estrategia de resolucion y
perseveraban en ella a pesar de no lograr ningun progreso. Esto muestra la
importancia del desarrollo de estrategias metacognitivas para la resolucion de
problemas.

Las creencias del individuo (sobre si mismo, sobre las matematicas, sobre resolucion
de problemas) y sus origenes en las experiencias matematicas de los estudiantes.

Los estudiantes poseen muchas creencias acerca de la resolucion de problemas que
afectan a sus actuaciones a la hora de enfrentarse a un problema. Por ejemplo, los
estudiantes cuya experiencia matematica consiste en ejercicios que podian resolverse
en pocos minutos pueden llegar a creer que todos los problemas se pueden resolver en
poco tiempo y dejan de trabajar en problemas que podrian resolver si hubieran
perseverado.
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Las categorias anteriores definidas por Schoenfeld (1992, 2013) tienen que ver con la
relacion entre el resolutor y el problema. Por otra parte, para desarrollar las competencias
necesarias para convertirse en un resolutor eficiente hay que entrenarse en la resolucion de
problemas (Castro-Martinez y Ruiz-Hidalgo, 2018). Por ello, en la resolucién de problemas
también intervienen directamente aspectos relacionados con las practicas educativas en las
que se participe.

Muchos profesores y libros de texto a menudo proponen actividades que no pueden
considerarse problemas, pues se reducen a la simple aplicacion rutinaria de un procedimiento
aprendido previamente y no suponen un reto para el alumnado. Por otro lado, cuando un
profesor propone un problema, los estudiantes parten con ciertas ideas preconcebidas ligadas
a las practicas educativas habituales: que tiene una Unica solucion, que ésta se puede obtener
aplicando procedimientos aprendidos en clase, o que el profesor conoce la soluciéon y pueden
realizarle preguntas que les acerquen a la solucion. Estas creencias no son exclusivas del
alumnado, muchos docentes comparten estas ideas y son quienes las trasmiten a los
estudiantes (Castro-Martinez y Ruiz-Hidalgo, 2018). En este sentido, Liljedahl (2016) realiza
una serie de recomendaciones a tener en cuenta cuando se utiliza la resolucion de problemas
en la ensefianza.

¢ El tipo de tareas utilizadas y cuando y como se utilizan. Segun el autor, la resolucion
de problemas deberia plantearse al inicio, con la introduccidén de un nuevo contenido,
con tareas atractivas para el alumnado que les motiven a intentar resolverlas, y debe
permanecer a lo largo de toda la unidad de estudio, haciendo emerger matematicas
ricas.

¢ La forma en que se entregan las tareas a los estudiantes. Los enunciados de las tareas
deberian plantearse al alumnado de forma oral, salvo datos y diagramas. Esto lleva a
los estudiantes a discutir sobre lo que se les pregunta en lugar de intentar interpretar
las instrucciones escritas en una pagina.

¢ Como se forman los grupos cuando los estudiantes trabajan en las tareas. Las
agrupaciones deberian ser un recurso que se utilice con frecuencia. Se deberian
formar al inicio de cada clase, de modo aleatorio, grupos de 2 a 4 estudiantes que
trabajaran juntos en cualquier tarea de resolucion de problemas asignada,
permaneciendo juntos durante toda la sesion.

¢ Espacio de trabajo de los estudiantes mientras realizan las tareas. Se recomienda que
los grupos trabajen en superficies verticales como, por ejemplo, pizarras. Esto permite
que todos los componentes del grupo vean todo el trabajo que se estd realizando,
siendo visible también para el profesor y el resto de los grupos.

¢ Organizacion del aula, tanto en general como cuando los estudiantes trabajan en las
tareas. Todos los pupitres deberian estar colocados en una configuracion aleatoria
alrededor del aula y orientados hacia un espacio de ensenanza. El profesor debe
dirigirse a la clase desde distintos puntos del aula y, en la medida de lo posible,
utilizar las cuatro paredes.
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¢ Como se responden las preguntas mientras los estudiantes trabajan en las tareas.
Mientras los estudiantes estan trabajando en las tareas suelen hacer tres tipos de
preguntas: (1) preguntas de proximidad: las hacen cuando el docente esta cerca; (2)
preguntas para dejar de pensar, la mayoria de las veces del tipo “;es esto correcto?”; y
(3) preguntas para seguir pensando: preguntas que los estudiantes hacen para poder
volver al trabajo. El docente solo deberia responder al tercero de estos tipos de
preguntas. Los dos primeros tipos deben escucharse pero no responderse, haciendo asi
a los estudiantes menos dependientes de la figura del profesor.

¢ La forma en que se realizan sugerencias mientras los estudiantes trabajan en las
tareas y la importancia de las ampliaciones. Es necesario que el docente proporcione
sugerencias y ampliaciones para mantener el equilibrio entre el desafio que supone
una tarea y la habilidad de los estudiantes para trabajar en ella. Si sus habilidades son
demasiado altas podrian aburrirse al terminar la tarea antes que sus compaferos y
tener que esperar, lo que se evita entregando una ampliacion del problema. Por otro
lado, si el desafio es demasiado grande, los estudiantes podrian frustrarse, por lo que
se hace necesario entregar alguna sugerencia que les permita avanzar en su trabajo.

¢ Cudndo y como formalizar. Es recomendable establecer un espacio para formalizar los
aprendizajes desarrollados y discutir en torno a ellos. Este proceso de nivelacion del
avance de todo el grupo convendria realizarlo cuando cada grupo haya alcanzado un
minimo en la resolucién de la tarea. En ese momento, el profesor deberia entablar un
debate sobre la experiencia y los conocimientos que comparte toda la clase en ese
momento. Con esto se concreta y se formaliza el trabajo realizado por los grupos.

¢ FEvaluacion, tanto en general como cuando los estudiantes trabajan en las tareas. La
evaluacion debe centrarse en la participacion de los estudiantes en los procesos de
aprendizaje mas que en los productos y debe incluir tanto el trabajo en grupo como el
trabajo individual, observando cémo se comunican, donde se encuentran y hacia
donde se dirigen en su aprendizaje.

Como ya se indic6 al comienzo de esta seccion, uno de los aspectos que influye en el éxito o
el fracaso que una persona tenga cuando resuelve un problema es el conocimiento y uso de
estrategias de resolucion o heuristicos.

2.1.4. Heuristicos

El término heuristico proviene de la palabra griega “evpioxerv” que significa “descubrir”,
“hallar”, “inventar” y comenz06 a utilizarse en el ambito de la educacion matematica a raiz del
trabajo de Polya (1945), quien lo defini6, dentro del contexto de la resolucion de problemas,
como los métodos que conducen a la solucion de un problema. A partir de ese momento, los
heuristicos se convierten en una parte fundamental de la resolucion de problemas
matematicos y, en consecuencia, de la investigacion en educacion matematica. Tanto es asi,
que autores como Son y Lee (2021) definen los problemas matematicos como problemas que
requieren la aplicacion de heuristicos apropiados en lugar de procedimientos previamente
aprendidos.
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En la literatura pueden encontrarse distintas formas de referirse al término heuristico cuando
se usa en el contexto de la resolucion de problemas, aunque todas ellas derivadas de la
definicion dada por Polya (1945) y expresando la misma idea fundamental. En Groner et al.
(1983) se describen como los métodos y reglas que guian el descubrimiento y la resolucion
de problemas. Schoenfeld (1985) declara que los heuristicos son reglas generales que ayudan
a comprender mejor un problema o avanzar hacia su solucion. Para Santos-Trigo (2014)
también son estrategias generales para abordar la resolucion de un problema y aclara que,
aunque ayudan en la resolucidon, no garantizan alcanzar las soluciones. Mousoulides y
Sriraman (2014), en la misma linea, se refieren a los heuristicos como las reglas que ayudan a
resolver problemas. Goldin (2009) profundiza y los define como formas de razonamiento
complejas que engloban cuatro dimensiones cognitivas: (1) planificacion anticipada para
hacer uso de un proceso en particular, (2) dominio para aplicar el proceso, (3) conocimiento
de donde se puede aplicar el proceso, y (4) criterio para determinar que el proceso se puede
aplicar en la situacion matematica dada.

Apoyandonos en la definicion de Schoenfeld (1992), en esta investigacion entenderemos el
término heuristico como las distintas estrategias que pueden emplearse para explorar el
problema en busca de alguna solucion y que, tal y como apunta Santos-Trigo (2014), pueden
llevar o no a alcanzarla.

Polya, en su libro How fo solve it (1945), dio nombre a algunos heuristicos para resolver
problemas matematicos, realizando una discusion sobre ellos. Desde entonces, este listado de
heuristicos ha sido utilizado por diversos autores, adaptados o renombrados en algunas y
apareciendo nuevos heuristicos en investigaciones posteriores. A continuacion, analizaremos
los principales heuristicos que aparecen tanto en el libro de Polya (1945) como en otras
investigaciones:

a) Ensayoy error

b) Considerar un problema analogo mas sencillo
c) Descomponer el problema en partes

d) Suponer el problema resuelto

e) Dibujar una figura

f) Descomponer y recombinar

g) Generalizacion

Ensayo y error. Este heuristico consiste en examinar una conjetura sustentada en el estudio y
comprension del problema y verificar si es o no solucion (Polya, 1945; Mousoulides y
Sriraman, 2014). El resultado obtenido en el primer ensayo se utiliza para mejorar la
siguiente conjetura y para buscar patrones (Mousoulides y Sriraman, 2014).
Contreras-Gonzalez (2021) distingue dos tipos dentro de este heuristico: ensayo y error
aleatorio, donde se examinan multiples conjeturas para encontrar una solucion, y e/ ensayo y
error controlado, donde se plantea una Unica conjetura y se realizan los ajustes necesarios
mediante un analisis reflexivo del problema, alcanzando la solucion.
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Ejemplo 1 (ensayo y error aleatorio): Encontrar un numero que al elevarlo al cuadrado
y restarle 4 dé 117.

Probamos si el numero 5 verifica la igualdad.
2
5 -4=25-4=21

El resultado es bastante menor que 117, asi que probamos un nimero mayor que 5.
Probamos con 10.

10°— 4 = 100 — 4 = 96

Debe ser mayor que 10, pero el resultado es mas ajustado que en el paso anterior.
Probamos con 12.

12° — 4 = 144 — 4 = 140

Ahora el resultado es mayor que 117, por tanto, buscamos un numero menor.
Probamos con 11.

11°— 4 =121 — 4 = 117
El niimero buscado es 11.

Ejemplo 2 (ensayo y error controlado): En un corral hay gallinas y conejos,
alcanzamos a ver 8 animales y contabilizamos 28 patas, ;cudntas gallinas y cuantos
conejos hay?

Colocamos a los 8 animales en una tabla. Como cada animal tiene al menos dos patas,
y sabemos que hay gallinas y conejos, probamos colocando a 7 animales dos patas y a
un animal 4 patas.

Animales Al A2 A3 A4 AS A6 A7 A8

Patas 4 2 2 2 2 2 2 2

Contamos las patas que tendriamos y obtenemos 18 patas. Debe haber 28 patas, es
decir, faltan 10 patas por colocar. Como las patas deben colocarse de dos en dos,
debemos colocar otras dos patas a 5 animales mas (para que tengan 4 patas) .

Animales Al A2 A3 A4 AS A6 A7 A8

Patas 4 4 4 4 4 4 2 2

Ahora ya tenemos 8 animales y 28 patas. Por lo que podemos concluir que la solucion
al problema es 6 conejos y 2 gallinas.
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Considerar un problema andlogo mds sencillo. Con este heuristico se resuelve un problema

andlogo mas sencillo con el fin de obtener un modelo a seguir para resolver el problema
original, un resultado que se pueda extrapolar, o ambos a la vez (Polya, 1945; Goldin, 2009;
Schoenfeld, 1985). Algunos ejemplos de este heuristico serian considerar un problema con
menos variables (Schoenfeld, 1985; Mousoulides y Sriraman, 2014) o simplificar los
nameros involucrados en el problema (Mousoulides y Sriraman, 2014). Algunos autores

llaman a este heuristico explorar casos mas simples (Callejo y Vila, 2009; Santos-Trigo,

2014).

Ejemplo 3: ;Cuantas botellas de % de litro se pueden llenar con 12 litros de agua?

Al involucrar una fraccion, podria surgir la duda de qué operacién se debe realizar
para solucionar el problema, asi que podemos cambiar los nimeros del enunciado por
unos mas simples, en este caso, nimeros naturales.

Por ejemplo, si las botellas a llenar fuesen de 2 litros sabriamos que podemos llenar 6
botellas y que la operacién que realizamos fue una division del numero de litros
totales entre el numero de litros de cada botella.

Con esto, ya podemos seguir el mismo procedimiento en nuestro problema original y
calcular el nimero de botellas necesarias:

Necesitamos 16 botellas.

Descomponer el problema en partes. Consiste en dividir el problema en partes y resolverlas
para encontrar la solucién del problema completo (Carrillo, 2009).

Ejemplo 4: ;Cuéntas veces aparece la cifra 9 en los mil primeros nimeros?
1. Calculamos primero cuantos nueves hay en cada decena:

En cada decena hay 1 nueve, excepto en la decena del 90 al 99, que hay 11
nueves.

2. Calculamos cudntos nueves hay en cada centena:

Hay 9 decenas en las que hay 1 nueve y 1 decena en la que hay 11 nueves, por
tanto, en cada centena, excepto en la centena del 900 al 999, hay:

9 -1+ 11=20nueves
En la centena del 900 al 999 hay 100 nueves mas:
100 +20=120

3. Calculamos cuantos nueves hay en total del 1 al 1000:
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Hay 9 centenas en las que hay 20 nueves y una centena en la que hay 120
nueves, por tanto, del 1 al 1000 hay:

920+ 120 =300 nueves

Suponer el problema resuelto. Este heuristico consiste en asumir una solucion hipotética,
determinar las propiedades que debe tener y, a partir de esas propiedades, encontrar la
solucion buscada (Schoenfeld, 1985). Este heuristico podria asociarse con el heuristico
denominado por Mousoulides y Sriraman (2014) como trabajar hacia atrds, en el que se
parte de la solucion desconocida.

Ejemplo 5: Calcular las rectas que tienen dos puntos de interseccion con la parabola

2 .
y = x + 3y que pasan por su vértice.

Asumimos que existen rectas que cumplen las condiciones del problema y que son de
la forma y = ax + b. Ahora buscamos las condiciones que deben cumplir a y b para
que, efectivamente, cumplan con lo requerido en el enunciado.

Igualamos la ecuacidn de la recta a la ecuacion de la pardbola:

x+3=ax+b:x2—ax+3—b=0(1)

Para que tengan dos puntos de interseccion, el discriminante de la ecuacion anterior
(1) debe ser mayor estricto que cero, esto es:

a’ — 12 + 4b > 0 (2)

Calculamos ahora el vértice de la pardbola ya que sabemos, también, que las rectas
deben pasar por ¢él: V(0, 3).

Sabiendo que el vértice es un punto perteneciente a las rectas, sustituimos en la
ecuacion de la recta:

3=a-0+b=>b=3

Sustituyendo el valor de b en la inecuacion (2):
2 2 2
a —124+4-3>0=>a —124+12>0=>a >0

2 . . .,
a > 0, para todo a # 0. Por tanto, las rectas que tienen dos puntos de interseccion
con la parabola y que pasan por su vértice son las rectas y = ax + 3, Va # 0.

Dibujar una figura. Consiste en utilizar figuras, graficas, diagramas, esquemas... que sirvan
de ayuda para entender el problema y resolverlo. Este heuristico puede utilizarse aunque el
problema que se vaya a resolver no sea un problema geométrico, pues las figuras pueden ser
una ayuda importante para todo tipo de problemas (Polya, 1945). Estos diagramas o modelos
se pueden utilizar para generar una descripcion esquematica del problema y visualizar los
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datos (Mousoulides y Sriraman, 2014). Este heuristico también es denominado por otros
autores como dibujar un diagrama (Goldin, 2009; Mousoulides y Sriraman, 2014) o hacer un
esquema (Callejo y Vila, 2009; Carrillo, 2009).

Ejemplo 6: Encontrar los puntos de corte entre la recta y = x + 2 y la recta
y=—x—4%

Representamos graficamente las dos rectas dadas en el enunciado en un eje de
ordenadas (haciendo uso de herramientas digitales o de 1apiz y papel) y obtenemos el
punto de interseccion de las dos rectas (Figura 1).

7

-

Figura 1. Ejemplo del uso del heuristico dibujar una figura.

Descomponer y recombinar. Cuando se utiliza este heuristico, se descompone un objeto en
partes y se recombinan las partes volviendo a considerar el objeto como un todo similar al
inicial (Polya, 1945). Este heuristico suele utilizarse para el calculo del area de formas
compuestas (Ejemplo 7), pero también se puede aplicar a otros dominios de las matematicas,
como el razonamiento geométrico y el pensamiento computacional (Lehmann, 2023).

Ejemplo 7: Calcular el area sombreada de la siguiente figura:

Partimos la figura por la linea de puntos como se ve en la siguiente imagen:
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A continuacién recolocamos los dos semicirculos tal y como se observa en imagen
siguiente para formar un cuadrado:

Sm

Por tanto, el 4rea sombreada es el 4rea de un cuadrado de lado 5 m, es decir, 25 m?.

Generalizacion. Consiste en realizar el estudio de un objeto o caso concreto para después
estudiar un conjunto de objetos o casos que contenga al primero. O realizar el estudio de un
conjunto pequefio de objetos para después estudiar un conjunto mas amplio que contenga al
anterior (Polya, 1945). Este heuristico podria asociarse con el que Schoenfeld (1985) y
Santos-Trigo (2020a) denominan examinar casos particulares y que describen como
examinar varios casos particulares que sugieran la forma o la plausibilidad de una solucion
general.

Ejemplo 8: Calcular el término general de la sucesion 2, 5, 10, 17, 26,...

Primero estudiamos la relacion entre los nimeros dados en el enunciado y el puesto
que ocupan en la sucesion:

2=1’+1=a,
5=22+1=a,
10=32+ 1 =a,
17=4+1=a,
26=5*+1=a;

El estudio de un grupo pequefio de objetos, nos sugiere la forma de la solucion
completa del problema, es decir, el término general de la sucesion: a,=n*+1.
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Con el auge de las nuevas tecnologias y su actual presencia en todos los ambitos de la vida
diaria, en particular, en la ensefianza de las matematicas, aparecen nuevos heuristicos propios
como, por ejemplo, representacion de situaciones en aplicaciones digitales (Mousoulides y
Sriraman, 2014), construccion de modelos dindmicos o el uso de deslizadores (Santos-Trigo,
2020a).

Los heuristicos pueden servir para diferentes propoésitos, como ayudar a comprender el
problema, simplificarlo, identificar similitudes con otros problemas e identificar posibles
soluciones (Mousoulides y Sriraman, 2014). En un mismo problema puede utilizarse mas de
un heuristico, bien porque no se alcance el objetivo y se decida cambiar, porque se utilicen
distintos heuristicos para encontrar distintas soluciones o porque sea necesaria la
combinacion para resolver el problema (Mousoulides y Sriraman, 2014). Mostramos, a
continuacion, un ejemplo donde se combinan los heuristicos dibujar una figura y
descomponer el problema en partes.

Ejemplo 9: Se desea pintar una pared de 5 m de largo y 3 m de alto en la que se
encuentra una puerta de 0,7 m de ancho y 2 m de alto. Calcular la superficie de pared
que debemos pintar.

En primer lugar realizamos un dibujo de la pared en el que se observa el area que
debemos calcular (area sombreada).

0,7m

Como el area completa que hay que calcular no es una figura conocida, la dividimos
de la siguiente forma:

A2

0,7m
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Asi, el problema queda dividido en dos partes: (1) calcular el area A1 y (2) calcular el
area A2.

- Calculamos el area A1:

5m
1m Al
Al=5-1=5m?
- Calculamos el area A2:
A2 Zm
23m

A2=23-2=46m
Entonces, el area total de la pared es:
A=Al1+A2=5+46=9,6m’
2.1.5. Representaciones

Los objetos matematicos no se pueden percibir de forma directa como se percibe un objeto
fisico, por lo que las representaciones se convierten en una herramienta imprescindible en el
aprendizaje y la enseflanza de la matematica, tanto para comunicar informacién como para
comprender la informacién recibida (NCTM, 2000).

La nocion de representacion ha sido ampliamente estudiada en investigaciones relacionadas
con la Didactica de la Matematica y la Educacion Matematica a lo largo de varias décadas
(e.g., Duval, 1993; Goldin, 1998, 2014; Janvier, 1987; Rico, 2009) y, desde entonces, se
considera una parte esencial para el analisis de los procesos de aprendizaje y comprension de
las matematicas (Rico, 2009).

El término representacion se define “como una sefial externa que muestra y hace presente un
concepto matematico” (Rico, 2009, p. 3) o “como aquellos esquemas o imagenes mentales
con los que la mente trabaja sobre ideas matemadticas” (Rico, 2009, p. 3). De esta forma, en la
literatura se distingue entre dos tipos de representaciones: las representaciones externas y las
representaciones internas. Las representaciones externas serian, por ejemplo, una palabra, un
simbolo, un grafico o una figura que representa un objeto matemadtico: un numero, una
funcion, un vector, una figura geométrica... (Duval, 1993). Estas representaciones se
denominan externas porque son externas al individuo que las produce y accesibles a otros
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para su observacion, discusion, interpretacion y/o manipulacion (Goldin, 2014). Por otra
parte, las representaciones internas hacen referencia a las construcciones, conceptos o
configuraciones cognitivas de una persona. Estas representaciones se denominan internas al
individuo porque hacen referencia a la representacion cognitiva visual y espacial de objetos
geométricos, patrones, operaciones o situaciones matematicas (Goldin, 2014).

Estas dos acepciones del término representacion se conectan con lo que Duval (1993) llama
representaciones mentales y representaciones semioticas. Las representaciones mentales
abarcan las imdgenes y concepciones que un individuo se forma en torno a un objeto, una
situacion matematica y todo lo relacionado con ellos, tratandose asi de representaciones
internas. Mientras que las representaciones semioticas son las producciones constituidas por
el uso de signos, figuras geométricas, enunciados verbales, formulas algebraicas, graficas...,
siendo por tanto representaciones externas.

Asi, el concepto de representacion lleva implicito dos nociones relacionadas, el objeto
matematico (objeto representado) y sus representaciones (objetos representantes) (Kaput,
1987) y, tal y como sefiala Duval (1993), para el desarrollo de la comprension de los
conceptos matematicos es fundamental distinguir entre el objeto y sus representaciones. Por
lo tanto, “hablar de representacion equivale a hablar de conocimiento, significado,
comprension, modelizacion, etc.” (Font et al., 2007, p. 1)

Las representaciones semidticas se organizan en sistemas de representacion (Duval, 1993),
constituidos por representaciones que se agrupan segun sus caracteristicas y propiedades
(Lupiafiez-Gémez, 2016). De esta forma, cada una de las representaciones semidticas
pertenece a un sistema de representacion que tiene su propio significado y funcionamiento
(Duval, 1993). Generalmente, en matematicas, se distinguen dos grandes sistemas: las
representaciones simbolicas y las representaciones graficas. En las representaciones
simbolicas se encuentran los simbolos alfanuméricos que se emplean siguiendo ciertas reglas
de procedimiento. En las representaciones graficas se encuentran objetos de tipo figurativo
que se emplean siguiendo reglas de composicidon y convenios de interpretacion (Rico, 2009).
A partir de estos dos conjuntos surgen otros sistemas de representacion que dependen del
concepto matematico trabajado. Por ejemplo, en relacion con el concepto de “funcion real de
variable real” se pueden distinguir cuatro sistemas de representacion: simbdlico, grafico,
numérico (tabla de valores) y verbal (Lupianez-Gomez, 2016).

La utilidad de las representaciones, ademas de hacer visibles los objetos matematicos, radica
en que se pueden manipular y transformar, lo que permite expresar y mostrar propiedades y
relaciones estructurales de los conceptos matematicos (Lupianez-Goémez, 2016). Duval
(1993) distingue dos tipos de acciones que se pueden realizar sobre una representacion y que
es necesario incluirlas en los procesos de ensefianza y aprendizaje, puesto que contribuyen a
establecer la diferencia entre un objeto matematico y sus distintas representaciones:

¢ Procesamientos. Esta accion se refiere al conjunto de transformaciones que se
realizan dentro de un mismo sistema de representacion. La posibilidad de realizar
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procesamientos sobre objetos matematicos depende directamente del sistema de
representacion utilizado.

¢ Conversiones. Estas acciones hacen referencia a las transformaciones que se realizan
de un sistema de representacion a otro diferente y que permiten profundizar en el
concepto matematico.

La naturaleza del sistema de representacion elegido para representar un concepto proporciona
una serie de elementos significativos del propio objeto representado. Por ejemplo, mediante
la representacion grafica de una funcidn se pueden observar a simple vista elementos como
los puntos de corte con los ejes de coordenadas, su curvatura o su monotonia, algo que no
puede observarse directamente si se usa una representacion simbodlica o numérica. Por otra
parte, no todos los sistemas de representacion ofrecen las mismas posibilidades, por ejemplo
con el tipo de transformaciones que pueden realizarse dentro de cada una de ellas, por lo que
el conocimiento y la coordinacion de varios sistemas de representacion es fundamental para
el desarrollo de la comprension de los conceptos matematicos. Tal y como sefiala Duval
(1993), los estudiantes deben reconocer los objetos en cualquiera de sus representaciones,
poder realizar transformaciones dentro de cada uno de esos sistemas y conversiones de un
sistema a otro y viceversa, para asi desarrollar una comprension profunda del objeto
matematico estudiado.

En la misma linea, Hitt (2003) sefiala que para facilitar el proceso de construccion de ciertos
conceptos matematicos, es importante no priorizar el uso de unos sistemas de representacion
en detrimento de otros. En numerosas ocasiones, en el contexto escolar se observa una
compartimentacion de los sistemas de representacion asociados a conceptos matematicos, lo
que hace que los estudiantes tengan dificultades para reconocer un mismo objeto expresado
mediante dos sistemas de representacion diferentes. Aunque esta ausencia de coordinaciéon no
detiene el aprendizaje, lo limita, no favoreciendo la conexion, transferencia y movilizacion de
conocimientos (Duval, 1993).

El éxito en los procesos de ensefianza y aprendizaje en matematicas esta relacionado con el
uso de diferentes representaciones de un mismo objeto matematico y de las interacciones
entre ellas, pues la habilidad de efectuar conversiones favorece la coordinacion de los
distintos sistemas de representacion, que es imprescindible para la conceptualizacion amplia
de los objetos matematicos (Amaya-de-Armas y Medina-Rivilla, 2013). En este sentido,
Duval (1993) indica que la compresion de un concepto matematico depende de la
coordinacion de, al menos, dos sistemas de representacion y se manifiesta con la rapidez y
espontaneidad de la conversion de uno a otro.

En un sentido més amplio, la comprension de un concepto matematico también se manifiesta
por su uso en la resolucién de problemas, por la habilidad de reconocer que es util para
responder a una situacion y emplearlo de forma correcta (Kilpatrick et al., 2001). Surge asi la
importancia de que los estudiantes aprendan a resolver problemas mediante el uso de una
variedad de representaciones (Stylianou, 2011), empledndolas para organizar y comunicar
ideas matematicas, seleccionando las mds adecuadas y realizando transformaciones y
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conversiones entre representaciones, que permitan dar respuesta a los problemas planteados
(NCTM, 2000).

En la investigacion que se presenta en este documento, las representaciones se han
considerado como una variable de interés para analizar el proceso de resoluciéon de un
problema y una caracteristica que permite distinguir distintos tipos de resolucion. El
problema planteado involucra los conceptos de funcion y recta (seccion 3.3.1, Figura 3.2),
por lo que se consideraran cuatro representaciones: grafica, simbdlica, tabular y verbal.

2.2. Evaluacion

En todas las etapas educativas, desde la Educacion Infantil hasta la formacion universitaria, y
tanto en modelos de educaciéon formal como no formal, los procesos de ensefianza y
aprendizaje deben reunir ciertas caracteristicas que garanticen su desarrollo de forma
efectiva. Uno de los puntos clave que influye directamente en la calidad de dichos procesos y,
ademas, informa sobre dicha calidad, es la evaluacion.

Evaluar, de forma general, puede referirse a distintas acciones: atribuir un valor, emitir un
juicio, describir comportamientos cualitativa y cuantitativamente, recoger y analizar
informacion para tomar decisiones, probar el valor de una actividad... (Segovia-Alex, 2016).

En el ambito educativo, los significados asociados al concepto de evaluacion han
evolucionado en los ultimos afos, pasando de ser considerada como un juicio cuantificado
del aprendizaje de los estudiantes, a verse como una herramienta Util para obtener
informacion sobre el proceso de aprendizaje y ensefianza que sirva de base para la toma de
decisiones respecto a posibles cambios (Segovia-Alex, 2016; Siarova et al., 2017). De esta
forma, se ha ido dejando atras la vision de la evaluacion como una serie de métodos que
permitieran medir la adquisicion de conocimientos de la manera mas objetiva posible y
asignar una calificacion, para dejar paso a una concepcién de la evaluacion como una practica
que, ademas de asignar una calificacion, proporciona conocimientos e informacion de forma
continua, que apoya el aprendizaje del alumno e influye en la practica docente (Beaver y
Beaver, 2011; Segovia-Alex, 2016; Suurtamm et al., 2010).

Estos cambios en la percepcion de la evaluacion estan relacionados con cambios en los
propoésitos que se considera que debe cumplir. Dependiendo de la finalidad con la que se
realice la evaluacion estaremos ante una evaluacion sumativa o formativa.

¢ FEvaluacion sumativa. Su objetivo es certificar el nivel de los logros y habilidades
adquiridos por los estudiantes en su aprendizaje durante su formacion (Silver y Mills,
2018; Wiliam, 2007; Wiliam y Thompson, 2007).

¢ Evaluacion formativa. Su objetivo es apoyar, fomentar y orientar el aprendizaje del
alumnado (Wiliam, 2007). Esta evaluacion se centra en como avanza el proceso de
aprendizaje de los estudiantes, observando en qué medida estan alcanzando los
objetivos y utilizando esta informacion para reorientar la acciéon de los docentes
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(Silver y Mills, 2018; Wiliam y Thompson, 2007). Asi, la evaluacion formativa
confiere a la evaluacion el caricter de un instrumento que permite realizar un
seguimiento del aprendizaje de los estudiantes y mejorarlo (Suurtamm et al., 2010).

Y, a su vez, estos cambios en la finalidad con la cual se considera que debe evaluarse vienen
motivados por cambios en la consideracion de la funcion que debe desempeiiar la evaluacion.
Para Segovia-Alex (2016), la evaluacion tiene cuatro funciones principales:

¢ Funcion social. Diferencia a los estudiantes, controlando el funcionamiento del
sistema mediante la contribucion a la toma de decisiones sobre la promocion del
alumnado y considerando la atencion a la diversidad.

¢ Funcion politica. Busca mejorar el sistema educativo mediante la evaluacion de las
instituciones, las practicas educativas, los materiales y los recursos didacticos.

¢ Funcion formativa. Determina los conocimientos del alumnado, identificando los
aciertos y errores para reorientar tanto los aprendizajes de los estudiantes como las
practicas educativas de los docentes.

¢ Funcion profesional. Busca mejorar los planes y programas de formacion, los
curriculos y su implementacion.

De hecho, aunque los términos sumativa y formativa son utilizados, normalmente, para
denotar dos propositos diferentes de la evaluacion, Wiliam y Thompson (2007) consideran
que el término formativa no denota tanto el propdsito de la evaluacion, sino mas bien la
funcion que cumple la evaluacion. Estos autores indican cinco puntos clave para el uso de la
evaluacion formativa: (1) aclarar y compartir los propoésitos del aprendizaje y los criterios
necesarios para alcanzar los objetivos; (2) disefiar preguntas y tareas de aprendizaje efectivas;
(3) proporcionar retroalimentacion que haga avanzar a los alumnos; (4) hacer que los
estudiantes sean recursos de aprendizaje los unos para los otros; y (5) convertir a los
estudiantes en duefios de su propio aprendizaje. Esta perspectiva es compartida por
Castillo-Arredondo (1999), quien expresa que la funcion de la evaluacion formativa es la de
averiguar como se desarrolla el proceso de aprendizaje de los alumnos para conocer el grado
de adquisicion de los objetivos y, gracias a la retroalimentacion acerca de este aprendizaje,
reorientar y mejorar la accidon docente de los profesores y el aprendizaje de los alumnos.

Como deciamos al comienzo de esta seccidn, en las ultimas décadas ha habido un esfuerzo
por desarrollar estrategias que promuevan que el profesorado oriente sus practicas evaluativas
en el aula hacia un enfoque formativo, donde la evaluacioén se convierta en un método para
apoyar el aprendizaje, recompensando y fomentando aquellos conocimientos que deben ser
adquiridos (Schoenfeld, 1992; Zhao et al., 2017).

Uno de los principales aportes de la evaluacion formativa es que favorece que, tanto el
alumnado como el profesorado, puedan obtener informacioén precisa y detallada sobre el
proceso de aprendizaje, determinando en qué grado se han alcanzado los objetivos previstos y
ofreciendo informacion que les ayude a tomar decisiones adecuadas (Nortvedt et al. 2016;
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Shahbari y Abu-Alhija, 2018; Silver y Mills, 2018; Suurtamm, et al., 2010; Zhao et al.,
2017). Es decir, la informacion no solo debe ser suficiente y relevante para poder asignar la
calificaciéon que mejor represente el nivel de aprendizaje del alumnado (Allal, 2013), sino
para motivarlos a progresar en su formacion y enriquecer las practicas educativas de los
docentes (Shahbari y Abu-Alhija, 2018; Suurtamm, et al., 2010; Zhao et al., 2017). En
palabras de Castillo-Arredondo (1999), “la evaluaciéon necesita obtener todos los datos
necesarios sobre el proceso que se sigue en la ensefianza y en el aprendizaje para regular los
ritmos y para determinar lo positivo del proceso y corregir lo negativo” (p. 66).

Estas diferencias entre la evaluacion sumativa y la formativa afectan no solo a la funcién y la
finalidad del proceso de evaluacion, sino también a otros aspectos como el momento en que
tiene lugar, los actores principales involucrados, las preguntas a las que trata de dar respuesta
o las estrategias para recopilar la informacion que permita evaluar (Siarova et al., 2017).

Para que la evaluacion cumpla su funcion formativa su implementacion no debe limitarse al
final de la ensefanza de un contenido, sino que debe ser continua desde el inicio de la
instruccion. Segovia-Alex (2016) distingue tres etapas de la evaluacion en el proceso de
ensefanza y aprendizaje de las matematicas:

¢ Evaluacion inicial. Antes incluso de planificar el trabajo que se va a realizar en una
determinada unidad didéctica, el docente debe identificar los conocimientos previos y
las concepciones matematicas con las que parte su alumnado.

¢ FEvaluacion de seguimiento. En esta etapa el docente debe analizar el progreso en el
aprendizaje de los alumnos, detectando los errores, las dificultades y los distintos
ritmos de aprendizaje para adaptar las tareas a la diversidad del aula, informando en
todo momento al alumnado de los cambios que se llevaran a cabo.

¢ FEvaluacion a término. Por ultimo, el docente debe valorar en qué medida se han
alcanzado los objetivos y competencias previstos. Ademas, permite detectar aspectos
que no se han afianzado y disefiar actividades para trabajar en ellos.

En cuanto a los actores que participan activamente en el proceso de evaluacion, uno de los
elementos principales para lograr que la evaluacion cumpla con su funciéon formativa es
involucrar a los estudiantes en su propio aprendizaje y hacer que formen parte activamente de
su propia evaluacion (Siarova et al., 2017; Wiliam y Thompson, 2007). Para conseguir que
esto ocurra es necesario emplear en el aula métodos de evaluacion alternativos al tradicional
uso del examen escrito, resuelto por el estudiante de manera individual y revisado Ginicamente
por el docente, donde el alumnado no se ve implicado en su propia evaluacion, y utilizar otros
métodos como la autoevaluacion o la evaluacion entre pares, donde se involucra directamente
a los estudiantes en el proceso (Chanudet, 2019).

Esta investigacion se centra en el estudio del proceso de evaluacion entre pares, cuando este
se realiza en actividades de resolucion de problemas, aspectos que se desarrollan en las
siguientes secciones.
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2.2.1. Evaluacion entre pares

La evaluacion entre pares o coevaluacion se define como un proceso en el que los
estudiantes revisan el trabajo de un compaiiero del mismo nivel para determinar la calidad de
su respuesta a una tarea (Topping, 2009). Es uno de los métodos de evaluacion que permite
dar una perspectiva formativa a este proceso, involucrando a los estudiantes en el desarrollo y
evaluacion de su propio aprendizaje (Black y Wiliam, 2009; Chanudet, 2019; Mogessie,
2015; Wiliam y Thompson, 2007).

Utilizar actividades de evaluacion entre pares en el aula contribuye a la mejora de la calidad
del aprendizaje, y eso ocurre tanto para la persona que actia como evaluador como para la
persona cuyo trabajo es evaluado (Topping, Topping y Ehly, 1998). Los beneficios que la
evaluacion entre pares aporta al aprendizaje estan relacionados, por una parte, con un
incremento de la comprensién de los conceptos y procesos implicados (Beaver y Beaver,
2011; Topping, 2009; Zevenbergen, 2001) y con el desarrollo del pensamiento critico (Beaver
y Beaver, 2011; Hanrahan e Isaacs, 2001). Asi, quién ejerce el rol de evaluador, tras revisar
como un compafiero ha resuelto una tarea, puede darse cuenta de que existen formas
alternativas de resolverla, lo que le podria llevar a reflexionar sobre su propia resolucion,
buscando la manera de corregirla o enriquecerla (Beaver y Beaver, 2011; Lavy y Shriki,
2014; Zevenbergen, 2001). De esta forma, revisar el trabajo de un compafiero, ayuda a
identificar las propias fortalezas y debilidades e identificar los propios errores y dificultades
(Hanrahan e Isaacs, 2001; Topping, 2009), contribuyendo a incrementar el conjunto de
herramientas de que dispone el individuo para resolver problemas (Beaver y Beaver, 2011;
Zevenbergen, 2001) y promoviendo la reflexion y la autoevaluacion (Beaver y Beaver, 2011;
Topping, 2009).

Por otra parte, participar en actividades de evaluacion entre pares, aporta a los estudiantes un
mayor sentido de la responsabilidad (Lavy y Shriki, 2014; Topping, 2009), lo que se ve
reflejado, por ejemplo, en un aumento del tiempo de dedicacion a las tareas (Topping, 2009).
Ademas, este método de evaluacion exige habilidades sociales y de comunicacion, por lo que
también contribuye al desarrollo de capacidades sociales y de trabajo en equipo, ofreciendo
oportunidades para aprender a dar y aceptar criticas, justificar las propias opiniones y
rechazar sugerencias (Lavy y Shriki, 2014).

Una de las principales caracteristicas que distingue la evaluacion entre pares de otros
modelos de evaluacion es el tipo de retroalimentacion que reciben los estudiantes, la cual
proviene de otro estudiante y no del docente. Esto, segiin los resultados de distintas
investigaciones, implica ciertos aspectos positivos y otros menos positivos. Entre los aportes
positivos, los estudios sefialan que, por un lado, los profesores a menudo no tienen tiempo
suficiente para proporcionar a los estudiantes una retroalimentacion tan detallada como la que
les ofreceria un companero (Sadler y Good, 2006). Por otro lado, la retroalimentacion de los
compafieros podria ser mas comprensible para los estudiantes porque utilizan el mismo
lenguaje (Seifert y Feliks, 2018). También, gracias a un punto de vista diferente, los
estudiantes pueden juzgar mejor su propio trabajo (Hanrahan e Isaacs, 2001). Custodia et al.
(2015), en sus investigaciones acerca de la influencia de una actividad de evaluacion entre
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pares a la calidad de las tareas, observaron que la calidad de los trabajos presentados por los
estudiantes sufrian una mejora notable tras participar en la actividad de evaluacion entre
pares. Esa mejora se percibid, principalmente, en aquellos alumnos que habian recibido una
mejor correccion por parte de su compafiero y en aquellos que habian realizado una mejor
correccion del trabajo de su compaiiero.

Entre los aspectos no tan positivos de la evaluacion entre pares esta, por ejemplo, que algunos
estudiantes desconfian de la evaluacion de los pares porque sienten que es menos precisa que
la evaluacion del docente y, en ocasiones, la retroalimentacion proporcionada por un
compaiero no es clara, lo que hace que no sea util para mejorar sus producciones o su
aprendizaje (Seifert y Feliks, 2018).

A pesar de circunstancias aisladas que puedan hacer de la evaluacidon entre pares una
herramienta poco fiable, la realidad es que varios estudios encuentran adecuada la fiabilidad y
validez de este método de evaluacion (Mogessie, 2015; Sadler y Good, 2006; Topping, 2009).
Un estudiante con menos habilidad en la evaluacion pero con mas tiempo para hacerlo podria
producir una evaluacion igualmente fiable y valida que la del docente. La retroalimentacion
entre pares suele ser mas detallada y estar disponible con mayor inmediatez que la
retroalimentacion de los docentes, lo que compensa una posible disminucion de la calidad de
dicha retroalimentacion (Topping, 2009).

Aunque, en general, existe cierto consenso entre los investigadores al sefialar los aspectos
positivos y no tan positivos de la evaluacion entre pares, hay un punto sobre el que el debate
sigue abierto: proporcionar o no a los evaluadores los criterios a utilizar para realizar la
evaluacion. Algunos autores defienden que entregar los criterios de evaluacion conduce a
mejores resultados en las actividades de evaluacion entre pares (Beaver y Beaver, 2011;
Custodia et al., 2015; Lavy y Shriki, 2014; Zevenbergen, 2001); otros sostienen que depende
de las circunstancias y del contexto en el que se desarrolle la actividad y que en algunos casos
es mejor no indicar los criterios de evaluacion (Jones y Alcock, 2014; Wyatt-Smith et al.,
2010), como cuando se evalta en grupo y la intencion esta en que los evaluadores tengan que
llegar a un consenso. En este sentido, el estudio de Wyatt-Smith et al. (2010) muestra que, en
algunos casos, aportar los criterios de evaluacion puede ser muy importante para alcanzar los
resultados esperados, pero que en otros casos podria perjudicar la evaluacion. Esto es
coherente con lo observado por Jones y Alcock (2014) quienes encontraron que la ausencia
de criterios de evaluacién puede mejorar los resultados de la actividad. Las razones para que
esto ocurra podrian estar relacionadas con el hecho de que proporcionar una rtbrica, por un
lado, facilita la evaluacion para los estudiantes y reduce las posibles imprecisiones en la
evaluacion, pero por otro lado podria limitar consideraciones y puntos de vista adicionales e
interesantes de los propios estudiantes (Seifert y Feliks, 2018).

La evaluacion entre pares es una estrategia que puede utilizarse en todos los niveles
educativos y para trabajar cualquier contenido incluido en el curriculo. Se ha implementado
con éxito en educacion primaria y secundaria, incluso con estudiantes muy jovenes y con
estudiantes con necesidades educativas especiales o problemas de aprendizaje (Scruggs y
Mastropieri, 1998). Para emplear este método de evaluacion pueden utilizarse diversos
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instrumentos como pruebas escritas, presentaciones orales, redacciones, etc. (Beaver y
Beaver, 2011; Custodia et al., 2015; Jones y Alcock, 2014; Lavy y Shriki, 2014; Topping,
2009; Wyatt-Smith et al., 2010; Zevenbergen, 2001). Ademads, los evaluadores y los
evaluados pueden ser parejas o grupos; la evaluacion entre pares puede ser unidireccional o
reciproca. Incluso los objetivos de la evaluacion entre pares pueden variar: se puede buscar
obtener ganancias cognitivas o metacognitivas, ahorrar tiempo u otras metas (Topping, 2009).

Con el fin de estructurar la gran variedad de formas que puede adoptar la implementacion de
la evaluacion entre pares, Topping (2009) propone considerar los siguientes aspectos a la hora
de organizar una actividad con este tipo de evaluacion:

¢ Fijar los objetivos que se persiguen con la actividad y especificar los productos que se
van a evaluar.

¢ Involucrar a los participantes en el desarrollo de los criterios de evaluacion.

¢ Emparejar a los participantes con la misma capacidad en los papeles de evaluador y
evaluado.

¢ Proporcionar pautas y ejemplos y aclarar a los estudiantes lo que se espera de ellos.

¢ Especificar las actividades y el cronograma.

¢ Monitorear los procesos de evaluacion, guiando a los estudiantes segun sea necesario.
¢ Examinar la calidad de las evaluaciones.

¢ Evaluar y dar retroalimentacion.

En el contexto de la formacion docente, la evaluacion entre pares adquiere un especial interés
e importancia. La evaluacion es una actividad profesional habitual de los docentes por lo que
involucrarse en la evaluacion entre pares les permite aprender sobre este proceso (Sadler y
Good, 2006; Seifert y Feliks, 2018). Las investigaciones de Beaver y Beaver (2011) y Lavy y
Shriki (2014) muestran los beneficios que se pueden obtener al involucrar a futuros
profesores en actividades de evaluacion entre pares, quienes mejoraron su capacidad para
evaluar, desarrollando habilidades para elegir mejor tanto los criterios de evaluacion como el
peso numérico que asignaban a cada uno de ellos; dandoles experiencia en el reconocimiento
de argumentos validos, ganando confianza para ser criticos con el razonamiento de los demas
y responsables con los comentarios que brindan como evaluadores.

Estos beneficios especificos estdn relacionados con su futura actividad docente, mejorando
habilidades de evaluacion que son esenciales para su desarrollo profesional como futuros
profesores. Ademas, les permite observar distintos enfoques para ensefiar un mismo
contenido, yendo mas alla de sus propias percepciones y les proporciona experiencia en la
evaluacion, tomando conciencia de la complejidad de este proceso (Zevenbergen, 2001) al
experimentar las dificultades que se presentan durante la evaluacién (Hanrahan e Isaacs,
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2001) y de la importancia de brindar, como evaluadores, una retroalimentacion util y
adecuada (Lavy y Shriki, 2014 y Mogessie, 2015).

Sin embargo, algunos futuros docentes no se sienten capaces de proporcionar una evaluacion
constructiva y precisa a sus compaieros y no se sienten comodos juzgando las respuestas de
un igual (Seifert y Feliks, 2018). Y es que una de las preocupaciones expresadas por los
docentes en formacion es su falta de experiencia practica con la evaluacion, tanto en los
cursos de nivel universitario como en las practicas en los centros educativos (Zevenbergen,
2001).

A pesar de los multiples modos en los que se puede llevar a cabo la evaluacion entre pares y
los numerosos estudios que indican los beneficios de aplicar este tipo de evaluacion, la
evaluacion entre pares sigue siendo uno de los métodos alternativos de evaluacion menos
utilizados en las aulas, tal y como refleja el trabajo de Suurtamm et al. (2010). En un
cuestionario realizado por estos autores a 1096 profesores de 7° y 10° grado de escuelas de
Ontario, Canadd, obtuvieron que, aunque el 91% de los profesores admitia sentirse comodo
usando distintos tipos de evaluacion, los mas usados seguian siendo los exdmenes escritos
(95%) y los cuestionarios (84%). La evaluacion entre pares solo se utilizaba por un 15% de
los docentes, un 10% la utilizaba para hacerse una idea del aprendizaje de los alumnos y un
5% de ellos para evaluar. Entre las razones que las y los docentes dan a este hecho se
incluyen una escasa o nula formacion recibida en relacion con la evaluacion en general, y con
la evaluacion entre pares en particular, (Zhao et al., 2017), considerar la evaluacion entre
pares como poco fiable (Zevenbergen, 2001) o no disponer de tiempo suficiente para llevarla
al aula (Mogessie, 2015).

Tal y como sefialan Carrillo et al. (2013), las practicas que realizan los docentes en su aula
dependen, por un lado, del conocimiento pedagogico del docente, de su conocimiento en
relacion con el contenido a ensefar y de su conocimiento didéactico-disciplinar y, por otro
lado, de sus creencias acerca de la materia, su ensefianza y aprendizaje; ademas de elementos
no cognitivos necesarios para lograr cierta disposicion a la accion (Baumert y Kunter, 2013).
En el caso de las creencias, Eccles y Wigfield (2002) sefialan que la autoeficacia y el valor
son dos de los aspectos que influyen en la motivacion y, por tanto, en la accion. Desde la
perspectiva del profesor, adquieren relevancia tanto la autoeficacia en la disciplina que se
estan ensefiando (Woolfolk-Hoy et al., 2009) como la autoeficacia en relacion con el proceso
de ensefianza (Tschannen-Moran et al., 1998). Por esta razén, para lograr que el profesorado
en formacion considere la posibilidad de aplicar la evaluacion entre pares en las clases de
matematicas, se les debe ofrecer oportunidades para reflexionar sobre dicha actividad y los
beneficios que aporta al desarrollo del aprendizaje.

En los curriculos oficiales de las distintas asignaturas de Matematicas de la Comunidad
Auténoma de Canarias se establece explicitamente que “se hace necesario ... utilizar la
autoevaluacion y coevaluacion para contribuir a la formacion del alumnado ... para conseguir
que la evaluacion tenga el efecto de retroalimentar el proceso” (Decreto 211/2022, p. 10), es
decir, son “fundamentales en este modelo pedagdgico [modelo que considera necesaria la
integracion de la evaluacion en el proceso de planificacion y disefio de las situaciones de

45



Marco conceptual

aprendizaje, para asegurar una evaluacion competencial del alumnado]” (Decreto 30/2023, p.
9).

2.2.2. Evaluacion de la resolucion de problemas

En este estudio, la evaluacion entre pares se entenderd como el proceso que siguen los
estudiantes, en este caso futuros profesores, para analizar la respuesta de un compafero a una
tarea determinada, en este caso la resolucion a un problema matematico. En este proceso
pueden intervenir diversos elementos, entre ellos el hecho de que la persona que evaltia
podria tener que analizar una respuesta completamente diferente a la suya, lo que pondria en
juego sus propios conocimientos acerca de las diferentes formas de resolver la actividad
(Céaceres y Chamoso, 2015; Cardenas et al., 2016; Carrillo et al., 2019).

La evaluacion de la resolucion de problemas, tal y como se mostr6 en el capitulo anterior
(seccion 1.2) es un proceso complejo, en el que intervienen, entre otras cosas, la concepcion
que el docente tenga del término problema, la perspectiva desde la que utilice la resolucion
de problemas y el propdsito que defina para la evaluacion de la resolucion de problemas, con
un caracter sumativo y/o formativo.

Entre los educadores hay cierto consenso a la hora de considerar que, al evaluar la resolucion
de problemas, conviene no centrarse Unicamente en si la solucion obtenida es correcta o no,
puesto que el proceso seguido para llegar a esa respuesta también es imprescindible.
Castro-Martinez y Ruiz-Hidalgo (2018) son contundentes en este sentido, indicando que “en
la evaluacion de la resolucion de problemas debe destacar el progreso y dominio de
procedimientos y estrategias por encima del logro de un resultado” (p. 106).

Un primer aspecto critico para la evaluacion de la resolucion de problemas es tener acceso a
esos procedimientos y razonamientos y no solo a la respuesta final obtenida (Monaghan et al.,
2009). Las dificultades para acceder al procedimiento seguido por los estudiantes al resolver
un problema de matematicas, unido a la necesidad de la mayoria de los docentes de asignar
una calificacion numérica, hace que muchos profesores continiien utilizando métodos
tradicionales para evaluar la resolucion de problemas que consisten principalmente en
evaluar la aplicacion de un algoritmo y el resultado final, a través de pruebas escritas con
preguntas extraidas de libros de texto o actividades realizadas previamente con los
estudiantes (Cardenas et al., 2016; Nieminen y Atjonen, 2022; Szetela y Nicol, 1992).

Esto nos lleva, por una lado, a la definicion del término problema que, tal y como ya hemos
indicado, en este trabajo, nos referimos a tareas no rutinarias, con cierto desafio para el
resolutor, que no pueden resolverse siguiendo paso a paso un procedimiento previamente
establecido, como cuando el docente muestra un ejemplo resuelto con anterioridad (Polya,
1945; Schoenfeld, 1992; Mason, 2015). Los problemas con multiples soluciones serian una
buena alternativa en este sentido (Leikin, 2008). Felmer y Perdomo-Diaz (2016) realizaron un
estudio con profesores de matematicas de Educacion Secundaria principiantes (entre 1 y 3
afios de docencia), en el que los docentes debia realizar una autoevaluacion de su desempeino
como resolutores de problemas después de haber resuelto dos problemas con multiples

46



Capitulo 2

soluciones. Los participantes indicaron que habian tenido dificultades para resolver la
actividad y para evaluarse a si mismos debido a la poca practica que tenian con este tipo de
problemas.

El problema del acceso al pensamiento de los estudiantes también dificulta el disefio de
estrategias para la evaluacion de la resolucion de problemas. A través de discusiones en el
aula y solicitando de forma explicita a los estudiantes que justifiquen, se pueden interpretar
las respuestas de los estudiantes y detectar las posibles dificultades y errores que pueden
haber cometido no s6lo al obtener una respuesta incorrecta, sino también habiendo obtenido
una respuesta correcta (Di-Martino y Signorini, 2019).

Otra manera de acceder a esta informacion es utilizando como instrumento la narrativa de
investigacion, que Chanudet (2019) define como un nuevo contrato entre estudiantes y
profesores en el que los estudiantes tienen que explicar por escrito cémo resolvieron (o
intentaron resolver) el problema (incluidos errores, caminos equivocados, callejones sin
salida, ayuda que recibieron) y en el que los profesores evaluan inicamente estos aspectos sin
tener en cuenta si los estudiantes encontraron la respuesta correcta o no. El autor utilizé este
instrumento en un estudio con profesores de matematicas, sobre sus practicas de evaluacion
de resolucion de problemas. Entre los resultados que obtuvo observo que la mayoria de los
docentes (85%) evaluaban la resolucion de problemas con mayor frecuencia de lo esperado y
que casi todos (95%) decian utilizar la narrativa de investigacion, junto con una rubrica, para
evaluar a los estudiantes. Sin embargo, la naturaleza de los criterios utilizados por los
docentes para evaluar estaban relacionados con las competencias narrativas (claridad,
coherencia y exhaustividad) mas que con los procesos asociados a la resolucion de
problemas. Ademas, observo que para mas de la mitad de los docentes (63%), evaluar a los
estudiantes en este contexto particular seguia implicando darles una nota.

Otro aspecto critico para que la evaluacion de la resolucion de problemas sea global es la
limitacion de tiempo: los estudiantes deben disponer de tiempo suficiente para reflexionar,
actuar, verificar y cambiar de opinion si se desea evaluar sus competencias para la resolucion
de problemas. Tal y como senalan Di-Martino y Signorini (2019), para evaluar el
razonamiento de los estudiantes, se les debe dar la oportunidad de razonar y eso implica
darles tiempo para poder hacerlo.

Arnal-Bailera et al. (2018) estudiaron cuales son esos aspectos en lo que se fijan los docentes
de matematicas al evaluar una tarea. Analizaron las evaluaciones de 21 profesores de
matematicas a 10 tareas, observando no s6lo la calificacion otorgada sino las justificaciones
que los correctores aportaron acerca de esa calificacion. En el anélisis de estas anotaciones
encontraron que los docentes, al evaluar las tareas, hacian comentarios relacionados con
cinco aspectos principales:

¢ Procedimiento. Comentarios acerca del proceso general seguido por el alumno.

¢ Cdlculos. Comentarios acerca de una tarea concreta llevada a cabo por el alumno
dentro del proceso general de resolucion.
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¢ Errores. Comentarios acerca de un error cometido por el alumno.
¢ Exposicion. Comentarios acerca de la calidad expositiva de la respuesta del alumno.
¢ Resultados. Comentarios acerca del resultado final presentado por el alumno.

Aunque este estudio no se realizé explicitamente en relacion con la resolucion de problemas,
consideramos que estos aspectos pueden ser una buena base para establecer un sistema de
categorias que nos permita analizar, por un lado, como los futuros docentes resuelven un
problema de final abierto (objetivo 1) y, por otro lado, en qué aspectos de la resolucion de
problemas se fijan cuando evaluan la resolucion de un compafiero o compaiiera (objetivo 2).
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METODOLOGIA

En este capitulo se describe la metodologia empleada en la investigacion, se indican las
caracteristicas de los participantes y el contexto, y se detallan los procesos de recopilacion y
analisis de datos. En la primera seccion se realiza una descripcion general del diserio
metodologico. La segunda seccion estd dedicada a la descripcion de los participantes y del
contexto. Por ultimo, en la tercera y cuarta seccion, se detallan los procesos de recogida y
andlisis de datos empleados en cada una de las dos fases en que se divide la investigacion.

3.1. Disefio metodologico

El estudio se realiz6 desde una perspectiva cualitativa. En un estudio cualitativo, la
informacion se presenta de manera inductiva, es decir, comenzando por una descripcion de
detalles mas especificos, dando datos particulares y pormenorizados, y avanzando hasta
alcanzar una vision global que permita obtener algunas generalidades (Creswell, 2012). Esto
hace que sea un enfoque apropiado para explorar y comprender fenomenos que han sido poco
estudiados, como el que planteamos en este trabajo.

Dentro de esta perspectiva, la investigacion sigue un enfoque descriptivo y exploratorio, bajo
un disefio de estudio de casos. Esta eleccion se fundamenta en el hecho de que el estudio de
casos es un método que se utiliza para explorar las caracteristicas intrinsecas de cada caso
(Stake, 1995), ofreciendo informacion detallada de los procesos observados en cada uno de
ellos (Creswell, 2012) y permitiendo, a través de la investigacion, una mejor comprension de
la poblacion objeto de estudio y el problema planteado (Brantlinger et al., 2005).

Atendiendo a este disefio, hay que tener en cuenta que, en el paradigma cualitativo se
recopilan datos y se interpreta el significado de la informacion obtenida, tomando como base
investigaciones anteriores y reflexiones personales. Esto hace que los resultados obtenidos en
este tipo de investigaciones puedan ser flexibles y muestren sesgos del investigador
(Creswell, 2012). Para minimizar estos sesgos, se ha optado por la triangulacion de
informacion como estrategia que permite aumentar la validez y fiabilidad de los resultados
obtenidos.

Por ultimo, en cuanto al disefio general de la investigacion, ésta se ha realizado en dos fases,
cada una asociada a uno de los objetivos (Figura 3.1). En una primera fase se analiza un
conjunto de caracteristicas de las resoluciones que los participantes entregan a un problema
matematico que se les plantea (objetivo 1). En la segunda fase, el andlisis se centra en la
evaluacion que estos participantes hacen de las resoluciones de sus compaiieros (objetivo 2).
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FASE 1
Primer objetivo

Anailisis individual de las resoluciones
Analisis descriptivo paso a paso
Analisis con foco en las categorias (heuristicos,

casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion

de soluciones y errores)

Analisis conjunto de las resoluciones con

foco en las categorias

(heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones,

comprobacidn de soluciones y errores)

FASE 2
Segundo objetivo

Andlisis conjunto de las tres resoluciones

con foco en las categorias

(heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones,
comprobacidn de soluciones y errores)

Anlisis de los procesos de evaluacion

Aspectos en los que centran

(heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones,

comprobacidn de soluciones y errores)

Uso de la propia resolucion

Caracter de los comentarios

Figura 3.1. Esquema del proceso de andlisis de datos.

La Tabla 3.1 muestra una sintesis de los aspectos metodoldgicos de la investigacion, que
seran detallados en las siguientes secciones.

Tabla 3.1. Esquema general de la metodologia.

[Participantes

e 16 estudiantes del Méster en Formacion del
Profesorado de Educacion Secundaria Obligatoria y
Bachillerato de la Universidad de La Laguna.

e Especialidad de Matematicas

e Curso 2019/2020

[Fases de la investigacion

Primera fase
Resolucion de problemas

Segunda fase
Evaluacion entre pares

[Recogida de datos

Problema de final abierto.
Resolucion individual.
Papel y lapiz.

Evaluacion de la resolucion
de un compaiero.

En parejas.

Grabacion de audio.

Analisis de datos

Analisis de documentos.

16 resoluciones individuales.

Categorias de analisis:

- Heuristicos

- Casos estudiados
- Representaciones
- Soluciones

- Comprobacion de

soluciones
- Errores

Analisis de la discusion
mantenida por cada pareja
durante la evaluacion.
Transcripcion de las 8
grabaciones de audio.
Categorias de analisis:
- Categorias de la fase 1.
- Resolucion en la que
se apoyan.
- Caracter de las
intervenciones.

3.2. Contexto y participantes

El estudio se realizd con los estudiantes de la especialidad de Matematicas del Master
Interuniversitario en Formacion del Profesorado de Educacion Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacion Profesional y Ensenanza de Idiomas de la Universidad de La
Laguna. Se trata de un master habilitante para la formacion de docentes de la etapa de
Educacion Secundaria de todas las disciplinas.
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En la investigacion participaron los dieciséis estudiantes que durante el curso académico
2019/2020 estaban cursando la asignatura Aprendizaje y Ensefianza de las Matematicas, en
modalidad de evaluacion continua. Esta asignatura es anual, tiene una carga total de 12
créditos y para muchos estudiantes es su primer acercamiento al estudio y la reflexion sobre
los procesos de ensefianza y aprendizaje de la matematica. Entre sus objetivos se encuentra
que los futuros docentes conozcan los principales desarrollos tedrico-practicos acerca del
aprendizaje y la ensefianza de la disciplina, adquieran criterios de seleccion y elaboracion de
materiales educativos que les permitan transformar el curriculo en secuencias de actividades
y aprendan estrategias y técnicas de evaluacion, entendiendo la evaluaciéon como un
instrumento de regulacion del aprendizaje y estimulo al esfuerzo.

La asignatura se divide en tres modulos. En el primer modulo se realiza una introduccion a la
educacion matematica, donde se dan a conocer distintas teorias de ensefianza y aprendizaje,
se discute acerca del tipo de conocimiento y competencias que debe desarrollar un docente
para ejercer su profesion, se analizan distintos tipos de actividades y estrategias
metodoldgicas y se discute sobre la evaluacion, los distintos tipos de evaluacion y los
elementos que intervienen en este proceso. En el segundo y tercer modulo se profundiza en
estos aspectos, exponiendo al alumnado a situaciones particulares de la educacion secundaria
obligatoria y postobligatoria, respectivamente.

La investigacion se llevo a cabo durante el primer modulo del curso, en la primera sesion
dedicada a la evaluacion. Esta sesion tuvo una duracion de 2 horas y en ella se realizaron
cuatro actividades, cuya descripcion general se presenta en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2. Descripcion general de la sesion dedicada a la evaluacion.

Actividad Descripcion Agrupamiento Duracion
R 1] Resol 1 .. )
esolucion de esolver un p?ob ema de Individual 35 minutos
problemas final abierto
. Discutir y evaluar la
Evaluacion entre ., . .
resolucion de un Parejas 25 minutos
pares N
compafiero
. . Evaluar sus propia . .
Autoevaluacion valuar sus propias Individual 10 minutos
resoluciones
Reflexionar y discutir
. .. sobre distintos aspectos .
Discusion final p Gran grupo 25 minutos

de las actividades
anteriores

Atendiendo a los objetivos de esta investigacion, el estudio se centra en el analisis de la
informacion recogida en las dos primeras actividades: resolucion de problemas (objetivo 1) y
evaluacion entre pares (objetivo 2). Cada una de dichas actividades define una fase de la
investigacion, cuyas caracteristicas se detallaran en las dos secciones siguientes.

En cuanto a los estudiantes que participaron en esta investigacion, el perfil de los mismos era
bastante variado. Sus edades estaban comprendidas entre los 21 y los 28 afios, sobresaliendo
uno de ellos con 46 afios. La mayoria eran graduados y graduadas en Matematicas, excepto el
estudiante de mayor edad que es licenciado en Ciencias y Técnicas Estadisticas y otros tres
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participantes graduados en Fisica. Practicamente todos habian obtenido el grado ese mismo
afio (2019), dos de ellos en los ultimos dos afios (2018 y 2017) y uno en el aio 2010.

En un cuestionario inicial en el que se les pregunto si habian tenido algun tipo de experiencia
como docentes, en qué materias y de qué cursos, diez participantes indicaron tener
experiencia docente. El master que estan cursando es habilitante y requisito indispensable
para poder prestar servicios docentes tanto en centros publicos como privados y concertados.
Esto, unido a las respuestas de las siguientes preguntas sobre los cursos y materias, aunque no
se recoge en el cuestionario, podemos inferir que la experiencia docente proviene de clases
particulares. Esta docencia va desde la educacion primaria, pasando por la educacidon
secundaria, hasta la universitaria. Cinco de ellos indicaron haber impartido en dos de las
etapas (primaria y secundaria o secundaria y universitaria) y una de ellas en las tres. El resto
solo habia impartido en la etapa de educacion secundaria. La mitad del alumnado tinicamente
habia impartido clase de asignaturas de matematicas y la otra mitad habia impartido clases de
fisica, quimica, biologia e inglés. Dos de los participantes no entregaron informacion sobre su
experiencia docente y los otros cuatro indicaron que no habian tenido ningun tipo de
experiencia en este sentido.

Con el fin de garantizar el anonimato de los participantes, nos referiremos a ellos con un
seudonimo. Ademas, a cada estudiante se le asignd un coédigo para facilitar el analisis de
datos. En la Tabla 3.3 se identifican los estudiantes a través de su seudonimo y el codigo
correspondiente.

Tabla 3.3. Seudénimos y codigos de identificacion de los participantes

SEUDONIMO CODIGO SEUDONIMO CODIGO
Antonio El Judith E9
Victoria E2 Maite E10

David E3 Francisco Ell
Yolanda E4 Yaiza E12
Javier E5 Zahira E13
Sandra E6 Mbobnica El4
Yurena E7 Sofia E15
Marta E8 Manuel E16

A continuacion se presenta el detalle de los procesos de recogida y andlisis de datos de cada
una de las dos fases en que se ha dividido la investigacion.

3.3. Primera fase. Resolucion del problema

El objetivo de esta primera fase es dar respuesta al primer objetivo de investigacion: Analizar
las resoluciones de los futuros docentes de matematicas de Educaciéon Secundaria a un
problema de final abierto atendiendo a: los heuristicos que emplean, los casos estudiados, las
representaciones empleadas, las soluciones que entregan, si comprueban o no dichas
soluciones y los errores que cometen. Para ello, se analizara como los participantes resuelven
individualmente un problema de final abierto, de un nivel curricular de educacion secundaria,
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identificando similitudes y diferencias entre los procesos de resolucion seguidos por cada uno
de ellos.

3.3.1. Proceso de recogida de datos

Los datos para esta fase de la investigacion se recogieron a partir de la primera de las
actividades realizadas en la primera sesion dedicada a la evaluacion en la asignatura
Aprendizaje y Ensefianza de las Matemadticas (Tabla 3.2). Se trata de una actividad
matematica, donde los 16 participantes debian resolver individualmente un problema de final
abierto.

El enunciado del problema requiere encontrar rectas con dos puntos de interseccion con una
funcion cuadrética dada (Figura 3.2). Los futuros docentes dispusieron de 30 minutos para
resolver el problema individualmente, utilizando Unicamente papel y lapiz, y no recibieron
ninguna indicacion adicional a la aportada en el enunciado del problema.

Encontrar ecuaciones de rectas que tengan dos puntos de interseccion con la parabola
y=x"+4x+5.

Figura 3.2. Enunciado del problema.

El objetivo de esta primera actividad es ofrecer a los participantes la oportunidad de
reflexionar sobre la situacion presentada en el problema, antes de evaluar la respuesta de un
compaifiero o una compafiera, lo que constituye la segunda actividad.

El criterio que se utiliz6 para seleccionar la actividad matematica fue que resultara ser un
problema para los participantes, en el sentido de Schoenfeld (1985). Para ello se optd por el
uso de un problema de final abierto, es decir, un problema que admite multiples soluciones
(Zhu y Fan, 2006), puede resolverse de mas de una manera (Chan y Clarke, 2017) y del que
los resolutores desconocen un procedimiento previo de resolucion (Arlebdck, 2009).
Desconocer un procedimiento estandar para resolver el problema lo convierte en un problema
no rutinario (Zhu y Fan, 2006), lo que obliga a la movilizacion y reflexién acerca de
conocimientos previos (Ochoviet, 2020) y que puede generar dificultades asociadas a la falta
de experiencia en la resolucion de este tipo de problemas (Felmer y Perdomo-Diaz, 2016;
Montejo-Gamez et al., 2017).

Por otra parte, se decidio que el problema implicara funciones cuadraticas puesto que se trata
de un topico matematico muy relevante en el curriculo y donde suelen aparecer diversas
dificultades, relacionadas con la compresion de sus diferentes elementos (Amaya-de-Armas y
Medina-Rivilla, 2013), con la representacion grafica (Diaz et al., 2015) o con la conexion
entre los distintos registros de representacion (ecuaciones, tablas y graficos) (Lobato et al.,
2012; McCallum, 2018; Wilkie, 2022).

La variedad de respuestas y formas de resolucion que admite el problema al ser de final
abierto y las distintas representaciones que pueden utilizarse para trabajar con una funcidon
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cuadratica, aumenta las posibilidades de que en la segunda fase los participantes se enfrenten
a la evaluacion de una respuesta con aspectos matematicos diferentes a los que ellos mismos
utilizaron al resolverlo.

Los datos recogidos para esta primera fase de la investigacion consisten en el conjunto de
documentos escritos por los 16 participantes durante la actividad de resolucion de problemas
(Anexo A.1).

3.3.2. Analisis a priori del problema

En este apartado se mostraran diferentes formas de abordar el problema de manera clara y
detallada. Realizaremos el andlisis de posibles resoluciones de este problema desde dos
enfoques: un enfoque grafico y un enfoque algebraico.

Enfoque grafico

En la Figura 3.3 se observa la representacion grafica de la pardbola. Se trata de una parabola
convexa, cuyo vértice se encuentra en el punto (-2,1), interseca al eje de ordenadas en el
punto (0,5) y no tiene puntos de interseccion con el eje de abscisas.

(0,5)

Figura 3.3. Representacion grafica de la parabola dada en el problema.

A partir de esta representacion grafica nos podemos plantear distintos tipos de soluciones:
rectas horizontales, rectas que pasan por el vértice y rectas que pasan por dos puntos
cualesquiera de la parabola distintos del vértice.

Rectas horizontales

Trazamos rectas horizontales en la grafica de la pardbola y vemos que se dividen en tres tipos
segun cuantas veces corten a la parabola (Figura 3.4). La que pasa por el vértice, con un solo
punto de corte; las que se encuentran por debajo del vértice, que no cortan a la pardbola; y las
rectas horizontales por encima del vértice, con dos puntos de interseccion. Estas tltimas
serian soluciones al problema planteado.
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y=9/2

Figura 3.4. Algunas rectas horizontales con dos puntos, un punto o ningun punto de
interseccion con la parabola.

Esta estrategia permite encontrar de manera sencilla rectas que cortan en dos puntos a la
parabola. Ademas, podemos generalizar a partir de las soluciones encontradas, afirmando que
todas las rectas paralelas al eje de abscisas por encima del vértice tienen dos puntos de
interseccion con la pardbola. Es decir, todas las rectas de la forma y = n, conn € Ry
n > 1, son soluciones al problema.

Rectas que pasan por el vértice de la parabola

Todas las rectas que pasan por el vértice, excepto la recta tangente, tienen dos puntos de
interseccion con la parabola. Por tanto, eligiendo cualquier nimero m distinto de cero como
pendiente e imponiendo que pasan por el vértice (-2,1), la ecuacion de estas rectas puede
expresarse de la forma:

y—1=m-(x+2)=>y=mx+2m+ l,conm € Rym # 0.

A partir de esta expresion, se pueden obtener distintas rectas que pasan por el vértice con dos
puntos de interseccion con la parabola, asignando valores a m, distintos de cero (Figura 3.5).

(1,10

y=3x+7

y=x+3

Figura 3.5. Algunas rectas que pasan por el vértice con dos puntos de interseccion con la
parébola.
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Rectas que pasan por dos puntos de la parabola distintos del vértice

Por otra parte, si consideramos dos puntos cualesquiera de la pardbola, la recta que los une
cumple con las condiciones del problema (Figura 3.6).

y=—2x

(=5,10)

y=—-x+1

(-4,5)

(-3,2) -1,2)

Figura 3.6. Rectas que pasan por dos puntos de la pardbola.

Con esta estrategia de resolucion solo es posible calcular un nimero limitado de rectas, ya
que no permite generalizar facilmente.

Encontrar todas las rectas que cumplen la condicion del problema requeriria plantear una
resolucion algebraica para la busqueda de condiciones, lo que nos lleva al siguiente enfoque.

Enfoque algebraico

Consideramos la ecuacion explicita de una recta, y = ax + b, que incluye todas las posibles
rectas solucion ya que las rectas de la forma x = a, dada la forma de la pardbola, no serian
solucion. Igualamos la ecuacion de la recta a la de la parébola:

ax +b=x" + 4x + 5 (:)x2+(4—a)x+5—b=0
La recta y la pardbola tendrdn dos puntos de interseccion cuando el discriminante de la

ecuacion cuadratica resultante sea mayor estricto que cero, esto es:

2

A>0e a —8a+4b—-4>0
Para resolver esta inecuacion, consideramos la expresion algebraica obtenida en ella como
una  nueva  funciébn  cuadritica siendo a la  variable independiente,

2 : . .,

f(a) = a — 8a + 4b — 4,y estudiamos el signo de f(a) en funcidn de los valores de a y
b. Podemos estudiar el signo de f(a) atendiendo a la situacion de su vértice. Puesto que esta
funcién también es convexa, si el vértice estd por encima del eje de abscisas, f(a) es siempre
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positiva; si el vértice estd en el eje de abscisas, f(a) es positiva excepto en el vértice, donde
la funcion se anula; y si el vértice esta por debajo del eje de abscisas, f(a) toma valores
positivos y negativos.

El vértice de f(a) es (4,4b — 20). La situacion del vértice respecto del eje de abscisas
depende del signo de la segunda coordenada:

- El vértice esta sobre el eje de abscisassi 4b — 20 =0 &b =5
- El vértice esta por encima del eje de abscisassi4b — 20 > 0 b > 5
- El vértice est4 por debajo del eje de abscisas si4b — 20 < 0 & b < 5

Por tanto, estudiaremos el signo de f(a) parab = 5, b > 5y b < 5:

- Si b =5, la expresion de la funcion seria f(a) = a’ — 8a + 16 = (a — 4)2.
Como podemos observar, la funcion es positiva para todos los valores de a, excepto
para a = 4, donde se anula.

Por tanto, todas las rectas de la forma y = ax + 5, con a # 4, tienen dos puntos de
interseccion con la pardbola y son soluciones del problema.
Para estudiar los casos b > 5 y b < 5, calculamos los puntos de corte de la parabola
y = @’ — 8a + 4b — 4 con el eje de abscisas. Estos puntos son: (4 — 245 — b, 0) y
(4 + 245 - b, 0).
- Sib > 5, en los puntos de corte obtenemos una raiz negativa por lo que concluimos
que no tiene puntos de corte con el eje de abscisas y que la parabola

y = @’ — 8a + 4b — 4es positiva para cualquier valor de a (Figura 3.7).

y=a?—8a-+4b—4, con b>5

Figura 3.7. Estudio del discriminante para b > 5.

Por tanto, todas las rectas de la formay = ax + b,con b > 5y a € R, tienen dos
puntos de interseccion con la pardbola y son soluciones del problema.

57



Metodologia

- Si b < 5, la pardbola toma valores positivos y negativos (Figura 3.8). Teniendo en
cuenta los puntos de corte con el eje de abscisas y la concavidad de la parabola,
deducimos que f(a) toma valores positivos para

aE(—00,4—2 5—b)u (4+2w/5— ,oo).

y=a’—8a-+4b—4, con b<5

Figura 3.8. Estudio del discriminante para b < 5.

Por tanto, todas las rectas de la forma y =ax + b, con b<5 y

a € (— 0, 4 — 2+/5 — b) U (4 + 2+/5 — b, 00), tienen dos puntos de
interseccion con la pardbola y son soluciones del problema.

En resumen, las rectas de la forma y = ax + b tienen dos puntos de interseccion con
la parabola y son soluciones del problema si:

- b=5ya+#4

b>5ya€eR

b<5ya€(— o 4—2J5-b)U (4+ 25— b, »)

El enfoque algebraico nos permite dar las condiciones para todas las rectas que son
soluciones del problema, sin tener en cuenta caracteristicas de la pardbola como el vértice o la
concavidad. Ademas, se puede reproducir el mismo procedimiento de resolucion para
cualquier pardbola dada. Sin embargo, en contraposicion a los procesos de resolucion del
enfoque grafico, que permitian encontrar ecuaciones de rectas de manera sencilla y rapida, la
resolucion algebraica es un procedimiento largo, con numerosos pasos que no permite dar
soluciones hasta que se ha concluido.

3.3.3. Proceso de analisis de datos

Tal y como ya se ha indicado, el objetivo de esta primera fase es analizar como los futuros
docentes resuelven el problema, lo que requiere considerar cuatro aspectos fundamentales: las
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estrategias utilizadas, el procedimiento llevado a cabo, las soluciones dadas y los errores
cometidos. Para sistematizar este andlisis y estudiar estos aspectos en profundidad, se
establecieron seis categorias o variables de andlisis: Heuristicos, casos estudiados,
representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones y errores.

Tres de estas categorias (heuristicos, soluciones y errores) estan inspiradas en la propuesta de
andlisis presentada por Arnal-Bailera et al. (2018), quienes las denominan procedimiento,
resultado y errores, respectivamente (seccion 2.2.2). Las categorias casos estudiados,
representaciones y comprobacion de soluciones fueron afiadidas considerando las
caracteristicas concretas del problema utilizado en la investigacion y el objetivo del estudio.
La primera de ellas, casos estudiados, se incluyo con el objetivo de analizar en profundidad
los procesos de resolucion seguidos por los participantes pues, como en cualquier proceso de
resolucion de problemas, las estrategias utilizadas no garantizan alcanzar las soluciones
(Santos-Trigo, 2014), lo que hace necesario estudiar, no solo las soluciones alcanzadas, sino
también todas aquellas rectas planteadas durante el proceso de resolucion. Por otra parte, se
considerd necesario incluir una categoria asociada a las representaciones, por su importante
papel en las matematicas (e.g. Duval, 1993; NCTM, 2000; Rico, 2009) en la resolucion de
problemas en general (e.g. Callejo y Vila, 2009; Carrillo, 2009; Mousoulides y Sriraman,
2014; Polya, 1945; Schoenfeld, 1985) y en el uso y tratamiento de las funciones en particular
(e.g. Amaya-de-Armas y Medina-Rivilla, 2013; Lobato et al., 2012; Mangwende y Maharaj,
2018; McCallum, 2018; Wilkie, 2022). Por ultimo, la categoria comprobacion de soluciones
se ha incluido para tratar de capturar aspectos metacognitivos del proceso de resolucion
(Schoenfeld, 1985).

A continuacion se presenta una breve explicacion de cada una de las categorias de analisis y
los posibles valores dentro de cada una de ellas, que se han definido de forma explicita para
el problema planteado, a partir del andlisis a priori presentado en la seccion 3.3.2.

Heuristicos

La categoria heuristicos hace referencia a las distintas estrategias empleadas para alcanzar las
soluciones del problema. A partir de los heuristicos encontrados en la literatura, y que han
sido discutidos en el marco conceptual (seccion 2.1.3), y del andlisis a priori del problema
(seccion 3.3.2) se identifico un conjunto de estrategias que podrian aparecer en el caso
particular del problema utilizado en este trabajo. Esto dio lugar a la siguiente lista de
heuristicos que podrian aparecer en las resoluciones, y que se tuvieron en cuenta a la hora de
analizar los datos:

- Dibujar una figura. Esta estrategia se refiere a utilizar la representacion grafica de la
parabola para explorar posibles soluciones al problema.

- Ensayo y error. Esta estrategia, aplicada al problema, consiste en tomar rectas
particulares y verificar si cumplen o no las condiciones del problema.
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- Generalizar. A partir del estudio de rectas particulares con un caracteristica comin
(misma pendiente, misma ordenada en el origen, pasan por un mismo punto,...),
extender el estudio a toda la familia de rectas con dicha caracteristica.

- Descomponer el problema en partes. Este heuristico consistiria en dividir el problema
en partes, de manera que cada una de ellas se dedique al estudio de una familia de
rectas (horizontales, que pasan por el vértice,...) y de forma que, el conjunto de
familias abarquen, al menos, todas las rectas que son solucion del problema (podrian
estudiarse también rectas que no sean solucion).

- Suponer el problema resuelto. Tomar la ecuacién de una recta con coeficientes
desconocidos (en su forma general Ax + By + C = 0 o en su forma explicita
y = ax + b que, como se explicd en el enfoque algebraico del andlisis a priori del
problema (seccioén 3.3.2), abarca todas las rectas solucidon), imponer las condiciones
del problema y encontrar valores de los coeficientes que hacen que esas condiciones
se cumplan. Este seria el principal heuristico que hemos empleado para resolver el
problema con el enfoque algebraico (seccion 3.3.2).

Estos heuristicos pueden aparecer de forma individual o combinados entre si. En el analisis
de los datos se indicaran todos los heuristicos que se identifiquen en cada una de las
resoluciones, sefialando ademas el orden en el que han aparecido.

Casos estudiados

Como ya se indico, para realizar un andlisis mas detallado del procedimiento general de
resolucion empleado por cada participante, se establecieron dos categorias: casos estudiados
y representaciones.

La categoria casos estudiados nos dard informacion acerca del tipo de rectas que los futuros
docentes estudian en sus resoluciones. Analizar en profundidad los procesos de resolucion
implica conocer no solo las soluciones presentadas sino también aquellas rectas que se
plantean pero que, o bien no son solucién al problema o bien no concluyen el estudio que les
lleva a establecerlas como solucion. A partir del andlisis a priori del problema (seccion 3.3.2)
en esta categoria se identificaron cuatro tipos de rectas divididas en dos grupos: aquellas con
un enfoque grafico (rectas horizontales, rectas verticales y rectas oblicuas) y una recta general
derivada de un enfoque algebraico (en su forma general Ax+By+C=0, en su forma explicita,
y=ax+b o en cualquier otra forma). Si bien el ultimo tipo contiene los tipos anteriores, como
se ha mencionado, se ha decidido distinguir dada su naturaleza algebraica en contraposicion a
la naturaleza geométrica de los casos anteriores.

Representaciones
La categoria representaciones recoge informacion sobre el tipo de sistema de representacion
(Duval, 1993) utilizado por los participantes. En este caso concreto podra tomar los
siguientes valores:
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- Grdfica. Se indicara cuando la resolucion incluya una representacion grafica de la
parabola y/o rectas.

- Tabular. Se indicard cuando aparezca una tabla de valores que recoja las coordenadas
de puntos pertenecientes a la pardbola. Podria aparecer junto a la representacion
grafica.

- Simbolica. Se empleara cuando la resolucion presente el uso de formulas, operaciones
o expresiones en lenguaje matematico. Esta representacion aparecera sobre todo si los
estudiantes resuelven el problema de manera similar a como se ha mostrado en el
enfoque algebraico del analisis a priori (seccion 3.3.2).

- Verbal. Este tipo de representacion se indicard si los participantes incluyen
descripciones, justificaciones o argumentaciones expresadas con palabras.

Tal y como ocurre en el resto de categorias, una misma resolucion del problema puede incluir
el uso de mas de un tipo de representacion. En el andlisis se consideraran todos los que se
observen.

Soluciones

En torno a las soluciones se establecieron dos categorias, una que tiene que ver con las
soluciones que indican los participantes para el problema dado y otra para registrar si hay
evidencias de que se haya comprobado la validez de dichas soluciones o no.

La categoria soluciones, recoge aquellas rectas o familia de rectas que aparecen de forma
explicita en los documentos escritos por los participantes como soluciones al problema. En
esta categoria no se valora si dichas soluciones son correctas o no, se indican todas las rectas
o familias de rectas que los futuros docentes sefialan como soluciones del problema.

En relacion con esta categoria se identificaran, en linea con los casos estudiados, los
siguientes tipos de soluciones: rectas horizontales, rectas oblicuas y una recta general
(desaparecen las rectas verticales por no ser solucion al problema). Este andlisis aportara
informacion sobre las similitudes y diferencias entre distintas resoluciones, lo que permitira
obtener mas detalle sobre cada una de las resoluciones y, por tanto, sobre cada uno de los
casos estudiados.

Comprobacion de soluciones

Ademas de las soluciones que indican los participantes, nos interesa observar si comprueban
o no dichas soluciones. Tal y como sefala Schoenfeld (1985), uno de los elementos que
intervienen en la resolucion de problemas es la metacognicion. Los procesos metacognitivos
pueden activarse de diferentes maneras, con cualquier accion que haga que el resolutor revise
su propio proceso de resolucion. Estas acciones, muchas veces no son faciles de observar,
quedando en el pensamiento de la persona y no haciéndolos explicitos.

En esta investigacion, dado el caracter de los datos recogidos para esta primera fase
(documentos escritos), resulta complejo obtener informacion sobre los procesos
metacognitivos empleados por los participantes, mas alla de que hayan comprobado o no la
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validez de las soluciones que presentan. Por esa razon consideramos importante incluir esta
categoria, como una forma de acceder a los procesos metacognitivos de los futuros docentes.

Por tanto, en la categoria comprobacion de soluciones, se recoge informacion sobre la
existencia o no de evidencias de que los participantes comprueben las soluciones dadas. En
esta categoria se incluye la comprobacion de que una recta o familias de rectas sean solucion
y también la comprobacion de que no lo sean.

Errores

Por ultimo, incluimos la categoria errores, que recoge informacion sobre cualquier tipo de
error identificado en el proceso de resolucion de cada uno de los participantes. Los errores
han sido ampliamente investigadas a lo largo de los afios ya que constituyen una parte
inherente a los procesos de ensenanza y aprendizaje (e.g. Alvidrez et al., 2022; Rico, 1995;
Socas-Robayna, 2007). Por ello, es esperable que durante el analisis de las resoluciones se
encuentren errores en los procesos de resolucion. En este sentido, otras investigaciones en las
que se estudiaron los errores cometido en problemas de funciones cuadraticas muestran
dificultades relacionadas con la representacion grafica (por ejemplo, en la situacion del eje)
(Diaz et al., 2015), con la relacion entre la ecuacion y la representacion grafica (Lobato et al.,
2012; McCallum, 2018; Wilkie, 2022) o con la comprension de los distintos elementos de las
funciones (Amaya-de-Armas y Medina-Rivilla, 2013).

La siguiente Tabla 3.4 muestra una sintesis de las categorias o variables de analisis utilizadas
en la investigacion.

Tabla 3.4. Resumen de las categorias de analisis.

CATEGORIAS DE ANALISIS

- Dibujar una figura
Ensayo y error

Generalizar

Heuristicos

Descomponer el problema en partes

Suponer el problema resuelto

Casos estudiados Rectas planteadas, sean o no solucion al problema
- Grdfica

- Tabular

- Simbolica

- Verbal

Soluciones Soluciones presentadas

Soluciones de las que se realiza una comprobacion
explicita de las condiciones del problema

Errores Errores cometido durantes el proceso de resolucion

Representaciones

Comprobacion de soluciones

El proceso de andlisis de esta primera fase de la investigacion se dividié en dos partes (Figura
3.9). En la primera parte, se estudiaron individualmente cada una de las resoluciones
entregadas por los 16 participantes. Primero se examinaron en detalle los pasos seguidos por
cada estudiante en su proceso de resolucion, generando un analisis descriptivo de cada
respuesta. Posteriormente, se analizé cada resolucion atendiendo a las categorias de andlisis
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(heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones
y errores), es decir, se determind de forma concreta el heuristico o heuristicos utilizados,
cudles fueron los casos que estudiaban, qué representaciones se utilizaron, qué soluciones
finalmente daban, si las comprobaban o no, y qué errores concretos se cometieron. Para cada
resolucion se construyd una tabla resumen con la informacidn sobre cada categoria (Figura
3.10). En la segunda parte, se analizaron conjuntamente todas las respuestas poniendo el foco
en cada una de las categorias de analisis, identificando similitudes y diferencias entre las
distintas resoluciones.

* Analisis descriptivo paso a paso de las * Analisis conjunto de las resoluciones
resoluciones con foco en las categorias (heuristicos,

representaciones, casos estudiados,

soluciones, comprobacion de las

* Andlisis con foco en las categorias (heuristicos, .
soluciones y errores).

representaciones, casos estudiades, soluciones,
comprobacion de las soluciones y errores).

Figura 3.9. Esquema del proceso de analisis de datos (Primera fase).

1. Dibujar una figura
Heuristicos 2. Descomponer el problema en partes
3. Suponer el problema resuelto

Rectas paralelas al eje OX en el semiplanox > 5

Casos estudiados . ..
¥ = mx + n, con pendiente positiva

Representaciones | Grafica, tabular, simbdlica y verbal

Rectas paralelas al eje OX en el semiplano x > 5, representadas,

Soluciones .
erroneamente, como ¥ = x + n,conn > 5

Comprobacion

. No
de soluciones

Representacion del vértice de la parabola

Representar las rectas paralelas al eje OX en el semiplano x > 5
Errores comoy =x + n,conn > 5

Representar el semiplano anterior como x>5

Error de operatoria al multiplicar

Figura 3.10. Ejemplo de tabla resumen de cada resolucion.

El anélisis conjunto de las 16 resoluciones permite dar respuesta al primer objetivo de la
investigacion. Por otra parte, el andlisis individual ofrece informacion relevante no solo para
construir ese analisis conjunto, sino también sobre el punto de partida de los futuros docentes
a la hora de evaluar la resolucion de sus compafieros (objetivo 2). Saber como resolvieron el
problema permite analizar con mas detalle su proceso de evaluacion y, por ello, se utiliza
también ese analisis individual en la segunda fase de la investigacion.
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3.4. Segunda fase. Evaluacion entre pares

El objetivo de la segunda fase es identificar qué aspectos de la resolucion del problema tienen
en cuenta los futuros docentes cuando actian como evaluadores, y analizar de qué forma
utilizan sus propias resoluciones para evaluar la de un compafiero (si lo hacen), asi como el
caracter de sus reflexiones (objetivo 2). A continuacion, se detallan los procesos de recogida
y andlisis de datos de esta fase, estrechamente ligados a los procesos de la fase anterior.

3.4.1. Proceso de recogida de datos

Los datos principales para esta segunda fase de la investigacion se recogieron a partir de la
segunda actividad realizada en la sesion dedicada a la introduccion de la evaluacion en el
modulo 1 de la asignatura Aprendizaje y Enserianza de las Matematicas (Tabla 3.1). En dicha
actividad, se propuso a los futuros docentes una tarea que consistia en evaluar la respuesta de
un compafiero o compaifiera al problema. Esta actividad, que hemos denominado Evaluacion
entre pares, se organizd de la siguiente forma: Al finalizar la actividad de resolucion de
problemas se recogieron las 16 resoluciones y se seleccionaron 8 de ellas al azar. A
continuacion, se dividio a los estudiantes en ocho parejas, también al azar. A cada una de las
parejas se le asignd una de las resoluciones, de manera que ninguno de los evaluadores
recibiera su propia resolucion para ser evaluada. En la Tabla 3.5 se indican cuéles fueron las
resoluciones evaluadas y qué pareja de participantes evalud cada una de ellas.

Tabla 3.5. Resoluciones evaluadas y pareja evaluadora.

EVALUADO/A EVALUADORES/AS
Antonio (E1) Marta (E8) y Manuel (E16)
David (E3) Francisco (11) y Sofia (E15)
Javier (E5) David (E3) y Sandra (E6)
Maite (E10) Zahira(E13) y Monica (E14)
Yaiza (E12) Yurena (E7) y Judith (E9)
Mbnica (E14) Antonio (E1) y Javier (E5)
Sofia (E15) Maite (E10) v Yaiza (E12)
Manuel (E16) Victoria (E2) y Yolanda (E4)

Las resoluciones se entregaron en version anonima para garantizar la objetividad de la
evaluacion. Se eligié una seleccion aleatoria de las resoluciones a evaluar debido a que no se
disponia de tiempo suficiente entre la primera y la segunda actividad para analizar cada
resolucion y realizar una eleccion deliberada.

Por otra parte, se decidi6 formar las parejas evaluadoras también aleatoriamente ya que las
agrupaciones aleatorias aumentan el compromiso con la tarea que se estd desarrollando y la
movilidad de los conocimientos (Liljedahl, 2016), lo que fomentaria la responsabilidad de los
futuros docentes con la evaluacion, enriqueciendo el analisis.

Junto con la resolucién a evaluar, a cada pareja se le entreg6é un documento con el enunciado
de la actividad Evaluacion entre pares (Figura 3.11).
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Ewvalna la resolucién del problema que se te entrega en documento aparte. Argumenta de
forma detallada dicha evaluacion.

(No escribir sobre el documento de resolucién del problema)
Figura 3.11. Indicaciones para la evaluacion por pares.

Las instrucciones no incluian ninguna indicacion concreta sobre como realizar la evaluacion,
ni criterios de evaluacion. Se decidid que asi fuera ya que el objetivo era identificar aquellos
aspectos que los futuros docentes tienen en cuenta cuando evaluan, por lo que cualquier
indicacion concreta sobre los aspectos a considerar contaminaria la informacion. Existen
investigaciones que sostienen que entregar o no criterios de evaluacion en una actividad de
evaluacion entre pares depende del contexto y las circunstancias en las que se desarrolle
(Jones y Alcock, 2014; Wyatt-Smith et al., 2010). Y, en el sentido del objetivo de esta
investigacion, Seifert y Feliks (2018) sostienen que, efectivamente, una rabrica podria limitar
consideraciones y puntos de vista adicionales e interesantes de los estudiantes.

La discusion mantenida por cada pareja evaluadora fue grabada en audio con el fin de obtener
el maximo detalle sobre su proceso de evaluacion. También se recogieron las respuestas al
documento de la actividad (Figura 3.11), sin embargo, no fueron utilizadas para el anélisis ya
que el detalle del proceso de evaluacion se encontrd en las grabaciones de audio y no en el
documento, que redactaban tras haber mantenido la discusién sobre la evaluacion. Solo se
hace referencia a estos documentos en el analisis del Caso 2, ya que uno de los evaluadores
realiza una representacion para apoyar su intervencion (seccion 5.1.2, Figura 5.1.2.1).

Los datos utilizados en esta segunda fase de la investigacion consisten en:

- La discusion mantenida por cada una de las 8 parejas evaluadoras mientras evaluaban
la resolucioén de un compafiero al problema.
- Las resoluciones de cada uno de los 16 participantes al problema.

Los datos principales en esta fase del estudio son las 8 discusiones grabadas en audio. Las
resoluciones del problema, analizadas en la primera fase de esta investigacion, se utilizan
como datos secundarios, para profundizar y triangular la informacion obtenida de los datos
principales.

3.4.2. Proceso de analisis de datos

Tal y como se indicod al comienzo de este capitulo, la investigacion se plante6d con un disefio
de estudio de casos. En total se definieron 8 casos, cada uno de los cuales involucra a tres
participantes: dos estudiantes que de forma conjunta evaluaron la resolucion que un
compafiero o compafiera habia dado al problema (los evaluadores), y el estudiante cuya
resolucion fue evaluada (el evaluado). En la Tabla 3.6 se observa la distribucion de los
participantes en cada uno de los casos, con su rol correspondiente.
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Tabla 3.6. Distribucion de los participantes por casos

EVALUADORES CODIGO EVALUADO/A
CASO 1 ; led‘r‘L gz Javier
CASO 2 hﬁiﬁl ;186 Antonio
CASO 3 Frg‘;‘g:"o Eg David
CASO 4 ﬁiillrcaa gi Maite
CASO 5 Antonio El Ménica
Javier E5
CASO 6 }{l‘ﬁg“ E; Yaiza
CASO 7 13\{/1;1;2 gg Sofia
CASO 8 ¥;°1;$2 Ei Manuel

El proceso de andlisis de esta segunda fase viene determinado por el segundo objetivo de
investigacion: Identificar qué aspectos de la resolucion del problema tienen en cuenta los
futuros docentes cuando actian como evaluadores, y analizar de qué forma utilizan sus
propias resoluciones para evaluar la de un compafero (si es que lo hacen), asi como el
caracter de sus intervenciones.

Para sistematizar este analisis y estudiar estos aspectos en profundidad, se transcribieron las
discusiones mantenidas por las 8 parejas evaluadoras durante la actividad de Evaluacion
entre pares. Cada transcripcion se dividioé en fragmentos que denominamos episodios, cada
uno de los cudles se analizo teniendo en cuenta tres variables:

1. En qué aspectos de la resolucion de problemas se centran los futuros docentes a la
hora de evaluar la solucion de un compafiero.

2. En qué resolucion o resoluciones se fijan.

3. Cudl es el caracter de los comentarios que hacen mientras evaltan.

Para codificar la primera de las variables se utilizaron las categorias de andlisis definidas en
la primera fase de la investigacion: Heuristicos, casos estudiados, representaciones,
soluciones, comprobacion de las soluciones 'y errores. La codificacion de la segunda variable
se hizo indicando si los evaluadores hacen referencia a la resolucion que estan evaluando o a
la suya propia. Por ultimo, para el caracter de los comentarios que realizan los evaluadores
consideramos tres categorias: interpretativo, valorativo o expositivo.

La Figura 3.12 muestra un esquema del proceso de analisis realizado en esta segunda fase de
la investigacion.
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En qué resolucidn se fijan

(la evaluada y/o alguna de las de

Tran scripcién Division en episodios Jos dos evaluadores)
bacid atendiendo a las categorias
g rapacion (heuristicos, representaciones, casos
- estudiados, soluciones, comprobacion Caracter de | tari
de a Ud 10 de las soluciones y errores) aracter de los comentarios
(interpretativo, valorativo o
expositivo)

Figura 3.12. Esquema del proceso de analisis de datos (Segunda fase).

A continuacidon se explica con mds detalle la forma de identificar los episodios en que se
divide cada transcripcion y el proceso de codificacion para cada una de las variables.

Episodios

La definicion de episodio empleada en esta investigacion estd sujeta a las categorias de
analisis de la primera variable de estudio: En qué aspectos de la resolucion de problemas se
centran los futuros docentes a la hora de evaluar la solucion de un compafiero. Asi, un
episodio esta constituido por un fragmento de discusion en el que los evaluadores hacen
referencia a una de las categorias definidas en el analisis de la primera fase de la
investigacion: Heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de
las soluciones y errores. Es decir, un episodio termina y empieza el siguiente cuando los
evaluadores cambian el foco a otra de las categorias. Veamos un ejemplo tomando el
siguiente fragmento de la transcripcion de una de las evaluaciones (Caso 7):

Yaiza: A lo mejor el procedimiento que empleo es un poco al azar. Pero la solucion
estd bien.

En esta intervencion, Yaiza (E12) estd evaluando la resolucion de Sofia (E15), quien
utilizando el heuristico ensayo y error va tomando distintas rectas y comprobando si tienen o
no dos puntos de interseccion con la parabola. En dicha intervencion se distinguen dos
episodios:

- Primer episodio: Corresponde a la frase “A lo mejor el procedimiento que empleo es
un poco al azar”. Donde, aunque utilice la palabra “procedimiento”, Yaiza hace
referencia al hecho de ir tomando rectas arbitrarias, es decir, al heuristico utilizado
por Sofia.

- Segundo episodio: Corresponde a la frase “Pero la solucion esta bien”. Donde,
explicitamente, se refiere a las soluciones.

Aspectos de la resolucion del problema en que se centra la evaluacion

Como ya se ha indicado, una de las variables que analizamos en el proceso de evaluacion
entre pares se refiere a aquellos aspectos de la resolucion de problemas que los evaluadores
toman en cuenta a la hora de hacer su valoracién. Del amplio conjunto de cosas que podrian
observarse en la resolucion de un problema, se decidié considerar las categorias ya empleadas
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en la primera fase de la investigacion: Heuristicos, casos estudiados, representaciones,
soluciones, comprobacion de las soluciones y errores. Ademas, se incluyd una categoria
denominada “Otros” para aquellos episodios que no hacen referencia a ninguno de los
aspectos anteriores.

La codificacion de esta variable se realiza de forma simultdnea a la definicion de los
episodios, puesto que las categorias antes mencionadas son las que determinan dichos
episodios. En el ejemplo anterior se evidencia la complejidad de la separacion en episodios,
encontrandonos en una misma intervencion con dos episodios diferentes. A esto hay que
anadir que, en muchas ocasiones, nos encontramos con fragmentos en los que resulta
complejo indicar una categoria determinada. Estas dificultades derivan de las caracteristicas
de los datos recogidos, por lo que se ha intentado definir una serie de indicadores que
permitan discernir la categoria a la que pertenece cada episodio.

La categoria heuristicos es una de las que mas dudas genera, pues no se trata de un término
que los participantes utilicen de manera explicita. Se codifican en esta categoria aquellos
episodios donde aparecen términos o expresiones relacionadas con las definiciones de cada
uno de los heuristicos que aparecen en la seccion 3.3.3, es decir, con la idea principal de en
qué consiste dicho heuristico, ya sea de forma explicita o implicita. En la Tabla 3.7 se
muestran algunos ejemplos de episodios segun el heuristico al que hacen referencia.

Tabla 3.7. Ejemplos de episodios clasificados en la categoria heuristicos.

EPISODIOS HEURISTICO
Maite: No sé, yo creo que fue probando, diciendo, tiene dos puntos de
corte, tiene dos puntos de corte... Ensayo y error
(tomar rectas y verificar si cortan
Yaiza: Utiliz6 el método de probar valores un poco. Escogio rectas y en dos puntos a la pardbola)

las compard, hizo una interseccion con la parabola.

Yolanda: A ver, yo creo que esta bien planteado y es una forma buena | Descomponer el problema en

de verlo. partes
Virginia: Si, porque es eso, el final lo generalizas de esta manera. (dividir en familias de rectas)

Marta: Es que lo primero que hizo si.

Manuel: Si. Igualar las ecuaciones. Suponer el problema resuelto

(tomar la expresion de una recta
general y=ax+b)

David: Aqui te da la funcion.
Sandra: Aqui interseca la recta con la parabola.
David: Si, una recta arbitraria y=ax+b.

David: Lo primero que hace es dibujar la parabola y buscar cortes. Dibujar una figura
(representacion grafica de la
Judith: Bueno, es una resolucion visual. parabola)
Generalizar
Marta: Yo primero hice 2. Puse y=6 y y=7. Y dije, si te das cuenta, (estudiar rectas particulares y
para y=n esto también te sirve. extender a un grupo mas amplio

con la misma caracteristica)
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En la categoria casos estudiados se consideran aquellas intervenciones donde los evaluadores
analizan o realizan alguna observacion sobre los casos presentados por su compafiero o
compaifiera (Tabla 3.8a-d) o hacen alguna mencidn a los casos que ellos mismos consideraron
al resolver el problema (Tabla 3.8¢). En algunas ocasiones los episodios unicamente indicaran
qué casos aparecen (Tabla 3.8a), en otros comprobaran si el caso estudiado es solucion o no
del problema (Tabla 3.8b) o mostraran dudas sobre algiin caso concreto que haya sido
estudiado por el evaluado (Tabla 3.8c) y en otros pueden estar haciendo referencia a la
necesidad de incluir mas casos (Tabla 3.8d).

Tabla 3.8. Ejemplos de episodios clasificados en la categoria casos estudiados.

Maite: Te esté diciendo: esta recta no corta, esta recta no corta, esta recta no corta. O sea, todas las que
van asi, no cortan. Vale, genial.

Yaiza: No, pero él empieza en el y=2. Bueno, eso es lo que estamos entendiendo nosotras porque pone
y=3, y=4 y ya esta. Luego, esta no corta, porque cogio una recta cualquiera. En esta digo existen dos
puntos, y en esta digo existen otros dos puntos y en esta, por ejemplo, digo pues no existe ningun
punto. Esta bien, en principio esta bien.

David: Y esta solo corta una vez, o sea, esta para la solucion no te vale. b

Yaiza: Es que no sé en qué se basod para coger y=4x. Y aqui mas de lo mismo. Aqui puso esta
ecuacion, que no sé de donde le vino la idea.

Yurena: Claro, esta coincide en dos puntos, esta también coincide en dos puntos. Pero no da la d
ecuacion general.

Yolanda: Y luego, a ver, ;qué es lo mas facil? Pues todas las rectas que son paralelas al eje. Primero
pensé eso y luego dije, vale, entonces ;como lo tengo que hacer?

En esta segunda fase de la investigacion, se considera que un episodio hace referencia a la
categoria representaciones cuando los evaluadores tratan aspectos concretos de una
representacion (puntos de corte, vértice de la parabola, pendiente de las rectas, resolucion de
una ecuacion, claridad de una explicacion...) (Tabla 3.9a), si valoran si dicha representacion
es o no correcta (Tabla 3.9b) o si mencionan la necesidad o importancia de alguna
representacion concreta (Tabla 3.9c).

Tabla 3.9. Ejemplos de episodios clasificados en la categoria representaciones.

Yaiza: Porque ademas la parabola en x no cortaba. En el y cortaba en 5.
Maite: ;En el y? a
Yaiza: En el y cortaba en el 5, o sea, que no cortaba en el cero. Y la x no tenia nada.

David: Hasta aqui esta perfecto, o sea, que no se ha equivocado en los calculos ni nada.
Sandra: ;Como que no se ha equivocado en los calculos? Aqui le falta una a, aqui abajo. b
David: No, esto es 2 por 1. Porque la variable es a.

Manuel: Si hubiera intentado detallar con palabras qué estaba haciendo, qué estaba intentando...
podriamos seguir el razonamiento. Pero hay un momento que yo no puedo seguirlo y no sé por qué c
hace las cosas que hace.

Esta categoria podria confundirse en algunos casos con la categoria heuristicos. Para evitar
dicha confusidon se establecid que un episodio se codificaria en la categoria heuristicos
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cuando hiciera referencia a aspectos generales (Tabla 3.10) mientras que se codificaria en la
categoria representaciones cuando hiciera mencion a aspectos concretos del procedimiento de
resolucion (Tabla 3.9).

Tabla 3.10. Ejemplos de episodios clasificados en la categoria heuristicos.

David: Lo primero que hace es dibujar la parabola y buscar cortes.

Judith: Bueno, es una resolucion visual.

Ademas, en esta categoria distinguimos los episodios segun se refieran a la representacion
grdfica, tabular, simbdlica o verbal.

La categoria representacion grafica incluye los episodios referentes a aspectos concretos de la
representacion grafica de la parabola y/o rectas (puntos de corte, vértice de la parabola,
pendiente de las rectas,...) (Tabla 3.11).

Tabla 3.11. Ejemplos de episodios clasificados en la categoria representaciones (grdfica).

Sandra: Esta cambiando la pendiente de la recta.
David: Si, el ratio en el que hay dos puntos.
Sandra: Intentando ver si es para arriba o para abajo.

Yaiza: Porque ademas la pardbola en x no cortaba. En el y cortaba en 5.
Maite: ;En el y?
Yaiza: En el y cortaba en el 5, o sea, que no cortaba en el cero. Y la x no tenia nada.

Judith: Pues en primer lugar la grafica bien dibujada.

En la categoria representacion tabular se consideran aquellos episodios que hacen referencia
a la tabla de valores empleada para recoger las coordenadas de puntos pertinentes a la
parabola (Tabla 3.12).

Tabla 3.12. Ejemplos de episodios clasificados en la categoria representaciones (tabular)

Mbonica: Y después hace una tabla de coordenadas y le da varios valores a la x y después va calculando los
valores que tiene y en esta parabola.

Zahira: Esta parte yo creo que esta bien, ;no? Porque asi va sacando puntos de la parabola que puede utilizar
para luego la interseccion, luego poder coger varios puntos.
Mbnica: Si.

Dentro de representacion simbolica se consideran todos aquellos episodios que traten de los
calculos o de expresiones concretas realizadas en lenguaje algebraico (Tabla 3.13).

Se consideran episodios en la categoria representacion verbal aquellos que hacen referencia a
justificaciones o explicaciones con palabras, ya sean que se encuentran en la resolucion o que
sefnalan su ausencia (Tabla 3.14).
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Tabla 3.13. Ejemplos de episodios clasificados en la categoria representaciones (simbdlica).

Sandra: A ver, voy a ver si los calculos estan bien. ;Y aqui la @ la dejo atras? El signo del discriminante es lo
que te importa, esto esta aqui.

David: Hasta aqui esta perfecto, o sea, que no se ha equivocado en los calculos ni nada.

Sandra: ;Como que no se ha equivocado en los calculos? Aqui le falta una a, aqui abajo. David: No, esto es
2 por 1. Porque la variable es a.

Marta: Entonces, una vez resuelve la inecuacion y despeja el valor de a, que le queda en funcion de b. Luego
intenta calcular... bueno, o...

Manuel: Seguir estudiando, por casos, en funcion de los valores que puede asignarle a b. Eso es lo que
intenta. Y se queda en el primero.

Marta: Pero es que, por ejemplo, calcula para b igual 0. Pero no se da cuenta que la b=0 no cumple la
inecuacion.

Manuel: Claro, es que aqui... Porque si llegas hasta aqui mas o menos bien, si b es igual a cero...

Yaiza: Ah, vale, vale. Y entonces aqui, cuando es tres, lo paso para aqui... Para resolverlo por la ecuacion. Y
hallé los dos puntos. Pero espera, (por qué le dio eso 2 y esto 2 y te pone el 4?... Pero, ;como llega luego
aqui? O sea, ;para qué necesitaba lo anterior?

Tabla 3.14. Ejemplos de episodios clasificados en la categoria representaciones (verbal).

Sandra: Lo que parece que lo tiene explicado, pero después te das cuenta que no lo tiene explicado, lo que esta
haciendo. O sea, eso esta bien, todo esto bien, pero aqui otra vez escribe exactamente lo mismo y sin sentido.

Manuel: Si hubiera intentado detallar con palabras qué estaba haciendo, qué estaba intentando... podriamos
seguir el razonamiento. Pero hay un momento que yo no puedo seguirlo y no sé por qué hace las cosas que
hace.

Yurena: ;Qué mas?

Judith: Bueno, a parte de lo positivo, yo diria que es bastante claro. Que no se pierde, que no escribe en
diferentes sitios lo mismo,...

Yurena: Si, bien redactado.

En cuanto a la categoria soluciones, se codifica un episodio en esta categoria cuando en el
mismo se comentan o analizan aspectos concretos de las soluciones, por ejemplo, si
simplemente las indican (Tabla 3.15a), si valoran si son correctas (Tabla 3.15b) o si echan en
falta alguna solucion (Tabla 3.15¢-d).

Tabla 3.15. Ejemplos de episodios clasificados en la categoria soluciones.

Yurena: Y pone dos ejemplos de rectas.
Judith: Si. Pone una recta, tal... Y otra que pasa por el punto 5.

Monica: Entonces estaria perfecto, porque ha encontrado tres rectas que intersectan a la parabola en b
dos puntos.

Manuel: En cualquier caso, yo le veo cosas. Que ni siquiera llega a especificar una solucion concreta.

Porque queda un poco genérico.
Marta: No, y aparte, yo por ejemplo creo que esta dando como solucion la b igual cero y en verdad no
es solucion, porque ni siquiera cumple lo que €l puso (o ella).

Zahira: Es verdad que para llegar a una forma general y demostrarlo realmente, que se verifica para d
todos los puntos que contenga la parabola, a lo mejor si seria mejor.

En la categoria comprobacion de soluciones se incluiran episodios donde hablen de la
comprobacion presente en la resolucion evaluada (Tabla 3.16a) o expresen que echan en falta
alguna comprobacion (Tabla 3.16b-c). No pertenecen a esta categoria aquellos episodios
referentes a los cdlculos realizados durante el proceso de comprobaciéon y que serdn
clasificados en la categoria representacion simbdlica.
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Tabla 3.16. Ejemplos de episodios clasificados en la categoria comprobacion de soluciones.

Sofia: Y luego aqui simplemente lo comprueba, ;jno? ;O estas son distintas? No, vale, esta
comprobando que las que habia dado...

Francisco: Tienen dos soluciones. Vale. Quizas ni siquiera hacia falta, pero vale. Esta bien.

Sofia: Si, si. Realmente, esta bien que lo compruebe, pero...

Marta: Es que yo creo que luego ¢l no comprueba cuando la b es cero.
Manuel: No, no, no sé. No sé como, ni cuando procedia...

Zahira: Pero le faltaria esto del final. Comprobar que es cierto esto, lo de que todas las rectas de la
forma y=mx+5 y que cumplen los otros puntos también esta recta, ;no?

Por ultimo, en la categoria errores se incluiran episodios que hagan referencia a los errores
realmente cometidos por el resolutor (Tabla 3.17). No se tendrdn en cuenta en esta categoria
aquellos errores que los evaluadores, incorrectamente, atribuyan a la resolucion evaluada.

Tabla 3.17. Ejemplos de episodios clasificados en la categoria errores.

David: Puso aqui mayor o igual que cero, pero tiene que ser mayor que cero, porque si se queda igual, te queda
una solucidn doble y entonces eso es un corte solo. Bueno, a ver si después se da cuenta.

David: Y aqui sigue con lo de “tendra sentido cuando sea mayor o igual que cero”

Sandra: Lo mismo que habia dicho aqui.

David: Claro. No se ha dado cuenta de que con lo de igual a cero... Bueno, no sé si se ha dado cuenta o lo
escribi6 en la hoja por inercia, cuando vea el problema te lo puedo decir mejor.

Ademas, se afiadié una nueva categoria denominada otros. Pues se encontraron episodios en
los que no hacian referencia a ninguna de las categorias establecidas. Estos episodios se
clasifican en dos grupos: los que hacen referencia a la resolucion evaluada pero no son
clasificables en las categorias anteriores (otorgar una calificacion a la resolucion o evaluarla
de manera global (Tabla 3.18a-b-c)) y los que hacen referencia a otros aspectos ajenos a las
resoluciones (enunciado del problema (Tabla 3.18d-e), dudas sobre el propio proceso de
evaluacion (Tabla 3.18f), el tiempo disponible para resolver (Tabla 3.18g)).

Tabla 3.18. Ejemplos de episodios clasificados en la categoria otros.

Antonio: Tenemos que evaluarlo, se supone. ;Qué le pones?, jun 5? a
Yaiza: Y por tanto, ;tiene un 10? b
Francisco: ;Qué ponemos? ;Que esta perfecto y ya esta? c

David: Si, pero en el enunciado del problema, si no recuerdo mal, te dice que tienes que dar dos d
rectas que corten dos veces.

Zahira: Hombre, no me queda claro, si con el enunciado lo que te pide es una forma general de todas

. €
las rectas o especificar alguna en concreto.

Yaiza: Yo no sé como evaluar. No sé si poner estd bien o esta mal, o describir lo que la persona esta £
haciendo. Pero es que a eso no le veo sentido, ;jno?

Zahira: Hombre, es verdad, que tampoco mucho tiempo dio. g

Uso de la propia resolucion en la evaluacion de un par

Cuando los evaluadores discuten sobre alguna de las categorias anteriores, sus comentarios
pueden estar referidos tanto a la resolucion evaluada como a sus propias resoluciones,
informacion que se recoge en una nueva variable de analisis. La codificacion de esta variable
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puede tomar tres valores, que se corresponden con cada una de las tres resoluciones
involucradas en cada caso: la del participante evaluado y/o la de alguno de los dos
evaluadores. Quedan excluidos de esta nueva clasificacion aquellos episodios de la categoria
otros que no hacen referencia a aspectos propios de los procesos de resolucion (enunciado del
enunciado del problema, dudas sobre el propio proceso de evaluacion, tiempo disponible para
resolver).

Asi, en la codificacion de cada episodio se indica a qué resolucion o resoluciones se esta
haciendo referencia, pudiendo ser solo una (Tabla 3.19a) o varias (Tabla 3.19b).

Tabla 3.19. Ejemplos de episodios en los que hace referencia a una o varias resoluciones.

Marta: Yo primero hice 2. Puse y=6 y y=7. Lo comprobé. Y dije, si te das cuenta, para y=n esto
también te sirve.

Manuel: No, es que... Claro. Yo no encontré todas las soluciones.
Marta: Ah no. Yo tampoco.

Manuel: Yo hice una cosa muy sencilla pero no tiene nada que ver con esto. Yo encontré infinitas b
soluciones que eran todas paralelas al eje horizontal.

Marta: Yo también. Yo me quedé ahi. Tu porque no te cabian mas.

En algunas ocasiones se hace una mencion explicita a las resoluciones de los propios
evaluadores (Tabla 3.19); en otras ocasiones la mencion es implicita. En esta parte del
andlisis es donde mas importancia recobra el uso de las 16 resoluciones del problema como
datos secundarios, puesto que permite identificar momentos en los que los evaluadores estan
haciendo referencia a sus propias resoluciones.

Por ejemplo, el episodio de la Tabla 3.20 muestra una parte de la discusion mantenida entre
Yaiza y Maite (Caso 7) mientras evallian la resolucion de Sofia (E15). Para dar contexto a la
situacion presentada: Yaiza (E12), en su resolucion, representd graficamente la parabola
(Figura 4.1.64), mostrando que no tiene puntos de interseccion con el eje de abscisas y corta
al eje de ordenadas en el punto (0,5); la resolucion de Sofia (E15) no incluye ninguna
representacion grafica, toda la resolucion la hace empleando las representaciones simbdlica y
verbal (seccion 4.1.15). En el episodio mostrado como ejemplo, Yaiza explica a su
compaiiera qué ocurre con los puntos de corte de la pardbola con los ejes, lo que muestra que
no se esta refiriendo a ninguno de los aspectos de la resolucion evaluada sino, de manera
implicita, a su propia resolucion.

Tabla 3.20. Ejemplo donde una evaluadora hace referencia implicita a su propia resolucion.

Yaiza: Porque ademads la parabola en x no cortaba. En el y cortaba en 5.
Maite: ;En el y?
Yaiza: En el y cortaba en el 5, o sea, que no cortaba en el cero. Y la x no tenia nada.

Este analisis nos permite estudiar de qué manera los futuros docentes usan sus propias
resoluciones para evaluar la resolucion de sus compaieros.
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Caracter de los episodios

La tercera y ultima caracteristica que se codifico en cada episodio fue el caracter de las
intervenciones realizadas por la pareja evaluadora. Para esta variable se consideraron tres
categorias, distinguiendo tres tipos de episodios: Interpretativo, valorativo y expositivo. Estas
categorias se han definido a partir de las descritas por vas Es y Sherin (2010) al observar
como profesores de educacidn primaria analizaron aspectos de su practica docente
(describiendo, interpretando o evaluando). Estas autoras clasificaron en describir aquellas
intervenciones donde se relatan hechos ocurridos; en evaluar aquellas afirmaciones en las que
los docentes comentaban lo que estaba bien o mal o lo que se deberia haber hecho de otra
manera; y en interpretar incluyeron las intervenciones donde los profesores intentaron hacer
inferencias sobre lo que observaron, es decir, a partir de lo que observaban formularon
hipdtesis sobre por qué estaba ocurriendo. Asi, para esta investigacion se establece que un
episodio es:

- Interpretativo: cuando los participantes hacen inferencias sobre lo que observan en la
resolucion que estan evaluando (Tabla 3.21a) o intentan comprender alguno de los
pasos dados en ella (Tabla 3.21b)

Tabla 3.21. Ejemplos de episodios con caracter interpretativo.

Sandra: Esta cambiando la pendiente de la recta.
David: Si, el ratio en el que hay dos puntos. a
Sandra: Intentando ver si es para arriba o para abajo.

Antonio: Esta parte no la entiendo muy bien. ;Sacd dos puntos, los unié y creé la recta?
Javier: Claro. Sac6 dos puntos que pertenecen a la parabola.

Antonio: Vale, si. Creo6 la recta con los puntos. b
Javier: Si

Antonio: ;Un punto y el vector director? Es que no, ;es otro método? Es que no lo entiendo.
Javier: No, no. Al igual que el primero

- Valorativo: cuando declaran que algo es correcto o incorrecto (Tabla 3.22a-b) o
destacan aspectos que, a su juicio, faltan en la resolucion evaluada (Tabla 3.22c-d).

Tabla 3.22. Ejemplos de episodios con caracter valorativo.

Yaiza: Pero la solucion esta bien.
Maite: Hecho esta.

Maite: Si, claro, pero no me cuadra este tres. Deberia haber un 5.
Yaiza: Se equivocoé. Claro, los dos puntos de interseccion que obtuvo estan mal. Creo yo. b
Maite: Si, si, por eso.

Yaiza: Pero no me explica como llegd a esta ecuacion y a esta ecuacion. c

Zahira: Pero tampoco demuestra que los otros puntos verifican esta ecuacion. Entonces yo
creo que ahi también faltaria esa parte. Porque t0 realmente lo que quieres es que se cortenen | d
dos puntos. Entonces, también se tiene que verificar que el otro punto dé la igualdad.
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- Expositivo: Cuando leen o describen partes de la resolucion (Tabla 3.23a-b) o cuando
explican algiin aspecto de su propia resolucioén sin que interfiera en el proceso de
evaluacion (Tabla 3.23c-d).

Tabla 3.23. Ejemplos de episodios con caracter expositivo.

Yurena: Y ahora “queremos dos rectas con dos puntos de interseccion con la parabola” a

Yolanda: En primer lugar hace lo de las rectas paralelas al eje x. b

Marta: Yo primero hice 2. Puse y=6 y y=7. Lo comprobé. Y dije, si te das cuenta, para y=n
esto también te sirve.

Javier: A ver, yo no supe terminar de hacerlo.
: . d
Antonio: Yo tampoco lo acabé.

El caracter es atribuible a todos los episodios de las categorias heuristicos, casos estudiados,
representaciones, soluciones, comprobacion de soluciones 'y errores. En cuanto a la categoria
otros, encontramos dos tipos de episodios: los que hacen referencia a la resolucion evaluada
pero no son clasificables en las categorias anteriores y los que hacen referencia a otros
aspectos ajenos a las resoluciones. De estos episodios, Unicamente se podra asignar caracter a
aquellos que hacen referencia a las resolucion evaluada (otorgar una calificacion a la
resolucion o evaluarla de manera global) y no a aquellos relacionados con aspectos externos
(enunciado del problema, dudas sobre el propio proceso de evaluacion, el tiempo disponible
para resolver).

La Figura 3.13 (fragmento extraido del Anexo A.2.1) muestra un ejemplo de codificacion. Se
trata de la transcripcion de una parte de la discusion mantenida entre Marta y Manuel al
evaluar la resolucién de su compaiiero Antonio (Caso 2). En ella se puede ver la divisién por
episodios y, en cada uno de ellos, la categoria a la que se refiere, la resolucion o resoluciones
con la que esté relacionado y su carcter.

SOLUCIGN A LA QUE SE REFIEREN CATEGORIAS
COMPROBACION

TRANSCRIPCION Evaliado  Evaluadora  Evaluador CASO:
i Mara Manel | MEURISTICOS oot o REPRESENTACIONES SOLUCIONES [p'corcionps  ERRORES OTROS

Grifica Simbélica Verbal

digo porque este enfoque para mi no cs ¢l que. .. yo queria pasar
abi y lucgo generalizer. Pero 10 llcgué a gencralizar, no s¢ si por falta de X X E

me queda un poca lejos, porque ademis no 1o veo. No veo
ien en principio

bien qu

Marta: No I tampoco representar nada grifieamente
ereo que cuesta mucho mis.

X v

Figura 3.13. Ejemplo de codificacion.
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Capitulo 4
ANALISIS DE LOS DATOS. PRIMERA FASE

En este capitulo se presenta el andlisis de los datos de la primera fase de la investigacion:
las resoluciones del problema. En primer lugar, se muestra un estudio individual de cada
resolucion, mostrando, primero, de forma descriptiva los pasos seguidos por cada estudiante
y, posteriormente, el estudio de cada resolucion atendiendo a las categorias de andalisis
(heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones
v errores). En segundo lugar, se muestra un andalisis conjunto de todas las respuestas con
foco, también, en las categorias de andlisis, con el proposito de encontrar similitudes y
diferencias entre ellas.

4.1. Analisis individual de las resoluciones

En esta seccion se presenta el analisis detallado de cada una de las resoluciones entregadas
por los 16 participantes. En primer lugar, se expone un andlisis descriptivo, donde se
examinan en detalle los pasos seguidos por el estudiante en su proceso de resolucion. Y, en
segundo lugar, se estudia la resolucion atendiendo a las categorias de analisis: heuristicos,
casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones 'y errores.
Algunos resultados preliminares de este analisis fueron publicados en los trabajos
de-Armas-Gonzalez et al. (2022a, 2022b). El primero de ellos se centrd, principalmente, en
dos aspectos de las resoluciones. Por un lado, se analizd la estrategia elegida para su
resolucion, diferenciando si intentaban encontrar condiciones generales para todas las rectas
solucion posibles o si, por el contrario, intentaban encontrar soluciones de rectas particulares.
Por otro lado, se analiz6 si hacian uso de la representacion grafica de la parabola o si solo
incluian representaciones simbolicas en todo el proceso. En el segundo trabajo se profundizo
en las diferentes estrategias utilizadas para encontrar tanto las rectas particulares como
generales, asi como en los errores cometidos en la representacion grafica de la parabola.

4.1.1 Resolucion de Antonio (E1)

Descripcidn de la resolucion de Antonio

Antonio comienza considerando la ecuacion explicita de una recta, y=ax+b, e igualandola a
la ecuacion de la parabola dada en el enunciado (Figura 4.1.1). Transpone los términos del
segundo al primer miembro de la ecuacion, cometiendo un error con el signo del parametro b
que arrastra a lo largo de toda la resolucion.
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Figura 4.1.1. Igualacion de la recta y=ax+b y la parabola. Resolucion de Antonio.

A continuacion, resuelve la ecuacion de segundo grado resultante en funcion de los
parametros a y b, afirmando que, en los casos que la ecuacidn tenga dos soluciones, la recta y
la pardbola tendran dos puntos de interseccion (Figura 4.1.2). Senala, también, que esto
ocurrira cuando el discriminante de la ecuacion sea mayor que cero.

B continvecivn fesobemeos la eacten co -‘“’i-"““"'fé"' grado y
cromitle haya des seluctones pate valeres de o 7 ‘é’ N, -r’"-/”ff et
K24 la pecta intersocte a ta ﬂxi'."&/\/ﬁ en clos pow bs Lsade

/ yy A
ceavele Gn salocion st debéc

- .- de dovdro de La
~ (8-al 1 \Jfa2= y.4.(5¢b)

x = —_—

4 .
fr/m"w,’/(- fa J‘;Pr{f T S@q hatyon
2 Q2 coke hobred dor %fxmf-?ﬁ

Figura 4.1.2. Resolucién de la ecuacion segundo grado. Resolucion de Antonio.

Plantea, entonces, la inecuacion para que dicho discriminante sea mayor que cero,

cometiendo un nuevo error al expandir la expresion (4 — a)z, escribiendo 4a donde deberia
escribir 8a (Figura 4.1.3). Para resolver dicha inecuacidn, intenta obtener los valores del
parametro a en términos de b. Para ello, calcula los valores para los que se cumple la
igualdad, equivocandose nuevamente escribiendo 16b donde deberia escribir 32 + 16b,
segun su resolucion (Figura 4.1.3).

A6-4d ta®-20-Ub 20 ¥ Ua-Ulbed]>0

az 4T i+ @ lbed) = 4F V+Aép - 212VUFk

= 7y
Figura 4.1.3. Resolucion de la inecuacion del discriminante. Resolucion de Antonio.

Por ultimo, estudia los valores que se obtienen para a en funcién de los posibles valores de b.
Comienza analizando el caso h=0 (Figura 4.1.4). Reescribe la inecuacion del discriminante
sustituyendo dicho valor de b, resuelve la ecuacion correspondiente de considerar la igualdad
y determina graficamente en la recta real, sin recoger ningin calculo, el signo que tendria la
expresion algebraica de la inecuacion en cada uno de los tres intervalos en los que se dividen
los posibles valores de a. Teniendo en cuenta los signos obtenidos, indica los valores solucion
de a para el caso b=0.
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Figura 4.1.4. Bisqueda de los valores de a para h=0. Resolucién de Antonio.

El caso <0, aparece tachado y no lo desarrolla (Figura 4.1.5), quizas porque se da cuenta de
que se obtendria la raiz cuadrada de un nimero negativo (Figura 4.1.3). Estudia, entonces, el

caso b>0. Considera los valores que anulan el primer discriminante (Figura 4.1.2), 2 — 2\/5

y 2+ 2\/5 segun sus calculos, y estudia el signo que tendria la expresion algebraica de la
inecuacion en cada uno de los tres intervalos en los que queda dividida la recta real (Figura
4.1.5). Para ello, sustituye el valor — 2+/b, que es menor que 2 — 2\/5 y que se encontraria
en el primero de los tres intervalos, en la expresion algebraica del primer discriminante
(Figura 4.1.2) e indica que la expresion obtenida es mayor que cero, sin justificarlo (Figura
4.1.5). De hecho, esta conclusion es erronea ya que, por ejemplo, para b=% el resultado es
menor que cero. Este es el Unico calculo que realiza para determinar el signo en los
intervalos. Termina su resolucion indicando los valores de a para los que el discriminante es
mayor que cero en funcion del parametro b, cuando b>0.

bed ¥7? _

" S 1 ) . ( ) F__ L Al =D

(~2 V)% @ (-2UT ) -Yb~4=+1b t&JL b4 2
=Y 22Uy ( EO

Cugundo  ge (<& 2~ 2Jp) U (24200 )

Figura 4.1.5. Bisqueda de los valores de a para b>0. Resolucién de Antonio.

Analisis de la resolucion de Antonio

Atendiendo a las categorias de analisis, Antonio hace uso del heuristico suponer el problema
resuelto, ya que considera una recta general, y=ax+b, y busca las condiciones que deben
cumplir los pardmetros a y b para que cumpla el enunciado del problema.

El caso estudiado por Antonio es la ecuacion explicita de una recta, y=ax+>b.
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En cuanto a las representaciones utilizadas, hace uso de la representacion simbolica y la
representacion verbal. La primera la utiliza para presentar las ecuaciones y para expresar los
calculos necesarios en la busqueda de condiciones (Figuras 4.1.1-4.1.5). La segunda de ellas
se observa cuando explica los pasos que va a realizar (Figuras 4.1.1 y 4.1.2).

Antonio obtiene como soluciones las rectas y=ax+b con
a€ (— o 2 — \/g) U+ \/g, ©) 'y b=0; 'y las rectas y=axtb con

a€ (— oo 2 — 2\/5) U2+ 2\/5, ) y b>0. Estas soluciones no son correctas debido a
los errores que comete a lo largo de su resolucion. Ademads, no realiza ninguna comprobacion
de las soluciones.

Por ultimo, como se ha ido observando, comete tres errores de célculo: transponiendo los

términos en la primera ecuacion planteada (Figura 4.1.1), resolviendo (4 — a)2 y

16 + 4-4(b + 1) (Figura 4.1.3), y afirmando que 4b + 8/b — 4b — 4 > 0 (Figura
4.1.5). Estos errores hacen que las soluciones también sean incorrectas.

En la Tabla 4.1.1 se muestra un resumen de la resoluciéon de Antonio atendiendo a las
categorias de analisis.

Tabla 4.1.1. Resumen de la resolucion de Antonio.

Heuristicos 1. Suponer el problema resuelto

Casos estudiados | y=ax+b

Representaciones | Simbolica y verbal

y=ax+b,cona € (— o, 2 — \/g) U2+ \/§ )y b=0

Soluciones
y=ax+b, cona € (= ®, 2 — 24/b) U (2 + 2+/b, ®) y b>0

Comprobacion

. No
de soluciones

Transponiendo los términos en la primera ecuacion planteada (Figura
4.1.1)

Resolviendo (4 — @)’y 16 + 4-4(b + 1) (Figura 4.1.3)
Afirmando que 4b + 8\/5 — 4b — 4 > 0 (Figura4.1.5)

Errores

4.1.2 Resolucion de Victoria (E2)

Descripcidn de la resolucion de Victoria

Victoria resuelve el problema de forma similar a Antonio (E1). Comienza considerando la
ecuacion explicita de una recta, y=ax+b, e indicando que los puntos de interseccion deben
verificar tanto la ecuacion de la recta como la de la parébola (Figura 4.1.6).

80



Capitulo 4
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Figura 4.1.6. Establecimiento de la recta y=ax+b. Resolucion de Victoria (E2).

Iguala ambas ecuaciones, obteniendo una ecuacion de segundo grado que resuelve en funcion
de los parametros a y b de la ecuacion de la recta (Figura 4.1.7).

For 2 g« ax+b = X p Uy a5 ®p(M-ayx +S-b:= o
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Figura 4.1.7. Igualacion de la recta y=ax+b y la pardbola. Resolucion de la ecuacion de
segundo grado. Resolucion de Victoria.

A continuacion, analiza las soluciones en funcion de diferentes valores del discriminante de
la ecuacion cuadratica. Afirma que si el discriminante es igual a cero, solo existiria un punto
de interseccion (Figura 4.1.8).

Mralice™on  ohen sohacie~ . G, el d.gg‘.p«-‘.(\w‘\{ (a}'_%&-—uJ-‘-'\b)
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or — Qo —~naub -0

Figura 4.1.8. Estudio de las soluciones de la ecuacion para el discriminante nulo. Resolucion
de Victoria.

Afirma también, que si el discriminante no es igual a cero, serian dos los puntos de corte,
descartando por ello los valores para los que el discriminante es nulo (Figura 4.1.9). Esta
afirmacién es incorrecta ya que si el discriminante es menor que cero no existen puntos de
interseccion entre la recta y la parabola, caso que no tiene en cuenta.
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Figura 4.1.9. Estudio de las soluciones para el discriminante no nulo. Resolucion de Victoria.

Por ultimo, concluye que las rectas que tienen dos puntos de interseccion con la parabola son
aquellas rectas de la forma y=ax+b, que verifican que el discriminante es distinto de cero
(Figura 4.1.10), manteniendo el error mencionado anteriormente. Con esto, Victoria finaliza
su resolucion.
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Figura 4.1.10. Presentacion de soluciones con las condiciones para a y b. Resolucion de
Victoria.

Analisis de la resolucion de Victoria

Atendiendo a las categorias de analisis, el heuristico utilizado por Victoria es suponer el
problema resuelto, pues considera una recta general, y=ax+b, y busca las condiciones que
deben verificar a y b para que cumpla el enunciado del problema.

El caso estudiado por Victoria es la ecuacion explicita de una recta, y=ax+b.

En cuanto a las representaciones, hace uso de la representacion simbdlica y la representacion
verbal. La primera la utiliza para presentar las ecuaciones y para realizar los calculos
necesarios en la busqueda de condiciones para los pardmetros a y b (Figuras 4.1.6-4.1.10). La
segunda de ellas aparece para justificar tanto los pasos que realiza como para indicar las
rectas que son y las que no son soluciones del problema (Figuras 4.1.6-4.1.10).

S . 2 .
Victoria da como soluciones las rectas y=ax+bcona — 8a — 4 + 4b # 0, condicioén que
no es correcta como ya se ha comentado. Ademas, no realiza ninguna comprobacion de las
soluciones obtenidas.

Por ultimo, comete un error al afirmar que cuando el discriminante es distinto de cero las
rectas y la paradbola tendran dos puntos de interseccion, incluyendo en sus soluciones las
rectas que no cortan a la parabola en ningin punto, resultantes de los valores de a y b que
hacen que el discriminante sea menor estricto que cero.

En la Tabla 4.1.2 se muestra un resumen de la resolucion de Victoria atendiendo a las
categorias de analisis.

82



Capitulo 4

Tabla 4.1.2. Resumen de la resolucion de Victoria.

Heuristicos 1. Suponer el problema resuelto

Casos estudiados | y=ax+b

Representaciones | Simbolica y verbal

Soluciones y=ax+b, con " —8a—4+4b # 0

Comprobacion

. No
de soluciones

No descarta las soluciones que hacen el discriminante menor que cero

Errores . . oy ,
y que, por tanto, no tienen puntos de interseccion con la parébola.

4.1.3 Resolucion de David (E3)

Descripcién de la resolucién de David

David comienza su resolucion de la misma forma que lo hacen Antonio (E1) y Victoria (E2).
Considera la ecuacion explicita de una recta, y=ax+b, y plantea el sistema de ecuaciones
entre esta recta y la parabola (Figura 4.1.11).
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Figura 4.1.11. Sistema de ecuaciones entre la ecuacion de una recta y=ax+b y la parébola.
Resolucion de David.

Iguala ambas ecuaciones y resuelve la ecuacion de segundo grado resultante en funcion de los
parametros a y b de la recta (Figura 4.1.12).
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Figura 4.1.12. Resolucion del sistema de ecuaciones. Resolucion de David.
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A continuacidn, afirma que para que existan dos soluciones reales, esto es, que la recta y la
pardbola tengan dos puntos de interseccion, el discriminante de la ecuacion cuadrética debe
ser mayor que cero. Asi, obtiene una relacion para los valores de a y b (Figura 4.1.13).
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Figura 4.1.13. Resolucion de la inecuacion del discriminante. Resolucion de David.

A partir de este punto, la resolucion de David (E3) se diferencia de las de Antonio (E1) y
Victoria (E2), pues plantea dos valores concretos de @ y b que cumplan la inecuacion,
comprobando que se cumple la condicion encontrada, y construye las ecuaciones de las rectas
correspondientes a dichos valores de a y b (Figura 4.1.14).
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Figura 4.1.14. Presentacion de dos rectas particulares. Resolucion de David.

Por ultimo, verifica que estas dos rectas tienen, cada una, dos puntos de interseccion con la
parabola, planteando el sistema de ecuaciones y calculando los puntos de corte (Figura
4.1.15). Las coordenadas de los puntos de corte de la segunda recta con la parabola son
incorrectas, pues la segunda coordenada en ambos puntos es errénea. Con estas
comprobaciones termina su resolucion.
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Figura 4.1.15. Comprobacion de las soluciones. Resolucion de David.
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Analisis de la resolucion de David

En relacion con las categorias de analisis, David utiliza dos heuristicos: suponer el problema
resuelto y ensayo y error. Su proceso de resolucion comienza con el heuristico suponer el
problema resuelto, tomando una recta general, y=ax+b, y buscando las condiciones para a 'y
b que hacen que cumpla el enunciado del problema. Llegado un punto de este proceso, utiliza
el heuristico ensayo y error para obtener dos valores concretos de a y b que cumplan las
condiciones obtenidas anteriormente y construir las rectas correspondientes.

Los casos estudiados por David son la ecuacion explicita de una recta, y=ax+b, que deja
incompleto y analiza dos rectas particulares: y=x+3 e y=-2x+1.

El alumno utiliza la representacion simbdlica para presentar las ecuaciones (Figuras 4.1.11 y
4.1.14), para realizar los célculos necesarios en la busqueda de condiciones (Figuras 4.1.12 y
4.1.13) y en la verificacion de las soluciones (Figura 4.1.15). Y la representacion verbal la

usa para indicar los pasos que va a dar y para mostrar las conclusiones de sus célculos
(Figuras 4.1.11-4.1.15).

David da como soluciones las rectas y=x+3 e y=-2x+1. Y realiza la comprobacion de ambas
rectas.

Por ultimo, comete un error al calcular los puntos de corte de la recta y=-2x+/ con la
parabola, siendo incorrecta la segunda coordenada de ambos puntos de interseccion.

En la Tabla 4.1.3 se muestra un resumen de la resolucion de David atendiendo a las
categorias de analisis.

Tabla 4.1.3. Resumen de la resolucion de David.

1. Suponer el problema resuelto

Heuristicos 2. Ensayo y error
y=ax+b
Casos estudiados | y=x+3
y=-2x+1

Representaciones | Simbolica y verbal

y=x+3

Soluciones y=-2x+1

Comprobacion | y=x+3
de soluciones | y=-2x+/

Segunda coordenada de los puntos de interseccion de la recta

Errores y=-2x+1y la parabola.
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4.1.4 Resolucion de Yolanda (E4)

Descripcion de la resolucion de Yolanda

Yolanda comienza la resolucion planteando el sistema de ecuaciones entre la ecuacion
explicita de una recta, y=mx+b, y la ecuacion de la parabola (Figura 4.1.16), igual que
Antonio (E1), Victoria (E2) y David (E3). Como puede verse en la Figura 4.1.16, la
estudiante se equivoca al transcribir la ecuaciéon de la pardbola, tomando como término
independiente de esta el parametro b, haciéndolo coincidir con el término independiente de la
ecuacion explicita de la recta que ha considerado. Iguala ambas ecuaciones y resuelve la
ecuacion de segundo grado resultante en funcidon de m, puesto que, debido al error cometido,
el parametro b se elimina (Figura 4.1.16).

\'\T e > DA = X ToNx A =D % ANy~ =0 =
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Figura 4.1.16. Sistema de ecuaciones entre la ecuacion de una recta y=mx+b y la paradbola
(error de transcripcion). Resolucion de Yolanda.

Entonces, cambia de estrategia y realiza la representacion grafica de la parabola. Sin indicar
ningun tipo de calculo, sefiala varios puntos de la parabola en unos ejes de coordenadas
cartesianos y la representa graficamente apoyandose en dichos puntos (Figura 4.1.17).

G K ATA RICA € AR & QA v ola o

Figura 4.1.17. Representacion grafica de la parabola. Resolucion de Yolanda.

Por ultimo, afirma que las rectas paralelas al eje OX de la forma y=k, con k>1, tienen dos
puntos de interseccion con la parabola (Figura 4.1.18). Finalizando asi su resolucion.

Figura 4.1.18. Presentacion de soluciones horizontales. Resolucion de Yolanda.
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Analisis de la resolucion de Yolanda

Analizando la resolucion segun las categorias de analisis, observamos que Yolanda hace uso
de dos heuristicos independientes. Comienza con el heuristico suponer el problema resuelto
al tomar una recta general e intentar buscar las condiciones que deben cumplir sus
coeficientes para satisfacer el enunciado. Pero en un determinado momento, detiene este
proceso, cambiando el heuristico a dibujar una figura, en este caso, la representacion grafica
de la pardbola en la que se apoya para continuar con la bisqueda de soluciones.

Los casos estudiados por Yolanda son: la ecuacion explicita de una recta general, y=mx+b
(que deja incompleto) y las rectas horizontales y=k, con k>1.

Con respecto a las representaciones utilizadas, se observan: la representacion gradfica de la
pardbola (Figura 4.1.17); la representacion simbdlica al realizar los calculos en la busqueda
de condiciones de una recta general (Figura 4.1.16) y al presentar las soluciones de rectas
paralelas al eje OX (Figura 4.1.18); y la representacion verbal al presentar las soluciones
(Figura 4.1.18).

Aunque comienza estudiando la ecuacion explicita de una recta general, y=mx+b, termina
presentado como soluciones las rectas paralelas al eje OX, y=k, con k>1. No realiza ninguna
comprobacion de las soluciones dadas.

El tnico error cometido por Yolanda en su resolucion es al transcribir la ecuacion de la
parabola, intercambiando el término independiente por una b (Figura 4.1.16).

En la Tabla 4.1.4 se muestra un resumen de la resolucion de Yolanda atendiendo a las
categorias de analisis.

Tabla 4.1.4. Resumen de la resolucion de Yolanda.

1. Suponer el problema resuelto

Heuristicos 2. Dibujar una figura
. y:m_x+b
Casos estudiados y=k, con k>1

Representaciones | Grafica, simbolica y verbal

Soluciones v=k, con k>1

Comprobacion

. No
de soluciones

Errores Transcripcion de la ecuacion de la pardbola
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4.1.5 Resolucion de Javier (ES)

Descripcion de la resolucion de Javier

Javier comienza realizando varios célculos para representar graficamente la parabola (Figura
4.1.19). En primer lugar, halla los puntos de corte de la parabola con el eje OX, obteniendo
dos soluciones complejas, ya que no posee interseccion con dicho eje. En segundo lugar,
calcula la primera derivada de la funcion cuadratica y el punto en el que se anula. A

continuacion, calcula f (—71) y f(— 3). Aunque tacha los calculos de f (_71) y no recoge

ninguna explicacion, podria haberlos utilizado para deducir que el punto x =— 2, en el que
la derivada es nula, es un minimo.
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Figura 4.1.19. Célculos para representar graficamente la parabola. Resolucion de Javier.

Con la informacion obtenida, representa graficamente la parabola (Figura 4.1.20). En esta
representacion aparecen sefialados los dos puntos calculados anteriormente (el minimo y el
(-3,2)) y otros tres puntos (el (-1,2), el (1,19) y el (0,5), punto de corte con el eje OY) de los
que no recoge ningun calculo. Ademas, aparecen representadas dos rectas (y =1 e
y = 8x + 1) que, como se expondra a continuacion, son las rectas que Javier da como
solucion y que, basandonos en su proceso de resolucion, podriamos deducir que son
representadas al final de este.

/¢ Byt

i ;‘“-"'*"'-:n_

Figura 4.1.20. Representacion grafica de la parabola. Resolucion de Javier.
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A continuacion, coincidiendo con las cuatro resoluciones analizadas anteriormente, toma la
ecuacion explicita de una recta, y=ax+b, la iguala a la ecuacion de la parabola y resuelve la
ecuacion de segundo grado resultante en funcion de a y b (Figura 4.1.21).
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Figura 4.1.21. Igualacion de la ecuacion de una recta y=ax+b y la parabola. Resolucion de la
ecuacion de segundo grado. Resolucion de Javier.

Afirma que la expresion tendrd sentido cuando el discriminante de la ecuacion de segundo
grado obtenida sea mayor o igual que cero (Figura 4.1.22). Para resolver dicha inecuacion,
plantea la igualdad y calcula a en funcioén del parametro b. Podemos inferir que con tener
sentido el estudiante pretende decir que la expresion tomara valores reales, sin embargo, en el
contexto del problema, esta expresion debe ser mayor estricta que cero para que las rectas
tengan dos puntos de interseccion con la parabola.
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Figura 4.1.22. Resolucion de la inecuacion del discriminante. Resolucion de Javier.

De nuevo afirma que fendrd sentido cuando el nuevo discriminante, 5 — b, sea mayor o
igual que cero (Figura 4.1.23), concluyendo que entonces, b debe ser menor o igual que 5y

a =4 + 2./5 — b . Nuevamente se centra en que la expresion tome valores reales, sin
embargo, para encontrar soluciones al problema no es necesario que el nuevo discriminante,
5 — b, sea mayor o igual que cero. Se debe tener presente que el signo del primer

S 2 .
discriminante, a — 8a + (4b — 4), que es el que determina los puntos de corte entre la
recta y la pardbola, puede tomar valores positivos cuando el segundo discriminate, 5 — b, es
menor que cero (ver enfoque algebraico del andlisis a priori del problema). Por otro lado, esta

tomando a = 4 + 2/5 — b, y estos valores de a son los que hacen que el primer

o 2 . .
discriminante, a — 8a + (4b — 4), se anule (impuesto en la Figura 4.1.22). Con estas
condiciones solo se obtienen rectas tangentes a la parabola.
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Teyn OB o A=zo.

+

> = £ ] = 11 S'b
S-b 20 D |hS| ) o “

Figura 4.1.23. Establecimiento de condiciones para el discriminante. Resolucion de Javier.

Por ultimo, el estudiante presenta un ejemplo de como obtener las soluciones para un valor
concreto de b. Considera b=1 vy, calculando los correspondientes valores de a a partir del
resultado obtenido en la Figura 4.1.23, escribe las dos rectas resultantes, y = 8x + 1le
y = 1 (Figura 4.1.24). Concluye que la recta y = 1 no es solucién al problema por tener un
unico punto de interseccion con la pardbola (Figura 4.1.24). Al obtener estas dos rectas, se
puede pensar que Javier retoma la representacion grafica (Figura 4.1.20) y las representa
junto a la grafica de la parabola a modo de comprobacion, pero lo hace erroneamente en el
caso de y = 8x + 1 pues también es tangente a la parabola.
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Figura 4.1.24. Obtencion de dos rectas particulares. Resolucion de Javier.

Tras esto, vuelve a escribir la primera derivada de la parabola y plantea el sistema de
ecuaciones de la derivada y una recta general, y = ax + b (Figura 4.1.25). Aunque no
aparece ninguna explicacion y termina tachando este tltimo paso, podria indicar una duda en
el proceso de resolucion anterior al darse cuenta que la recta obtenida, y = 1, cumple con lo
indicado en la Figura 4.1.23, pero no con las condiciones del problema y, por ello, prueba a
abordar el problema siguiendo otra estrategia. Con este intento, termina su resolucion.
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Figura 4.1.25. Parte tachada. Resolucion de Javier.

Analisis de la resolucion de Javier

Enfocando el andlisis de la resolucion en las categorias de andlisis, Javier hace uso de tres
heuristicos: dibujar una figura, suponer el problema resuelto y ensayo y error. Comienza
representando graficamente la pardbola, la cual utiliza, también, al finalizar el proceso de
resolucion para comprobar dos soluciones particulares. A continuacion, utiliza el heuristico
suponer el problema resuelto y, tomando la ecuacion de una recta general, y=ax+b, busca las
condiciones para a y b que hacen que cumpla el enunciado del problema. Cuando ha obtenido
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ciertas restricciones para los parametros, utiliza el heuristico ensayo y error para calcular
valores concretos de a y b que cumplan las condiciones obtenidas anteriormente y construir
las rectas correspondientes.

Los casos estudiados por Javier son: la ecuacion explicita de una recta, y=ax+b, y las rectas
particularesy = 8x + ley = 1.

En cuanto a las representaciones utilizadas, se apoya en la representacion grdfica, tanto de la
parabola como de las dos rectas que da como solucion (Figura 4.1.20). Utiliza la
representacion simbolica para calcular los puntos con los que representa la parabola (Figura
4.1.19) y realizar los célculos necesarios en la busqueda de condiciones de a y b para que la
recta y = ax + b tenga dos puntos de interseccion con la parabola (Figuras 4.1.21-4.1.24).
Y la representacion verbal es utilizada para justificar que los discriminantes deben ser
mayores o iguales que cero (Figuras 4.1.22 y 4.1.23) y por qué descarta y = 1 como
solucion del problema (Figura 4.1.24).

Javier da como soluciones las rectas y = ax + bcon b <5y a =4 + 2./5 — b. Estas
soluciones son incorrectas ya que son tangentes a la parabola y, por tanto, no tienen dos
puntos de interseccion. Ademas, realiza la comprobacion de las soluciones, de manera
grafica, de dos rectas particulares: la recta y = 8x + 1, que representa erroneamente, y la
rectay = 1 (Figura 4.1.20).

Por ultimo, comete un error al conectar los calculos realizados con el enunciado, pues toma
las condiciones que anulan el discriminante y que hacen que las rectas sean tangentes a la
parabola (Figura 4.1.23).

En la Tabla 4.1.5 se muestra un resumen de la resolucion de Javier atendiendo a las categorias
de analisis.

Tabla 4.1.5. Resumen de la resolucion de Javier.

1. Dibujar una figura
Heuristicos 2. Suponer el problema resuelto
3. Ensayoy error

y=ax + b
Casos estudiados [y = 8x + 1
y=1

Representaciones | Grafica, simbolica y verbal

Soluciones y=ax 4+ bconb <5ya=4+ 25 —b

Comprobacién |[Y = 8x + 1
de soluciones y=1

Errores Conexion entre los céalculos y el enunciado
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4.1.6 Resolucion de Sandra (E6)

Descripcion de la resolucion de Sandra

Sandra comienza representando graficamente la parabola junto con una recta, sefialando los
puntos de interseccion entre ambas (Figura 4.1.26). A diferencia de Javier (E6), no recoge
ningun célculo ni explicacion de como las ha representado. Ademas, la representacion grafica
de la parabola es incorrecta ya que sittia su vértice sobre el eje de ordenadas.

Figura 4.1.26. Representacion grafica de la pardbola (error en el vértice). Resolucion de
Sandra.

Ademas, escribe la ecuacion explicita de una recta, y = mx + n, y una tabla valores en la
que no representa ningin punto (Figura 4.1.27).

3 = MmXxn
Figura 4.1.27. Consideracion de la ecuacion de una recta y = mx + n. Tabla de valores sin
completar. Resolucion de Sandra.

A continuacion, afirma que las rectas paralelas al eje OX que se encuentran en el semiplano
x > 5 tendran dos puntos de interseccion con la pardbola (Figura 4.1.28). No incluye
ninguna argumentacion ni explicacion, pero puede entenderse que lo ha deducido a partir de
la representacion grafica realizada. Comete errores al escribir tanto la inecuacion que define
el semiplano, ya que para que las rectas sean paralelas al eje OX el semiplano debe ser el
determinado por la inecuacioén y>5, y al escribir las expresiones de estas rectas horizontales
comoy = x + n,conn > 5, ynocomoy = n,conn > 5.
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Figura 4.1.28. Presentacion de soluciones horizontales (error en la ecuacion). Resolucion de
Sandra.
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En segundo lugar, considera rectas con pendiente positiva (Figura 4.1.29).

fuolgier veda. de
?Mumkﬁ *11,?:-“[{\!0\ -

Figura 4.1.29. Comienzo de estudio de rectas oblicuas. Resolucion de Sandra.

Este caso lo aborda considerando de nuevo la ecuacion explicita de una recta, y = mx + n,
que iguala a la ecuacidn de la parabola. Resuelve la ecuacion de segundo grado resultante e
indica que el discriminante debe ser mayor que cero, pero no continta (Figura 4.1.30).
Comete un error de calculo escribiendo +20 donde deberia escribir -20, pero no tiene ninguna
consecuencia ya que no completa la resolucion.
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Figura 4.1.30. Igualacion de la ecuacion de la recta y = mx + ny la pardbola. Resolucion
de la ecuacion de segundo grado. Resolucion de Sandra.

Analisis de la resolucion de Sandra

Atendiendo a las categorias de analisis, Sandra utiliza tres heuristicos. Combina dibujar una
figura con descomponer el problema en partes, pues, apoyandose en la representacion grafica
de la paréabola, intenta dividir el estudio de las posibles rectas solucion al problema en grupos
de rectas segun su pendiente: rectas horizontales y rectas con pendiente positiva. Para abordar
este segundo grupo utiliza el heuristico suponer el problema resuelto, tomando la ecuacion de
una recta general e intentando buscar las condiciones para sus coeficientes que hacen que
cumpla el enunciado del problema.

Los casos estudiados por Sandra son las rectas paralelas al eje OX en el semiplano x > 5
(error en la inecuacion) y las rectas de ecuacidbn y = mx + n, con pendiente positiva.

Sandra comienza su resolucion con la representacion grdfica, tanto de la parabola como de
una recta (Figura 4.1.26) y vuelve a hacer uso de ella al abordar, al final, el problema
siguiendo un enfoque algebraico (Figura 4.1.30). Aparece también la representacion tabular
en forma de tabla de valores, aunque no recoge ningun valor en ella (Figura 4.1.27). Utiliza la
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representacion simbolica para mostrar las ecuaciones de las rectas que considera (Figura
4.1.27), las ecuaciones de las rectas horizontales solucion (Figura 4.1.28) y los célculos para
averiguar las condiciones para los parametros m y n que hacen que y = mx + n tenga dos
puntos de interseccion con la pardbola (Figura 4.1.30). Y la representacion verbal para
presentar los dos grupos diferentes de rectas que aborda (Figuras 4.1.28 y 4.1.29).

Las soluciones presentadas por Sandra son las rectas paralelas al eje OX en el semiplano
x > 5 (error en la inecuacion) y que representa, erroneamente, comoy = x + n,conn > 5
Y no realiza comprobacion de las soluciones.

Por ultimo, Sandra comete cuatro errores. Representa incorrectamente el vértice de la
parabola sobre el eje de ordenadas. Considera rectas paralelas al eje OX en el semiplano x>5,
cuando debe ser en el semiplano y>5 para que cumplan la caracteristica indicada y escribe las
expresiones de dichas rectas como y = x + n,conn > 5, en lugar de y=n. Ademas, comete
un error de operatoria al final de la resolucion en el discriminante de la ecuacion,
confundiendo el signo de un término (Figura 4.1.30).

En la Tabla 4.1.6 se muestra un resumen de la resoluciéon de Sandra atendiendo a las
categorias de analisis.

Tabla 4.1.6. Resumen de la resolucion de Sandra.

1. Dibujar una figura
Heuristicos 2. Descomponer el problema en partes
3. Suponer el problema resuelto

Rectas paralelas al eje OX en el semiplano x > 5

Casos estudiados . ..
y = mx + n, con pendiente positiva

Representaciones | Gréfica, tabular, simbolica y verbal

Rectas paralelas al eje OX en el semiplano x > 5, representadas,

Soluciones ,
errobneamente, comoy = x + n,conn > 5

Comprobacion

. No
de soluciones

Representacion del vértice de la parabola
Representar las rectas paralelas al eje OX en el semiplano x > 5

Errores comoy = x + n,conn > 5
Representar el semiplano anterior como x>5
Error de operatoria al multiplicar
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4.1.7 Resolucion de Yurena (E7)

Descripcion de la resolucion de Yurena

Yurena comienza representando graficamente la parabola y, como Sandra (E6), no indica los
calculos realizados para ello (Figura 4.1.31). Esta representacion es incorrecta ya que, igual
que hace Sandra (E6), posiciona el vértice de la parabola en el punto de corte con el eje OY.
Ademas de la pardbola, representa varias rectas. La recta horizontal y=5 que, debido al error
del vértice, sefiala con un tnico punto de interseccion con la parabola. Tres rectas oblicuas,
paralelas entre ellas (representadas con trazo discontinuo): en una de ellas, marcados dos
puntos de interseccion, en otra, solo un punto de interseccion (el que ha considerado como
vértice) y la tltima sin puntos de interseccion. Por Gltimo, representa otras dos rectas, una con
pendiente positiva y otra con pendiente negativa, ambas pasando por el punto (0,5),
considerado errobneamente por la alumna como el vértice de la parabola.

Figura 4.1.31. Primera representacion grafica de la parabola (error en el vértice). Recta
tangente en el vértice y rectas oblicuas. Resolucion de Yurena.

Junto a la representacion anterior, Yurena escribe las expresiones que se observan en la
Figura 4.1.32 y que parecen ser un esbozo de las soluciones que intentard buscar a
continuacion. La expresion algebraica de una recta, y = mx + n, que aparece dos veces y
donde se pregunta por los valores de m y n. Y la expresion y>5 que, al no recoger nada mas,
no podemos concluir a que hace referencia, aunque podria estar considerando las rectas
horizontales por encima del vértice incorrectamente representado, pues representd la recta
y=5.
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Figura 4.1.32. Establecimiento de la ecuacion de una recta y = mx + n. Resolucion de
Yurena.

A continuacion, representa nuevamente la pardbola cometiendo el mismo error (Figura
4.1.33). Representa la recta y=5 y otras tres rectas oblicuas, sefialando con un fick la recta que
tiene dos puntos de interseccion con la pardbola y con una equis aquellas que considera que
cortan a la parabola unicamente en un punto o en ninguno. En la recta oblicua con un solo
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punto de corte marcado, la estudiante comete un error al considerar que existen dos rectas
tangentes a la paradbola en un mismo punto, pues admitiendo el (0,5) como el vértice, la Ginica
recta tangente en este punto seria la horizontal.

VV x:& v
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Figura 4.1.33. Segunda representacion grafica de la parabola (error en el vértice). Rectas
oblicuas. Resolucion de Yurena.

Con el uso de herramientas digitales como, por ejemplo, GeoGebra este tipo de
equivocaciones desaparecen. Podriamos construir el haz de rectas por el vértice y observar
que, salvo la horizontal, todas tienen dos puntos de corte con la pardbola (Figura 4.1.34).

Figura 4.1.34. Ejemplo de rectas que pasan el vértice con dos puntos de interseccion con la
paréabola.

En la parte superior de la segunda grafica realizada por Yurena (Figura 4.1.33), aparece la
expresion y=x+5 y/o y=x+6 (pues escribe un 6 sobre el 5, o viceversa). Aunque no recoge
ninguna indicacion acerca de estas rectas, podriamos deducir que la primera de ellas (y=x+5)
se corresponde con la recta marcada con una X y que pasa por el vértice de la pardbola. Y la
segunda, y=x+6, podria corresponderse con una recta representada por encima de la anterior
con un trazo mas débil en la que puede apreciarse marcado el punto (0,6). Estas
consideraciones no son esenciales para el desarrollo de la resolucion, pues, hasta el momento,
la alumna parece estar probando con distintas representaciones de rectas y distintas
expresiones algebraicas.
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Tras realizar las dos representaciones, estudia tres familias de rectas, agrupadas segun su
direccion: verticales, horizontales y oblicuas. Descarta como solucidn al problema las rectas
verticales, x = a, con ¢ € R, argumentando que solo tienen un punto de interseccion con la
parabola (Figura 4.1.35).

1 W PR W i\n--'@\}
. M L‘u‘&éﬁ e e U Q}'.if:tm:ri.x CHTNERNE ot

0
] W=
Q_QC}) '\f’_E}&Q:;, bt fﬁ\,"ﬂEfllD; %“ e o r‘-&:_ ,
q VLo k. TeNo Cottedegs
e fauducdioneey al ege /s

[((:\ E{’LV‘J“; o\ e N “;3\(:‘;
Figura 4.1.35. Rectas verticales. Resolucion de Yurena.

A continuacion, sefala que todas las rectas horizontales por encima del punto que ha
considerado como vértice, y = 3, con § > 5, tienen dos puntos de interseccion con la
paradbola (Figura 4.1.36). Podemos suponer que esta afirmacion la obtiene a partir de su
representacion grafica en la que se puede observar la recta y=5 (Figuras 4.1.31 y 4.1.33).
Debido al error cometido con el vértice, no considera las rectas horizontales que se
encuentran entre el vértice real de la parabola, (-2,1), y el vértice de su representacion, (0,5).
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Figura 4.1.36. Presentacion de soluciones horizontales. Resolucion de Yurena.

Por ultimo, estudia las rectas de la forma y = mx + n, con m # 0 y m,n e R. Pero se
centra en las rectas con pendiente positiva, pues afirma que las rectas con pendiente negativa
se comportan de forma andloga (Figura 4.1.37). Aunque no lo justifica, esta afirmacion
podria apoyarse en la primera representacion grafica (Figura 4.1.31), donde representa dos
rectas, una con pendiente positiva y otra negativa, que se intersectan en el punto (0,5). Para
ello, vuelve a representar de manera semejante la pardbola y una recta oblicua (Figura
4.1.38). Plantea el sistema de ecuaciones entre la recta y = mx + n y la parabola, iguala
ambas ecuaciones ¢ intenta despejar x en funcion de m y n, pero se detiene y tacha los
calculos realizados hasta ese momento (Figura 4.1.39). En este punto finaliza la resolucion
presentada por Yurena.
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g@QO nos ‘r_—:‘{\ﬁ.éf‘«_ E&:ﬁ.’é—‘@d tQ! ok “—"S—* b € AN _\ggﬁo
Con m;éo&x(\n[nc\fl Qe Ne ey leasenss e s (
\“tc\e»\é. con M0 B G tay & !@*—W—\“:L\Lk V\ﬁ@?&{\r« xR M&'\qh

ds %D‘U‘I‘\L C.w\t-xlr-ﬁ‘“gﬂ.

UQ: TNXA ém\“7 , M\NFO

Figura 4.1.37. Estudio de rectas oblicuas. Resolucion de Yurena.
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Figura 4.1.38. Tercera representacion grafica de la parabola (error en el vértice). Resolucion
de Yurena.
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Figura 4.1.39. Resolucion incompleta del sistema de ecuaciones entre la ecuacion de una
rectay = mx + ny la parabola. Resolucion de Yurena.

Analisis de la resolucion de Yurena

Atendiendo a las categorias de analisis, en esta resolucion se identifican cinco heuristicos:
dibujar una figura, ensayo y error, descomponer el problema en partes, generalizar y
suponer el problema resuelto. El primero de ellos lo utiliza en repetidas ocasiones, ya que se
apoya en la representacion grafica de la parabola para tomar rectas particulares y, de manera
visual, verificar si cumplen o no las condiciones del problema (Figuras 4.1.31 y 4.1.33) y
también para abordar el problema segun el enfoque algebraico al final de su resolucion
(Figura 4.1.38). Apoyandose en dichas graficas, va representando diferentes rectas y
comprobando si cumplen la condicion del problema o no, por lo que puede identificarse el
ensayo y error. Posteriormente, divide el estudio de las rectas en grupos de rectas segiin su
pendiente: rectas verticales, rectas horizontales y la ecuacion explicita de una recta y=mx+n,
con m # 0. Para las rectas horizontales, analiza inicialmente la recta y=5 que ha
representado anteriormente y generaliza este estudio a las rectas del semiplano y>5. Por
ultimo, para abordar el caso de rectas oblicuas, utiliza el heuristico suponer el problema
resuelto abordando el problema desde un enfoque algebraico que no completa.

Los primeros casos estudiados por Yurena parten de las representaciones graficas
presentadas: la recta y=5, una recta oblicua con pendiente negativa y varias rectas oblicuas
con pendiente positiva paralelas entre ellas (Figuras 4.1.31 y 4.1.33), y las rectas y=x+5 e
y=x+6 (Figura 4.1.33). Luego trata de generalizar estudiando tres familias de rectas: x = q,
cona € R;y = B,con 3 > 5; e y=mx+n, conm # 0.

En relacion a las representaciones utilizadas, en esta resolucion predominan las
representaciones grdfica y verbal. Como ya se ha indicado anteriormente, Yurena representa
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grdficamente, tanto la parabola como varias rectas hasta en tres ocasiones, todas ellas con el
fin de visualizar las rectas que cumplen la condicion del enunciado del problema (Figuras
4.1.31, 4.1.33 y 4.1.38). Hace uso de la representacion simbdlica, por un lado, para escribir
las ecuaciones de las rectas que considera (Figuras 4.1.35, 4.1.36 y 4.1.37) y, al estudiar las
rectas oblicuas, para realizar los calculos buscando condiciones para los pardmetros m y n
(Figura 4.1.39). Y opta por la representacion verbal al estudiar las rectas segin su direccion,
para justificar tanto por qué las estudia como por qué son o no soluciones del problema
(Figuras 4.1.35,4.1.36 y 4.1.37).

Yurena concluye que las rectas verticales no son soluciones al problema y presenta como
soluciones las rectas horizontales y = 3, con f > 5. Ademas, da como solucion las rectas
y=x+5 e y=x+6 de manera grafica (Figura 4.1.33). A pesar de que la recta general y=mx-+n,
no alcanza ninguna solucion. No realiza comprobacion de las soluciones.

Yurena comete varios errores. Coloca incorrectamente el vértice de la pardbola sobre el eje de
ordenadas (Figuras 4.1.31, 4.1.33 y 4.1.38). Como consecuencia, afirma, errbneamente, que
las rectas y=x+5 e y=5 no tienen dos puntos de interseccion con la parabola (Figura 4.1.33).

En la Tabla 4.1.7 se muestra un resumen de la resoluciéon de Yurena atendiendo a las
categorias de analisis.

Tabla 4.1.7. Resumen de la resolucion de Yurena.

Dibujar una figura

Ensayo y error

Descomponer el problema en partes
Generalizar

Suponer el problema resuelto

Heuristicos

Nk W=

y=5 (graficamente)

Rectas oblicuas con pendiente negativa y positiva (graficamente)
y=x+5 (graficamente)

Casos estudiados | y=x16 (graficamente)

x =aqcona € R

y=fBconf>5

y=mx+n, con m # 0

Representaciones | Grafica, simbolica y verbal

y = Bconf3 >5
Soluciones y=x+5 (grafica)
y=x+6 (grafica)

Comprobacion

. No
de soluciones

Representacion del vértice de la parabola

Errores :
Afirmar que y=5 e y=x+5 no son soluciones
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4.1.8 Resolucion de Marta (ES8)

Descripcion de la resolucion de Marta

Marta comienza, como lo hace Javier (E5), calculando los puntos de corte de la parabola con
los ejes para representar graficamente la parabola (Figuras 4.1.40 y 4.1.41). En primer lugar,
halla los puntos de corte con el eje OX, planteando y resolviendo el sistema de ecuaciones
entre la pardbola y la recta y=0. Obtiene un discriminante negativo y concluye que la
paréabola no tiene puntos de corte con el eje OX (Figura 4.1.40).

YEIR =k ooleda wo ol

Figura 4.1.40. Célculo de los puntos de corte de la parabola con el eje OX. Resolucion de
Marta.

A continuacion, calcula el punto de corte con el eje OY. Sustituye el valor x=0 en la ecuacion
de parabola, calcula la coordenada para y y, con ello el punto de corte con el eje (Figura
4.1.41).

}(_:C‘J =4 "-3;%

i ;II_)_] ( O.F?)
Figura 4.1.41. Calculo del punto de corte de la parabola con el eje OY. Resolucion de Marta.

Toma la informacion anterior para representar graficamente la funcion (Figura 4.1.42). En
este paso comete un error ya que considera el punto de corte con el eje OY como el vértice de
la parabola. Dicho error fue cometido también por Sandra (E6) y Yurena (E7). A partir de la
representacion grafica (incorrecta) de la funcion, propone dos soluciones particulares: las
rectas horizontales y=6 e y=7.

Figura 4.1.42. Representacion grafica de la parabola (error en el vértice). Presentacion de dos
soluciones de rectas horizontales particulares. Resolucion de Marta.

Tras esto, comprueba que las dos rectas tienen dos puntos de interseccion con la parabola.
Para ello, plantea el sistema de ecuaciones de cada una de ellas con la parabola y calcula los
puntos de interseccion (Figura 4.1.43).

100



Capitulo 4

; = 'J\[;_, = dos "}’)'-J“'\Q‘S
GL\V\ ?'\'c_:\‘)"—‘"‘\(f:‘ L'\\"—Q - -\E_\,\ QQ ?\y‘
| L v -A=0CQ
ux o | Y A _ _
G:j S -ax N =N *f_\_t_ ) 'jff-;:-ﬁ
H X ee——— = — .
2
= 2+ (S
'(_L\’JC\\{'\

L\)C’%a (#‘ ((Kldl a QL\

en 2, €2 (\S, @ an P -2- {%;6}
X *k‘{\(‘\—% j S 7{ Y L33 )(}-\*\'?X 2"“_;-\ X = _L_Eﬁ_:

)"j :'__\i;;(—-—ﬁ-:a?‘:r = Luc_%u g csta o ‘lo.

@L\b‘g‘l el \Dg_[-—lj(-é{,:% 3 en Qk’ jié/t/w X

Figura 4.1.43. Comprobacion de las soluciones. Resolucion de Marta.

Por ultimo, generaliza para todas las rectas horizontales por encima del punto que ha
considerado como el vértice de la parabola (Figura 4.1.44). Lo hace sin indicar ningun tipo de
justificacion y finalizando asi la resolucion.

Lo ko e Aol pam *'”053M'”¢‘»&7“, S N>5, R
ke,

Figura 4.1.44. Generalizacion de las rectas horizontales. Resolucion de Marta.
Analisis de la resolucién de Marta

Atendiendo a las categorias de andlisis descritas en la metodologia, Marta combina dos
heuristicos para resolver el problema: dibujar una figura y generalizar. Apoyandose en la
representacion grafica de la pardbola, obtiene dos rectas horizontales particulares, y
generaliza su solucion a todas las rectas horizontales por encima del vértice (incorrectamente
representado).

Los casos estudiados por Marta son: las rectas particulares y=6 e y=7, y su generalizacion
y=n,conn>5yn € R.

Durante el proceso de resolucién Marta usa diferentes representaciones. Por un lado, realiza
la representacion grdfica, tanto de la parabola como de dos rectas (Figura 4.1.42). Ademas,
utiliza la representacion simbdlica para calcular los puntos de corte de la pardbola con los
ejes (Figuras 4.1.40 y 4.1.41), los puntos de corte de las rectas con la parabola (Figura 4.1.43)
y para presentar la generalizacion de las rectas horizontales (Figura 4.1.44). También usa la
representacion verbal para indicar alguno de los pasos que va a realizar (Figura 4.1.43), las
conclusiones de sus célculos (Figuras 4.1.40, 4.1.42 y 4.1.43) y la generalizacion de rectas
horizontales (Figura 4.1.44).

Marta da como soluciones al problema las rectas de la forma y=n, con n>5 y n € R. Estas
soluciones son correctas, pero al estar basadas en el error cometido con la representacion del
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vértice, estarian incompletas. En su resolucion, realiza la comprobacion de las soluciones
particulares y=6 e y=7.

Como ya se ha mencionado, comete un error al representar el vértice de la parabola sobre el

eje OY.

En la Tabla 4.1.8 se muestra un resumen de la resolucion de Marta atendiendo a las categorias

de analisis.

Tabla 4.1.8. Resumen de la resolucion de Marta.

Heuristicos

1. Dibujar una figura
2. GQGeneralizar

Casos estudiados

y=6
y=17
y=n,conn>5yn € R

Representaciones | Grafica, simbolica y verbal
Soluciones y=n,conn>5yn € R.
Comprobacion | y=6
de soluciones y=7

Errores

Representacion del vértice de la parabola

4.1.9 Resolucion de Judith (E9)

Descripcion de la resolucion de Judith

Judith comienza, igual que Javier (ES), Sandra (E6), Yurena (E7) y Marta (E8), representando
graficamente la parabola. A diferencia de los anteriores, construye una tabla de valores en la
que unicamente recoge un punto, el (0,5), y toma este punto como Unica referencia para
representarla. La representacion grafica de esta estudiante también es incorrecta ya que,
comete el mismo error que Sandra (E6), Yurena (E7) y Marta (ES8), coloca el vértice sobre el
unico punto calculado que, justamente, es el punto de corte con el eje OY (Figura 4.1.45).

~Y

/
l_\__jr. \\‘_ /
E s>

QO

Figura 4.1.45. Tabla de valores y representacion grafica de la pardbola (error en el vértice).

Resolucion de Judith.

A partir de dicha representacion grafica, considera dos rectas horizontales, una por encima
del punto que ha representado como vértice de la pardbola (y=6) y otra por debajo (y=0).
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Estudia los puntos de interseccion de cada una de estas rectas con la parabola, comprobando
asi si cumplen las condiciones del enunciado. Al resolver las correspondientes ecuaciones de
segundo grado, obtiene dos soluciones en la primera y ninguna en la segunda (Figura 4.1.46).

-2 l20
%:6 =0 x’{;‘l‘__ ~

Q=0 =b welUx «5=0O
s 4 2 [ie 20
2 L =

Figura 4.1.46. Estudio de dos rectas horizontales. Resolucion de Judith.

Teniendo en cuenta estos resultados, presenta sus soluciones: la recta y=6 y otras rectas
horizontales por encima de esta (Figura 4.1.47), finalizando con esto su resolucion.

-

Los teckas G ARa do> r'?*(_,'u e wavRe cLOu
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Figura 4.1.47. Presentacion de soluciones horizontales. Resolucion de Judith.
Analisis de la resolucion de Judith

Atendiendo a las categorias de analisis descritas en la metodologia, podemos indicar que
Judith utiliza dos heuristicos. Combina dibujar una figura y generalizar, ya que apoyandose
en la representacion grafica de la parabola, estudia dos rectas horizontales particulares y, a
partir de la recta horizontal obtenida como solucidn, generaliza a un conjunto mas amplio de
rectas horizontales.

Los casos estudiados son: la recta y=6, recta horizontal por encima del punto considerado
como vértice, y=0, recta horizontal por debajo de dicho punto, y las rectas y=7, y=8, ...,

y = o.

Durante el proceso de resolucion, Judith hace uso de distintas representaciones. Comienza
con la representacion grdfica de la parabola (Figura 4.1.45), que realiza apoyandose en la
representacion tabular donde recoge las coordenadas de un Unico punto de la parabola y que
identifica, errdbneamente, con el vértice. A continuacion, es la representacion simbolica la que
toma protagonismo a la hora de analizar los casos y comprobar si y=0 e y=6 son soluciones y
dar sus soluciones (Figuras 4.1.46 y 4.1.47). Por ultimo, la representacion verbal aparece
para indicar su respuesta al problema (Figura 4.1.47).

Judith presenta como soluciones la recta y=6 y otras rectas horizontales (y=7, y=8, “etc.”) por
encima de esta (Figura 4.1.47). Aunque no lo indica explicitamente, se presume, de la
presentacion de las soluciones, que solo tiene en cuenta rectas horizontales de la forma y=n,
con n un niumero natural y mayor o igual que 6 (Figura 4.1.47), obviando valores reales no
naturales.
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En este caso, la comprobacion de las soluciones esta contenida dentro del propio proceso de
andlisis de los casos. Judith comprueba la primera de las soluciones presentadas, y=60,
buscando los puntos de corte con la pardbola (Figura 4.1.46), pero no justifica las otras
soluciones dadas. También comprueba que y=0 no es solucion.

Como se puede advertir, son varios los errores cometidos por Judith. En primer lugar, elabora
una tabla de valores en la que calcula Gnicamente las coordenadas de un punto, el punto de
corte de la pardbola con el eje OY, el (0,5), y con ello representa graficamente la parabola sin
calcular ni sefalar ningun otro punto (Figura 4.1.45). Ninguna funcién puede representarse
utilizando un solo punto, lo que la conduce a posicionar incorrectamente el vértice sobre el
punto calculado. Como consecuencia, no estudia ni presenta como soluciones las rectas
horizontales que se encuentran entre el verdadero vértice de la parabola (el punto (-2,1)) y el
que ella representa (Figura 4.1.47). Ademas, puede observarse en la Figura 4.1.47 una
incorreccion en el lenguaje empleado al presentar las soluciones, pues da como solucién la
“recta” y = oo.

En la Tabla 4.1.9 se muestra un resumen de la resolucion de Judith atendiendo a las
categorias de analisis.

Tabla 4.1.9. Resumen de la resolucion de Judith.

1. Dibujar una figura

Heuristicos .
2. GQGeneralizar

y=6
Casos estudiados | y=0
y=7,y=8, ...,y = ®©

Representaciones | Grafica, tabular, simbolica y verbal

Soluciones y=6,y=7,y=8, ...,y = ©

Comprobacion | y=6
de soluciones y=0

Uso incorrecto de la tabla de valores para representar graficamente
Errores Representacion del vértice de la parabola
Representacion algebraica de una recta “y = ©0”

4.1.10 Resolucion de Maite (E10)

Descripcion de la resolucion de Maite

Maite, de manera similar a Judith (E9), utiliza una tabla de valores para representar
graficamente la pardbola. Construye dicha tabla de manera inversa a como suelen presentarse
las coordenadas de los puntos, coloca en la primera columna la variable dependiente y en la
segunda la variable independiente (Figura 4.1.48). Teniendo en cuenta un tnico punto de los
recogidos en esta tabla de valores (el (0,5), punto de corte con el eje OY), representa
graficamente la pardbola (Figura 4.1.48). Esta representacion grafica es incorrecta, pues
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comete el mismo error que las resoluciones anteriores, situando el vértice en el punto de corte
con el eje de ordenadas.

Rivos & \e Pm&bogl,

J= XYyt 5 2
40 1
1| 2
26\53

Figura 4.1.48. Tabla de valores y representacion grafica de la pardbola (error en el vértice).
Resolucion Maite.

Una vez realizadas estas representaciones, considera la expresion algebraica de la ecuacion
explicita de una recta general (Figura 4.1.49), y=mx+n. Utilizando dicha expresion y los
puntos de la parabola calculados en la tabla de valores (Figura 4.1.48), obtiene expresiones de
rectas particulares solucion del problema (Figura 4.1.50). En concreto, calcula las ecuaciones
de tres rectas que intersectan a la parabola en el punto (0,5) y en cada uno de los otros tres
puntos obtenidos en la tabla de valores (Figuras 4.1.48 y 4.1.50).

0% eclocknes &
una ©do. en Bm\axc&-_

J = wRra <>

Figura 4.1.49. Ecuacion de la recta utilizada para construir rectas solucion. Resolucion de
Maite.
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Figura 4.1.50. Presentacion de soluciones. Resolucion de Maite.

A continuacion, Maite se plantea comprobar si todas las rectas que pasan por el punto (0,5),
es decir, las rectas de la forma y=mx+35, intersectan en dos puntos a la pardbola (Figura
4.1.51). Al estudiar esta familia de rectas, destaca que unicamente se plantea valores enteros
de m que sean mayores o iguales que 5. Esta omision de posibles valores que puede tomar la
pendiente de la recta podria proceder de las tres rectas obtenidas anteriormente, cuyas

105



Analisis de los datos. Primera fase

pendientes son numeros naturales mayores o iguales que 5. Maite no concluye su
razonamiento, finalizando la resolucién como puede observarse en la Figura 4.1.51.

Bderos  er Que
= 5%+ 5 Ty
R = 6x+5 S0 Toies ge ©rom fa pacide  pX
J s ol PO (O/S) Y ot Rdrlamos
J = x+5 Cﬂﬂp\(@bgv 2 en Geaerc l{:{,m
kd =mx +5 , @ m25,0ed  tanbién =riog,
fecing QL CxXtae o \oo Pc\cfxlx:!lq tJ '—7&1'(‘11-15

P acs ?ux\o%, Sende wo de ellos el (o, 5)
JO GO, \}—_m}a 1’5 (_Un’}}[]i Qe F‘Eﬂ FQ.; (Q,5)
5:=06+s
Figura 4.1.51. Generalizacion de las soluciones. Resolucion Maite.

Analisis de la resolucion de Maite

Considerando ahora las categorias de analisis, Maite combina dos heuristicos: dibujar una
figura y generalizar. En primer lugar, realiza la representacion grafica de la parabola (con
error en el vértice) y, apoyandose en los puntos calculados en la tabla de valores, obtiene
rectas particulares que pasan por el punto (0,5) a partir de las cuales generaliza a todas las
rectas que pasan por este y cualquier otro punto de la parabola.

Los casos estudiados por Maite son: tres rectas particulares que pasan por el (0,5) y otro
punto de la parabola (y=5x+5, y=6x+5 e y=7x+5 [Figura 4.1.50]) a partir de las que estudia
las rectas que pasan por el (0,5) y cualquier otro punto de la pardbola dadas de la forma
y = mx + 5,conm = 5, meZ (Figura 4.1.51).

En relacion a las representaciones utilizadas, Maite realiza, utiliza la representacion tabular
para recoger las coordenadas de cuatro puntos de la parabola (Figura 4.1.48). A continuacion,
realiza la representacion grdfica utilizando un solo punto de los recogidos en la tabla de
valores y que, de forma incorrecta, representa como el vértice de la pardbola (Figura 4.1.48).
Utiliza la representacion simbolica para calcular las rectas que pasan por dos puntos de la
parabola (Figura 4.1.50) y mostrar cada una de las rectas calculadas, asi como para
generalizar a las rectas que pasan por el punto (0,5) (Figura 4.1.51). Por ultimo, utiliza la
representacion verbal al presentar la tabla de valores para indicar que son puntos de la
pardbola los incluidos en dicha tabla (Figura 4.1.48), cuando considera la ecuacion explicita
de una recta arbitraria (Figura 4.1.49) y los casos que aborda (Figuras 4.1.50 y 4.1.51), asi
como para indicar el proceso seguido para calcular las tres primeras rectas (Figura 4.1.50).

Las soluciones presentadas por Maite son las tres rectas particulares y=5x+5, y=6x+5 e
y=7x+5 y todas las rectas que pasan por el (0,5) y cualquier otro punto de la paradbola dadas
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de la formay = mx + 5,conm > 5, meZ. De estas ultimas, comienza la comprobacion de

las soluciones pero no la completa.

Por ultimo, encontramos un error en la representacion grafica de la parabola ya que Maite
situa el vértice incorrectamente sobre el eje OY.

En la Tabla 4.1.10 se muestra un resumen de la resolucion de Maite atendiendo a las

categorias de analisis.

Tabla 4.1.10. Resumen de la resolucion de Maite.

Heuristicos

1. Dibujar una figura
2. Generalizar

Casos estudiados

y=5x+5

y=6x+5

y=7x+5

Rectas que pasan por (0,5) y otro punto de la parabola de la forma
y = mx + 5 conm = 5, meZ

Representaciones

Grafica, tabular, simbdlica y verbal

Soluciones

y=5x+5

y=6x+5

y=7x+5

Rectas que pasan por (0,5) y otro punto de la parabola de la forma
y =mx + 5 conm = 5, meZ

Comprobacion
de soluciones

Rectas que pasan por (0,5) y otro punto de la parabola de la forma
y = mx + 5,conm > 5, meZ (incompleta)

Errores

Representacion del vértice de la parabola

4.1.11 Resolucion de Francisco (E11)

Descripcidn de la resolucion de Francisco

Francisco realiza un proceso de resolucion diferente a los que se han presentado
anteriormente. Comienza realizando varios cdalculos para representar graficamente la
parabola: calculo de vértice, estudio de la monotonia y célculo de los puntos de corte. Para
calcular el vértice de la parabola halla la primera derivada de la funcion cuadratica y calcula
las coordenadas del punto donde esta se anula (Figura 4.1.52).

Purcames et vertue o fo pevralbole,

\&I: Lx4+Y =0 2 2w = -V &) X

L ==

A

H

-2

2 = \%‘\LZ] :L~2\1+‘{Lﬁ2} AT = 4845 =44

Figura 4.1.52. Célculo de la primera derivada de la parabola y del vértice. Resolucion de

Francisco.
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Analisis de los datos. Primera fase

Para el estudio de la monotonia de la funcion emplea la condicion de que sera creciente
cuando la primera derivada sea positiva y decreciente cuando sea menor que cero. Indica que
la pardbola es creciente para x =— 2 (podria tratarse como un error tomar la funcién como
creciente en x=-2, pero no influye en el desarrollo de la resolucion) y decreciente para
x <— 2 (Figura 4.1.53).

da pacabole v cecenlT, ondo
S0 = xaoe
% dowcanty, vmwdo X -2
Figura 4.1.53. Establecimiento de la monotonia de la funcion cuadrética. Resolucion de
Francisco.

A continuacion, calcula el punto de corte con el eje OY y al intentar hallar el punto de
interseccion con el eje OX, detiene el proceso, posiblemente al darse de cuenta de que el
discriminante es negativo (Figura 4.1.54).

Adeey a2 _ " .
dome) e puntie ds T (o A 4pe y
Jl=¢ (o)

\&w\r\é} epe X
X24rux ¥ =0 =1y R = ,_\Ltm

Figura 4.1.54. Célculo de los puntos de corte de la parabola con los ejes. Resolucion de

Francisco.

Con los datos obtenidos anteriormente, representa graficamente la parabola (Figura 4.1.55).

Figura 4.1.55. Representacion grafica de la parabola. Resolucion de Francisco.

Apoyandose en la representacion grafica, afirma que la recta que pasa por los puntos (0,4) y
(-4,0) tiene dos puntos de interseccion con la pardbola (Figura 4.1.56). Obtiene la ecuacion
de dicha recta a partir del segundo punto y el vector director determinado por ambos. Estos
puntos no pertenecen a la parabola y, al no recoger ninguna argumentacion, solo podemos
suponer que dicha afirmacion y la eleccion de los puntos la hace en base a la representacion
grafica de la parabola y a la posicion en los ejes coordenados de estos.
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Figura 4.1.56. Calculo de una recta por dos puntos. Presentacién de una solucion. Resolucion
de Francisco.

Continta comprobando que la recta anterior tiene dos puntos de corte con la parabola
resolviendo la ecuacion resultado de igualar las expresiones de cada una de ellas (Figura
4.1.57).

Brefecto X xy= ¥Trux 4T A XT+3x + =0 D

wo ~2ta-w
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do ot vealn

Figura 4.1.57. Comprobacion de la solucion. Resolucion de Francisco.

Tomando como base la recta construida anteriormente, afirma que la familia de rectas que
pasan por el punto (-4,0) y un punto de la forma (0,y) tiene dos puntos de interseccion con la
pardbola (Figura 4.1.58). Esta afirmacion es incorrecta, ya que, por ejemplo, para y=0, la
recta pasa por el (-4,0) y por el (0,0), la recta y=0, no tiene puntos de interseccion con la
parabola.

Rpgtwd-u o} punle (_-—\-L,U') a, dulizando [ol&\ knavis uve
'&L’wMUt\ de ve dday (f""\"ftﬁm orlin de (G i, ol
veeas G \.Deﬂ.lﬂiu. _

Figura 4.1.58. Establecimiento del siguiente paso. Resolucion de Francisco.

Ademas, comprueba que la familia de rectas descrita anteriormente tiene dos puntos de
interseccion con la parabola. Para ello empieza hallando la expresion de la familia de rectas
que pasan por los puntos (-4,0) y (0, A), con A € R, considerando como vector director el
dado por (4, A) determinado a partir de los puntos anteriores, pero con A > 1, de lo que
tampoco recoge ninguna argumentacion, por lo que no podemos saber qué le ha llevado a
restringir los valores de A. (Figura 4.1.59). Puede estar apoyandose de nuevo en la
representacion grafica de la pardbola y considerar solo puntos sobre el eje OY que se
encuentren en el semiplano de puntos con ordenada mayor a la ordenada del vértice, (-2,1).

En Q_{ﬂfv, ﬂ&ﬁi{;@c Ecmub,; wmpmw’{}?u A vecdsy
§ pesem por (40) ;&Lol}ﬂ CAeR L,
F\)K’#L—-:-L‘l\—v t\)\"—[L{l}Q’]‘ky'ﬂ,

e R A

Figura 4.1.59. Generalizacion de las soluciones. Resolucion de Francisco.
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Analisis de los datos. Primera fase

Siguiendo el mismo proceso que antes, intenta comprobar que la familia de rectas y la
pardbola tienen dos puntos de interseccion, igualando ambas ecuaciones y obteniendo las
expresiones de las soluciones en funcion de A (Figura 4.1.60).

En efecto  hoy da noluuones W elR
xE g 4T = {‘—{2@ X
Xl‘r[\l—%\x rE-N) = 0.

8 e i
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Figura 4.1.60. Comprobacion incompleta de la generalizacion. Resolucion de Francisco.

Termina su resolucion afirmando que si A>1 habra dos soluciones reales y, por tanto, que la
familia de rectas descrita tendra dos puntos de interseccion con la pardbola (Figura 4.1.61).
Esta conclusion también es incorrecta, puesto que, por ejemplo para A=1,5 no hay soluciones
reales. Este error puede estar provocado por la imposibilidad de realizar una representacion
grafica exacta de la familia de rectas utilizando inicamente papel y lapiz. Como se comento
en la resolucion de Yurena (E7), con el uso de la herramienta GeoGebra esta equivocacion

podria no haberse dado. Como puede verse en la Figura 4.1.62 podriamos crear un deslizador

para valores de A mayores que 1 y construir el haz de rectas y = )\(%). Al activar el

deslizador se observan facilmente todas las rectas con A>1 que no intersectan a la parabola.

A N> Lmd do Aokcdionun eades Y e o b ot 2 vrcen

Figura 4.1.61. Afirmacion (errénea) sobre la generalizacion de las soluciones. Resolucion de
Francisco.

/—" 3 2 1 o 1 2 3 ] 5 13 7 3
4

x+4
4

Figura 4.1.62. Ejemplo de rectas de la forma y = ?\( ), con A>1 que no son solucion del

problema.

Tras esto, aunque lo tacha, parece que intenta estudiar el discriminante de la ecuacion de la
Figura 4.1.60, calculando los valores de A que lo anulan (Figura 4.1.63), aunque se observa
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un error de calculo en el término de primer grado puesto que debe tener coeficiente 2 y no 4
como indica Francisco. Este estudio podria haberle llevado a subsanar el error indicado
anteriormente.

-V £

Hfti\tz@é fu\}Z«L/L/\e,\/LLc/uj

Figura 4.1.63. Comprobacion incompleta (y con error de calculo) de la generalizacion
(tachada). Resolucion de Francisco.

Analisis de la resolucion de Francisco

Atendiendo a las categorias de andlisis, Francisco combina dos heuristicos: dibujar una
figura y generalizar. Apoyéandose en la representacion grafica de la pardbola, y a partir de la
recta particular que pasa por los puntos (-4,0) y (0,4), generaliza su solucion a la familia de
rectas rectas que pasan por los puntos (-4,0) y (0,A), con A>1.

Los casos estudiados por Francisco son: la recta que pasa por los puntos (-4,0) y (0,4) vy,
apoyandose en ella, la familia de rectas que pasan por los puntos (-4,0) y (0,A), con A>1.

En esta resolucion encontramos la representacion gradfica de la parabola (Figura 4.1.55). La
representacion simbolica aparece para mostrar los calculos del vértice, estudiar la monotonia
de la pardbola y obtener los puntos de corte de esta con los ejes de coordenadas (Figuras
4.1.52, 4.1.53 y 4.1.54). También para mostrar los calculos que permiten obtener la ecuacion
de la recta que pasa por dos puntos (Figura 4.1.56) y de la familia de rectas (Figura 4.1.59),
asi como para la comprobacion de que ambas tienen dos puntos de interseccidon con la
parabola (Figuras 4.1.57 y 4.1.60). Y la representacion verbal es utilizada para explicar cada
unos de los pasos dados (Figuras 4.1.52-4.1.54, 4.1.56-4.1.60), para indicar las conclusiones
obtenidas de sus calculos (Figuras 4.1.53, 4.1.56, 4.1.57 y 4.1.61) y para presentar las
soluciones (Figura 4.1.59).

Las soluciones presentadas son la familia de rectas y = 7\(%4) con A € Ry A>1. Ademas

realiza la comprobacion de las soluciones, tanto de la recta particular y=x+4 como del haz de
rectas.

Por ultimo, Francisco presenta un error al afirmar que la familia de rectas y = ?\(%)

intersectan dos veces a la parabola si A>1, pues si estudiamos el signo del discriminante de la

Figura 4.1.60, se obtiene que para 1 < A < 8(\/§ — 2) este discriminante es menor o igual
que cero y que, por tanto, las rectas no tienen dos puntos de interseccién con la parabola.
Ademas, comete otros dos errores que no influyen en el desarrollo de la resolucion: uno al
tomar la funcién como creciente en x=-2, cuando afirma que es creciente para x >— 2,y
otro, en la ultima parte que tacha al intentar estudiar el discriminante de la ecuacion de la
Figura 4.1.60, pues indica que el término de primer grado de la ecuacion cuadratica es 4A,
cuando en realidad es 2A.
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En la Tabla 4.1.11 se muestra un resumen de la resolucion de Francisco atendiendo a las
categorias de analisis.

Tabla 4.1.11. Resumen de la resolucidon de Francisco.

1. Dibujar una figura

Heuristicos .
2. Generalizar

Recta que pasa por los puntos (-4,0) y (0,4)

Casos estudiados Familia de rectas que pasan por los puntos (-4,0) y (0,A)

Representaciones | Grafica, simbolica y verbal

Soluciones y = 7\(%), conA € Ry >1

Comprobacién | Y=X4 .
de soluciones y = )\(%), conA € Ry 1

x+4
4

Afirmar que para A>1, la familia de rectas y = 7\( ) tienen dos

Errores puntos de interseccion con la parabola
Afirmar que la pardbola es creciente para x =>— 2
Error de operatoria

4.1.12 Resolucion de Yaiza (E12)

Descripcién de la resolucién de Yaiza

Yaiza, de la misma manera que lo hicieron Judith (E9) y Maite (E10), utiliza una tabla de
valores para representar graficamente la parabola. Construye la tabla recogiendo en ella las
coordenadas de varios puntos de la parabola, entre ellos el punto de corte con el eje OY, el
vértice y otros puntos simétricos respecto al eje de la pardbola (Figura 4.1.64). Situando estos
puntos en unos ejes de coordenadas cartesianos, representa graficamente la parabola (Figura
4.1.64). También aparecen representadas las dos rectas que estudia a continuacion (y=2 e
y=5x+5), ambas pasando por dos puntos de la parabola (se ha sefialado la recta y=5x+5 en la
Figura 4.1.64, pues al estar representada superpuesta a la parabola no es posible distinguirla
facilmente en la imagen escaneada).

/ <::| Recta y=3x+3

|
- - A
\ . s 4
> |5
/ =

Figura 4.1.64. Representacion grafica de la parabola y tabla de valores. Recta horizontal y
recta oblicua. Resolucion de Yaiza.
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Tras representar graficamente la pardbola, presenta las ecuaciones de dos rectas (y=2 e
y=5x+5), sin indicar ningun célculo ni justificacion de como las ha obtenido (Figura 4.1.65).
Escribe directamente las ecuaciones de ambas rectas y las coordenadas de los dos puntos en
los que afirma que cada una de ellas intersecta a la pardbola, los cuales fueron obtenidos
anteriormente en la tabla de valores. Concluye asi su resolucion.

Ouerene de xedas on de (mﬁfh dn Adecady  wn
& mats Aloryads
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Figura 4.1.65. Presentacion de soluciones. Resolucion Yaiza.
Analisis de la resolucién de Yaiza

Teniendo en cuenta ahora las categorias de andlisis, Yaiza hace uso de un unico heuristico:
dibujar una figura. Apoyandose en la representacion grafica de la parabola y en los puntos
obtenidos en la tabla de valores, da la expresion algebraica de dos rectas particulares.

Los casos estudiados en esta resolucion son dos rectas particulares: una horizontal, la recta
y=2, y otra oblicua, la recta 5x+5 (Figura 4.1.65).

En cuanto a las representaciones utilizadas, aparece la representacion tabular en la que
recoge las coordenadas de seis puntos de la pardbola y que utiliza para realizar la
representacion grafica de la pardbola, donde representa también dos rectas (Figura 4.1.64).
Encontramos la representacion simbolica tanto mostrar las ecuaciones de las rectas como las
coordenadas de los puntos de interseccion con la pardbola (Figura 4.1.65). Y Ia
representacion verbal es usada para indicar las soluciones y para afirmar que cumplen la
condicién del enunciado del problema (Figura 4.1.65).

Los casos estudiados por Yaiza son: las rectas y=2 e y=5x+5.

Las soluciones dadas por Yaiza coinciden con los casos estudiados: y=2 e y=5x+5. En este
aspecto, destaca el inicio de la frase con la que las presenta: “Queremos dos rectas...” (Figura
4.1.65), ya que lo hace intencionadamente, por lo que parece que su interpretacion del
enunciado puede ser que se piden exactamente dos rectas, cuando en el enunciado no se
especifica ninguna cantidad.

Yaiza realiza la comprobacion de las soluciones graficamente (Figura 4.1.64). Aunque no
podemos afirmar en qué momento de la resolucion representa las dos rectas junto con la
parabola, se trata de una comprobacion grafica donde se muestra que las dos rectas tienen dos
puntos de interseccion con la parabola.

Por ultimo, en esta resolucion no se han encontrado errores.
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En la Tabla 4.1.12 se muestra un resumen de la resolucion de Yaiza atendiendo a las
categorias de analisis.

Tabla 4.1.12. Resumen de la resolucion de Yaiza.

Heuristicos 1. Dibujar una figura

y=2

Casos estudiados Y=5x+5

Representaciones | Grafica, tabular, simbolica y verbal

y=2

Soluciones y=5x+5

Comprobacion | y=2
de soluciones y=5x+5

Errores No

4.1.13 Resolucion de Zahira (E13)

Descripcién de la resolucién de Zahira

Zahira comienza su resolucion calculando el vértice de la pardbola usando la férmula
correspondiente, lo que la diferencia de las resoluciones de Javier (ES) y Francisco (E11) que
lo calculaban a través de la derivada de la funcion cuadréatica. También calcula el punto de
corte con el eje OY (Figura 4.1.66).

'_b — - ;:—4 -
x:@? =0 x.,_H === 'y
Y= (_:ljl-i- § (-2)46 = 4-B45 =4
cxtﬂ) = ('-2;-'1) S

5)=Q

X =0 Elﬁkd:s ~ (G‘

Figura 4.1.66. Calculo del vértice de la pardbola y del punto de corte con el eje OY.
Resolucion de Zahira

A continuacion, considera la ecuacion general de una recta, Ax+By+C=0, en la cual sustituye
las coordenadas de los dos puntos obtenidos anteriormente (Figura 4.1.67) e intenta resolver
el sistema de dos ecuaciones y tres incognitas resultante para los coeficientes de dicha
ecuacion general. Por un lado, la alumna parece no advertir que la expresion obtenida para la

A 5 , . .
recta, Ax + (— T)y — A4 =0,conA € R, corresponde a una unica recta, siempre que A
sea no nulo. Por otro lado, comete un error en la operatoria al calcular el valor de C en

funcion de A tras obtener el valor de B en funcion de A, escribiendo € =— %A en lugar de
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= %A. Esto hace que la recta dada no tenga puntos de corte con la parabola, por lo que no

seria solucion del problema.

Axt Byt ¢=0

-2a+ b+C =0
=D C:*EB

ap+c =0 _6-@,:0@0”2""‘45;0
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LA ;
Ax L)Y ;Ldp_ oerseccion Py Q
~EEEJ\E/\ oD ilL\t\JdClg
Figura 4.1.67. Calculo de la recta que pasa por los puntos P y Q. Presentacion de soluciones.
Resolucion de Zahira.

Por ultimo, toma un punto cualquiera de la parabola de la forma (x,x*+4x+5) y lo sustituye en
la ecuacion general de la recta, Ax+By+C=0, pero no alcanza ningun resultado, concluyendo
con esto su resolucion (Figura 4.1.68). Se puede suponer que intenta generalizar el proceso
anterior en el que ha calculado una recta particular a partir de dos puntos concretos de la
pardbola, para obtener la ecuacion de una recta determinada por puntos arbitrarios de la
parabola. Este procedimiento deberia continuar con el estudio mas amplio de las condiciones
que deben cumplir los coeficientes de la recta (A, B y C) para que la ecuacién de segundo
grado obtenida por Zahira tenga dos soluciones reales, estudio similar al enfoque algebraico
visto en el andlisis a priori del problema pero con la ecuacion general de una recta en lugar
de la explicita.
g de & ps vadnls Sa tf’:'i{f;
Te. £&>trr\a
cen Ca Cgue
Ax + By+e=©
{”r“’f'b"‘ 151 c=0
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Figura 4.1.68. Generalizacioén incompleta del procedimiento. Resolucion de Zahira.
Analisi la resolucion de Zahir

Enfocandonos en las categorias de andlisis, Zahira utiliza Unicamente el heuristico
generalizar, pues construye una recta que pasa por dos puntos concretos de la pardbola e
intenta generalizar este procedimiento para las rectas que pasen por otros puntos de la
parabola. Es decir, examina un caso particular a partir del cual intenta obtener una solucion
general.

Los casos estudiados son: la recta particular que pasa por los puntos (-2,1), vértice de la
parabola, el y (0,5), punto de corte de la parabola con el eje OY (Figura 4.1.67); y el caso mas
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Andalisis de los datos. Primera fase

general, la recta que pasa por un punto cualquiera de la pardbola, que incluye a la primera
recta estudiada (Figura 4.1.68).

Zahira hace uso de la representacion simbolica y de la representacion verbal. La primera de
ellas es la que predomina y la utiliza para recoger los calculos del vértice de la parabola y del
punto de corte de la pardbola con el eje OY (Figura 4.1.66), de la recta particular estudiada
(Figuras 4.1.67) y de los pasos dados para intentar generalizar (Figura 4.1.68). La segunda la
utiliza para presentar las soluciones y para introducir la generalizacion del procedimiento
(Figuras 4.1.67 y 4.1.68).

Las soluciones presentadas por Zahira son las rectas Ax + (— %)y — %A = 0. Intenta
obtener una solucién general, pero no la alcanza. No realiza la comprobacion de las

soluciones.

Por ultimo, Zahira comete un error de operatoria en el calculo de la expresion algebraica de
la recta que da como solucion que la lleva a que esta no tenga realmente puntos de corte con
la paréabola.

En la Tabla 4.1.13 se muestra un resumen de la resolucién de Zahira atendiendo a las
categorias de analisis.

Tabla 4.1.13. Resumen de la resolucion de Zahira.

Heuristicos 1. Generalizar

Recta que pasa por los puntos (-2,1) y (0,5).

Casos estudiados Rectas que pasan por un punto general de la parabola.

Representaciones | Simbolica y verbal

Ax+(—%)y—%A=0

Soluciones
Comprobacion
. No
de soluciones
Errores Operatoria

4.1.14 Resolucion de Monica (E14)

Descripcién de la resoluciéon de Moénica

Moénica comienza calculando dos puntos de la pardbola, considerando valores particulares de
la variable independiente y, se intuye que, usando la expresion algebraica para calcular el
valor de la variable dependiente. Ademads, calcula el vector determinado por esos dos puntos
y escribe la ecuacion de la recta que pasa por uno de los puntos y que tiene como vector
director el calculado. La alumna afirma que la recta obtenida tiene dos puntos de interseccion
con la parabola (Figura 4.1.69).
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Figura 4.1.69. Célculo de recta que pasa por dos puntos. Resolucion de Monica.

A continuacion, indica que el procedimiento podria repetirse con otros dos puntos de la
pardbola. Calcula otros dos puntos de la parabola, obtiene el vector que determinan y, sin
construirla, indica que, buscando la recta determinada por uno de los puntos y el vector, se
obtendria otra recta con dos puntos de interseccion con la parabola (Figura 4.1.70). Con esto,
Mobnica finaliza su resolucion.

o b wmue poeulos Loces touuourk CoAgGET ove R SORaER,
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Figura 4.1.70. Generalizacion del procedimiento. Resolucion de Monica.
Analisis de la resolucién de Monica

Enfocandonos en las categorias de analisis, Monica utiliza el heuristico generalizar, pues, tras
tomar dos puntos de la pardbola y construir la recta que pasa por ellos, indica que podria
realizar el mismo procedimiento para otros dos puntos de la pardbola. De esta manera,
examina dos casos particulares que sugieren una forma de obtener una solucién general,

considerando dos puntos de la parabola (xl, xl2 + 4x1 +5)y (xz, x22 + 4x2 +5)y

calculando la ecuacién de la recta que determinan.

Los casos estudiados son: las rectas que pasan por los puntos (0,5) y (1,10) y por los puntos
('192) y (075)

Monica utiliza la representacion simbolica para expresar las coordenadas cartesianas de los
puntos, los vectores directores y las rectas que da como solucion (Figuras 4.1.69 y 4.1.70). Y
la representacion verbal para indicar los pasos que da y que las rectas obtenidas cumplen las
condiciones del enunciado (Figuras 4.1.69 y 4.1.70).

Las soluciones presentadas son la recta y=5+5x y la recta que pasa por los puntos (-1,2) y
(0,5). Y no realiza la comprobacion de las soluciones.

Por ultimo, no se han encontrado errores en la resolucion de Monica.
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En la Tabla 4.1.14 se muestra un resumen de la resolucién de Monica atendiendo a las
categorias de analisis.

Tabla 4.1.14. Resumen de la resolucion de Monica.

Heuristicos 1. Generalizar

Recta que pasa por los puntos (0,5) y (1,10)

Casos estudiados Recta que pasa por los puntos (-1,2) y (0,5)

Representaciones | Simbolica y verbal

Soluc y=5+5x
ofuciones Recta que pasa por los puntos (-1,2) y (0,5)
Comprolfacmn No
de soluciones
Errores No

4.1.15 Resolucion de Sofia (E15)

Descripcién de la resolucién de Sofia

Sofia comienza escribiendo la ecuacion de la pardbola incompleta, pues falta la variable
dependiente, y la formula de las soluciones de una ecuacion de segundo grado (Figura
4.1.71). Expresiones que utiliza, a continuacion, para abordar rectas horizontales, es decir,
rectas de la forma y=k.

Figura 4.1.71. Ecuacién de la pardbola y formula de las soluciones de una ecuacion de
segundo grado. Resolucion de Sofia.

Considera, en primer lugar, las rectas y=0 e y=1 vy, sin recoger ningtn calculo, concluye que
la primera no tiene puntos de interseccion con la pardbola y que la segunda tiene un punto
(Figura 4.1.72). Observando que en el paso anterior escribe la expresion de la parabola
dejando en blanco la igualacion (Figura 4.1.71), posiblemente haya resuelto las ecuaciones

x2+4x+5=0yx2+4x+5=1.

Figura 4.1.72. Estadio de rectas horizontales que no son solucion. Resolucion de Sofia.
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Las siguientes rectas que estudia son y=2, y=3 e y=4. En cada caso, iguala la ecuacion de la
recta a la de la pardbola y halla sus soluciones. Al obtener dos soluciones, concluye que
tienen dos puntos de interseccion (Figura 4.1.73).
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Figura 4.1.73. Estudio de rectas horizontales y presentacion de soluciones. Resolucion de
Sofia.

Tras analizar las cinco rectas horizontales anteriores, aborda dos rectas oblicuas con ordenada
en el origen igual a cero, y=4x e y=x. En el estudio de la primera, iguala la ecuacion de la
recta a la de la parabola, halla sus soluciones y concluye que la recta tiene dos puntos de
interseccion con la parabola (Figura 4.1.74). En el estudio de la segunda, inicamente iguala
las ecuaciones y, sin mostrar ningun calculo, concluye que no tiene puntos de interseccion
con la parabola (Figura 4.1.75).

Moo= k¥ x4
¢ =

Yx = x2 444 4 ¢

g 2z .
L X" +5

|
|

/
| HAJ_::.{’_—X—_?/J ene 2 ;"J'GS. wrdersec o

Figura 4.1.74. Estudio de recta oblicua y presentacion de solucioén. Resolucion de Sofia.
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Figura 4.1.75. Estudio de recta oblicua que no es solucion. Resolucion de Sofia.

Por ultimo, estudia otra recta oblicua, pero esta vez con ordenada en el origen no nula,
y=x+4. Iguala la ecuacion de la recta a la de la parébola y, sin llegar a calcular las soluciones
pero observando que el discriminante es mayor que cero, concluye que la recta tiene dos
puntos de interseccion con la parabola (Figura 4.1.76). Aqui termina la resolucion de Sofia.

= -) __{l_;{ =

Figura 4.1.76. Estudio de recta oblicua y presentacion de solucion. Resolucion de Sofia.

Analisis de la resolucion de Sofia

Poniendo el foco en las categorias de andlisis, Sofia basa su resolucion en el heuristico
ensayo y error, pues toma rectas particulares y comprueba si cumplen o no las condiciones
del problema.

Los casos estudiados por Sofia son cada una de las ocho rectas que analiza: y=0, y=1, y=2,
y=3, y=4, y=4x, y=x e y=x+4.

Como puede observarse, predomina, casi exclusivamente, la representacion simbolica, usada
para presentar las rectas consideradas y realizar los calculos de comprobacion, utilizando la
representacion verbal solo al indicar el nimero de puntos de interseccion entre la recta
estudiada y la parabola.

Las soluciones presentadas son aquellas rectas en las que obtiene dos soluciones y, por tanto,
tienen dos puntos de interseccion con la pardbola, es decir, y=2, y=3, y=4, y=4x e y=x+4. La
comprobacion de las soluciones es intrinseca al heuristico empleado, por lo que comprueba
cada una de los casos que estudia: y=0, y=1, y=2, y=3, y=4, y=4x, y=x e y=x+4.

Por ultimo, no se han encontrado errores en la resolucion de Sofia.

En la Tabla 4.1.15 se muestra un resumen de la resolucion de Sofia atendiendo a las
categorias de analisis.
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Tabla 4.1.15. Resumen de la resolucion de Sofia.

Heuristicos 1. Ensayoy error

y=0
y=1
y=2
y=3
y=4
y=4x
y=X
y=x+4

Casos estudiados

Representaciones | Simbolica y verbal

y=2
y=3
Soluciones y=4
y=4x
y=x+4

y=0
y=1
y=2
Comprobacion | y=

de soluciones y=4
y=4x
y=X
y=x+4

Errores No

4.1.16 Resolucion de Manuel (E16)

Descripcidn de la resolucion de Manuel

Manuel comienza declarando su interpretacion del enunciado y afirma que no se piden todas
las rectas con dos puntos de interseccion con la parabola. Por ello, especifica que comenzara
estudiando las rectas paralelas al eje OX, caso que considera el mas sencillo (Figura 4.1.77).
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Figura 4.1.77. Declaracion del primer paso de la busqueda de soluciones (rectas
horizontales). Resolucién de Manuel.
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Analisis de los datos. Primera fase

Para el estudio de estas rectas, en primer lugar, calcula la que es paralela al eje OX con un
solo punto de interseccion con la pardbola, es decir, la recta tangente a la parabola en su
vértice. Con este fin, halla la primera derivada de la funcidon cuadratica y la iguala a cero.
Obtiene asi la abscisa del vértice, la cual sustituye en la expresion de la parabola para
calcular la ordenada correspondiente. Concluye que la recta y=1 es la tangente horizontal de
la parabola (Figura 4.1.78).
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Figura 4.1.78. Calculo de la primera derivada, del vértice y de la recta tangente por el vértice.
Resolucion de Manuel.

Teniendo la recta tangente horizontal, indica que toda recta horizontal por encima de ella,
tiene dos puntos de interseccion con la parabola (Figura 4.1.79).
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Figura 4.1.79. Presentacion de soluciones horizontales. Resolucion de Manuel
Tras esto, indica que para generalizar este resultado comenzaria por las rectas que pasen por

el punto (-2,1) y cualquier otro punto de la parabola para, a continuacion, generalizar para las
rectas que pasen por dos puntos cualesquiera de la parabola (Figura 4.1.80).
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Figura 4.1.80. Declaracion de los siguientes pasos en la biisqueda de soluciones. Resolucion
de Manuel.

Para el primer caso planteado, rectas que pasen por el (-2,1) y otro punto de la parabola,
indica que se trataria de todo el haz de rectas que pasan por el (-2,1) a excepcion de las rectas
y=1 y x=-2, que solo tendrian un punto de interseccion. A pesar de ser correcto, termina su
resolucion indicando que su argumento no le “ayuda demasiado” (Figura 4.1.81).

122



Capitulo 4

Tl A PerlL Uritde el Lo Celdh-T, wrind e, _—
| bl e

p .-'_.., Sz g Ry f_,ﬂ

f [ / ..' o . '.-.- . /
W (PO et opnde Prkeer &  Hag dp e s € Zud rp—‘x‘-rh‘-r. D
{7 ' , : 1 /i /

/ ; r.L A ,r‘.; / ,JZ i s i .
¢ @ O dos Prenles 4 A P & et lolo & NaZ - “ﬂ‘;f’f o ole

é

U, g P 4 _»,’.'. A_/ T
14 r."‘([:ﬂ & 'z ,‘_{ C‘?"c"" .{z--'.é(? Loito En "“"/-)-:a'{g/ g = . X=-Z
-~ /] _I ¢ ] .
jf-,-' / -. S : ) (--Sd Lt P 4 o g = 6.-'{"“4 £ {:1”?‘\5!“‘4{-
Y, > LB Do + 7/
,.? AL y T J /

'l

[

Figura 4.1.81. Presentacion de soluciones (haz de rectas que pasan por el vértice de la
parabola). Resolucion de Manuel.

Analisis de la resolucion de Manuel

Teniendo en cuenta las categorias de analisis, Manuel hace uso del heuristico descomponer el
problema en partes. Divide la bisqueda de soluciones abordando, de manera graduada, tres
grupos de rectas: rectas horizontales, rectas que pasan por el vértice y otro punto de la
parabola y rectas que pasan por dos puntos cualesquiera de la pardbola (distintos del vértice).

Los casos estudiados por Manuel son: rectas paralelas al eje OX; rectas que pasan por el
vértice de la parabola y rectas que pasan por dos puntos cualesquiera de la parabola.

En esta resolucion aparece la representacion simbolica para calcular la recta tangente
horizontal (Figura 4.1.78) y presentar las soluciones (Figura 4.1.79). Aunque predomina el
uso de la representacion verbal, utilizandose para indicar los tipos de rectas que va a analizar
(Figuras 4.1.77 y 4.1.80), los pasos que da (Figura 4.1.78), las conclusiones de sus calculos
(Figura 4.1.78) y para presentar y justificar las soluciones (Figuras 4.1.79 y 4.1.81).

Manuel da como soluciones las rectas paralelas al eje OX, y=a, cona>l y a € R+, y el haz
de rectas que pasan por (-2,1) excepto y=1 y x=-2, sin dar ninglin tipo de expresion
algebraica. Todas estas soluciones son correctas y completas. No realiza la comprobacion de
las soluciones.

Por ultimo, no se ha detectado ninguin error en la resolucion de este estudiante.

En la Tabla 4.1.16 se muestra un resumen de la resoluciéon de Manuel atendiendo a las
categorias de analisis.

123



Analisis de los datos.

Primera fase

Tabla 4.1.16. Resumen de la resolucion de Manuel.

Heuristicos

1. Descomponer el problema en partes

Casos estudiados

Rectas paralelas al eje OX
Rectas que pasan por el vértice de la parabola
Rectas que pasan por dos puntos cualesquiera de la pardbola

Representaciones | Simbolica y verbal
+
Soluciones y=a,cona>lya €R
Haz de rectas que pasan por (-2,1) excepto y=1 y x=-2
Compropaci(m No
de soluciones
Errores No

4.2. Analisis de las resoluciones por categorias

En esta seccion se presenta una sintesis de los resultados obtenidos en el estudio de las
resoluciones para cada una de las categorias de andlisis: heuristicos, casos estudiados,

representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones 'y errores.

4.2.1 Heuristicos

En la Tabla 4.1.17 se presenta un resumen de los heuristicos utilizados por cada uno de los
estudiantes, donde el nimero indica el orden en el aparece en su resolucién. A continuacion,
se analiza en detalle el contenido de dicha tabla.

Tabla 4.1.17. Resumen de los heuristicos utilizados.

HEURISTICOS (E1[E2|[E3 |[E4|E5|E6|E7[ES8|E9|E10[E11[E12(E13[E14|E15|E16
Ensayo y error 2 3 2 1
Descomponer el
problema en 213 1
partes
Suponer el
problema 1111 1121315
resuelto

Dibujar una
figura

Generalizar

El heuristico més utilizado por los participantes para realizar la bisqueda de soluciones del
problema fue dibujar una figura, en este caso, la representacion grafica de la parabola dada
en el enunciado (9 estudiantes). Todos los participantes que lo han usado es el primer paso
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que realizan al abordar el problema, a excepcion de una estudiante (E4). Ademas, salvo otra
de las estudiantes (E12), el resto utiliza este heuristico combinado con otros.

A continuacion, encontramos dos heuristicos que fueron utilizados por 7 estudiantes: suponer
el problema resuelto y generalizar.

El primero de ellos, todos lo utilizan de manera similar: consideran la ecuacidon explicita de
una recta (por ejemplo, y=ax+b), la igualan a la ecuacion de la parabola dada y buscan las
condiciones para los coeficientes de la recta (a y b) que hacen que tenga dos puntos de
interseccidon con la pardbola. Dos de los participantes (E1 y E2) es el nico heuristico que
utilizan, llevando a cabo un enfoque puramente algebraico (Figuras 4.1.1-4.1.5 para El y
Figuras 4.1.6-4.1.10 para E2). Junto a E3 y E4, estos cuatro estudiantes, es la primera
estrategia con la que afrontan la resolucion, continuando E3 con ensayo y error (Figura
4.1.14) y E4 con dibujar una figura (Figura 4.1.17). Los otros tres estudiantes que han
utilizado este heuristico (ES5, E6 y E7) lo han hecho después de haber utilizado antes uno, dos
y cuatro heuristicos diferentes (Figura 4.1.24 para ES5, Figuras 4.1.28-4.1.29 para E6 y
Figuras 4.1.35-4.1.37 para E7), respectivamente, y, anteriormente, habian usado, los tres,
dibujar una figura (Figura 4.1.20 para ES, Figura 4.1.26 para E6 y Figuras 4.1.31, 4.1.33 y
4.1.38 para E7).

En relacion al heuristico generalizar, dos estudiantes (E13 y E14) es el Gnico que utilizan y, a
pesar de ser resoluciones diferentes, lo hacen apoyandose en el célculo de puntos concretos
de la parabola y rectas que pasen por ellos. E13 busca una recta que pasa por dos puntos de la
pardbola (Figura 4.1.67) y, a partir de este procedimiento, intenta generalizar para las rectas
que pasen por otros puntos de la parabola (Figura 4.1.68). E14 considera dos puntos de la
parabola, construye la recta que pasa por ellos (Figura 4.1.69) e indica que podria realizar el
mismo procedimiento para dos puntos cualesquiera de la pardbola (Figura 4.1.70). Cuatro de
los estudiantes (E8-E11) lo combina, exclusivamente, con dibujar una figura comenzando
con la representacion grafica de la funcion y generalizando a partir de algunas soluciones que
obtienen con dicha representacion. E§ y E9, dan rectas horizontales (Figuras 4.1.42 y 4.1.46
respectivamente) que son solucién del problema y, a partir de ellas, generalizan la solucion
para rectas horizontales por encima del vértice (Figuras 4.1.44 y 4.1.47, respectivamente).
E10 a partir de tres rectas particulares que pasan por el punto (0,5) (Figura 4.1.50), generaliza
a todas las rectas que pasan por el (0,5) y cualquier otro punto de la parabola (Figura 4.1.51).
E11 a partir de la recta que pasa por los puntos (-4,0) y (0,4) (Figura 4.1.56), generaliza su
solucion a la familia de rectas rectas que pasan por los puntos (-4,0) y (0,A) (Figura 4.1.59).
En cambio, E7, a pesar de empezar su resolucion también con dibujar una figura, utiliza
otros dos heuristicos antes de abordar la generalizacion.

Cuatro estudiantes (E3, ES, E7 y E15) utilizaron el heuristico ensayo y error. E15 es el inico
heuristico que utiliza en su resolucion. Para ello, toma rectas particulares y verifica si
cumplen o no las condiciones del problema igualando cada una de las ecuaciones de las
rectas a la ecuacion de la pardbola y comprobando si tienen o no dos puntos de interseccion
(Figuras 4.1.72-4.1.76). Este proceso no es del todo aleatorio ya que primero toma rectas
horizontales (Figuras 4.1.72 y 4.1.73), después rectas oblicuas con ordenada en el origen
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(Figuras 4.1.74 y 4.1.75) y, por ultimo, una recta oblicua con ordenada en el origen no nula
(Figura 4.1.76). E3 y ES lo utilizan tras el heuristico suponer el problema resuelto para
probar si dos valores concretos de a y b cumplen las condiciones obtenidas anteriormente y
construir las rectas correspondientes (Figuras 4.1.14 y 4.1.24). Y E7 combina el ensayo y
error con todos los otros heuristicos y destaca, ademds, que lo utiliza de manera grafica
(Figura 4.1.33). Representa graficamente la parabola y varias rectas, indicando si tienen o no
dos puntos de interseccion.

El heuristico descomponer el problema en partes aparece en la resolucion de 3 estudiantes
(E6, E7 y E16). E16 utiliza este heuristico inicamente, mientras que E6 y E7 lo combinan
con varios. Los tres estudiantes dividen el estudio de las soluciones en grupos de rectas segiin
su pendiente. E6 considera dos grupos: rectas horizontales (Figura 4.1.28) y rectas de la
forma y=mx+n con pendiente positiva (Figura 4.1.29), y, seguidamente, cambia su heuristico
a suponer el problema resuelto (Figura 4.1.30). En cambio, E7 lo utiliza tras haber hecho uso
de dibujar una figura (Figura 4.1.31) y ensayo y error (Figura 4.1.33). En su caso, divide el
estudio en tres grupos: rectas verticales (Figura 4.1.35), rectas horizontales (Figura 4.1.36) y
rectas de la forma y=mx+n con pendiente positiva (Figura 4.1.37). Por ultimo, E16 también
divide el estudio en tres grupos, pero que no coinciden con los anteriores: rectas horizontales
(Figura 4.1.79), rectas que pasan por el vértice de la parabola (Figura 4.1.80) y rectas que
pasan por dos puntos cualesquiera de la parabola, distintos del vértice (Figura 4.1.81).

Para concluir, como puede observarse en la Tabla 4.1.17, la mayoria de los estudiantes
utilizan el heuristico dibujar una figura (9 estudiantes), salvo una de ellas (E4) lo hacen
como primera opcion para aproximarse a las soluciones (E5-E12). Ademas, solo una de ellas
lo utiliza como tUnica estrategia de resolucion (E12), el resto lo combina con otros heuristicos
(E4-E11). La mitad de ellos contintian utilizando generalizar (E8-E11) y los demas con los
diferentes heuristicos. Entre los que intentan resolver el problema con un Unico heuristico hay
variedad en los utilizados: E1 y E2 lo hacen con suponer el problema resuelto; E13 y E14
con generalizar, E12 utiliza dibujar una figura, E15 ensayo y error 'y E16 descomponer el
problema en partes.

4.2.2 Casos estudiados

En la Tabla 4.1.18 se muestra un resumen de los casos estudiados y que se analiza con mas
detalle a continuacion. En el andlisis de las resoluciones de los 16 participantes se pueden
distinguir cuatro tipos de casos estudiados:

- Rectas horizontales. Se incluyen rectas horizontales particulares (por ejemplo, y=0,
y=1, y=2, ...) o la expresion general de una recta horizontal (por ejemplo, y=k, con
k € R)

- Rectas verticales. Se incluyen rectas verticales particulares (por ejemplo, x=0, x=1,
x=2, ...) o la expresion general de una recta vertical (por ejemplo, x=k, con k € R)

- Rectas oblicuas. Se incluyen rectas oblicuas particulares (por ejemplo, y=x, y=x+4,
y=-x+1, y=-2x-3). En este tipo de rectas no se incluye la forma general, que se estudia
de manera independiente en el siguiente tipo.
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- Recta general (y=ax+b; y=mx+n). Aunque este tipo contiene todas las rectas
anteriores, se ha decidido estudiar de manera independiente ya que la naturaleza de su
estudio no es geométrica, como los casos anteriores, sino algebraica al estar ligado al
heuristico suponer el problema resuelto.

Tabla 4.1.18. Resumen de los casos estudiados.

CASOS
estubiabos | E1|E2| E3 | E4 | E5| E6| E7|ES | E9 |E10|E11|E12(E13|E14|E15|E16

Rectas horizontales X X X X X X X X X
Rectas verticales X
Rectas oblicuas X X X X X X X X X X

Recta general
(y=ax+b; y=mx+n)

Como puede observarse, los casos mas estudiados son las rectas oblicuas, siendo diez
estudiantes quienes las abordan (E3, ES5, E7, E10-E16). E3 y ES5 estudian rectas oblicuas
particulares tras encontrar condiciones de a y b para que la recta general y=ax+b sea solucion
del problema (Figuras 4.1.14 y 4.1.24). E10, E12, E13 y E14 construyen rectas oblicuas que
pasan por dos puntos de la pardbola y E11 las construye a partir de dos puntos situados en los
ejes de coordenadas (Figura 4.1.56). Ademas, E10 y El11 intentan generalizar dicha
construccion fijando uno de los puntos y variando el otro (Figura 4.1.51 para E10 y Figuras
4.1.58 y 4.1.59). E15 estudia varias rectas oblicuas particulares como parte de su heuristico
ensayo y error. Y, por ultimo, E16 se plantea, de forma general, estudiar las rectas que pasan
por el vértice de la pardbola y las rectas que pasan por dos puntos cualesquiera de la parabola.

El siguiente caso mas abordado por los participantes es el correspondiente a rectas
horizontales, siendo 9 estudiantes quienes las estudian (E4-E9, E12, E15 y E16). E8 y E9 son
el Unico tipo de rectas que abordan. Para ello, en primer lugar, estudian dos rectas
horizontales particulares (Figuras 4.1.42 y 4.1.46) y, a partir de ellas, generalizan para todas
las rectas horizontales por encima del vértice representado (Figuras 4.1.44 y 4.1.47). En
cambio, tres participantes (ES, E12 y E15) analizan solo rectas horizontales particulares, sin
llegar a generalizar. Dos participantes (ES y E12) estudian unicamente una recta, E5 tras
encontrar condiciones de a y b para que la recta general y=ax+b sea solucion del problema
(Figura 4.1.24) y E12 la construye tomando dos puntos de la tabla de valores (Figura 4.1.65).
Al contrario que E15 que estudia cinco rectas horizontales como parte de su heuristico
ensayo y error (Figuras 4.1.72 y 4.1.73). En las otras cuatro resoluciones (E4, E6, E7 y E16)
estudian la forma general de las rectas horizontales por encima del vértice de la parabola.

La recta general es el siguiente caso mas estudiado, y coincide con aquellos estudiantes que
utilizan el heuristico suponer el problema resuelto (E1-E7). Este heuristico lleva implicito
realizar un estudio de la ecuacion de una recta (y=ax+b; y=mx+n) para encontrar aquellas
condiciones que las hacen soluciones del problema. En el caso de E6, se plantea las rectas de
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la forma y=mx+n con pendiente positiva (Figuras 4.1.29) y, en el caso de E7, las de pendiente
no nula (Figura 4.1.37).

La estudiante E7 es la unica que estudia rectas verticales y argumenta por qué no son
solucion del problema (Figura 4.1.35).

4.2.3 Representaciones

En la Tabla 4.1.19 se muestra una sintesis de las representaciones que pueden observarse en
las resoluciones y que seran analizadas a continuacion.

Tabla 4.1.19. Resumen de las representaciones utilizadas.

REPRESENTACIO | p1|E2| E3 | E4 | ES| E6 | E7 | E8 | E9 |[E10|E11|E12[E13|E14|E15|E16
Grifica X [ x| x[x|x[x]|x]Xx|X
Tabular X X | x X
Simbolica Xx|x| x| x| x| x| x|x|x|x|x|x]|x]|x]x]Xx
Verbal x|x|x|[x|x|x|x|x|[x|x|[x|x|x]|x]|x]|X

Todos los participantes usaron tanto la representacion simbolica como la representacion
verbal. La primera la utilizaron para presentar ecuaciones de rectas, soluciones y la operatoria
necesaria para calcular el vértice de la parabola, los puntos de corte, la monotonia, rectas
tangentes y para resolver ecuaciones. La representacion verbal aparece para explicar los
pasos dados durante el proceso de resolucion, y para justificar y presentar soluciones.

De los 16 estudiantes, 9 (E4-E12) realizaron la representacion grdfica, de la parabola y, en
algunos casos, de diferentes rectas, utilizdndola como heuristico en sus resoluciones. Este
resultado fue publicado en los andlisis preliminares de algunas categorias en los trabajos
de-Armas-Gonzalez et al. (2022a, 2022b). Cuatro de estos estudiantes (E6, E9, E10y E12) se
apoyaron para ello en la representacion tabular en la que recogen las coordenadas de puntos
particulares de la parabola. E6 la plantea pero la deja vacia (Figura 4.1.27). E9 da un unico
punto que confunde con el vértice (Figura 4.1.45). E10 incluye cuatro puntos, pero solo
representa uno que, al igual que E9, confunde con el vértice (Figura 4.1.48). E12 es la inica
que la utiliza correctamente, recogiendo 6 puntos de la parabola en la tabla y utilizando todos
para realizar una representacion grafica correcta de la pardbola (Figura 4.1.64). Dos
estudiantes, E4 y E7, realizan la representacion grdfica de la parabola sin recoger ninguna
informacion adicional (Figura 4.1.17 para E4 y Figuras 4.1.31, 4.1.33 y 4.1.38 para E7). Y
los tres estudiantes restantes la realizan apoydndose en la representacion simbolica. ES
recoge los célculos de los puntos de corte y el vértice (Figura 4.1.19), E8 solo calcula los
puntos de corte (Figuras 4.1.40 y 4.1.41) y E11 recoge calculos del vértice (Figura 4.1.52),
monotonia (Figura 4.1.53) y puntos de corte (Figura 4.1.54).
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4.2.4 Soluciones

La Tabla 4.1.20 recoge un resumen de las soluciones dadas por los estudiantes que
analizamos seguidamente con mas detalle.

Tabla 4.1.20. Resumen de las soluciones.

SOLUCIONES |E1(E2( E3 (E4 | ES5|E6| E7 [ ES8 | E9 |E10(E11|E12|E13|E14|E15|E16

Rectas horizontales X X X X X X X X

Rectas oblicuas X X X X X X X X X

Recta general
(y=ax+b; y=mx-+n)
con condiciones para
sus coeficientes

Como puede observarse en la Tabla 4.1.20, la mitad de los estudiantes presenta rectas
horizontales (E4, E6-E9, E12, E15 y E16) y/o rectas oblicuas (E3, E7, E10-E16) como
solucion al problema. Solo tres (E1, E2 y ES) presentan ecuaciones de rectas generales con
condiciones para sus coeficientes para que cumplan el enunciado. Por lo tanto, se puede
concluir que la mayoria de los estudiantes, 13 de 16, presenta soluciones particulares al
problema, mientras que solo 3 presentan como solucion la ecuacion de una recta general con
ciertas restricciones. Estos resultados fueron publicados en unos estudios preliminares de las
resoluciones (de-Armas-Gonzalez et al., 2022a, 2022b).

De los que presentan rectas horizontales, salvo dos de ellos (E12 y E15) que solo obtienen
rectas horizontales particulares (Figuras 4.1.65, 4.1.72 y 4.1.73), el resto recoge una
generalizacion de las rectas horizontales por encima del vértice (en algunos casos
erroneamente representado) (Figuras 4.1.18, 4.1.28, 4.1.36,4.1.44,4.1.47 y 4.1.79).

Los participantes que dan como solucion rectas oblicuas particulares las obtienen siguiendo
diferentes estrategias. E3 las halla tras calcular condiciones parciales para que una recta
general tenga dos puntos de interseccion con la parabola (Figura 4.1.14). E7 las presenta
graficamente. E10, E13 y E14 construyen las rectas determinadas por dos puntos particulares
de la parabola (Figuras 4.1.50, 4.1.67 y 4.1.69), al igual que E12 (Figura 4.1.65) aunque no
indica ningin célculo ni argumentacion. E11 utiliza dos puntos no pertenecientes a la
parabola y situados en los ejes de coordenadas (Figura 4.1.56). E15, aplicando ensayo y error,
da como solucion varias rectas horizontales (Figuras 4.1.72 y 4.1.73) y varias oblicuas
(Figuras 4.1.74-4.1.76). Y, por ultimo, E16 que, después de calcular el vértice, da como
solucion el haz de rectas que pasan por ¢l excepto y=1 y x=-2 (Figura 4.1.81).

Finalmente, tres estudiantes (E1, E2 y E5) presentan condiciones para los coeficientes de la
ecuacion explicita de una recta que hacen que cumpla la condicidon del enunciado, aunque
ninguna de estas soluciones es completamente correcta (Figuras 4.1.4, 4.1.5,4.1.10 y 4.1.23).
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4.2.5 Comprobacion de soluciones

La Tabla 4.1.21 recoge las resoluciones que realizan o no comprobacion de las soluciones (de
todas o de parte de ellas).

Tabla 4.1.21. Resumen de la comprobacion de soluciones.

COMPROBACION
DE SOLUCIONES E1|/E2|E3|E4|ES5|E6| E7 | E8| E9 |E10|E11|E12|E13|E14|E15|E16

Todas las dadas X X X X

Algunas de las dadas X X X X

Ninguna x | x X x | x X | x X

La mitad de los estudiantes no comprueba ninguna de las soluciones que da (8 estudiantes).
En el caso de seis de ellos (E1, E2, E4, E6, E7 y E16), estas soluciones son familias infinitas
de rectas (por ejemplo, todas las rectas horizontales por encima del vértice o todas las rectas
que pasan por el vértice) o son las rectas de ecuacidon y=ax+b cuyos coeficientes deben
cumplir ciertas condiciones. Al haberlas obtenido a partir de la posicion del vértice de la
parabola o imponiendo que cumplan el enunciado del problema, puede ser una justificacion
de que no hayan realizado su comprobacion.

Los cuatro estudiantes que comprueban algunas de las soluciones dadas (ES5, E8, E9 y E10),
son aquellos que dan como solucidén un conjunto de rectas particulares a partir de las que
generalizan a una grupo mas amplio de rectas, siendo las rectas particulares aquellas que
comprueban, salvo E10 que la hace de su generalizacion pero no la completa (Figura 4.1.51).
E5 las comprueba de manera grafica, aunque incorrectamente, dibujandolas junto a la
parabola (Figura 4.1.20) mientras que E8 y E9 lo hacen de manera analitica calculando los
puntos de corte de las rectas con la pardbola (Figuras 4.1.43 y 4.1.46).

De los cuatro participantes que comprueban todas las soluciones dadas, tres de ellos (E3, E11
y E15) lo hacen calculando los puntos de interseccion resolviendo la ecuacion resultante de
igualar las ecuaciones de las rectas y la parabola (Figuras 4.1.15,4.1.57 y 4.1.73-4.1.76). En
el caso de E15 esta comprobacion estd implicita dentro del heuristico utilizado, ensayo y
error. En cambio, E12 realiza esta verificacion de manera grafica (Figura 4.1.64).

4.2.6 Errores

Durante el analisis de las resoluciones, se han detectado diversos errores que hemos agrupado
en las siguientes categorias:

- Operatoria: Errores al transponer términos en una ecuacion, al multiplicar o al
expandir expresiones elevadas al cuadrado.

- Representacion del vértice: Errores al representar graficamente el vértice de la
pardbola dada en el enunciado.
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- Representaciones de una funcion: Errores en la utilizacion de las representaciones
simbolica o tabular de las rectas o la parabola.

- Conexion entre los célculos y el enunciado: Errores al interpretar los célculos
realizados o los resultados obtenidos en el contexto del problema.

- Tangentes a la pardbola: Errores en la interpretacion del concepto de recta tangente a
una parabola.

- Conjeturas falsas: Errores relacionados con el establecimiento de propiedades.

En la Tabla 4.1.22, se presenta una sintesis de los errores cometidos por cada uno de los
participantes atendiendo a las categorias anteriores.

Tabla 4.1.22. Resumen de los errores cometidos.

ERRORES E1|E2| E3 |E4|ES|(E6| E7 | E8|E9 (E10/E11(E12|E13|E14/E15|E16

No comete errores X X X X

Operatoria X X X X X

Representacion del
vértice

Representaciones de
una funcion

Conexion entre los
célculos y el X X
enunciado

Tangentes de la
parabola

Conjeturas falsas X X

Como se observa en la Tabla 4.1.22, en solo cuatro de las 16 resoluciones no se ha
encontrado ningun error. Los errores que aparecen con mayor frecuencia (en 5 resoluciones)
son de operatoria y en la representacion grafica del vértice.

Con respecto a los errores de operatoria, E1 comete tres errores de este tipo: uno al
transponer términos de la ecuacion resultante de igualar la ecuacion de la pardbola a la de una

recta general y=ax+b (Figura 4.1.1), otro al expandir la expresion (4 — a)2 (Figura 4.1.3) y
el ultimo al operar con sumas y multiplicaciones (Figura 4.1.3). E3 comete un error en la
obtencion de las ordenadas de los puntos de interseccion entre una recta particular y la
parabola, pero al no recoger el célculo realizado no podemos concluir a qué se debe (Figura
4.1.15). E6 y E13 cometen errores con los signos al multiplicar (Figuras 4.1.30 y 4.1.67).
Para finalizar con este tipo de errores, E11 olvida restar dos términos en una ecuacion durante
su comprobacion de las soluciones (Figura 4.1.63).

En relacion al error en la representacion del vértice de la pardbola, de los 9 estudiantes que
representan graficamente la pardbola (Tabla 4.1.19), cinco (E6, E7, E8, E9 y E10) sitaan el
vértice sobre el punto de corte de la pardbola con el eje OY (Figuras 4.1.26, 4.1.33, 4.1.42,
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4.1.45y 4.1.48). Este resultado fue presentado en el estudio preliminar de-Armas-Gonzalez et
al. (2022b).

Tres alumnas (E4, E6 y E9) cometen errores con las diferentes representaciones de una
funcion. E4 transcribe erroneamente la ecuacion de la parabola del enunciado cambiando su
término independiente por una b, al igual que el término de la recta ha considerado en su
resolucion, y=mx+b. E6 expresa las ecuaciones de las rectas paralelas al eje OX en el
semiplano x>5 como y=x+n con n>5, cometiendo a la vez el error de definir dicho semiplano
por la inecuacion x>5 en lugar de y>5. En el caso de E9, comete dos errores de este tipo: por
un lado, representa graficamente la parabola empleando una tabla de valores en la que indica
un unico punto y, por otro lado, expresa una recta como y = oo.

En las resoluciones de dos alumnos (E2 y E5) se han detectado errores relacionados con la
conexion entre los calculos y el enunciado del problema. Ambos, apoyandose en el heuristico
suponer el problema resuelto, enfocan su resolucion desde un punto de vista algebraico en el
que, al igualar la ecuacion de la pardbola a la de una recta general y=ax+b, se buscan las
condiciones para a y b tales que sea solucion del problema. Como puede observarse en el
enfoque algebraico del andlisis a priori del problema, de esta igualacion se obtiene una
ecuacion de segundo grado convirtiendo en el objetivo encontrar los valores de a y b que
hacen que el discriminante sea mayor estricto que cero, para asi obtener dos soluciones que
serian, precisamente, los puntos de corte entre la parabola y la recta. El error de E2 estd en
afirmar que la recta y la parabola tendran dos puntos de interseccion cuando el discriminante
es distinto de cero, incluyendo los valores que lo hacen menor estricto que cero y, con esto,
las rectas que no cortan a la parabola en ningtin punto (Figura 4.1.10). E5 se centra en que los
dos discriminantes que obtiene a lo largo de su resolucion tengan sentido, que interpretamos
como que se obtienen valores reales (Figuras 4.1.22 y 4.1.23) ya que indica que deben ser
mayores o iguales que cero. Esto le lleva a, finalmente, dar condiciones para a y b que hacen
que las rectas sean tangentes y, por tanto, no solucion del problema (Figura 4.1.23).

Una alumna (E7) comete un error asociado a las rectas tangentes a una funcion, en este caso,
la pardbola. Como puede verse en la Figura 4.1.33 representa dos rectas que pasan por el
vértice de la pardbola, una horizontal y una oblicua, tomando ambas como tangentes a la
parabola si advertir que en un mismo punto solo existe una recta tangente.

Por ultimo, dos alumnos (E1 y E15) presentan errores al realizar conjeturas equivocadas. E1,
en su resolucion, busca condiciones para los coeficientes de una recta general y=ax+b que
resuelven el problema. Al final de esta, mientras estudia los valores que debe tener a para
ciertas condiciones de b, establece equivocadamente que una expresion en funcion de b es
siempre positiva (Figura 4.1.5), sin mostrar ninguna explicacion ni argumentacion. E11, por
su parte, tras construir la recta que pasa por los puntos (-4,0) y (0,4) intenta generalizar su
solucion a la familia de rectas rectas que pasan por los puntos (-4,0) y (0,A). Establece,
erroneamente, que para A>1 habrad dos soluciones reales (Figuras 4.1.59 y 4.1.61), sin indicar
como alcanza ese valor, aunque podria estar apoyandose en la representacion grafica de la
parabola y considerar solo puntos sobre el eje OY que se encuentren en el semiplano de
puntos con ordenada mayor a la ordenada del vértice, (-2,1). Esta equivocacion puede estar
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provocada por la imposibilidad de realizar una representacion grafica exacta utilizando
unicamente papel y lapiz.
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ANALISIS DE LOS DATOS. SEGUNDA FASE

En este capitulo se presenta el andlisis de los datos de la segunda fase de la investigacion:
los procesos de evaluacion seguidos por una pareja de estudiantes para evaluar la resolucion
al problema de una compariera o un compariero. Este andlisis se divide en cuatro bloques
que agrupan los ocho casos analizados, cada uno formado por tres estudiantes (la pareja que
evalua y la persona evaluada). En cada bloque esta compuesto por uno o varios casos
atendiendo a las estrategias de resolucion empleadas en las resoluciones evaluadas. Para
cada caso se muestra, en primer lugar, un andlisis conjunto de las tres resoluciones
implicadas, lo que permite contextualizar la evaluacion; en segundo lugar se presenta el
analisis del proceso de evaluacion seguido por la pareja evaluadora atendiendo a tres
aspectos: categorias a las que hacen referencia, uso de la propia resolucion y caracter de las
intervenciones. Por ultimo, se extraen resultados globales del analisis conjunto de todos los
€asos.

Para organizar el analisis de esta segunda fase de la investigacion, los casos se ordenaron
teniendo en cuenta dos aspectos: el principal heuristico que aparece en las resoluciones
evaluadas y las similitudes y diferencias entre la resolucion evaluada y las resoluciones
presentadas por los evaluadores, y entre las resoluciones de los evaluadores entre si. Con
estos criterios, los 8 casos se organizaron en cuatro bloques:

- Bloque I. El primer bloque comprende los tres primeros casos. Las tres resoluciones
evaluadas, aunque con algunas diferencias, utilizan el heuristico suponer el problema
resuelto, tomando la ecuacion general de una recta (y=ax+b) y buscando las
condiciones para a y b que resuelven el problema. En el Caso 1, ambos evaluadores
realizan un procedimiento muy similar al evaluado. En los casos 2 y 3 los procesos de
resolucion de los evaluadores son diferentes a los evaluados, sin embargo, en el Caso
2 los evaluadores coinciden en la busqueda de rectas horizontales y en el Caso 3 los
tres procesos de resolucion son diferentes.

- Bloque II. En este bloque se agrupan los casos 4, 5 y 6. Como en el bloque anterior,
las resoluciones evaluadas son similares entre ellas. En todas ellas se construyen
rectas que pasan por dos puntos de la pardbola haciendo uso del heuristico
generalizar, dibujar una figura o ambos. En el Caso 4, ambas evaluadoras también
construyen rectas que pasan por dos puntos de la pardbola. En los casos 5 y 6 los
procesos de resolucion de los evaluadores son diferentes al de la evaluada. En el Caso
5 ambos evaluadores coinciden al utilizar el heuristico suponer el problema resuelto,
considerando la ecuacion general de una recta (y=ax+b) para buscar las condiciones
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de a y b que resuelven el problema. En el Caso 6, aunque los procesos de resolucion
de las evaluadas difieren, ambas coinciden en un momento de sus resoluciones
abordando rectas horizontales.

- Bloque III. En el tercer bloque se incluye Unicamente el Caso 7. La evaluada,
haciendo uso del heuristico ensayo y error, va considerando distintas rectas y
comprobando si tienen o no dos puntos de interseccion con la parabola. Este proceso
de resolucion es diferente al de las dos evaluadoras, cuyas resoluciones si son
similares entre si, puesto que ambas construyen rectas que pasan por dos puntos de la
paréabola.

- Bloque IV. El cuarto y ultimo bloque comprende el Caso 8. El evaluado utiliza el
heuristico descomponer el problema en partes, dividiendo la busqueda de soluciones
en tres grupos de rectas: rectas horizontales, rectas que pasan por el vértice de la
parabola y rectas que pasan por dos puntos cualesquiera de la pardbola (distintos del
vértice). Esta resolucion difiere de las de las evaluadoras, quienes resuelven el
problema de forma similar entre ellas, suponiendo el problema resuelto.

La Tabla 5.1 muestra una sintesis de las caracteristicas de cada uno de los casos que se han
considerado para agruparlos en bloques y ordenarlos dentro de cada bloque.

Tabla 5.1. Organizacion del andlisis de los casos.

BLOQUE | CASOS OBSERVACIONES
Bloquel | 1,2y 3 [ Evaluados: suponer el problema resuelto.

- Caso 1. Evaluadores: procedimientos similares al evaluado.

- Caso 2. Evaluadores: procedimientos diferentes al evaluado,
pero similares entre ellos.

- Caso 3. Evaluadores: procedimientos diferentes al evaluado y
entre ellos.

Bloque II | 4,5y 6 | Evaluadas: generalizar, dibujar una figura o ambos (construyendo

rectas que pasan por dos puntos de la parabola)

- Caso 4. Evaluadoras: procedimientos similares a la evaluada.

- Caso 5. Evaluadores: procedimientos diferentes a la evaluada,
pero similares entre ellos.

- Caso 6. Evaluadoras: procedimientos diferentes a la evaluada,
con alguna similitud entre ellas.

Bloque III 7 Evaluada: ensayo y error.

- Caso 7. Evaluadoras: procedimientos diferentes al evaluado,
pero similares entre ellas.

Bloque IV 8 Evaluado: descomponer el problema en partes (grupos de rectas)

- Caso 8. Evaluadoras: procedimientos diferentes al evaluado,
pero similares entre ellas.

5.1. Analisis de los casos del BLOQUE I

El primer bloque comprende los tres primeros casos, en el que las resoluciones evaluadas,
apoyandose en el heuristico suponer el problema resuelto, consideran la ecuacion explicita de
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una recta (y=ax+b) y buscan las condiciones necesarias de los coeficientes a y b para dicha
ecuacion sea solucion del problema.

5.1.1 Caso 1. David, Sandra y Javier

En esta seccion se presenta el caso formado por David (E3) y Sandra (E6), quienes evaluan la
resolucion de Javier (ES). En primer lugar, se muestra una comparativa de las principales
caracteristicas, atendiendo a las categorias de analisis, de las resoluciones realizadas por estos
tres estudiantes cuyo estudio se presentd en detalle en las secciones 4.1.3,4.1.6 y 4.1.5. Un
andlisis preliminar de este caso puede consultarse en el trabajo de-Armas-Gonzélez et al.
(2021a), ya que fue el primero que se abordd como parte de la investigacion y sus resultados
fueron presentados como un estudio de un tnico caso.

Caso 1: Analisis conjunto de las tres resoluciones

En la Tabla 5.1.1.1 se muestra un resumen de las caracteristicas de las resoluciones del
problema presentadas por cada uno de los tres participantes que conforman este caso,
atendiendo a las categorias de andlisis. En la tabla puede observarse que dichas resoluciones
contienen varias diferencias, pero también algunos aspectos comunes.

Tabla 5.1.1.1 Resumen de las resoluciones de los estudiantes que forman el caso 1.

Evaluador Evaluadora Evaluado
(David - E3) (Sandra - E6) (Javier - E5)
. Dibujar una figura 1. Dibujar una figura
1. Suponer el problema 2. Descomponer el
[ 2. Suponer el problema
[Heuristicos resuelto problema en partes
resuelto
2. Ensayo y error 3. Suponer el problema
3. Ensayo y error
resuelto
Paralelas al eje OX en el
. y=axtb semiplano x > 5 y=axtb
Casos estudiados y=x+3 —mxin. co . dientey:8X+1
y=-2x+1 p—mxT, - con - pen y=1
[positiva
Representaciones Simbolica y verbal Siijﬁgi tabular, simbdlica Grafica, simbolica y verbal
Rectas paralelas al eje OX]
en el semiplano x>5|y = ax + b con b < 5y
Soluciones z:i;jﬂ representadas, a =4+ 2 s — b
erroneamente, como y=x-+n
con n>5
Comprobacion de las y=x+3 y=8x+1
. a INo _
|soluciones y=-2x+1 y=1
Representacion del vértice
de la parabola
Representar las  rectas
Segunda coordenada de losjparalelas al eje OX en el
I puntos de interseccion de la semiplano x>5 COMOConexidn entre los calculos
rrores recta y=-2x+1 y la]y=xtnconn>5 y el enunciado
parabola. Representar el semiplano
anterior como x>5
Error de operatoria al
multiplicar
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En cuanto a la primera categoria de analisis, los dos evaluadores tienen en comun que utilizan
el heuristico suponer el problema resuelto, tomando la ecuacion explicita de una recta y
buscando los valores que hacen que dicha expresion cumpla con las condiciones del
enunciado del problema (Figuras 4.1.11 - 4.1.14 y 4.1.30). No obstante, estos dos estudiantes
utilizan este heuristico de forma diferente. En la resolucion de David (E3) puede considerarse
como el principal heuristico utilizado, ya que el ensayo y error lo emplea para obtener
soluciones concretas a una inecuacion a la que ha llegado al imponer las condiciones del
problema (Figuras 4.1.11 - 4.1.14). En cambio, Sandra (E6) lo combina con otros dos
heuristicos (dibujar una figura y descomponer el problema en partes) que utiliza antes de
suponer el problema resuelto. Como se mostro en la seccion anterior, Sandra (E6) se apoya
en la representacion grafica de la pardbola para intentar estudiar grupos de rectas segiin su
pendiente: rectas horizontales y rectas con pendiente positiva (Figuras 4.1.26 - 4.1.29). Por
otra parte, el estudiante evaluado, Javier (E5), comienza igual que Sandra (E6) con el
heuristico dibujar una figura, representando graficamente la parabola (Figura 4.1.20) y, a
continuacion, pasa a suponer el problema resuelto, procediendo igual que ambos evaluadores
(Figuras 4.1.21 - 4.1.23). Por ultimo, coincide con el evaluador David (E3) utilizando el
heuristico ensayo y error para obtener soluciones concretas de la inecuacion obtenida al
imponer las condiciones del problema (Figura 4.1.24). La Tabla 5.1.1.2 muestra un resumen
de los heuristicos empleados por las tres personas que forman este caso y el orden en que los
emplearon.

Tabla 5.1.1.2. Heuristicos empleados por los estudiantes del caso 1.

HEURISTICOS
David (E3) | Suponer el problema resuelto Ensayo y error
Evaluadores Suponer el
Sandra (E6) [ Dibujar una figura Descomponer el problema
problema en partes
resuelto
Evaluado . o Suponer el
Javier (ES) | Dibujar una figura problema resuelto Ensayo y error

En cuanto a los casos estudiados, tanto los evaluadores como el evaluado coinciden en
estudiar la expresion algebraica de una recta general (Tabla 5.1.1.1). David (E3), ademas,
aborda dos rectas concretas: y=x+3 e y=-2x+1, al tomar dos parejas de valores que verifican
la inecuacién que ha obtenido (Figuras 4.1.13 y 4.1.14). Sandra (E6) también estudia, de
manera general, las rectas paralelas al eje OX (Figura 4.1.28). El estudiante evaluado, Javier
(ES), anade a su estudio, como David (E3), dos rectas particulares: y=8x+1 e y=1 (Figura
4.1.24).

En cuanto a las representaciones utilizadas, Sandra (E6) es la unica evaluadora de la pareja
que realiza la representacion grdfica de la parabola y una recta y lo hace en dos ocasiones
(Figuras 4.1.26 y 4.1.30). También es la nica resolucion en la que aparece la representacion
tabular, mostrando una tabla de valores junto a la primera representacion grdfica de la
parabola pero en la que no recoge ningun valor (Figura 4.1.27). Ambos evaluadores utilizan
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la representacion verbal, David (E3) para justificar los pasos dados y las conclusiones de sus
calculos (Figuras 4.1.11-4.1.15) y Sandra (E6) para presentar sus soluciones (Figuras 4.1.28 y
4.1.29). Los dos evaluadores coinciden en el uso que hacen de la representacion simbdlica,
utilizdndola para presentar ecuaciones (Figuras 4.1.11, 4.1.14 y 4.1.27) y realizar céalculos
(Figuras 4.1.12, 4.1.13, 4.1.15 y 4.1.30). El evaluado, como Sandra (E6), realiza con la
representacion grdfica de la parabola y dos rectas (Figura 4.1.20) y, al igual que David (E3),
utiliza la representacion verbal para justificar algunos de los pasos dados (Figuras 4.1.22 -
4.1.24). Javier (ES) coincide con ambos evaluadores al utilizar la representacion simbolica
para realizar calculos (Figuras 4.1.19 y 4.1.21 - 4.1.24).

Si analizamos las soluciones dadas, observamos que ninguno de los dos evaluadores llega a
indicar todas las condiciones que tienen que cumplir los coeficientes de la expresion
algebraica de la recta para tener dos puntos de interseccion con la parabola. David (E3),
buscando dos valores que cumplan la inecuacion a la que ha llegado, da como soluciones dos
rectas particulares y=x+3 e y=-2x+1 (Figura 4.1.14). Las soluciones presentadas por Sandra
(E6) son las rectas paralelas al eje OX en el semiplano x>5 (erroneamente representado) que
representa simbolicamente, también incorrectamente, como y=x+n con n>5 (Figura 4.1.28) y
que obtiene a partir de los heuristicos anteriores (dibujar una figura y descomponer el
problema en partes). Sin embargo, Javier (ES), si llega a dar una expresién para los
coeficientes de la recta, aunque incorrecta, indicando como soluciones las rectas de ecuacion

y=ax + b,conb < 5ya =4 + 245 — b (Figura 4.1.23).

En relacion con la comprobacion de las soluciones, David (E3) es el tnico evaluador que
comprueba que las dos rectas que obtuvo eran solucion y lo hace calculando los puntos de
corte de cada una con la pardbola (Figura 4.1.15). Javier (ES), el evaluado, también
comprueba, de manera grafica, que la recta y=8x+1 es solucion, aunque la representa
erroneamente, y que y=1 no lo es (Figura 4.1.20).

Por ultimo, ambos evaluadores cometen errores en sus resoluciones. David (E3) se equivoca
al calcular la segunda coordenada de los puntos de corte de la recta y=-2x+1 con la parabola
(Figura 4.1.15). Sandra (E6) tiene cuatro errores en su resolucion: representa incorrectamente
el vértice de la parabola sobre el eje de ordenadas (Figura 4.1.26), escribe las expresiones de
las rectas paralelas al eje OX en el semiplano x>5 como y=x+n con n>5 (Figura 4.1.28),
representa el semiplano anterior como x>5 en lugar de y>5 y se equivoca al operar en el
discriminante de la ecuacion, confundiendo un signo (Figura 4.1.30). El evaluado también
comete un error al conectar los cdlculos con el enunciado, considerando los valores que
anulan el discriminante y dando como solucion, por tanto, rectas tangentes a la pardbola
(Figuras 4.1.22 y 4.1.23).

Caso 1: Analisis del proceso de evaluacion.

En el proceso de evaluacion de esta pareja se pueden diferenciar cuatro partes: (1) interpretan
los primeros pasos de la resolucion del evaluado; (2) comprueban los calculos posteriores; (3)
interpretan las soluciones; (4) valoran la resolucion en general y califican. A continuacion, se
presenta un andlisis detallado de la transcripcion de la discusion mantenida por la pareja
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evaluadora durante dicho proceso, teniendo en cuenta las variables de analisis indicadas en la
metodologia (seccion 3.4.2). Posteriormente, se mostrard un estudio de la utilizacién que
hacen los evaluadores de sus propias resoluciones para evaluar la de su compaiiero.
Finalmente, se abordara el caracter de las observaciones que realizan los evaluadores en cada
uno de los episodios identificados y distinguiendo entre episodios interpretativos, valorativos
Y expositivos.

Aspectos de la resolucion del problema en los que se centra la evaluacion

En la transcripcion de la discusion mantenida entre David (E3) y Sandra (E6) (Anexo A.1.1)
se identificaron un total de 35 episodios (Tabla 5.1.1.3). La categoria a la que hacen
referencia en un mayor nimero de episodios, en 11 de ellos, es representaciones. Se
diferencian 8 episodios dedicados a las categorias heuristicos y otros cada una, estos ultimos
relacionados con el enunciado del problema, la calificacion y el tiempo que dispusieron para
resolverlo. En la categoria de soluciones encontramos la mitad de episodios que en estas dos
ultimas y en las categorias casos estudiados y errores, se identificaron solo dos episodios en
cada una de ellas. Ademads, aunque el evaluado comprueba las soluciones graficamente, no se
encontraron episodios que hiciesen referencia a esta categoria. Esto puede ser una indicacion
de que los evaluadores se centraron mas en la estrategia y el procedimiento de resolucion que
en las soluciones.

En la Tabla 5.1.1.3 se muestra, ademas del ntimero de episodios clasificados en cada una de
las categorias de andlisis, el numero de episodios en los que hacen referencia a cada una de
las resoluciones implicadas en el caso (evaluadores o evaluado). En este ultimo aspecto,
pueden existir episodios en los que hagan referencia a mas de una resolucion, de ahi que se
puedan encontrar disparidades con el nimero de episodios totales.

Tabla 5.1.1.3. Clasificacion de los episodios del caso 1.

. Nimero de Resolucion a la que se refieren
CATEGORIA episodios Evaluador Evaluadora Evaluado
(David - E3) (Sandra - E6) (Javier - ES)

[Heuristicos 8 1 0 8
(Casos estudiados 2 0 1 2
IRepresentaciones 11 0 0 11
Soluciones 4 1 0 4
Coml?robaclon de 0 0 0 0
[soluciones

[Errores 2 0 0 2
Otros 8 3 0 0
Total 35 5 1 27

Los ocho episodios en los que los evaluadores hacen referencia a los heuristicos, se producen
en distintos momentos de la discusion. Los dos primeros se producen al comienzo del
proceso de evaluacion, en los que los evaluadores interpretan los primeros pasos dados por el
evaluado lo que les permite identificar los heuristicos utilizados en su resolucion. Por
ejemplo, en el episodio recogido en la Tabla 5.1.1.4a, identifican que el primer paso dado por
el evaluado es representar la parabola (heuristico dibujar una figura) y, en el indicado en la
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Tabla 5.1.1.4b, sefialan que ha considerado la ecuacion explicita de una recta y=ax+b y la ha
igualado a la ecuacion de la pardbola (heuristico suponer el problema resuelto).

Tabla 5.1.1.4. Episodios iniciales donde los evaluadores del caso 1 se refieren a los

heuristicos.
N*de EPISODIO
episodio
1 D: Lo primero que hace es dibujar la parabola y buscar cortes. a

D: Aqui te da la funcion.
3 S: Aqui interseca la recta con la parabola. b
D: Si, una recta arbitraria y=ax+b

Los cuatro episodios siguientes en esta categoria se identificaron a mitad del proceso de
evaluacion, mientras realizan una valoracion general de la resolucion presentada por el
evaluado. En este momento de la discusion, los evaluadores comienzan a valorar la estrategia
empleada. David (E3) no estd convencido de que sea del todo correcta, mientras que Sandra
(E6) si cree que sea adecuada (Tabla 5.1.1.5).

Tabla 5.1.1.5. Episodios intermedios referidos a los heuristicos del caso 1.

N de EPISODIO
episodio
D: A lo mejor estaba probando, estaba haciendo experimentos. Y no hizo nada mas. O sea, que no est3|
13 bien hecho.

S: No, pero esta bien empezado.
ID: Esta bien empezado pero te ha llevado a una...

15 |S: Pero no. O sea, yo entiendo lo que dices, pero me parece que esta bien planteado.

17  |S:[...] puso aqui el sistema de ecuaciones.

D: A ver, aqui, si vas a lo practico, a resolver el problema rapido, yo me pondria a probar a y b qug

20 .
funcionen.

Los dos ultimos episodios donde los evaluadores hacen referencia a los heuristicos se
encuentran al final de la transcripcion (Tabla 5.1.1.6). En este momento, se refieren
nuevamente a este aspecto con el objetivo de asignar una calificacion a la resolucion.

Tabla 5.1.1.6. Episodios finales relacionados con los heuristicos en el caso 1.

N*de EPISODIO
episodio

S: Es que toda esta parte esta perfecta.

24 D: Si, la idea esta muy bien.
S: Un 6 y algo.
D: Si, 6 de 10.
D: Y yo prefiero que me hagan esto, porque estd mucho mejor desarrollado a que te pongas a probar

29 | ; . .
ideas hasta que te cuadren dos. Asi que si, un 6 y medio de 10.

En relacion con la siguiente categoria de analisis, casos estudiados, se han identificado dos
episodios en los que los evaluadores analizan, sin fijarse en la resolucion, si los dos casos
abordados por Javier (E5) (y=8x+1 e y=1) cumplen o no la condicion del enunciado del
problema (Tabla 5.1.1.7).
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Tabla 5.1.1.7. Episodios donde los evaluadores del caso 1 se refieren a los casos estudiados.
N° de
episodio

EPISODIO

D: Vale, pone un ejemplo. Pone b=1, a vale 8 y a vale 0. Vale. Te vale porque tiene dos soluciones,
entonces esta recta te vale. La recta con =0y b=1. Es la recta y=1.

S: Pero no vale. Tiene solamente un punto.

D: Claro, pero lo que piden son dos.

S: Si, porque aqui estd cogiendo a=0, si a es cero no tienes pendiente. Si no tienes pendiente
entonces tiene que ser que la b que tome aqui sea superior a 5 para que la y se coja por arriba.

10

12 D: Y esta solo corta una vez, o sea, esta para la solucion no te vale. [Hace referencia al caso y=1]

En cuanto a la tercera categoria de analisis, en este caso, los evaluadores hacen referencia a
las representaciones en varias ocasiones, siendo esta la categoria con mayor niimero de
episodios tal y como ya se mencion6 anteriormente, con un total de 11. En dichos episodios,
mencionan tres de los cuatro tipos de representaciones consideradas en el andlisis (Tabla
5.1.1.8).

Tabla 5.1.1.8. Clasificacion de los episodios de la categoria representaciones del caso 1.

REPRESENTACION Grafica Tabular Simbdlica Verbal

N° DE EPISODIOS 2 0 6 3

La mayoria de estos episodios (6) tienen que ver con la representacion simbolica y suceden
durante la comprobacion e interpretacion por parte de los evaluadores de los célculos que
presenta Javier (E5) en su resolucion. Por ejemplo, en la Tabla 5.1.1.9. se presenta un
episodio en el que puede observarse que Sandra (E6) tiene dificultad para seguir algunos de
esos calculos, llegando a atribuir al evaluado errores no cometidos.

Tabla 5.1.1.9. Episodio referente a la representacion simbdlica del caso 1.
N° de
episodio

EPISODIO

S: A ver, voy a ver si los calculos estan bien. ;Y aqui la @ la dejo atras? El signo del discriminante
es lo que te importa, esto esta aqui.

D: Hasta aqui esta perfecto, o sea, que no se ha equivocado en los céalculos ni nada.

S: (Cémo que no se ha equivocado en los céalculos? Aqui le falta una a, aqui abajo.

D: No, esto es 2 por 1. Porque la variable es a.

S: Pero le sigue faltando la a. Saca ti el mdximo comun multiplo de aqui.

D: No, lo que esta haciendo es la ecuacion de segundo grado. O sea, a*-8a.

S: Si, si. Pero a no es 1, a no es arbitrario, es la pendiente de tu recta. Le falta la a, sdcame el
maximo comun.

6 D: No, no, esta resolviendo esta ecuacion a parte. O sea, esta ecuacion como si fuera una ecuacion
en funcion de a.

S: Si es una ecuacion en funcion de a ni en funcion de b...

D: O sea, est4 dejando la b arbitraria y estd haciéndolo en funcion de a.

S: Vale, pero mira. Saca la a. Tienes a(a-8), lo otro lo pasas y te queda 4-4b, ahora lo parte de 2...
D: No, esta haciendo..

S: Ah. ;Esta trabajando como si fuera una ecuacion?

D: Claro, una ecuacion de segundo grado que solo depende de a y la b la esté tratando como si la
conociera. Y ya luego la fija en funcion de lo que lo que le interese. Entonces, hasta aqui esta
usando la féormula de segundo grado. Bien, bien. Hasta aqui lo he comprobado yo y esta bien.
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En tres episodios se alude a la representacion verbal, concretamente, a la ausencia de ella
(Tabla 5.1.1.10). En el primero de ellos, Sandra (E6) admite haberse encontrado con
dificultades para entender ciertos aspectos debido a la falta de explicaciones con palabras
(Tabla 5.1.1.10a). En los otros dos episodios, vuelven a recalcar que lo que aparece escrito en
la resolucién no aclara el procedimiento seguido por el evaluado y que harian falta mas
justificaciones con palabras (Tabla 5.1.1.10b).

Tabla 5.1.1.10. Episodios referentes a la representacion verbal en el caso 1.
N° de
episodio

EPISODIO

S: Lo tnico que parece que estd mal, que es lo que me lie yo, es que aqui no dice lo que estd
13 utilizando. a
D: Si, esto lo vi yo. A ver, porque yo hice una cosa parecida y por eso lo sé. Pero si yo leo esto de
primeras no

S: Lo que parece que lo tiene explicado, pero después te das cuenta que no lo tiene explicado, 1o
que esta haciendo. O sea, eso esta bien, todo esto bien, pero aqui otra vez escribe exactamente 1o
mismo y sin sentido.

D: Si, para nada. b
S: Pero lo del discriminante no es que no se haya dado cuenta, es que aqui eligid un punto|
35  Jarbitrario y no lo ha explicado.

ID: Yo pondria 5 también. Vale. Pues ya esta.

22

Para concluir con la categoria de representaciones, dos de los episodios clasificados en esta
categoria se refieren a la representacion grdfica, tanto de la pardbola como de las rectas. El
primero aparece al principio del proceso de evaluacion y, en €l, los evaluadores interpretan
que el evaluado represent6 las dos rectas (Figura 4.1.20) para averiguar la pendiente que
deben tener las soluciones al problema (Tabla 5.1.1.11a). El segundo aparece cuando valoran
de forma general la representacion que ha realizado (Tabla 5.1.1.11b).

Tabla 5.1.1.11. Episodios referidos a la representacion grdfica en el caso 1.
N°de

episod EPISODIO
io
S: Esta cambiando la pendiente de la recta.
2 | D: Sj, el ratio en el que hay dos puntos. a
S: Intentando ver si es para arriba o para abajo.
16 | S: Hizo bien el dibujo de la parabola b

Siguiendo con las categorias de analisis, en la transcripcion de la discusion entre David (E3)
y Sandra (E6) se identificaron cuatro episodios en los que los evaluadores hacen referencia a
las soluciones. En el primero de ellos, que transcurre mientras comprueban los calculos
realizados por su companero, David (E3) indica que el procedimiento que sigue el evaluado
podria simplificarse si tratase de buscar soluciones concretas (Tabla 5.1.1.12a). En los tres
siguientes, los evaluadores inciden en un aspecto que se tratard posteriormente en la categoria
otros y que tiene que ver con el enunciado del problema. David (E3) afirma que se debia dar
como solucién al problema las ecuaciones de dos rectas, asi que en estos tres episodios
destacan que el evaluado, como solo da una recta como solucion, no cumple con lo solicitado
en el enunciado y, por tanto, no ha concluido la resolucion (Tabla 5.1.1.12b).
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Tabla 5.1.1.12. Episodios donde los evaluadores del caso 1 se refieren a las soluciones.
N° de

s EPISODIO
episodio
3 D: Esta buscando la general hasta el final. Y claro, eso te va a llevar un montén de raices. Si te a
limitas al problema, resolveras esto un poco, pero [...] que esté bien...
26  |D: Pero no te da dos rectas, te ha dicho como se construyen esas dos rectas.
30 [S: Hombre, le falté el final, pero yo creo que si le das un fisco de tiempo. b
34 |D: Pero no ha sabido finalizar, bueno no ha sabido, o no ha tenido tiempo.

En la categoria comprobacion de las soluciones no se identifica ningun episodio. El evaluado
realiza una comprobacion grafica (Figura 4.1.20) de las expresiones obtenidas al considerar
b=1 (Figura 4.1.24). Sin embargo, los evaluadores parece que no se dan cuenta de ello, ya
que la tnica mencion que hacen a esta representacion grafica es la que aparece en el episodio
de la Tabla 5.1.1.11a, donde no se observa que conecten la representacion grafica de las dos
rectas que aparecen en la Figura 4.1.20 con las expresiones algebraicas de dichas rectas que

obtiene al final de la resolucion al asignar valores concretos a los pardmetros a y b (Figura
4.1.24).

En relacion con los errores, el evaluado considera, incorrectamente, como posibles
soluciones los valores que anulan el discriminante (Figura 4.1.22), algo a lo que los
evaluadores hacen referencia en dos ocasiones (Tabla 5.1.1.13).

Tabla 5.1.1.13. Episodios donde los evaluadores del caso 1 se refieren a los errores.
N° de
episodio

EPISODIO

D: Puso aqui mayor o igual que cero, pero tiene que ser mayor que cero, porque si se queda igual, te

5 A . ,
queda una solucion doble y entonces eso es un corte solo. Bueno, a ver si después se da cuenta.
D: Y aqui sigue con lo de “tendra sentido cuando sea mayor o igual que cero”

9 S: Lo mismo que habia dicho aqui.

D: Claro. No se ha dado cuenta de que con lo de igual a cero... Bueno, no sé si se ha dado cuenta o lo
escribid en la hoja por inercia, cuando vea el problema te lo puedo decir mejor.

Por ultimo, al no poder clasificar los restantes 8 episodios en ninguna de las categorias
anteriores, se incluyeron en la categoria otros. Cuatro de ellos se refieren al enunciado del
problema, en los que David (E3) afirma que el problema pedia las ecuaciones de dos rectas
(Tabla 5.1.1.14).

Tabla 5.1.1.14. Episodios de la categoria ofros del caso 1, relacionados con el enunciado del
problema.

N° de
episodio

EPISODIO

7 D: Lo que se complicé un poco, porque solo tiene que limitarse a buscar soluciones.

D: Si, pero en el enunciado del problema, si no recuerdo mal, te dice que tienes que dar dos rectas
que corten dos veces.

D: Es que lo que te pide el problema, que es lo que da rabia, que el problema te pida que le des dos
rectas. Pero el problema dice dame esas dos rectas.

27 D: Pero el problema dice dame esas dos rectas.

11

25

Otros tres episodios, considerados dentro de esta ultima categoria, hacen referencia a aspectos
relacionados con la calificacion (Tabla 5.1.1.15). En dichos episodios, puede observarse
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como David (E3) y Sandra (E6) discuten sobre la calificacion numérica a otorgar a la
resolucion presentada por Javier (ES).

Tabla 5.1.1.15. Episodios de la categoria otros del caso 1, relacionados con la calificacion.
N° de
episodio

EPISODIO

S: /Qué piensas?

D: ;Ta qué le pondrias? Si estas corrigiendo esto, si estas de profesora en un instituto.

S: (Sobre 10?

D: Si, esta pregunta sobre 10

28 ID: Desde luego mas de la mitad se merece, porque el planteamiento esta bien.

S: (Entonces un 6?

3 D: Si, es que tampoco le puedo poner mas. Ni menos tampoco. Entonces que le ponemos. ..
S: 5. O sea, ahora viéndolo asi.

D: 5. Exacto. O sea, no se merece el 0, ni de broma. El 5 esta bien por el planteamiento.

23

Por ultimo, se identificod un episodio en el que los evaluadores comentan el tiempo del que
dispusieron para resolver el problema y como esto puede haber afectado tanto a la resolucion
presentada por el evaluado como a lo que hicieron ellos mismos cuando tuvieron que resolver
el problema (Tabla 5.1.1.16).

Tabla 5.1.1.16. Episodios de la categoria otros, relacionados con tiempo disponible para
resolver el problema. Caso 1.

N de EPISODIO
episodio
31 S: Pero yo creo que si le das un fisco de tiempo. A mi, por lo menos me cogi6 con la pata camba.
Llego tarde y, por tanto, dispuso de menos tiempo]

Uso de la propia resolucion en la evaluacion de un par

Tras analizar en detalle el proceso de evaluacion atendiendo a las categorias de andlisis
(heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones
y errores), se presenta, a continuacion, un estudio sobre las resoluciones a las que los
evaluadores hacen referencia en su discusion y de qué manera las usan, lo que nos informa
sobre hasta qué punto tienen en cuenta sus propias resoluciones a la hora de evaluar la
resolucion de su compaiiero.

En la Tabla 5.1.1.3 se puede observar que David (E3) hace referencia a su propia resolucion
en cinco episodios. En uno de ellos alude a que el procedimiento que sigue el evaluado podria
simplificarse si tratase de buscar soluciones concretas asignando valores a los pardmetros a y
b (Tabla 5.1.1.17). Esto es exactamente lo que hace David (E3) al final de su resolucién
(Figuras 4.1.14 y 4.1.15), por lo que puede pensarse que esta valorando el trabajo de Javier
(ES) teniendo en cuenta su propia resolucion y sin percatarse de que también el evaluado lo
hace (Figura 4.1.24), aunque en su proceso haya cometido algunos errores.

Tabla 5.1.1.17. Primer episodio en el que David (E3) hace referencia a su propia resolucion.

N*de EPISODIO
episodio
20 D: A ver, aqui, si vas a lo practico, a resolver el problema rapido, yo me pondria a probar a y b qug
funcionen.

145



Analisis de los datos. Segunda fase

Los otros cuatro episodios donde David (E3) parece estar pensando en su propia resolucion
(Tabla 5.1.1.18) muestran reflexiones que tienen que ver con lo que ¢l entendid que pedia el
enunciado del problema (dos rectas) y en lo que basd su propio proceso de resolucion (Figura
4.1.14).

Sandra (E6) también se apoya en su propia resolucion, aunque en su caso solo se observa en
dos episodios. Al final del primer episodio que se recoge en la Tabla 5.1.1.7, Sandra (E6)
afirma que las rectas de la forma y=ax+b, con a=0, deben cumplir que b sea superior a 5 para
tener dos puntos de interseccion con la pardbola. Recordemos que Sandra (E6) cometié un
error al representar el vértice de la parabola (Figura 4.1.26), lo que hace que, en su caso, esta
afirmacién incluya todas las rectas horizontales que cumplen la condicion del enunciado vy,
ademas, sean las unicas soluciones que presenta (Figura 4.1.28). Con dicho comentario,
Sandra (E6) muestra que estd tomando como referencia su propia resolucion y no la que estan
evaluando, en la que la pardbola si estd correctamente representada (Figura 4.1.20). Lo que
indica Sandra (E6) no incluiria las rectas horizontales entre y=1, el valor de la ordenada del
vértice real de la pardbola, e y=5, el valor considerado por ella. El segundo episodio tiene que
ver con el tiempo que dispusieron para resolver el problema (Tabla 5.1.1.16).

Tabla 5.1.1.18. Episodios en los que David (E3) hace referencia a su propia resolucion.
N° de

s EPISODIO
episodio
1 D: Si, pero en el enunciado del problema, si no recuerdo mal, te dice que tienes que dar dos rectas
que corten dos veces.
25 D: Es que lo que te pide el problema, que es lo que da rabia, que el problema te pida que le des dos

rectas. Pero el problema dice dame esas dos rectas.

26 |D: Pero no te da dos rectas, te ha dicho como se construyen esas dos rectas.

27  |D: Pero el problema dice dame esas dos rectas.

Caracter de los episodios

Por ultimo, analizaremos el caracter de los episodios identificados en la transcripcion,
distinguiendo entre episodios interpretativos, valorativos y expositivos, atendiendo a las
definiciones dadas para estas categorias en la metodologia (seccion 3.4.2). En la Tabla
5.1.1.19 se presenta un resumen del caracter de los episodios para cada una de las categorias
empleadas en el andlisis de los aspectos en los que los evaluadores de este caso se fijan al
evaluar: heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, errores y otros. En esta
tabla se separan los episodios entre aquellos tienen un caracter exclusivamente interpretativo,
valorativo o expositivo, y los que poseen doble caricter. No se incluye la categoria
comprobacion de soluciones pues, como ya se indicd anteriormente (Tabla 5.1.1.3), no se
identifico en la discusion de este caso ningin episodio referente a ella. Ademads, en la
categoria otros encontramos episodios que no hacen referencia a la resolucion que estan
evaluando (enunciado del problema, tiempo) y que, por tanto, carecen de caracter. Sin
embargo, existen otros en los que califican la resolucion y que, por tanto, tendran caracter
valorativo.
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Tabla 5.1.1.19. Clasificacion de los episodios del caso 1 atendiendo al caracter.

Interpretativo Valorativo Expositivo 1/V
|[Heuristicos 3 5 0 0
Casos estudiados 0 2 0 0
[Representaciones 2 8 0 1
Soluciones 0 4 0 0
[Errores 0 2 0 0
Otros 0 3 0 0
Total 5 24 0 1

Como puede observarse en la tabla, el proceso de evaluacion seguido por esta pareja es
fundamentalmente valorativo, pues se ha identificado un niimero casi cinco veces mayor de
episodios valorativos (24 episodios) que interpretativos (5 episodios). No se encontraron
episodios con caracter expositivo y se clasifico un episodio con doble caréacter interpretativo
y valorativo.

El mayor nimero de episodios lo encontramos en aquellos con caracter valorativo, la mayoria
de los episodios hacen referencia a las representaciones, con 8 episodios. Uno de ellos se
refiere a la representacion grdfica, en el que indican que la pardbola estd correctamente
representada (Tabla 5.1.1.11b). En la representacion simbolica se encuentran cuatro episodios
en los que verifican que los calculos en la resolucion del discriminante son correctos. Los tres
restantes se refieren a la representacion verbal y tienen que ver con la escasez que perciben
los evaluadores de argumentaciones escritas (Tabla 5.1.1.11). Le siguen las valoraciones con
foco en los heuristicos, con 5 episodios, en los que se observan discrepancias entre los
evaluadores. Mientras Sandra (E6) cree que la estrategia utilizada es correcta, David (E3) no
estd de acuerdo y lo compara con su propio heuristico (Tablas 5.1.1.5 y 5.1.1.6). A
continuacion, se encuentran 4 episodios valorativos referentes a las soluciones, afirmando en
estos que Javier (ES), el evaluado, no ha dado las dos rectas que pedia el enunciado del
problema (Tabla 5.1.1.12). Por ultimo, en las categorias de casos estudiados y errores se
identificaron 2 episodios valorativos en cada una. En los casos estudiados comprueban, por
un lado, que el caso y=8x+1 cumple las condiciones del problema (erroneamente, igual que el
evaluado) y, por otro, que el caso y=1 no las verifica (Tabla 5.1.1.7). En relacion a los errores
aparecen comentarios en los que advierten que el evaluado se equivoca al considerar los
valores que anulan el discriminante y no los que hacen que sea mayor estricto que cero (Tabla
5.1.1.13). Ademas, existen tres episodios clasificados en la categoria otros en los que la
pareja evaluadora esta otorgando una calificacion a la resolucion, por tanto, también la estan
valorando.

A continuacién se encuentran los episodios con caracter interpretativo, episodios donde los
evaluadores estan haciendo referencia a los heuristicos o las representaciones. En la categoria
heuristicos estos episodios tienen que ver con la identificacion de dichos heuristicos (Tabla
5.1.1.4 y episodio n°17 de la Tabla 5.1.1.5). En los correspondientes a la categoria
representaciones, uno tiene que ver con la representacion grdfica, donde interpretan que el
evaluado representa las dos rectas (Figura 4.1.20) para averiguar qué pendiente debe tener
para cortar en dos puntos a la parabola (Tabla 5.1.1.11a). Los otros dos episodios se refieren a
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la representacion simbolica, donde interpretan los calculos realizados (Tabla 5.1.1.9) y pasos
concretos de la resolucion (Tabla 5.1.1.20).

Tabla 5.1.1.20. Episodio de caracter interpretativo referente a la representacion simbolica.
N° de
episodio

4

EPISODIO

S: Aqui llega a lo que le interesa, el signo del discriminante.
D: El discriminante mayor que cero.

Por ultimo, existe un episodio que se ha clasificado con doble caracter interpretativo y
valorativo (Tabla 5.1.1.9), pues se trata de un tUnico episodio por girar en torno a la
representacion simbolica, pero en ¢l Sandra (E6) valora erroneamente uno de los pasos dados
por el evaluado y David (E3) interpreta los célculos para aclarar las dudas de su compafiera.
Por esta razon, el nimero de episodios totales en la categoria de representaciones de la Tabla
5.1.1.19 difiere en uno con el de la Tabla 5.1.1.3.

A modo de resumen, en este caso se han podido distinguir 35 episodios en los que se hace
referencia, principalmente, a las representaciones y los heuristicos. Esto indica que esta
pareja evaluadora se centra en como resuelve el compafiero evaluado el problema. Durante el
proceso de evaluacion, los evaluadores tienen en cuenta sus propias resoluciones, en especial
uno de ellos, David (E3), quien insiste en que la resolucion evaluada estd incompleta al no
presentar como solucion las ecuaciones de dos rectas. Esto tiene que ver con la interpretacion
que ¢l mismo hizo del enunciado y que reflejo en su propia resolucion. Por ultimo, se observa
que los evaluadores de este caso siguen un proceso de caracter fundamentalmente valorativo,
encontrando casi cinco veces mas episodios valorativos que interpretativos y, conjuntamente
al andlisis por categorias, mayoritario en las categorias de representaciones y heuristicos.
Algunos de estos resultados fueron publicados en un estudio exploratorio realizado de este
caso en de-Armas-Gonzalez et al. (2021a).

5.1.2 Caso 2. Marta, Manuel y Antonio

En esta seccion se presenta el caso formado por Marta (E8) y Manuel (E16), que evalian la
resolucion de Antonio (E1). Se comienza presentando una comparativa de las principales
caracteristicas, atendiendo a las categorias de analisis, de las resoluciones realizadas por estos
tres estudiantes cuyo estudio se presentd en detalle en las secciones 4.1.8, 4.1.16 y 4.1.1. El
analisis de este caso, conjuntamente con el caso anterior, puede consultarse en
de-Armas-Gonzalez et al. (2023), en el que se realiza una comparativa entre los procesos de
evaluacion seguidos por las parejas evaluadoras de ambos casos.

Caso 2: Analisis conjunto de las tres resoluciones.

En la Tabla 5.1.2.1 se muestra un resumen de las caracteristicas de las resoluciones del
problema presentadas por cada uno de los tres participantes que conforman este caso,
atendiendo a las categorias de andlisis.
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Tabla 5.1.2.1 Resumen de las resoluciones de los estudiantes que forman el caso 2.

Evaluadora
Marta (E8)

Evaluador
Manuel (E16)

Evaluado
Antonio (E1)

|Heuristico

1. Dibujar una figura
2. Generalizar

1. Descomponer el
problema en partes

1. Suponer el problema
resuelto

(Casos estudiados

y=6
y=7

Rectas paralelas al eje
0X

Rectas que pasan por el
vértice de la parabola

y=ax+b

y=n,conn>5yn € R Rectas que pasan por dos
puntos cualesquiera de la

pardbola

Grafica, simbolica y

Representaciones verbal Simboélica y verbal Simbodlica y verbal
y=ax+b con
a€ (- 2-18) u(
y=a,cona>lya € R* |yb=0
Soluciones y=n,conn>5yn € R. Haz de rectas que pasan
por (-2,1) excepto y=1y | y=ax+b con
x=-2 a€ (- 00,2—2\E)U
y b>0
Comprobacwn de las yi6 No No
[soluciones y=7
Transponiendo los
términos en la primera
ecuacion planteada
(Figura 4.1.1)
2
i6 Resolviendo (4 — a
[Errores Representacion del No ( )y

vértice de la parabola 16 + 4-4(b + 1)
(Figura 4.1.3)
Afirmando que

4b + 8\b — 4b — 4 >
(Figura 4.1.5)

Los heuristicos utilizados por los evaluadores de este caso son diferentes. Marta (ES)
combina dos heuristicos para resolver el problema: dibujar una figura y generalizar. Se
apoya en la representacion grafica de la pardbola para representar dos rectas horizontales
particulares (Figura 4.1.42) y generalizar su solucidén a todas las rectas horizontales por
encima del vértice (Figura 4.1.44). En cambio, Manuel (E16) utiliza un solo heuristico,
descomponer el problema en partes, dividiendo la biisqueda de soluciones en tres grupos de
rectas: rectas horizontales (Figura 4.1.77), rectas que pasan por el vértice de la parabola
(Figuras 4.1.80 y 4.1.81) y rectas que pasan por dos puntos cualesquiera de la parabola
(Figura 4.1.80). Por su parte, el estudiante evaluado, Antonio (E1), también emplea un solo
heuristico, suponer el problema resuelto, que no coincide con ninguno de los utilizados por
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los evaluadores. Considera la ecuacion explicita de una recta, y=ax+b, y busca las
condiciones para a y b que hacen que cumpla el enunciado del problema (Figuras
4.1.1-4.1.5). La Tabla 5.1.2.2 muestra un resumen de los heuristicos utilizados por los tres
estudiantes y el orden en que los emplearon.

Tabla 5.1.2.2. Heuristicos utilizados por los estudiantes del caso 2.

HEURISTICOS
Marta (E8) Dibujar una figura Generalizar
Evaluadores
Manuel (E16) Descomponer el problema en partes
Evaluado Antonio (E1) Suponer el problema resuelto

En relacién a los casos estudiados, los evaluadores tienen en comuin que abordan rectas
horizontales. Marta (E8) estudia las rectas particulares y=6 e y=7 (Figura 4.1.42) y la
generalizacion y=n, con n>5 y n € R (Figura 4.1.44). Manuel (E16) analiza, sin calcular
ninguna recta particular previamente, las rectas paralelas al eje OX por encima de la tangente
horizontal (Figura 4.1.79). Ademas, plantea otros casos: rectas que pasan por el vértice de la
parabola (Figuras 4.1.80 y 4.1.81) y, aunque no llega a estudiarlas, rectas que pasan por dos
puntos cualesquiera de la parabola (Figura 4.1.80). A diferencia de los evaluadores, Antonio
(E1), el evaluado, y como consecuencia del heuristico utilizado, aborda la ecuacion explicita
de una recta, y=ax+b (Figuras 4.1.1-4.1.5).

En cuanto a las representaciones utilizadas, Marta (E8) es la unica evaluadora de la pareja
que realiza la representacion grdfica, tanto de la parabola como de dos rectas (Figura 4.1.42),
pero ambos evaluadores utilizan la simbdlica y la verbal. Ademas, coinciden en el uso que
hacen de la representacion simbolica para recoger calculos (Figuras 4.1.40-4.1.41y 4.1.78) y
presentar soluciones (Figuras 4.1.44 y 4.1.79). También en la representacion verbal para
indicar los pasos dados (Figuras 4.1.43 y 4.1.77-4.1.78) y las conclusiones de sus calculos
(Figuras 4.1.40-4.1.43 y 4.1.78). Esta representacion es predominante en la resolucion de
Manuel (E16), quien la utiliza, ademads, para indicar las rectas que va a analizar (Figuras
4.1.77 y 4.1.79) y para presentar y justificar las soluciones (Figuras 4.1.79 y 4.1.81). El
evaluado, Antonio (E1), no realiza la representacion grafica de la parabola, pero coincide con
los evaluadores al utilizar la representacion simbolica para recoger calculos (Figuras

4.1.1-4.1.5) y la representacion verbal para explicar los pasos que va a dar (Figuras 4.1.1 y
4.1.2).

Al analizar las soluciones presentadas, se observa que los dos evaluadores obtienen como
soluciones rectas horizontales. Marta (E8), como consecuencia del error cometido en la
representacion del vértice de la parabola, da como soluciones las rectas de la forma y=n, con
n>5y n € R (Figura 4.1.44). Manuel (E16) obtiene, en primer lugar, las rectas paralelas al

eje OX de la forma y=a, cona>1 y a € R+(Figura 4.1.79) y, posteriormente, el haz de rectas
que pasan por el vértice de la pardbola, (-2,1), excepto y=1 y x=-2 (Figura 4.1.81). El
estudiante evaluado, Antonio (E1), aunque con errores, presenta como soluciones dos
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conjuntos de rectas, y=ax+b, definidos en funcion del valor de b: para b=0, las rectas y=ax+b
cona € (— o, 2 — \/5) U2+ \/g, ) (Figura 4.1.4); y para b>0, las rectas y=ax+b con
a € (— o, 2 — 22/b) U (2 + 21/b, ) (Figura 4.1.5).

En relacion con la comprobacion de las soluciones, Marta (E8) es la Unica evaluadora que
verifica que las dos rectas particulares que ha obtenido, y=6 e y=7, son solucion y lo hace
calculando los puntos de corte de cada una con la pardbola (Figura 4.1.43). El evaluado,
Antonio (E1), igual que Manuel (E16), no comprueba las soluciones dadas.

Por ultimo, Marta (E8) comete un error al representar el vértice de la parabola, situandolo,
erroneamente, sobre el punto de corte de la parabola con el eje OY (Figura 4.1.42). En
cambio, en la resolucion de Manuel (E16) no se ha detectado ninglin error. Por otra parte, el
evaluado, Antonio (E1), comete cuatro errores de calculo: transponiendo términos en la

primera ecuacion planteada (Figura 4.1.1), expandiendo la expresion (4 — a)z, calculando
16 + 4-4(b + 1) (Figura 4.1.3) y afirmando que 4b + 8\/5 — 4b — 4 > 0 (Figura 4.1.5).

Caso 2: Analisis del proceso de evaluacion.

El proceso de evaluacion seguido por los evaluadores de este caso se caracteriza por su falta
de comprension de la resolucion del companero evaluado. Por ello, al contrario que en la
pareja anterior, no se encuentra una estructura clara de su proceso de evaluacion,
observandose saltos desconectados en su discurso acerca de distintas partes de la resolucion,
asi como valoraciones que son incorrectas. A continuacion, se presenta un analisis detallado
de los episodios en los que se ha dividido la discusion mantenida durante el proceso de
evaluacion, teniendo en cuenta las categorias de analisis indicadas en la metodologia (seccion
3.4.2). Posteriormente, se mostrard un estudio de la utilizacion que hacen los evaluadores de
sus propias resoluciones para evaluar la de su compafiero. Finalmente, se abordara el caracter
de las observaciones que realizan los evaluadores, distinguiendo entre episodios
interpretativos, valorativos y expositivos.

Aspectos de la resolucion del problema en los que se centra la evaluacion

En la transcripcion de la discusion mantenida entre Marta (E8) y Manuel (E16) (Anexo
A.1.2) se identificaron un total de 34 episodios (Tabla 5.1.2.3). Las categorias a las que se
refieren en un mayor numero de ocasiones son representaciones, con 13 episodios, y
heuristicos en un total de 9. Hacen referencia en 6 episodios a las soluciones, mientras que se
han clasificado 3 episodios en la categoria otros y 2 en casos estudiados. Por ultimo, solo un
episodio se identifico dentro de la categoria comprobacion de soluciones. Ademas, aunque el
evaluado comete varios errores durante su proceso de resolucion (Tabla 5.1.2.1.), no se
encontraron episodios que hiciesen referencia a estos. Como puede observarse en la
transcripcion (Anexo A.1.2), los evaluadores durante su discusion nombran ciertos errores los
cuales no hacen referencia a esta categoria, tal y como se ha especificado en la metodologia
(seccion 3.4.2), sino que se trata de la valoracion que realizan de las soluciones o del
heuristico presentado por Antonio (E1). Esta distribucion de episodios muestra, igual que en
el caso anterior, que los evaluadores se centraron maés en la estrategia y el procedimiento de
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resolucion que en las soluciones, ademas de senalar los distintos sistemas de representaciones
utilizadas en la resolucion en repetidas ocasiones.

En la Tabla 5.1.2.3 se muestra, ademas del nimero de episodios clasificados en cada una de
las categorias de analisis, el nimero de episodios en los que hacen referencia a cada una de
las resoluciones implicadas en el caso (evaluadores o evaluado). En este ultimo aspecto,
pueden existir episodios en los que hagan referencia a mas de una resolucion, de ahi que se
puedan encontrar disparidades con el numero de episodios totales.

Tabla 5.1.2.3. Clasificacion de los episodios del caso 2.

. Nimero de Resolucion a la que se refieren
CATEGORIA episodios Evaluadora Evaluador Evaluado
(Marta - ES) (Manuel - E16) (Antonio - E1)

[Heuristicos 9 4 2 8
(Casos estudiados 2 2 2 1
IRepresentaciones 13 0 1 13
Soluciones 6 1 4 5
ComProbac10n de 1 0 0 1
|soluciones

[Errores 0 0 0 0
Otros 3 0 0 0
Total 34 7 9 28

Los nueve episodios en los que se hace referencia a los heuristicos se producen en distintos
momentos de la discusion mantenida por los evaluadores y, en la mayoria de ellos, se ponen
de manifiesto las dificultades de ambos para entender la resoluciéon de Antonio (E1). En la
Tabla 5.1.2.4, puede observarse como desde el inicio de la conversacion manifiestan
abiertamente su falta de comprension. En el primer episodio (Tabla 5.1.2.4a) admiten que no
entienden dicho heuristico (“igualar las ecuaciones” de la pardbola y de una recta expresada
en forma explicita) y, en un episodio posterior (Tabla 5.1.2.4b), lo valoran como correcto al
expresar que la “primera parte” estd bien, a pesar de que Manuel (E16) lo considera
demasiado complejo (Tabla 5.1.2.4c). Sin embargo, en el ultimo episodio encontramos una
contradiccion por parte de Manuel (E16), quien tras declarar en episodios anteriores que el
comienzo de la resolucion (el heuristico) estaba bien, concluye esta ultima intervencion
diciendo que no es correcto (Tabla 5.1.2.4e).

En otros 3 episodios de esta categoria, ambos evaluadores intentan justificar estas dificultades
de entendimiento. Por un lado, Manuel (E16) sostiene que con el heuristico utilizado por el
evaluado no es posible resolver el problema (Tabla 5.1.2.5a-c) y, por otro, Marta (ES)
atribuye su falta de compresion a que el evaluado no representa graficamente, es decir, a que

no utiliza el heuristico dibujar una figura en el que ella se apoyo para resolver el problema
(Tabla 5.1.2.5b-c).

El ultimo episodio en el que los evaluadores hacen referencia a los heuristicos se encuentra al
final de la transcripcion (Tabla 5.1.2.6) y en ¢l Marta (ES8) explica su propio heuristico.
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Tabla 5.1.2.4. Episodios donde los evaluadores del caso 2 se refieren al heuristico - 1
N°de

e EPISODIO
episodio
Marta: Yo no lo entiendo.
Manuel: Yo tampoco.
Marta: Es que lo primero que hizo si.
1 . . a

Manuel: Si. [gualar las ecuaciones.
Marta: Igualar las ecuaciones.
Manuel: Si. Hasta ahi lo entiendo.
Manuel: Yo lo que escribiria seria lo que estamos viendo. La primera parte bien, cuando

14 empieza a igualar las ecuaciones de la pardbola con la ecuacion de la recta, con la ecuacion b
general de la recta.
Marta: Pero no comprendemos...

71 Manuel: Es un caso también muy particular y muy enrevesado para calcular todas las rectas, asi c
que...

25 Manuel: Yo pondria eso. Que como... Si tuviera que evaluar la resolucion del problema como si d
fuera un alumno diria que empezo bien
Marta: A ver, en verdad iba bien. Es una idea que a mi, por ejemplo, no se me ocurrio.

32 |Manuel: Yo creo que empieza... lo aborda de la manera mas compleja posible para intentar| e
solucionar y tener todas las soluciones. Ya ese procedimiento no es correcto.

Tabla 5.1.2.5. Episodios donde los evaluadores del caso 2 se refieren al heuristico - 2
N° de
episodio|

EPISODIO

Manuel: Lo digo porque este enfoque para mi no es el que... yo queria pasar por ahi y luego

4 . , . . .
oeneralizar. Pero no llegué a generalizar, no sé si por falta de tiempo o [...]

Marta: No es que... al tampoco representar nada graficamente también yo creo que cuesta mucho
mas.

Marta: Es que si lo dibujas creo que es el mas visual, el de todas las paralelas.

24 |Manuel: Yo es que no me sentia capaz tampoco de resolverlo de otra forma pero claro. Esto no| ¢
veo yo que resuelva.

Tabla 5.1.2.6. Episodio final donde los evaluadores del caso 2 se refieren al heuristico.
N° de
episodio

34

EPISODIO

Marta: Yo primero hice 2. Puse y=6 ¢ y=7. Lo comprobé. Y dije, si te das cuenta, para y=n, esto
también te sirve.

En relacion con la siguiente categoria de andlisis, casos estudiados, se han encontrado solo
dos episodios que ocurren a mitad del proceso de evaluacion y en los que los evaluadores
comentan, como ya se ha sefialado en el analisis de las resoluciones, que ambos coinciden en
uno de los casos que estudian: rectas horizontales (Tabla 5.1.2.7).

Tabla 5.1.2.7. Episodios donde los evaluadores del caso 2 se refieren a los casos estudiados.

N* de EPISODIO
episodio
18 |Manuel: O sea, tu y yo, la casualidad que hicimos mas 0 menos el mismo razonamiento. a
23 Manqel: Y §l caso que intenta hacer, que es un caso concreto. Igual que nosotros intentamos| b
solucionar primero este para... No llega...

En cuanto a la categoria de representaciones, se han identificado episodios a lo largo de todo
el proceso de evaluacion relacionados con estas, lo cual no es de extrafiar al tratarse de la
categoria con mayor numero de episodios, un total de 13. En estos se hace referencia a dos de
los cuatro tipos de representaciones consideradas (Tabla 5.1.2.8), resultado esperado puesto
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que las tres personas involucradas en este caso utilizaron las representaciones simbodlica y
verbal, mientras que sola una de ellas, Marta (ES), la grafica y ninguna la tabular.

Tabla 5.1.2.8. Clasificacion de los episodios de la categoria representaciones del caso 2.

REPRESENTACION Grafica Tabular Simbdlica Verbal

N° DE EPISODIOS 0 0 10 3

La mayoria de los episodios de esta categoria, 10 de los 13, se refieren a la representacion
simbolica 'y en ellos vuelve a ponerse de manifiesto la dificultad que presentan los
evaluadores para comprender la resolucion evaluada. En la Tabla 5.1.2.9 se presentan algunos
episodios en los que se observa como la pareja trata de entender e interpretar los calculos
realizados por el compafiero evaluado.

Para concluir con la categoria de representaciones, tres de estos episodios aluden a la
representacion verbal (Tabla 5.1.2.10), que, nuevamente, permiten observar las dificultades
de la pareja evaluadora con la resolucion. Los dos primeros episodios (Tabla 5.1.2.10a-b)
ponen en relieve la incapacidad de ambos evaluadores para conectar lo escrito con palabras
en la resolucidon con la estrategia y los pasos seguidos por el estudiante evaluado. En el
ultimo (Tabla 5.1.2.10c), a pesar de que Antonio (EIl) explica la mayoria de los pasos
realizados, Manuel (E16) atribuye su falta de comprension a la ausencia de aclaraciones con
palabras.

Tabla 5.1.2.9. Ejemplos de episodios donde los evaluadores del caso 2 se refieren a la
representacion simbolica.

N° de
episodio

EPISODIO

Manuel: a y b son libremente con lo cual no hay ninguna restriccion, en principio. A no ser que
luego la resolucion te lleve a que haya una restriccion.

Marta: Que la a tiene que ser de esta forma, ;no?

Manuel: Esa es la restriccion seglin esta resolucion.

Marta: Si. /Y cual es la otra?

Manuel: Aqui hay un problema /Se estan refiriendo a la parte en que Carlos comienza a resolver la
inecuacion, planteando una ecuacion para "a", y obtiene dos valores de "a". Algo que luego
descarta.] Por ejemplo, porque si b es igual a 1, sacando el valor de a. Uno es el de a=0y b=1. Esa
es tangente.

Marta: Si. Y no la corta dos veces.

Manuel: La corta uno porque es tangente. Y la otra es 4... 4x+1... el 0 pasa por el 5. Hombre si,
corta dos veces porque...

Marta: Ah, ;pero a lo mejor detras tiene alguna condicion de la 5?

Manuel: Saca lo de los intervalos.

Manuel: No. Yo creo que el fallo estd aqui. En este razonamiento de aqui. Yo te lo explico a ti y ya
luego ti me dices si es verdad o estoy equivocado. Porque me puedo equivocar yo perfectamente.
Vale. Llega a una ecuacion de segundo grado que intenta resolver. Con la férmula de una ecuacion
de segundo grado

15

Manuel: Yo lo que digo es, lo que esta haciendo al estar con y=ax+b y de repente decir b es igual

19 cero, es que esta cogiendo todas las rectas que pasan por el (0,0). Porque se queda con y=ax.
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Tabla 5.1.2.10. Episodios donde los evaluadores del caso 2 se refieren a la representacion

verbal.
N°de

episodio

EPISODIO

Marta: Pero aqui ya no. Aqui ya me pierdo un poco. Dice que resolvemos la ecuacion de
segundo grado y, /tiene que encontrar dos valores distintos? ;Qué es lo que significa?
Manuel: Si, pero...

Marta: Pero cuando encuentra dos valores [...] una recta...

Manuel: Si. Exacto.

Marta: ...que se intersecta. ;Pero como sabe que es dos veces?

Manuel: Y luego dice, de repente, dice que cuando lo dentro de la raiz sea mayor que cero
habra dos soluciones. Pero no entiendo que eso tenga que ver con nada que tenga que ver...
16  |que garantice que la recta corte con la parabola. b
Marta: Porque lo que dice es que cuando es mayor que cero lo que se referira es que tiene 2
soluciones.

Manuel: Si hubiera intentado detallar con palabras qué estaba haciendo, qué estaba

27  |intentando... podriamos seguir el razonamiento. Pero hay un momento que yo no puedo c
seguirlo vy no sé por qué hace las cosas que hace.

Siguiendo con las categorias de andlisis, en la transcripcion de la discusion entre Marta (E8) y
Manuel (E16), se identificaron seis episodios en los que hacen referencia a las soluciones. El
primero ocurre al inicio de la discusion, en el que los revisores comentan las soluciones que
ellos mismos encontraron, indicando cudntas y de qué tipo eran (Tabla 5.1.2.11).

Tabla 5.1.2.11. Episodio inicial donde los evaluadores del caso 2 se refieren a las soluciones.
N° de
episodio

EPISODIO

Manuel: No, es que... Claro. Yo no encontré todas las soluciones.

Marta: Ah no. Yo tampoco.

3 Manuel: Yo hice una cosa muy sencilla pero no tiene nada que ver con esto. Yo encontré infinitas
soluciones que eran todas paralelas al eje horizontal.

Marta: Yo también. Yo me quedé ahi. Tu porque no te cabian mas.

En los siguientes tres episodios clasificados en esta categoria puede observarse como ambos
evaluadores intentan comprobar si las soluciones presentadas por Antonio (E1) son correctas
(Tabla 5.1.2.12a-b) y como Manuel (E16), uno de los evaluadores, intenta verificar si las
rectas que ¢l mismo dio como solucion (las paralelas al eje OX por encima de la recta
tangente a la parabola y=1) estan incluidas en dichas soluciones (Tabla 5.1.2.12c).

En los dos ultimos episodios relacionados con las soluciones, los evaluadores contintian
intentando analizar las soluciones dadas por el evaluado (Tabla 5.1.2.13). Para ello, Manuel
(E16) realiza una representacion grafica (Figura 5.1.2.1) en ese momento del proceso de
evaluacion con la que apoyar su discurso (Tabla 5.1.2.13a) y ambos evaluadores expresan sus
dudas acerca de si las soluciones presentadas por su compafiero cumplen las condiciones del
enunciado del problema (Tabla 5.1.2.13b).

En la categoria comprobacion de las soluciones se ha identificado un tinico episodio en el que
Marta (ES8) expresa que el evaluado no comprueba las soluciones obtenidas y Manuel (E16)
sefiala que ¢l no sabria como realizar dicha comprobacion ni en qué momento se deberia
realizar (Tabla 5.1.2.14).
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Tabla 5.1.2.12. Episodios intermedios donde los evaluadores del caso 2 se refieren a las

soluciones.
N* de EPISODIO
episodio
Marta: Ah mira aqui. Cuando la b es igual a 0. No pero la 0 no nos sirve porque en la 1 tu
dijiste que cuando la b es 1, ya esta, no te da.
3 Manuel: No da, no da, no. a
Marta: Y aqui €l tiene como que b si funciona.
Manuel: Si » mayor que 0, ;a vale cualquiera de estos intervalos?
Marta: Pero no, porque si b es mayor que 0 puedes coger b=/ y cuando la b es 1...
10 Marta: Bueno, encontramos por lo menos un error, ;no? b
Manuel: Si, ;no? Porque el b [...] si a=0, no esta.
12 Manuel: Para cualquier 5>1 y con a=0, todas esas rectas cortan en dos puntos porque son c
todas paralelas por encima de la tangente. Y eso no esta contemplado aqui que yo vea, ;no?

Tabla 5.1.2.13. Episodios finales donde los evaluadores del caso 2 se refieren a las

soluciones.

N° de

episodi EPISODIO
0

Manuel: La parabola tiene, tu la calculaste mas o menos igual que yo, tiene una forma mas
o menos asi. En realidad lo que va a calcular es todas las rectas que, pasando por el (0,0), el
haz de rectas que mas o menos vendria a ser... desde aqui que esa solo tiene un corte, esa no
valdria; todas las que estan en medio del haz de rectas que pasan por aqui hasta la que es
20 | tangente por aqui en algin punto, bueno, en una asintota en realidad. .. a
Marta: Pero no la toca, no tiene por qué...

Manuel: Bueno, una asintota no... juna parabola tiene asintota? Pero bueno, en fin...
Imaginemos que si puede tocar. A lo mejor toca un punto por aqui y sigue. Bueno, de esto
no estoy seguro. Esta calculando todas estas rectas.

Manuel: En cualquier caso, yo le veo cosas. Que ni siquiera llega a especificar una solucion
concreta. Porque queda un poco genérico.

Marta: No, y aparte, yo por ejemplo creo que estd dando como solucion la b igual cero y
verdad no es solucion, porque ni siquiera cumple lo que €l puso (o ella).

Manuel: Si, yo supongo que es que la a... esto que acaba de obtener aqui, cuando b es igual
a 0, lo que viene a decir es que la a tiene que estar de menos infinito hasta dos menos raiz de
8, esto debe ser... Es que yo dudo que ese intervalo sea tan grande. Es que solo van a valer
unas @, que son las que... al revés, las que estan aqui, llega un momento que si la @ es mas
pequeiia no vale, ninguna corta hasta vuelva a ser lo suficientemente grande como para que
dé la vuelta y esté aqui . /No sé si me entiendes lo que quiero decir?

Marta: Si.

Manuel: Todas las rectas que le van a valer y que cortan dos puntos tienen esta forma tienen
22 | esta forma si pasan por el x cero. Asi, estas de aqui. b
Marta: Exacto.

Manuel: Y eso es un rango muy concreto. Y aqui sin embargo el rango es desde menos
infinito a algo y unido de algo hacia mas infinito. No veo que esta solucion sea posible por
eso te digo.

Marta: Ya porque en verdad est4 acotando desde... ;eso es raiz de 87

Manuel: 2 menos raiz de 8 a 2 mas raiz de 8.

Marta: 2 mas raiz de 8 es como... 2 y pico. 2... no, un poquito mas. Es 2 raiz de 2, cuatro,
cuatro y un poquito.

Manuel: No lo veo. Hay algo ahi raro que a mi me hace ver que eso no puede ser solucion.
O sea, que no solo que no... es que se fije al menos un rango de... Es decir, hay casos en
que se puede dar infinitas soluciones sencillas.

Marta: Exacto. Y esas no estan.
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Figura 5.1.2.1. Representacion grafica realizada por Manuel (E16) durante la evaluacion.

Tabla 5.1.2.14. Episodio de la categoria comprobacion de soluciones del caso 2.
N° de
episodio

Marta: Es que yo creo que luego ¢l no comprueba cuando la b es cero.
29 . L . .
Manuel: No, no, no sé. No sé como, ni cuando procedia...

EPISODIO

En relacion con los errores, aunque el estudiante evaluado comete varios durante el proceso
de resolucion (Tabla 5.1.2.1), no se encuentra ningun episodio referido a esta categoria. A
pesar de que la pareja evaluadora atribuye errores al evaluado, ninguno se corresponde con
los que realmente comete, por tanto, tal y como se indicé en la metodologia (seccion 3.4.2)
no se incluyen en esta categoria.

Tabla 5.1.2.15. Episodios de la categoria otros.

N° de

episo EPISODIO
dio

9 Manuel: Vamos a ver como escribimos esto. Porque yo estoy bastante oxidado con esto. Yo pensé

que iba a ser resolver problemas como los de secundaria. Pero esto va se me queda largo.

Marta: Pero jhay que ponerle una nota o algo?

Manuel: No, no, no. No es corregir, ;no? Documento para coevaluacion. Bueno, en principio yo

no lo evaluaria porque tampoco sé sobre qué lo tengo que evaluar, si hay que ponerle una nota, si

hay que poner mas o menos iba bien...

Marta: Y en verdad no te dice que encuentres todas. Te dice que encuentras ecuaciones de la

33 [recta. c

Manuel: Ecuaciones de rectas... con dos va seria suficiente. Fue lo primero que pensé.

31

Por ultimo, se han encontrado 3 episodios que no se corresponden con ninguna de las
categorias anteriores, por lo que se han clasificado en la categoria otros (Tabla 5.1.2.15).
Estos estan relacionados con el enunciado del problema, las caracteristicas del problema o
con el enunciado de la tarea de evaluacion. En el primero de ellos, Manuel (E16) admite sus
dificultades para resolver el problema al no tratarse de un problema tipico de los empleados
en la ensenanza de la educacion secundaria (Tabla 5.1.2.15a), donde normalmente se
encuentran con el problema equivalente cerrado en el que se pide calcular los puntos de corte
entre una parabola y una recta dadas. En el segundo, Marta (E8) pregunta si hay que calificar
la resolucion y Manuel (E16), aunque primero lo niega, muestra dudas sobre qué deben hacer
para evaluar (Tabla 5.1.2.15b). Por altimo, el tercer episodio de esta categoria y que ocurre al
final de su discusion, hace referencia al enunciado del problema. Los evaluadores se plantean
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el nimero de rectas que habria que encontrar para que la resolucion fuese correcta (Tabla
5.1.2.15¢).

Uso de la propia resolucion en la evaluacion de un par

Tras analizar en detalle el proceso de evaluacidon atendiendo a las categorias de andlisis
(heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones
y errores), se presenta, a continuacion, un estudio sobre las resoluciones a las que los
evaluadores hacen referencia en su discusion y de qué manera las usan, lo que nos informa
sobre hasta qué punto tienen en cuenta sus propias resoluciones a la hora de evaluar la
resolucion de su compatfiero.

En la Tabla 5.1.2.3 se puede observar que Marta (E8) hace referencia a su propia resolucion
en siete ocasiones y Manuel (E16) en nueve. Ademads, en cuatro de dichos episodios hacen
referencia a las resoluciones de ambos evaluadores. En el primero de ellos, cada uno explica
las soluciones que encontr6 (Tabla 5.1.2.11); en los dos siguientes, comentan la coincidencia
en uno de los casos estudiados por ambos, las rectas horizontales, (Tabla 5.1.2.7); y, en el
ultimo, comparan sus heuristicos con el del evaluado (Tabla 5.1.2.5¢).

Se identifican otros tres episodios en los que Marta (E8) tiene en cuenta su propia resolucion.
En el primero atribuye su falta de compresion de la resolucion evaluada a la ausencia de
representacion grafica en la misma, es decir, a que el evaluado no utiliza, como hace ella, el
heuristico dibujar una figura (Tabla 5.1.2.5b). En el segundo de estos episodios, Marta (ES)
admite que a ella no se le ocurri6 abordar el problema con el heuristico utilizado por el
compaiero evaluado (Tabla 5.1.2.4¢). Y en el tercero, que coincide con el ultimo episodio de
su discusion, la evaluadora expone coémo utilizd el heuristico generalizar en su propia
resolucion, considerando primero dos rectas horizontales particulares y generalizando,
posteriormente, a todas las rectas horizontales por encima del vértice (Tabla 5.1.2.6).

Manuel (E16), por su parte, se refiere a su propia resolucion en cinco ocasiones mas. En la
primera explica que su intencion al resolver era generalizar tras pasar por las rectas
horizontales pero no dispuso tiempo suficiente (Tabla 5.1.2.5a). En los otros cuatro episodios,
Manuel (E16) se apoya en un conjunto de soluciones que ¢l presento (rectas horizontales por
encima de la tangente y=I) para comprobar si los célculos realizados por el estudiante
evaluado son correctos (episodio n°7 en la Tabla 5.1.2.9) y para verificar si dichas soluciones
estan recogidas en la resolucion de su compaiiero (Tabla 5.1.2.12).

Caracter de los episodios

Por ultimo, se analiza el caracter de los episodios identificados en la transcripcion,
distinguiendo entre episodios interpretativos, valorativos y expositivos, atendiendo a las
definiciones dadas para estas categorias en la metodologia (seccion 3.4.2). En la Tabla
5.1.2.16 se presenta un resumen del caracter de los episodios de este caso para cada una de
las categorias empleadas en el analisis de los aspectos en los que los evaluadores se fijan al
evaluar: heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones y comprobacion de
soluciones. En esta tabla se separan los episodios entre aquellos tienen un caracter
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exclusivamente interpretativo, valorativo o expositivo, y los que poseen doble caracter. No se
incluye la categoria errores pues, como ya se menciono anteriormente (Tabla 5.1.2.3), no se
identifico en la discusion de este caso ningun episodio referente a ella. Ademads, en la
categoria otros encontramos episodios que no hacen referencia a la resolucion que estan
evaluando (enunciado del problema o de la tarea de evaluacion) y que, por tanto, carecen de
caracter.

Como puede observarse, el proceso de evaluacion seguido por esta pareja es
fundamentalmente valorativo, con mas del triple de episodios valorativos (19 episodios) que
interpretativos (6 episodios). Se encontraron cuatro episodios con caracter expositivo y dos
episodios con doble caracter interpretativo y valorativo.

Tabla 5.1.2.16. Clasificacion de los episodios del caso 2 atendiendo al caracter.

| Interpretativo Valorativo Expositivo 1/V
[Heuristicos 1 6 2 0
(Casos estudiados 0 1 0
[Representaciones 4 7 0 2
Soluciones 1 4 1 0
ComProbaclon de 0 1 0 0
|soluciones

[Total 6 19 4 2

El mayor nimero de episodios lo encontramos en aquellos con caracter valorativo, donde la
mayor parte hacen referencia a las representaciones. Cinco hacen referencia a la
representacion simbolica y dos a la representacion verbal. En el primer grupo, los
evaluadores, al no entender los célculos y los pasos dados por Antonio (E1), presuponen que
estos son incorrectos (Tabla 5.1.2.17a-b), que el estudiante evaluado se pierde en sus propios
calculos (Tabla 5.1.2.17¢) e intentan argumentar dénde se ha podido equivocar el compafiero
evaluado (Tabla 5.1.2.17d-e), atribuyendo errores que no comete y pasando por alto los que si
comete.

En cuanto a los dos referidos a la representacion verbal, en el primero puede detectarse la
incapacidad de los evaluadores para conectar las justificaciones escritas con palabras con la
estrategia y los pasos seguidos por el estudiante evaluado (Tabla 5.1.2.10b) y, en el segundo,
atribuyen su falta de comprension a la ausencia de explicaciones con palabras, a pesar de que
Antonio (E1) aclara por escrito la mayoria de los pasos (Tabla 5.1.2.10c).

Por otra parte, de los episodios valorativos, seis hacen referencia a los heuristicos. En ellos
expresan que, a pesar de considerarlo algo complicado (Tabla 5.1.2.4c) es correcto (Tabla
5.1.2.4b-d-e). En los otros, Marta (E8) atribuye su falta de compresion a que el compafiero no
representa graficamente (Tabla 5.1.2.5b) ya que considera que este heuristico (dibujar una
figura) es mas visual (Tabla 5.1.2.5c¢).

En los 4 episodios valorativos relacionados con las soluciones, la pareja evaluadora concluye
que las soluciones no son correctas ya que no han encontrado que en ellas se contemplen las
rectas horizontales por encima de la recta tangente dadas por Manuel (E16) en su propia
resolucion (Tablas 5.1.2.12 y 5.1.2.13b). En el episodio valorativo en el que comentan los
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casos estudiados, Manuel (E16) valora que esta incompleto (Tabla 5.1.2.7b). Y, el tnico
episodio de la categoria de comprobacion de soluciones, tiene también caracter valorativo en
el que Marta (E8) expresa la ausencia de la verificacion de uno de los conjuntos de soluciones
obtenidas por el evaluador y que la pareja afirma que es erroneo (Tabla 5.1.2.14).

Tabla 5.1.2.17. Episodios de caracter valorativo referentes a la representacion simbdlica.
N° de
episodio

5

EPISODIO

Manuel: Ese se me queda un poco lejos, porque ademas no lo veo. No veo bien que fuera
eso. No me suena bien en principio pero no digo que no.

Manuel: No. Yo creo que el fallo esta aqui. En este razonamiento de aqui. Yo te lo explico a
ti y ya luego t me dices si es verdad o estoy equivocado. Porque me puedo equivocar yo
perfectamente. Vale. Llega a una ecuacion de segundo grado que intenta resolver. Con la
formula de una ecuacion de segundo grado

Manuel: Pero se perdi6 en los céalculos genéricos al intentar usar todas las funciones...

26 |Marta: Sobre todo yo creo que a partir de aqui. Una vez pone esto creo que se pierde un c
poco. ..

Marta: Entonces, una vez resuelve la inecuacion y despeja el valor de a, que le queda en
funcion de b. Luego intenta calcular... bueno, o...

Manuel: Seguir estudiando, por casos, en funcién de los valores que puede asignarle a b. Eso
es lo que intenta. Y se queda en el primero.

Marta: Pero es que, por ejemplo, calcula para b igual 0. Pero no se da cuenta que la =0 no
cumple la inecuacion.

Manuel: Claro, es que aqui... Porque si llegas hasta aqui mas o menos bien, si b es igual a
cero. ..

Marta: Es que, ademas, cuando la b es 0, esto te queda 5 por 20. Y esto te va a quedar
negativo, ni siquiera se puede hacer. Porque 5 por 4 es 20 y 4 menos 2 es 2, 2 al cuadrado es
4, menos 20 te queda negativo. Esto no tiene solucion.

Manuel: Si, si. Se equivoca en un paso ahi. Y de todas formas...

Marta: Y luego el siguiente caso que es b>0.

Manuel: Ah. Es verdad que también lo estudia. No me habia dado cuenta. Es que lo ve en
funcion de b dice cuando a esta entre menos infinito y 2 menos 2 raiz de 2, como si le valiera
cualquier b y cualquier b no vale.

Marta: Exacto. Y no estd viendo que cumpla la inecuacidn al final. Creo que se centra en ver
si b es positivo 0 negativo, pero no que cumpla la inecuacion.

15

28

30

A continuacion se encuentran los episodios con caracter interpretativo, donde los evaluadores
estan haciendo referencia a las representaciones, aunque se han identificado también un
episodio interpretativo referente a los heuristicos y otro a las soluciones. El primero de los
episodios interpretativos de la categoria representaciones se refiere a la representacion verbal
y se da al inicio de la evaluacion (Tabla 5.1.2.10a). En ¢l los evaluadores admiten que no
comprenden el razonamiento que lleva al evaluado al expresar que, tras resolver la ecuacion
de segundo grado (obtenida al igualar la ecuacion de la pardbola y la explicita de una recta),
se obtendran dos puntos de interseccion cuando dicha ecuacion tenga dos soluciones (Figura
4.1.2). Otros 3 episodios interpretativos de la categoria representaciones tienen que ver con la
representacion simbolica en los que la pareja evaluadora, continuando con sus dudas, analiza
los célculos realizados por el evaluado intentando entender los pasos dados (Tabla 5.1.2.18).

El episodio interpretativo relacionado con el heuristico es el primero de la transcripcion,
donde identifican el heuristico utilizado por el compafiero evaluado (igualar las ecuaciones de
la recta y la pardbola) y reconocen que, hasta ese momento, es lo tinico que han entendido de
la resolucion (Tabla 5.1.2.4a). Para terminar en lo referente al caracter interpretativo, se
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identifica un episodio relacionado con las soluciones (Tabla 5.1.2.13a) en el que Manuel
(E16), haciendo uso de una representacion grafica que ¢l mismo realiza en el momento de la
evaluacion (Figura 5.1.2.1), intenta visualizar las rectas presentadas por Antonio (E1) como
solucion.

Tabla 5.1.2.18. Episodios de caracter interpretativo referentes a la representacion simbdlica.

N*de EPISODIO
episodio

11 Marta: Si, pero ahi no esta restringiendo la a, esta restringiendo la b, y...

13 Marta: No, porque ademas. No, porque solo restringe la a en funcion de la b pero no [...] Pero
tu puedes restringir cuando la b es 0, la a te coge todo lo que ti quieras.
Manuel: Yo lo que digo es, lo que esta haciendo al estar con y=ax+b y de repente decir b es

19 igual cero, es que esta cogiendo todas las rectas que pasan por el (0,0). Porque se queda con

=qx.

A diferencia del caso 1, en este caso se han encontrado cuatro episodios con caracter
expositivo. En dos de ellos comentan sus propios heuristicos pero lo hacen en momentos
distintos de su discusion. Manuel (E16) expone que su intencidn era generalizar tras abordar
las rectas horizontales casi al inicio de la evaluacion (Tabla 5.1.2.5a), mientras que Marta
(E8) explica, en el ultimo episodio de la transcripcion, que utilizd el heuristico generalizar
considerando primero dos rectas horizontales particulares y generalizando a todas las rectas
horizontales por encima del vértice (Tabla 5.1.2.6). Otro de los episodios expositivos se
identifica en la categoria casos estudiados, en el que los evaluadores comentan que ambos
coincidieron en uno de los casos que abordan, las rectas horizontales (Tabla 5.1.2.7a). Y, el
ultimo episodio de cardcter expositivo pero que tiene lugar al inicio del proceso de
evaluacion, se refiere a las soluciones en el que ambos evaluadores explican las soluciones
que cada uno encontré (Tabla 5.1.2.11).

En este caso, dos episodios se han clasificado con doble carécter interpretativo y valorativo,
pues se tratan de episodios Unicos por girar ambos en torno a la representacion simbdlica,
pero en los que los evaluadores, al no comprender los célculos realizados por su compaifiero,
van interpretando dichos cdlculos y valorando, al mismo tiempo, si se obtienen rectas que
cumplan las condiciones del problema o no (episodio n°7 de la Tabla 5.1.2.9 y Tabla
5.1.2.19).

A modo de resumen, en este caso se han podido distinguir 34 episodios en los que se hace
referencia, principalmente, a las representaciones, los heuristicos y las soluciones. Destaca de
esta pareja evaluadora la falta de comprension del proceso de resolucion seguido por su
compaiero, con muchos episodios en los que se observa que no logran entender como
Antonio (E1) resolvié el problema. Ademas de expresarlo explicitamente en varias ocasiones,
esta situacion se hace evidente si se tienen en cuenta dos aspectos. Primero, en como los
evaluadores tienen en cuenta sus propias resoluciones. En el caso de Marta (E8), sintiéndose
incapaz de comprender la resolucidon evaluada al no existir representacion grafica y, por parte
de Manuel (E16), insistiendo en comprobar si las soluciones que ¢l mismo dio en su
resolucion estan contempladas en la resolucion del compaiero evaluado. Y, segundo, si se
presta atencion al caracter de los episodios. Se observan hasta cuatro episodios expositivos en
los que los evaluadores explican aspectos de sus propias resoluciones, en los episodios
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interpretativos intentan comprender los pasos seguidos por Antonio (E1) y en los episodios
valorativos atribuyen errores al compafiero evaluado que no comete y pasan por alto los que
realmente comete. Estos resultados, como se coment6 anteriormente, pueden consultarse en
de-Armas-Gonzalez et al. (2023), asi como la comparativa con el proceso seguido por la
pareja evaluadora del caso 1. En este sentido, la pareja del caso 1 centra su evaluacion,
principalmente, en el proceso de resolucion, mientras que la del caso 2 lo hace también en las
soluciones presentadas por la evaluada, aunque destacan las dificultades para entender la
resolucion a evaluar de este segundo caso. Ambas parejas coinciden en apoyarse en sus
propios procesos de resolucion a la hora de evaluar al compafiero, principalmente la segunda
pareja, la cual hace referencia a sus resoluciones en un mayor niimero de episodios.

La complejidad de llevar a cabo un analisis cualitativo de estas caracteristicas se hace patente
en este segundo caso, en el que interviene un factor tan importante como el conocimiento
matematico y observandose como su ausencia influye directamente en la calidad de la
evaluacion (Caceres y Chamoso, 2015). Sin embargo, a pesar de las dificultades encontradas
en este caso concreto, los tres focos en los que se centra este andlisis (aspectos de la
resolucion, uso de la propia resolucion y caracter de los episodios) nos han ayudado a
identificar los elementos relevantes, permitiendo mostrar el proceso de evaluacion seguido
por la pareja de manera precisa.

Tabla 5.1.2.19. Uno de los episodios de caracter interpretativo y valorativo referentes a la
representacion simbdlica.

N° de
episodio

EPISODIO

[Marta: Pero eso es mentira. Porque si la b es 1. Ah si, tendria... a ver. Tendria dos soluciones, si.
[Manuel: Y eso te dice que corta en dos puntos. Ah vale, vale. Eso es lo que no entendia. Vale. Corta
en dos puntos si la parte de dentro [...] Entonces el calculo se restringe a que esto sea mayor que cero
y eso es lo resuelve.

Marta: Entonces. Restringe el resultado a lo que...bueno, al intentar resolver la ecuacion. Que le
sale, ;no? El resultado esta restringido a que lo de dentro de la raiz le dé mayor que cero. Mayor
estricto. Mayor estricto que cero. Si, si, si, si.

Manuel: Ah vale. Ya lo entendi. Yo creo que tiene razon incluso, pero... Ahora ya lo entiendo mas.
Este intervalo [...].

Marta: Claro porque a lo mejor lo que esta es solo con eso. No, pero €l coge todo.

Manuel: Si es negativo no tiene solucion. Claro, si es negativo no tiene solucion. En este punto justo
estaria diciendo... No pero, cuando solo corta un punto, ;coémo resuelvo?

[Marta: No porque se supone que si la raiz le esta dando positiva ya va a tener dos soluciones. Va a
estar cortando con dos puntos. Entonces lo que dice es que cuando es cero. Supongo que eso lo que
17  |se refiere es lo que esta dentro de la raiz. Te va a quedar positivo por aqui y por aqui.

Manuel: Si, si.

[Marta: Entonces va a tener de aqui para abajo dos soluciones y de aqui para arriba también.
Entonces en todos estos niimeros va a haber solucion y va a cortar a la parabola en dos. Entonces
estaria bien, ;no?

Manuel: A mi me haria falta escribir para saberlo. Si, realmente si, tiene logica. Ahora que lo veo si
tiene logica, pero... Y de repente, ;de donde saca el b=0?

Marta: Aqui. Porque ese es el caso.

[Manuel: Ah porque solo. Ah dej6 el caso. Ah vale, vale.

Marta: Hizo un caso con b=0 y otro con b>0.

[Manuel: Ah vale. Ahora si. Pensé que estaba con todos.

Marta: Lo que pasa que no sé por qué no mird para b<0.

Manuel: No le dio tiempo.

Marta: Ah vale. Le faltaria el caso b<0.

Manuel: No pero... a depende de b y b depende de a seguramente. Pero el tema es que vuelve a
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resolver como lo que tenia dentro de la raiz es una ecuacion de segundo grado. Bueno, en realidad
una inecuacion. Despeja el valor de a y le queda en funcion de b. Y luego analiza en funcion de los
valores posibles de b. Y solo analiza un caso concreto. O sea, que en realidad cuando solo analiza el
caso b=0, es decir, a=2. Cuando b=0, que es el caso pone, ;son cosas mias 0 a=2 y ya esta?

Marta: a=2, si.

Manuel: Y esto todo...

Marta: Ah pero, jentonces?

Manuel: Es que claro. Vuelve atras. Vuelve atras porque aqui llega a una conclusion. Y ahora te dice
bueno ahora b=0, vale. Luego a=2. Siempre vuelve atras. Eso es lo que no entiendo.

[Marta: Pero claro, lo que creo que no tuvo en cuenta es que esto se tiene que seguir cumpliendo. Si,
si, si se cumple porque cuando la b=0 la a=2, entonces esto tiene solucion. La cosanoes queay b
tengan solucion o cuantas soluciones tengan a y b, sino la x que es la que te interesa que tenga dos
soluciones.

Manuel: Vale. Ah vale, vale.

[Marta: Aunque la b sea cero si la a te da una solucion que es... Entonces aqui dentro te quedaria
positivo. Entonces ya la x te da dos soluciones, con lo cual se corta dos veces.

Manuel: Vale.

[Marta: Lo que te interesa es que esto sea mayor que cero.

[Manuel: Sigo sin verlo porque me parece un razonamiento un poco... Si, si... Si, si lo veo porque si
vuelvo atras y ahora yo muevo el b=0 esto esta al cuadrado con lo cual la raiz se va y 4 menos a, mas
menos 4 menos a, entonces 2 veces 4 menos a 6 0. X igual a cero.

[Marta: No. Si te da x igual a cero, no. Solo es una solucion. Esto tiene que dar... esto te da. No pero
es aqui no te queda esto.

Manuel: Silab es igual a cero, queda dos soluciones de x: la cero y la dos veces 4 menos a.

[Marta: Pero claro, si la b es cero, la a es 2. Entonces te queda aqui 2 al cuadrado que es 4 menos 4 es
cero. Si, claro, te queda una nada mas.

Manuel: No sé. No sigo el razonamiento.

[Marta: No, pero es que entonces cuando b es cero, la a es dos y entonces no se te cumple la
inecuacion. Te estd dando igual que cero. No te estd dando mayor que cero. Y es un mayor estricto.
Si ¢l pone b cero y a 2, que es lo que te daria, lo de dentro de la raiz se queda cero, con lo cual ya no
[...] La condicion es que sea mayor que cero, mayor estricto. Entonces ese no te vale, ese caso.
Manuel: Es que vyo lo que veo es que esta con un solo caso.

5.1.3 Caso 3. Francisco, Sofia y David

En esta seccidn se presenta el caso formado por Francisco (E11) y Sofia (E15), que evaluan la
resolucion de David (E3). En primer lugar, se muestra una comparativa de las principales
caracteristicas, atendiendo a las categorias de analisis, de las resoluciones realizadas por estos
tres estudiantes cuyo estudio se presentd en detalle en las secciones 4.1.11, 4.1.15 y 4.1.3.

Caso 3: Analisis conjunto de las tres resoluciones.

En la Tabla 5.1.3.1 se muestra un resumen de las caracteristicas de las resoluciones del
problema presentadas por cada uno de los tres participantes que conforman este caso,
atendiendo a las categorias de analisis.

Los evaluadores utilizan diferentes heuristicos para resolver el problema. Francisco (E11)
combina dos heuristicos: dibujar una figura y generalizar. Se apoya en la representacion
grafica de la parabola (Figura 4.1.55) para construir la recta que pasa por los puntos (-4,0) y
(0,4) (Figura 4.1.56) y, a partir de ella, generalizar su solucién a la familia de rectas que pasan
por los puntos (-4,0) y (0,A) (Figura 4.1.58). Sofia (E15), en cambio, utiliza inicamente el
heuristico ensayo y error, tomando rectas particulares y comprobando si cumplen o no las
condiciones del problema (Figuras 4.1.72-4.1.76). El estudiante evaluado, David (E3),
también utiliza el heuristico ensayo y error pero de forma diferente y después de haber
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utilizado el heuristico suponer el problema resuelto. Inicialmente, considera la ecuacion
explicita de una recta, y=ax+b, y busca las condiciones que deben verificar sus coeficientes
para que sea solucion del problema (Figuras 4.1.11-4.1.13). Tras alcanzar unas condiciones,
se apoya en el ensayo y error para comprobar si dos valores concretos de a y b las cumplen
(Figura 4.1.14). En la Tabla 5.1.3.2 se recoge un resumen de los heuristicos empleados por
las tres personas que forman este caso y el orden en que los utilizaron.

Tabla 5.1.3.1 Resumen de las resoluciones del caso 3.

Evaluador
Francisco (E11)

Evaluadora
Sofia (E15)

Evaluado
David (E3)

Heuristico

1. Dibujar una figura
2. Generalizar

1. Ensayo y error

1. Suponer el problema
resuelto
2. Ensayo y error

Casos estudiados

Recta que pasa por los|y=0 y=ax+b
puntos (-4,0) y (0,4). y=1 y=x+3
Familia de rectas que|y=2 y=-2x+1

pasan por los puntos (-4,0)
y (O).

y=3
y=4
y=4x
y=Xx
y=x+4

Representaciones

Grafica, simbodlica y
verbal

Simbolica y verbal

Simbolica y verbal

Soluciones

y = )\(’C:—‘L),con y A>1

y=2
y=3
y=4
y=4x
y=x+4

y=x+3
y=-2x+1

Comprobacién de las
soluciones

y=x+4

y = A(%),con y 1

y=0
y=1
y=2
y=3
y=4
y=4x
y=Xx
y=x+4

y=x+3
y=-2x+1

Errores

Afirmar que para 2>1, la
familia de rectas

y = 7\(%) tienen dos
puntos de interseccion con
la parabola.

Afirmar que la parabola es
creciente para x =>— 2.
Error de operatoria.

No

Segunda coordenada de
los puntos de interseccion
de la recta y=-2x+1 y la
parabola.

Los evaluadores también difieren en los casos estudiados. Mientras que Francisco (E11)
aborda la recta que pasa por los puntos (-4,0) y (0,4) (Figura 4.1.56) y, apoyandose en ella, la
familia de rectas que pasan por los puntos (-4,0) y (0,A), con A>1 (Figura 4.1.58), Sofia (E15)
considera y analiza ocho rectas particulares: y=0, y=1, y=2, y=3, y=4, y=4x, y=x, y=xt+4
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(Figuras 4.1.72-4.1.76). Los casos estudiados por David (E3) tampoco coinciden con los
abordados por los evaluadores. El considera la ecuacion explicita de una recta, y=ax+b
(Figuras 4.1.11-4.1.13), y dos rectas particulares: y=x+3 e y=-2x+1 (Figura 4.1.14).

Tabla 5.1.3.2. Heuristicos empleados por los estudiantes del caso 3.

HEURISTICOS
Francisco (E11) Dibujar una figura Generalizar
Evaluadores
Sofia (E15) Ensayo y error
Evaluado David (E3) Suponer el problema Ensayo y error
resuelto

En cuanto a las representaciones utilizadas, Francisco (E11) es el tnico evaluador de la
pareja que realiza la representacion grdfica de la pardbola (Figura 4.1.55). En cambio, la
representacion simbdlica aparece en las resoluciones de ambos evaluadores para presentar
ecuaciones y recoger calculos, y es la representacion casi exclusiva de la resolucion de Sofia
(E15). La representacion verbal es utilizada por Francisco (E11) para explicar cada unos de
los pasos dados (Figuras 4.1.52-4.1.54, 4.1.56-4.1.60), para expresar las conclusiones de sus
calculos (Figuras 4.1.53, 4.1.56 y 4.1.57) y para presentar las soluciones (Figura 4.1.61).
Sofia (E15) tnicamente la utiliza para indicar el nimero de puntos de interseccion entre las
rectas estudiadas y la parabola (Figuras 4.1.72-4.1.76). Por su parte, el estudiante evaluado,
David (E3), no representa graficamente la parabola, utiliza la representacion simbolica para
recoger calculos (Figuras 4.1.11-4.1.15), igual que los evaluadores, y la representacion verbal
para indicar los pasos que va a dar y explicar las conclusiones de sus calculos (Figuras
4.1.11-4.1.15).

Las soluciones presentadas por los componentes de la pareja evaluadora, debido a las
diferencias en sus procesos de resolucion, tampoco presentan similitudes. Francisco (E11)

obtiene como solucion la familia de rectas y = 7\(%), con A € Ry A>1 (Figura 4.1.59),

mientras que Sofia (E15) presenta como soluciones aquellas rectas particulares que verifica
que tienen dos puntos de interseccion con la parabola, es decir, y=2, y=3, y=4, y=4x ¢ y=x+4
(Figuras 4.1.73, 4.1.74 y 4.1.76). Casualmente, esta tltima recta pertenece a la familia de
rectas obtenidas por Francisco (E11), pues resulta del valor A = 4. Por su parte, el estudiante
evaluado da como soluciones las rectas y=x+3 e y=-2x+1 (Figura 4.1.14), que no tienen
ninguna relacion con las obtenidas por Francisco (E11) y Sofia (E15).

En lo que si coinciden ambos evaluadores es en realizar la comprobacion de las soluciones
obtenidas. Francisco (E11) comprueba la recta particular y=x+4 (Figura 4.1.57) y, aunque no

la concluye, comienza la comprobacion de la familia de rectas y = 7\(%4), con A € Ry

A>1 (Figura 4.1.60). En la resolucion de Sofia (E15), la comprobacion de las soluciones es
intrinseca al heuristico empleado, por lo que comprueba cada uno de los casos que estudia:
y=0, y=1, y=2, y=3, y=4, y=4x, y=x, y=x+4 (Figuras 4.1.72-4.1.76). El evaluado, David (E3),
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también realiza la comprobacion de las rectas y=x+3 e y=-2x+1 calculando los puntos de
corte de cada una con la pardbola (Figura 4.1.15).

Por ultimo, en cuanto a los errores, la resolucion de Francisco (E11) es la tnica de las
resoluciones de la pareja evaluadora que presenta errores. Afirma erréneamente que la

familia de rectas y = 7\(#) intersecta dos veces a la parabola si A>1 (Figuras

4.1.59-4.1.61), afirma que la parabola es creciente para x >— 2 y comete un error de
operatoria. El evaluado también comete un error al calcular los puntos de corte de la recta
y=-2x+1 con la pardbola, siendo incorrecta la segunda coordenada de ambos puntos de
interseccion (Figura 4.1.15).

Caso 3: Analisis del proceso de evaluacion.

El proceso de evaluacién de esta pareja se caracteriza por su brevedad, con un numero
reducido de episodios en los que realizan comentarios directos y concisos. A continuacion, se
presenta un andlisis detallado teniendo en cuenta las variables de analisis indicadas en la
metodologia (seccion 3.4.2). Posteriormente, se mostrara un estudio de la utilizacion que
realizan los evaluadores de sus propias resoluciones para evaluar la de su compaiiero.
Finalmente, se recogera el analisis del cardcter de las observaciones que hacen los
evaluadores, distinguiendo entre episodios interpretativos, valorativos y expositivos.

Aspectos de la resolucion del problema en que se centra la evaluacion

En la transcripcion de la discusion mantenida entre Francisco (E11) y Sofia (E15) (Anexo
A.1.3) se identificaron un total de 10 episodios (Tabla 5.1.3.3). Las categorias a las que hacen
referencia en un mayor niimero de episodios son soluciones y otros, en 4 episodios cada una.
Los dos episodios restantes estdn relacionados con las categorias representaciones y
comprobacion de soluciones, a las que hacen mencion en 1 episodio cada una. No se
encontraron episodios referidos a las categorias heuristicos, casos estudiados ni errores.

En la Tabla 5.1.3.3 se muestra, ademas del nimero de episodios clasificados en cada una de
las categorias de analisis, el nimero de episodios en los que hacen referencia a cada una de
las resoluciones implicadas en el caso (evaluadores o evaluado). En este ultimo aspecto,
pueden existir episodios en los que hagan referencia a mas de una resolucion, de ahi que se
puedan encontrar disparidades con el nimero de episodios totales.

Tabla 5.1.3.3. Clasificacion de los episodios del caso 3.

Nimero de Resolucion a la que se refieren

CATEGORIA episodios Evaluador Evaluadora Evaluado
(Francisco - E11) (Sofia - E15) (David - E3)
[Heuristicos 0 0 0 0
Casos estudiados 0 0 0 0
[Representaciones 1 0 0 1
Soluciones 4 0 0 4
Comprobacmn de 1 0 0 |
|soluciones
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[Errores 0 0 0 0
Otros 4 0 0 2
Total 10 0 0 8

El tnico episodio clasificado en la categoria representaciones esta relacionado con la

representacion simbolica. No se encontraron episodios relativos a los otros tipos de
representaciones (Tabla 5.1.3.4), a pesar de que tanto los evaluadores como el evaluado
utilizaron la representacion verbal y Francisco (E11), uno de los evaluadores, también realizo
la representacion grafica de la pardbola.

Tabla 5.1.3.4. Clasificacion de los episodios de la categoria representaciones del caso 3.

REPRESENTACION

Grafica

Tabular

Simbdlica

Verbal

N° DE EPISODIOS

0

0

1

0

Este episodio se produce al final del proceso de evaluacion y en €l se distinguen dos
momentos. Un primer momento en el que Sofia (E15) se cuestiona si lo escrito por David
(E3), el compaiiero evaluado, es correcto. Y una segunda parte donde Francisco (E11) revisa
si David (E3) podria haber continuado hasta obtener las condiciones completas de la ecuacion
explicita de la recta (Tabla 5.1.3.5).

Tabla 5.1.3.5. Episodio referido a la representacion simbolica del caso 3.

N° de
episodio

EPISODIO

S: Bueno, espérate. {Has comprobado que esto esté correcto realmente? A la vista salta que esta bien,

pero. ..

F: Si. Porque esta cogiendo simplemente el discriminante. Mira a ver cuando es mayor que cero. Es
que lo hizo super bien. Quizas podria haber seguido incluso con lo general.
S: ;Como que haber seguido con lo general? ;Por qué?
F: Ah, no, no. Lo general hubiese sido que se hubiera quedado aqui.

S: Por eso. Podria haberlo dejado en lo general, porque asi habria encontrado...

F: Todo.

Continuando con la siguiente categoria de andlisis, se encontraron cuatro episodios en los que
la pareja evaluadora hace referencia a las soluciones. En ellos, los evaluadores identifican las
soluciones dadas por David (E3) (Tabla 5.1.3.6a-c-d) y Sofia (E15) sefiala que estas cumplen
con lo requerido en el enunciado del problema (Tabla 5.1.3.6b).

Tabla 5.1.3.6. Episodios donde los evaluadores del caso 3 se refieren a las soluciones.

N*de EPISODIO
episodio

F: Corregimos, {no?

1 S: Encontrd una solucion general. a
F: Pues si. ;Las encontr6 todas?
S: Llego hasta aqui y luego dio dos particulares.

4 S: A ver, encontro lo que se le pedia. b

6 S: Ah vale, primero encuentra una solucion general. c

9 F: Pero dio dos casos particulares. d
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El unico episodio clasificado en la categoria comprobacion de soluciones sucede al inicio del
proceso de evaluacion y en €l Francisco (E11) y Sofia (E15) identifican la comprobacion que
realiza David (E3) de sus soluciones y valoran positivamente el incluirla en el proceso de
resolucion (Tabla 5.1.3.7).

Tabla 5.1.3.7. Episodio relacionado con la comprobacion de soluciones del caso 3.
N° de
episodio

EPISODIO

S: Y luego aqui simplemente lo comprueba, ;no? ;O estas son distintas? No, vale, estd comprobando
que las que habia dado...

F: Tienen dos soluciones. Vale. Quizas ni siquiera hacia falta, pero vale. Esta bien.

S: Si, si. Realmente, esta bien que lo compruebe, pero...

En el analisis del proceso de evaluacion de esta pareja tampoco se identificaron episodios
referentes a los errores, a pesar de que el evaluado comete un error al calcular las
coordenadas de los puntos de corte de las rectas con la parabola (Figura 4.1.15). Sofia (E15),
en un momento de la evaluacion, se pregunta si los calculos son correctos (Tabla 5.1.3.5),
pero no se percatan de dicho error.

Por ultimo, 4 episodios, al no poder clasificarse en ninguna de las categorias anteriores, se
codificaron en la categoria otros. Dos de ellos, uno al principio y otro al final de su discusion,
hacen referencia a la evaluacion de la resolucion, en los que afirman que el problema esta
perfectamente resuelto (Tabla 5.1.3.8).

Tabla 5.1.3.8. Episodios de la categoria otros, relacionados con la evaluacion general. Caso 3.
N° de
episodio

EPISODIO

3 F: ;Qué ponemos? ;/Que esté perfecto y ya esta?

F: Pues ya esta.

10 S: Si, ;no? Perfecto.

Los otros dos episodios de esta categoria aluden, por un lado, al enunciado del problema vy,
por otro, a la diferencia entre evaluar y calificar. En el primero, Sofia (E15) comenta que se
pedian ecuaciones de rectas (Tabla 5.1.3.9a) y, en el segundo, Francisco (E11) expresa que en
la tarea se solicita evaluar y, por tanto, no deben otorgar una calificacion (Tabla 5.1.3.9b).

Tabla 5.1.3.9. Episodios de la categoria otros, relacionados con el enunciado y la diferencia
entre evaluar y calificar. Caso 3.

N*de EPISODIO
episodio)
5 [S: Se pedia que encontrara ecuaciones de rectas. a

F: Pues, ya, (no?
7 |S:Si. b
F: “Evalta”. No hay que calificar ni nada, ;no? Pues ya estaria.

Uso de la propia resolucion en la evaluacion de un par

Tras analizar en detalle el proceso de evaluacion atendiendo a las categorias de analisis
(heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones
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y errores), se presenta, a continuacion, un estudio sobre las resoluciones a las que los
evaluadores hacen referencia en su discusion y de qué manera las usan, lo que nos informa
sobre hasta qué punto tienen en cuenta sus propias resoluciones a la hora de evaluar la
resolucion de su compatfiero.

En este caso, tal y como se puede observar en la Tabla 5.1.3.3, ninguno de los componentes
de la pareja evaluadora hace referencia a su propia resolucion a lo largo del proceso de
evaluacion. A pesar de las diferencias notables que existen entre las resoluciones de los
evaluadores y la del evaluado (expuestas anteriormente en esta misma seccion), esta pareja no
muestra ninguna dificultad para comprender la resolucion evaluada y tampoco han justificado
sus comentarios y/o valoraciones apoyandose en sus propias resoluciones, a diferencia de lo
observado en los casos anteriores,.

Caracter de los episodios

Por ultimo, se analizd el caricter de los episodios identificados en la transcripcion,
distinguiendo entre episodios interpretativos, valorativos y expositivos, atendiendo a las
definiciones dadas en la metodologia (seccion 3.4.2). En la Tabla 5.1.3.10, se presenta un
resumen del caracter de los episodios para cada una de las categorias identificadas sobre los
aspectos en los que los evaluadores se fijan al evaluar en este caso y que, como ya se indico
(Tabla 5.1.3.3), son: representaciones, soluciones, comprobacion de soluciones y otros. En
esta tabla se separan los episodios entre aquellos tienen un caricter exclusivamente
interpretativo, valorativo o expositivo, y los que poseen doble caracter. No se incluyen las
categorias heuristicos, casos estudiados ni errores pues, como ya se indicé anteriormente
(Tabla 5.1.3.3), no se identificd en la discusion de este caso ningun episodio referente a ellas.
Ademas, en la categoria otros encontramos episodios que no hacen referencia a la resolucion
que estan evaluando (enunciado del problema, diferencia entre calificar y evaluar) y que, por
tanto, carecen de caracter. Sin embargo, existen otros en los que evaluan globalmente la
resolucion y que, por tanto, tendran caracter valorativo.

Tabla 5.1.3.10. Clasificacion de los episodios del caso 3 atendiendo al caracter.

| Interpretativo Valorativo Expositivo 1/V
IRepresentaciones 0 0 0

Soluciones 3 1 0

Comprobacmn de 0 0 0 1
[soluciones

Otros 0 2 0 0
Total 3 3 0 2

Como puede observarse en la tabla, el proceso de evaluacion seguido por esta pareja estd
equilibrado en cuanto al caracter de sus comentarios, con el mismo nimero de episodios
interpretativos y valorativos. No se encontraron episodios con caracter expositivo y se
clasificaron dos episodios con doble caracter interpretativo y valorativo.

El caracter interpretativo se ha detectado en episodios referidos a las soluciones. Se trata de
tres episodios en los que los evaluadores identifican las soluciones dadas por el compaiiero
evaluado (Tabla 5.1.3.6a-c-d).
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En cuanto al caracter valorativo, se identificaron otros tres episodios. Uno relacionado con las
soluciones en el que Sofia (E15) indica que las presentadas por el evaluado responden al
enunciado del problema (Tabla 5.1.3.6b) y dos episodios clasificados en la categoria otros en
los que la pareja evaluadora realiza una valoracion general de la resolucion afirmando que el
problema esté perfectamente resuelto (Tabla 5.1.3.8).

Existen dos episodios que se han clasificado con doble caracter interpretativo y valorativo
(Tabla 5.1.3.10). Uno relacionado con las representaciones y el otro con la comprobacion de
soluciones. En el primero de ellos, referente a la representacion simbolica, inicialmente,
valoran como correctos los pasos seguidos por David (E3) y, después, Francisco (E11)
interpreta si el evaluado podria haber continuado hasta obtener las condiciones completas
para la ecuacion explicita de la recta (Tabla 5.1.3.5). En el episodio de la categoria
comprobacion de soluciones, ocurre a la inversa, inicialmente los evaluadores interpretan que
los célculos realizados por David (E3) tras obtener las soluciones se corresponden con una
comprobacion de estas (Figura 4.1.15) y, posteriormente, valoran la necesidad de incluir
dicha comprobacion en el proceso de resolucion (Tabla 5.1.3.7).

A modo de resumen, en este caso se han podido distinguir tinicamente 10 episodios en los
que se hace referencia, principalmente, a las soluciones y a otros aspectos que no se pueden
clasificar en las categorias de andlisis, como el enunciado del problema, el concepto de
evaluacion y la valoracion general de la resolucion. Esto muestra que el foco de atencion de
esta pareja son las soluciones presentadas por el compaiero evaluado, no haciendo referencia
en ninglin momento a los heuristicos, ni a los casos estudiados, ni a los errores presentados en
la resolucion evaluada. Durante el proceso de evaluacion, ninguno de los componentes de
esta tercera pareja hace referencia a aspectos de sus propias resoluciones, no teniéndose en
cuenta ni explicita ni implicitamente. Ademas, a pesar de las diferencias entre los procesos de
resolucion empleados por los evaluadores y el evaluado, esta pareja, a diferencia de las
anteriores, no muestra dificultades para comprender el procedimiento seguido por su
compaiiero. Por ultimo, se observa que el proceso de evaluacion es interpretativo y valorativo
en la misma medida, aunque centrados en aspectos diferentes. La mayoria de los aspectos
interpretativos estan relacionados con las soluciones, mientras que cuando valoran lo hacen
fijdndose en la resolucion de forma global.

5.2. Analisis de los casos del BLOQUE II

En el segundo bloque se agrupan los tres siguientes casos. En las tres resoluciones evaluadas
de este bloque las estudiantes toman distintos puntos de la pardbola y, aunque empleando
distintas estrategias, construyen rectas que pasan por ellos.

5.2.1 Caso 4. Zahira, Monica y Maite

En esta seccion se presenta el caso formado por Zahira (E13) y Monica (E14), que evalian la
resolucion de Maite (E10). En primer lugar, se muestra una comparativa de las principales
caracteristicas, atendiendo a las categorias de analisis, de las resoluciones realizadas por estas
tres estudiantes cuyo estudio se presentd en detalle en las secciones 4.1.13, 4.1.14 y 4.1.10.
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Caso 4: Analisis conjunto de las tres resoluciones.

En la Tabla 5.2.1.1 se muestra un resumen de las caracteristicas de las resoluciones del
problema presentadas por cada una de las tres participantes que conforman este caso,
atendiendo a las categorias de analisis.

Tabla 5.2.1.1 Resumen de las resoluciones del caso 4.

Evaluadora Evaluadora Evaluada
Zahira (E13) Monica (E14) Maite (E10)
1. Dibujar una figura

[Heuristico 1. Generalizar 1. Generalizar .
2. Generalizar
y=5x+5
y=6x+5
Recta que pasa por logRecta que pasa por losy:7x+5
. puntos (-2,1) y (0,5). puntos (0,5) y (1,10). Rectas que pasan por (0,5)
Casos estudiados ,
Recta que pasa por un puntolRecta que pasa por lody otro punto de la parabola
general de la pardbola. puntos (-1,2) y (0,5). de la forma

y = mx + 5, con

m > 5, meZ

Grafica, tabular, simbdlica
y verbal

y=5x+5

y=6x+5

y=7x+5

Rectas que pasan por (0,5)
'y otro punto de la parabola
de la forma

y = mx + 5, con

m > 5, meZ

Rectas que pasan por (0,5)
'y otro punto de la parabola
No No de la forma

Representaciones Simbolica y verbal Simbolica y verbal

y=5+5x
Recta que pasa por los
puntos (-1,2) y (0,5)

A 5,
Soluciones Ax + ( 2 )y 24=0

Comprobacion de las

[soluciones y = mx + 5, con
m > 5, meZ (incompleta)
rrores Operatoria No Represen’tacmn del vértice
de la parabola

Las evaluadoras utilizan el mismo y Unico heuristico para resolver el problema: generalizar.
Ambas comienzan obteniendo la expresion de una recta particular que pasa por dos puntos de
la parabola que han calculado previamente (Figuras 4.1.67 y 4.1.69). Posteriormente,
generalizan dicha estrategia, aunque sin llegar a completarla y, ademas, lo hacen de forma
diferente. Mientras Zahira (E13) intenta estudiar la expresion de la recta que pasa por un
punto cualquiera de la pardbola (Figura 4.1.68), Ménica (E14) indica que se puede repetir y
generalizar el procedimiento obteniendo la recta que pase por otros dos puntos de la pardbola
(Figura 4.1.70). Por su parte, la estudiante evaluada, Maite (E10), también utiliza el
heuristico generalizar y lo hace de forma similar a Zahira (E13) pero combinandolo con
dibujar una figura. Se apoya en la representacion grafica de la pardbola para obtener
expresiones de rectas particulares que pasan por el punto (0,5) (Figura 4.1.50) y, a partir de
ellas, generaliza a todas las rectas que pasan por el (0,5) (Figura 4.1.51). La Tabla 5.2.1.2
muestra un resumen de los heuristicos empleados por las tres personas que forman este caso y
el orden en que los emplearon.
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Tabla 5.2.1.2. Heuristicos empleados por los estudiantes del caso 4

HEURISTICOS
Zahira (E13) Generalizar
Evaluadoras
Monica (E14) Generalizar
Evaluada Maite (E10) Dibujar una figura Generalizar

En relacion a los casos estudiados, ambas evaluadoras abordan rectas particulares, aunque
Zahira (E13) ademas intenta obtener una expresion general de rectas que cumplan el
enunciado. Ella estudia la recta particular que pasa por los puntos (-2,1), vértice de la
parabola, y (0,5), punto de corte de la parabola con el eje OY (Figura 4.1.67) e intenta
estudiar, de manera general, la recta que pasa por un punto arbitrario de la pardbola (Figura
4.1.68). Monica (E14), en cambio, considera dos rectas particulares: la recta que pasa por los
puntos (0,5) y (1,10) y la recta que pasa por los puntos (-1,2) y (0,5) (Figuras 4.1.69 y
4.1.70). La evaluada, Maite (E10), estudia varias rectas particulares que pasan por el (0,5) y
otro punto concreto de la pardbola (y=5x+5, y=6x+5 e y=7x+5 [Figura 4.1.50]) vy,
posteriormente, se plantea rectas que pasan por el (0,5) (Figura 4.1.51).

En cuanto a las representaciones utilizadas, ninguna de las evaluadoras realiza ni la
representacion grdfica de la pardbola ni de las rectas analizadas. Ambas utilizan la
representacion simbolica, pero con diferentes propositos. Zahira (E13) la usa para mostrar sus
calculos (Figuras 4.1.66-4.1.68), mientras que Monica (E14) la utiliza para expresar los
puntos, los vectores directores y las ecuaciones de las rectas que da como solucion (Figuras
4.1.69 y 4.1.70) sin incluir, esta ultima, los calculos realizados. Si coinciden el uso de la
representacion verbal para indicar los pasos dados y presentar sus soluciones (Figuras
4.1.67-4.1.68 y Figuras 4.1.69 y 4.1.70). Por su parte, a diferencia de las evaluadoras, la
evaluada comienza realizando la representacion grafica de la parabola (Figura 4.1.48)
apoyandose en la representacion tabular de una tabla de valores con las coordenadas de
varios puntos de la pardbola, aunque en la grafica realmente solo representa uno de ellos.
Maite (E10) utiliza la representacion simbolica para indicar calculos (Figura 4.1.50), al igual
que Zahira (E13), y para mostrar rectas (Figura 4.1.51), como ambas evaluadoras. De la
misma manera, usa la representacion verbal para indicar los pasos dados (Figuras
4.1.48-4.1.51) y para presentar las soluciones (Figuras 4.1.50 y 4.1.51).

Aunque las evaluadoras, Zahira (E13) y Monica (E14), intentan generalizar la busqueda de
soluciones, solo presentan una y dos rectas particulares como solucidn, respectivamente.

Zahira (E13) obtiene la recta Ax + (— %)y — %A = 0 (Figura 4.1.67) y Moénica (E14) las
rectas y=5+5x (Figura 4.1.69) y la recta que pasa por los puntos (-1,2) y (0,5) de la que no
calcula su ecuacion (Figura 4.1.70). Por su parte, la evaluada, Maite (E10), presenta tres
rectas particulares, y=5x+5, y=6x+5 e y=7x+5, y las rectas que pasan por (0,5) y otro punto
de la pardbola de la formay = mx + 5,conm = 5, meZ (Figura 4.1.50).
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Ninguna de las evaluadoras realiza la comprobacion de las soluciones. En cambio, la
evaluada comienza a verificar si las rectas que pasan por (0,5) y otro punto de la parabola de
la formay = mx + 5,conm = 5, meZ, cumplen las condiciones del problema pero la deja
incompleta.

Por ultimo, Zahira (E13) es la unica evaluadora que comete errores, equivocandose en un
signo durante el calculo de la expresion algebraica de la recta (Figura 4.1.67). En la
resolucion evaluada también encontramos un error, esta vez en la representacion grafica de la
parabola situando el vértice incorrectamente sobre el eje OY (Figura 4.1.48).

Caso 4: Analisis del proceso de evaluacion.

Esta cuarta pareja sigue un proceso de evaluacion estructurado, en el que leen, interpretan y
valoran la resolucion completa, siguiendo paso a paso el procedimiento de su compafiera. A
continuacion, se presenta un estudio detallado de la transcripcion de la discusion mantenida
por las evaluadoras durante dicho proceso, teniendo en cuenta las categorias de andlisis
indicadas en la metodologia (seccion 3.4.2). Posteriormente, se mostrard un analisis de la
utilizacion por parte de las evaluadoras de sus propias resoluciones para evaluar la de su
compaiera. Finalmente, se expondrd un estudio sobre el caracter de las observaciones que
realizan las evaluadoras, distinguiendo entre episodios interpretativos, valorativos y
expositivos.

Aspectos de la resolucion del problema en que se centra la evaluacion

En la transcripcion de la discusion mantenida entre Zahira (E13) y Monica (E14) (Anexo
A.1.4) se identificaron un total de 36 episodios (Tabla 5.2.1.3). La categoria a la que hacen
referencia en un mayor nimero de episodios es representaciones, en 10 episodios. Destaca en
esta pareja que se han identificado 8 episodios relacionados con el enunciado del problema, el
tiempo que dispusieron para resolverlo y la valoracion global de la resolucion y que, por
tanto, se han incluido en la categoria otros. En cambio, a las soluciones y la comprobacion de
soluciones se refieren 7 y 6 episodios, respectivamente, mientras que a los heuristicos y los
casos estudiados en 4 y 1 episodio, respectivamente. No se identificd ningun episodio
relativo a los errores a pesar de que en la resolucion a evaluar se representa erroneamente el
vértice de la pardbola sobre el eje de ordenadas (Figura 4.1.48).

En la Tabla 5.2.1.3 se muestra, ademas del nimero de episodios clasificados en cada una de
las categorias de analisis, el nimero de episodios en los que hacen referencia a cada una de
las resoluciones implicadas en el caso (evaluadoras o evaluada). En este ultimo aspecto,
pueden existir episodios en los que hagan referencia a mas de una resolucion, de ahi que se
puedan encontrar disparidades con el nimero de episodios totales.
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Tabla 5.2.1.3. Clasificacion de los episodios del caso 4.

] Niimero de Resolucion a la que se refieren
CATEGORIA episodios Evaluadora Evaluadora Evaluado
(Zahira - E13) (Moénica - E14) (Maite - E10)

|[Heuristicos 4 0 0 4
(Casos estudiados 1 0 0 1
IRepresentaciones 10 0 0 10
Soluciones 7 1 0 6
ComProbaclon de 6 1 0 6
[soluciones

[Errores 0 0 0 0
Otros 8 0 0 3
Total 36 2 0 30

Los cuatro episodios en los que las evaluadoras hacen referencia a los heuristicos se producen
en dos momentos distintos de la discusion. El primero se encuentra al comienzo de la
evaluacion y en ¢l identifican que el primer paso dado por la evaluada es representar
graficamente la parabola (heuristico dibujar una figura) (Tabla 5.2.1.4a). En los otros tres
episodios siguientes valoran que esa primera estrategia empleada por la evaluada es correcta,

pero determinan que la utilizacion del heuristico generalizar no es del todo correcta (Tabla
5.2.1.4b).

Tabla 5.2.1.4. Episodio inicial donde las evaluadoras del caso 4 se refieren a los heuristicos.
N° de
episodio

EPISODIO

’ 7: Entonces, lo que encontramos en este problema primero es que representa la parabola
oraficamente.

M: Entonces, si nos limitamos a eso, para mi estaria perfecto, sin ver el ultimo razonamiento,

22 |que es lo que estamos discutiendo.

7.: En ese caso, yo también estoy de acuerdo, que €l ejercicio estaria bien si se refiere a eso.

M: Entonces, yo creo, que el primer razonamiento estd perfecto, como dijimos ahi. Pero

28  |después ya, el razonamiento que hace general no seria correcto en este caso. b

: Si, como que se queda un poco corto.

: Yo me quedaria con el primer razonamiento y ya lo hubiese terminado. Podemos ponerf

30 omo conclusion que, si se hubiese limitado a escribir solo la primera parte, es decir, a
fcalcular las tres primeras rectas, estaria bien. Pero después, con la vuelta que le da [...]

En relacion a los casos estudiados, se identifico un Unico episodio referido a esta categoria,
en el que Zahira (E13) expresa que el procedimiento de abordar rectas particulares en la
resolucion a evaluar es correcto (Tabla 5.2.1.5) .

Tabla 5.2.1.5. Episodio en el que una de las evaluadoras del caso 4 se refiere a los casos
estudiados.

N° de
episodio

EPISODIO

16 |Z: Aqui, si se refiere a especificar, y creo que el procedimiento esta bien.

En cuanto a la tercera categoria de analisis, las evaluadoras de este caso hacen referencia a las
representaciones en varias ocasiones a lo largo del todo el proceso, siendo esta la categoria a
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la que hacen alusion en un mayor niimero de episodios, con un total de 10. Ademas, hacen
comentarios referidos a los cuatro tipos de representaciones consideradas (Tabla 5.2.1.6).

Tabla 5.2.1.6. Clasificacion de los episodios de la categoria representaciones del caso 4.

REPRESENTACION Grafica Tabular Simbdlica Verbal

N° DE EPISODIOS 2 2 3 3

Tres de estos episodios son referentes a la representacion simbolica. En ellos, como se
menciond al inicio de este andlisis, van interpretando cada uno de los pasos dados por la
compafiera evaluada y valorando si son correctos o no (Tabla 5.2.1.7).

Tabla 5.2.1.7. Episodios en los que las evaluadoras del caso 4 se refieren a la representacion

simbolica.
N°de EPISODIO
episodio
5 M: Y escribe la ecuacion de una recta en general. a
Z:: Vale. Entonces, lo que hizo fue coger dos puntos, calculados anteriormente, y calcular la b

recta que pasa por (0,5) y por (1, 10), con la forma general de una recta. Yo creo que hasta
aqui esta todo bien, ;jno? Y ya calcula una recta que pasa por dos puntos de la parabola.

M: Después toma otros dos valores, un punto de la recta anterior y otro nuevo punto y hace
lo mismo. Sustituye en la ecuacion de la recta general y después calcula los valores que ¢l
llamo, o ella llamd, m y n. También estan bien, porque es lo mismo que lo anterior.

Z: Hombre... Yo no he mirado si los calculos estan bien, pero bueno si, el n es 5 y aqui el
m seria 12 entre 2, 6. Si, exacto. Y hace lo mismo, pero con otros dos puntos diferentes.
Aqui lo que estd haciendo es coger diferentes puntos. El primero siempre lo coge, lo que
luego va variando con el resto de puntos y calculando diferentes rectas que pasen por esos
dos puntos.

M: Y después, al final, escribe las tres rectas que ha calculado anteriormente

M: Si. O sea, lo que ha hecho es calcular todas las rectas que pasan por el (0,5) y otro punto c

10 de la parabola.

Otros tres de estos episodios estan relacionados con la representacion verbal (Tabla 5.2.1.8).
En los dos primeros, leen e interpretan lo que Maite (E10) ha escrito con palabras para
justificar que el caso general que ha dado como solucion pasa por el punto (0,5) (Figura
4.1.51). En el siguiente episodio, tras haber intentado verificar si esta generalizacion es
correcta o no, las evaluadoras concluyen que la compaiiera deberia haber expresado de forma
mas concreta las rectas a las que se referia al generalizar.

Dos de los episodios clasificados en la categoria de representaciones se refieren a la
representacion grafica de la parabola incluida en la resolucion a evaluar (Tabla 5.2.1.9). En el
primero, que ocurre al principio de la evaluacion, las evaluadoras interpretan el motivo por el
que la evaluada utiliza dicha representacion (recordemos que ninguna de las evaluadoras de
este caso realiza esta representacion grafica en su resolucion). En el segundo la valoran
expresando que la estudiante evaluada deberia haber indicado los valores en los ejes de
coordenadas. Destaca que durante este andlisis no advierten el error cometido en la
representacion del vértice.
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Tabla 5.2.1.8. Episodios en los que las evaluadoras del caso 4 se refieren a la representacion

verbal.
N° de

episodio

EPISODIO

M: y nos indica que son rectas que cortan a la parabola por el punto (0,5), que es el comun, y
otros que ha tomado.

Z: Vale, y por detras, “y=mx con m>5 también serian rectas que cortan a la parabola por dos

9  |puntos”. Porque en todos les da mx, la m va variando, como en los casos anteriores, y el 5 es lo
que se queda... “a la parabola por dos puntos siendo uno de ellos...” En realidad, lo que esta a
concluyendo aqui es que una vez que fija un punto, si va variando el resto, siempre le va a
quedar esta forma, ;no?

Z: Pero después dice “la recta y=mx+5 cumple que pasa por el (0,5)”. Vale, hasta ahi de

12 acuerdo.
M: Claro, pero como aqui pone “son rectas que cortan la parabola por el punto (0,5) y otros”.
[No especifica si estd o no esta en la parabola. Entonces, a lo mejor ahi, como que se le olvido
un poco, /sabes?
Z: Ah vale. Pero yo creo que eso se refiere a que no ha sido concreto en ese caso, le falta un
33 |poco de concrecidn a la hora de las conclusiones. b
M: Claro, es que pasa por uno de la parabola, pero no tiene por qué pasar por otro de la
parabola.

7Z.: Yo creo que si se referiria, pero como no se especifica, yo creo que es eso, que le falta
concretar mas.

Tabla 5.2.1.9. Episodios donde las evaluadoras del caso 4 se refieren a la representacion

grdfica.
N" de EPISODIO
episodio
Z: Yo creo que es para ver los puntos a los que pertenece la parabola, ;no? Porque es aqui lo
3 que pone. a
M: Si.

M: A lo mejor en la representacion indicar los valores, porque representa la parabola, pero no
dice qué valor tiene cada eje y, a lo mejor, eso puede crear confusion. O sea, aqui, donde corta,
indicar el valor numérico.
7 Z:: Vale, a cual pertenece, pero bueno, aqui mas o menos, como puso la escala. Puede ser, pero| b
bueno, tienes razén porque al final nunca sabes si va de uno en uno o lo toma de cinco en
cinco... Porque es verdad que aqui empieza en cinco, pero supongo que sera este.
M: Si, se supone.

Para concluir con la categoria de representaciones, otros dos episodios estan relacionados con
la representacion tabular (Tabla 5.2.1.10). En el primero, Monica (E14) sefiala como se ha
construido la tabla de valores y, en el segundo, ambas evaluadoras afirman que esta tabla de
valores es correcta y que es Util para obtener rectas a partir de estos puntos de interseccion.

Tabla 5.2.1.10. Episodios donde las evaluadoras del caso 4 se refieren a la representacion
tabular.

N*de EPISODIO
episodio
4 M: Y después hace una tabla de coordenadas y le da varios valores a la x y después vaj a
calculando los valores que tiene y en esta parabola.
Z: Esta parte yo creo que esta bien, ;no? Porque asi va sacando puntos de la parabola que
6  [puede utilizar para luego la interseccion, luego poder coger varios puntos. b

M Si.

Siguiendo con el anélisis por categorias, en la transcripcion de la discusion entre Zahira (E13)
y Monica (E14) se identificaron siete episodios en los que las evaluadoras hacen referencia a
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las soluciones. En dos de ellos, sefalan que Maite (E10) ha obtenido rectas que pasan por un
punto fijo, pero no la expresion general de las rectas que pasan por dos puntos cualesquiera
de la pardbola y que, por tanto, la resolucion estaria mejor si se encontrase dicha expresion
general (Tabla 5.2.1.11a-g). En otros tres de estos episodios, las evaluadoras expresan que las
rectas particulares presentadas por Maite (E10) son correctas (Tabla 5.2.1.11b-c-d) y, en los
otros dos, intentan justificar que la generalizacion a todas las rectas que pasan por el punto
(0,5) es incorrecta (Tabla 5.2.1.11e-1).

Tabla 5.2.1.11. Episodios en los que las evaluadoras del caso 4 se refieren a las soluciones.
N° de
episodio

EPISODIO

M: Claro. Aqui lo que ha hecho es que lo ha hecho con un punto fijo, no con todo en
general. Es decir, no ha dado una ecuacioén de cualquier recta que pase por dos puntos que

14 intersecta a la parabola. a
Z: Exacto. Si. O sea, que habria que definirlo de una forma mas general.

19  [M: Entonces estaria perfecto, porque ha encontrado. b

71 M: Entonces estaria perfecto, porque ha encontrado tres rectas que intersectan a la parabola c
en dos puntos.

23 Z: O sea, el objetivo del problema lo ha cumplido. Ya dio diferentes ecuaciones que pasan d

por puntos que cortan la pardbola.

M: Esta diciendo que pasa por (0,5), pero puede pasar por (0,5) y por cualquier otro punto

del plano, en este caso, que no tiene por qué estar dentro de la parabola. Es decir, aqui ha

27  |demostrado que esta recta pasa por (0,5), pero la recta puede pasar por (0,5) y no pasar por e

ningun otro punto de la pardbola. Como vemos en el dibujo que ha hecho, puede pasar por

(0.5) v después tocar cualquier punto del plano y no tiene por qué estar en esa parabola.

M: Con lo que hizo, nosotras no podemos asegurar que esta recta pase por dos puntos de la

parabola porque la recta puede ser asi (no sabemos cémo sitiia la recta) y verifica la ecuacion

a la que ha llegado.

7Z.: Claro, pero asi si la ha cogido. En realidad, seria cuando es asi, ;jno? Que si puede

pasar... Claro, aqui cuando es mx+35...

M: No tiene por qué pasar por dos puntos de la parabola. Porque puede ser esto asi (toma

alglin material para representar la recta).

Z.: Claro, pero asi también siempre llegaria a cortar porque la parabola también se alarga.

M: Pero a lo mejor, si estd muy inclinada, asi. ;Sabes lo que te quiero decir?

Z: Que no llega.

Z: Es verdad que para llegar a una forma general y demostrarlo realmente, que se verifica
ara todos los puntos que contenga la pardbola, a 1o mejor si seria mejor.

34

36

En relacion a la comprobacion de las soluciones, se identificaron seis episodios referidos
principalmente a la ausencia de una demostracion de que la generalizacion dada como
solucion por su compafiera cumpla los requisitos del problema (Tabla 5.2.1.12). Ambas
evaluadoras comentan que su compafiera comprueba las tres rectas particulares calculadas,
pero no lo hace con la expresion general, ya que solo comprueba que pasa por el punto (0,5)
(Figura 4.1.51). Como pudo observarse en los episodios referentes a las soluciones, la pareja
duda de que todas estas rectas cumplan las condiciones del problema, asi que estos episodios
estan relacionados con la ausencia de comprobaciones para este grupo de rectas.

A pesar de que la estudiante evaluada comete un error al representar el vértice de la parabola
en el eje de ordenadas, no se identificd ningin episodio en el que se hiciera referencia a la
categoria errores.
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Tabla 5.2.1.12. Episodios en los que las evaluadoras del caso 4 se refieren a la comprobacion
de soluciones.

N° de
episodio

EPISODIO

[M: Pero, no sé, aqui lo ha hecho con tres rectas, a lo mejor eso no se da para toda recta que pase por
ese punto. A lo mejor verlo por induccidén o comprobarlo un poco mas.

11 |Z: Faltaria comprobarlo. Claro, ti dices que, con tres casos, eso no implica que se dé para todos.

M: Es la idea que nos da, pero comprobarlo de otra manera.

7. Si, le faltaria a lo mejor eso.

7.: Pero tampoco demuestra que los otros puntos verifican esta ecuacion. Entonces yo creo que ahi
13 [también faltaria esa parte. Porque tu realmente lo que quieres es que se corten en dos puntos.
Entonces, también se tiene que verificar que el otro punto dé la igualdad.

7.: Pero le faltaria esto del final. Comprobar que es cierto esto, lo de que todas las rectas de la forma

17 =mx+5 y que cumplen los otros puntos también esta recta, ;no?
7.: Pero al final, lo que pone, su conclusion, que dice que la recta que comenta aqui justifica
24 solamente que pasa por el (0,5) pero no justifica que pase por los otros puntos. Eso yo lo veo que esta

a medias. Porque queremos que pase
IM: Que pase por dos puntos de la parabola que nosotros tenemos.

29  [M: Si, porque aqui solo esta demostrando que pasa por un punto de la parabola.

32 [Z: El problema es que llega a una conclusion muy genérica sin demostrarlo.

Por tultimo, 8 episodios, al no hacer referencia a ninguna de las categorias anteriores, se
incluyeron en la categoria otros. Cinco de ellos estan relacionados con el enunciado del
problema, en los que las evaluadoras muestran sus dudas acerca del niimero o el tipo de
rectas que se pedian (Tabla 5.2.1.13).

Tabla 5.2.1.13. Episodios de la categoria otros del caso 4, relacionados con el enunciado del

problema.

N° de
episodio
1 Z.: Tenemos que evaluar la resolucion del problema y argumentarlo.

EPISODIO

Z: Hombre, no me queda claro, si con el enunciado lo que te pide es una forma general de todas las
rectas o especificar alguna en concreto.
M: Yo también creo que, si el enunciado se refiere, porque a mi no me quedé muy claro, a encontrar
ecuaciones de algunas rectas.
20 M: El enunciado no nos especifica ni cuantos, ni en qué puntos.
M: [...] nos crea la duda de si ha entendido bien el problema.
31 , .
Z: Yo creo que si lo ha entendido

15

18

En otros dos de los episodios incluidos en otros, las evaluadoras se refieren al tiempo del que
dispusieron para resolver el problema y en ellos aluden a que este fue insuficiente (Tabla
5.2.1.14).

Tabla 5.2.1.14. Episodios de la categoria otros del caso 4, relacionados con el tiempo para la
resolucion.
N° de
episodio
25 |Z: Hombre, es verdad, que tampoco mucho tiempo dio.

35 7:: Claro, yo creo que para eso se necesitaria un poco mas de tiempo para poder llegar hasta ahi. Con
el tiempo que se ha tenido para resolver la tarea, esta bien hecho.

EPISODIO
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Por ultimo, en el episodio restante de esta categoria, Zahira (E13) hace un comentario en el
que evalua la resolucion de manera global (Tabla 5.2.1.15).

Tabla 5.2.1.15. Episodio de la categoria otros del caso 4, relacionado con la evaluacion

general.
N"de EPISODIO
episodio
26  |Z: Esta bastante bien con respecto a lo que ha hecho.

Uso de la propia resolucion en la evaluacion de un par

Tras analizar en detalle el proceso de evaluacion atendiendo a las categorias de andlisis
(heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones
y errores), se presenta, a continuacion, un estudio sobre las resoluciones a las que las
evaluadoras hacen referencia en su discusion y de qué manera las usan, lo que nos informa
sobre hasta qué punto tienen en cuenta sus propias resoluciones a la hora de evaluar la
resolucion de su compafiera.

Como puede observarse en la Tabla 5.2.1.3, Zahira (E13) es la tinica evaluadora de la pareja
que hace referencia a su propia resolucion. Se apoya en ella en dos ocasiones para valorar las
soluciones dadas por su compatfiera, advirtiendo que Maite (E10) no presenta como solucion
la forma general de las rectas que pasan por dos puntos cualesquiera de la pardbola y que la
resolucion estaria mejor si se encontrase esta recta general (Tabla 5.2.1.11g) y que deberia
haber incluido la comprobacién de las soluciones dadas (Tabla 5.2.12b), procedimiento que
ella realiza en su propia resolucion (Figura 4.1.68) aunque no completa.

Caracter de los episodios

Por ultimo, se presenta un estudio sobre el cardcter de los episodios identificados en la
transcripcion, distinguiendo entre episodios interpretativos, valorativos 'y expositivos,
atendiendo a las definiciones dadas para estas categorias en la metodologia (seccion 3.4.2).
En la Tabla 5.2.1.16 se presenta un resumen del caracter de los episodios para cada una de las
categorias empleadas en el andlisis de los aspectos en los que las evaluadoras de este caso se
fijan al evaluar que, como ya se indicé anteriormente, son: heuristicos, casos estudiados,
representaciones, soluciones, comprobacion de soluciones y otros. En esta tabla se separan
los episodios entre aquellos tienen un caracter exclusivamente interpretativo, valorativo o
expositivo, y los que poseen doble cardcter. No se incluye la categoria errores pues, como ya
se indicd anteriormente (Tabla 5.2.1.3), no se identifico en la discusidon de este caso ningin
episodio referente a ella. Ademas, en la categoria otros encontramos episodios que no hacen
referencia a la resolucion que estan evaluando (enunciado del problema, tiempo) y que, por
tanto, carecen de caracter. Sin embargo, existe uno en el que evalian globalmente la
resolucion y que, por tanto, tendré caracter valorativo.
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Tabla 5.2.1.16. Clasificacion de los episodios del caso 4 atendiendo al caracter.

Interpretativo | Valorativo | Expositivo 1/V I1/E V/E

|[Heuristicos 1 3 0 0 0 0
Casos estudiados 0 0 0 0 0
[Representaciones 4 1 0 2 2 1
Soluciones 0 6 0 1 0 0
Comprobacmn de 0 6 0 0 0 0
[soluciones

Otros 0 1 0 0 0 0
Total 5 18 0 3 2 1

Como puede observarse en la tabla, el proceso de evaluacion seguido por esta pareja es
fundamentalmente valorativo, con mas del triple de episodios valorativos (18 episodios) que
interpretativos (5 episodios). No se encontraron episodios con caracter expositivo y se
clasificaron tres episodios con doble caracter interpretativo y valorativo y dos episodios con
doble caracter interpretativo y expositivo.

El mayor numero de episodios lo encontramos en aquellos con caracter valorativo y se han
identificado en todas las categorias a las que las evaluadoras se refieren en su discusion. El
mayor numero de estos, son referentes a las soluciones y a la comprobacion de estas, 6 en
cada una de ellas. En los primeros, se centran en dos aspectos de estas: por un lado, comentan
que Maite (E10) no presenta como solucion la forma general de las rectas que pasan por dos
puntos cualesquiera de la parabola (Tabla 5.2.1.11a-e-g) y, por otro lado, la pareja afirma que
las tres rectas particulares presentadas son correctas (Tabla 5.2.1.11b-c-d). En los referidos a
la categoria comprobacion de las soluciones, las evaluadoras expresan, de manera reiterada,
la ausencia de la comprobacion de la generalizacion de todas las rectas que pasan por el (0,5)
(Tabla 5.2.1.12). A continuacion, encontramos tres episodios valorativos con foco en los
heuristicos, en los que las evaluadoras valoran que la primera estrategia empleada por la
evaluada es correcta (heuristico dibujar una figura) y que al utilizar el heuristico generalizar
la resolucion queda incompleta (Tabla 5.2.1.4b). Por ultimo, se identificé un tnico episodio
de caracter valorativo tanto en la categoria de casos estudiados, como en la de
representaciones y en la de otros. En la primera de ellas, se trata de un episodio en el que la
pareja indica que el obtener varias rectas particulares es correcto (Tabla 5.2.1.5). En la
segunda, se corresponde con un episodio referido a la representacion tabular en el que
sefalan como correcto el obtener puntos de la parabola en la tabla de valores para el calculo
de rectas posterior (Tabla 5.2.1.10b). Y en la tercera, un episodio en el que una de las
evaluadoras realiza una valoracion general de la resolucion (Tabla 5.2.1.15).

A continuacion, encontramos los episodios con caracter interpretativo donde las evaluadoras
hacen referencia a los heuristicos y las representaciones. En los correspondientes a la
categoria representaciones, solo uno es referente a la representacion grdfica, donde
interpretan la motivacion de la evaluada para realizar dicha representacion (Tabla 5.2.1.9a);
en otro de ellos se refieren a la representacion tabular, en el que identifican como la
compafiera evaluada ha construido la tabla de valores (Tabla 5.2.1.10a);, y otros dos
relacionados con la representacion simbolica, en los que interpretan las expresiones de las
rectas consideradas en la resolucion evaluada (Tabla 5.2.1.7a-c). En el tnico episodio con
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este caracter en el que se refieren a los heuristicos, las evaluadoras identifican que el primer
paso dado por la evaluada es representar la parabola (heuristico dibujar una figura) (Tabla
5.2.1.4a).

Ademas, se han identificado también episodios con doble caracter. Tres con doble caracter
interpretativo y valorativo referentes a las categorias de representacion grdfica,
representacion simbolica y soluciones. En ellos analizan la grafica de la pardbola y sefialan
que se deberian haber indicado los valores representados (Tabla 5.2.1.9b), interpretan cada
uno de los pasos seguidos por la compafiera evaluada y valorando si son correctos o no (Tabla
5.2.1.7b) e intentan entender la generalizacion a todas las rectas que pasan por el punto (0,5)
con la intencion de justificar que es incorrecta (Tabla 5.2.1.11f), respectivamente. Dos
episodios tienen doble caracter interpretativo y expositivo, ambos en relacion a la
representacion verbal, donde las evaluadoras leen literalmente lo que la evaluada ha
expresado con palabras y de manera simbolica en su resolucion para comprender lo realizado
(Tabla 5.2.1.8a). Y, por ultimo, un episodios con doble caricter valorativo y expositivo
relacionado con la representacion verbal y en el que las evaluadoras leen lo expresado con
palabras en la resolucion e indican que no son suficientes las explicaciones, sefialando que
deberia ser mas concreta a la hora de generalizar (Tabla 5.2.1.8b).

A modo de resumen, en este caso se han podido diferenciar 36 episodios en los que se hace
referencia, principalmente, a las representaciones y a otros aspectos del proceso de
evaluacion. Esto indica que esta pareja evaluadora se centra en la forma utilizada para
exponer el proceso seguido y los resultados presentados, ademas de sefialar ciertas dudas en
cuanto a la actividad a llevar a cabo. Durante el proceso de evaluacion, solo una evaluadora,
Zahira (E13), tiene en cuenta su propia resolucion y lo hace para valorar las soluciones y sus
comprobaciones presentadas por su compafiera, echando en falta tanto la solucion general de
una recta que pasa por cualquier punto de la pardbola, solucion que ella misma intenta
encontrar, como su comprobacion. Por Ultimo, se observa que las evaluadoras de este caso
siguen un proceso de caracter fundamentalmente valorativo, encontrando mas del triple de
episodios valorativos que interpretativos centrados, también, en las soluciones y sus
comprobaciones.

5.2.2 Caso 5. Antonio, Javier y Monica

En esta seccion se presenta el caso formado por Antonio (E1) y Javier (ES), que evaluan la
resolucion de Monica (E14). En primer lugar, se muestra una comparativa de las principales
caracteristicas, atendiendo a las categorias de andlisis, de las resoluciones realizadas por estos
tres estudiantes cuyo estudio se present6 en detalle en las secciones 4.1.1,4.1.5 y 4.1.14.

Caso 5: Analisis conjunto de las tres resoluciones.

En la Tabla 5.2.2.1 se recoge un resumen de las caracteristicas de las resoluciones del
problema presentadas por cada uno de los tres participantes que conforman este caso,
atendiendo a las categorias de analisis.
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Tabla 5.2.2.1 Resumen de las resoluciones del caso 5.

Evaluador Evaluador Evaluada
Antonio (E1) Javier (E5) Modbnica (E14)
1. Dibujar una figura
[Heuristico 1. Suponer el problema 2. Suponer el | Generalizar
resuelto problema resuelto
3. Ensayo y error
Recta que pasa por los
) y=ax+b puntos (0,5) y (1,10).
Casos estudiados y=ax+b y=8x+1 Recta que pasa por los
=1
Y puntos (-1,2) y (0,5).
Representaciones Simbolica y verbal Serﬁ)f:l:a’ simblica y Simbolica y verbal
y=ax+tb, con
a€(— o 2—-8) U@+
y b=0. y = ax + b, con y=5+5x
Soluciones —ax+b. con b=<5y Recta que pasa por los
M ’ a=4%2J5-b | puntos(-1,2)y(0,5)
a€(— o 2—22b) U (2
y b>0.
Comprobacmn de las No yiSXH No
[soluciones y=1
Transponiendo los términos
en la primera ecuacion
planteada (Figura 4.1.1).
. 2
Resolviendo (4 — a) 'y Conexién entre los
|[Errores 16 + 4-4(b + 1) (Figura calculos y el No
4.1.3). enunciado
Afirmando que
4b + 8/b—4b — 4> 0
(Figura 4.1.5).

Los dos evaluadores tienen en comun que utilizan el heuristico suponer el problema resuelto,
considerando la ecuacion explicita de una recta, y=ax+b, y buscando las condiciones de a y b
que hacen que cumpla el enunciado del problema. Sin embargo, mientras que este es el unico
heuristico utilizado por Antonio (E1) (Figuras 4.1.1-4.1.5), Javier (E5) lo combina con otros
dos: dibujar una figura y ensayo y error. Comienza su resolucion representando graficamente
la parabola (Figura 4.1.20) para continuar suponiendo el problema resuelto como se ha
descrito anteriormente (Figuras 4.1.21-4.1.23). Obtiene asi ciertas condiciones para los
coeficientes de la recta, y es entonces cuando utiliza el heuristico ensayo y error para probar
si dos valores concretos de a y b cumplen estas restricciones y construir las correspondientes
rectas particulares (Figura 4.1.24). Por su parte, la evaluada, Moénica (E14), utiliza un tnico
heuristico, al igual que Antonio (E1), pero que no coincide con ninguno de los usados por los
evaluadores: generalizar. En su resolucion calcula la ecuacion de una recta particular que
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pasa por dos puntos de la parabola (Figura 4.1.69) e indica que se podria realizar el mismo
procedimiento para otros dos puntos cualesquiera (Figura 4.1.70). La Tabla 5.2.2.2 muestra
un resumen de los heuristicos empleados por las tres personas que forman este caso y el
orden en que los emplearon.

Tabla 5.2.2.2. Heuristicos empleados por los estudiantes del caso 5.

HEURISTICOS
Antonio (E1) Suponer el problema resuelto
Evaluadores s
. Dibujar una Suponer el
Javier (E3) figura problema resuelto Ensayo y error
Evaluada Monica (E14) Generalizar

En cuanto los casos estudiados, debido al heuristico utilizado por los dos evaluadores, ambos
abordan la ecuacion explicita de una recta, y=ax+b (Figuras 4.1.1-4.1.5 y 4.1.21-4.1.23).
Javier (E5), ademads, analiza dos rectas particulares y=8x+1 e y=1 (Figura 4.1.24). La
evaluada, Monica (E14), unicamente estudia dos rectas particulares: la recta que pasa por los
puntos (0,5) y (1,10) (Figura 4.1.69) y la recta que pasa por los puntos (-1,2) y (0,5) (Figura
4.1.70).

En relacion a las representaciones utilizadas, Javier (E5) es el unico evaluador de la pareja
que realiza la representacion grafica, tanto de la parabola como de dos rectas (Figura 4.1.20).
La representacion simbolica aparece en las resoluciones de ambos evaluadores para expresar
ecuaciones y realizar calculos (Figuras 4.1.1-4.1.5 y 4.1.19-4.1.23). También coinciden en el
uso de la representacion verbal para explicar los pasos dados (Figuras 4.1.1-4.1.2y 4.1.22y
4.1.23), aunque Javier (E5) también la utiliza para expresar una conclusion (Figura 4.1.24).
La estudiante evaluada, Monica (E14), no representa grdficamente la parabola. Difiere del
uso de la representacion simbdlica con los evaluadores, utilizandola para mostrar los puntos,
los vectores directores y las ecuaciones de rectas que presenta como solucion (Figuras 4.1.69
y 4.1.70), sin sefalar ningun tipo de calculo. Pero coincide con ellos utilizando la
representacion verbal para indicar los pasos de su proceso de resolucion (Figuras 4.1.69 y
4.1.70).

Los dos evaluadores presentan como soluciones la ecuacion explicita de una recta, y=ax+b,
junto a las condiciones que deben verificar sus coeficientes para que sea solucion del
problema, ambas en funcion de los valores de b e incorrectas debido a errores cometidos que
seran comentados posteriormente. Antonio (E1) distingue dos casos: para b=0 y
a€ (— oo 2 — \/é) U2+ \/g, ) (Figura 4.1.4), y para b>0 y
a€ (— o 2 — 2\/5) U@+ 2\/5, o) (Figura 4.1.5). Por su parte, Javier (E5S) concluye
que b <5ya=4+% ZM (Figura 4.1.23). En cambio, la alumna evaluada, Monica
(E14), presenta como soluciones dos rectas particulares: y=5+5x (Figura 4.1.69) y la recta
que pasa por los puntos (-1,2) y (0,5) sin especificar su ecuacion (Figura 4.1.70).
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El Gnico evaluador que realiza la comprobacion de las soluciones es Javier (ES), quien, de
manera grafica, comprueba las dos rectas particulares obtenidas: la recta y=8x+1, que
representa erroneamente, y la recta y=1 (Figura 4.1.20). Monica (E14), igual que Antonio
(E1), no realiza la comprobacion de las soluciones.

Por ultimo, ambos evaluadores cometen errores. En la resolucion de Antonio (El) se
identificaron cuatro errores de calculo: transponiendo términos en la primera ecuacion

planteada (Figura 4.1.1), expandiendo la expresion (4 — a)z, calculando 16 + 4-4(b + 1)

(Figura 4.1.3) y afirmando que 4b + 8\/5 — 4b — 4 > 0 (Figura 4.1.5). Javier (ES5) se
equivoca al intentar conectar los calculos realizados con el enunciado, pues toma las
condiciones que anulan el discriminante y que hacen que las rectas obtenidas sean tangentes a

la parabola (Figura 4.1.23). Por el contrario, no se han encontrado errores en la resolucion de
Monica (E14).

Caso 5: Analisis del proceso de evaluacion.

En el proceso de evaluacién de esta pareja destaca que, tras interpretar el procedimiento
seguido por la estudiante evaluada, centran su discusidon en asignar una calificacion y en
exponer sus dudas acerca del enunciado del problema. A continuacién se presenta un analisis
detallado, teniendo en cuenta las categorias de analisis indicadas en la metodologia (seccion
3.4.2). Posteriormente, se mostrard un estudio sobre la utilizacion que hacen los evaluadores
de sus propias resoluciones para evaluar la de su compafiera. Finalmente, se analizara el
caracter de las observaciones que realizan los evaluadores, distinguiendo entre episodios
interpretativos, valorativos y expositivos.

Aspectos de la resolucion del problema en que se centra la evaluacion

En la transcripcion de la discusion mantenida entre Antonio (E1) y Javier (ES) (Anexo A.1.5)
durante el proceso de evaluacion se identificaron un total de 34 episodios (Tabla 5.2.2.3). Las
categorias a las que hacen referencia en un mayor niamero de episodios son soluciones y
otros, en 11 episodios cada una, relacionados estos ultimos con el enunciado del problema, la
calificacion y el proceso de evaluacion. A las categorias heuristicos y representaciones se
refieren en 6 episodios cada una y no se identificé ningtn episodio relacionado con los casos
estudiados, la comprobacion de soluciones y los errores.

En la Tabla 5.2.2.3 se muestra, ademas del nimero de episodios clasificados en cada una de
las categorias de analisis, el numero de episodios en los que hacen referencia a cada una de
las resoluciones implicadas en el caso (evaluadores o evaluada). En este ultimo aspecto,
pueden existir episodios en los que hagan referencia a mas de una resolucion, de ahi que se
puedan encontrar disparidades con el nimero de episodios totales.
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Tabla 5.2.2.3. Clasificacion de los episodios del caso 5.

) Namero de Resolucion a la que se refieren
CATEGORIA episodios Evaluador Evaluador Evaluada
(Antonio - E1) (Javier - E5) (Monica - E14)

[Heuristicos 6 1 0 5
(Casos estudiados 0 0 0 0
IRepresentaciones 6 1 1 5
Soluciones 11 1 2 9
ComProbaclon de 0 0 0 0
[soluciones

[Errores 0 0 0 0
Otros 11 0 0 5
Total 34 3 3 24

En 5 de los 6 episodios en los que se hace referencia a los heuristicos, la pareja evaluadora
muestra su asombro ante la estrategia utilizada por la estudiante evaluada (Tabla 5.2.2.4b) y,
aunque creen que es correcta (Tabla 5.2.2.4b-d-e), no la consideran apropiada argumentando
que el proceso seria interminable (Tabla 5.2.2.4a-d-f). En el episodio restante (Tabla

5.2.2.4c), Antonio (E1) comenta que en su resoluciéon empled otra estrategia .

Como ya se menciond, en la transcripcion de la discusion mantenida por esta pareja no se
encontraron episodios referidos a la categoria casos estudiados.

Tabla 5.2.2.4. Episodios en los que los evaluadores del caso 5 se refieren a los heuristicos.

N° de
episodio

EPISODIO

J: De esa manera, encuentras todas las rectas, se supone.
12 |A: ;Que pasan por esos puntos?
J: Todas las rectas que pasan por la pardbola si haces esto de manera infinita.

J: Pero cuando dice, bueno, buscamos la recta que pasa por estos dos puntos y ya esta. Da al

16 . . . . b
lector la idea de como encontrar rectas. O sea, me parece curioso. Me parece bien.

21  |A: Pero hice otra cosa. c

24 J: Y luego, la idea de hacer lo mismo muchas veces, esta bien en el sentido de que visualmente d
te puedes hacer la idea de todas las rectas que pasan.

29  |A: Es que el método lo ha hecho bien. Mas que sea ha hecho algo, como tu dices. e
J: Si esa persona hubiese hecho eso, yo le pondria més. Pero es que, realmente, ha encontradof

33 |unay te da indicaciones de “todas las que ti quieras...” pero no... f

A: Es que se pueden coger infinitos puntos, eso no tiene gracia, no s¢.

En cuanto a la tercera categoria de analisis, los evaluadores hacen referencia a las
representaciones en seis ocasiones y en relacion a dos de los cuatro tipos de representaciones
consideradas (Tabla 5.2.2.5).

Tabla 5.2.2.5. Clasificacion de los episodios de la categoria representaciones del caso 5.
REPRESENTACION Grifica Tabular Simbdlica Verbal
N° DE EPISODIOS 0 0 4 2
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Cuatro de los seis episodios aluden a la representacion simbdlica.. En los tres primeros, se
observa como Antonio (E1) muestra dudas sobre los pasos dados por su compafiera, pues no
estan explicitos, y Javier (ES) intenta aclararlos (Tabla 5.2.2.6). Ademas, destaca un episodio,
Tabla 5.2.2.6a, en el que Antonio (E1) indica que la evaluada “intent6 dibujar la parabola”,
hecho que no es cierto pues en la resolucion no aparece su grafica ni ningun calculo para ello,
y Javier (E5) sefala que lo que hace es escribir la ecuacion de la funcidon cuadratica, por lo
que se estan refiriendo ambos a la representacion simbdlica a pesar de la terminologia
incorrecta utilizada por Antonio (E1).

Tabla 5.2.2.6. Episodio donde los evaluadores del caso 5 se refieren a la representacion
simbdlica.

N de EPISODIO
episodio

A: E intent6 dibujar la parabola y encontrar una casi que a ojo.

3 J: Si, o sea, escribio la ecuacion de la parabola. Tomo dos puntos y, mediante la ecuacion de a
la recta que pasa por dos puntos hall6 esa recta. Entonces, claro, asi te aseguras de que corta
por dos puntos.
A: Esta parte no la entiendo muy bien. ;Saco dos puntos, los unid y creo la recta?
J: Claro. Saco dos puntos que pertenecen a la parabola.
A: Vale, si. Creo la recta con los puntos.

8 . b
J: St
A: ;Un punto y el vector director? Es que no, ;es otro método? Es que no lo entiendo.
J: No, no. Al igual que el primero
A: No, pero yo entiendo que aqui tom¢é x=0, y=5, x=1, y=10. Aqui busc¢ la recta que pasara
por -1 y 0. Exacto. Lo inico que cambid el método y lo hizo geométricamente con un punto
y un...
J: No, no. Hace lo mismo en los dos.

11 A: Si, pero esta lo hace como analiticamente, ;no? Ah no, que no habia visto que también lo c
habia con vectores. Si, si, que es geométrica. Solo cambio los valores de x. Aqui cogid una
que pasara por 0 y 1 y aqui una que pasara por -1 y 0.
J: O sea, toma dos puntos: el (0,5) y el (1,10) y hace tal... Y luego aqui, por ejemplo, cogid
el (-1,2) y el (0,5) y esa otra recta.

En el cuarto episodio relacionado con la representacion simbdlica, Antonio (E1) y Javier (ES)
explican los calculos que ellos realizaron en sus propias resoluciones al intentar encontrar las
condiciones para los coeficientes de una recta y=ax+b (Tabla 5.2.2.7).

Tabla 5.2.2.7. Ultimo episodio en el que los evaluadores del caso 5 se refieren a la
representacion simbolica.

N° de
episodio

EPISODIO

A: Si, que hubiera fallado el caso b menor que... bueno alguno de los casos.

J: Si.

A: A mi por los menos me dependia del valor de b. Lo hice con la raiz, la raiz tenia que ser mayor que
32 |cero.

J: Exacto. Que por lo menos llegaste a algo de eso. Pero con eso no bastaba porque te daban rectas
tangentes.

A: Si, claro. Por eso puse mayor estricto que cero.

Para concluir con la categoria de representaciones, en dos episodios se alude a Ia
representacion verbal. En ellos, Javier (ES) comenta lo que la alumna evaluada escribe con
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palabras como propuesta de generalizacion del procedimiento de biisqueda de soluciones que
ha llevado a cabo en su resolucion (Tabla 5.2.2.8).

Tabla 5.2.2.8. Episodios en los que uno de los evaluadores del caso 5 se refiere a la
representacion verbal.

N° de
episodio

EPISODIO

J: Y, bueno, en la segunda parte lo que nos comenta el alumno o la alumna, nos dice que toma
7 “cualquiera otros dos valores de”, la parabola, me imagino, no lo especifica bien. Y dice, a
bueno, la recta que pasa por esos dos puntos.

J: Lo que pasa es que dice, bueno, pues tomo cualquier punto de la parabola y la recta que
9 |pasa, bueno toma dos puntos de la parabola, y la recta que pasa por esos dos puntos. Es decir, b
el alumno o la alumna lo explica [...]

Siguiendo con las categorias de analisis, en la transcripcion de la discusion entre Antonio
(E1) y Javier (ES) se encontré que en once ocasiones se refieren a las soluciones, siendo una
de las categorias a las que hacen alusiéon en un mayor numero de episodios, como ya se
menciond. En cinco de esos episodios, la pareja evaluadora resalta que Monica (E14) solo ha
presentado la ecuacion de una recta (Tabla 5.2.2.9).

Tabla 5.2.2.9. Episodios donde los evaluadores del caso 5 se refieren a las soluciones -1
N° de

. . EPISODIO
episodio

1 A: A mi lo que me llama la atencidn es que ella solo busca una recta, no buscd mas. a
4 J: Pero claro, solo da una recta. b
6 |J: Entonces no le podemos decir que esta mal, porque ha encontrado una, al menos.

15 A: No, las tiene aqui. Una. d

J: Claro, aqui da una.
22 |J: O sea, encontrd una, ;no? S

En otros cuatro episodios de esta categoria, los evaluadores recalcan que su compafiera no ha
llegado a dar la expresion de la segunda recta que da como solucion y que alcanzar una
expresion mas general con este procedimiento seria imposible (Tabla 5.2.2.10).

Tabla 5.2.2.10. Episodios donde los evaluadores del caso 5 se refieren a las soluciones -2
N° de
episodio

EPISODIO

10 |[J: Pero no da la ecuacion de la recta que pasa por esos puntos.

13 |J: Pero, claro, no esta dando la expresion.

17 J: Pero, no pone la ecuacion.

J: Pero es que no da la ecuacion.

A: Es imposible. Es pegarte toda la vida ahi.

J: Es imposible. Es decir, no caracteriza a las rectas que intersectan dos veces la parabola. Si no solo
da ejemplos. Y puedes dar infinitos ejemplos pero no las estis dando todas.

25

En los dos restantes episodios referidos a las soluciones, Antonio (E1) y Javier (E5) admiten
que en sus propias resoluciones no fueron capaces de encontrar una solucion general (Tabla
5.2.2.11a) y, por otro lado, expresan que para que una resolucion obtuviera una calificacion
maxima deberia haber encontrado dicha caracterizacion general (Tabla 5.2.2.11b).
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Tabla 5.2.2.11. Episodios donde los evaluadores del caso 5 se refieren a las soluciones -3

N*de EPISODIO
episodio|
20 J: A ver, yo no supe terminar de hacerlo. a
A: Yo tampoco lo acabé.
31 J: Y yo a mi mismo tampoco me pondria mas. Para mi el 10 es encontrar la caracterizacion de b
todas las rectas y pondria 8 o0 7 a gente que se quedase cerca, sabes?

No se identificd, en este caso, ningun episodio relacionado con las categorias comprobacion
de las soluciones y errores. No es de extrafar este resultado puesto que Monica (E14), la
estudiante evaluada, no realiza la comprobaciéon de ninguna de sus soluciones ni comete
errores a lo largo de su resolucion (Tabla 5.2.2.1).

Por ultimo, se identificaron 11 episodios que no hacian referencia a ninguna de las categorias
anteriores, por lo que se incluyeron en la categoria otros, siendo, junto a soluciones, la
categoria con mayor numero de episodios. Cinco de ellos se refieren al enunciado del
problema en los que los evaluadores muestran sus dudas acerca del nimero de rectas
apropiado que debian darse como solucion (Tabla 5.2.2.12).

Tabla 5.2.2.12. Episodios referidos a la categoria otros, relacionados con el enunciado del
problema.
N° de
episodio
2 A: Yo pensé que habia que buscarlas todas.

EPISODIO

J: Porque claro, el enunciado pone “encontrar ecuaciones de rectas”.

A: Es que el enunciado se puede malinterpretar, lo hagas como lo hagas. Y si es “ecuaciones de

5 rectas”, ;cuantas habia que encontrar para que esto estuviera bien y cuantas no?

J: Claro, ahi esta la duda.

A: ;Una vale?

J: Eso si que lo pone en el enunciado, ;no? La ecuacion de la recta tenga dos puntos de interseccion
con la parabola.

18 A: Claro, y la pregunta es: ;el ejercicio pedia esto?, ;pedia todas?

27 A: Pero el problema es que no sé lo que pide el ejercicio.

14

En otros cinco episodios referidos a la categoria otros, los evaluadores estan haciendo alusion
a aspectos relacionados con la calificacion. En la Tabla 5.2.2.13 puede observarse como
Antonio (E1) y Javier (ES) discuten sobre la calificacion numérica a otorgar a la resolucion
presentada por Monica (E14).

Tabla 5.2.2.13. Episodios de la categoria otros, relacionados con la calificacion.
N° de
episodio

EPISODIO

19  |A: Tenemos que evaluarlo, se supone. ;Qué le pones?, ;jun 5?

J: Asi que, mas o menos... E1 5 lo tiene.

A: Vale, si.

J: Asi que, mas o menos... E1 5 lo tiene.

A: Vale, si.

A: ;Y atieso te parece para ponerle un 5? Si el ejercicio fuera encontrar la solucion general, ;tu le
pondrias un 5 a un alumno por esto? Yo no.

J: ;T0 le pondrias menos?

A: Si.

J: ;Pondrias menos?

A: Si fuera encontrar la general.

23

26
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A: Un 5 venga, un 5 si.

J: Yo le pondria el 5.

A: ;Le pondrias mas?

J: No.

J: Yo le pondria el 5. jEstas de acuerdo conmigo?
A: Venga, si.

30

34

Por ultimo, hay un episodio en el que los evaluadores hacen comentarios sobre el propio
proceso de evaluacién, manifestando que no saben qué deben hacer al no disponer de
criterios de calificacion (Tabla 5.2.2.14).

Tabla 5.2.2.14. Episodio referido a la categoria otros, relacionado con dudas sobre proceso de
evaluacion.

N° de
episodio

EPISODIO

A: Estamos evaluando sin saber qué hay que hacer. Sin nosotros haberlo hecho.

J: No sé lo que haria yo.

A: Porque si el ejercicio lo pongo yo y sé a lo que tienen que llegar, me es mas facil evaluarlo. Si
llega hasta un sitio, hago tal... Si hacen otra cosa, pues depende de lo que consideres, es que no sé.

28

Uso de la propia resolucion en la evaluacion de un par

Tras analizar en detalle el proceso de evaluacion atendiendo a las categorias de andlisis
(heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones
y errores), se presenta, a continuacion, un estudio sobre las resoluciones a las que los
evaluadores hacen referencia en su discusion y de qué manera las usan, lo que nos informa
sobre hasta qué punto tienen en cuenta sus propias resoluciones a la hora de evaluar la
resolucion de su compafiera.

En la Tabla 5.2.2.3 se puede observar como los evaluadores hacen referencia a sus propias
resoluciones en varias ocasiones, cada uno de ellos en tres episodios de la evaluacion,
mientras que en la mayoria de los episodios se refieren a la resolucion de su compaiiera. Este
resultado indica que se han centrado en la resolucion a evaluar. En dos episodios coinciden en
mencionar ambos sus propias resoluciones, en uno para explicar los calculos que realizaron al
intentar encontrar las condiciones para los coeficientes de la ecuacion de una recta y=ax+b
(Tabla 5.2.2.7) y, en otro, para admitir que no lograron encontrar esas condiciones (Tabla
5.2.2.11a).

Ademas, cada evaluador hace referencia a su propia resolucién una vez mas. Antonio (E1) al
comentar que en su resolucion empled una estrategia diferente a la utilizada por la estudiante
evaluada (Tabla 5.2.2.4c). Y Javier (ES) al expresar que a si mismo tampoco se pondria una
calificacion superior pues considera que la calificacion maxima seria para una resolucion que
hubiese encontrado dicha caracterizacion general (Tabla 5.2.2.11b).

Caracter de los episodios

Por ultimo, se presenta un andlisis del caracter de los episodios identificados en la
transcripcion, distinguiendo entre episodios interpretativos, valorativos y expositivos,
atendiendo a las definiciones dadas para estas categorias en la metodologia (seccion 3.4.2).
En la Tabla 5.2.2.15 se recoge un resumen del caracter de los episodios de este caso para cada
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una de las categorias empleadas en el andlisis de los aspectos en los que se identifico que los
evaluadores se fijaron al evaluar y que, como ya se indicod (Tabla 5.2.2.3), son: heuristicos,
representaciones, soluciones y otros. No se incluyen las categorias casos estudiados,
comprobacion de soluciones ni errores pues, como ya se indicé anteriormente (Tabla 5.2.3.3),
no se identificd en la discusion de este caso ningln episodio referente a ellas. Ademas, en la
categoria otros encontramos episodios que no hacen referencia a la resolucion que estan
evaluando (enunciado del problema, dudas con el proceso de evaluacion) y que, por tanto,
carecen de caracter. Sin embargo, existen otros en los que califican la resolucién y que, por
tanto, tendran caracter valorativo.

Tabla 5.2.2.15. Clasificacion de los episodios del caso 5 atendiendo al caracter.

| Interpretativo Valorativo Expositivo
IHeuristicos 1 4 1
|Representaci0nes 3 2 1
Soluciones 2 8 1
Otros 0 5 0
Total 6 19 3

Como se puede observar en la tabla, el proceso de evaluacion seguido por esta pareja es
fundamentalmente valorativo, con mas del triple de episodios valorativos (19 episodios) que
interpretativos (6 episodios). Ademas, se encontraron tres episodios con caracter expositivo.

El mayor numero de episodios se encuentra en aquellos con caracter valorativo,
predominando los que hacen referencia a las soluciones, siendo estos 8 episodios. En ellos, la
pareja evaluadora valora dos aspectos, que la estudiante evaluada ha presentado tnicamente
la ecuacion de una recta solucion (Tabla 5.2.2.9) y que no ha llegado a dar la expresion de la
segunda recta que da como solucion (Tabla 5.2.2.10). Por otra parte, se consideran los cinco
episodios clasificados en la categoria otros en los que la pareja evaluadora est4 otorgando una
calificacién a la resolucidon, por tanto, también la estan valorando (Tabla 5.2.2.13). A
continuacion, se identifican cuatro episodios valorativos relacionados con los heuristicos, en
los que los evaluadores, aunque lo consideran correcto, expresan que no es apropiado el
heuristico utilizado por la evaluada (Tabla 5.2.2.4b-d-e-f). Por ultimo, dos de los episodios
valorativos estan asociados con las representaciones, uno con la representacion simbolica en
el que valoran que los pasos dados por Monica (E14), efectivamente, la conducen a encontrar
rectas con dos puntos de interseccion con la pardbola (Tabla 5.2.2.6a). Y el otro relacionado
con la representacion verbal en el que Javier (E5) echa en falta alguna especificacion més por
parte de su compafiera (Tabla 5.2.2.8a).

A continuacion se encuentran los episodios con caracter interpretativo donde los evaluadores
hacen referencia a los heuristicos, las representaciones y las soluciones. En el tinico episodio
interpretativo relacionado con la categoria heuristicos, los evaluadores identifican que
Monica (E14) obtiene dos rectas particulares que sugieren una forma de obtener una solucién
general, es decir, el heuristico generalizar (Tabla 5.2.2.4a). En los tres correspondientes a la
categoria representaciones, dos episodios son referentes a la representacion simbdlica, en los
que interpretan los pasos realizados por la compafiera evaluada debido a las dudas que
muestra Antonio (E1) con algunas de las expresiones algebraicas de la resolucion (Tabla
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5.2.2.7b-¢). El episodio restante estd relacionado con la representacion verbal y en él leen e
intentan comprender las palabras escritas por Moénica (E14) al generalizar el proceso de
busqueda de soluciones (Tabla 5.2.2.8b). Por ultimo, en los dos episodios interpretativos
relacionados con las soluciones, los evaluadores sefialan que Monica (E14) ha presentado
solamente la ecuacion de una recta solucion (Tabla 5.2.2.9d-e).

En este caso se han encontrado tres episodios con cardcter expositivo en los que los
evaluadores explican aspectos de sus propias resoluciones. En uno de ellos, relacionado con
el heuristico, Antonio (E1) comenta que en su resolucion emple6 una estrategia diferente a la
utilizada por la estudiante evaluada (Tabla 5.2.2.4c). En los otros dos, relacionados con la
representacion simbolica y las soluciones, los evaluadores explican los calculos que
realizaron al intentar encontrar las condiciones para los coeficientes de una recta y=ax+b
(Tabla 5.2.2.7) y mencionan que no lograron encontrar esas condiciones que les diera una
solucion final completa (Tabla 5.2.2.11a).

A modo de resumen, en este caso se han identificado 34 episodios en los que se hace
referencia, principalmente, a las soluciones y a otros aspectos de la resolucion, como la
calificacion. Durante el proceso de evaluacion, los evaluadores tienen en cuenta sus propias
resoluciones en pocas ocasiones, principalmente para comparar sus procedimientos de
resolucion con el de su compafiera, por lo que se centran en la resolucion a evaluar. Antonio
(E1) y Javier (E5) resolvieron el problema utilizando la misma estrategia, intentando
encontrar las condiciones para los coeficientes de una recta y=ax+b, por lo que consideran
que su compaiiera, al dar como solucidn dos rectas particulares, no merece mas de la mitad de
la calificacion méxima. Por tltimo, se observa que los evaluadores de este caso siguen un
proceso de caracter fundamentalmente valorativo, encontrando mas del triple de episodios
valorativos que interpretativos, resultado coherente con el andlisis por categorias, haciendo
referencia mayoritariamente a la categoria de soluciones. Ademas, en su proceso de
evaluacion se han enfocado en tratar de otorgar una calificacion numérica.

5.2.3 Caso 6. Yurena, Judith y Yaiza

En esta seccion se presenta el estudio del caso formado por Yurena (E7) y Judith (E9), que
evaluan la resolucion de Yaiza (E12). En primer lugar, se muestra una comparativa de las
principales caracteristicas, atendiendo a las categorias de andlisis, de las resoluciones
realizadas por estas tres estudiantes cuyo estudio se present6 en detalle en las secciones 4.1.7,
4.19y4.1.12.

Caso 6: Analisis conjunto de las tres resoluciones.

En la Tabla 5.2.3.1 se muestra un resumen de las caracteristicas de las resoluciones del
problema presentadas por cada una de las tres participantes que conforman este caso,
atendiendo a las categorias de analisis.
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Tabla 5.2.3.1 Resumen de las resoluciones del caso 6.

Evaluadora
Yurena (E7)

Evaluadora
Judith (E9)

Evaluada
Yaiza (E12)

[Heuristico

1. Dibujar una figura
2. Ensayo y error

3. Descomponer el
problema en partes

4. Generalizar

5. Suponer el problema
resuelto

1. Dibujar una figura
2. Generalizar

1. Dibujar una figura

(Casos estudiados

y=5 (graficamente)
Rectas oblicuas con
pendiente negativa y
positiva (graficamente)
y=x+5 (graficamente)
y=x+6 (graficamente)
x =acona € R

y = B,conf3 >5
y=mx+n, con m # 0

y=7,y=8,....,y = o

y=5x+5

Grafica, simbolica y

Grafica, tabular,

Grafica, tabular,

Representaciones verbal simbdlica y verbal simbdlica y verbal
. _ y=6,y=7,y=8, ..., y=2
Soluciones y=Bconf3 >5 y = o y=5%+5
Comprobacion de las No y=6 y=2
[soluciones y=0 y=5x+5
Uso incorrecto de la
. tabla de valores para
Representacion del .
e . representar graficamente.
vértice de la parabola. Representacion del
|[Errores Afirmar que y=5 e p No

vértice de la parabola.
Representacion
algebraica de una recta
y = wﬁ’

y=x+5 no son
soluciones.

En este caso, ambas evaluadoras comienzan con el heuristico dibujar una figura,
representando graficamente la pardbola, pero continuan de diferente manera. Yurena (E7)
utiliza seguidamente cuatro heuristicos diferentes: ensayo y error, descomponer el problema
en partes, generalizar y suponer el problema resuelto. Emplea el ensayo y error de manera
grafica, representando rectas con distintas pendientes junto a la grafica de la parabola para, de
manera visual, verificar si cumplen o no las condiciones del problema (Figuras 4.1.31 y
4.1.33). A continuacion, utilizando descomponer el problema en partes, divide el estudio en
grupos de rectas segun su pendiente: rectas verticales (Figura 4.1.35) que las descarta como
solucion, rectas horizontales (Figura 4.1.36) y rectas oblicuas que expresa mediante la
ecuacion explicita y=mx+n, con m # 0 (Figura 4.1.37). Para las rectas horizontales, analiza
inicialmente la recta y=5 que ha representado anteriormente en la grafica y generaliza este
estudio a las rectas del semiplano y>5 (heuristico generalizar). Por ltimo, para el caso de
rectas oblicuas, utiliza el heuristico suponer el problema resuelto abordando el problema
desde un enfoque algebraico que no completa. En cambio, Judith (E9), tras dibujar una
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figura, utiliza el heuristico gemeralizar. Apoyéndose en la representacion grafica de la
pardbola, considera dos rectas horizontales particulares, verifica si cumplen o no las
condiciones del problema (Figura 4.1.46) y generaliza a un conjunto mas amplio de rectas
horizontales (Figura 4.1.47). La estudiante evaluada, igual que las evaluadoras, usa el
heuristico dibujar una figura a partir del cual aborda dos rectas particulares, sin embargo, al
contrario que ellas, es el tinico heuristico que utiliza. La Tabla 5.2.3.2 muestra un resumen de
los heuristicos empleados por las tres personas que conforman este caso y el orden en que los
emplearon.

Tabla 5.2.3.2. Heuristicos empleados por las estudiantes del caso 6.

HEURISTICOS
Dibujar Ensavo Descomponer | Suponer el
Yurena (E7) una errZr Generalizar | el problema | problema
Evaluadoras figura | ¥ en partes resuelto
Judith (E9) Dibujar una figura Generalizar
Evaluada Yaiza (E12) Dibujar una figura

En relacion a los casos estudiados, Yurena (E7) comienza analizando graficamente varias
rectas: la recta y=5, una recta oblicua con pendiente negativa y varias rectas oblicuas con
pendiente positiva paralelas entre si, entre ellas las rectas y=x+5 e y=x+6 (Figura 4.1.33). Y, a
continuacion, estudia tres familias de rectas: x = a, con a € R; y = 3, con f > 5; ¢
y=mx+n, con m # 0. Los casos estudiados por Judith (E9) coinciden con uno de los casos
de Yurena (E7) ya que solo aborda rectas horizontales. En primer lugar analiza las rectas
particulares y=6 e y=0 (Figura 4.1.46) y, posteriormente, generaliza a las rectas y=7, y=8, ...,
y = oo (Figura 4.1.47). Por su parte, la evaluada, Yaiza (E12), estudia inicamente dos rectas
particulares, una de ellas, también horizontal: la recta y=2 y la recta 5x+5 (Figura 4.1.65).

En cuanto a las representaciones utilizadas, las dos evaluadas utilizan la representacion
grdfica. Judith (E9) representa la pardbola apoyandose en la representacion tabular mediante
una tabla de valores para recoger las coordenadas de distintos puntos de la parabola. Yurena
(E7) representa la parabola en tres ocasiones (Figuras 4.1.31, 4.1.33 y 4.1.38) junto a una o
varias rectas que estudia. Ambas usan la representacion simbolica para realizar célculos
(Figuras 4.1.39 y 4.1.46) y para indicar las rectas consideradas (Figuras 4.1.31-33, 4.1.35-37
y 4.1.46-47). Y, también, utilizan la representacion verbal pero con distintos propoésitos.
Mientras Yurena (E7) la emplea para justificar por qué las rectas estudiadas son o no
soluciones del problema (Figuras 4.1.35-37), Judith (E9) lo hace para presentar las soluciones
(Figura 4.1.47). Igual que las evaluadoras, la alumna evaluada hace uso de la representacion
grdfica, tanto de la pardbola como de dos rectas (Figura 4.1.64). Utiliza la representacion
simbdlica, pero no para mostrar calculos como las evaluadoras sino para indicar las rectas y
los puntos de interseccion (Figura 4.1.65). Si coincide con ellas en el uso de la representacion
verbal para presentar y justificar las soluciones (Figura 4.1.65).
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Aunque los procesos de resolucion de las evaluadoras muestran algunas diferencias, las dos
concluyen dando como soluciones rectas horizontales. Yurena (E7) presenta las rectas
horizontales y = 3, con 3 > 5 (Figura 4.1.36) y Judith (E9) obtiene la recta y=6 y otras
rectas horizontales por encima de esta (y=7, y=8, “etc.”) (Figura 4.1.47). Por su parte, la
estudiante evaluada, Yaiza (E12), da como soluciones dos rectas particulares: y=2 e y=5x+5
(Figura 4.1.65).

En cuanto a la comprobacion de las soluciones, una de las evaluadoras, Yurena (E7), no
incluye ninguna en su resolucion, mientras que Judith (E9) lo hace de las dos primeras rectas
particulares que considera, y=6 e y=0, analizando los puntos de corte de estas con la paradbola
(Figura 4.1.46). En cambio, la estudiante evaluada, Yaiza (E12), realiza la comprobacion de
las soluciones graficamente (Figura 4.1.64).

Por ultimo, se encontraron errores en las resoluciones de las dos evaluadoras. Yurena (E7)
representa incorrectamente el vértice de la pardbola sobre el eje de ordenadas en sus tres
representaciones graficas (Figuras 4.1.31, 4.1.33 y 4.1.38) y esto la conduce a indicar en una
de ellas, errbneamente, que las rectas y=x+5 ¢ y=5 no tienen dos puntos de interseccién con
la pardbola (Figura 4.1.33). Judith (E9) comete el mismo error que su compafiera en la
representacion grafica del vértice de la pardbola (Figura 4.1.45). En contraposicion, en la
resolucion de la estudiante evaluada no se han detectado errores.

Caso 6: Analisis del proceso de evaluacion.

La pareja de este caso realiza la evaluacion de una resolucion muy escueta y su proceso de
evaluacion se centra en sefialar aspectos que echan en falta, tomando como referencia la
propia resolucion de una de las evaluadoras. A continuacion se presenta un andlisis detallado,
teniendo en cuenta las variables de andlisis indicadas en la metodologia (seccion 3.4.2).
Posteriormente, se mostrard un andlisis de la forma en que las evaluadoras utilizan sus
propias resoluciones para evaluar la de su compafiera. Finalmente, se estudiara el caracter de
las observaciones que realizan las evaluadoras, distinguiendo entre episodios interpretativos,
valorativos 'y expositivos.

Aspectos de la resolucion del problema en que se centra la evaluacion

En la transcripcion de la discusion mantenida entre Yurena (E7) y Judith (E9) (Anexo A.1.6)
se identificaron un total de 28 episodios (Tabla 5.2.3.3). La categoria a la que hacen
referencia en un mayor nimero de episodios es representaciones, en concreto, en 10
episodios. A las categorias soluciones y otros, se refieren en 6 episodios cada una, estos
ultimos relacionados con el enunciado del problema, la valoracion global y la limpieza en la
presentacion de la resolucion evaluada. En menor medida, en 3, 2 y un tnico episodio,
mencionan aspectos relacionados con las categorias heuristicos, casos estudiados y
comprobacion de soluciones, respectivamente. Ademads, al no cometer, la evaluada, errores en
su resolucidn, no se identificaron episodios en relacion a la categoria errores.

En la Tabla 5.2.3.3 se muestra, ademas del nimero de episodios clasificados en cada una de
las categorias de analisis, el nimero de episodios en los que hacen referencia a cada una de
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las resoluciones implicadas en el caso (evaluadoras o evaluada). En este ultimo aspecto,
pueden existir episodios en los que hagan referencia a mas de una resolucion, de ahi que se

puedan encontrar disparidades con el numero de episodios totales.

Tabla 5.2.3.3. Clasificacion de los episodios del caso 6.

] Nimero de Resolucion a la que se refieren
CATEGORIA episodios Evaluadora Evaluadora Evaluada
(Yurena - E7) (Judith - E9) (Yaiza - E12)

[Heuristicos 3 0 0 3
(Casos estudiados 2 2 0 2
[Representaciones 10 2 0 10
Soluciones 6 2 0 6
ComProbaclon de 1 0 0 1
|soluciones

[Errores 0 0 0 0
Otros 6 0 0 4
Total 28 6 0 26

En relacion a los episodios referidos a los heuristicos, en los dos primeros (Tabla 5.2.3.4a),
las evaluadoras identifican que la compafiera evaluada ha utilizado el heuristico dibujar una
figura, expresando que utiliza la representacion grafica de la parabola para buscar soluciones
y que, por tanto, se trata de una resolucion visual. En el tercero (Tabla 5.2.3.4b) indican que
este procedimiento es correcto.

Tabla 5.2.3.4. Episodios en los que las evaluadoras del caso 6 se refieren a los heuristicos.
N° de
episodio
15 J: Podemos poner que solo hace uso de la representacion grafica para la biisqueda de soluciones,
que no hace un calculo...

EPISODIO

17  WJ: Bueno, es una resolucion visual.

21  J: Entonces el planteamiento esta bien [...]. O sea, lo que hizo esta bien. b

En cuanto a la siguiente categoria de analisis, casos estudiados, se identificaron dos episodios
que tienen lugar cuando las evaluadoras se plantean sefialar aspectos que faltan en la
resolucion evaluada. En ellos, Yurena (E7) indica que la estudiante evaluada podria haber
representado mas tipos de rectas o estudiar una recta general (Tabla 5.2.3.5), apoyandose en
los casos estudiados en su propia resolucion.

Tabla 5.2.3.5. Episodios en los que una de las evaluadoras del caso 6 se refiere a los casos
estudiados.

N° de
episodio

EPISODIO

10 Y: ;Qué mas? Yo pondria que no relaciona la parabola con las rectas. Porque podria haber dibujado
mas tipos de rectas, o algo asi. Entonces no hay relacion entre una y otras.

16 Y: Tampoco plantea ningiin método para encontrar la soluciéon general.
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Las evaluadoras de este caso se refieren a las representaciones en diez ocasiones, siendo esta
la categoria con mayor nimero de episodios como ya se mencion6 anteriormente. En ellos
hacen alusion a tres de los cuatro tipos de representaciones consideradas en el analisis (Tabla
5.2.3.6).

Tabla 5.2.3.6. Clasificacion de los episodios de la categoria representaciones del caso 6.

REPRESENTACION Grafica Tabular Simbolica Verbal

N° DE EPISODIOS 4 1 0 5

Cuatro de estos episodios son referentes a la representacion grdfica de la pardbola y de las
rectas estudiadas en la resolucion evaluada. En uno de ellos (Tabla 5.2.3.7b), tratan de
identificar en la grafica las rectas obtenidas por la evaluada, pues una de ellas no se diferencia
facilmente. En otros dos episodios (Tabla 5.2.3.7a-c), indican que, en general, la grafica esta
correctamente representada, concretando en un cuarto episodio (Tabla 5.2.3.7d) que la
representacion de las dos rectas también, sefialando, ademads, que la estudiante evaluada
utiliza distintos colores para cada una.

Tabla 5.2.3.7. Episodios en los que las evaluadoras del caso 6 se refieren a la representacion
grdfica.

N° de
episodio
1 Y: Primero crea una representacion grafica que esta bien hecha a

EPISODIO

J: sera esta. b
4 |Y: A ver yo creo que es esta y esta, que pasan muy recto con la parabola.
J: Exacto. (0,5) v (1,10).

6 J: Pues en primer lugar la grafica bien dibujada. c
Y: Si, eso es un buen punto.
J: Las dos rectas que dibujo, las dibujo bien porque diferencio los colores. Estan verde y rojo. d

14 [No escribe todo con un mismo lapiz.
Y: Si, que con eso se evaliia mucho mas rapido el ejercicio.

Dentro de la categoria de representaciones, se identificaron cinco episodios relacionados con
la representacion verbal. En el primero de ellos, las evaluadoras leen una frase que la
compaiera evaluada ha escrito en su resolucion (Tabla 5.2.3.8a) que hace referencia a lo que
ha entendido que pide el enunciado del problema y en otro, un poco mas adelante, vuelven a
hacer referencia a la misma frase (Tabla 5.2.3.8c). En un episodio intermedio entre los
anteriores, la pareja valora que la resolucion esta redactada de forma clara (Tabla 5.2.3.8b),
mientras que, en los dos ultimos relacionados con este tipo de representacion, Yurena (E7)
expresa que se deberia justificar con palabras las soluciones dadas, llegando a poner como
ejemplo la justificacion que ella misma incluyd en su propia resolucion al presentar las rectas
horizontales (Tabla 5.2.3.8d-¢).

Para concluir con la categoria de representaciones, en un unico episodio se alude a la
representacion tabular. En este, Yurena (E7) comenta que la estudiante evaluada no ha usado
la expresion de la parabola y Judith (E9) indica que la utiliza en el calculo de las coordenadas
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de los puntos para la representacion grafica, los cuales recoge en la tabla de valores (Tabla
5.2.3.9).

Tabla 5.2.3.8. Episodios donde las evaluadoras del caso 6 se refieren a la representacion

verbal.
e[l)j:(g:io EPISODIO
2 |Y: Y ahora “queremos dos rectas con dos puntos de interseccion con la parabola” a
Y: ;Qué mas?
12 J: Bueno, a parte de lo positivo, yo diria que es bastante claro. Que no se pierde, que no escribe b

en diferentes sitios lo mismo,...
Y: Si, bien redactado.

J: Pero aqui si esta diciendo que tiene que dar dos rectas con dos puntos de interseccion,
13 realmente no necesita mas. c
Y: Claro, a lo mejor no entendi6 bien el enunciado. Porque mira lo que has dicho, quiere DOS

rectas con dos puntos de interseccion.

J: [...] pero le faltan cosas.

22 . . ,
Y: A lo mejor le faltaria argumentar por qué son estas dos rectas.

Y: Pero no lo justifica.

J: Si, pero ;como lo justificarias?

Y: Poniendo, por ejemplo, que si este es el punto minimo de la recta, una recta horizontal tiene
que ser mayor que este punto que corresponda, o algo asi.

24 J: Pero realmente no es necesario. Aqui solamente dicen encontrar las rectas, no dicen argumenta| e
por qué son estas. En este apartado yo no, aqui solo te pide las rectas y dice que es una recta que
intersecciona en los puntos...

Y: E indica los puntos que interseccion. Vale.

J: Es minimo como argumentacion, pero €s. No sé, yo no diria mucho mas.

Tabla 5.2.3.9. Episodio en el que las evaluadoras del caso 6 se refieren a la representacion

tabular.
N° de

episodio

EPISODIO

Y: ;Qué mas podria faltar? No hace uso de la ecuacion de la parabola para nada.

1 J: Bueno, la usa aqui, para calcular los puntos.

Siguiendo con las categorias de andlisis, en la transcripcion de la discusion entre Yurena (E7)
y Judith (E9) se encontraron seis episodios en los que hacen referencia a las soluciones. En
tres de estos episodios, la pareja identifica las dos rectas dadas como solucién por Yaiza
(E12) y valoran que son correctas (Tabla 5.2.3.10a-b-f). En otros dos, Yurena (E7) vuelve a
insistir en que su compafiera no ha presentado una solucion general y Judith (E9) puntualiza
que son dos ejemplos concretos los que presenta en la resolucion (Tabla 5.2.3.10c-d). Y, en el
restante episodio referente a esta categoria, las evaluadoras interpretan que la evaluada ha
dado unicamente dos soluciones porque asi ha entendido el enunciado (Tabla 5.2.3.10e).

En relacion a la categoria comprobacion de soluciones se ha identificado un tnico episodio
(Tabla 5.2.3.11). En ¢l, Judith (E9) hace referencia a que la evaluada comprueba graficamente
las dos rectas que obtiene como solucion y lo hace tras el episodio en el que Yurena (E7)
afirma que le faltaria argumentar que las dos rectas son solucion al problema (Tabla 5.2.3.8d).
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Tabla 5.2.3.10. Episodios en los que las evaluadoras del caso 6 se refieren a las soluciones.
N° de
episodio

3

EPISODIO

Y: Y pone dos ejemplos de rectas.
J: Si. Pone una recta, tal... Y otra que pasa por el punto 5,

5 |Y: Bueno, a ver. Pone dos ejemplos que estan bien. b

J: Bueno, cosas que faltan.
7  |Y: Luego la solucién general. c
J: ;Como que solucion general?

Y: Claro, esta coincide en dos puntos, esta también coincide en dos puntos. Pero no da la
9  |ecuacion general. No da las que cortan..., porque esta también corta en dos puntos. d
J: Si, son como dos ejemplos pero no de la solucion general.

Y: Yo no me habia dado cuenta de que no es que no siguiera con el problema sino que es que loj

20 daba por terminado ¢
J: Dio dos puntos, ;no?.
23 Y: Si, si. dos rectas y dos puntos. £

J: También puso los puntos de interseccion y las dibujo.
Y: El ejercicio si esta bien.

Tabla 5.2.3.11. Episodio en el que una de las evaluadoras del caso 6 se refiere a la
comprobacion de soluciones.

N° de
episodio

EPISODIO

23 |J: Es visual.

En este caso no se encontraron episodios relacionados con los errores, como se menciond
anteriormente. Este resultado era de esperar pues la estudiante evaluada no los comete.

Por ultimo, seis episodios, al no hacer referencia a ninguna de las categorias anteriores, se
incluyeron en la categoria ofros. Dos de estos estan relacionados con el enunciado del
problema. En ellos, las evaluadoras insisten en que la compafiera evaluada no entendio el
enunciado ya que dio unicamente las ecuaciones de dos rectas (Tabla 5.2.3.12).

Tabla 5.2.3.12. Episodios de la categoria otros, relacionados con el enunciado del problema.

Caso 6.
N° de

episodio

8

EPISODIO

Y: Claro, te pide que des la ecuacion de unas rectas que satisfagan esto...
J: O sea, de todas las rectas generales

19 J: Claro, te ha puesto dos ecuaciones.

En otros dos episodios de la categoria otros, hacen una valoracion global de la resolucion
indicando que no hizo lo que se pedia porque entendié mal el enunciado (Tabla 5.2.3.13).

Tabla 5.2.3.13. Episodios de la categoria otros, relacionados con la evaluacion global de la
resolucion. Caso 6.

N° de
episodio

EPISODIO

25 |Y: Yo tampoco diria mucho mas. Claro, si ya ha entendido mal el enunciado.

27 Y: Pero claro, no era eso lo que le pedia.
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Los dos episodios restantes, se refieren a la limpieza en la presentacion de la resolucion, que
las evaluadoras valoran positivamente y sefialan como importante (Tabla 5.2.3.14).

Tabla 5.2.3.14. Episodios de la categoria otros, relacionados con la limpieza. Caso 6.
N° de
episodio

EPISODIO

Y: Porque es verdad que, ademas esta limpio.

1 . .
3 J: Si, eso es bastante importante.

26 |Y: el ejercicio lo ha hecho bien, de forma limpia y coherente, indicando todos los puntos.

Uso de la propia resolucion en la evaluacion de un par

Tras analizar en detalle el proceso de evaluacion atendiendo a las categorias de andlisis
(heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones
y errores), se presenta, a continuaciéon, un estudio sobre las resoluciones a las que las
evaluadoras hacen referencia en su discusion y de qué manera las usan, lo que nos informa
sobre hasta qué punto tienen en cuenta sus propias resoluciones a la hora de evaluar la
resolucion de su compafiera.

En la Tabla 5.2.3.3 puede observarse como Yurena (E7) es la unica evaluadora que hace
referencia a su propia resolucion y lo hace en seis ocasiones. La primera vez que Yurena (E7)
parece referirse a su propia resolucion es al senalar que haber representado bien la pardbola
es un aspecto positivo (Tabla 5.2.3.7¢), ya que ella misma no lo hizo al situar incorrectamente
el vértice de la parabola en el punto de corte con el eje de ordenadas. En otras dos ocasiones
se apoya en su propia resolucidon para sugerir otros casos que la estudiante evaluada podria
haber abordado, como representar mas tipos de rectas o estudiar una recta general (Tabla
5.2.3.5). En esta misma linea se refiere a las soluciones presentadas por la evaluada,
indicando que no llega a presentar una solucién general (Tabla 5.2.3.10c-d). Por ultimo,
vuelve a referirse a su resolucion al expresar que la alumna evaluada deberia haber
argumentado con palabras las soluciones dadas y pone como ejemplo la justificacion que ella
escribio al presentar las rectas horizontales (Tabla 5.2.3.8¢).

Caracter de los episodios

Por ultimo, analizaremos el caracter de los episodios identificados en la transcripcion de este
caso, distinguiendo entre episodios interpretativos, valorativos y expositivos, atendiendo a las
definiciones dadas para estas categorias en la metodologia (seccion 3.4.2). En la Tabla
5.2.3.15 se presenta un resumen del caracter de los episodios para cada una de las categorias
empleadas en el analisis de los aspectos en los que las evaluadoras de este caso se fijan al
evaluar y que, como ya se indico (Tabla 5.2.3.3), son: heuristicos, casos estudiados,
representaciones, soluciones, comprobacion de soluciones y otros. No se incluyen las
categorias errores pues, como ya se indico anteriormente (Tabla 5.2.3.3), no se identificd en
la discusion de este caso ningun episodio referente a ella. Ademas, en la categoria otros
encontramos episodios que no hacen referencia a la resolucion que estdn evaluando
(enunciado del problema) y que, por tanto, carecen de caracter. Sin embargo, existen otros en
los que evaltian globalmente la resolucion y que, por tanto, tendran carécter valorativo.
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Tabla 5.2.3.15. Clasificacion de los episodios del caso 6 atendiendo al caracter.

Interpretativo Valorativo Expositivo

|[Heuristicos 2 1 0
Casos estudiados 0 2 0
[Representaciones 3 6 1
Soluciones 2 4 0
(Comprobacion de

. 1 0 0
[soluciones
Otros 0 4 0
Total 8 17 1

Como se observa en la tabla, el proceso de evaluacion seguido por esta pareja es
fundamentalmente valorativo, con mas del doble de episodios valorativos (17 episodios) que
interpretativos (8 episodios). Ademas, se encontrd un episodio con caracter expositivo.

La mayoria de los episodios tienen un caracter valorativo, seis de ellos relacionados con las
representaciones. Tres se refieren a la representacion grdfica, en los que las evaluadoras
comentan que la grafica de la parabola estd correctamente representada y sefialan aspectos
como la utilizacion de distintos colores para representar las rectas (Tabla 5.2.3.7a-c-d). Los
otros tres estan relacionados con la representacion verbal, en uno la pareja valora que la
resolucion estd redactada claramente (Tabla 5.2.3.8b) y, en los dos restantes, Yurena (E7)
expresa que la evaluada deberia haber argumentado con palabras las soluciones dadas,
poniendo como ejemplo la justificacion que ella escribe en su resolucion al presentar las
rectas horizontales (Tabla 5.2.3.8d-e). Cuatro de los episodios valorativos son referentes a las
soluciones, en los que, por un lado, valoran las soluciones como correctas en dos de ellos
(Tabla 5.2.3.10b-f) y, por otro lado, indican que su companera no ha presentado una solucion
general (Tabla 5.2.3.10c-d). En relacién con los casos estudiados encontramos dos episodios
valorativos, en los que Yurena (E7), apoyandose en los casos que ella analiz6 en su propia
resolucion, insiste en que la estudiante evaluada podria haber representado mas tipos de
rectas o estudiar una recta general (Tabla 5.2.3.5). Por tltimo, solo un episodio valorativo es
referente a los heuristicos, en el que valoran que el procedimiento seguido por la evaluada es
correcto (Tabla 5.2.3.4b). Ademas, se identifican cuatro episodios clasificados en la categoria
otros en los que la pareja evaluadora también valora la resolucion, dos de ellos de forma
global considerando que no es del todo correcta porque la alumna evaluada entendi6 mal el
enunciado (Tabla 5.2.3.13) y otros dos relacionados con la limpieza en la presentacion (Tabla
5.2.3.14).

A continuacion encontramos el cardcter interpretativo donde se han observado 8 episodios en
los que las evaluadoras hacen referencia a los heuristicos, las representaciones, las soluciones
y la comprobacion de soluciones. Tres de estos episodios estan relacionados con las
representaciones, en concreto: uno con la representacion grdfica, en el que tratan de
identificar la representacion de las rectas escritas en la resolucion (Tabla 5.2.3.7b); otro con la
representacion tabular, en el que Judith (E9) indica que utiliza la ecuacion de la parabola
para calcular las coordenadas de los puntos recogidos en la tabla de valores (Tabla 5.2.3.9); y
otro con la representacion verbal, en el que interpretan lo que entendié que se pedia en el
problema la evaluada a través de una frase escrita en la resolucion (Tabla 5.2.3.8c). En los
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dos episodios interpretativos relativos a los heuristicos, una de las evaluadoras, Judith (E9),
identifica que el heuristico utilizado en la resolucion es dibujar una figura, expresando que se
apoya en la representacion grafica de la pardbola para buscar soluciones y, a continuacion,
vuelve a afirmar que se trata de una resolucion visual (Tabla 5.2.3.4a). También se han
identificado dos episodios interpretativos referidos a las soluciones, uno en el que la pareja
evaluadora identifica las dos rectas dadas por Yaiza (E12) como solucién (Tabla 5.2.3.10a) y
otro en el que comprenden que la evaluada ha dado inicamente dos soluciones porque asi lo
ha entendido en el enunciado (Tabla 5.2.3.10e). El tultimo episodio interpretativo hace
referencia a la comprobacion de soluciones y, en ¢él, Judith (E9) sefiala que la estudiante
evaluada realiza una comprobacién grafica de las soluciones (Tabla 5.2.3.11).

Por ultimo, se ha encontrado un unico episodio con caracter expositivo en el que las
evaluadoras leen textualmente una frase escrita en la resolucion (Tabla 5.2.3.8a).

A modo de resumen, en este caso se han podido identificar 28 episodios en los que se hace
referencia, principalmente, a la categoria de representaciones y a otros aspectos, como el
enunciado del problema o la limpieza en la presentacion. Durante el proceso de evaluacion,
una de las evaluadoras, Yurena (E7), tiene como referencia su propia resolucion durante todo
el proceso de evaluacion, apoyandose en ella en varias ocasiones para sefialar aspectos que
ella opina que faltan en la resoluciéon a evaluar. Por ultimo, se puede concluir que las
evaluadoras de este caso siguen un proceso de cardcter fundamentalmente valorativo, puesto
que se han identificado mas del doble de episodios valorativos que interpretativos y, como se
ha sefialado anteriormente, centrando estas valoraciones en buscar elementos que faltan en la
resolucion evaluada.

5.3. Analisis de los casos del BLOQUE III

En el tercer bloque se incluye un unico caso, donde la estudiante evaluada, haciendo uso del
heuristico ensayo y error, considera distintas rectas y verifica si tienen o no dos puntos de
interseccion con la pardbola.

5.3.1 Caso 7. Maite, Yaiza y Sofia

En esta seccion se presenta el caso formado por la pareja Maite (E10) y Yaiza (E12), que
evallan conjuntamente la resolucion de Sofia (E15). En primer lugar, se realiza una
comparativa de las principales caracteristicas, atendiendo a las categorias de analisis, de las
resoluciones realizadas por estas tres estudiantes cuyo estudio se presentd en detalle en las
secciones 4.1.10, 4.1.12 y 4.1.15.

Caso 7: Analisis conjunto de las tres resoluciones.

En la Tabla 5.3.1.1 se muestra un resumen de las caracteristicas de las resoluciones del
problema presentadas por cada una de las tres participantes que conforman este caso,
atendiendo a las categorias de analisis.
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Tabla 5.3.1.1 Resumen de las resoluciones del caso 7.

Evaluadora
Maite (E10)

Evaluadora
Yaiza (E12)

Evaluada
Sofia (E15)

Heuristico

1. Dibujar una figura
2. Generalizar

1. Dibujar una figura

1. Ensayo y error

Casos estudiados

y=5x+5

y=6x+5

y=T7x+5

Rectas que pasan por
(0,5) y otro punto de la
parabola de la forma

y = mx + 5, con

m = 5, meZ
(incompleto)

y=2
y=5x+5

y=x+4

Grafica, tabular,

Grafica, tabular,

vértice de la pardbola

Representaciones simblica y verbal simbdlica y verbal Simbolica y verbal
y=5x+5
y=6x+5
y=Tx+5 y=
Rectas que pasan por - y=3
Soluciones (0,5) y otro punto de la B y=
parabola de la forma y=5x+5 y=4x
y = mx + 5, con y=x+4
m = 5, meZ
(incompleta)
y=0
Rectas que pasan por y=1
(0,5) y otro punto de la y=2
Comprobacién de las parabola de la forma y=2 y=3
soluciones y = mx + 5, con y=5x+5 y=4
m > 5, meZ y=4x
(incompleta) y=X
y=x+4
Errores Representacion del No No

Las resoluciones de las evaluadoras tienen en comun el uso del heuristico dibujar una figura.
Maite (E10), ademads, también utiliza generalizar, pues construye varias rectas particulares
que pasan por el punto (0,5) apoydndose en la representacion grafica de la parabola (Figura
4.1.50) y, a continuacion, generaliza a rectas que pasan por el (0,5) y cualquier otro punto de
la parabola (Figura 4.1.51). Sin embargo, dibujar una figura es el Gnico heuristico utilizado
por Yaiza (E12), quien, a partir de la representacion grafica de la parabola, da las ecuaciones
de dos rectas particulares sin indicar ningln tipo de célculo (Figuras 4.1.64 y 4.1.65). Por su
parte, la estudiante evaluada, Sofia (E15), utiliza Ginicamente el heuristico ensayo y error.
Considera rectas particulares y verifica si cumplen o no las condiciones del problema
(Figuras 4.1.72-4.1.76). La Tabla 5.3.1.2 muestra un resumen de los heuristicos empleados

por las tres estudiantes y el orden en que los emplearon.
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Tabla 5.3.1.2. Heuristicos empleados por las estudiantes del caso 7.

HEURISTICOS
Maite (E10) Dibujar una figura Generalizar
Evaluadoras
Yaiza (E12) Dibujar una figura
Evaluada Sofia (E15) Ensayo y error

En relacion a los casos estudiados, ambas evaluadoras analizan rectas particulares, aunque
Maite (E10), ademads, aborda una generalizacion. Ella calcula, en primer lugar, tres rectas
particulares que pasan por el (0,5) y por cada uno de los puntos que obtuvo en la tabla de
valores, siendo sus ecuaciones: y=5x+5, y=6x+5 e y=7x+5 (Figura 4.1.50). A partir de ellas,
plantea rectas que pasan por el (0,5) y cualquier otro punto de la parabola (Figura 4.1.51).
Yaiza (E12) unicamente aborda dos rectas particulares: y=2 e y=5x+5 (Figura 4.1.65). Por su
parte, la evaluada, Sofia (E15), también estudia rectas particulares, ocho en concreto: y=0,
y=1, y=2, y=3, y=4, y=4x, y=x, y=x+4 (Figuras 4.1.72-4.1.76).

En cuanto a las representaciones utilizadas, ambas evaluadoras comienzan su resolucion con
la representacion grdfica de la parabola que realizan a partir de una tabla de valores, esto es,
utilizando una representacion tabular (Figuras 4.1.48 y 4.1.64). Yaiza (E12) representa,
ademads, las dos rectas que da como solucion. Coinciden también en el uso de Ia
representacion simbolica para presentar rectas y puntos de corte (Figuras 4.1.50-4.1.51 y
4.1.65). La representacion verbal también es utilizada por ambas pero con diferentes
objetivos: Maite (E10) la usa para indicar el procedimiento seguido (Figura 4.1.50) y Yaiza
(E12) para presentar y justificar las soluciones (Figura 4.1.65). Por su parte, en la resolucion
de Sofia (E15), la estudiante evaluada, predomina la representacion simbolica con la que
presenta las rectas que analiza y comprueba si tienen dos puntos de interseccion con la
pardbola. En cambio, utiliza la representacion verbal solo para indicar el nimero de puntos
obtenidos en dicha comprobacion (Figuras 4.1.72-4.1.76).

Las soluciones presentadas por las evaluadoras coinciden exactamente con sus casos
estudiados. Maite (E10) presenta como resultado tres rectas particulares y=5x+5, y=6x+5 e
y=7x+5, y las rectas que pasan por (0,5) y otro punto de la pardbola de la forma
y = mx + 5, con m > 5, meZ (Figura 4.1.50). Las soluciones dadas por Yaiza (E12) son
dos rectas particulares: y=2 e y=5x+5 (Figura 4.1.65). La estudiante evaluada coincide con
las evaluadoras en dar como soluciones rectas particulares, en su caso 5 de las 8 que estudia
pues son las que verifican la condicion del enunciado del problema: y=2, y=3, y=4, y=4x e
y=x+4 (Figuras 4.1.73-4.1.76).

Ambas evaluadoras realizan la comprobacion de las soluciones. Yaiza (E12) comprueba sus
dos soluciones graficamente (Figura 4.1.64) y Maite (E10), aunque no la termina, comienza
la comprobacion de las rectas que pasan por (0,5) y otro punto de la pardbola de la forma
y = mx + 5, con m = 5, meZ (Figura 4.1.51). La comprobacion de las soluciones en la
resolucion evaluada es intrinseca al heuristico empleado (ensayo y error), por lo que
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comprueba cada una de los casos que estudia: y=0, y=1, y=2, y=3, y=4, y=4x, y=x, y=x+4
(Figuras 4.1.72-4.1.76).

Solo se detectd un error en la resolucion de una de las evaluadoras, Maite (E10), quien en la
representacion grafica de la parabola sita el vértice incorrectamente sobre el eje OY (Figura
4.1.48). Tampoco se encontraron errores en la resolucion de la estudiante evaluada.

Caso 7: Analisis del proceso de evaluacion.

En el proceso de evaluacion de esta pareja se pueden distinguir dos partes, una primera parte
en la que interpretan los calculos realizados por la compaifiera evaluada, mostrando algunas
dudas iniciales, y una segunda parte en la que, tras solventar estas dudas, valoran la
resolucion. A continuacion, se presenta un analisis detallado de la discusion mantenida por
esta pareja durante el proceso de evaluacion, teniendo en cuenta las categorias de andlisis
indicadas en la metodologia (seccion 3.4.2). Posteriormente, se mostrard un estudio de la
utilizacion que hacen las evaluadoras de sus propias resoluciones para evaluar la de su
compafiera. Finalmente, se abordard el caracter de las observaciones que realizan las
evaluadoras en cada uno de los episodios identificados y distinguiendo entre episodios
interpretativos, valorativos y expositivos.

Aspectos de la resolucion del problema en que se centra la evaluacion

En la transcripcion de la discusion mantenida entre Maite (E10) y Yaiza (E12) (Anexo A.1.7)
se identificaron un total de 27 episodios (Tabla 5.3.1.3). La categoria a la que hacen
referencia en un mayor numero de episodios, ocho, es representaciones. Ademads, se
identificaron 7 episodios relacionados con el enunciado del problema, el proceso de
evaluacion o la calificacion, esto es, incluidos en la categoria otros. Con menor frecuencia, en
5, 4 y 3 episodios, las evaluadoras comentan aspectos sobre los casos estudiados, los
heuristicos y las soluciones, respectivamente. En cambio, no se encontraron episodios que
hiciesen referencia a la comprobacion de soluciones y, como la evaluada no comete ningin
error, tampoco a la categoria errores.

En la Tabla 5.3.1.3 se muestra, ademas del nimero de episodios clasificados en cada una de
las categorias de analisis, el numero de episodios en los que hacen referencia a cada una de
las resoluciones implicadas en el caso (evaluadoras o evaluada). En este ultimo aspecto,
pueden existir episodios en los que hagan referencia a mas de una resolucion, de ahi que se
puedan encontrar disparidades con el nimero de episodios totales.

En la categoria heuristicos se identificaron cuatro episodios (Tabla 5.3.1.4). Los dos primeros
se producen mientras las evaluadoras estan interpretando la resolucion a evaluar porque les
genera algunas dudas la estrategia utilizada y no terminan de comprender que Sofia (E15)
estd empleando ensayo y error (Tabla 5.3.1.4a-b). Dichos episodios tienen lugar en momentos
diferentes de su discusion, lo que muestra la dificultad a la que se enfrentaron para su
comprension. En los otros dos episodios, las evaluadoras ya han logrado entender el
heuristico utilizado y lo valoran como correcto (Tabla 5.3.1.4c-d).
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Tabla 5.3.1.3. Clasificacion de los episodios del caso 7.

] Nimero de Resolucion a la que se refieren
CATEGORIA episodios Evaluadora Evaluadora Evaluado
(Maite - E10) (Yaiza - E12) (Sofia - E15)

[Heuristicos 4 0 0 4
(Casos estudiados 5 0 0 5
[Representaciones 8 0 1 7
Soluciones 3 0 0 3
ComProbaclon de 0 0 0 0
[soluciones

[Errores 0 0 0 0
Otros 7 0 0 3
Total 27 0 1 22

En relacién a los casos estudiados, se han identificado cinco episodios relacionados con ellos
(Tabla 5.3.1.5). En cuatro de ellos, Maite (E10) y Yaiza (E12) describen los casos que su
compaiera ha seleccionado para su estudio (Tabla 5.3.1.5a-b-d-e). En el episodio restante,
Yaiza (E12) expresa sus dudas acerca de los motivos que han llevado a la estudiante evaluada
a seleccionar cada uno de los casos (Tabla 5.3.1.5¢).

Tabla 5.3.1.4. Episodios en los que las evaluadoras del caso 7 se refieren a los heuristicos.

o
N de EPISODIO
episodio)
[M: No sé, yo creo que fue probando, diciendo, tiene dos puntos de corte, tiene dos puntos de
6 corte. .. a
Y: Es que a mi esto me parece que lo hizo para hacerse una idea de algo, pero luego aqui e
donde realmente esta. ..
14 |Y: A lo mejor el procedimiento que empled es un poco al azar. b
Y: Y no es que lo pusiera en plan porque le diera la gana, sino que... [...] El procedimientol
16  |parece coherente. Le vinieron sus ideas, lo fue haciendo. Utiliz el método de probar valores| ¢
un poco. Escogid rectas v las compard, hizo una interseccion con la parabola.
19 |Y: yo veo que el procedimiento es correcto d
Tabla 5.3.1.5. Episodios donde las evaluadoras del caso 7 se refieren a los casos estudiados.
o
N de EPISODIO
episodio
4 M: Entonces el cero no vale. a
M: No, esta dice que no b
Y: Vale, te dice que no. Bueno a esta y a esta.
M: Esta tiene dos puntos de interseccion, y=4x.
Y: Porque le dio esto. Pero porque le vendria la inspiracion divina puso 4x aqui y aqui esto.
Entiendo, vamos...
M: Si.
10 Y: Es que no sé en qué se basé para coger y=4x. Y aqui mas de lo mismo. Aqui puso esta c
ecuacion, que no sé de donde le vino la idea,
M: Te esta diciendo: esta recta no corta, esta recta no corta, esta recta no corta. O sea, todas d
13 las que van asi, no cortan. Vale, genial.
Y: No, pero él empieza en el y=2. Bueno, eso es lo que estamos entendiendo nosotras
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porque pone y=3, y=4 y ya esta. Luego, esta no corta, porque cogid una recta cualquiera. En
esta digo existen dos puntos, y en esta digo existen otros dos puntos y en esta, por ejemplo,
digo pues no existe ningin punto. Esta bien, en principio esté bien.

18

Y: Pero, bueno, si quieres nombrar que encontrd un caso que no se cumplia e

En cuanto a la tercera categoria de analisis, se identificaron ocho episodios relacionados con

las representaciones, siendo esta la categoria con mayor nimero de episodios, y en los que se
hace referencia a tres de los cuatro tipos de representaciones consideradas (Tabla 5.3.1.6).

Tabla 5.3.1.6. Clasificacion de los episodios de la categoria representaciones del caso 7.

REPRESENTACION Grafica Tabular Simbolica Verbal

N° DE EPISODIOS 1 0 5 2

Mas de la mitad de estos episodios (5) son referidos a la representacion simbolica y suceden
durante la interpretacion de los calculos que ha realizado Sofia (E15), la estudiante evaluada.
En ellos, se perciben las dudas que tienen las dos evaluadoras con los célculos recogidos por
Sofia (E15) en su proceso de resolucion (Tabla 5.3.1.7).

Tabla 5.3.1.7. Episodios donde las evaluadoras del caso 7 se refieren a la representacion

simbdlica.

N° de
episodio

EPISODIO

Y: A ver, puso la ecuacion de segundo grado y luego puso y=0, ;no?

M: Si. Es que no sé muy bien qué hizo.

Y: Aqui puso ya la ecuacidn pero sustituida.

M: ;Por qué puso 3?

Y: [...] Dice, cuando la y es igual 2. Cuando la y es igual a 3, la x tiene que ser estos dos puntos.
M: Si, pero todo esto anterior ;para qué lo puso?

Y: Primero puso la y=2, la y=0 y luego... Vale, puso la y=0 y luego resolvid esto para ver cuando la
y es igual a 0 en qué punto esta la x.

M: Si, claro, pero no me cuadra este tres. Deberia haber un 5.

Y: Se equivoco. Claro, los dos puntos de interseccion que obtuvo estan mal. Creo yo.

M: Si, si, por eso.

M: Vale, y entonces aqui.

3 Y: Y aqui puso un 1.
M: Vale, ya lo entiendo. A ver, pasé el 2 para aqui y lo resto.
Y: Ah, vale, vale. Y entonces aqui, cuando es tres, lo paso para aqui... Para resolverlo por la

5 ecuacion. Y hallé los dos puntos. Pero espera, jpor qué le dio eso 2 y esto 2 y te pone el 4?... Pero,
(como llega llegd aqui? O sea, {para qué necesitaba lo anterior?

9 Y: Y luego lo que siempre hace de pasar el 4x para el otro lado, se le va, le queda esto y aqui le da
dos puntos.

1 Y: Iguald la recta con la pardbola, despejo la x y se quedd tan ancho, ;no? Pero, ;este punto y este
punto estan en la parabola? Eso es lo que no se sabe.

Dos de los episodios clasificados en la categoria de representaciones se refieren a la

representacion verbal, concretamente, a la ausencia de ella. En ambos, Yaiza (E12) comenta
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que la compaifiera evaluada deberia haber explicado los pasos que realizaba y admite que esta
ausencia de justificaciones le ha generado dudas (Tabla 5.3.1.8).

Tabla 5.3.1.8. Episodios donde una evaluadora del caso 7 se refiere a la representacion

verbal.
N*de EPISODIO
episodio
7 Y: Pero no me explica como llegd a esta ecuacion y a esta ecuacion.
2% Y: La verdad que deberia ir explicando los pasos que va haciendo. Porque hemos tenido que
descifrar un poco por qué va haciendo ciertas cosas. Excepto esta parte que debe mejorar.

Solo en un episodio se alude a la representacion grafica. Aunque Sofia (E15), la estudiante
evaluada, no presenta ninguna representacion grafica, Yaiza (E12) utiliza aspectos de la
grafica de la parabola (que ella si realiz6 en su resolucion) para interpretar la resolucion de su
compaiera (Tabla 5.3.1.9).

Tabla 5.3.1.9. Episodio donde las evaluadoras del caso 7 se refieren a la representacion
grdfica.

N°de

. EPISODIO
episodio

Y: Porque ademas la parabola en x no cortaba. En el y cortaba en 5.
2  |M:  Enely?
Y: En el y cortaba en el 5, o sea, que no cortaba en el cero. Y la x no tenia nada.

Siguiendo con las categorias de analisis, en la transcripcion de la discusion entre Maite (E10)
y Yaiza (E12) se identificaron tres episodios en los que hacen referencia a las soluciones. En
ellos, las evaluadoras coinciden en afirmar que las soluciones son correctas (Tabla 5.3.1.10).

Tabla 5.3.1.10. Episodios donde las evaluadoras del caso 7 se refieren a las soluciones.
N° de
episodio

EPISODIO

Y: Pero la solucidn esté bien.

15 M: Hecho esta.

20 |Y:y la solucién también [es correcta].

24 |Y: Si, esta bien resuelto.

En este caso no se identificaron episodios referentes a la categoria comprobacion de
soluciones ni a la categoria errores, a pesar de que en la resolucion a evaluar, y como
consecuencia del heuristico utilizado en la misma (ensayo y error), Sofia (E15) presenta la
comprobacion de todas las rectas que estudia. Sin embargo, era de esperar que no se
encontrara ninguno relacionado con los errores puesto que la evaluada no comete ninguno.

Por ultimo, 7 episodios, al no poder clasificarse en ninguna de las categorias anteriores, se
incluyeron en la categoria otros. Tres de ellos son referidos al proceso de evaluacion, pues las
evaluadoras expresan que no saben como deben evaluar, qué deben recoger o si deben otorgar
una calificacion (Tabla 5.3.1.11).
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Tabla 5.3.1.11. Episodios de la categoria otros, relacionados con dudas sobre el proceso de
evaluacion.

N° de
episodio

EPISODIO

Y: Yo no sé como evaluar. No sé si poner esta bien o esta mal, o describir lo que la persona esta

12 haciendo. Pero es que a eso no le veo sentido, /no?

17 M: Es que dice evalua N
Y: Ya y nosotras no estamos evaluando, estamos describiendo. No sé¢ como evaluar.
Y: (Hay que poner nota?

2 M: No sé. ;| Preguntamos?

Y: No sé. No te va decir, porque quieren ver lo que nosotros entendemos por evaluar, a lo mejor, o
algo asi. No sé, no sé si hay que ponerle nota o no.

En otros tres episodios de esta categoria, las evaluadoras intentan ponerse de acuerdo para
fijar la calificacion que tendria la resolucion de manera global (Tabla 5.3.1.12).

Tabla 5.3.1.12. Episodios de la categoria otros, relacionados con la calificacion.
N° de
episodio

21 [Y:Y por tanto, ;tiene un 10?
23 [M: Bueno, pues que esta aprobado.
27  |Y:[...] esta aprobado

EPISODIO

Por ultimo, hay un episodio en el que las evaluadoras hacen referencia al enunciado del
problema, afirmando que la evaluadora ha cumplido con lo que se pedia (Tabla 5.3.1.13).

Tabla 5.3.1.13. Episodios de la categoria otros, relacionados con el enunciado del problema.
N° de
episodio

25 Y: v es lo que se pedia.

EPISODIO

Uso de la propia resolucion en la evaluacion de un par

Tras analizar en detalle el proceso de evaluacidon atendiendo a las categorias de andlisis
(heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones
y errores), se presenta, a continuacion, un estudio sobre las resoluciones a las que las
evaluadoras hacen referencia en su discusion y de qué manera las usan, lo que nos informa
sobre hasta qué punto tienen en cuenta sus propias resoluciones a la hora de evaluar la
resolucion de su compatfiera.

En la Tabla 5.3.1.3 se puede observar como Yaiza (E12) es la unica de las evaluadoras que
hace referencia a su propia resolucion y lo hace una Unica vez. Todos los demas episodios
(26) se refieren a la resolucion a evaluar. Como se ha sefialado anteriormente, las evaluadoras
comienzan el proceso de evaluacion con algunas dudas sobre los pasos realizados por su
compaiera, momento en el que Yaiza (E12) se apoya en su propia resolucion. Ella utiliza
caracteristicas de la representacion grafica de la pardbola que realiz6 en su resolucion para
interpretar la resolucion que estan evaluando, a pesar de que Sofia (E15), la alumna evaluada,
no incorpora dicha grafica (Tabla 5.3.1.9).

Por tanto, en este caso, las evaluadoras se han centrado en la resolucion a evaluar sin
apoyarse para su evaluacion en lo que ellas mismas habian realizado.
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Caracter de los episodios

Por ultimo, se presenta el analisis del caracter de los episodios identificados en la
transcripcion, distinguiendo entre episodios interpretativos, valorativos y expositivos,
atendiendo a las definiciones dadas para estas categorias en la metodologia (seccion 3.4.2).
En la Tabla 5.3.1.14 se presenta un resumen del caracter de los episodios para cada una de las
categorias empleadas en el andlisis de los aspectos en los que las evaluadoras de este caso se
fijan al evaluar que, como ya se indico (Tabla 5.3.1.3), son: heuristicos, casos estudiados,
representaciones, soluciones y otros. En esta tabla se separan los episodios entre aquellos
tienen un caracter exclusivamente interpretativo, valorativo o expositivo, y los que poseen
doble caracter. No se incluyen las categorias comprobacion de soluciones ni errores pues,
como ya se indicod anteriormente (Tabla 5.3.1.3), no se identifico en la discusion de este caso
ningun episodio referente a ellas. Ademas, en la categoria otros encontramos episodios que
no hacen referencia a la resoluciéon que estdn evaluando (enunciado del problema, dudas
sobre el proceso de evaluacion) y que, por tanto, carecen de caracter. Sin embargo, existen
otros en los que califican la resolucion y que, por tanto, tendran carécter valorativo.

Tabla 5.3.1.14. Clasificacion de los episodios del caso 7 atendiendo al caracter.

Interpretativo Valorativo Expositivo 1/V
[Heuristicos 2 2 0 0
Casos estudiados 4 0 0 1
IRepresentaciones 5 2 0 1
Soluciones 0 3 0 0
Otros 0 3 0 0
Total 11 10 0 2

Como puede observarse en la tabla, el proceso de evaluacion seguido por esta pareja esta
equilibrado en cuanto al caracter de sus comentarios, con casi el mismo nimero de episodios
interpretativos (11 episodios) y valorativos (10 episodios). No se encontraron episodios con
cardcter expositivo y se clasificaron dos episodios con doble carécter interpretativo y
valorativo.

El caracter interpretativo se observa en episodios en los que las evaluadoras hacen referencia
principalmente a los casos estudiados o las representaciones, y solo en dos episodios lo
hacen en relacion con los heuristicos. En estos dos, que son ademas los primeros episodios
referidos a dicha categoria, las evaluadoras interpretan la resolucion para aclarar sus dudas y
en ellos se observa que no comprenden que Sofia (E15) estd empleando ensayo y error (Tabla
5.3.1.4a-b). En los correspondientes a la categoria casos estudiados se identifican, por un
lado, episodios en los que se analizan los casos que Sofia (E15) ha seleccionado para su
estudio (Tabla 5.3.1.5a-b-e) y, por otro lado, un episodio en el que Yaiza (E12) expresa que
no entiende los motivos que han llevado a la estudiante evaluada a seleccionar cada uno de
los casos (Tabla 5.3.1.5¢). Los restantes 6 episodios interpretativos estan relacionados con las
representaciones. Uno de ellos hace referencia a la representacion grdfica, en el que Yaiza
(E12), apoyandose en caracteristicas de su propia representacion de la parabola (pues la
compaiiera evaluada no la incluye), intenta comprender la resolucion de su compaiiera (Tabla
5.3.1.9). Los otros 5, estan relacionados con la representacion simbolica y, en ellos, las
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evaluadoras analizan los célculos presentados en la resolucion con el objetivo de entenderlos
(Tabla 5.3.1.7).

En cuanto a los episodios con caracter valorativo, se han identificado 3 que hacen referencia a
cada una de las categorias soluciones y otros, y dos episodios en relacion a los heuristicos y a
las representaciones. En los dos referentes a los heuristicos, valoran la estrategia seguida en
la resolucion como correcta (Tabla 5.3.1.4c-d) y, en los relativos a las representaciones, los
dos estan asociados a la representacion verbal, en los que Yaiza (E12) echa en falta mas
explicaciones de los pasos realizados (Tabla 5.3.1.8). En los tres episodios valorativos que se
refieren a las soluciones, las evaluadoras establecen que estas son correctas (Tabla 5.3.1.10).
Por ultimo, con carécter valorativo se encuentran tres episodios clasificados en la categoria
otros en los que la pareja evaluadora califica la resolucidon y, por tanto, también la estan
valorando (Tabla 5.3.1.12).

Ademas, dos episodios se han clasificado con doble carécter interpretativo y valorativo, pues
se tratan de episodios por girar en torno, uno de ellos, a la representacion simbdlica y, el otro,
a los casos estudiados. En el primero de ellos, las evaluadoras, mientras intentan interpretar
los calculos realizados por Sofia (E15) y, al no comprenderlos completamente, valoran,
inicialmente, como erréneos alguno de estos pasos (episodio n°l de la Tabla 5.3.1.7). En el
segundo, analizan algunos de los casos abordados en la resolucion y concluyen que son
correctos (Tabla 5.3.1.5d).

A modo de resumen, en este caso se han identificado 27 episodios en los que se hace
referencia, principalmente, a las representaciones, principalmente a la simbdlica, y a otros
aspectos como el propio proceso de evaluaciéon o la calificacion. Durante la discusion
mantenida por la pareja evaluadora, una de sus componentes tiene en cuenta su resolucion en
uno solo de los episodios, considerando su propia representacion grafica de la parabola para
intentar entender la resolucion analizada, a pesar de que la companera evaluada no realiza
ninguna representacion grafica. Por tanto, en este caso se puede afirmar que las evaluadoras
se centran en la resolucion a evaluar y no presentan apego a sus propias resoluciones a pesar
de las diferencias con la resolucion a analizar. Por ultimo, se ha observado que el proceso de
evaluacion es interpretativo y valorativo casi en la misma medida. Las evaluadoras de este
caso dedican practicamente la mitad de los episodios a interpretar la resolucion de su
compaifiera ya que hay varios aspectos que al inicio del proceso no comprenden, como son la
estrategia utilizada, los cdlculos realizados o la eleccion de casos de estudio. Pero una vez
han resuelto esas dudas iniciales, pasan a valorar mayoritariamente en la segunda mitad de su
discusion.

5.4. Analisis de los casos del BLOQUE 1V

En el cuarto bloque se recoge el ultimo de los casos. El estudiante evaluado de este caso,
apoyandose en el heuristico descomponer el problema en partes, divide la busqueda de
soluciones en tres grupos de rectas: rectas horizontales, rectas que pasan por el vértice de la
parabola y rectas que pasan por dos puntos cualesquiera de la parabola (distintos del vértice).
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5.4.1 Caso 8. Victoria, Yolanda y Manuel

En esta seccion se presenta el caso formado por Victoria (E2) y Yolanda (E4), que evaltan la
resolucion de Manuel (E16). En primer lugar, se muestra una comparativa de las principales
caracteristicas, atendiendo a las categorias de andlisis, de las resoluciones realizadas por estos
tres estudiantes cuyo estudio se presentd en detalle en las secciones 4.1.2,4.1.4 y 4.1.16.

Caso 8: Analisis conjunto de las tres resoluciones.

En la Tabla 5.4.1.1 se muestra un resumen de las caracteristicas de las resoluciones del
problema presentadas por cada uno de los tres participantes que conforman este caso,
atendiendo a las categorias de analisis.

Tabla 5.4.1.1 Resumen de las resoluciones del caso 8.

Evaluadora Evaluadora Evaluado
Victoria (E2) Yolanda (E4) Manuel (E16)
[ 1. Suponer el problema 1. Suponer el problema 1. Descomponer el
Heuristico resuelto resuclto roblema en partes
2. Dibujar una figura P p
Rectas paralelas al eje
(0):¢
. y=mx-tb R’ecFas que pasan por el
Casos estudiados y=ax+b y=k, con k>1 vértice de la parabola
’ Rectas que pasan por dos
puntos cualesquiera de la
parabola
Representaciones Simbolica y verbal Sjeri’f;?a’ simbolica y Simbolica y verbal
+
T y=a,cona>lya €R
=ax+b con
Soluciones yz y=k, con k>1 Haz de rectas que pasan
a —8a—4+4b#0 por (-2,1) excepto y=1y
x=-2
Comprobacmn de las No No No
[soluciones
No descarta las
soluciones que hacen el
discriminante menor que .,
Transcripcion de la
[Errores cero y que, por tanto, no -, . No
. ecuacion de la parabola
tienen puntos de
interseccion con la
parabola.

En este caso, las resoluciones de las dos evaluadoras tienen en comun el uso del heuristico
suponer el problema resuelto. Victoria (E2) es el unico heuristico que utiliza, considerando la
ecuacion explicita de una recta e intentando buscar las condiciones que debe cumplir para
satisfacer el enunciado (Figuras 4.1.6-4.1.10). Por el contrario, Yolanda (E4), quien lo utiliza
de la misma manera (Figura 4.1.16), detiene este proceso cambiando al heuristico dibujar
una figura para apoyarse en la representacion grafica de la parabola y continuar con la
busqueda de soluciones (Figura 4.1.17). Por su parte, el estudiante evaluado aborda el
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problema con un heuristico diferente, descomponer el problema en partes, dividiendo su
resolucion estudiando tres grupos diferentes de rectas: rectas horizontales (Figura 4.1.77-79),
rectas que pasan por el vértice de la pardbola (Figuras 4.1.80 y 4.1.81) y rectas que pasan por
dos puntos cualesquiera de la parabola (distintos del vértice) (Figura 4.1.80). La Tabla 5.4.1.2
muestra un resumen de los heuristicos empleados por las tres personas que conforman este
caso y el orden en que los emplearon.

Tabla 5.4.1.2. Heuristicos empleados por los estudiantes del caso 8

HEURISTICOS
Victoria (E2) Suponer el problema resuelto
Evaluadoras
Yolanda (E4) Supon:;seilleli;:gblema Dibujar una figura
Evaluado Manuel (E16) Descomponer el problema en partes
p p p

En cuanto a los casos estudiados, como consecuencia del heuristico, suponer el problema
resuelto, utilizado por las evaluadoras, ambas abordan la ecuacidén explicita de una recta,
representada como y=ax+b por Victoria (E2) (Figura 4.1.6) y como y=mx+b por Yolanda
(E4) (Figura 4.1.16). Yolanda (E4), ademas, al continuar con otro heuristico, estudia también
las rectas horizontales de la forma y=k, con k>1 (Figura 4.1.18). El alumno evaluado, Manuel
(E16), coincide con Yolanda (E4) al considerar rectas horizontales (Figuras 4.1.78 y 4.1.79) y
se plantea, ademads, rectas que pasan por el vértice de la pardbola (Figuras 4.1.80 y 4.1.81) y
rectas que pasan por dos puntos cualesquiera de la pardbola (distintos del vértice) (Figura
4.1.80).

En relacion a las representaciones utilizadas, Yolanda (E4) es la inica evaluadora de la pareja
que realiza la representacion grafica de la pardbola (Figura 4.1.17). En cambio ambas
evaluadoras coinciden en la utilizacion tanto de la representacion simbolica como de la
verbal. La simbolica la usan para realizar célculos y presentar ecuaciones (Figuras
4.1.6-4.1.10 y 4.1.16 y 4.1.18) y la verbal para presentar las soluciones (Figuras 4.1.10 y
4.1.18), aunque también es utilizada por Victoria (E2) para indicar los pasos seguidos
(Figuras 4.1.8 y 4.1.9). El estudiante evaluado, Manuel (E16) no representa graficamente la
parabola y coincide con las evaluadoras en utilizar la representacion simbolica para recoger
calculos y presentar las ecuaciones (Figuras 4.1.78 y 4.1.79). La representacion verbal es la
predominante en esta resolucion y la usa para explicar con antelacion los casos que va a
abordar y para indicar los célculos que va a realizar (Figura 4.1.77 y 4.1.78 y 4.1.80), ademas
de para presentar y justificar las soluciones (Figuras 4.1.79 y 4.1.81).

A pesar de que las dos evaluadoras comienzan buscando condiciones para los coeficientes de
la ecuacion explicita de una recta, Victoria (E2) es la unica que llega a una conclusion,

indicando como soluciones las rectas y=ax+b, con a’ — 8a — 4 + 4b # 0 (Figura 4.1.10),
aunque no son correctas. Yolanda (E4) termina presentado como soluciones las rectas
paralelas al eje OX, y=k, con k>1 (Figura 4.1.18) después de haber representado
graficamente la parabola. Manuel (E16), el estudiante evaluado, también da como soluciones
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las rectas horizontales de la forma y=a, cona>1ya € R+(Figura 4.1.79) y, ademas, el haz de
rectas que pasan por (-2,1) excepto y=1 y x=-2 (figura 4.1.81), del que no escribe ninguna
expresion.

En este caso, ni las dos evaluadoras ni el evaluado realizan la comprobacion de las
soluciones.

Por ultimo, en las dos resoluciones de la pareja evaluadora se han detectado errores. Victoria
(E2) se equivoca al afirmar que para que la pardbola y la recta tengan dos puntos de
interseccion el discriminante que ha obtenido en su resolucion algebraica debe ser distinto de
cero, incluyendo en sus soluciones rectas que no cortan a la pardbola en ningin punto,
resultantes del discriminante menor estricto que cero (Figura 4.1.9). Yolanda (E4) comete un
error al transcribir la ecuacion de la parabola, intercambiando el término independiente por
una b (Figura 4.1.16). Por el contrario, en la resolucion del alumno evaluado, Manuel (E16),
no se ha detectado ningun error.

Caso 8: Analisis del proceso de evaluacion.

La pareja evaluadora de este caso comienza su proceso de andlisis interpretando la resolucion
de su compafiero y destaca que, durante la mayor parte de su discusion, se centra en intentar
encontrar expresiones algebraicas de dos tipos de rectas, las rectas que pasan por el vértice de
la parabola y las rectas que pasan por dos puntos cualesquiera de la parabola, que Manuel
(E16) aborda en su resolucion pero que solo expresa con palabras. A continuacion, se
presenta un analisis detallado de la transcripcion de la discusion mantenida por dicha pareja,
teniendo en cuenta las variables de andlisis indicadas en la metodologia (seccion 3.4.2).
Posteriormente, se mostrard un analisis de la utilizacién que hacen las evaluadoras de sus
propias resoluciones para evaluar la de su compafiero. Finalmente, se presentara un estudio
sobre el cardcter de las observaciones que realizan las evaluadoras, distinguiendo entre
episodios interpretativos, valorativos y expositivos.

Aspectos de la resolucion del problema en que se centra la evaluacion

En la transcripcion de la discusion mantenida entre Victoria (E2) y Yolanda (E4) (Anexo
A.1.8) se identificaron un total de 21 episodios (Tabla 5.4.1.3). Las categorias a las que hacen
referencia en un mayor nimero de episodios son casos estudiados y soluciones, en 6
episodios cada una. A las representaciones se refieren en un total de 4 episodios, mientras
que a los heuristicos y a otros aspectos de la actividad lo hacen en menor medida, en 3 y 2
episodios, respectivamente. En este caso, no se identificaron episodios relacionados ni con la
comprobacion de soluciones ni con los errores. Estos tltimos resultados no son de extrafiar
puesto que en la resolucion a evaluar no se incluye ninguna comprobacion ni se ha detectado
ningun error.

En la Tabla 5.4.1.3 se muestra, ademas del nimero de episodios clasificados en cada una de
las categorias de analisis, el numero de episodios en los que hacen referencia a cada una de
las resoluciones implicadas en el caso (evaluadoras o evaluado). En este ultimo aspecto,
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pueden existir episodios en los que hagan referencia a mas de una resolucion, de ahi que se
puedan encontrar disparidades con el numero de episodios totales.

Tabla 5.4.1.3. Clasificacion de los episodios del caso 8.

) Nimero de Resolucion a la que se refieren
CATEGORIA episodios Evaluadora Evaluadora Evaluado
(Victoria - E2) (Yolanda - E4) (Manuel - E16)

[Heuristicos 3 0 1 2
(Casos estudiados 6 0 1 5
[Representaciones 4 0 1 3
Soluciones 6 0 0 6
Com[.)robacmn de 0 0 0 0
|soluciones

[Errores 0 0 0 0
Otros 2 0 0 1
Total 21 0 3 17

En relacion a la categoria heuristicos se identificaron tres episodios. En dos de ellos, las
evaluadoras establecen que el procedimiento llevado a cabo en la resolucion (descomponer el
problema en partes) es correcto (Tabla 5.4.1.4a) y en el otro, Yolanda (E4), una de las
evaluadoras, explica que comenz6 su resolucion representando graficamente la parabola, es
decir, utilizando el heuristico dibujar una figura (Tabla 5.4.1.4b)

Tabla 5.4.1.4. Episodios en los que las evaluadoras del caso 8 se refieren a los heuristicos.
N° de
episodio

EPISODIO

Y: Vale, entonces tendriamos que ver... Evalua la resolucion del problema. A ver, yo creo que
10  |esta bien planteado y es una forma buena de verlo.

V: Si, porque es eso, el final lo generalizas de esta manera. a
V: El razonamiento es adecuado y lo ejecuta...

Y: Mas que lo ejecuta yo diria que esta bien planteado.
Y: Porque yo creo que fue igual que el mio, que lo que me planteé fue, vale, voy a dibujar la b
arabola

16

19

En cuanto a los casos estudiados, se encontraron seis episodios referidos a estos. En los tres
primeros, las evaluadoras identifican algunos de los casos estudiados por Manuel (E16):
rectas paralelas al eje OX y rectas que pasan por el vértice de la parabola (Tabla 5.4.1.5).

Tabla 5.4.1.5. Episodios en los que las evaluadoras del caso 8 se refieren a los casos
estudiados - 1

N° de
episodio

EPISODIO

1 Y: En primer lugar hace lo de las rectas paralelas al eje x.

5 V: Pero claro, luego hay que ver las que son oblicuas. Y para eso lo que hizo... b
V: Primero estudia las rectas que pasan por el vértice y luego... c
7 ,
Y: Me perdi...

En los dos siguientes episodios referentes a los casos estudiados, las evaluadas se centran en
intentar determinar una expresion algebraica de las rectas que pasan por dos puntos
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cualesquiera de la parabola, caso que Manuel (E16) expone que se plantearia abordar en
ultimo lugar pero que no llega analizar (Tabla 5.4.1.6).

Tabla 5.4.1.6. Episodios en los que las evaluadoras del caso 8 se refieren a los casos

estudiados - 2

0
N*de EPISODIO
episodio

V: Pero luego si lo generalizas a todos los puntos de la parabola, por ejemplo, este.
Y: ;Como que si lo...?
V: Porque esto es solamente el haz de rectas que pasa por el vértice.
Y: Pero ya sabemos que van a tocar con la parabola. Ah tu dice encontrar otra...
V: En plan, con los demas puntos, encontrar una manera genérica de ponerlo.
Y: Pero si encontramos esta relacion y la sustituimos en la... ;no?
V: Yo digo hacer el mismo razonamiento pero para otro punto genérico de la parabola. Entonces, si
cogemos este punto hacia la izquierda del vértice. En este caso, la recta perpendicular que pasa por
el punto, si tocaria, entonces la inica que no toca en la tangente. Entonces, el razonamiento seria
exactamente igual a este haz de rectas, pero en lugar de quitar dos rectas...
Y: Pero la tangente seria esta, pero hay otra recta que no toca, una que vaya asi.
V: Ah si, para arriba. En plan, perpendicular al eje X y que pase por el punto. Claro, todas las rectas
perpendiculares al eje X que pasen por el punto elegido...
Y: No van a tocar...

9 V: Y, ademas, las tangentes. Vale, vale, si es el mismo razonamiento. Entonces si se puede
generalizar ese razonamiento para cualquier punto de la parabola. Intenta ver... -2a+b
Y: b=1+2a
V: Vale. Entonces todas las rectas que tengan que la segunda parte...
Y: O sea, que las rectas serian de la forma realmente...
V: y=ax+1+2ay esto lo puedes poner...
Y: Esto es lo mismo que y=... No, no, es mejor asi
V: Claro, porque asi tienes la parte que depende de x y la que no depende de x. Entonces, por
ejemplo, si cogemos la recta y=2x, entonces la segunda parte seria +2 por 2 4 mas 5. Y esta recta, la
parabola era, tenias esto, el minimo era aqui en el (-2,1). Y esto iba asi. Y entonces tu tienes la recta
cuando x vale o, la y vale 5.
Y: Pero eso solo daria una. Ah es un ejemplo, vale.
V: Este punto, en la pardbola, ;donde esta la pardbola? Cuando la x vale cero, la y vle 5, justo es el
mismo punto. Y pasa por el... No
Y: Si, porque esta relacion de esto, entonces tiene que pasar por el...
V: Ah vale. Entonces seria algo asi y, efectivamente, pasa por el (0,5) y el vértice.
V: Pero claro esto es para cada punto. Sabiendo que la recta es y=ax+b y quieres que pase...
Y: Claro es que hay mas rectas. Es lo que dices t, que si lo haces en cualquier otro punto, también
pasaria esto con el haz de rectas.
V: Pero claro, si simplemente, al punto lo llamamos. Tt tienes la recta y=ax+b y llamamos un punto
P=(x0,y0) y queremos el haz de rectas que pasen por aqui. Entonces, simplemente, sustituimos.
Entonces te queda x0a + b = y0. Entonces esto lo puedes hacer para cualquier punto. Y entonces
esto lo sustituyes por el punto que tu quieras. Pero luego... Es que estoy pensando si habria algin

12 caso distinto de este.
Y: Si, ti quieres decir que aqui, estas todas lo cumplirian. Pero...
V: Efectivamente. Sabemos que si cogemos cualquier punto de la parabola, tenemos el haz de rectas
menos la recta...
Y: No, no hay mas, porque estos van a crear todas las rectas posibles asi y en todos los puntos de la
parabola, es decir, no puede haber otro punto que no pase por uno de ellos.
V: Claro, porque ti haces esta recta y luego este punto va a generar la misma recta que este.
Y: Exacto, siempre va a haber una que lo toque, porque si se intersecta tiene que tocar un punto y
ese punto va a generar todas las rectas posibles.
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El ultimo episodio relacionado con los casos estudiados ocurre casi al final de la discusion y
en ¢l Yolanda (E4) explica que las rectas horizontales también fue uno de los casos que ella
estudio en su propia resolucion (Tabla 5.4.1.7).

Tabla 5.4.1.7. Episodio en el que una de las evaluadoras del caso 8 se refiere a los casos
estudiados - 3

N*de EPISODIO
episodio
20 Y: y luego, a ver,;qué es lo mas facil? Pues todas las rectas que son paralelas al eje. Primero pensé
eso y luego dije, vale, entonces ;como lo tengo que hacer?

Continuando el analisis, en relacion a la tercera categoria, las evaluadoras hacen alusion a las
representaciones en cuatro episodios, en los que se refieren a tres de los cuatro tipos de
representaciones consideradas (Tabla 5.4.1.8).

Tabla 5.4.1.8. Clasificacion de los episodios de la categoria representaciones del caso 8.

REPRESENTACION Grafica Tabular Simbdlica Verbal

N° DE EPISODIOS 1 0 2 1

Uno de estos episodios esta referido a la representacion grafica. A pesar de que Manuel
(E16) no realiza ninguna, Yolanda (E4) nombra explicitamente la representacion grafica, que
ella si realizd en su resolucion, para ratificar las coordenadas del vértice de la parabola que
obtiene el evaluado de manera analitica (Tabla 5.4.1.9b). Los dos episodios referentes a la
representacion simbolica son frases incompletas donde empiezan a interpretar los calculos,
pero cambian rapidamente el foco de atencion (Tabla 5.4.1.9a-d). Por ultimo, en el Unico
episodio que se alude a la representacion verbal, Yolanda (E4) intenta leer lo que su
compaiiero ha escrito e indica que no lo entiende (Tabla 5.4.1.9c¢).

Tabla 5.4.1.9. Episodios en los que las evaluadoras del caso 8 se refieren a las

representaciones.
N* de EPISODIO

episodio
2 |V: Si. Hizo la derivada para calcular... a
3 Y: Si, si hacemos la grafica de la parabola, se calcula el vértice que seria el (-2,1) y [...] b
6 Y: Analizando dos puntos cualquiera. Yo no sé lo que pone ahi. c
18 Y: O sea, realmente calcula el vértice. d

V: Si, pero ;para qué? Para poder calcular...

Siguiendo con las categorias de analisis, en la transcripcion de la discusion entre Victoria
(E2) y Yolanda (E4) se identificaron 6 episodios en los que se hace referencia a las
soluciones. En dos de estos episodios, analizan las rectas horizontales dadas como solucion
(Tabla 5.4.1.10a) y, en otros dos, las evaluadoras indican que en las soluciones dadas en la
resolucion les faltaria incluir la expresion algebraica del haz de rectas (Tabla 5.4.1.10b).

Tabla 5.4.1.10. Episodios en los que las evaluadoras del caso 8 se refieren a las soluciones -1
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N* de EPISODIO
episodio
4 Y: [...] se puede ver que todas las rectas
V: Con a mayor que 1 tendrian dos puntos de corte. .
17 V: Calcula el caso mas sencillo.
Y: No, calcula realmente el caso que solo tiene un punto...
V: Yo creo que, simplemente, le faltaria poner...
11 |Y: Calcular el haz de rectas o...
V: Si, o la relacion esta que hemos llegado. .. b
15 V: salvo la ultima parte que podriamos afadirle esto, lo de calcular el haz de rectas
Y: Si.

En otro de los episodios relacionados con las soluciones, Victoria (E2) y Yolanda (E4) se

centran

en entender el haz de rectas que pasan por el vértice de la parabola indicado en la

resolucion a evaluar y en analizar las rectas que forman dicho haz (Tabla 5.4.1.11).

Tabla 5.4.1.11. Episodios en los que las evaluadoras del caso 8 se refieren a la soluciones - 2

o
N de EPISODIO
episodio
V: Todas las rectas asi, todo el haz de rectas que pasan por este punto...
Y: ;Cortarian en dos?
V: Cortarian en dos, salvo la y=1 que es totalmente...
Y: Que cortaria en un punto.
V: Claro, que solo corta en el vértice. Vale, y obviamente la x=2 porque también, porque justo es la
tangente.
Y: Si, habria dos rectas que cortan en un punto que serian la del eje X y la del eje Y.
V: Exacto, y luego todas las demas...
Y: Y ya estd, no puso la en general. La primera parte esta bien razonada. Pero claro, por ejemplo, aqui
puso lo del haz de rectas y no dijo, por ejemplo, ;se puede calcular el haz de rectas?
V: Pero yo no termino de entender lo del haz de rectas. Porque t0 tienes la parabola asi...
Y: El haz de rectas serian todas las que pasan por el punto ese.
V: Si, con cualquier pendiente. Pero es que, la parabola no tiende a un circulo.
Y: /Y qué?
V: Una recta que esté muy muy pegada a x=-2. Que sea practicamente recta, pero no recta del todo.
Y: Si, pero es que desde que cambie un poco, asi por ejemplo y pase por aqui, vamos a hacerla
superpequeilita, esta recta va a seguir y va seguir y va a tocarla.
V: Vale, si, y en algun punto superarriba la va a tocar.
8  |Y: Pero va a tocarla. El tnico que sabes que, como ti dices, que como no tiene una forma como una

circunferencia, justo la que va vertical no va a tocarla. Pero la otra siempre se va cambar y se va seguir
cambando y en algin momento va a llegar. Supongo.

V: Si, claro. Con una minima inclinacion, porque esto sigue y sigue y sigue...

Y: Si pero también se va alejando, ;sabes?

V: No, pero yo creo que si. Esto va teniendo asi y esto asi.

Y: Si la otra va a llegar a ser constante, bueno constante no, sino que va a tener menos inclinacion, es
decir, se va a acercar.

V: Exacto.

Y: Lo unico que... Si, lo del haz tiene sentido, pero esta persona...

V: Si, a ver, el haz de rectas no esta calculado.

Y: Si, claro. Y lo que no entiendo es lo tltimo. A ver, el argumento si ayuda. Pero yo creo que tiene
una formula el haz de rectas, a mi me suena, y con esa formula realmente si tendria todas las rectas.
V: Pero, claro, todas las rectas que pasan por este punto.

Y: Y de todas formas, podemos hacer todas las rectas que pasan por este punto. Tu tienes la formula y
[pasa por aqui.

V: y=ax+b y quieres que pase por el punto (-2,1). Entonces, esto quieres que sea igual a 1.

Y: O sea, tendriamos una relacion entre las variables.

V: Si, puede que si.

En el ultimo de los episodios de la categoria soluciones, que es el ultimo identificado en su
discusion, las evaluadoras afirman que las rectas horizontales estudiadas podrian haberse
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obviado al estar incluidas como solucion en el ultimo caso planteado, es decir, en el haz de
rectas que pasan por dos puntos cualquiera de la parabola (Tabla 5.4.1.12). Aunque Manuel
(E16) no llega a analizar esta solucion sino que sefiala que intentaria obtener esta
generalizacion, las evaluadoras se enfocaron en intentar obtener una expresion algebraica que
las defina (Tabla 5.4.1.6).

Tabla 5.4.1.12. Episodio donde las evaluadoras del caso 8 se refieren a la soluciones - 3
N° de
episodio

EPISODIO

Y: Espérate, espérate, vale. Entonces calculo el caso mas sencillo y seria cuando las rectas son
paralelas al eje X.

Y: Aunque realmente este caso se puede ver también con el haz.

V: Si, claro, lo que como este es el mas sencillo lo puedes ver asi. Si, porque desde que cojas este
21 punto...

Y: Si, pero este punto es todos.

V: Si, pero por ejemplo, esta recta que es una de las paralelas.

Y: Si, pero me refiero, que realmente lo podria haber hecho directamente con el haz.

V: Si, porque esta incluido. Es directamente hacer el haz, porque con el haz vas a incluirlas.

Como ya se menciond, en este caso no se identificaron episodios relacionados con la
comprobacion de soluciones ni con los errores.

Por ultimo, dos episodios, al no referirse a ninguna de las categorias anteriores, se incluyeron
en la categoria ofros. En uno de ellos muestran dudas acerca de como deben evaluar (Tabla
5.4.1.13a) y, en el otro, realizan una valoracion general de la resolucion que estan evaluando
(Tabla 5.4.1.13b).

Tabla 5.4.1.13. Episodios del caso 8 de la categoria otros.

N° de

s EPISODIO
episodio

Y: Bueno, ;tu escribes? No entiendo qué hay que escribir.

13 'V: Supongo que es decir si esta bien hecha o esta mal hecha. Si estd completa...

'V: Yo creo que estd completo

14 Ay
'V: v que esta bien razonado

Uso de la propia resolucion en la evaluacion de un par

Tras analizar en detalle el proceso de evaluacion atendiendo a las categorias de analisis
(heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones
y errores), se presenta, a continuacién, un estudio sobre las resoluciones a las que las
evaluadoras hacen referencia en su discusion y de qué manera las usan, lo que nos informa
sobre hasta qué punto tienen en cuenta sus propias resoluciones a la hora de evaluar la
resolucion de su compatfiero.

En la Tabla 5.4.1.3 se puede observar como, mientras que Victoria (E2) no se refiere a su
resolucion en ningln episodio, Yolanda (E4) hace referencia a su propia resolucion en tres
ocasiones. En la primera nombra explicitamente la representacion grafica de la parabola, pese
a que Manuel (E16) no la incluye y que ella si realiza, y lo hace para confirmar las
coordenadas del vértice de la pardbola (Tabla 5.4.1.9b). En los otros dos episodios la
evaluadora expone como abord6 ella su resolucion: en uno, que comenzo6 utilizando el
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heuristico dibujar una figura, representando graficamente la parabola (Tabla 5.4.1.4b) y, en el
otro, que también selecciono las rectas horizontales como caso de estudio (Tabla 5.4.1.7).

Caracter de los episodios

Por ultimo, se presenta el analisis del caracter de los episodios identificados en la
transcripcion, distinguiendo entre episodios interpretativos, valorativos y expositivos,
atendiendo a las definiciones dadas para estas categorias en la metodologia (seccion 3.4.2).
En la Tabla 5.4.1.14 se presenta un resumen del caracter de los episodios de este caso para
cada una de las categorias identificadas en el andlisis de los aspectos en los que las
evaluadoras se fijan al evaluar que, como ya se indic6 (Tabla 5.4.1.3), son: heuristicos, casos
estudiados, representaciones, solucionesy otros. No se incluyen las categorias comprobacion
de soluciones ni errores pues, como ya se indico anteriormente (Tabla 5.4.1.3), no se
identificd en la discusion de este caso ningin episodio referente a ellas. Ademads, en la
categoria otros encontramos un episodio que no hace referencia a la resolucion que estan
evaluando (dudas sobre el proceso de evaluacion) y que, por tanto, carece de caracter. Sin
embargo, existe otro en el que evalian globalmente la resolucion y que, por tanto, tendré
caracter valorativo.

Tabla 5.4.1.14. Clasificacion de los episodios del caso 8 atendiendo al caracter.

Interpretativo Valorativo Expositivo
[Heuristicos 0 2 1
Casos estudiados 4 0 2
[Representaciones 3 0 1
Soluciones 4 2 0
Otros 0 1 0
Total 11 5 4

Como puede observarse en la tabla, en el proceso de evaluacién seguido por esta pareja,
predominan los episodios con caracter interpretativo (11 episodios) siendo de este tipo la
mitad de los episodios identificados. Por otra parte, la cuarta parte de los episodios (5
episodios) tienen un caracter valorativo y, en contraposicion con otros casos analizados, se
han identificado 4 episodios de tipo expositivo.

El mayor nimero de episodios se encuentra en aquellos con caracter interpretativo, donde las
evaluadoras hacen referencia a los casos estudiados, las representaciones o las soluciones. En
relacién con los casos estudiados se encuentran, por un lado, episodios en los que las
evaluadoras identifican los distintos tipos de rectas abordados por Manuel (E16) (Tabla
5.4.1.5) y, por otro lado, en los que se centran en buscar la expresion algebraica de las rectas
que pasan por dos puntos cualesquiera de la parabola (Tabla 5.4.1.6). En los episodios
interpretativos relacionados con las representaciones, se han identificado dos episodios
referentes a la representacion simbdlica en los que comentan algunos calculos recogidos en la
resolucion a evaluar (Tabla 5.4.1.9a-d) y un episodio referido a la representacion verbal en el
que Yolanda (E4) expresa que no entiende lo que su compafiero ha escrito (Tabla 5.4.1.9¢).
Los episodios restantes de caracter interpretativo estan relacionados con las soluciones. En
dos de ellos, identifican las soluciones de las rectas horizontales (Tabla 5.4.1.10a), en otro
intentan entender coémo serian las rectas del haz que pasa por el vértice de la parabola (Tabla
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5.4.1.11) y, en el ultimo, concluyen que el caso de rectas horizontales estaria incluido en el
caso mas general planteado por el evaluado (Tabla 5.4.1.12).

En cuanto al caracter valorativo, se ha identificado en episodios referidos a heuristicos, las
soluciones y a otros aspectos del proceso evaluativo. Los relacionados con los heuristicos son
dos episodios en los que las evaluadoras establecen que el planteamiento (descomponer el
problema en partes) es correcto (Tabla 5.4.1.4a). En los dos episodios valorativos que hacen
alusion a las soluciones, las evaluadoras consideran que faltaria incluir la expresion
algebraica del haz de rectas indicado en la resolucion evaluada (Tabla 5.4.1.10b). Por altimo,
uno de los episodios incluidos en la categoria ofros, tiene también un cardcter valorativo
puesto que hacen una valoracion general de la resolucion indicando que estd completa y
razonada (Tabla 5.4.1.13b).

En este caso se han identificado cuatro episodios de caracter expositivo. En tres de ellos,
Yolanda (E4), una de las evaluadoras de la pareja, explica diferentes aspectos de su propia
resolucion: uno de los heuristicos con los que abordé el problema, dibujar una figura (Tabla
5.4.1.4b), la representacion grafica realizada (Tabla 5.4.9b) y el caso que estudio, las rectas
horizontales (Tabla 5.4.1.7). En el cuarto episodio expositivo, es también la evaluadora
Yolanda (E4) quien expone literalmente el primer caso que estudia el evaluado, las rectas
paralelas (Tabla 5.4.1.5a).

A modo de resumen, en este caso se han podido distinguir 21 episodios en los que se hace
referencia, principalmente, a las soluciones y los casos estudiados. Durante el proceso de
evaluacion, una de las evaluadoras explica varios aspectos de su propia resolucion y la tiene
en cuenta para confirmar el célculo del vértice realizado por el estudiante evaluado. Por
ultimo, se observa que las evaluadoras de este caso siguen un proceso de caracter mas
interpretativo. Como se ha mostrado a lo largo del andlisis, uno de los aspectos que
caracteriza el proceso de evaluacion de esta pareja es que, por un momento, dejan a un lado la
evaluacion de la resolucion para intentar encontrar la expresion algebraica de las rectas que
Manuel (E16) deja expresadas con palabras.

5.5. Resultados globales del analisis de los procesos de evaluacion

En esta seccion se presenta una sintesis de los resultados obtenidos en el estudio del proceso
de evaluacion seguido por cada una de las parejas evaluadoras atendiendo a los tres aspectos
de analisis: categorias a las que hacen referencia, uso de la propia resolucion y caracter de las
intervenciones.

Aspectos de la resolucion del problema en que se centra la evaluacion

La Tabla 5.5.1 recoge el nimero de episodios identificados en cada uno de los casos
atendiendo a las categorias de andlisis (heuristicos, casos estudiados, representaciones,
soluciones, comprobacion de soluciones y errores), ¢ incluyendo la categoria otros donde se
incorporar aquellos episodios que no pudieron clasificarse en ninguna de las categorias
anteriores.
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Tabla 5.5.1. Clasificacion de los episodios por categorias de todos los casos.

Categorias a las
que se hace Caso 1| Caso2 | Caso 3| Caso 4 | Caso S| Caso 6 | Caso 7| Caso 8 |TOTAL
referencia
[Heuristicos 8 9 0 4 6 3 4 3 37
(Casos estudiados 2 2 0 1 0 2 5 6 18
IRepresentaciones 11 13 1 10 6 10 8 4 63
Soluciones 4 6 4 7 11 6 3 6 47
ComProbaclon de 0 1 1 6 0 1 0 0 9
[soluciones
[Errores 2 0 0 0 0 0 0 0 2
Otros 8 3 4 8 11 6 7 2 49
TOTAL| 35 34 10 36 34 28 27 21 -

En las transcripciones de las discusiones mantenidas por las ocho parejas se han encontrado
una media de 28 episodios, destacando el Caso 3 con unicamente 10 episodios. En términos
globales, se observa un mayor numero de episodios referidos a la categoria de
representaciones, teniendo también un alto nimero los relacionados con la categoria otros,
que sera comentada a continuacion, y con las soluciones. De hecho, en cinco de los ocho
casos (Casos 1, 2, 4, 6 y 7) la mayoria de los episodios se dan en la categoria
representaciones, mientras que en los tres casos restantes (Casos 3, 5 y 8) aparecen en la
categoria soluciones. Sin embargo, en aquellos casos con predominio de episodios en la
categoria soluciones, salvo el Caso 3, se observa que, en general, estdn mas centrados en el
procedimiento (heuristicos, casos estudiados y representaciones) que en los resultados
obtenidos.

Salvo en el Caso 3, en todos los casos se han identificado episodios referentes a los
heuristicos. Los comentarios clasificados en esta categoria estdn relacionados con
intervenciones en las que identifican las estrategia utilizadas por los compaiieros a los que
estan evaluando (e.g. Tablas 5.1.1.4b, 5.1.2.4a, 5.1.2.4b) e intervenciones en las que valoran

si dichas estrategias son correctas (e.g. Tabla 5.1.1.5) o adecuadas para resolver el problema
(e.g. Tabla 5.1.2.5¢).

La categoria casos estudiados es una de las que menos hacen referencia en la mayoria de los
casos. En los episodios relacionados con ella, los evaluadores simplemente sefalan o
describen los casos seleccionados para el estudio (e.g. Tablas 5.3.1.5a-b-d-e, 5.4.1.5);
analizan, sin fijarse en la resolucion, si los dos casos abordados cumplen la condicién del
enunciado del problema (e.g. Tabla 5.1.1.7); o sefialan otro tipo de rectas que faltan en la
resolucion evaluada (e.g. Tabla 5.2.3.5). Llama la atencion en esta categoria el Caso 8, pues
las evaluadoras se centran en determinar la expresion algebraica de las rectas que el
compaiiero evaluado plantea con palabras (Tabla 5.4.1.6).

Una de las categorias con mayor nimero de episodios en la mayor parte de los casos es
representaciones, incluyendo la representacion grdfica, la representacion tabular, la
representacion simbolica y la representacion verbal. Para distinguir los episodios de la
categoria representacion grdfica de aquellos de la categoria heuristicos relacionados con el
heuristico dibujar una figura, se incluyeron en la primera unicamente aquellas intervenciones
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en las que se hablaba de caracteristicas concretas de la representacion (e.g. Tablas 5.1.1.11a,
5.2.1.9) o en aquellos donde la valoran (e.g. Tablas 5.1.1.11b, 5.2.3.7¢c). Destaca el Caso 7, en
el que un episodio esta clasificado en esta categoria a pesar de que la resolucion evaluada no
la recoge, mostrando cémo la evaluadora se apoya en su propia resolucion (Tabla 5.3.1.9).
Los episodios referidos a la representacion tabular los encontramos en los dos casos cuyas
estudiantes evaluadas hicieron uso de ella (Casos 4 y 7) y en ellos las evaluadoras sefialan
como se ha construido (Tabla 5.2.3.9) y valoran su utilidad (Tabla 5.2.1.10). En la
representacion simbolica encontramos episodios donde interpretan y comprueban los
calculos realizados (e.g. Tabla 5.1.3.5), sobresaliendo aquellos en los que se dejan ver las
dificultades de los evaluadores de varios casos para entender y seguir los pasos dados por sus
compaifieros en sus resoluciones (e.g. Tablas 5.1.1.9, 5.1.2.9, 5.3.1.7, 5.2.2.6). Por ultimo, la
mayoria de los episodios relacionados con la representacion verbal hacen referencia a la falta
de explicaciones y justificaciones con palabras percibidas por las parejas evaluadoras (e.g.
Tablas 5.2.1.8, 5.2.3.8d-e, 5.3.1.8).

En la categoria soluciones se incluyen episodios donde identifican las soluciones presentadas
por los compatfieros evaluados (Tablas 5.1.3.6a-c-d, 5.2.3.10a-b-f) y en los que valoran si son
correctas o no (e.g. Tablas 5.1.1.12, 5.1.3.6b, 5.2.1.11).

En cuanto a los episodios de la categoria comprobacion de soluciones, encontramos episodios
en los que las identifican y las valoran (e.g Tablas 5.1.3.7, 5.2.3.11) y episodios en los que
sefalan que no existen comprobaciones en las resoluciones evaluadas (e.g. Tablas 5.1.2.14,
5.2.1.12)

Destaca la categoria errores pues, a pesar de que en el analisis de las resoluciones que estaban
siendo evaluadas en los cuatro primeros casos se detectaron errores, unicamente en el Caso 1
se identificaron episodios en los que los evaluadores hacian referencia a ellos (Tabla
5.1.1.13). Ademas, se encontrd que no solo no advertian estos errores durante el proceso de
evaluacion sino que, en algunos casos los evaluadores atribuian fallos no cometidos, tanto en
los casos en los que las resoluciones evaluadas contenian errores como en los que no (e.g.
Tablas 5.1.1.9, 5.1.2.9, 5.3.1.7).

Aunque la mayoria de los episodios se identificaron en relacién con alguna de las categorias
de anélisis, (heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las
soluciones y errores), aparecieron algunos que no se pudieron clasificar en ninguna de ellas y
que se englobaron en otros. Estos comentarios, giraban en torno a ciertos aspectos, unos
referentes a la resolucion evaluada como otorgar una calificacion (e.g. Tablas 5.3.1.12,
5.1.1.15), evaluar de manera global (e.g. Tablas 5.1.3.8, 5.2.1.15) o la limpieza en la
presentacion (Tabla 5.2.3.14) y otros relacionados con el enunciado del problema (e.g. Tablas
5.1.1.14, 5.2.1.13, 5.2.2.12), dudas sobre el propio proceso de evaluacion (e.g. Tablas
5.1.2.15, 5.1.3.9, 5.2.2.14) o el tiempo disponible para resolver (e.g. Tablas 5.1.1.16,
5.2.1.14). En cuanto al enunciado del problema, excepto en el Caso 8, en todos los casos se
hace referencia a este con comentarios en los que la mayoria de los estudiantes muestra dudas
acerca del nimero apropiado de rectas que se debian obtener para que la resolucion fuese
correcta (e.g. Tablas 5.1.2.15c, 5.2.2.12). Otro de los interrogantes que surgieron en cinco de

222



Capitulo 5

los ocho casos estaba asociado con el propio proceso de evaluacion. Las parejas evaluadoras
manifiestan no saber como deben proceder o si deben otorgar una calificacion (e.g. Tablas
5.1.2.15, 5.1.3.9, 5.2.2.14). En este sentido, en tres de los casos (Casos 1, 5 y 7) los
estudiantes evaluadores proponen una calificacion numérica y en otros dos (Casos 3 y 4)
expresan una valoracion global de la resolucion. Un aspecto distinto que mencionan los
evaluadores en dos de los casos (Casos 1 y 4) durante el proceso de evaluacion es el tiempo
del que dispusieron para resolver el problema, considerdndolo insuficiente y habiendo, por
tanto, podido afectar a la resolucion evaluada y a la suya propia (e.g. Tablas 5.1.1.16,
5.2.1.14).

Uso de la propia resolucion en la evaluacion de un par

La Tabla 5.5.2 recoge un resumen, para todos los casos, del nimero de episodios que hacen
referencia a la resolucion que estan evaluando y el nimero de episodios referidos a la
resolucion de alguno de los evaluadores de la pareja.

Tabla 5.5.2. Clasificacion de los episodios por resolucion a la que se refieren.

Resolucion a
la que se hace| Caso1 | Caso2 | Caso3 | Caso4 | Caso5 | Caso 6 | Caso7 | Caso 8 |TOTAL
referencia

[Evaluadores 6 16 0 2 6 6 1 3 40

[Evaluado 27 28 8 30 24 26 22 17 182

Como puede observarse en la tabla, salvo en el Caso 3, en todos los casos los evaluadores
hacen referencia, explicita o implicita, a sus propias resoluciones. Este apego a sus propias
resoluciones durante el proceso de evaluacion se observa con tres propositos principales:
explicar aspectos concretos de sus resoluciones, compararlas con la que estdn evaluando y
como apoyo para interpretar la resolucion evaluada.

Tres de las parejas evaluadoras explican aspectos de sus propias resoluciones como el
procedimiento siguieron para resolver el problema (Caso 2 - Tabla 5.1.2.6), los casos que
estudiaron (Caso 8 - Tabla 5.2.11) o las soluciones que presentaron (Caso 5- Tabla 5.2.211).

En seis de los ocho casos comparan la propia resolucion con la resolucion que estan
evaluando, por ejemplo, exponiendo que utilizaron una estrategia diferente para resolver
(Caso 2 - Tabla 5.1.2.11), expresando que los procedimientos que ellos utilizaron son mas
sencillos (Caso 1 - Tabla 5.1.1.17) o senalando aspectos que consideran ausentes en la
resolucion evaluada y que se encuentran en sus propias resoluciones como soluciones (Caso 6
- Tabla 5.2.3.10) o justificaciones (Caso 2 - Tabla 5.1.2.10).

También hacen uso de la propia resoluciéon como apoyo para interpretar las resoluciones
evaluadas (Caso 2 - Tabla 5.1.2.12¢, Caso 7 - Tabla 5.3.1.9). Se ha podido observar durante el
analisis de los procesos de evaluacion como, en algunos de los casos (Caso 2 y Caso 5), los
componentes de las parejas evaluadoras muestran dificultades para entender las resoluciones
(Tablas 5.1.2.10 y 5.2.2.6). Estas dudas intentan solventarlas apoyandose en sus resoluciones,
aludiendo a representaciones graficas que no se encuentran en la resolucion evaluada o
buscando sus propias soluciones en las presentadas por sus compaifieros.
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Caracter de los episodios

Tabla 5.5.3. Clasificacion de los episodios por el caracter de las intervenciones.

Cara?ter .de los Caso1l | Caso2| Caso3 | Caso4 | Caso5| Caso 6 | Caso 7| Caso 8 |TOTAL
episodios

Interpretativo 5 6 3 5 6 8 11 11 55
Valorativo 24 19 3 18 19 17 10 5 115
Expositivo 0 4 0 0 3 1 0 4 12
1/V 1 2 2 3 0 0 2 0 10
1/E 0 0 0 2 0 0 0 0 2
V/E 0 0 0 1 0 0 0 0 1

Como se observa en la Tabla 5.5.3, seis de los ocho casos siguen un proceso de evaluacion
fundamentalmente valorativo. Dos casos presentan un proceso evaluativo con el mismo o casi
el mismo numero de episodios interpretativos y valorativos (Casos 3 y 7). Y en uno de los
casos el caracter es principalmente interpretativo (Caso 8).

En general, los episodios de caracter interpretativo estan relacionados con comentarios en los
que identifican caracteristicas de la resolucion como los heuristicos, los casos estudiados, las
soluciones (e.g. Tablas 5.1.1.4, 5.3.1.5a-b-e, 5.2.3.4a) y en lo que analizan e intentan hacer
inferencias sobre aspectos concretos de la resolucion (célculos, representaciones graficas o
tabulares, pasos concretos (e.g. Tabla 5.2.2.7b-c, 5.3.1.7). Destacan dos de los episodios
interpretativos en el proceso de evaluacion del Caso 8 en los que, abandonando la evaluacion,
se centran en buscar las expresion algebraica de las rectas que su compaiiero deja planteadas
con palabras (Tabla 5.4.1.6).

Los episodios de caracter valorativo se corresponden con comentarios en los que expresan si
partes concretas de la resolucion evaluada son o no correctos (calculos, soluciones,
representacion grafica) (e.g. Tablas 5.1.1.11b, 5.1.2.12 y 5.1.2.13b); hacen apreciaciones
sobre aspectos que faltan (justificaciones escritas, casos, soluciones) (e.g. Tabla 5.2.3.10.
5.1.2.10); otorgan una calificacion o hacen una valoracion general de la resolucion (e.g.
Tablas 5.3.1.12, 5.1.1.15, 5.1.3.8, 5.2.1.15). Destacan los episodios con caracter valorativo en
los que atribuyen errores que la persona a la que estan evaluando no comete, es decir, donde
realizan una valoracion incorrecta de la resolucion (e.g. Tablas 5.1.1.9, 5.1.2.9, 5.3.1.7). Estas
valoraciones erroneas estdn motivadas por la falta de comprension, al no entender la
resolucion presuponen que es incorrecta y se centran en buscar y justificar un error, en
ocasiones, inexistente.

En los episodios expositivos los evaluadores leen partes literales de las resolucion que estan
evaluando o explican algin aspecto de sus propias resoluciones (e.g. Tablas 5.1.2.6 y 5.2.3.8).

Ademads, se clasificaron episodios con doble cardcter (interpretativo-valorativo,
interpretativo-expositivo o valorativo-expositivo), pues se trataba de un mismo episodio por
girar en torno a una misma categoria, pero en ellos se distinguian ambos caracteres (e.g.
Tabla 5.1.1.9, 5.1.2.19, 5.1.3.10).
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Capitulo 6
DISCUSION FINAL

En este ultimo capitulo se presenta una discusion en torno a los principales resultados
obtenidos en el desarrollo de la investigacion. El capitulo se divide en cuatro secciones. En
las dos primeras se trata de dar respuesta a los objetivos de investigacion, a partir de la
discusion en torno a los resultados observados en cada una de las dos fases del estudio. En
la tercera seccion se recoge un resumen de las principales conclusiones de la investigacion.
Y, en la ultima seccion, se presenta una reflexion sobre las limitaciones de este trabajo y se
indican algunas lineas abiertas con perspectivas que podrian permitir una mayor
profundizacion en este problema de investigacion.

El objetivo general de la investigacion que se presenta en este trabajo es estudiar el proceso
de evaluacion entre pares mostrado por futuros docentes en actividades de resolucion de
problemas matematicos, con el propdsito de contribuir a la comprension del complejo
proceso que entraia la evaluacion de la resolucion de problemas y que sigue siendo un
desafio tanto para los docentes como para los investigadores.

Nuestro interés en este tema radica en dos hechos. En primer lugar, la evaluacion es una de
las principales tareas profesionales docentes, por lo que debe estar presente en su formacion.
En segundo lugar, estudios recientes muestran que los profesores de matematicas, de
cualquier etapa educativa, continan optando por practicas de evaluacion tradicionales
basadas en exdmenes finales a libro cerrado (Iannone y Simpson, 2021; Mékipdd, y
Ouakrim-Soivio, 2020; Nieminen y Atjonen, 2022), con una finalidad puramente sumativa de
asignar una calificacion y pasando por alto aspectos formativos como la retroalimentacion
(Chanudet, 2019; Mikipad, y Ouakrim-Soivio, 2020; Nieminen y Atjonen, 2022). Esto refleja
la creencia de que el desempeio en pruebas escritas individuales es un indicador de lo que el
alumnado sabe o entiende (Iannone y Simpson, 2021), afianzando las percepciones de los
estudiantes sobre la evaluacién como evaluacion del aprendizaje mas que evaluacion para el
aprendizaje (Maikipdd, y Ouakrim-Soivio, 2020; Nieminen y Atjonen, 2022). Estas
percepciones hacen que los alumnos presten mdas atencion a las calificaciones que al
aprendizaje, adaptando sus esfuerzos a realizar buenas pruebas y dedicando menos energia a
aprender el contenido de la materia (Lofgren et al., 2019).

Uno de los desafios de los docentes es evitar que los alumnos entiendan la evaluacion como
un simple método para obtener buenas calificaciones (Lofgren et al., 2019). Para ello, la
formacion docente debe incidir en formar a los futuros profesores en la utilizacion de la
evaluacion como herramienta de ensefianza y aprendizaje y no solo como herramienta para
calificar (Maikipdd, y Ouakrim-Soivio, 2020). Una estrategia que permite introducir a los
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futuros docentes en la reflexion y el andlisis sobre el papel activo del alumnado en los
procesos de evaluacion consiste en involucrarlos en actividades de evaluacion entre pares
durante su formacion (Chanudet, 2019; Mikipdd, y Ouakrim-Soivio, 2020; Nieminen y
Atjonen, 2022). Este tipo de evaluacion ofrece interesantes oportunidades para la formacion
docente, ya que sensibiliza a los futuros docentes sobre la complejidad del proceso de
evaluacion, al mismo tiempo que les ofrece informacion sobre su propio conocimiento de la
materia (Beaver y Beaver, 2011; Lavy y Shriki, 2014; Zevenbergen, 2001), pues las practicas
evaluativas de los docentes dependen no solo de su conocimiento pedagdgico, sino de su
conocimiento en relacion con el contenido a ensefar y, por tanto, de su conocimiento
didactico-disciplinar (Carrillo et al., 2013).

Las actividades de evaluacioén entre pares pueden disefiarse e implementarse de multiples
formas diferentes dependiendo del objetivo pretendido. En la literatura especializada se
indica que se pueden llevar al aula de cualquier materia para trabajar diferentes contenidos en
cualquier nivel educativo (Topping, 2009). Se han realizado estudios con alumnado de
educacion primaria y secundaria (Lavy y Shriki, 2014; Sadler y Good, 2006; Topping, 2009),
alumnado universitario (Jones y Alcock, 2014; Mogessie, 2015; Seifert y Feliks, 2018),
profesores en formacion (Beaver y Beaver, 2011; Zevenbergen, 2001) e incluso con
estudiantes muy jovenes y con necesidades educativas especiales (Scruggs y Mastropieri,
1998). Los instrumentos de evaluacion utilizados en este tipo de actividades presentan una
amplia diversidad como pruebas escritas, presentaciones orales, redacciones, etc. (Beaver y
Beaver, 2011; Custodia et al., 2015; Jones y Alcock, 2014; Lavy y Shriki, 2014; Topping,
2009; Wyatt-Smith et al., 2010; Zevenbergen, 2001). Topping (2009) senala que los
participantes pueden trabajar individualmente, en parejas o en grupos para llevarla a cabo y
que la actividad de evaluacién propuesta puede ser unidireccional o reciproca. Ademads, se
pueden entregar criterios de evaluacion o rubricas ya definidas (Beaver y Beaver, 2011;
Custodia et al., 2015; Topping, 2009; Zevenbergen, 2001), pedir a los evaluadores que los
construyan ellos mismos (Lavy y Shriki, 2014; Wyatt-Smith et al., 2010) o dejar la
evaluacion libre (Jones y Alcock, 2014).

En esta investigacion se disefio e implement6 una actividad de evaluacion entre pares cuyos
participantes fueron profesores de matematicas de secundaria en formacion. En ella, tras
resolver individualmente un problema de final abierto, evaluaron en parejas la resolucion de
un compaiiero. Realizar esta actividad en parejas permitid obtener un mayor detalle del
proceso de evaluacion, pues obliga a los participantes a expresar sus pensamientos en voz
alta, proporcionando mas informacion que si lo realizaran individualmente en un documento
escrito. Ademas, no se les proporciond ninguna rubrica ni criterios de evaluacion, pues el
objetivo principal de la investigacion era detectar en qué aspectos de las resoluciones prestan
una mayor atencion para realizar la evaluacion, lo que se abordé a través de los siguientes
objetivos especificos:

1. Analizar las resoluciones de los futuros docentes de matematicas de Educacion
Secundaria a un problema de final abierto atendiendo a: los heuristicos que emplean,
los casos estudiados, las representaciones utilizadas, las soluciones que presentan, si
comprueban o no dichas soluciones y los errores que cometen.
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2. Identificar qué aspectos de la resolucion del problema tienen en cuenta los futuros
docentes cuando actian como evaluadores, y analizar de qué forma utilizan sus
propias resoluciones para evaluar la de un compafiero (si es que lo hacen), asi como el
caracter de sus intervenciones.

Para dar respuesta a estos objetivos especificos se plantearon dos fases de investigacion, cada
una asociada a uno de los objetivos (Figura 3.1). En el Capitulo 4 se present6 el analisis de
los datos correspondientes a la primera fase de la investigacion, y por tanto al primer objetivo
especifico, mostrando un estudio pormenorizado de las resoluciones presentadas por los
estudiantes atendiendo a seis categorias de andlisis: heuristicos, casos estudiados,
representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones 'y errores. En el Capitulo 5 se
analizaron los datos relativos a la segunda fase de la investigacion, y por tanto
correspondientes al segundo objetivo especifico, detallando el proceso seguido al evaluar la
resolucion del problema presentada una compaiiera o un compafiero atendiendo a tres
aspectos: categorias a las que hacen referencia (heuristicos, casos estudiados,
representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones 'y errores), resolucion a la que
se refieren (evaluado y/o evaluadores) y cardcter de las intervenciones (interpretativo,
valorativo y/o expositivo). Considerar una variedad categorias de andlisis (heuristicos, casos
estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones 'y errores) para
ambos objetivos, asi como profundizar en aspectos como el apego a la propia resolucion o el
caracter de las intervenciones en el segundo objetivo, permitié profundizar en cada uno de los
casos, tal y como exige la metodologia estudio de casos. En las siguientes secciones se
discuten los resultados obtenidos en cada una de las dos fases de la investigacion.

6.1. Discusion en torno al primer objetivo de investigacion

Como ya se ha indicado, en la primera fase de esta investigacion se analizaron las
resoluciones presentadas por los participantes, futuros profesores de Matematicas de
Educacion Secundaria, a un problema de final abierto atendiendo a las categorias de anélisis
definidas en la metodologia (seccion 3.3.3): heuristicos, casos estudiados, representaciones,
soluciones, comprobacion de las soluciones y errores. Asi, mediante esta primera fase se
abordo el primer objetivo de investigacion:

Analizar las resoluciones de los futuros docentes de matematicas de Educacion
Secundaria a un problema de final abierto atendiendo a: los heuristicos que
emplean, los casos estudiados, las representaciones empleadas, las soluciones
que entregan, si comprueban o no dichas soluciones y los errores que cometen.

El andlisis sistematico de los datos, mostrado en detalle en el Capitulo 4, permiti6 identificar
caracteristicas especificas de las resoluciones que cada uno de los 16 participantes dieron al
problema. La respuesta al primer objetivo de investigacion emerge a partir del analisis
conjunto de esas 16 resoluciones (seccion 4.2).

Este andlisis conjunto mostrd la variedad de heuristicos empleados por los estudiantes:
ensayo y error, descomponer el problema en partes, suponer el problema resuelto, dibujar
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una figura y generalizar. Estas estrategias, tal y como apuntan Schoenfeld (1992) y
Santos-Trigo (2014), son utilizadas para explorar el problema, pudiendo conducir a alcanzar
todas las soluciones, algunas o ninguna. En este estudio se observaron resoluciones en las que
se emplea un unico heuristico y otras en las que se hace uso de varios, en concreto, dos, tres y
hasta cinco en una misma resoluciéon. En las que se identificaron mas de uno, se observo
diversidad también tanto en las combinaciones de heuristicos como en el orden de utilizacion
de los mismos (Tabla 4.1.17).

El heuristico mas utilizado por los participantes para buscar soluciones del problema fue
dibujar una figura, empleado por nueve estudiantes (E4-E12), en todos los casos, mediante la
representacion grafica de la parabola (Tabla 4.1.19) y, varios de ellos (E6, E7, E8, E12)
representado también una o varias rectas. En su trabajo, Duval (1993) ya destacaba el
potencial heuristico de las representaciones en la resolucion de problemas. También Stylianou
(2011) afirma que el dibujo de figuras constituye un importante heuristico que, tanto
estudiantes como expertos utilizan como herramienta de exploracion, comprension, registro y
seguimiento en la resoluciéon de problemas. En particular, en problemas en los que
intervienen funciones cuadraticas, en un estudio reciente, Wilkie (2022) recalca que recurrir a
la representacion puede ayudar a los estudiantes a tomar decisiones y que es clave para
favorecer la visualizacion de las propiedades de las funciones y la conexion entre conceptos.

Ademas, salvo una de ellas (E4), todos los estudiantes que emplean el heuristico dibujar una
figura lo hacen como primera opcion de acercamiento al problema, es decir, el primer paso
que realizan en su resolucidon es representar graficamente la parabola dada en el enunciado.
Este resultado es esperable ya que, tal y como concluyen Mangwende y Maharaj (2018) en su
investigacion acerca de las practicas de docentes en la ensefianza de funciones, en el 85% de
las lecciones de aula, los profesores solicitaban a sus alumnos la representacion grafica de
funciones dadas, por lo que podria tratarse de un procedimiento adquirido por los estudiantes
en su etapa escolar y que ponen en marcha siempre que se enfrentan a un problema de estas
caracteristicas.

Una ultima caracteristica en relacion al uso del heuristico dibujar una figura es que, excepto
la estudiante E4, que como mencionamos anteriormente no lo utiliza como primera opcion, y
la estudiante E12, que lo utiliza en solitario, el resto incorpora otros heuristicos (Tabla
4.1.17). Destaca el comportamiento similar de cuatro estudiantes (E8, E9, E10 y El1),
quienes apoyandose en la representacion grafica de la pardbola (heuristico dibujar una
figura) consideran una o varias rectas particulares que cumplen las condiciones del enunciado
del problema y, a partir de ellas, construyen un grupo de rectas mas general con
caracteristicas comunes (heuristico generalizar). Es decir, estos cuatro estudiantes comienzan
con el heuristico dibujar una figura y, a continuacion, utilizan el heuristico generalizar.

El heuristico generalizar es, junto a suponer el problema resuelto, el segundo mas empleado
por los estudiantes en sus resoluciones, utilizados cada uno de ellos por 7 participantes. En
todos los casos, esta estrategia para abordar el problema comienza con el estudio de una o dos
rectas particulares para después extender el resultado a un grupo de rectas mas general
(Polya, 1945). Como se ya menciond, es utilizado por cuatro de los participantes tras el
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heuristico dibujar una figura. Dos estudiantes (E13 y E14) lo utilizan en solitario y destaca la
estudiante E7, quien se apoya en el heuristico generalizar tras haber hecho uso de otros tres
heuristicos (dibujar una figura, ensayo y error'y descomponer el problema en partes). El uso
de este heuristico por un grupo numeroso de estudiantes podria deberse a la naturaleza del
problema. Muchos de los participantes admitieron que se trataba de la primera vez que
resolvian un problema de funciones de final abierto. En estos casos, Schoenfeld (1992)
propone que la utilizacion de este heuristico puede ayudar a comprender mejor un problema
desconocido, ya que la ejemplificacion a través de la consideracion de casos particulares
puede sugerir una solucion.

En cuanto al heuristico suponer el problema resuelto, este es utilizado también por 7
estudiantes y lo hacen de forma similar: consideran la ecuacién explicita de una recta (por
ejemplo, y=ax+b), la igualan a la ecuacion de la parabola y buscan las condiciones que deben
verificar los coeficientes de la ecuacion de la recta (a y b) que hacen que esta tenga dos
puntos de interseccion con la parabola. Cuatro de los participantes se apoyan en ¢l como
primera opcion y tres de ellos lo utilizan en solitario. La estudiante restante (E4) emplea a
continuacion el heuristico dibujar una figura. Los otros tres estudiantes que no lo utilizan
como primera opcion, realizan distintas combinaciones de heuristicos (Tabla 4.1.17). El uso
de este heuristico por un grupo numeroso de estudiantes podria deberse, igual que en caso
anterior, a la naturaleza del problema. A pesar de tratarse de un problema de final abierto que
admite infinitas soluciones, como se ha mostrado en el analisis a priori del problema (seccion
3.3.2), un enfoque algebraico permite obtener las condiciones que deben cumplir la totalidad
de estas soluciones. Este hecho, unido a la formacién matemadtica de la mayoria de los
participantes, podrian haber hecho del heuristico suponer el problema resuelto una de las
estrategias mas utilizadas.

En el andlisis de las resoluciones se identificaron, aunque en menor medida, otros dos
heuristicos: ensayo y error (4 estudiantes) y descomponer el problema en partes (3
estudiantes). Los participantes que utilizaron ensayo y error lo hicieron de dos formas
diferentes. Dos de ellas (E7 y E15) consideran rectas aleatorias y comprueban si cumplen las
condiciones del problema: E7 lo realiza graficamente, representando varias rectas junto a la
parabola (Figura 4.1.33), mientras que E15 escribe las ecuaciones de las rectas y calcula sus
puntos de interseccion con la parabola (Figura 4.1.73). Los otros dos estudiantes que
utilizaron el heuristico ensayo y error (E3 y ES5) lo hacen tras suponer el problema resuelto
para, habiendo obtenido con dicho heuristico las restricciones para los coeficientes de la
ecuacion de una recta y=ax+b, considerar valores particulares y aleatorios de estos
coeficientes y comprobar si cumplen las condiciones obtenidas (Figuras 4.1.14 y 4.1.24).
Utilizar el heuristico ensayo y error en la resolucion de problemas puede ayudar a los
estudiantes a abordar problemas dificiles y, ademads, se trata de una estrategia con una alta
tasa de éxito en la busqueda de soluciones (Jiang et al., 2014). Sin embargo, no llama la
atencion su escasa presencia ya que se trata de una estrategia, en general, poco utilizada por
los resolutores de problemas por considerarse menos fiable que otras (Fan y Zhu, 2007; Jiang
et al., 2014).
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En relacion al heuristico descomponer el problema en partes, los tres participantes que lo
emplean lo hacen abordando conjuntos de rectas con una caracteristica comun, en especial, su
pendiente. E16 es el unico de los tres que utiliza este heuristico en solitario, dividiendo su
resolucion en el estudio de tres grupos de rectas: horizontales (Figura 4.1.79), rectas que
pasan por el vértice de la parabola (Figura 4.1.80) y rectas que pasan por dos puntos
cualesquiera de la parabola, distintos del vértice (Figura 4.1.81). E6 lo utiliza, tras el
heuristico dibujar una figura, considerando dos conjuntos de rectas: horizontales (Figura
4.1.28) y rectas de la forma y=mx+n con pendiente positiva (Figura 4.1.29), y optando por el
heuristico suponer el problema resuelto para abordar el estudio de este ultimo. La estudiante
E7 estructura su resolucién considerando tres grupos de rectas: verticales (Figura 4.1.35),
horizontales (Figura 4.1.36) y rectas de la forma y=mx+n con pendiente no nula (Figura
4.1.37). Destaca la resolucion de esta ultima estudiante por utilizar los cinco heuristicos
descritos en la metodologia (capitulo 3). Comienza representando graficamente la parabola
(heuristico dibujar una figura) en la que se apoya para ir considerando diferentes rectas y
verificar, visualmente, si son o no solucidon al problema (heuristico ensayo y error).
Posteriormente, emplea el heuristico descomponer el problema en partes como se ha
descrito, seleccionando el heuristico generalizar para el estudio de las rectas horizontales
(Figura 4.1.36) y el heuristico suponer el problema resuelto para el estudio de las rectas de la
forma y=mx+n con pendiente no nula (Figura 4.1.39). Que los participantes hayan utilizado
el heuristico descomponer el problema en partes en menor medida, coincide con otras
investigaciones en las que obtuvieron que muy pocos resolutores se apoyaban en este para
buscar una solucion (Jiang et al., 2014) y es que, a pesar de que otros participantes también
estudiaron algunos grupos de rectas con alguna caracteristica comun (E4, E8, E9, E10, E11)
estos no abarcan la totalidad de las posibles situaciones, por lo que no se trata de este
heuristico tal y como se indica en la metodologia (capitulo 3). De hecho, Polya (1945) afirma
que con la utilizacion de este heuristico no debe perderse el enfoque del problema original ya
que esta estrategia permite abordar problemas mas complejos tratando partes mas accesibles
ayudando a perseverar gracias a pequefios procesos, pero también se corre el riesgo de
perderse en cada una de las partes y olvidar la vision del problema completo.

La siguiente categoria analizada en relacion al primer objetivo de la investigacion es la de los
casos estudiados por los participantes, pues estos permiten ampliar la informacion sobre el
procedimiento seguido en cada resolucion y estan estrechamente relacionados con los
heuristicos empleados. Por ejemplo, el heuristico suponer el problema resuelto lleva
implicito el estudio de la ecuacion explicita de una recta (y=ax+b), mientras que los
heuristicos ensayo y error 'y generalizar conducen al estudio de rectas particulares. El interés
de analizar esta categoria reside en el cardcter abierto del problema. Los problemas de final
abierto son aquellos que admiten multiples soluciones (Zhu y Fan, 2006), sin embargo, como
en cualquier proceso de resolucion de problemas, las estrategias utilizadas no garantizan
alcanzar las soluciones (Santos-Trigo, 2014). Por tanto, con el objetivo de analizar en
profundidad los procesos de resolucion seguidos por los participantes, se hace necesario
estudiar, no solo las soluciones alcanzadas, sino también todas aquellas rectas consideradas
que, o bien no son solucidn al problema, o bien no logran proyectar una conclusion.
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En el analisis de las resoluciones se diferenciaron cuatro tipos de casos estudiados (seccion
4.2.2): rectas horizontales (particulares o la expresion general de una recta horizontal), rectas
verticales (particulares o la expresion general de una recta vertical), rectas oblicuas
(Gnicamente particulares) y recta general (y=ax+b; y=mx+n). Los tres primeros se
distinguen en términos de la pendiente de la recta por lo que tienen un enfoque geométrico,
mientras que el ultimo, aunque contiene todos los tipos de rectas anteriores, se ha
diferenciado por su naturaleza algebraica al estar ligado al heuristico suponer el problema
resuelto. Los resultados de este analisis mostraron que la mitad de los participantes
estudiaron un solo tipo de rectas: dos de ellos rectas horizontales (E8 y E9), cuatro rectas
oblicuas (E10, E11, EI13 y E14) y otros dos una recta general (E1 y E2). Otros cuatro se
plantearon dos tipos de rectas: rectas oblicuas y una recta general (E3), y rectas horizontales y
oblicuas (E12, E15 y E16). Un participante (ES) estudio6 tres tipos de rectas (horizontales,
oblicuas y una recta general) y, por ultimo, la estudiante E7 planteo los cuatro tipos de rectas
en su resolucion (Tabla 4.1.18).

La Tabla 4.1.18 muestra, ademds de los casos estudiados por cada participante, el nuimero de
participantes que estudia cada uno de los tipos de casos. El caso estudiado por un mayor
namero de participantes, diez, es rectas oblicuas. Como se describe en el parrafo anterior y
mas detalladamente en la Seccion 4.2.2, este caso solo incluye rectas particulares, es decir,
los participantes presentan ecuaciones concretas de rectas oblicuas. Cuatro de estos diez
estudiantes es el tnico caso que estudian, mientras que los otros seis abordan al menos otro
tipo mas de rectas. Destacan en este aspecto dos participantes (E3 y ES), quienes construyen
las rectas oblicuas particulares a partir de considerar valores concretos de los coeficientes de
una recta arbitraria (y=ax+b) para los que han obtenidos ciertas condiciones (Figuras 4.1.14 y
4.1.24). Que en la mayoria de las resoluciones se aborde este caso, incluidas aquellas en las
que se determinan rectas concretas a pesar de estar ya incluidas en la expresion general con
las condiciones para a y b, podria estar ligado a la interpretacion del enunciado del problema
donde se escribe “Encontrar ecuaciones de rectas...” o incluso, como mostraron Modabberni
et al. (2023) en su investigacion sobre manipulaciones algebraicas de funciones, porque el
empleo de expresiones generales se perciba como poco fiable, considerado que "no es
suficiente".

El segundo caso estudiado por mas de la mitad de los participantes, 9 estudiantes, es rectas
horizontales. Dos de ellas (E8 y E9) solo abordan este tipo de rectas y lo hacen ambas
presentando inicialmente dos rectas particulares para, posteriormente, generalizar a rectas
horizontales por encima del vértice de la pardbola. El resto de participantes analiza ademas
otros casos y, salvo dos de ellos (E4 y E5) quienes comienzan con el estudio de una recta
general, 1o hacen planteando las rectas horizontales como primer tipo a estudiar. Esto podria
deberse a que, tal y como expresa de forma explicita uno de los participantes, se trata del caso
mas sencillo de analizar (Figura 4.1.77). Efectivamente, teniendo en cuenta la curvatura de la
parabola, es facil observar que todas las rectas horizontales por encima del vértice poseen dos
puntos de interseccion con la pardbola (Figura 3.3.3).

A continuacion, el caso recta general es estudiado por 7 estudiantes. Dos de los participantes
(E1 y E2) es el tnico caso que consideran, obteniendo las condiciones necesarias que deben
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cumplir los coeficientes a y b para que la recta y=ax+b tenga dos puntos de interseccion con
la parabola. El resto de ellos estudia ademas otras rectas. Destacan dos de ellos (E3 y ES)
que, como se expuso anteriormente, después de desarrollar el caso general, consideran
valores concretos para los coeficientes a y b y construyen dos rectas oblicuas particulares
(E3, Figura 4.1.14) y una recta horizontal particular y otra recta oblicua (ES, Figura 4.1.24),
respectivamente. Este tipo de caso estudiado es implicito al heuristico suponer el problema
resuelto ya que se debe plantear una recta general y encontrar las condiciones para sus
coeficientes. Como se comentd en la discusion acerca de los heuristicos utilizados, este
enfoque algebraico permite obtener una caracterizacion de las soluciones y, debido a la
formacion matematica mayoritaria de los participantes, explica que la recta general sea uno
de los casos estudiados.

Por ultimo, una tnica alumna (E7) plantea rectas verticales (Figura 4.1.35). De hecho, es el
primer grupo de rectas que aborda de manera completa, pues inicia su resolucién con la
representacion grafica de la pardbola y de varias rectas con distintas pendientes planteando
también una recta general que retoma después de analizar otros casos. Destaca por ser la
unica participante que estudia todos los tipos de casos considerados en el analisis de esta
categoria y, como se menciond anteriormente, también emplea todos los heuristicos.

Otro de los aspectos de las resoluciones que se analizaron fueron las representaciones
utilizadas, pues se trata de una herramienta imprescindible para comunicar informaciéon en
matematicas (e.g. Duval, 1993; NCTM, 2000; Rico, 2009) y, por tanto, fundamentales en la
resolucion de problemas (e.g. Callejo y Vila, 2009; Carrillo, 2009; Mousoulides y Sriraman,
2014; Polya, 1945; Schoenfeld, 1985) y, particularmente, en el uso y tratamiento de las
funciones en particular (e.g. Amaya-de-Armas y Medina-Rivilla, 2013; Lobato et al., 2012;
Mangwende y Mabharaj, 2018; McCallum, 2018; Wilkie, 2022). Tanto la categoria casos
estudiados como la categoria representaciones fueron creadas para obtener una informacion
mas detallada del procedimiento de resolucion empleado por los participantes,
permitiéndonos identificar y distinguir resoluciones que, haciendo uso del mismo heuristico,
presentan diferencias en el procedimiento de resolucion.

Como el problema que debian resolver los participantes implicaba una funcién real de
variable real se distinguieron cuatro tipos de representacion: grafica, tabular, simbolica y
verbal (Lupidfiez-Goémez, 2016). Los resultados del analisis de las representaciones utilizadas
mostré que siete participantes utilizaron Gnicamente las representaciones simbolica y verbal
(E1-E3 y E13-E16); cinco de ellos utilizaron, ademas de las representaciones simbolica
verbal, la representacion grafica (E4, ES, E7, E8 y E11) y los cuatro restantes emplearon los
cuatro tipos de representacion (Tabla 4.1.19).

La Tabla 4.1.19 muestra, ademas de las representaciones utilizadas por cada participante, el
numero de participantes que utiliza cada una de las representaciones. Todos los estudiantes
utilizaron tanto la representacion simbolica como la verbal. En el primer tipo, todos ellos la
usan para los mismos propositos: realizar calculos y presentar las ecuaciones de rectas. A
pesar de que, tal y como afirma Stylianou (2011), no se puede clasificar una representacion
como ideal para un proposito concreto, es usual emplear la representacion simbolica para la
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exploracion (por ejemplo, realizar célculos). Seria destacable no encontrar representacion
simbolica en la resolucion de un problema matematico, mas aun cuando a los estudiantes
normalmente solo se les ensefia la manipulacion de representaciones simbolicas y se les
anima a utilizar estas representaciones en todas sus soluciones (Stylianou, 2011). En el
segundo tipo, la representacion verbal, en todos los casos la utilizan para explicar pasos
durante el proceso de resolucion y para justificar y presentar soluciones. Aunque la
representacion simbodlica en matematicas tiene muchas fortalezas, pues una parte importante
de la informacion se puede transmitir a través de la creacion y manipulacion de enunciados
simbolicos (Morgan, 2020), también puede tener desventajas para propdsitos especificos
(Stylianou, 2011) como, por ejemplo en este caso, mostrar explicaciones y justificaciones,
para lo cual es necesario utilizar palabras.

Mas de la mitad de los participantes empled la representacion grdfica, y es que en los Gltimos
afios se ha reconocido que las representaciones visuales como los graficos desempeian un
papel igualmente esencial para hacer y comunicar matematicas (Morgan, 2020). Nueve
estudiantes (E4-E12) representaron graficamente la pardbola dada en el enunciado del
problema vy, para ello, utilizaron distintas estrategias. Cuatro de ellas (E6, E19, E10y E12) se
apoyaron en una tabla de valores y explicaremos en detalle a continuacion; dos estudiantes
(ES y E11) calculan los puntos de corte y el vértice, ambos a través de la primera derivada de
la funcidn cuadratica; la estudiante E8 se apoya halla tinicamente los puntos de corte y, por
ultimo, dos de ellas (E4 y E7) no recogen ningtin calculo ni justificacion. Ademas cinco de
ellos representan también varias o todas las rectas estudiadas.

Por ultimo, la representacion tabular, ligada a la representacion grafica de la parébola, fue
utilizada por cuatro participantes de los nueve anteriores. Sin embargo, solo una de ellas
(E12) la utiliza correctamente, recogiendo las coordenadas de varios puntos de la parabola
entre los que se encuentra el vértice y otros a ambos lados del eje de simetria. La estudiante
E10 recoge también las coordenadas de varios puntos de la parabola pero no incluye el
vértice ni puntos a ambos lados del eje de simetria. La estudiante E9 recoge las coordenadas
de un solo punto de la parabola y, por ultimo, la estudiante E6 la deja vacia.

El andlisis en relacion al primer objetivo de esta investigacion también se centr6 en el estudio
de las soluciones presentadas por los estudiantes. Encontrarnos ante un problema de final
abierto que admite multiples soluciones (Zhu y Fan, 2006) hace especialmente relevante el
estudio de esta categoria. Ademas, haber profundizado anteriormente en el analisis de los
casos estudiados permite tener una vision de los procesos de busqueda de soluciones, que no
siempre implican el éxito (Santos-Trigo, 2014). Por ello, los tipos de soluciones se
describieron a partir de los casos estudiados, distinguiendo tres tipos diferentes: rectas
horizontales, rectas oblicuas y una recta general (y=ax+b; y=mx+n) con condiciones para sus
coeficientes. No se pueden considerar rectas verticales, por no ser solucion al problema, y se
afiaden las condiciones de los coeficientes para una recta general, ya que son las que
determinan que las rectas sean solucion. Los resultados de este analisis mostraron que doce
de los participantes presentaron un solo tipo de rectas como solucion: cuatro de ellos rectas
horizontales (E4, E6, E8 y E9), cinco rectas oblicuas (E3, E10, E11, E13 y E14) y los tres
restantes la condiciones para los coeficientes de una recta general (E1, E2 y E5). Los otros
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cuatro estudiantes (E7, E12, E15 y E16) presentaron dos tipos de rectas como solucion, todos
ellos rectas horizontales y oblicuas.

La Tabla 4.1.20 muestra, ademés de las soluciones presentadas por cada participante, el
numero de participantes que presenta cada uno de los tipos de soluciones. Puede observarse
que las rectas oblicuas son las mas numerosas siendo 9 estudiantes quienes las presentaron.
Este analisis coincide con la categoria correspondiente para casos estudiados (10
estudiantes), salvo por el estudiante E5, quien obtiene las condiciones para los coeficientes de
una recta general y=ax+b y estudia dos rectas concretas incluidas en el caso general a modo
de ejemplo.

En cuanto a las rectas horizontales, son presentadas como solucién por 8 estudiantes. Este
analisis también coincide con la categoria correspondiente para casos estudiados (9
estudiantes), salvo por un estudiante (ES) por los mismos motivos descritos anteriormente.

Por ultimo, solo tres participantes (E1, E2 y E5) concluyen el estudio de una recta general y
presentan las condiciones que deben cumplir los coeficientes de la ecuacion explicita de una
recta (y=ax+b) para que esta sea soluciéon al problema. Son siete los estudiantes que
comienzan el estudio de este tipo de rectas, pero mas de la mitad no lo concluye. Este
resultado podria alinearse con el encontrado en la investigacion de Modabberni et al. (2023),
en el que los participantes que inicialmente utilizaron el enfoque algebraico en una tarea
sobre funciones, evitaron manifestar conclusiones definitivas. Ademas, de las resoluciones
que si concluyen con la busqueda de estas condiciones, ninguna es completamente correcta.

En relacion a la categoria anterior, también se analiz6 la comprobacion de las soluciones. La
evaluacion de lo que se ha realizado o vision retrospectiva es una de las cuatro fases descritas
por Polya (1945) para la resolucion de problemas, por lo que podria ser esperable que
aparezca en los procesos de resolucion implementados por los estudiantes. Sin embargo,
salvo en el caso de los estudiantes E11 y E15 que comentaremos a continuacion, los
participantes encuentran las soluciones siguiendo un proceso justificado, bien gréfica o
analiticamente, donde las soluciones son construidas cumpliendo las condiciones del
problema (por ejemplo, las rectas horizontales por encima del vértice de la parabola, tomando
dos puntos pertenecientes a la pardbola y construyendo la recta que pasa por ellos), lo que
hace redundante la comprobacion. Esto se ve reflejado en que la mitad de los participantes (8
estudiantes) no comprueba ninguna de las soluciones que da.

La otra mitad de los participantes (8 estudiantes) comprueba todas o algunas de las soluciones
dadas. Como se comentd anteriormente, en las resoluciones de los estudiantes E11 y E15 esta
comprobacion es necesaria para concluir que las rectas presentadas son soluciéon (o no) al
problema. El estudiante E11 construye rectas que pasan por dos puntos no pertenecientes a la
pardbola por lo podrian no intersectarla en dos puntos. Y en el caso de la estudiantes E15,
como consecuencia del heuristico ensayo y error, la comprobacion de las soluciones es
intrinseca e indispensable para saber que las rectas tomadas al azar son solucién al problema.

El resto de participantes realiza una comprobaciéon que no es necesaria dado el proceso de
resolucion llevado a cabo pero que podria relacionarse con esa ultima fase descrita por Polya
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(1945) en la que se pretende que responder a preguntas sobre lo razonable de la solucion
obtenida o si se satisface la pregunta planteada (Castro-Martinez y Ruiz-Hidalgo, 2018).
Salvo dos estudiantes (E5-Figura 4.1.20 y E12-Figura 4.1.64), que realizan una
comprobacion grafica de sus soluciones representandolas junto a la parabola, el resto (E3,
E8-E11 y EI5) comprueban sus soluciones calculando los puntos de interseccién con la
pardbola mediante la resolucion de la ecuacion resultante de igualar las ecuaciones de las
rectas y la parabola.

Para concluir con el andlisis del primer objetivo de esta investigacion, se estudiaron los
errores cometidos por los estudiantes en sus procesos de resolucion. Se encontraron errores
de distinta naturaleza: operatoria, representacion del vértice, representaciones de una funcion,
conexion entre los calculos y el enunciado, tangentes de la pardbola y conjeturas falsas. En
solo cuatro de las 16 resoluciones no se detectd ningun error, en siete de ellas se detecté uno
de los tipos de error, en cuatro dos de los tipos y en una de ellas se encontrd hasta tres de los
distintos tipos de error (Tabla 4.1.22) en lo que profundizaremos a continuacion.

Los errores que aparecen con mayor frecuencia son los de operatoria y en la representacion
grdfica del vértice de la parabola, en 5 resoluciones cada uno. Los errores de operatoria son
cometidos al transponer términos en una ecuacion, multiplicando o expandiendo expresiones
elevadas al cuadrado, se trata de errores pequefios errores de calculo que no tienen parecen
indicar una falta de conocimiento matematico. En relacion al segundo tipo de error mas
cometido, destaca que mas de la mitad de los estudiantes que realizaron la representacion
grafica de la pardbola en su resolucion (9 estudiantes), haya situado el wvértice,
incorrectamente, sobre el punto de corte de la pardbola con el eje OY. Este resultado se
conecta con los de la investigacion de Diaz et al. (2015), quienes observaron que un alto
porcentaje de estudiantes cometia errores en la representacion de funciones cuadraticas, uno
de los més destacados relacionado con la posicion del eje de la pardbola. Con este error se
observa una falta de coordinacion entre registros de representacion (Duval, 1993), pues del
registro algebraico (la ecuacion de la pardbola dada en el enunciado, y=x’+4x+5) se puede
deducir que el eje de la parabola no se encuentra sobre el eje OY.

Otro de los errores que cometieron los futuros profesores esta relacionado con las diferentes
representaciones de una funcion (3 estudiantes). Una de ellas (E4-Figura 4.1.16) incurre en
un simple error de transcripcion, sin embargo, las otras dos estudiantes cometen errores mas
graves. La estudiante E6 representa las rectas horizontales en el semiplano x>5 como y=x+n
con n>5, cometiendo simultaneamente dos errores: definir dicho semiplano por la inecuacion
x>5 en lugar de y>5 y escribir las ecuaciones de dichas rectas como y=x-+n en lugar de y=n.
Por su parte, la estudiante E9 también comete dos errores: representa graficamente la
pardbola empleando una tabla de valores en la que indica un Uinico punto y expresa una recta
como y = oo, Estos errores, igual que la equivocacion en la posicion del vértice de la
parabola, también constituyen una falta de coordinacion entre distintos registros de
representacion, en particular, estas incongruencias son muy comunes €n conversiones que
involucran el registro algebraico (Duval, 1993).
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Los dos ultimos tipos de errores analizados tienen que ver con los sistemas de representacion
y es que estos generan dificultades por si mismos (Ferndndez-Plaza, 2016), mas atn cuando
los estudiantes han de utilizar de manera flexible distintas representaciones durante las tareas
de resoluciéon de problemas (Stylianou, 2011). En particular, la literatura ha destacado
importantes dificultades de los estudiantes para comprender y conectar conceptos y
representaciones cuadraticas (ecuaciones, tablas y graficos) (Amaya-de-Armas y
Medina-Rivilla, 2013; Lobato et al., 2012; McCallum, 2018; Wilkie, 2022).

En el analisis se encontrd, también que dos estudiantes cometieron errores al conectar los
calculos con el enunciado del problema. Estos errores surgen al interpretar los calculos y los
resultados en el contexto del problema, tomando (tras resolver la ecuacion de segundo grado
obtenida al igualar la ecuacion implicita de la recta, y=ax+b, y la ecuacion de la parabola) los
valores que hacen el discriminante distinto de cero como soluciones incluyendo, de esta
manera, las rectas que no cortan a la parabola en ninglin punto (Figura 4.1.10), o teniendo en
cuenta Unicamente los valores que anulan el discriminante y, por tanto, considerar como
soluciones las rectas tangentes a la parabola (Figuras 4.1.22 y 4.1.23).

Otros dos participantes (E1 y EI11) presentan errores al realizar conjeturas falsas,
estableciendo erroneamente el signo de una expresion en funcién de una variable (Figuras
4.1.5,4.1.59y4.1.61).

Por ultimo, solo una alumna (E7) comete un error asociado a las rectas tangentes de la
pardbola, representando en un mismo punto de la pardbola dos rectas tangentes (Figura
4.1.33). Ademas, debido a que también habia situado errbneamente el vértice de la pardbola
sobre el eje de ordenadas, las descarta como soluciones teniendo ciertamente estas dos puntos
de corte con la parabola.

Algunas de las dificultades detectadas en el andlisis de las resoluciones estan relacionadas
con las diferentes representaciones de un objeto matematico. La movilizacion y coordinacion
de varios registros de representacion es esencial (Amaya-de-Armas y Medina-Rivilla, 2013;
Duval 1993) y deberia estar adquirida en los participantes de este estudio, en su mayoria,
graduados en Matematicas. Estos hallazgos llaman la atencion dada su formacion, pero
resulta un aspecto preocupante puesto que se estan formando para ser docentes de Educacion
Secundaria. Por otro lado, tal y como comentaron los propios participantes al final de la
actividad de aula, para muchos de ellos era la primera vez que se enfrentaban a la resolucion
de un problema de final abierto, aunque si estaban acostumbrados a resolver problemas en los
que los conocimientos implicados eran los mismos. Este hecho corrobora los resultados de
Montejo-Gamez et al. (2017) en los que futuros maestros de Educacion Primaria mostraron
dificultades en la resolucién de problemas asociadas a carencias con los procesos de
resolucion y no con el contenido matematico asociado.

6.2. Discusion en torno al segundo objetivo de investigacion

En la segunda fase de esta investigacion analizamos los procesos de evaluacion seguidos por
los futuros profesores de Matematicas de Secundaria al evaluar la resolucion de un par al
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problema planteado en la primera fase con el objetivo de abordar el segundo objetivo
especifico:

Identificar qué aspectos de la resolucion del problema tienen en cuenta los
futuros docentes cuando actuan como evaluadores, y analizar de qué forma
utilizan sus propias resoluciones para evaluar la de un compariero (si es que lo
hacen), asi como el cardcter de sus intervenciones.

En relacion a qué aspectos de la resolucion tienen en cuenta los futuros docentes cuando
evaltian, se analizaron las transcripciones de las discusiones mantenidas por las parejas
evaluadoras durante el proceso de evaluacion las cuales habian sido grabadas en audio. Sus
intervenciones fueron clasificadas segln la categoria de analisis a la que hacian referencia:
heuristicos, casos estudiados, representaciones, soluciones, comprobacion de las soluciones
y errores.

El andlisis de las categorias a la que hacen referencia mientras evaluan (Tabla 5.5.1) permiti
extraer conclusiones acerca de los perfiles de evaluadores. En todos los casos, el nimero
mayoritario de episodios estan referidos a una de las dos categorias siguientes:
representaciones o soluciones. Esto podria sugerir dos tipos de evaluadores: aquellos que se
centran en aspectos relacionados con el procedimiento y aquellos que se centran en los
resultados obtenidos. Sin embargo, en aquellos casos con mayor nimero de episodios en la
categoria soluciones, salvo el Caso 3, se observa que también predominan los relacionados
con el procedimiento (incluyendo heuristicos, casos estudiados y representaciones). Esto
mostraria que las nuevas generaciones de profesionales abogan por la evaluacion de la
resolucion de problemas centrada en el proceso y las estrategias por encima de la correccion
de la respuesta obtenida (Castro-Martinez y Ruiz-Hidalgo, 2018).

Este analisis también reveld que durante el proceso de evaluacion, la mayoria de las parejas
hacian referencia, en mayor o menor medida, a cada una de las categorias de analisis, salvo
comprobacion de soluciones y errores que comentaremos mas adelante. Se observd que
muchos de ellos, aunque no de forma explicita, identifican los heuristicos y los valoran.
También sefalaban los casos estudiados, los analizaban de forma externa a la resolucion y
sefialaban distintos tipos de rectas que faltaban en la resolucion evaluada. Destaca el Caso 8,
porque las evaluadoras se centran en determinar la expresion algebraica de las rectas que el
compaiiero evaluado plantea con palabras (Tabla 5.4.1.6).

Una de las categorias mas numerosas fue la de representaciones, donde se incluyeron la
representacion grafica, la representacion tabular, la representacion simbolica y la
representacion verbal. En esta categoria se prestd especial atencion a los episodios referentes
a la categoria de representacion grafica ya que podian confundirse con aquellos de la
categoria heuristicos relacionados con el heuristico dibujar una figura. Para ello, se
establecié que en la categoria representacion grdfica aparecerian aquellas intervenciones en
que el foco se encontraba en caracteristicas concretas de la representacion. En el Caso 7
aparece un episodio en esta categoria a pesar de que la resolucion evaluada no la recoge, lo
que demuestra como la evaluadora se apoya en su propia resolucion. En la representacion
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simbolica sobresalen los episodios en los que intentan comprender los calculos realizados,
apreciandose las dificultades de los evaluadores de varios casos para entender y seguir las
resoluciones de sus compaieros. Por ultimo, la mayoria de los episodios relacionados con la
representacion verbal tienen que ver con la falta de explicaciones y justificaciones con
palabras percibidas por las parejas evaluadoras.

En la categoria soluciones aparecen muchos episodios donde si se hace referencia explicita a
ellas, al contrario que sucedia en otras categorias. En ellos identifican las soluciones
presentadas y valoran si son correctas o no. Y en cuanto a categoria comprobacion de
soluciones, destacan aquellos episodios en los que los evaluadores sefalan que sus
compafieros no han comprobado las soluciones.

Destacamos también en este punto el bajo numero de episodios referentes a la categoria
errores pese a que son varios los errores cometidos por los estudiantes en sus procesos de
resolucion. Llama la atencién que solo una de las parejas evaluadoras (Caso 1) advierte el
error presente en la resolucion que estan evaluando. En el resto de los casos, los estudiantes
evaluadores, no solo no advierten los errores cometidos en las resoluciones evaluadas, sino
que atribuyen fallos que sus compafieros no cometen, incluso en aquellas en las que no se
detectaron errores en el andlisis.

Las categorias utilizadas en el andlisis (heuristicos, casos estudiados, representaciones,
soluciones, comprobacion de las soluciones y errores), definidas a partir de las establecidas
por Arnal-Bailera et al. (2018), fueron especialmente utiles para la mayoria de los episodios
identificados durante el analisis de los procesos de evaluacidon por pares. Sin embargo, este
analisis también revel6 episodios que no se correspondian con ninguna de estas categorias y
que fueron clasificados en la categoria otros. Estos comentarios estaban relacionados con
aspectos comunes como el enunciado del problema, el propio proceso de evaluacion, el
tiempo disponible para resolver (considerando que fue insuficiente y que podria haber
afectado en las respuestas) y la limpieza en la presentacion.

Sobre el enunciado del problema, las parejas evaluadoras de tres de los ocho casos (Casos 2,
4 y 5) mostraron indecision sobre el numero de rectas que debian presentarse. En el Caso 4
manifiestan no tener claro qué se pedia el enunciado del problema (Tabla 5.2.1.13) y en los
otros dos casos interpretaron la expresion “encontrar ecuaciones de rectas” de distintas
maneras: en el caso 2 la interpretaron como “mas de una” (Tabla 5.1.2.15), mientras que en el
caso 5 la interpretan como “todas” (Tabla 5.2.2.12). Otros dos casos muestran episodios
relacionados con el numero de rectas que se pedian en el enunciado del problema: uno de los
evaluadores del Caso 1 tiene claro que habia que dar dos rectas como solucion (Tabla
5.1.1.14), mientras que una de las evaluadoras del Caso 6 cree que habia que presentarlas
todas (Tabla 5.2.3.12). Este hecho, en algunos casos, condicion6 sus evaluaciones, reflejando
el papel que tiene el tipo de tarea matematica en el proceso de evaluaciéon (Thompson et al.,
2018).

En relacién al concepto de evaluacion, los futuros docentes expresaron dudas sobre qué
debian hacer o si debian otorgar una calificacion. Dos parejas establecieron una diferencia
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explicita entre evaluar y calificar (Caso 2- Tabla 5.1.2.15b y Caso 3 - Tabla 5.1.3.9) y otras
tres parejas asociaron la evaluacion con un método de asignacion de calificaciones, algo
bastante comuln, como sefialan Shahbari y Abu-Alhija (2018). Proporcionar criterios de
evaluacion podria haber ayudado a evitar las preguntas de los futuros docentes relacionadas
con el proceso de evaluacion, sin embargo, en el contexto de este estudio, no proporcionar
estos criterios es lo que nos ha permitido abordar lo pretendido en la primera parte de este
segundo objetivo de la investigacion (Jones y Alcock, 2014; Seifert y Feliks, 2018).

Continuando con el objetivo de esta segunda fase, una de las caracteristicas de los procesos
de evaluacion que se analizaron fue el grado de apego de los evaluadores a su propia
resolucion. Esto se pudo observar gracias al analisis previo de las resoluciones individuales
(Capitulo 4). Los evaluadores del Caso 3 son los Gnicos que no hacen referencia a sus propias
resoluciones en ningin momento del proceso de evaluacion (Tabla 5.1.3.3). El resto de
futuros docentes no se limitaron a revisar la resolucién a evaluar, sino que también
consideraron sus propias respuestas al problema, haciendo referencia, explicita o implicita, a
sus propias resoluciones con tres propositos principales: explicar aspectos concretos de sus
resoluciones, compararlas con la que estaban evaluando y como apoyo para interpretar la
resolucion evaluada. Se destaca en en este sentido los dos ultimos usos que hacen de sus
propias resoluciones (comparar y apoyar la comprension), pues revelan las dificultades
encontradas por algunas de las parejas para entender la resolucion que evaluaban, intentando
solventarlas a través de aspectos conocidos de sus propias resoluciones. Sobresale la pareja
del Caso 2, quienes se refieren a sus propias resoluciones hasta en 16 ocasiones propiciados,
en su mayoria, por la falta de comprension de la resolucion que estan evaluando (e.g. Tabla
5.1.2.5 y Tabla 5.1.2.7). Estos resultados muestran la influencia del apego a la propia
resolucion en los procesos de evaluacion por pares, mencionado en los estudios de Cardenas
et al. (2016).

Por ultimo, otra de las caracteristicas que se analizd en esta segunda fase fue el caracter de los
comentarios que realizaban durante el proceso de evaluacion. Se observo que la mayoria de
las parejas seguian un proceso fundamentalmente valorativo (Tabla 5.5.3). Las intervenciones
valorativas se separan en tres tipos: episodios donde expresan si una parte concreta de la
resolucion es correcta o no (e..g Tablas 5.1.2.4, 5.1.3.5 y 5.3.1.7); episodios donde realizan
apreciaciones sobre aspectos que faltan como justificaciones escritas, casos, soluciones (e.g.
Tablas 5.1.2.10, 5.1.1.10a, 5.2.1.12) y, por ultimo, aquellos episodios en los que otorgan una
calificacion (e.g. Tablas 5.2.2.13 y 5.3.1.12) o evaltan globalmente la resolucion (e.g. Tablas
5.1.3.8 y 5.2.1.15). Destacan los episodios en los que, como mencionamos previamente,
atribuyen al compafiero evaluado errores no cometidos, realizando una valoracion incorrecta
de la resolucion motivada por la falta de comprension. En los episodios interpretativos
destacan aquellos en los que intentan comprender la resolucion evaluada (e.g. Tablas 5.1.1.9,
5.1.2.9, 5.3.1.7, 5.2.2.6) o aquellos encontrados en el proceso de evaluacion del Caso 8 en los
que, abandonando la evaluacidn, se centran en buscar las expresion algebraica de las rectas
que su compafiero deja planteadas con palabras (Tabla 5.4.1.6). Y en caracter expositivo
resaltamos los episodios en los que los evaluadores explican aspectos de sus propias
resoluciones (e.g. Tabla 5.1.2.6).
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6.3. Consideraciones finales

La investigacion desarrollada revela informacion acerca de los aspectos de la resolucion de
problemas que son considerados importantes por los futuros profesores (Arnal-Bailera et al.,
2018) y sobre la concepcion que tienen los futuros docentes acerca de la evaluacion, por
ejemplo, si asocian este proceso Unicamente con la asignaciéon de una nota o con una
perspectiva formativa (Silver y Mills, 2018; Wiliam y Thompson, 2007). Ademas, permite
conocer cudl es el punto de partida del que parten los futuros docentes en relacion a la
evaluacion cuando aun no han recibido una formacion especifica sobre este proceso. Todo
este conocimiento es especialmente util para establecer una base sobre la que construir el
conocimiento profesional de estos futuros docentes sobre el proceso de evaluacion.

Los resultados obtenidos se han podido observar gracias al disefio metodologico elegido para
realizar esta investigacion. El andlisis a priori del problema nos permiti6 establecer de forma
precisa las bases en las que apoyar el analisis, conocer de antemano una amplia variedad de
procesos de resolucion ayudd a definir las categorias para extraer toda la informacion
necesaria de las resoluciones de los participantes. Optar por un estudio de casos permitid
analizar en profundidad el proceso de evaluacion por pares seguido por los integrantes de
cada caso y las categorias utilizadas resultaron de utilidad para tratar de establecer tipos de
comportamiento frente al proceso de evaluacién entre pares. Estas categorias podrian
emplearse en otras investigaciones cuyo objetivo esté relacionado con indagar en los procesos
de evaluacion seguidos tanto por profesores (en formacion o en activo) como por estudiantes.
Los valores que en esta investigacion se han asignado a las categorias, definidos a partir de
los encontrados por Arnal-Bailera et al. (2018), pueden adaptarse dependiendo de las
caracteristicas del problema o la tarea utilizada.

En algunos casos se pudo detectar que las parejas evaluadoras se encontraron con dificultades
a la hora de comprender la resolucion del compaifiero, evidenciando que uno de los factores
que influyen directamente en la calidad de las actividades de evaluacién es la ausencia de
conocimiento matematico (Caceres y Chamoso, 2015). Por ello, las actividades de evaluacién
entre pares pueden ayudar no solo a desarrollar su pensamiento critico y sus habilidades de
analisis sino, en este sentido, sus conocimientos sobre el contenido trabajado y sus
habilidades reflexivas (Beaver y Beaver, 2011), pues evaluar a un par contribuye a que los
futuros docentes analicen los conocimientos y habilidades que deberia tener en comparacion
con un igual.

Ademas, los estudiantes no suelen enfrentarse a situaciones matematicas que vayan mas alla
de la aplicacién directa de un algoritmo en el que sea necesario buscar estrategias o
soluciones diferentes (Felmer y Perdomo-Diaz, 2016), por lo que el uso de un problema
abierto en esta investigacion fue fundamental ya que permitid a los futuros profesores de
secundaria abordarlo siguiendo diferentes estrategias y obtener diversidad de soluciones. La
actividad de evaluacion entre pares brindo a los futuros docentes la oportunidad de observar
distintas formas de abordar un mismo problema, enriqueciendo sus estrategias de resolucion
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de problemas y sus conocimientos matematicos (Beaver y Beaver, 2011; Lavy y Shriki, 2014;
Zevenbergen, 2001).

Una de las preocupaciones expresadas por los docentes en formacion es su falta de
experiencia practica con la evaluacion (Zevenbergen, 2001), por lo que la actividad disefiada
e implementada en esta investigacion puede ser un ejemplo a explotar en la formacion
docente. Los resultados de este estudio también pueden ser utiles para disefar cursos de
formacion de profesores de matematicas centrados en la evaluacion, tanto para la formacion
inicial como para el desarrollo profesional docente. Ayalon y Wilkie (2021) mostraron en su
investigacion que los futuros docentes, después de participar en una formacion centrada en
evaluacion formativa, tomaron conciencia de la necesidad de distinguir niveles de calidad de
las respuestas a una tarea y adquirieron confianza en el disefio de tareas matematicas y
criterios de evaluaciéon. Mientras que Watson (2000) sefala que los docentes, incluso
recibiendo formacién en evaluacion, pueden verse involucrados en situaciones de
desigualdad, debido a problemas de observacion, perspectiva, interpretacion y expectativas.
Ademas, evaluar de forma justificada y critica también es una competencia que deben
adquirir los docentes en formacion, por lo que es importante llevar a cabo estudios para
analizar si estan preparados para desarrollar un proceso evaluativo de manera adecuada. La
evaluacion sera una parte fundamental de la actividad profesional del profesorado, por lo que
es importante recibir una formacion especifica al respecto. Mas atin después de la pandemia
de COVID-19 en la que los docentes necesitaron aplicar nuevas formas de evaluacion, con
énfasis en como realizar una evaluacion a distancia y como hacerlo de manera efectiva
(Bakker et al., 2021). Por lo tanto, es esencial enfocarse en la formacion en evaluacion, ya
que la evaluacion docente contribuye al aprendizaje de los estudiantes, a sus logros
matematicos y a sus proyecciones futuras.

6.4. Limitaciones y proyecciones

Algunas de las limitaciones de este trabajo estan relacionadas con el disefio cualitativo del
analisis. Interpretar cualitativamente la informacién atendiendo a investigaciones anteriores y
reflexiones personales hace que los resultados obtenidos en este tipo de investigaciones
puedan ser flexibles y muestren sesgos de las investigadoras (Creswell, 2012). A pesar de que
se optd por la triangulacion de la informacion como estrategia para aumentar la validez y
fiabilidad de los resultados obtenidos, podrian encontrarse discrepancias de interpretacion
tanto en el analisis de las resoluciones escritas como en el analisis de las transcripciones de
audio. En cuanto al andlisis de las resoluciones, extraer resultados apoyandonos inicamente
en el documento escrito estd, inevitablemente, sujeto a interpretaciones como, por ejemplo, el
orden de realizacion o la intencionalidad de los célculos y representaciones recogidas. En el
caso de las transcripciones de audio, en las intervenciones clasificadas como episodios, en la
mayoria de la ocasiones, la referencia a las categorias de analisis o las propias resoluciones se
hace de forma implicita, por lo que nuevamente podriamos encontrar discrepancias,
interpretaciones erroneas y sesgos de las investigadoras. En ambos sentidos, mantener
entrevistas con los participantes en las que se profundice en los procesos de resolucion y
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evaluacion que llevaron a cabo ayudaria a reducir los sesgos e interpretaciones incorrectas y
aumentar la fiabilidad de los resultados.

Otra de las limitaciones es referente al tiempo disponible para realizar la actividad de aula. Se
contd con una sesion de dos horas de duracion para llevar a cabo las cuatro fases de la
actividad (resolucion del problema, evaluacion entre pares, autoevaluacion y discusion final),
lo que obligd a que la seleccion de las resoluciones evaluadas, el emparejamiento de las
personas evaluadoras y la asignacion de las resoluciones evaluadas a cada pareja se realizase
aleatoriamente. Disponer de tiempo para analizar las respuestas entre la primera fase
(resolucidn del problema) y la segunda (evaluacion entre pares) podria haber permitido elegir
las resoluciones mas interesantes para ser evaluadas, formar las parejas evaluadoras
atendiendo a criterios relacionados con sus resoluciones, o asignar las resoluciones evaluadas
segun diferencias y similitudes con las de los componentes de las parejas.

Los recursos utilizados para la resolucion del problema planteado, esto es, lapiz y papel,
pueden considerarse una limitacion, aunque nos sugieren también una perspectiva de futuro
pues se podria pensar en la utilizacion de la tecnologia para resolverlo. En el estudio, se ha
mostrado que, en algunos casos, realizar la representacion grafica de la parabola y las rectas
contando solo con 1apiz y papel supuso un obstaculo en las resoluciones de los participantes
(secciones 4.1.7 y 4.1.11), conduciéndolos a cometer errores que podrian haberse solventado
facilmente con el uso de herramientas como, por ejemplo, GeoGebra. Como perspectiva de
futuro podria plantearse la resolucion del problema disponiendo de herramientas tecnologicas
de representacion y realizar un analisis comparativo de las resoluciones con y sin tecnologia.
Surgirian entonces nuevas preguntas de investigacion como si aumenta el nimero de
participantes que se apoya en la representacion grafica de la pardbola, qué variaciones se
aprecian en cuanto a los casos estudiados y las soluciones presentadas o si desaparecen
ciertos errores.

Como perspectiva de futuro inmediata con los datos disponibles de esta misma investigacion,
se plantea el estudio de la tercera y cuarta fase de la actividad (autoevaluacion y discusion
final). Analizar las autoevaluaciones, sin duda, revelara interesantes resultados, no solo
acerca de la autopercepcion de los estudiantes, sino de la influencia de la evaluacion entre
pares en ella. Y, por su parte, el analisis de la discusion grupal mantenida al finalizar la
actividad (grabada en video) permitird ahondar en las impresiones y valoraciones de los
participantes sobre cada una de las fases llevadas a cabo, esto es, la resolucion del problema,
la evaluacion entre pares y la autoevaluacion, asi como en sus preocupaciones € inquietudes
en torno a ellas.

Partiendo de los propios datos obtenidos en esta investigacion se podrian plantear futuros
estudios en torno a la primera fase de la actividad (resolucion del problema) como, por
ejemplo, la tasa de éxito segun las estrategias utilizadas, profundizar en el analisis de los
errores, o extraer resultados acerca de la funcion que tiene la representacion grafica de la
parabola en los procesos de resolucion: ;qué uso hacen de ella?, ;se trata realmente de una
estrategia de resolucion o es simplemente un procedimiento adquirido?, ;como influye en la
obtencion de soluciones correctas?
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También se pueden plantear nuevas investigaciones, con base en este estudio, relacionadas
con la segunda fase de la actividad (evaluacion entre pares). En el trabajo presentado en esta
memoria cada pareja evalu6 unicamente una resolucién, por lo que se dejaron ocho
resoluciones sin evaluar. Este aspecto no tiene relevancia en el estudio actual, pues el objetivo
era analizar el proceso de evaluacion de los profesores de secundaria en formacioén y no
proporcionarles retroalimentacion de la evaluacion entre pares. Sin embargo, someter a
evaluacion todas las resoluciones o que una misma pareja evalie mas de una resolucion
permitiria realizar otro tipo de andlisis. Ademas de enriquecer los resultados ya obtenidos,
podrian plantearse otras cuestiones como ;qué tipo de resoluciones reciben una mejor
valoracion?, jcon qué resoluciones muestran mas dudas los evaluadores?, ;se apoyan en la
comparacion si evallan mas de una resolucion?

Por ultimo, habiendo observado las riquezas que ofrece la utilizacion de problemas de final
abierto, tanto en su resolucion como en su evaluacioén y, como contribucion al proyecto de
investigacion que esta siendo desarrollado por el Area de Didactica de la Matematica de la
Universidad de La Laguna (PID2022-139007NB-100), podria plantearse la incorporacion de
problemas de final abierto a actividades de formulaciéon de problemas con el objetivo de
analizar el impacto en las caracteristicas de los problemas formulados.
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ANEXO A.1

Resoluciones del problema de los participantes






Resolucion de Antonio (E1)

Universidad
de La Laguna

DOCUMENTO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

Encontrar ecuaciones de rectas que tengan dos puntos de interseccion con la parabola
y=x2+4x+5.
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Resolucion de Victoria (E2)

Universidad
de La Laguna

DOCUMENTO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

Encontrar ecuaciones de rectas que tengan dos puntos de interseccién con la parabola
y=X>+4x+5.

Sx\:erhOS ge  voo recko.  debe fener (o ga(\m\ Aa,: ax +b

\Jer“\gz Cou on\oov) ﬁ’CUGlCA‘W_
,\,{} = aX+)b

9= x4 Ux +§

For 2o g Qx.\_ble—i-\—\xA—S":D xl_,.(u—a\)(#S_—b:Q

Resa\we mos |
_ Com M) 2NG-o* -U(s-p) coa-WrVl6- 9o 4 o m
- 2 8 S
_ Ca-u) 2No> -Qa — n+Mb
—

Aralice o ol sowcdn G el Ausce e YR (or - Qo - uAHb)

£y N 6\‘)\.10-\ O\ CeSO solo +0\c)(‘f A~0O> v N A\o—~ oA e\ (_).JO»\

o e ck— e Cor\= Cor~ Co- K;,,_rfk bo\a_

’

oX - Qo-waub -0

S el duetmiredt ™0 Qe ol 3 (oohda G Cech_

Lo~ R Pardbda o ged D o Lo g« 265



b@/)Co—f)(‘UV\a—; L \(M% \Q)_‘,_o,_ 0 g

6 — Ro. — 4+ Ub=0

<Xo- : . § WS
loo = ) o o= = S W e TaY Joo oS R @&\ om0y
co~  AO- @araf. bolo~ o

ox ¥ Lo\ g~ o —%a -WAWb %o

l.é.-:

266



Resolucion de David (E3)

Universidad
de La Laguna

DOCUMENTO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

Encontrar ecuaciones de rectas que tengan dos puntos de interseccion con la parabola
y=x"+4x+5.
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Resolucion de Yolanda (E4)

Universidad
de La Laguna

DOCUMENTO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

Encontrar ecuaciones de rectas que tengan dos puntos de interseccion con la parabola
y=x2+4x+5.
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Resolucion de Sandra (E6)

‘ Universidad
de La Laguna

DOCUMENTO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

Encontrar ecuaciones de rectas que tengan dos puntos de interseccion con la parabola
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Resolucion de Yurena (E7)

Universidad
de Lalaguna

DOCUMENTO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

Encontrar ecuaciones de rectas que tengan dos puntos de interseccién con la paribola
y=x2+_4x+5 .
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Resolucion de Marta (ES8)

Universidad
de LaLaguna

DOCUMENTO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

Encontrar ecuaciones de rectas que tengan dos puntos de interseccién con la pardbola
y=x*+4x+5.
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Resolucion de Judith (E9)

“ Universidad
de La Laguna

DOCUMENTO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

Encontrar ecuaciones de rectas que tengan dos puntos de interseccion con la parabola
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y=x"+4x+5.
i -y 2 (20 A9
x\o|, B¢ RE s
315 | = -
Q=0 =0 x’eUux «5=0
- 4 2 [1e-2g
A e #

Lc:xf‘:. ceckas G AR do> .’?.—_\{)ﬁb‘(“_‘_’ui AR R cc,iéu

O Qo 'Pdr@.-bo\@.‘» LW %= 5,‘ (d: 3 \(j:g“‘ e+c)-%:00

278



Resolucion de Maite (E10)

Universidad
de La Laguna

DOCUMENTO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

Encontrar ecuaciones de rectas que tengan dos puntos de interseccion con la pardbola
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Resolucion de Francisco (E11)

Universidad
de La Laguna

DOCUMENTO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

Encontrar ecuaciones de rectas que tengan dos puntos de interseccion con la paribola
y=x*+4x+5.
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Resolucion de Yaiza (E12)

“ Universidad
de La Laguna

DOCUMENTO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

ALK
Encontrar ecuaciones de regtag que tengan dos puntos de interseccion con la parabola
|
y=x2+4x+5.
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Resolucion de Zahira (E13)

Universidad
de La Laguna

DOCUMENTO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

Encontrar ecuaciones de rectas que tengan dos puntos de interseccion con la pardbola
y=x2+4x+5.
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Resolucion de Monica (E14)

Universidad
de La Laguna

DOCUMENTO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

Encontrar ecuaciones de rectas que tengan dos puntos de interseccion con la parabola
y=x2+4x+5.
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Resolucion de Sofia (E15)

Universidad
de La Laguna

DOCUMENTO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

Encontrar ecuaciones de rectas que tengan dos puntos de interseccién con la parabola
y=x2+4x+5.
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Resolucion de Manuel (E16)

Universidad
de LaLaguna

DOCUMENTO PARA LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

Encontrar ecuaciones de rectas que tengan dos puntos de interseccion con la pardbola
y=x2+4x+5 .
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ANEXO A.2

Transcripciones de los procesos de evaluacion






ANEXO A.2.1: Transcripcion Caso 1

CATEGORIAS
SOLUCION A LA QUE SE REFIEREN . CASOS COMPROBACION
HEURISTICOS ESTUDIADOS REPRESENTACIONES SOLUCIONES DE SOLUCIONES ERRORES OTROS
N°de Evaluado Evaluador Evaluadora . o
episodio TRANSCRIPCION (Javier) (David) (Sandra) Grifica Simbélica Verbal
1 X I
D: Lo primero que hace es dibujar la parabola y buscar cortes.
2 S: Esta cambiando la pendiente de la recta. X 1
D: Si, el ratio en el que hay dos puntos.
S: Intentando ver si es para arriba o para abajo.
3 D: Aqui te da la funcion. X I
S: Aqui interseca la recta con la parabola.
D: Si, una recta arbitraria y=x+b
4 S: Aqui llega a lo que le interesa, el signo del discriminante. X 1
D: El discriminante mayor que cero.
5 D: Puso aqui mayor o igual que cero, pero tiene que ser mayor que X AV4
cero, porque si se queda igual, te queda una solucion doble y entonces
eso es un corte solo. Bueno, a ver si después se da cuenta.
S: A ver, voy a ver si los calculos estan bien. /Y aqui la a la dejo atras?
El signo del discriminante es lo que te importa, esto esta aqui.
(Revisan los calculos)
D: Hasta aqui esta perfecto, o sea, que no se ha equivocado en los
calculos ni nada.
S: (Como que no se ha equivocado en los calculos? Aqui le falta una a,
aqui abajo.
D: No, esto es 2 por 1. Porque la variable es a.
S: Pero le sigue faltando la a. Saca ti el maximo comtn mltiplo de
aqui.
D: No, lo que esta haciendo es la ecuacion de segundo grado. O sea, a
6 cuadrado menos 8 a X IVAYA
S: Si, si. Pero a no es 1, a no es arbitrario, es la pendiente de tu recta.
Le falta la a, sicame el maximo comun.
D: No, no, esta resolviendo esta ecuacion a parte. O sea, esta ecuacion
como si fuera una ecuacion en funcion de a.
S: Si es una ecuacion en funcion de a ni en funciéon de b. ..
D: O sea, esta dejando la b arbitraria y esta haciéndolo en funcion de a.
S: Vale, pero mira. Saca la a. Tienes a(a-8), lo otro lo pasas y te queda
4-4b, ahora lo parte de 2...
D: No, esta haciendo..
S: Ah. ;Esta trabajando como si fuera una ecuacion?
D: Claro, una ecuacion de segundo grado que solo depende de ay lab
la esta tratando como si la conociera. Y ya luego la fija en funcion de
lo que lo que le interese. Entonces, hasta aqui esta usando la formula
de segundo grado. Bien, bien. Hasta aqui lo he comprobado yo y esta
bien.
7 D: Lo que se complico un poco, porque solo tiene que limitarse a X ENUNCIADO
buscar soluciones.
8 D: y esta buscando la general hasta el final. Y claro, eso te va a llevar X vV

un monton de raices. Si te limitas al problema, resolveras esto un poco,
pero [...] que esté bien...
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N°de
episodio

20

TRANSCRIPCION

D: Y aqui sigue con lo de “tendra sentido cuando sea mayor o igual
que cero”

S: Lo mismo que habia dicho aqui.

D: Claro. No se ha dado cuenta de que con lo de igual a cero... Bueno,
no s¢ si ha dado cuenta o lo escribio6 en la hoja por inercia, cuando vea
el problema te lo puedo decir mejor.

D: Vale, pone un ejemplo. Pone b=1, a vale 8 y a vale 0. Vale. Te vale
porque tiene dos soluciones, entonces esta recta te vale. La recta con
a=0y b=1. Es la recta y=1.

S: Pero no vale. Tiene solamente un punto.

D: Claro, pero lo que piden son dos.

S: Si, porque aqui esta cogiendo a=0, si a es cero no tienes pendiente.
Si no tienes pendiente entonces tiene que ser que la b que tome aqui
sea superior a 5 para que la y se coja por arriba.

D: Si, pero en el enunciado del problema, si no recuerdo mal, te dice
que tienes que dar dos rectas que corten dos veces.

D: Y esta solo corta una vez, o sea, esta para la solucion no te vale.

D: A lo mejor estaba probando, estaba haciendo experimentos. Y no
hizo nada mas. O sea, que no esta bien hecho.

S: No, pero esta bien empezado.

D: Esta bien empezado pero te ha llevado a una...

D: O sea, el desarrollo esta bien pensado. Y aqui ti llegas y dices, esto
corta a la recta en un solo punto, pues aqui lo que tendria que haber
dicho a continuacion es decir, si el discriminante me da cero pues...

S: Pero no. O sea, yo entiendo lo que dices, pero me parece que esta biei

S: Hizo bien el dibujo de la parabola

S:[...] puso aqui el sistema de ecuaciones.

S: Lo tnico que parece que esta mal, que es lo que me lie yo, es que
aqui no dice lo que esta utilizando.

D: Si, esto lo vi yo. A ver, porque yo hice una cosa parecida y por eso
lo sé. Pero si yo leo esto de primeras no.

D: Pero claro, ahora pensando, ¢por qué resuelve esto?

S: Porque esta aqui metido, esta dentro de la raiz.

D: Si, pero a ti no te interesa resolver esto. A ti te interesa saber cuando
esto es mayor que cero o cuando esto es menor que cero.

S:Y como tiene dos términos, ;como lo haces si no lo revuelves?

D: A ver, aqui, si vas a lo practico, a resolver el problema rapido, yo
me pondria a probar as y bs que funcionen.

SOLUCION A LA QUE SE REFIEREN

Evaluado
(Javier)

Evaluador
(David)

Evaluadora
(Sandra)

HEURISTICOS

CASOS
ESTUDIADOS

Grafica

CATEGORIAS

REPRESENTACIONES

Simbolica

Verbal

SOLUCIONES

COMPROBACION
DE SOLUCIONES

ERRORES

OTROS

ENUNCIADO
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N°de
episodio

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

TRANSCRIPCION

S: ¢ Para qué? si tiene mucho mas sentido esto. Es decir, ti lo que
necesitas es que esto de aqui dentro sea positivo. Matematicamente es
esto de aqui

D: Si. Vale. Pero la resolucion de esto te lleva a cuando el
discriminante vale cero. Te da un valor de a y un valor de b para que
este discriminante valga cero.

S: Creo que tiene todo el sentido del mundo porque, precisamente es la

Unica forma de verlo.

D: Exacto, le falté rematar el problema al final. Dijo, esta es la frontera

entre los que valen y los no valen. Ahora dime los que valen. Y parece
que no le dio tiempo de hacerlo, pero lo tenia encaminado.

S: Yo lo veo bien.

D: Si. A mi me falt6 que remate el problema.

S: Lo que parece que lo tiene explicado, pero después te das cuenta que

no lo tiene explicado, lo que esta haciendo. O sea, eso esta bien, todo
esto bien, pero aqui otra vez escribe exactamente lo mismo y sin
sentido.

D: Si, para nada.

S: ¢ Qué piensas?

D: (Ta qué le pondrias? Si estas corrigiendo esto, si estas de profesora
en un instituto.

S: (Sobre 10?

D: Si, esta pregunta sobre 10

S: Es que toda esta parte esta perfecta.
D: Si, la idea esta muy bien.

S: Un 6 y algo.

D: Si, 6 de 10.

D: Es que lo que te pide el problema, que es lo que da rabia, que el
problema te pida que le des dos rectas. Pero el problema dice dame
esas dos rectas.

D: Pero no te da dos rectas, te ha dicho como se construyen esas dos
rectas.

D: Pero el problema dice dame esas dos rectas.

D: Desde luego mas de la mitad se merece, porque el planteamiento
estd bien.

D:Y yo prefiero que me hagan esto, porque estd mucho mejor
desarrollado a que te pongas a probar ideas hasta que te cuadren dos.
Asi que si, un 6 y medio de 10.

S: Hombre, le falté el final, pero yo creo que si le das un fisco de
tiempo.

S: Pero yo creo que si le das un fisco de tiempo. A mi, por lo menos
me cogio con la pata camba. (Lleg6 tarde)

SOLUCION A LA QUE SE REFIEREN

Evaluado Evaluador Evaluadora
(Javier) (David) (Sandra)
X
X
X
X
X
X X
X
X
X
X
X

HEURISTICOS

CASOS
ESTUDIADOS

CATEGORIAS

REPRESENTACIONES

Simbolica Verbal

SOLUCIONES

COMPROBACION
DE SOLUCIONES

ERRORES

OTROS

CALIFICACION

ENUNCIADO

ENUNCIADO

CALIFICACION

TIEMPO
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N°de
episodio

32

33

34

35

TRANSCRIPCION

S: (Entonces un 6?

D: Si, es que tampoco le puedo poner mas. Ni menos tampoco.
Entonces que le ponemos...

S: 5. O sea, ahora viéndolo asi.

D: 5. Exacto. O sea, no se merece el 0, ni de broma. El 5 esta bien por
el planteamiento.

D: Se ha dado cuenta de lo del discriminante.

D: pero no ha sabido finalizar, bueno no ha sabido, o no ha tenido
tiempo.

S: Pero lo del discriminante no es que no se haya dado cuenta, es que
aqui eligié un punto arbitrario y no lo ha explicado.
D: Yo pondria 5 también. Vale. Pues ya esta.

N° EPISODIOS

SOLUCION A LA QUE SE REFIEREN

Evaluado
(Javier)

Evaluador
(David)

Evaluadora
(Sandra)

HEURISTICOS

CASOS
ESTUDIADOS

Grafica

CATEGORIAS

REPRESENTACIONES

Simbolica

Verbal

SOLUCIONES

COMPROBACION
DE SOLUCIONES

ERRORES

OTROS

CALIFICACION
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ANEXO A.2.2: Transcripcion Caso 2

N° de
episodio

TRANSCRIPCION

Marta: Yo no lo entiendo.

Manuel: Yo tampoco.

Marta: Es que lo primero que hizo si.
Manuel: Si. Igualar las ecuaciones.
Marta: Igualar las ecuaciones.
Manuel: Si. Hasta ahi lo entiendo.

Marta: Pero aqui ya no. Aqui ya me pierdo un poco. Dice que resolvemos la
ecuacion de segundo grado y, jtiene que encontrar dos valores distintos? ;Qué es
lo que significa?

Manuel: Si, pero...

Marta: Pero cuando encuentra dos valores [...] una recta. ..

Manuel: Si. Exacto.

Marta: ...que se intersecta. ;Pero como sabe que es dos veces?

Manuel: No, es que... Claro. Yo no encontré todas las soluciones.

Marta: Ah no. Yo tampoco.

Manuel: Yo hice una cosa muy sencilla pero no tiene nada que ver con esto. Yo
encontré infinitas soluciones que eran todas paralelas al eje horizontal.

Marta: Yo también. Yo me qued¢ ahi. Tt porque no te cabian mas.

Manuel: Lo digo porque este enfoque para mi no es el que... yo queria pasar por
ahi y luego generalizar. Pero no llegué a generalizar, no sé si por falta de tiempo

ol...]

Manuel: Ese se me queda un poco lejos, porque ademas no lo veo. No veo bien
que fuera eso. No me suena bien en principio pero no digo que no.

Marta: No es que... al tampoco representar nada graficamente también yo creo
que cuesta mucho mas.

Manuel: a y b son libremente con lo cual no hay ninguna restriccion, en
principio. A no ser que luego la resolucion te lleve a que haya una restriccion.
Marta: Que la a tiene que ser de esta forma, ;jno?

Manuel: Esa es la restriccion segun esta resolucion.

Marta: Si. ;Y cudl es la otra?

Manuel: Aqui hay un problema /Se estan refiriendo a la parte en que Carlos
comienza a resolver la inecuacion, planteando una ecuacion para "a", y obtiene
dos valores de "a". Algo que luego descarta.] Por ejemplo, porque si b es igual a
1, sacando el valor de a. Uno es el de a=0 y b=1. Esa es tangente.

Marta: Si. Y no la corta dos veces.

Manuel: La corta uno porque es tangente. Y la otra es 4... 4x+1... el 0 pasa por
el 5. Hombre si, corta dos veces porque...

Marta: Ah, ;pero a lo mejor detras tiene alguna condicion de la b?

Manuel: Saca lo de los intervalos.

Marta: Ah mira aqui. Cuando la b es igual a 0. No pero la 0 no nos sirve porque
en la 1 ta dijiste que cuando la b es 1, ya esta, no te da.

Manuel: No da, no da, no.

Marta: Y aqui él tiene como b si funciona.

Manuel: Si b mayor que 0, ;a vale cualquiera de estos intervalos?

Marta: Pero no, porque si b es mayor que 0 puedes coger b=1y cuando la b es
1.

Manuel: Vamos a ver como escribimos esto. Porque yo estoy bastante oxidado
con esto.

Yo pensé que iba a ser resolver problemas como los de secundaria. Pero esto ya
se me queda largo.

SOLUCION A LA QUE SE REFIEREN B CASOS
HEURISTICOS ESTUDIADOS
Evaluado Evaluadora Evaluador
(Antonio) (Marta) (Manuel)

X I

Grafica

CATEGORIAS

REPRESENTACIONES

Simbolica

v

Verbal

SOLUCIONES

COMPROBACION
DE SOLUCIONES

ERRORES

OTROS

PROBLEMA DE
FINAL ABIERTO
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N° de
episodio

10

11

TRANSCRIPCION

Marta: Bueno, encontramos por lo menos un error, ;no?
Manuel: Si, ;no? Porque el b [...] si a=0, no esta.

Marta: Si, pero ahi no esta restringiendo la a, esté restringiendo la b, y...

Manuel: Para cualquier b>1 y con a=0, todas esas rectas cortan en dos puntos
porque son todas paralelas por encima de la tangente. Y eso no esta contemplado
aqui que yo vea, ;no?

Marta: No, porque ademas. No, porque solo restringe la a en funcion de la b pero
no [...] Pero tu puedes restringir cuando la b es 0, la a te coge todo lo que t
quieras.

Manuel: Yo lo que escribiria seria lo que estamos viendo. La primera parte bien,
cuando empieza a igualar las ecuaciones de la parabola con la ecuacion de la
recta, con la ecuacion general de la recta.

Marta: Pero no comprendemos. ..

Manuel: No. Yo creo que el fallo esta aqui. En este razonamiento de aqui. Yo te
lo explico a ti y ya luego ti me dices si es verdad o estoy equivocado. Porque me
puedo equivocar yo perfectamente. Vale. Llega a una ecuacion de segundo grado
que intenta resolver. Con la formula de una ecuacion de segundo grado

Manuel: Y luego dice, de repente, dice cuando lo dentro de la raiz sea mayor que
cero habra dos soluciones. Pero no entiendo que eso tenga que ver con nada que

tenga ver... que garantice que la recta corte con la parabola.

Marta: Porque lo que dice es cuando es mayor que cero lo que se referira es que

tiene 2 soluciones.

SOLUCION A LA QUE SE REFIEREN

Evaluado
(Antonio)

X
X

Evaluadora
(Marta)

Evaluador
(Manuel)

X

HEURISTICOS

CASOS
ESTUDIADOS

Grafica

CATEGORIAS

REPRESENTACIONES

Simbolica

Verbal

SOLUCIONES

COMPROBACION
DE SOLUCIONES

ERRORES

OTROS
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N° de
episodio

TRANSCRIPCION

Marta: Pero eso es mentira. Porque si la b es 1. Ah si, tendria... a ver. Tendria
dos soluciones, si.

Manuel: Y eso te dice que corta en dos puntos. Ah vale, vale. Eso es lo que no
entendia. Vale. Corta en dos puntos si la parte de dentro [...] Entonces el calculo
se restringe a que esto sea mayor que cero y eso es lo resuelve.

Marta: Entonces. Restringe el resultado a lo que...bueno, al intentar resolver la
ecuacion. Que le sale, (no? El resultado esta restringido a que lo de dentro de la
raiz le dé mayor que cero. Mayor estricto. Mayor estricto que cero. Si, si, si, si.
Manuel: Ah vale. Ya lo entendi. Yo creo que tiene razon incluso, pero... Ahora
ya lo entiendo mas. Este intervalo [...].

Marta: Claro porque a lo mejor lo que esta es solo con eso. No, pero ¢l coge
todo.

Manuel: Si es negativo no tiene solucion. Claro, si es negativo no tiene solucion.
En este punto justo estaria diciendo... No pero, cuando solo corta un punto,
(,como resuelvo?

Marta: No porque se supone que si la raiz le esta dando positiva ya va a tener dos
soluciones. Va a estar cortando con dos puntos. Entonces lo que dice es que
cuando es cero. Supongo que eso lo que se refiere es lo que esta dentro de la raiz.
Te va a quedar positivo por aqui y por aqui.

Manuel: Si, si.

Marta: Entonces va a tener de aqui para abajo dos soluciones y de aqui para
arriba también. Entonces en todos estos nimeros va a haber solucion y va a
cortar a la parabola en dos. Entonces estaria bien, ;jno?

Manuel: A mi me haria falta escribir para saberlo. Si, realmente si, tiene logica.
Ahora que lo veo si tiene logica, pero... Y de repente, ;de donde saca el b=0?
Marta: Aqui. Porque ese es el caso.

Manuel: Ah porque solo. Ah dejo el caso. Ah vale, vale.

Marta: Hizo un caso con b=0 y otro con b>0.

Manuel: Ah vale. Ahora si. Pensé que estaba con todos.

Marta: Lo que pasa que no sé por qué no mir6 para b<0.

Manuel: No le dio tiempo.

Marta: Ah vale. Le faltaria el caso b<0.

Manuel: No pero... a depende de b y b depende de a seguramente. Pero el tema
es que vuelve a resolver como lo que tenia dentro de la raiz es una ecuacion de
segundo grado. Bueno, en realidad una inecuacion. Despeja el valor de a y le
queda en funcion de b. Y luego analiza en funcion de los valores posibles de b.
Y solo analiza un caso concreto. O sea, que en realidad cuando solo analiza el
caso b=0, es decir, a=2. Cuando b=0, que es el caso pone, ¢son cosas mias 0 a=2
y ya esta?

Marta: a=2, si.

Manuel: Y esto todo...

Marta: Ah pero, ;entonces?

Manuel: Es que claro. Vuelve atras. Vuelve atras porque aqui llega a una
conclusion. Y ahora te dice bueno ahora b=0, vale. Luego a=2. Siempre vuelve
atras. Eso es lo que no entiendo.

Marta: Pero claro, lo que creo que no tuvo en cuenta es que esto se tiene que
seguir cumpliendo. Si, si, si se cumple porque cuando la b=0 la a=2, entonces
esto tiene solucion. La cosa no es que a y b tengan solucion o cuantas soluciones
tengan a y b, sino la x que es la que te interesa que tenga dos soluciones.
Manuel: Vale. Ah vale, vale.

Marta: Aunque la b sea cero si la a te da una solucion que es... Entonces aqui
dentro te quedaria positivo. Entonces ya la x te da dos soluciones, con lo cual se
corta dos veces.

Manuel: Vale.

Marta: Lo que te interesa es que esto sea mayor que cero.

Manuel: Sigo sin verlo porque me parece un razonamiento un poco... Si, si... Si,
si lo veo porque si vuelvo atras y ahora yo muevo el b=0 esto esta al cuadrado
con lo cual la raiz se va y 4 menos a, mas menos 4 menos a, entonces 2 veces 4
menos a 6 0. X igual a cero.

Marta: No. Si te da x igual a cero, no. Solo es una solucion. Esto tiene que dar...
esto te da. No pero es aqui no te queda esto.

Manuel: Si la b es igual a cero, queda dos soluciones de x: la cero y la dos veces
4 menos a.

Marta: Pero claro, si la b es cero, la a es 2. Entonces te queda aqui 2 al cuadrado
que es 4 menos 4 es cero. Si, claro, te queda una nada mas.

Manuel: No sé. No sigo el razonamiento.

Marta: No, pero es que entonces cuando b es cero, la a es dos y entonces no se te
cumple la inecuacion. Te esta dando igual que cero. No te esta dando mayor que
cero. Y es un mayor estricto. Si él pone b cero y a 2, que es lo que te daria, lo de
dentro de la raiz se queda cero, con lo cual ya no [...] La condicion es que sea
mayor que cero, mayor estricto. Entonces ese no te vale, ese caso.

Manuel: Es que yo lo que veo es que esta con un solo caso.
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18 Manuel: ‘O sea, t y yo, la casualidad que hicimos més o menos el mismo X X E
razonamiento.
19 Manuel: Yo lo que digo es, lo que esta haciendo al estar con y=ax+b y de X 1

repente decir b es igual cero, es que esta cogiendo todas las rectas que pasan por
el (0,0). Porque se queda con y=ax.

Manuel: La parabola tiene, ta la calculaste mas o menos igual que yo, tiene una
forma mas o menos asi. En realidad lo que va a calcular es todas las rectas que
pasando por el (0,0), el haz de rectas que mas o menos vendria a ser... desde
20 aqui que esa solo tiene un corte, esa no valdria; todas las que estan en medio del X 1
haz de rectas que pasan por aqui hasta la que es tangente por aqui en algin
punto, bueno, en una asintota en realidad. ..
Marta: Pero no la toca, no tiene por qué...
Manuel: Bueno, una asintota no... juna parabola tiene asintota...? Pero bueno,
en fin... Imaginemos que si puede tocar... a lo mejor toca un punto por aqui y
sigue...Bueno, de esto no estoy seguro. Esta calculando todas estas rectas.

21 Manuel: Es un caso también muy particular y muy enrevesado para calcular X Vv
todas las rectas, asi que...

Manuel: En cualquier caso, yo le veo cosas. Que ni siquiera llega a especificar

una solucién concreta. Porque queda un poco genérico.

Marta: No, y aparte, yo por ejemplo creo que esta dando como solucion la b

igual cero y verdad no es solucion, porque ni siquiera cumple lo que él puso (o

ella).

Manuel: Si, yo supongo que es que la a... esto que acaba de obtener aqui,

cuando b es igual a 0, lo que viene a decir es que la a tiene que estar de menos

infinito hasta dos menos raiz de 8, esto debe ser... Es que yo dudo que ese

intervalo sea tan grande. Es que solo van a valer unas “as” que son las que, al

revés, las que estan aqui, llega un momento que si la a es mas pequefia no vale,

ninguna corta hasta vuelva a ser lo suficientemente grande como para que dé la
22 vuelta y este aqui . ;No sé si me entiendes lo que quiero decir? X Vv

Marta: Si.

Manuel: Todas las rectas que le van a valer y que cortan dos puntos tienen esta

forma tienen esta forma si pasan por el x cero. Asi, estas de aqui.

Marta: Exacto.

Manuel: Y eso es un rango muy concreto. Y aqui sin embargo el rango es desde

menos infinito a algo y unido de algo hacia mas infinito. No veo que esta

solucion sea posible por eso te digo.

Marta: Ya porque en verdad esta acotando desde... jeso es raiz de 8?

Manuel: 2 menos raiz de 8 a 2 més raiz de 8.

Marta: 2 mas raiz de 8 es como... 2 y pico. 2... no, un poquito mas. Es 2 raiz de

2, cuatro, cuatro y un poquito.

Manuel: No lo veo. Hay algo ahi raro que a mi me hace ver que eso no puede ser

solucion. O sea, que no solo que no... es que se fije al menos un rango de... Es

decir, hay casos en que se puede dar infinitas soluciones sencillas.

Marta: Exacto. Y esas no estan.

Manuel: Y estas no estan.

23 Manuel: Y el caso que intenta hacer, que es un caso concreto. Igual que nosotros X X X Vv
intentamos solucionar primero este para... No llega...
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N° de
episodio

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

TRANSCRIPCION

Marta: Es que si lo dibujas creo que es el mas visual el de todas las paralelas.
Manuel: Yo es que no me sentia capaz tampoco de resolverlo de otra forma pero
claro. Esto no veo yo que resuelva.

Manuel: Yo pondria eso. Que como... Si tuviera que evaluar la resolucion del
problema como si fuera un alumno diria que empez6 bien

Manuel: Pero se perdio en los calculos genéricos al intentar usar todas las
funciones...

Marta: Sobre todo yo creo que a partir de aqui. Una vez pone esto creo que se
pierde un poco...

Manuel: Si hubiera intentado detallar con palabras qué estaba haciendo, que
estaba intentando... podriamos seguir el razonamiento. Pero hay un momento
que yo no puedo seguirlo y no sé por qué hace las cosas que hace.

Marta: Entonces, una vez resuelve la inecuacion y despeja el valor de a, que le
queda en funcion de b. Luego intenta calcular... bueno, o...

Manuel: Seguir estudiando, por casos, en funcion de los valores que puede
asignarle a b. Eso es lo que intenta. Y se queda en el primero.

Marta: Pero es que, por ejemplo, calcula para b igual 0. Pero no se da cuenta que
la b=0 no cumple la inecuacion.

Manuel: Claro, es que aqui... Porque si llegas hasta aqui mas o menos bien, si b
es igual a cero...

Marta: Es que yo creo que luego ¢l no comprueba cuando la b es cero.
Manuel: No, no, no sé. No sé¢ como, ni cuando procedia...

Marta: Es que, ademas, cuando la b es 0, esto te queda 5 por 20. Y esto te va a
quedar negativo, ni siquiera se puede hacer. Porque 5 por 4 es 20 y 4 menos 2 es
2, 2 al cuadrado es 4, menos 20 te queda negativo. Esto no tiene solucion.
Manuel: Si, si. Se equivoca en un paso ahi. Y de todas formas...

Marta: Y luego el siguiente caso que es b>0.

Manuel: Ah. Es verdad que también lo estudia. No me habia dado cuenta. Es que
lo ve en funcion de b dice cuando a esta entre menos infinito y 2 menos 2raiz de
2, como si le valiera cualquier b y cualquier b no vale.

Marta: Exacto. Y no esta viendo que cumpla la inecuacion al final. Creo que se
centra en ver si b es positivo o negativo, pero no que cumpla la inecuacion.

Marta: Pero ¢hay que ponerle una nota o algo?

Manuel: No, no, no. No es corregir, ;no? Documento para coevaluacion. Bueno,
en principio yo no lo evaluaria porque tampoco s¢ sobre qué lo tengo que
evaluar, si hay que ponerle una nota, si hay que poner mas o menos iba bien...

Marta: A ver, en verdad iba bien. Es una idea que a mi, por ejemplo, no se me
ocurrid.

Manuel: Yo creo que empieza. .. lo aborda de la manera mas compleja posible
para intentar solucionar y tener todas las soluciones. Ya ese procedimiento no es
correcto.

Marta: Y en verdad no te dice que encuentres todas. Te dice que encuentras
ecuaciones de la recta.

Manuel: Ecuaciones de rectas. .. con dos ya seria suficiente. Fue lo primero que
pensé.
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ANEXO A.2.3: Transcripcion Caso 3

N de
episodio

10

TRANSCRIPCION

F: Corregimos, ;jno?

S: Encontré una solucion general.

F: Pues si. ¢Las encontré todas?

S: Llego hasta aqui y luego dio dos particulares.

S:Y luego aqui simplemente lo comprueba, ¢no? ;O estas son
distintas? No, vale, estd comprobando que las que habia dado...

F: Tienen dos soluciones. Vale. Quizas ni siquiera hacia falta, pero
vale. Esta bien.

S: Si, si. Realmente, esta bien que lo compruebe, pero...

F: ;Qué ponemos? ;Que esta perfecto y ya esta?

7]

: A ver, encontro lo que se le pedia.

w

Se pedia que encontrara ecuaciones de rectas.

7]

: Ah vale, primero encuentra una solucion general.

: Pues, ya, ;no?
Si.
“Evalua”. No hay que calificar ni nada, ;no? Pues ya estaria.

e

S: Bueno, espérate. ;Has comprobado que esto esté correcto
realmente? A la vista salta que esta bien, pero...

F: Si. Porque esta cogiendo simplemente el discriminante. Mira a ver
cuando es mayor que cero. Es que lo hizo super bien.

F: Quizas podia haber seguido incluso con lo general.

S: ;Como que haber seguido con lo general? ;Por qué?

F: Ah, no, no. Lo general hubiese sido que se hubiera quedado aqui.
S: Por eso. Podria haberlo dejado en lo general, porque asi habria
encontrado...

F: Todo.

F: Pero dio dos casos particulares.

F: Pues ya esta.
S: Si, ¢no? Perfecto.
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ANEXO A.2.4: Transcripcion Caso 4

N° episodio

SOLUCION A LA QUE SE REFIEREN

i Evaluada

TRANSCRIPCION (Maite)
Z: Tenemos que evaluar la resolucion del problema y argumentarlo.
Z: Entonces, lo que encontramos en este problema primero es que X
representa la pardbola graficamente.
Z: Yo creo que es para ver los puntos a los que pertenece la parabola,
¢no? Porque es aqui lo que pone. X
M: Si.
M:Y después hace una tabla de coordenadas y le da varios valores a
la x y después va calculando los valores que tiene y en esta parabola.
M: Y escribe la ecuacion de una recta en general. X
Z: Esta parte yo creo que esta bien, ;no? Porque asi va sacando puntos
de la pardbola que puede utilizar para luego la interseccion, luego X
poder coger varios puntos.
M: Si.

M: A lo mejor en la representacion indicar los valores, porque

representa la parabola, pero no dice qué valor tiene cada eje y, a lo

mejor, eso puede crear confusion. O sea, aqui, donde corta, indicar el

valor numérico. X
Z: Vale, a cual pertenece, pero bueno, aqui mas o menos, como puso

la escala. Puede ser, pero bueno, tienes razon porque al final nunca

sabes si va de uno en uno o lo toma de cinco en cinco... Porque es

verdad que aqui empieza en cinco, pero supongo que sera este.

M: Si, se supone.

Z: Vale. Entones, lo que hizo fue coger dos puntos, calculados
anteriormente, y calcular la recta que pasa por (0,5) y por (1, 10), con
la forma general de una recta. Yo creo que hasta aqui esta todo bien,
¢no?Y ya calcula una recta que pasa por dos puntos de la parabola.
M: Después toma otros dos valores, un punto de la recta anterior y
otro nuevo punto y hace lo mismo. Sustituye en la ecuacion de la recta
general y después calcula los valores que ¢l llamo, o ella llamo, m y n. X
También estan bien, porque es lo mismo anterior.

Z: Hombre... Yo no he mirado si los calculos estan bien, pero bueno
si, el n es 5y aqui el m seria 12 entre 2, 6. Si, exacto. Y hace lo
mismo, pero con otros dos puntos diferentes. Aqui lo que esta
haciendo es coger diferentes puntos. El primero siempre lo coge, lo
que luego va variando con el resto de puntos y calculando diferentes
rectas que pasen por esos dos puntos.

M:Y después, al final, escribe las tres rectas que ha calculado
anteriormente

M: y nos indica que son rectas que cortan a la parabola por el punto

(0,5), que es el comun, y otros que ha tomado.

Z: Vale, y por detras, “y=mx con m>5 también serian rectas que

cortan a la parabola por dos puntos™. Porque en todos les da mx, lam X
va variando, como en los casos anteriores, y el 5 es lo que se queda...

“a la parabola por dos puntos siendo uno de ellos...” En realidad, lo

que esta concluyendo aqui es que una vez que fija un punto, si va

variando el resto, siempre le va a quedar esta forma, ;no?

M: Si. O sea, lo que ha hecho es calcular todas las rectas que pasan X
por el (0,5) y otro punto de la parabola.
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N° episodio

20

21

22

23

24

25

26

TRANSCRIPCION

M: Pero, no sé, aqui lo ha hecho con tres rectas, a lo mejor eso no se
da para toda recta que pase por ese punto. A lo mejor verlo por
induccion o comprobarlo un poco més.

Z: Faltaria comprobarlo. Claro, tu dices que, con tres casos, €so no
implica que se d¢ para todos.

M: Es la idea que nos da, pero comprobarlo de otra manera.

Z: Si, le faltaria a lo mejor eso.

Z: Pero después dice “la recta y=mx+5 cumple que pasa por el (0,5)”.
Vale, hasta ahi de acuerdo.

Z: Pero tampoco demuestra que los otros puntos verifican esta
ecuacion. Entonces yo creo que ahi también faltaria esa parte. Porque
tl realmente lo que quieres es que se corten en dos puntos. Entonces,
también se tiene que verificar que el otro punto dé la igualdad.

M: Claro. Aqui lo que ha hecho es que lo ha hecho con un punto fijo, no con
todo en general. Es decir, no ha dado una ecuacion de cualquier recta que
pase por dos puntos que intersecte a la parabola.

Z: Exacto. Si. O sea, que habria que definirlo de una forma mas general.

Z: Hombre, no me queda claro, si con el enunciado lo que te pide es una
forma general de todas las rectas o especificar alguna en concreto.

Z: Aqui, si se refiere a especificar, y creo que el procedimiento esta bien.

Z: Pero le faltaria esto del final. Comprobar que es cierto esto, lo de que
todas las rectas de la forma y=mx+5 y que cumplen los otros puntos también
esta recta, ;no?

M: Yo también creo que, si el enunciado se refiere, porque a mi no me
quedd muy claro, a encontrar ecuaciones de algunas rectas.

M: Entonces estaria perfecto, porque ha encontrado.
M: El enunciado no nos especifica ni cuantos, ni en qué puntos.

M: Entonces estaria perfecto, porque ha encontrado tres rectas que
intersectan a la parabola en dos puntos.

M: Entonces, si nos limitamos a eso, para mi estaria perfecto, sin ver el
ultimo razonamiento que es lo que estamos discutiendo.

Z: En ese caso, yo también estoy de acuerdo, que el ejercicio estaria bien si
se refiere a eso.

Z: O sea, el objetivo del problema lo ha cumplido. Ya dio diferentes
ecuaciones que pasan por puntos que cortan la parabola.

Z: Pero al final, lo que pone, su conclusion, que dice que la recta que
comenta aqui justifica solamente que pasa por el (0,5) pero no justifica que
pase por los otros puntos. Eso yo lo veo que esta a medias. Porque queremos
que pase

M: Que pase por dos puntos de la parabola que nosotros tenemos.

Z: Hombre, es verdad, que tampoco mucho tiempo dio.

Z: Esta bastante bien con respecto a lo que ha hecho.
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N° episodio

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

TRANSCRIPCION

M: Esta diciendo que pasa por (0,5), pero puede pasar por (0,5) y por
cualquier otro punto del plano, en este caso, que no tiene por qué estar
dentro de la parabola. Es decir, aqui ha demostrado que esta recta pasa por
(0,5), pero la recta puede pasar por (0,5) y no pasar por ningun otro punto de
la parabola. Como vemos en el dibujo que ha hecho, puede pasar por (0,5) y
después tocar cualquier punto del plano y no tiene por qué estar en esa
parabola.

M: Entonces, yo creo, que el primer razonamiento esta perfecto, como
dijimos ahi. Pero después ya, el razonamiento que hace general no seria
correcto en este caso.

Z: Si, como que se queda un poco corto.

M: Si, porque aqui solo esta demostrando que pasa por un punto de la
parabola.

M: Yo me quedaria con el primer razonamiento y ya lo hubiese terminado.
Podemos poner como conclusion que, si se hubiese limitado a escribir solo
la primera parte, es decir, a calcular las tres primeras rectas, estaria bien.
Pero después, con la vuelta que le da [...]

M: [...] nos crea la duda de si ha entendido bien el problema.
Z: Yo creo que si lo ha entendido

Z: El problema es que llega a una conclusion muy genérica sin demostrarlo.

M: Claro, pero como aqui pone “son rectas que cortan la parabola por el
punto (0,5) y otros”. No especifica si esta o no esta en la parabola. Entonces,
a lo mejor ahi, como que se le olvidé un poco, ;sabes?

Z: Ah vale. Pero yo creo que eso se refiere a que no ha sido concreto en ese
caso, le falta un poco de concrecion a la hora de las conclusiones.

M: Claro, es que pasa por uno de la parabola, pero no tiene por qué pasar
por otro de la parabola.

Z: Yo creo que si se referiria, pero como no se especifica, yo creo que es
eso, que le falta concretar mas.

M: Con lo que hizo, nosotras no podemos asegurar que esta recta pase por
dos puntos de la parabola porque la recta puede ser asi (no sabemos como
sitha la recta) y verifica la ecuacion a la que ha llegado.

Z: Claro, pero asi si la ha cogido. En realidad, seria cuando es asi, ;no? Que
si puede pasar... Claro, aqui cuando es mx+5...

M: No tiene por qué pasar por dos puntos de la pardbola. Porque puede ser
esto asi (toma algin material para representar la recta).

Z: Claro, pero asi también siempre llegaria a cortar porque la pardbola
también se alarga.

M: Pero a lo mejor, si esta muy inclinada, asi. ¢Sabes lo que te quiero decir?
Z: Que no llega.

Z: Claro, yo creo que para eso se necesitaria un poco mas de tiempo para
poder llegar hasta ahi. Con el tiempo que se ha tenido para resolver la tarea,
esta bien hecho.

Z: Es verdad que para llegar a una forma general y demostrarlo relamente,
que se verifica para todos los puntos que contenga la parabola, a lo mejor si
seria mejor.
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ANEXO A.2.5: Transcripcion Caso 5

N° de
espisodio

1

TRANSCRIPCION

A: A'milo que me llama la atencion es que ella solo busca una recta,
no buscd mas.

A: Yo pensé que habia que buscarlas todas.

A: E intent6 dibujar la pardbola y encontrar una casi que a ojo.

J: Si, o sea, escribio la ecuacion de la pardbola. Tomo dos puntos y,
mediante la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos hall6 esa
recta. Entonces, claro, asi te aseguras de que corta por dos puntos.

J: Pero claro, solo da una recta.

J: Porque claro, el enunciado pone “encontrar ecuaciones de rectas”.
A: Es que el enunciado se puede malinterpretar, lo hagas como lo
hagas. Y si es “ecuaciones de rectas”, ;cuantas habia que encontrar
para que esto estuviera bien y cuantas no?

J: Claro, ahi esta la duda.

A: (Una vale?

J: Entonces no le podemos decir que esta mal, porque ha encontrado
una, al menos.

J:'Y, bueno, en la segunda parte lo que nos comenta el alumno o la
alumna, nos dice que toma “cualquiera otros dos valores de”, la
parabola, me imagino, no lo especifica bien. Y dice, bueno, la recta
que pasa por esos dos puntos.

A: Esta parte no la entiendo muy bien. ;Sac6 dos puntos, los uni6 y
creo la recta?

J: Claro. Sacé dos puntos que pertenecen a la parabola.

A: Vale, si. Cre6 la recta con los puntos.

J:Si

A: ;Un punto y el vector director? Es que no, ;es otro método? Es
que no lo entiendo.

J: No, no. Al igual que el primero

J: Lo que pasa es que dice, bueno, pues tomo cualquier punto de la
parabola y la recta que pasa, bueno toma dos puntos de la parabola, y
la recta que pasa por esos dos puntos. Es decir, el alumno o la alumna
lo explica [...]

J: Pero no da la ecuacion de la recta que pasa por esos puntos.

A: No, pero yo entiendo que aqui tomoé x=0, y=5, x=1, y=10. Aqui
busco la recta que pasara por -1 y 0. Exacto. Lo unico que cambio el
método y lo hizo geométricamente con un punto y un...

J: No, no. Hace lo mismo en los dos.

A: Si, pero esta lo hace como analiticamente, ;no? Ah no, que no
habia visto que también lo habia con vectores. Si, si, que es
geométrica. Solo cambio lo valores de x. Aqui cogié una que pasara
por 0y 1y aqui una que pasara por -1y 0.

J: O sea, toma dos puntos: el (0,5) y el (1,10) y hace tal... Y luego
aqui, por ejemplo, cogio el (-1,2) y el (0,5) y esa otra recta.

J: De esa manera, encuentras todas las rectas, se supone.

A: (Que pasan por esos puntos?

J: Todas las rectas que pasan por la parabola si haces esto de manera
infinita.
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N° de
espisodio

13

14

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

SOLUCION A LA QUE SE REFIEREN

Evaluada
TRANSCRIPCION (Moénica)

X

J: Pero, claro, no esta dando la expresion.

J: Eso si que lo pone en el enunciado, ¢no? La ecuacion de la recta
tenga dos puntos de interseccion con la parabola.

A: No, las tiene aqui. Una. X
J: Claro, aqui da una.

J: Pero cuando dice, bueno, buscamos la recta que pasa por
estos dos puntos y ya esta. Da al lector la idea de como X
encontrar rectas. O sea, me parece curioso. Me parece bien.

J: Pero, no pone la ecuacion.
A: Claro, y la pregunta es: ;el ejercicio pedia esto?, ;pedia todas?
A: Tenemos que evaluarlo, se supone. ;Qué le pones?, jun 5?

J: A ver, yo no supe terminar de hacerlo.
A: Yo tampoco lo acabé.

A: Pero hice otra cosa.

=

J: O sea, encontr6 una, ;no?

J: Asi que, més o menos... E1 5 lo tiene. X
A: Vale, si.
J:Y luego, la idea de hacer lo mismo muchas veces, esta bien en el X

sentido de que visualmente te puedes hacer la idea de todas las rectas
que pasan.

J: Pero es que no da la ecuacion.

A: Es imposible. Es pegarte toda la vida ahi. X
J: Es imposible. Es decir, no caracteriza a las rectas que intersectan

dos veces la parabola. Sino solo da ejemplos. Y puedes dar infinitos

ejemplos pero no las estas dando todas.

A: (Y atieso te parece para ponerle un 5? Si el ejercicio fuera

encontrar la solucion general, ¢t le pondrias un 5 a un alumno por

esto? Yo no. X
J: (Tu le pondrias menos?

A: Si.

J: ;Pondrias menos?

A: Si fuera encontrar la general.

A: Pero el problema es que no sé lo que pide el ejercicio.

A: Estamos evaluando sin saber qué hay que hacer. Sin nosotros
haberlo hecho.

J: No sé lo que haria yo.

A: Porque si el gjercicio lo pongo yo y sé a lo que tienen que llegar,
me es mas facil evaluarlo. Si llega hasta un sitio, hago tal... Si hacen
otra cosa, pues depende de lo que consideres, es que no sé.

A: Es que el método lo ha hecho bien. Mas que sea ha hecho algo, X
como tu dices.

CATEGORIAS

CASOS REPRESENTACIONES SOLUCIONES COMPROBACION ERRORES OTROS

HEURISTICOS  poripiapos DE SOLUCIONES

Evaluador Evaluador

(Antonio) (Javier) Gréfica Simboélica Verbal
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N° de
espisodio

30

31

32

33

34

TRANSCRIPCION

A:Un 5 venga, un 5 si.
J: Yo le pondria el 5.
A: (Le pondrias mas?
J: No.

J:Y yo a mi mismo tampoco me pondria més. Para mi el 10 es
encontrar la caracterizacion de todas las rectas y pondria 8 o 7 a gente
que se quedase cerca, jsabes?

A: Si, que hubiera fallado el caso b menor que... bueno alguno de los
casos.

J: Si.

A: A mi por los menos me dependia del valor de b. Lo hice con la
raiz, la raiz tenia que ser mayor que cero.

J: Exacto. Que por lo menos llegaste a algo de eso. Pero con eso no
bastaba porque te daban rectas tangentes.

A: Si, claro. Por eso puse mayor estricto que cero.

J: Si esa persona hubiese hecho eso, yo le pondria mas. Pero es que,
realmente, ha encontrado una y te da indicaciones de “todas las que ta
quieras...” pero no...

A: Es que se pueden coger infinitos puntos, eso no tiene gracia, no sé.

J: Yo le pondria el 5. jEstas de acuerdo conmigo?
A: Venga, si.

N° EPISODIOS

SOLUCION A LA QUE SE REFIEREN

Evaluada
(Monica)

X

Evaluador
(Antonio)

Evaluador
(Javier)
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ANEXO A.2.6: Transcripcion Caso 6

N°de
episodio

TRANSCRIPCION

Y: Primero crea una representacion grafica que esta bien hecha

Y: Y ahora “queremos dos rectas con dos puntos de
interseccion con la parabola”

Y:Y pone dos ejemplos de rectas.
J: Si. Pone una recta, tal... Y otra que pasa por el punto 5,

J: sera esta.

Y: A ver yo creo que es esta y esta, que pasan muy recto con la
paréabola.

J: Exacto. (0,5) y (1,10).

Y: Bueno, a ver. Pone dos ejemplos que estan bien.

J: Pues en primer lugar la gréafica bien dibujada.
Y: Si, eso es un buen punto.

J: Bueno, cosas que faltan.
Y: Luego la solucion general.
J: (Coémo que solucion general?

Y: Claro, te pide que des la ecuacion de unas rectas que
satisfagan esto...
J: O sea, de todas las rectas generales

Y: Claro, esta coincide en dos puntos, esta también coincide en
dos puntos. Pero no da la ecuacion general. No da las que
cortan..., porque esta también corta en dos puntos.

J: Si, son como dos ejemplos pero no de la solucion general.

Y: (Qué mas? Yo pondria que no relaciona la parabola con las
rectas. Porque podria haber dibujado mas tipos de rectas, o algo
asi. Entonces no hay relacion entre una y otras.

Y: {Qué mas podria faltar? No hace uso de la ecuacion de la
parabola para nada.
J: Bueno, la usa aqui, para calcular los puntos.

Y: (Qué mas?

J: Bueno, a parte de lo positivo, yo diria que es bastante claro.
Que no se pierde, que no escribe en diferentes sitios lo
mismo,...

Y: Si, bien redactado. [Escribe el cuarto punto].

Y: Porque es verdad que, ademas esta limpio.

J: Si, eso es bastante importante.

J: Las dos rectas que dibujo, las dibujo bien porque diferencio
los colores. Estan verde y rojo. No escribe todo con un mismo
lapiz.

Y: Si, que con eso se evalia mucho mas rapido el ejercicio.

J: Podemos poner que solo hace uso de la representacion
grafica para la busqueda de soluciones, que no hace un
calculo...

SOLUCION A LA QUE SE REFIEREN

Evaluada
(Yaiza)

X

Evaluadora
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Evaluadora
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N°de
episodio

16

20

21

22

23

24

25

26

27

28

TRANSCRIPCION

Y: Tampoco plantea ninglin método para encontrar la solucion
general.

J: Bueno, es una resolucion visual.

J: Pero aqui si esta diciendo que tiene que dar dos rectas con
dos puntos de interseccion, realmente no necesita mas.

Y: Claro, a lo mejor no entendid bien el enunciado. Porque
mira lo que has dicho, quiere DOS rectas con dos puntos de
interseccion.

J: Claro, no te ha puesto dos ecuaciones.

Y: [Escribe el ultimo punto] Claro, yo no me habia dado cuenta
de que no es que no siguiera con el problema sino que es que lo
daba por terminado

J: Entonces el planteamiento esta bien [...]. O sea, lo que hizo
esta bien.

J: [...] pero le faltan cosas.
Y: A lo mejor le faltaria argumentar por qué son estas dos
rectas.

J: Es visual.

Y: Pero no lo justifica.

J: Si, pero jcomo lo justificarias?

Y: Poniendo, por ejemplo, que si este es el punto minimo de la
recta, una recta horizontal tiene que ser mayor que este punto
que corresponda, o algo asi.

J: Pero realmente no es necesario. Aqui solamente dicen
encontrar las rectas, no dicen argumenta por qué son estas. En
este apartado yo no, aqui solo te pide las rectas y dice que es
una recta que intersecciona en los puntos...

Y: E indica los puntos que interseccion. Vale.

J: Es minimo como argumentacion, pero es. No sé, yo no diria
mucho mas.

Y: Yo tampoco diria mucho mas. Claro, si ya ha entendido mal
el enunciado.

Y: el ejercicio lo ha hecho bien, de forma limpia y coherente,
indicando todos los puntos.

Y: Pero claro, no era eso lo que le pedia.

J: Dio dos puntos, ;no?.

Y: Si, si. dos rectas y dos puntos.

J: También puso los puntos de interseccion y las dibujo.
Y: El ejercicio si esta bien.

N° EPISODIOS

SOLUCION A LA QUE SE REFIEREN

Evaluada
(Yaiza)

X

X

Evaluadora
(Judith)

Evaluadora
(Yurena)

X
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ANEXO A.2.7: Transcripcion Caso 7

N° episodios

TRANSCRIPCION

Y: A ver, puso la ecuacion de segundo grado y luego puso y=0, ;jno?

M: Si. Es que no sé muy bien qué hizo.

Y: Aqui puso ya la ecuacion pero sustituida.

M: ¢(Por qué puso 3?

Y: [...] Dice, cuando la y es igual 2. Cuando la y es igual a 3, la x tiene que ser estos
dos puntos.

M: Si, pero todo esto anterior ;para qué lo puso?

Y: Primero puso la y=2, la y=0y luego... Vale, puso la y=0 y luego resolvié esto para
ver cuando la y es igual a 0 en qué punto esta la x.

M: Si, claro, pero no me cuadra este tres. Deberia haber un 5.

Y: Se equivoco. Claro, los dos puntos de interseccion que obtuvo estan mal. Creo yo.
M: Si, si, por eso.

Y: Porque ademas la parabola en x no cortaba. En el y cortaba en 5.
M: (Enel y?
Y: En el y cortaba en el 5, o sea, que no cortaba en el cero. Y la x no tenia nada.

M: Vale, y entonces aqui.
Y: Y aqui puso un 1.
M: Vale, ya lo entiendo. A ver, pasé el 2 para aqui y lo resto.

M: Entonces el cero no vale.

Y: Ah, vale, vale. Y entonces aqui, cuando es tres, lo paso para aqui... Para resolverlo
por la ecuacion. Y hallé los dos puntos. Pero espera, ;jpor qué le dio eso 2 y esto 2y te
pone el 4?... Pero, ;como llega llegd aqui? O sea, ;jpara qué necesitaba lo anterior?
M: No sé, yo creo que fue probando, diciendo, tiene dos puntos de corte, tiene dos
puntos de corte...

Y: Es que a mi esto me parece que lo hizo para hacerse una idea de algo, pero luego
aqui es donde realmente esta. ..

Y: Pero no me explica como llego a esta ecuacion y a esta ecuacion.

M: No, esta dice que no

Y: Vale, te dice que no. Bueno a esta y a esta.

M: Esta tiene dos puntos de interseccion, y=4x.

Y: Porque le dio esto. Pero porque le vendria la inspiracion divina puso 4x aqui y aqui
esto. Entiendo, vamos...

M: Si.

Y: Y luego lo que siempre hace de pasar el 4x para el otro lado, se le va, le queda esto
y aqui le da dos puntos.

Y: Es que no sé en qué se baso para coger y=4x. Y aqui mas de lo mismo. Aqui puso
esta ecuacion, que no sé de donde le vino la idea,

Y: Igual6 la recta con la parabola, despejo la x y se quedé tan ancho, jno? Pero, ;este
punto y este punto estan en la parabola? Eso es lo que no se sabe.

Y: Yo no sé¢ como evaluar. No sé si poner esta bien o esta mal, o describir lo que la
persona esta haciendo. Pero es que a eso no le veo sentido, no?

SOLUCION A LA QUE SE REFIEREN
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N° episodios

20

21

22

23
24

25

26

27

TRANSCRIPCION

M: Te esta diciendo: esta recta no corta, esta recta no corta, esta recta no corta. O sea,
todas las que van asi, no cortan. Vale, genial.

Y: No, pero ¢l empieza en el y=2. Bueno, eso es lo que estamos entendiendo nosotras
porque pone y=3, y=4 y ya esta. Luego, esta no corta, porque cogio una recta
cualquiera. En esta digo existen dos puntos, y en esta digo existen otros dos puntos y en
esta, por ejemplo, digo pues no existe ningtin punto. Esta bien, en principio esta bien.

Y: A lo mejor el procedimiento que empled es un poco al azar.

Y: Pero la solucion esta bien.
M: Hecho esta.

Y: Y no es que lo pusiera en plan porque le diera la gana, sino que... [...] El
procedimiento parece coherente. Le vinieron sus ideas, lo fue haciendo. Utiliz6 el
método de probar valores un poco. Escogio rectas y las compar6, hizo una interseccion
con la parabola.

M: Es que dice evalua
Y: Ya y nosotras no estamos evaluando, estamos describiendo. No sé como evaluar.

Y: Pero, bueno, si quieres nombrar que encontr6 un caso que no se cumplia

Y: yo veo que el procedimiento es correcto

Y: y la solucion también.

Y: Y por tanto, ¢tiene un 10?

Y: ;Hay que poner nota?

M: No sé. ;Preguntamos?

Y: No sé. No te va decir, porque quieren ver lo que nosotros entendemos por evaluar, a
lo mejor, o algo asi. No sé, no sé si hay que ponerle nota o no.

M: Bueno, pues que esta aprobado.

Y: Si, esté bien resuelto.

Y: y es lo que se pedia.

Y: La verdad que deberia ir explicando los pasos que va haciendo. Porque hemos
tenido que descifrar un poco por qué va haciendo ciertas cosas. Excepto esta parte que
debe mejorar.

Y: esta aprobado

N° EPISODIOS

SOLUCION A LA QUE SE REFIEREN

Evaluada
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XXX X
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ANEXO A.2.8: Transcripcion Caso 8

N°de
espisodio

1

SOLUCION EN LA QUE SE ESTAN FIJANDO

TRANSCRIPCION

Evaluado
(Manuel)

X

Y: En primer lugar hace lo de las rectas paralelas al eje x.

X

V: Si. Hizo la derivada para calcular...

Y: Si, si hacemos la grafica de la parabola, se calcula el vértice que seria el (-2,1) y [...]

Y: [...] se puede ver que todas las rectas
V: Con a mayor que 1 tendrian dos puntos de corte.

V: Pero claro, luego hay que ver las que son oblicuas. Y para eso lo que hizo...

Y: Analizando dos puntos cualquiera. Yo no sé¢ lo que pone ahi.

XX} X

'V: Primero estudia las rectas que pasan por el vértice y luego...
Y: Me perdi...

V: Todas las rectas asi, todo el haz de rectas que pasan por este punto...

Y: (Cortarian en dos?

V: Cortarian en dos, salvo la y=1 que es totalmente...

Y: Que cortaria en un punto.

V: Claro, que solo corta en el vértice. Vale, y obviamente la x=2 porque también,
porque justo es la tangente.

Y: Si, habria dos rectas que cortan en un punto que serian la del eje X y la del eje Y.

V: Exacto, y luego todas las demas. ..

Y:Y ya esta, no puso la en general. La primera parte esta bien razonada. Pero claro, por
ejemplo, aqui puso lo del haz de rectas y no dijo, por ejemplo, ¢se puede calcular el haz
de rectas?

V: Pero yo no termino de entender lo del haz de rectas. Porque t tienes la parabola
asi...

Y: El haz de rectas serian todas las que pasan por el punto ese.

V: Si, con cualquier pendiente. Pero es que, la parabola no tiende a un circulo.

Y: (Y qué?

V: Una recta que esté muy muy pegada a x=-2. Que sea practicamente recta, pero no
recta del todo.

Y: Si, pero es que desde que cambie un poco, asi por ejemplo y pase por aqui, vamos a
hacerla superpequeilita, esta recta va a seguir y va seguir y va a tocarla. X
V: Vale, si, y en algun punto superarriba la va a tocar.

Y: Pero va a tocarla. El tinico que sabes que, como tii dices, que como no tiene una
forma como una circunferencia, justo la que va vertical no va a tocarla. Pero la otra
siempre se va cambar y se va seguir cambando y en algiin momento va a llegar.
Supongo.

V: Si, claro. Con una minima inclinacién, porque esto sigue y sigue y sigue...

Y: Si pero también se va alejando, ¢sabes?

V: No, pero yo creo que si. Esto va teniendo asi y esto asi.

Y: Si la otra va a llegar a ser constante, bueno constante no, sino que va a tener menos
inclinacion, es decir, se va a acercar.

V: Exacto.

Y: Lo unico que... Si, lo del haz tiene sentido, pero esta persona...

'V: Si, a ver, el haz de rectas no esta calculado.

Y: Si, claro. Y lo que no entiendo es lo ultimo.

(Leen)

Y: A ver, el argumento si ayuda. Pero yo creo que tiene una formula el haz de rectas, a
mi me suena, y con esa formula realmente si tendria todas las rectas.

V: Pero, claro, todas las rectas que pasan por este punto.

Y: Y de todas formas, podemos hacer todas las rectas que pasan por este punto. Ta
tienes la formula y pasa por aqui.

V: y=ax+b y quieres que pase por el punto (-2,1). Entonces, esto quieres que sea igual a

Y: O sea, tendriamos una relacion entre las variables.
V: Si, puede que si.
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N°de
espisodio

TRANSCRIPCION

V: Pero luego si lo generalizas a todos los puntos de la parabola, por ejemplo, este.
Y: (Como que si lo...?
: Porque esto es solamente el haz de rectas que pasa por el vértice.
Y: Pero ya sabemos que van a tocar con la parabola. Ah ti dice encontrar otra. ..
V: En plan, con los demas puntos, encontrar una manera genérica de ponerlo.
Y: Pero si encontramos esta relacion y la sustituimos en la... ;no?
V: Yo digo hacer el mismo razonamiento pero para otro punto genérico de la parabola.
Entonces, si cogemos este punto hacia la izquierda del vértice. En este caso, la recta
perpendicular que pasa por el punto, si tocaria, entonces la inica que no toca en la
tangente. Entonces, el razonamiento seria exactamente igual a este haz de rectas, pero
en lugar de quitar dos rectas...
Y: Pero la tangente seria esta, pero hay otra recta que no toca, una que vaya asi.
V: Ah si, para arriba. En plan, perpendicular al eje X y que pase por el punto. Claro,
todas las rectas perpendiculares al eje X que pasen por el punto elegido...
Y: No van a tocar...
V:'Y, ademas, las tangentes. Vale, vale, si es el mismo razonamiento. Entonces si se
puede generalizar ese razonamiento para cualquier punto de la parabola.
Y: (Coge un papel para escribir)
V: Intenta ver... -2at+b

1 b=1+2a
‘ale. Entonces todas las rectas que tengan que la segunda parte...
sea, que las rectas serian de la forma realmente...
: y=ax+1+2ay esto lo puedes poner...
sto es lo mismo que y=... No, no, es mejor asi
V: Claro, porque asi tienes la parte que depende de x y la que no depende de x.
Entonces, por ejemplo, si cogemos la recta y=2x, entonces la segunda parte seria +2 por
24 mas 5.Y esta recta, la pardbola era, tenias esto, el minimo era aqui en el (-2,1). Y
esto iba asi. Y entonces tu tienes la recta cuando x vale o, la y vale 5.
Y: Pero eso solo daria una. Ah es un ejemplo, vale.
V: Este punto, en la parabola, ;donde esta la parabola? Cuando la x vale cero, la y vle
5, justo es el mismo punto. Y pasa por el... No
Y: Si, porque esta relacion de esto, entonces tiene que pasar por el...
V: Ah vale. Entonces seria algo asi y, efectivamente, pasa por el (0,5) y el vértice.

Y: Vale, entonces tendriamos que ver... Evalia la resolucion del problema. A ver, yo
creo que esta bien planteado y es una forma buena de verlo.
V: Si, porque es eso, el final lo generalizas de esta manera.

V: Yo creo que, simplemente, le faltaria poner...
Y: Calcular el haz de rectas o...
V: Si, o la relacion esta que hemos llegado. ..

V: Pero claro esto es para cada punto. Sabiendo que la recta es y=ax-+b y quieres que
pase...

Y: Claro es que hay mas rectas. Es lo que dices t0, que si lo haces en cualquier otro
punto, también pasaria esto con el haz de rectas.

V: Pero claro, si simplemente, al punto lo llamamos. Tu tienes la recta y=ax+b y
llamamos un punto P=(x0,y0) y queremos el haz de rectas que pasen por aqui.
Entonces, simplemente, sustituimos. Entonces te queda x0 por a + b = y0. Entonces
esto lo puedes hacer para cualquier punto. Y entonces esto lo sustituyes por el punto
que tu quieras. Pero luego... Es que estoy pensando si habria algin caso distinto de
este.

Y: Si, ta quieres decir que aqui, estas todas lo cumplirian. Pero...

V: Efectivamente. Sabemos que si cogemos cualquier punto de la parabola, tenemos el
haz de rectas menos la recta. ..

Y: No, no hay més, porque estos van a crear todas las rectas posibles asi y en todos los
puntos de la parabola, es decir, no puede haber otro punto que no pase por uno de ellos.
V: Claro, porque tu haces esta recta y luego este punto va a generar la misma recta que
este.

Y: Exacto, siempre va a haber una que lo toque, porque si se intersecta tiene que tocar
un punto y ese punto va a generar todas las rectas posibles.

SOLUCION EN LA QUE SE ESTAN FIJANDO
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N°de
espisodio

13

14

20

21

TRANSCRIPCION

Y: Bueno, ;tu escribes? No entiendo qué hay que escribir.
(Intentan preguntar)
'V: Supongo que es decir si esta bien hecha o esta mal hecha. Si esta completa...

V: Yo creo que esta completo V: y que esta bien razonado,

V: salvo la ultima parte que podriamos afiadirle esto, lo de calcular el haz de rectas
Y: Si.

V: El razonamiento es adecuado y lo ejecuta...
Y: Mas que lo ejecuta yo diria que esta bien planteado.

V: Calcula el caso mas sencillo.
Y: No, calcula realmente el caso que solo tiene un punto...

Y: O sea, realmente calcula el vértice.
V: Si, pero ;para qué? Para poder calcular...

Y: Porque yo creo que fue igual que el mio, que lo que me planteé fue, vale, voy a
dibujar la parabola

Y: y luego, a ver,;qué es lo mas facil? Pues todas las rectas que son paralelas al eje.
Primero pensé eso y luego dije, vale, entonces jcomo lo tengo que hacer?

Y: Espérate, espérate, vale. Entonces calculd el caso mas sencillo y seria cuando las
rectas son paralelas al eje X.
(Escriben)
Y: Aunque realmente este caso se puede ver también con el haz.
V: Si, claro, lo que como este es el mas sencillo lo puedes ver asi. Si, porque desde que
cojas este punto...

: Si, pero este punto es todos.
i, pero por ejemplo, esta recta que es una de las paralelas.
1, pero me refiero, que realmente lo podria haber hecho directamente con el haz.
i, porque esta incluido. Es directamente hacer el haz, porque con el haz vas a
incluirlas.
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