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Resumen - Abstract

Resumen

La presente memoria versa sobre el Andlisis Complejo cldsico: funcio-
nes holomorfas y armonicas en el plano complejo. En el primer capitulo,
nuestro objetivo ha sido reformular algunos resultados de la teoria cldsi-
ca de funciones holomorfas desde el punto de vista de las ecuaciones dife-
renciales basado en las ecuaciones de Cauchy-Riemann no homogéneas.
En el segundo tratamos la teoria de funciones armonicas en el plano tan-
to con técnicas de variable real como usando su relacién con las funciones
holomorfas.

Palabras clave: Funciones holomorfas — Funciones arménicas — El Teo-
rema de Runge — El problema 0 en el plano — Los Teoremas de Mittag-
Leffler y Weierstrass — El problema de Dirichlet — Desigualdades de Har-
nack — Lema de Weyl.

Abstract

In this memoir we are concerned with classical Complex Analysis: holo-
morphic and harmonic functions in the complex plane. Our aim in the
first chapter has been to restate some well known results from the classical
theory of holomorphic functions from a differential equations viewpoint
based in the inhomogeneous Cauchy-Riemann equations. In the second
we deal with the theory of harmonic functions in the plane both, by using
real variable techniques and via its relation with holomorphic functions.

Keywords: Holomorphic functions — Harmonic functions — Runge's
Theorem — The 0 problem in the plane — The Mittag-Leffler and Weiers-
trass Theorems — Dirichlet’s problem — Harnack’s inequalities — Weyl'’s
lemma.






Contenido

Agradecimientos .. ...... ...t 111
Resumen/ADSIIaCt .. .......ouutti it e \%
IntroducciOn. . . ... e X
1. Funciones analiticas de una variablecompleja ......................... 1
1.1, Preliminares ..........oouuiinniiinii i 1

1.2. Férmula integral de Cauchyy aplicaciones......................... 3

1.3. ElTeoremade RUNGE ............ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiies 8

1.4, EIproblemad........ovuuuiiiiiiit i 10
1.4.1. Los teoremas de Mittag-Leffler y Weierstrass ................ 12

1.4.2. 0 consoporte compacto ................ P 15

1.4.3. Elproblema de Dirichlet para el operadord ................. 19

2. Funciones arménicasenelplano.................... ... ... . .. 27
2.1. Relacién con las funciones holomorfas ................. ... ... .. 27

2.2. Lapropiedad del valor medio y el principio del méximo............. 30

2.3. ElproblemadeDirichlet..............ooiiiiiiiiii .. 35

2.4. Algunas propiedades de las funciones arménicas................... 39
2.4.1. Ladesigualdady el Principio de Harnack ................... 42

2.5. Soluciones débiles. EllemadeWeyl ................ccoiiiiiiinan. 44
Bibliografia ........... ... 47
POSteT ... e 49






Introduccion

La memoria se ha dividido en dos capitulos donde, en el primero tratamos la
teoria elemental de funciones holomorfas en el plano complejo haciendo uso de las
ecuaciones de Cauchy-Riemann no homogéneas. Para ellas estudiamos problemas
de valores de frontera en dominios acotados asi como, para el caso no acotado, aque-
llos en los que se requiere encontrar soluciones con cierto comportamiento en el
infinito. Con ayuda del Teorema de Runge abordaremos pruebas alternativas de los
teoremas de Mittag-Leffler y Weierstrass via el conocido problema de Cousin aditivo.

En el capitulo 2 nos centramos en el estudio de las llamadas funciones armé6-
nicas que, como sabemos, al menos en el plano estan relacionadas con la holomor-
fia: la parte real de toda funcién holomorfa es arménica y, al menos localmente, el
reciproco también es vélido.

El operador de Laplace o Laplaciano es quizas el operador diferencial mds im-
portante de todos los operadores en derivadas parciales no sélo por sus aplicaciones
sino por el papel que juega en fenémenos mas generales. Esta definido por

La electrostdtica permite un marco fisico en la que presentar el operador de Lapla-
ce ya que, de acuerdo a las ecuaciones de Maxwel, un campo electrostético Eenel
espacio (que representa la fuerza sobre una unidad de carga positiva) esté relaciona-
do con la densidad de carga f por la ecuacién V- E = f y también satisface V x E =0
(en n dimensiones V x E representa la matriz (g—i{ - g—f]f) ;,;)- Laltima condicién sig-
nifica que, al menos localmente, E = —Vu para alguna funcién u llamada potencial
electrostdtico. Asi —Au =V - E = fy, por tanto, el Laplaciano relaciona el potencial
con la densidad de carga.

Para terminar, unas palabras sobre la notacién usada en lo que se refiere a
los finales de los entornos destacados. En los finales de demostracién usaremos el

simbolo 0O, los de final de observacién [ y el correspondiente a los ejemplos serd X.






1

Funciones analiticas de una variable compleja

En las dos primeras secciones recordaremos las propiedades mas simples de
las funciones analiticas que siguen de la férmula integral de Cauchy. Incluimos una
discusion sobre el Teorema de aproximacion de Runge, el de Mittag-Leffler y el de
Weierstrass que hacen referencia a la existencia de funciones meromorfas. Estos tlti-
mos representan el caso uno dimensional de los problemas de Cousin (en su versiéon
aditiva y multiplicativa respectivamente) alrededor del que la Teoria de Funciones
Analiticas se ha desarrollado. Las referencias bédsicas que hemos seguido son Bruna-
Cufi [3] y Hérmander [7].

1.1. Preliminares

Sea Q c C abierto y u: Q — C una funcién de clase ClenQ, estoesu=a+ ip
cona,f: Q — Rdeclase C! en Q. Siidentificamos C=R?viaz=x+iyeC « (x,y) €
R2, tenemos

x_z+z _Z2-Z i(z 3)
T2 Y= T2

por lo que la diferencial de u puede escribirse en términos de dz = dx+idyydz =
dx—idy como

ou ou ou(dz+dz ou(dz-dz
du=—dx+—dy=—|—F—|-i—|——
0x o0y 0x 2 oy 2
ou ou (-1
_—dZ"r—_dZ
0z z
donde
LI
0z 2\ox oy
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o, (o)
0z 2\ox ay)

Definicién 1.1. Una funcién u € CH(Q) se dice analitica (holomorfa) en Q si

0
a—l_t =0 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann)
z

en Q. Equivalentemente, si du es proporcional adz. Si u es analitica se denota u’ g

Ademds
6(Q): ={u: Q— C / u es analitica en Q}

denotard el espacio de todas las funciones holomorfas en Q.

Si a,B: Q — R denotan las partes real e imaginaria de u, es decir u = a + i,

entonces
i e el )
-3(G -5 G5

Asi, puesto que a y B son reales, las ecuaciones de Cauchy-Riemann equivalen al
sistema lineal real

oa 0p

dx 0y

oo op (1.2)
oy ox

Proposicién 1.2. Sea Q c C abiertoy u € C'(Q). Son equivalentes

(@) ueC(Q)
(b) Paratodoa€Q, du(a): C— C esC—lineal.

Demostracién. Si A= Adx+vdy: C— C (1,v € C) es una aplicacién R—-lineal enton-
ces, con z = x + iy tenemos
Aiz)=A(-y+ix)=—-Ay+vx (1.3
iNz)=i(Ax+Vvy) =[x+ (iv)y ’
y por tanto, comparando coeficientes en (1.3), A(iz) = i A(z) paratodo z € C equivale
av=il.AsiA=A(dx+idy)=Adz. O

Observacion 1.3. Esto también puede verse directamente de la descomposicion (1.1)
que muestra que 0u: = 0—2‘dz you: = a' 2% dz son las partes C y anti C— lineales de du

respectivamente (A es anti C— lineal si su conjugada A es C lineal). tl
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1.2. Férmula integral de Cauchyy aplicaciones

Sea Q) c C abierto acotado tal que 0€2 consista en la uni6n de un nimero finito
de curvas C'. Por la férmula de Green, si u € C1(Q) N C(Q)

55 udzsz d(udz)zf dundz
0Q Q Q

donde 092 se considera positivamente orientada (de tal forma que Q queda a la iz-
quierda cuando se recorre 0Q2). Ademés, de (1.1)

ou
dundz=|—
undz (az

515 udzsz a—L_tdZ/\dz. 1.4)
20 Q 0Z

Una consecuencia inmediata de (1.4) es que

ygu(()df =0
Y

para toda curva cerrada simple y contenida en Q si la componente acotada y de C\y
estd contenidaen Qy ue G (Q).

dz+ a—b_tdz) Ndz= a—L_le/\dz
0z 0z

y por tanto

Teorema 1.4. Si u € C1(Q) N C(Q) entonces

ou
u(z):i¢ ue ff =W o ndi (1.5)
Zﬂl,agf—z 27” Qw-z

Demostracion. SizeQy0< e <dist(z,00Q), aplicado (1.4) ala funcién

para todo z € Q.

v(w): = ww)
w-z
en Q.: =Q\D(z,e) = {weQ/|w-2z|>¢} (obsérvese que la funciéon w — —L— es
analitica en Q,, ver figura 1.1) obtenemos
L_‘(w) 1
ff %2 g ff (”(”’))dw/\dw= O 4
2ni JJo, w—2z " 2mi eaw 27i Jon, (-2
1 1
1 u(l) d‘f——-ﬂg u(() dc.
2711 -z 271 Jop(ze (— 2

Cuando € — 0", la primera integral tiende a
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ou
1 5z (W)
— f f % " dwndw
2niJJo (—z
ﬁ eslocalmente integrable en Q. Parametrizando la circun-
ferencia 0D(z,€) haciendo { = z + ee'?(0 <0 <2n), latltima integral es igual a

ya que la funcién w —

2n
1 u@ .1

— =— u(z+£ei9)d9 — u(z),
2mi dD(z,€) {—Z 27 0 e—0"

y (1.5) sigue inmediatamente sin mas que recordar que dw A dw = —dw A dw por la
antisimetria del producto exterior. O

()

Q.

Figura 1.1. Q, = Q\ D(z,¢)

Corolario 1.5. (a) Siae€Q,0<r <dist(a,0Q) y u es analitica en Q) entonces

u(z) = 1 u(f)
27i {—al=r (—Z

dac. (1.6)

para todo z € D(a, r). En particular, parametrizando como antes la circunferencia
I{ — al = r mediante{ = a+ re'? se deduce que las funciones analiticas poseen la
propiedad del valor medio

1 27 .
u(a) = —/ u(a+re'®do
27 0

(b) Si ¢ € CL(C) entonces
L)
$(2) = lff =2 s, (1.7)
nJJc z—w

Aqui, y lo que sigue, dA denota el elemento diferencial de drea (dA(z) = dxdy si
z=x+1iy).
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Demostracién. (a) sigueinmediatamente de (1.5) en el disco D(a, r) puesto que g—g =
0en D(a,r) € Q. Tomando z = a en (1.6) se obtiene

1 u(0) 1 /Z”u(a+rei9) .
(@) = — —dl=— — ive'%de
W= o —al=r {—a ¢ 21i Jo ret? #
1 27

= u(a+rei9)d6.
27 0

Para ver (b) basta observar que el término de frontera en (1.5) se anula puesto que ¢
tiene soporte compacto y si w = x + iy entonces

dwndw=(dx+idy)A(dx—-idy)=-2idxndy=-2idA(w). O
Observacién 1.6. Como consecuencia de (1.6), G(Q) c C*(Q) y derivando en ‘3’_‘ =0
deducimos que u' € 0(Q) si u € ©(Q2). Ademads, si u es holomorfa en el disco D(0, r),
también de (1.6), para |z| <p<T

1 u() 1 x Ak
u(z) = i “:9(_—de i ) Q(kz‘b(kﬂ)u(()d(
0 (1.8)
x 1 ‘¢\ u( k k
= — dal|z" = aiz
kgo(zm i¢1=p §FH1 ) kgo
donde
L w0, o
B 27i ICl=p Ck+1 B k'

Esto significa que la serie de Taylor de u converge uniformemente en compactos
del disco D(0, ) y, por tanto, es analitica. Esto justifica el término “analitica” en la
definicién 1.1. Cl

Laidentidad (1.7) sugiere una forma de resolver la ecuacién no homogénea de
Cauchy-Riemann

=f (1.9)

al menos cuando f tiene soporte compacto. En general, si ¢p € C2°(C), integrando por
partes

<62’ > f/ —(w)p(w) dA(w) = ff (—( )+z—(w))¢>(w)dA(w)
(ff (w)c/)(w)dA(w)Hff —(w)cb(w)dA(w))
=——([f u(w)—(w)dA(w)+if/ u(w)—(w)dA(w))
2 \JJc 0x C ay

= _lff u(w)(a—¢(w)+ia—¢(w)) dA(w)

ff u(w)—(w)dA(w) < ¢>

lo que sugiere la siguiente
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Definicién 1.7. Si u es una medida compleja con soporte compacto, diremos que u €
L}OC(C) (u localmente integragle, es decir, [ u es finita para todo compacto K c C) es
solucién débil de la ecuacion % = yu si

<u, _> /(P(w)du(w)

Con esta definicién, ahora tenemos

para toda ¢ € C°(C).

Teorema 1.8. Si u es una medida compleja de soporte compacto en el plano, la inte-

gral
1 [d
u(z) = —/ pw) (1.10)
T J)c z—w
define una funcioén localmente integrable y analitica en C \ sop u tal que
ou
oz

en sentido débil. En cualquier abierto Q donde dp(w) = @(w)dA(w) cong € Cf Q) (k=

1) se tiene que ue C*(Q) y
ou

z=

en Q.

Demostracion. Que u es localmente integrable sigue del teorema de Fubini: si K € C
es compacto, entonces

1 d dA
ff Iu(z)IdA(z)s—ff/ W) Az = /ff (2) dipl(w),
K nJlkJe lz—w| Klz—w

pero, integrando en polares

R+|w| 21
ff |ZA(LZU)| 5/ / dOdp =2n(R+|w|)
K1zZ— 0 0

si R = max{|z| / z € K}. Puesto que p tienen soporte compacto, esto prueba que u €
Il

loc*

La derivacién bajo el signo integral es licita si z ¢ sop it y por lo tanto u € G(C\
sop ). Veamos ahora que 3z 6” = p en sentido débil: si ¢ € C°(C) es una funcion test,
entonces

<ug—¢>=ff u(z)a—“f’(z)dA(zhff (l/d“(“’))ad’( JdA(2)
V4 0 C\TT Jc 2—W
= /( f[ 0z dA(z) du(w) : —/¢(w)du(w)-
C

Fub1n1 por (1.7)
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Para probar la segunda afirmacién, supongamos primero que ¢ tenga soporte
compacto en C. Cambiando variables podemos escribir

T C w

Puesto que 1/w es localmente integrable, se puede derivar bajo el signo integral a
los sumo k veces y las integrales asi obtenidas son continuas. Por tanto u € C* y de

nuevo, por (1.7)
(Z w) az
ff 5T Ay = L ff dA(w) (2.

Para terminar, si Q es arbitrario podemos, para cada a € Q, elegir una funcién
W € C(Q) que sea = 1 en un entorno V de a. Si py = yuy 2 = (1 —y)u, tenemos

u = uj + up donde
du;i(w)
uj(z) = / il Bt

T z—w
Puesto que ) = w(w)e(w)dA(w) y ye € Ck(C) deducimos que u; € Cry 66”_‘ =Y.
Como u, =0 en V, se sigue que u; € C¥y que aa'“ =penV. O

Ejemplo 1.9. Computemos la integral de Cauchy (1.10) cuando du = ¢(| - |)d A cuan-
do ¢ es integrable en [0, +o0). Integrando en coordenadas polares tenemos

1 00 2n de
u(z) = —/ o) (/ —m)dp
7 Jo 0 z—pe
o 1 d¢
=2 d
/0 eve) (Zm §é|:9 ((Z—()) €

2 |z|
== / pw(p)do,
<Jo

ya que la integral interior es igual a 1/z si p < |z| y 0 si p > |z|. Asi, si ¢(r) =
for pp(p)dp, como 0|z|/0z = ﬁ resulta que

Ou Zz, Z 1
,Z(’b (Iz DZ| | %Q(lzl)JzT_(p(lzl)' X

Teorema 1.10. Si u € 0(Q), para todo subconjunto compacto K c Q y todo entorno
abierto U de K en Q) existen constantes Cp, >0, m =1,2,... (que sélo depende de K,Q)
y m pero no de u) tales que

m1§x|u(m| <Cmllulpy - (1.11)
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Demostracién. Seaw € C2(U) tal que ¥ = 1 en un entorno V € U (V < U) de K. Si
u € 0(Q) tenemos que

0
(uJu) = u—w

dA(w)
w(2)u(z) = ff u(w )0'( )

u(z) = 1]/ u(w) 2 (1) HAW)
nJJu 0z zZ—w

para z € V. Puesto que K nsop glzl =@,sid: =dist(K, sop 35 ¥) > 0, derivando en la
expresion anterior encontramos que para todo z € K

nm dA
um(zy = £ ff u(w )—( )ﬁ.

en Q y por tanto

que implica

( w)m+1
Asi
o 1Sy
mdx|u™(2)] = 6m+1f lu(w)|dA(w)
dondeH 1//” = (w)‘ Estoes (1.11) con Cpy: =|| %% 5= Yy [msmL, o

1.3. ElTeorema de Runge

Si u es holomorfa en el disco D(0, r), por la observacién 1.6, u es limite unifor-
me de polinomios en compactos de D(0, r), a saber, las sumas parciales

n
pn(2) =Y arzk
k=0

de la serie (1.8). Esto no sucede si para 0 < ryp < 1 < r; consideramos el anillo
o (ro,m) ={z€C [/ rg<lz|l <} puesto que la funcion u(z) = 1/z no puede ser uni-
formemente aproximada por polinomios en la circunferencia unidad T: si existiera
una sucesion {p,} de polinomios tal que p, — u cuando n — oo uniformemente en
T, entonces zp,, — zu = 1 (también uniformemente en T) y por el principio de méxi-
mo esto también ocurriria en el disco unidad cerrado D lo que es una contradiccién
en z = 0. Sin embargo, este es esencialmente el Gnico contraejemplo en < (ry, 1)
ya que de (1.5) razonando como en (1.8), si u es continua en </ (ry, 1), para todo
z€d(rg,11)

1 u(() 1 u(() ol
_ dr— — we 4
uz) = 5— Tz (=5 " m( ~di= Zakz +Z k+1
n n
=1i k (1.12)
= r}]_r}go kZ:Oakz + hm Z zk+1
— \—v—‘

polinomio en z polinomioen1/z
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donde

o Moy p= g twow
2mi Jigj=r, (¥4 218 Jigi=r,

para k =0,1,... Esto prueba que cualquier funcién holomorfa en un entorno de la
circunferencia unidad se puede aproximar uniformemente por funciones racionales.

Como ya se puede intuir, la obstruccién para la aproximacién polinémica estd
en el “agujero” D(0, o) que tiene < (ry, 1) (los coeficientes by anteriores se anulan
si u admite una extensién holomorfa a D(0, rp)). El teorema de Runge 1.11 [7, 10]
generaliza estas observaciones —nétese que los polinomios en z y en 1/z son, res-
pectivamente, funciones racionales con polo en infinito y en 0-.

Teorema 1.11 (Runge). Sea Q) un subconjunto abierto del plano complejo C, A c
Coo = CU {00} un subconjunto de la esfera de Riemann con un punto en cada compo-
nente de Coo \Q y u € 0(Q). Entonces existe una sucesion {R,} de funciones racionales
con polos sélo en A tal que R,, — u uniformemente en compactos de .

En particular, si Coo \ Q es conexo, se puede tomar A = {oco} para obtener una
sucesion de polinomios {P,} tal que P,, — u uniformemente en compactos de Q.

Observacién 1.12. Si nos permitimos la libertad de no prescribir el conjunto A en el
teorema 1.11, los polos para las funciones racionales aproximantes se pueden elegir
“simples”. Por ejemplo, para la funcién 1/z"

1 LA 3

2" Tz ag

eligiendo € > 0 adecuadamente donde ay, ay, ..., a, son puntos distintos préximos
ao. L]

Como corolario inmediato tenemos

Corolario 1.13. Sea K c Q un subconjunto compacto de un abierto Q. Si cada com-
ponente relativamente compacta de C\ K contiene una componente acotada de C\ Q
entonces, toda funcion holomorfa en un entorno de K puede ser aproximada unifor-
memente en K por funciones holomorfas en Q.

Demostracién. En estas hipétesis, podemos elegir los polos en un conjunto A dis-
junto de Q y por tanto, las funciones racionales que proporciona el teorema 1.11 son
holomorfas en Q. O

Definici6n 1.14. Si K c Q es un subconjunto compacto de Q y Ko denota la union de
K con las componentes de Q\ K que son relativamente compactas en Q, la hipétesis
en el corolario 1.13 equivale a decir que Ko = K. En este caso diremos que K es O (Q)-
convexo.

Observacion 1.15. Sirg < r < ry, el desarrollo (1.12) se puede reescribir como

w2 =Y uz’ (1.13)

{=—0c0
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donde )
= u(() d

Ly =r (01
para todo ¢ € Z. N6tese que por (1.6)

w = ay, sif=0
=\ boy_y, sit<o.

El desarrollo (1.13) (que converge uniformemente en compactos del anillo
& (ry, 1)) recibe el nombre de desarrollo de Laurent de u en <f (rg, 7). ]

1.4. Elproblemad

El teorema 1.8 proporciona una solucién a la ecuacién d no homogénea (1.9)
si f tiene soporte compacto. Usando el teorema de Runge, a continuacién veremos
que esta condicién sobre el soporte se puede relajar.

Teorema 1.16. Si Q c C es abierto y f € C*(Q), la ecuacion g—‘z‘ = f tiene solucion

ue C® Q).

Demostracion. Sea {K;}
convexos, es decir,

j=1 U0 recubrimiento normal de Q) por compactos G (Q)—

. KjCKj+1 (]21)
(e 9)
e O=U K;
j=1
» C\K; no posee componentes relativamente compactas en
yy;eCP(Q) conyj=1enunentornode K;. Sig1: =y1y@;: =y;—y;_| para
J=2,3,..., por construccion, ¢; = 0 en un entorno de Kj_; y ¥ ;¢; =1 en Q. Aten-
diendo ahora al teorema 1.8, podemos encontrar una funcién u; € C*°(C) tal que
514]' . Py
57 = @;f. En particular u; es analitica en un entorno de K;_; y por el teorema de

Runge podemos elegir v; € 0(Q) tal que || uj - v; IIKJ;1 <27J. Lasuma

u: =y (uj—vj)
j=1

converge uniformemente en compactos de Q y para cada n = 1,2,... podemos ob-
servar que u = h+ g donde

n o0
h=) (wj-vp) y g= ) (uj-vp.
j=1 j=n+1
Obviamente h e C*(Q) y g€ O(Ky) yaque u;—vj € O(Ky) para j > n (Zj>,,(uj - vj)
converge uniformemente en K;,). Asi u € C*°(Q) y puesto que ‘3—;‘ puede ser calculado
derivando término a término,

% =Toir=(Tei)r=s :
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Observacién 1.17. 1. La condicién de regularidad sobre f se puede relajar atin mas:
si suponemos que f € C*(Q) para algtin k = 1, la demostracién de este teorema
proporciona una solucién u € C¥(Q) (sik=0, ue L}OC(Q) serd una solucién débil
de (1.9)). Esto es consecuencia de la propia demostracion del teorema anterior
usando la segunda parte del teorema 1.8.

2. Una diferencia importante con la solucién encontrada en el teorema 1.8 es que
no podemos asegurar que la solucién construida en este teorema dependa li-
nealmente del dato f".

3. Tal y como se definen los grupos de cohomologia de De Rham para la deriva-
da exterior, podemos considerar los grupos de cohomologia HY (Q) para 8. Por
ejemplo, en el plano para grado 1 (g = 1), se dice que dos funciones f, g € C*® (Q)
son equivalentes f ~ g si existe u € C* (Q) tal que f—g = du/0z. El primer grupo
de cohomologia H(-; (Q) es el espacio cociente C* (Q2) / ~y, por tanto, el teorema
1.16 equivale a decir que Hé Q) =0. Ll

Una versién equivalente del teorema 1.16 es

Teorema 1.18 (Problema de Cousin aditivo). Sea Q2 = U ;Q; un recubrimiento abier-
to de Q. Si gjr € O(Qj NQy) satisfacen las condiciones

(D) gjk=—8kjenQiNQ # @
(ii) gjk+gk[+g[j=OeanﬂQkﬂQg7ﬁQ§,

entonces existen g; € 0(Q;) tales que
8jk =8k~ &j
enQ;NQy.
Puesto en términos de geometria algebraica este teorema significa que el pri-
mer grupo de cohomologia de Ceck H! (Q,8q) con coeficientes en el haz @ se anu-
la. En otras palabras, cualquier co-ciclo (g;) (satisface las condiciones (i) y (i) es

una co-frontera. De hecho, un resultado de Dolbeault establece que H' (Q,5q) es
isomorfo a H(_; (Q) [11, teorema 3.17] que, por el teorema 1.16, es trivial.

Demostracion. Sea ¢, una particiéon de la unidad subordinada al recubrimiento
{Q;}, ésto es, para cada v existe i, tal que

(@) @veCFQy,).

(b) Todas salvo un nimero finito de las funciones ¢, se anulan sobre cualquier com-
pacto de Q.

() Yvpy=1enQ.

Puesto que ¢ g; k € C®(Qp), hi: =X, 9y 8i k € C(Qk) y ademds

e-hi=Yovee-g) T Lovgnr=(Tevsn = g
v v
por (i) y (ii) v por (¢)

. . Ohj
Esto implica que % = 57 en Q;NQ; y por tanto, h = % en Qy define globalmente

una funcién h € C*°(Q). Por el teorema 1.16 existe u € C*°(Q) tal que ‘g—g = h. Toman-
dogj: =h;—ue@(Q;) tenemos gy — g; = hy — hj = gj. O

* A este respecto hemos de sefialar que no sabemos si existe un operador lineal solucién
para (1.9) en C®, esto es, un operador 8~ 1: C%®(C) — C*®(C) tal que 6(6_1f) = f paratoda
feC>®©.
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Reciprocamente, el teorema 1.18 implica el teorema 1.16. Si f € C*°(Q) y escri-
bimos Q = U;D; como unién, por ejemplo, de discos, por el teorema 1.8 existen fun-
. ou; .
ciones u; € C*°(D;) tales que % = f en Dj, y por tanto, las funciones gji = ug — u;
satisfacen las hip6tesis del teorema 1.18. Asi, en D;N Dy, gjx = gk —gj con g; € O(D;)
y u: =uj— gjenD;j define globalmente una funcién u € C*(Q) tal que ‘3—‘2‘ =f.

Observacién 1.19. El siguiente ejemplo, tomado de [8], muestra que el teorema 1.18
no es cierto cuando consideramos funciones en varias variables complejas. Sea Q =
C2\{(0,0)} = Q; UQ;, donde

Q1 ={(zw) / z#0} =(C\{0}) xC

Q=Cx{(z,w) / w#0}=Cx(C\{0}).

Cualquier funcién g; holomorfa en Q; tendrd un desarrollo de Laurent en la variable
z € C\ {0}, es decir,
o0 o0 k
sz w) =) ( Y anz )w”
n=0 "k=-oco0
De igual forma, si g» es holomorfa en Q,

&(z,w) = Oi( i bknwk)z”.
n=0 " k=—oo

En particular, la funcién gi2(z, w) = —g21(z,w) = 1/zw no podrd expresarse como di-
ferencia g» — g1 de funciones holomorfas en Q; y Q, puesto que estas diferencias
carecen del término monomial 1/zw.

Puesto que el teorema 1.18 sigue siendo equivalente al teorema 1.16, éste tam-
poco es cierto en el caso multidimensional [9, ejemplo 16.6.4]. Sin embargo, se debe
a H. Cartan que, aunque C3\ {0} no es de holomorfia (por el teorema 1.32 cualquier
funcién holomorfa en €3\ {0} es la restriccién de una funcién entera), el problema
aditivo de Cousin siempre tiene solucién (para este caso el problema d es soluble)”.
{Esta clase de ejemplos no existen en C! ni en C?! Gl

1.4.1. Los teoremas de Mittag-Leffler y Weierstrass

El teorema de Mittag-Leffler establece que se pueden prescribir las partes sin-
gulares de funciones meromorfas, es decir, en cualquier abierto Q < C si {zj}j>1 < Q
es una sucesion discreta de puntos distintos y fj son funciones meromorfas en un
entorno de z; (localmente singular s6lo en z;), entonces existe una funcién f mero-
morfa en , analitica excepto en los puntos z; y tal que f — f; es holomorfa en un
entorno de z;. Este resultado se puede enunciar (de hecho esta es su formulacion en
varias variables complejas) como sigue

* En €3, un dominio es de holomorfia si, y s6lo si, el problema d es soluble para todos los
posibles grados g = 1,2,3 [8, teorema 2.4 (Capitulo VI)] pero, aunque H(_; (C3 \{0}) =0, en

este caso resulta que dime H; (C3\{0}) = oo [8, E.4.7 (Capitulo VI)].
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Teorema 1.20. Sea Q = U;Q; donde Qj < C son abiertos. Si fj € 4 (Q;) y para todo
Ik fi— i € 0(Q;nQy), entonces existe [ € 4 (Q) tal que f — fj € O(Q;) paratodo j.

Demostracion. Las diferencias gji: = fi — fj estdn en las hipotesis del teorema 1.18
y por tanto existen funciones g; € G(Q;) tales que fi — fj = gjx = gk — &;- Esto quiere
decir que f: = f; — g; en Q; define una funcién meromorfa en Qy ademads f - f; =
—gj€@7“)ﬂ. O

Observacién 1.21. Que este teorema implica el teorema de Mittag-Leffler sigue de la
siguiente forma: sea {z;} ;> una sucesion discreta en Q'y

mj
fi@=Y ajz-zp7* j=1
k=1

las “partes principales” dadas. Entonces, con Q; = Q\{zy / k # j}, fj € #(Q)) y el
teorema 1.20 implica que existe f € .4 (Q2) holomorfaen Q\{z; / j = 1} y que tiene a
fj como parte principal cerca de zj, es decir, f — f; € G(Q;). L]

De igual forma, y siguiendo (2], podemos aplicar el teorema 1.16 para dar una
demostracion del teorema cldsico de Weierstrass. Para ello necesitaremos la siguien-
te proposicion que a su vez es un corolario inmediato de los lemas 1.23 y 1.24

Proposicion 1.22. Si S = {zi}x>1 es una sucesion discreta en un abierto Q c C y {my}
una sucesion de enteros positivos no nulos, entonces existen entornos Vi € Q mutua-
mente disjuntos de zj. y una funcién g € C*°(Q) tales que

(a) g(2) #0size Q\S, y
(b) g(2) = (z—z)™ siz € V.

Lema 1.23. Sea Q c C abierto y A < Q un subconjunto cerrado. Entonces existe una
funcién no negativa y € C*°(Q) que se anula precisamente en A, es decir, A = 1//_1 (0).

Demostracion. Podemos poner Q\ A como unién numerable de discos abiertos
{Di} sy Sean g Q — [0,00) tales que:

(a) wi(z)>0siysblosi, z€ D,y
(b) max | V'Y klloo= 27k,
yl<

SineN, por (b) paralyl<n

> V”u/k) <+ ) |[Viye|= Y 27F

k=n k=n k=n

porlo que y =) ¥ es C®(Q). Ademds, (a) implica que y(z) > 0si, y s6lo si, z€ Dy
para algin k, asi y(z) > 0si, ysélosi, z ¢ A. m]
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Lema 1.24. Si{z;} es una sucesion como en la proposicion 1.22, exisﬂa una sucesion de
radios 0 < ry <min{l,dist(zg,0Q)} (k =1,2,...) tales que los discos Dy = D(z, i) son
mutuamente disjuntos y A = Uy Dy es cerrado en Q).

Demostracion. Puesto que la sucesion {zi} es discreta en Q, para cada k = 1,2,...
8y = inf{|zx — z;| j # k} > 0. Por tanto, con r = min{1,§;/2, dist(zx, 0Q)}, la clausura
delos discos Dy = D(zy, i) son mutuamente disjuntos. Veamos ahora que A = U Dy
es cerrado en Q: si {w;} es una sucesién en A que converge a un punto a € Qy Zk; es
tal que |w; — ijl < rk; entonces, para todo € >0,

’zkj—a|s‘zkj—wj|+|wj—a|<rkj+£ (1.14)

si j es suficientemente grande. Asi, la sucesién {zkj} estd acotada vy, si fuese infinita,
tendria algiin punto de acumulacién b € 0Q (jen cuyo caso debe ser no vacia!). En
este caso podemos, sin pérdida de generalidad, suponer que Zk; — b cuando j — oo
y puesto que

ri. < dist(zg,,0Q) < )Zlv -b| — 0,
J J 1 J j—oo
beoQ2
(1.14) implica que |b — al| < €. Puesto que € > 0 es arbitrario, b = a que es una con-
tradiccién ya que a € Q pero b € 0Q. Asi, la sucesién {zkj} = {z;le 1 Zhyrene ij,,} debe
ser finita y por tanto, a € Bkj[ paraalgin ¢ =1,2,..., n (recuérdese que a es un punto
limite de A). Esto prueba que A contiene a sus puntos de acumulacién en Q y, por
tanto, es cerrado en Q. O

Observacion 1.25. La demostracion del lema 1.24 muestra que aunque los discos Dy
no sean mutuamente disjuntos, la unién de sus clausuras sigue siendo cerrada en Q
siempre que sus radios estén uniformemente acotados. Sin embargo, para ver que la
condicion de acotacion sobre los radios es necesaria (al menos cuando los discos no
son disjuntos), basta considerar en Q = C la sucesién z; = k ylos radios rp = k—1/k
para los que A = {Rez > 0} no es cerrado. B

Demostracién (de la proposicién 1.22). Sean Vi = D(z,1r/2) donde ry son los ra-
dios de los discos Dy que proporciona el lema 1.24, A= U3 Dy y ¢ € C con soporte
D(0,1) talque ¢ =1 en D(0,1/2) y ¢ > 0 en D(0,1). Entonces, si ¢ es la funcién que
proporciona el lema 1.23 para A (que es cerrado en Q por el lema 1.24), la funcién

|Z—Zk|)
I'k

g=1//+Z(Z—zk)m’“<P(
k

estd bien definida y es C*™ en Q (obsérvese que, puesto que los V. son mutuamente
disjuntos, todos salvo a lo sumo uno de los términos en la serie que define g es no
nulo). Por construccion,
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(z—zk)mk(p(w), size Dy, k=1,2,...
g(z) = T'k
W(z)) sizeQ\A
de donde (a) y (b) son aparentes. m]

Teorema 1.26 (Weierstrass). Sea {zi} >, una sucesion discreta de puntos en un abier-
to Q c C y sea {my}i>1 una sucesion de enteros no nulos. Entonces existe una funcién
meromorfa f en Q sin ceros en Q\ {zy / k = 1} tal que para cada k

f(2) =(z—2z)"* fi.(2)
en alguin entorno V. de zy donde fi. € G* (Vi) (fi holomorfa sin ceros en V).

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que myj = 1. El caso
general sigue considerando el cociente de dos de estas funciones holomorfas.
Obsérvese que la funcién g construida en la proposicién 1.22 satisface las con-
diciones requeridas en el teorema salvo que no es holomorfa en Q. Ahora, usando el
teorema 1.16, modificaremos g para construir f: la idea es encontrar u € C*°(Q) tal
que f = ge*. Como f debe ser holomorfa en Q, estoes, 0f/3z = 0, la condicién sobre

u sera 5 5
ul98 u
= 4+g—|=0
¢ (az & az)
por lo que u debe satisfacer la ecuacion 8
ou_ 10g
0z goz

en Q. Puesto que g € 0(V}), el segundo miembro de esta ecuacién define una fun-
cién en C*°(Q) que, por el teorema 1.16, tiene una solucién u € C*°(Q). Por tltimo,
la funcién f = ge se anula exactamente donde lo hace g, esto es, en los puntos
{zr / k = 1} y puesto que

f2)=(z—z)"e"®

en cualquier Vi, podemos tomar fi(z) = e!In @ que es holomorfa y no tiene ceros

en Vj. m]

Siguiendo [3], en los apartados que siguen consideraremos la ecuacién 0 en
el espacio de funciones con soporte compacto asi como un problema tipo Dirichlet
que, aunque paralelo al cldsico para funciones armoénicas y que estudiaremos en el
siguiente capitulo, para el caso que nos ocupa es un problema sobre-determinado
pues en general s6lo tendra soluciones bajo ciertas condiciones de compatibilidad.

1.4.2. dcon soporte compacto

Si el dato f € C*°(C) tiene soporte compacto, en general la ecuacion (1.9) no
admite soluciones u con soporte compacto. En efecto, por (1.4), si u € CZ°(C) enton-
ces
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|<r OZ

ff f(R)dA(z) = limf f(2)dA(z) = lim f —dA(z)
C r—=ooJJ|z|<r r—o0JJ|z
1

=— lim ul)d¢=0
20 7= Jig=r

ya que la dltima integral es cero si r > 0 es suficientemente grande supuesto que u
tenga soporte compacto. De la misma forma, los momentos

il f] :ff Z*f(2)dA(z), k=0,1,2,... (1.15)
C

deben necesariamente anularse.

Por otro lado, hay unicidad de soluciones para este problema ya que, por el
principio de identidad, la diferencia de dos soluciones seria entera con soporte com-
pacto y por tanto igual a cero.

El siguiente teorema prueba que el reciproco también es cierto.

Teorema 1.27. Si f € C°(C) tiene momentos Urlf1=0,k=0,1,2,..., entonces existe
una tinica funcién u € C°(C) tal que 5z = fenC.

Demostracién. Por el teorema 1.8 s6lo hemos de ver que la funcién

=[] 29 d
atllcz—w

tiene soporte compacto. Como f tiene soporte compacto, u es holomorfa fuera del
soporte de f, es decir, en un entorno del infinito. El desarrollo de u en el infinito se
obtiene haciendo 7 = 1/z para |7| pequeﬁo. Pero

u(l/7) = ffc Tf(W)dA( w) = (ff wk F(w)d Aw) | 75!
k 0

= L5 AT =0
T k=0

y u(z) = 0si |z| es suficientemente grade (ndtese que el desarrollo anterior es valido
si|7| < 1/d donde d = |z| para todo z € sop f). Por tanto, como se queria demostrar,
u tiene soporte compacto. O

Observacién 1.28. Si f es meramente Cf (C) para algtin k = 1, la funcién u obtenida
en este teorema es, de acuerdo al teorema 1.8, Cf (€). Ademas, u se anula en la com-
ponente no acotada de C\ sop f, es decir, sop u < sop f¢. ]

Ejemplo 1.29. Si ¢ € CX((0,+00) y f(2) = ¢(1z|*) entonces,

pelfl= ffC ZX f(2)dA(z) = ffc X (1217 d A(2)
00 27 .
:/ Qk+1(,0(02)d0/ elkede
0 0

271/ opHdp, sik=0
= 0

0, sik=1.
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Asi, por el teorema 1.27, la ecuacién g—g = f tendrd solucién con soporte compacto
si, y s6lo si,

/ p(dt= 2/ 09> dp =0. (1.16)
0 0
Bajo esta condicioén, la funcién

1
o(): =/ @(ts)ds
0

es C°((0, +00)) ya que, por (1.16)

1 [ 1 [
P) = —/ p)dv = —/ eWwdv=0
tJo tJo
para ¢ > 0 suficientemente grande. Esto implica que
o) = i(r¢>(t)) =¢(t)+td—¢(t) (1.17)
dr dr '

si £>0porlo que, si u(z): =z¢(|zl?), ue CX(C) y ademads, por (1.17)

0
6—;‘ =¢(lz*) +1z17¢' (1215 = @ (I2zI*) = f(2). X

El problema 4 en varias variables: el teorema de Hartogs

El problema denC" con coordenadas (z1, 2y, ..., z,) consiste en, dadas fi:C"—
C(j=1,2,...,n), resolver el sistema

ou
Er =h
ou
FEN =f
{ 9% (1.18)
ou
0z, "

Si f =% fjdz;, obviamente una condicioén necesaria para que (1.18) tenga solucion
esque df =0, es decir

ofi _ ofk

0z - 6.2]'
paratodo 1 < j < k < n. Al contrario de lo que ocurre en una dimension, (1.18) siem-
pre tiene solucion con soporte compacto si sop f; es compacto para j = 1,2,...,n [9].
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Teorema 1.30. Supongamos que n>1y sea f =¥ fjdz; una (0,1)—forma con coefi-
cientes C' y soporte compacto K = U jsop fj tal que df = 0. Sea Qo la componente
no acotada de C" \ K. Entonces existe una tinica u € C*(C") que resuelve la ecuacion
du= f yademds u=0 en Q.

Demostracién. Definamos

u(z) =

f fl(w,Zz, ’Z”)dA(w). (1.19)

Del teorema 1.8, ue C1(C") y 621 = f1. Ademds, para 2 < j < n, derivando en (1.19)

]ZCI (w)ZZ)---an)
—(z) ff 4 dAw)

0Z; 21— w
af,
:lff azl(w,zz, ’Zn)dA(w)
7w JJc 21 —-w
= fi(2)

por (1.7) aplicado a f; con 2z, z3, ..., 2, fijos. Asi, (%”j = fj paral < j < n que es preci-
samente (1.18).

En particular, u es holomorfa en Q. Puesto que de la expresion (1.19) u(z) =0
cuando |z,| es suficientemente grande (jaqui es donde se usa que n > 1!), la conexi-
dad de Q¢ implica que u = 0 en todo Q.

Por tltimo, la unicidad de u sigue como en el caso uno dimensional. m]

Observacién 1.31. Si u € C'(C") tiene soporte compacto esté claro que, como para
el caso n = 1, la integral de 0u/0Z; sobre C" es 0. Las hipétesis en el teorema 1.30
implican, por tanto, que cada coeficiente f; de f tiene integral 0 sobre C". ]

El Teorema 1.30 se puede usar para demostrar el siguiente teorema de Hartogs
que informalmente viene a decir que los dominios de holomorfia “no tienen aguje-
ros” cuando n > 1.

Teorema 1.32. Supongamos que n>1,Q c C" abierto y K < Q compacto tal que Q\ K
es conexo. Entonces toda funcion g holomorfa en Q\ K tiene una extension que es
holomorfa en todo Q).

Demostracién. Sea y € C*°(C") tal que ¥ = 1 en un entorno U de K y con soporte
compacto Ky < 2. Sea )
r goy enQ\K
~ o en el resto de C™.

Puesto que 0y = 0 en U y fuera de Ky, f es una (0, 1)—forma con coeficientes C*(C")
con soporte contenido en Kj. Sea Q la componente no acotada de C" \ Ky, u la so-
lucién de la ecuacién du = f que se anula en Qq (teorema 1.30) y consideremos la
funcion
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G= u+(1-v)g enQ\K
u enU.

Puesto que ¥ =1 en U, G estd bien definiday G € C*°(C"). Ademds

* EnU,0G=0u=f=0. i
e EnQ\K,0G=0u—-goy=f—-f=00g=0enQ\K)

y, por tanto, G es holomorfa en Q.

Para terminar, en QpNQ\ K tenemos ¥ = u =0, asi G = g. Puesto que QyNQ\K
no es vacio y Q\ K es conexo, las funciones holomorfas G y g deben coincidir en todo
Q\K. O

Para ilustrar el teorema 1.32, sea n > 1 y 0 < r < 1. Entonces, toda fun-
cién holomorfa en Q = {z€C" / r <|z| <1} extiende a una funcién holomorfa en
B ={zeC" /|z| <1}. En particular, para n > 1, los ceros de funciones holomorfas
no son aislados: si p € Q es un punto en un abierto Q, g es holomorfa en Q tal que
g(p) =0V g(z) # 0 para todo z € Q\ {p}, entonces 1/g es holomorfa en Q\ {p} pero
no admite extensién holomorfa (ni siquiera continua) a p.

1.4.3. Elproblema de Dirichlet para el operador 8

Si Q c C es abierto, el problema (1.9) tiene solucién u € L}UC(Q) para cualquier
dato f € L'(Q) n C(Q). Cualquier otra solucién es de la forma u+ h con h € G(Q)
(por el lema de Weyl 2.35, cualquier solucién localmente integrable de du/d0z = 0
es automdticamente regular). Si como en el teorema 1.27 queremos unicidad, habra
que imponer condiciones adicionales.

Si suponemos que Q es acotado con frontera regular a trozos orientada posi-
tivamente (como haremos en lo que sigue), una posibilidad es prescribir la solucién
en 0Q2 y considerar el problema tipo Dirichlet siguiente: dadas f € C(Q) y g € C(0Q)
encontrar u € C(Q) n C'(Q) tal que

ou
= = Q

{ 5z en (1.20)
u=g en 0Q.

Que este problema tiene una tnica solucién, si es que tiene alguna, se debe a que la
diferencia de dos soluciones u; — u es holomorfa en Q pero se anula en 0Q y, por
tanto, u; = up en Q. Por otro lado, como en el estudio del problema 0 con sopor-
te compacto, si el problema (1.20) tiene solucién entonces, para cualquier funcién
holomorfa % en un entorno de Q tendremos por (1.4)

. 0
fmgmh(adc = géﬂ WQOhQdS =2 f fQ = (uh)dA)

5 (1.21)
=2iff h—b_‘dA(z)=ziff h2) f(2)dA).
o 0z Q
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Con f =0, el problema (1.20) da respuesta a la pregunta sobre qué funciones
g € C(092) son valores de frontera de funciones holomorfas u € C(Q). En este caso,
(1.21) se reduce a

yg gWQ)h)dl=0 (1.22)
00

para cualquier funcién h € C (Q)NO(Q). Pero, por la observacién 1.12, tales funciones
h se pueden aproximar por funciones racionales con polos simples en C\ Q y, por
tanto, (1.22) es equivalente a

gf 8@ 4o, zeaq. (1.23)
0l—2z
El siguiente teorema prueba que esta condicién también es suficiente

Teorema 1.33. Si Q es acotado con frontera de clase C' entonces, una funcién g €
C(0Q) admite una extension continua a Q) holomorfa en Q si, y sélo si, satisface las
condiciones equivalentes (1.22) 6 (1.23).

Demostracién. Lafuncién buscada debe ser la integral de Cauchy dada por

1 (9]
=— ~—=dl(.
uz) 2mi §é9 (-z ¢
Usaremos (1.23) para probar que

limu(z) = g(a) (1.24)
)
para todo a € 0Q. Para ello, existe una proyeccién 7 bien definida para z € Q sufi-
cientemente cercano a 0Q en el sentido que 7(z) € 0Q es el punto de 0Q mas cercano
a z, esto es, dist(z,0Q) = |z—n(z)| (aqui es donde se usa la hipétesis de regularidad
de 6Q). Denotemos por z* ¢ Q el punto en la normal exterior a dQ cuya distancia a
7(z) seaigual a dist(z,0Q) = |z* — n(2)| (figura 1.2).

Figura 1.2. Proyeccion

yg g() dC=0
o0 ¢—2z*

Entonces, por (1.23)
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y consecuentemente
1 z—-2z"
Ha = _75 g((c z (-2 )dC 2mi Po T-a -2 8%
El nicleo .
P:(z,0): - kr
0 (-2 2%

posee las siguientes propiedades

(a) L&lg P5(z,0)d{ =1siz€Q,
a0

2mi
dist(z,0Q)

(b) 1P3(z,0)] S sizeQy (e,

I~ zI?
(c) yg |P3(2,Olld{I S1sizeQ,
00
(d) lim |P5(z,0)||d¢| =0siacdQyd>0.
20/ 1E-al=s

Aqui, si @ y B son dos funciones reales, la notaciéon a(z) < f(z) significa que exis-
te una constante C > 0 tal que a(z) = CB(z) para aquellos z involucrados en dicha
estimacion. En caso que exista algtin pardmetro subyacente (6 por ejemplo) denota-
remos por a(z) <s B(z) si C = Cs depende de éste.

(a) es consecuencia de (1.23) y de la igualdad

1 a¢

=1
278 Jaq (-2

sizeQyaque z* ¢ Q. Para (b) obsérvese que si { € 0Q
I¢ -zl =lz—7m(2)| +|7m(2) - {| = dist(z,0Q) + |7 (2) = {]
< dist(z,0Q) +|7(2) — 2" | +{ — 2|
=2dist(z,0Q) +{ — z*| < 3|{ - z*|

ya que dist(z,0Q) < |{ — z*|.
(c) sigue de (b) tan pronto veamos que

55 |dq]| 1
20 I —z2 ™ dist(z,0Q)"

Para ello, por el teorema de Fubini

bl =z [ (e
=2 d dal|| —
&én ¢ -z o0 \Jjr—z 13 ac1= dist(2,00Q) \(—zlst| ¢l 3

y puesto que la funcién

t = dist(z,0Q) — |dl|

|(—z|<t
es continua y constante para ¢ suficientemente grande,

/ |d¢| < t, t=dist(z,0Q).
(—z|<t
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Asi

LY
00 (=212~ Jaiszon) t? dist(z,00)

De la misma forma, sid >0, a€ 0Qy|z—al <d/2 (z€Q), por (b)
|d{| < dist(z,0Q)
(—azs (=212~ &2
yaquel|l{—z|z|{—-al-|z-al=d- g = g si|({—al = 6. Esto implica (d).
Procedemos ahora con la demostracion de (1.24). Por (a)

1
u(z) - gla) = 2—7§ P5(z,0)(8() - g(a)dL.
L Joa

/ |P5(z,O)l1d¢] < dist(z,0Q)
|{—al=6

Puesto que g es continua, dado € > 0 existe 69 > 0 parael que |g({)—g(a)| < € siempre
que |{ —al < 8y y { € 0Q. La contribucién del arco Is, = {{€0Q /[{—al <o} ala
integral anterior estd mayorada por

27

DN ™

/ P5(z,0)(g(Q) - g(a)d( Si/ IP5(z,Ol1d¢] <
Is, 27 J 1,

1
por (¢)

Con este §y fijo, por (d), para algtn 6 >0

/ IP3(2,0)1d¢| Sop €
s,

si|z—al <48,y por tanto

gl

2mi

1
1 / P3(2,0)(g(() - g(@)di| <
09\[50

&
/ |P5(2,0)11dC] Ssy =
a0\, 2

Consecuentemente |u(z) — g(a)| < € para |z — a| < § que prueba (1.24). O
Para el problema general (1.20) tenemos

Teorema 1.34. Si f € c(Q v g € C(0Q) el problema (1.20) tiene solucion si, y sélo si, f
y g satisfacen la condicion de compatibilidad (1.21).

)zl/f T A
nllaz—w

es continua en Q. Si & es holomorfa en Q) tenemos

% (g(C)—v(C))h(C)dC=2if f(z)h(z)dA(z)—yg v(Qh)dd,
o0 Q o0

Demostracién. La funciéon

pero

yg v(ohmdc——ﬁ (f JQw) dA(w))hmdc

Q- w

- [[ (5 gﬁ ﬂdc)dm )



1.4 El problemad 23

=2iff h(w) f(w)dA(w).
Q

Consecuentemente, g — v satisface la condicién (1.22) y por el teorema 1.33 es la
restriccion a 0Q2 de una funcién 7 € C(Q) holomorfa en Q. La funcién u: = v+ v
satisface u = g en 0Q), g—’g = g—g = f en Q y por tanto es la solucién del problema (1.20)

buscada. O

Observacion 1.35. Si Q es simplemente conexo (Cy \ Q conexo), toda funcién ho-
lomorfa en un entorno de Q es limite uniforme en Q de polinomios. La condicién
(1.22) se transforma en

55 *ed(=0,k=0,1,2,...
0Q

Por ejemplo, en el caso particular del disco unidad D = {z € C / |z| < 1}, esto se puede
reescribir

1 (", .
g(-n): :—/ emeg(e’e)dHZO, n=123,...
2n ),

Por tanto, una funcién continua g: T = 0D — C admite una extensién holomorfa
a D si, y sélo si, sus coeficientes de Fourier negativos se anulan. De igual forma, la
condicion (1.21) se puede, también en el caso simplemente conexo, sustituir por

§1§ (kg(()d(=2iff ZXf(2)dAz), k=0,1,2,... (1.25)
0Q Q

Por tltimo, cabe también sefialar que el teorema 1.27 es consecuencia del teo-
rema 1.34 pues si f € C°(C), la condicién (1.15) sobre los momentos de f se reduce
a la condicién (1.25) (con g = 0) sobre cualquier disco que contenga al soporte de

f O

La férmula de salto de Sokhotskii/Plemelj

Las férmulas (1.27) y (1.28) que expresan los valores de frontera de integrales
tipo Cauchy fueron descubiertas por Yu V. Sokhotskii en 1873. Con demostraciones
mas completas pero bastante mas tarde, en 1908, éstas fueron redescubiertas por J.
Plemelj.

El problema de determinar una funcién u en términos de sus valores sobre
una curva y es equivalente a resolver un problema de Cauchy para la ecuacién de
Laplacey, por tanto, no estd bien propuesto: la solucién puede no existir, no ser tinica
o no depender continuamente de los valores de frontera. Por ejemplo, si §,€ >0, la
funcién

6%
u(z) 52 4 22
satisface
lu(x)| = O €
S 82+ x2 T

paratodo x € R, pero |u(z)| — oo cuando z — +id. Puesto que 0 y € pueden ser toma-
dos arbitrariamente pequefios, vemos que no importa cudn pequefia sea u en y =0,
que u puede ser muy grande a una distancia arbitrariamente pequefia de y = 0. Esto
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muestra que intentar especificar u sobre la curva dada es un problema mal plantea-
do. Sin embargo, se pueden considerar problemas bien propuestos en los que, por
ejemplo, se especifican Reu 6 Imu en y o su salto de a través de y.

Si u es holomorfa en un entorno de la componente acotada y de C\ y de una
curva cerrada simple y de clase C!, como consecuencia de la férmula integral de

Cauchy ((1.5) con Q = }if),

u(z) = L o d(, z€Q.
2mi

De forma mas general, si g es una funci(’)n continua sobre ¥, la integral de Cauchy

8@
y¢(—z
define una funcién holomorfa en C \ y (como antes, sus derivadas pueden ser calcu-
ladas derivando bajo el signo integral). La cuestién ahora es ;cudl es el limite de u(z)
cuando z — a € y? Resulta que, como sugiere la demostracién del teorema 1.33, la
respuesta depende de en qué lado de y z se aproxima a a.

A modo de ilustracién, supongamos que g es holomorfa en un entorno de
a €y 'y denotemos por 7* /7~ ellado izquierdo/derecho de y (de acuerdo a la orien-
tacién usada en la integral (1.26), figura 1.3). Ahora deformamos y sustituyendo
Ye = YN D(a,€) c y por una porcién de circunferencia C, como también se mues-
tra en la figura 1.3 (e > 0 es lo suficientemente pequefio para que g sea holomorfa en
D(a,2¢)).

u(z) = ac (1.26)

Figura 1.3. Contorno original/modificado

Puesto que estos contornos son homatopos dentro del disco D(a, €),

u+(a)—hm u(z)—hm— / / g(() / / g(()
2T Sy, (- z " 2nmi Tye

zey

Cuando ¢ —01la contrlbucmn de la integral en C; es f(a)/2 (el factor 1/2 aparece
porque estamos integrando s6lo sobre “media” circunferencia). Por tanto

1 80 ., 8@ (1.27)

us(a) = Y{_a >
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donde

89 4 i / 80 4

y(-a £=0 Jy\y, (—a
denota el Valor Principal de la integral considerada. Tal y como sucede para integra-
les singulares, este limite siempre existe por la cancelacién que presenta el nticleo de
Cauchy.

Si nos aproximamos a a desde el lado derecho 7~ reemplazando y, por la “se-
micircunferencia” C. = dD(a, €) \ C;, del mismo razonamiento anterior
g(a)

v (@) = lim u(e) = —— f 89Q 4p 8@ (1.28)
—a y¢—a 2

zey

ya que, en este caso, la integracion en C. ocurre en la direcciéon opuesta a la de C;.
Las relaciones (1.27) y (1.28) se conocen como la férmulas de Sokhotskii/Plemeljy
son equivalentes a

8@ dt

yé-a (1.29)
ui(a)—u-(a) = gla.

uy(a)+u_(a)=

En el caso en que y sea C! a trozos, (1.27) y (1.28) toman la forma

L r
u+()—— f((; (+(1—£)g(a)
(1.30)
-1 /8@ . F
u-(a)=—— Y{_ad( 77 8@

donde f§ es el dangulo interior en un punto de “esquina” a € y de acuerdo con la orien-
tacién de y (figura 1.4).

vy

Figura 1.4. Angulo interioren a €y

En general [1], las férmulas (1.30) son vélidas si paraalgin 0 < a <1 g€ Lip,,
es decir, si g satisface la condicién de Holder
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|gC1) - gW2)| =Cler=al®, (1,¢2€y

para alguna constante C > 0.

Noétese que cuando y es Clena, B = ylas férmulas (1.30) se reducen a (1.27)
y (1.28).

Por ultimo, obsérvese que la demostracion del teorema 1.33, permite ver que
la segunda ecuacion en (1.29) es vélida si g es meramente continua sobre y ya que,
bajo sus hipotesis u_ = 0.
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Funciones armoénicas en el plano

En este capitulo, siguiendo [3, 4, 5] y [10], abordaremos el estudio de las fun-
ciones armoénicas, es decir, aquellas funciones u € C? definidas en un abierto plano
Q paralas que
Pu  ’u
_—t — =
0xz  dy?

En la primera seccién consideraremos su relacién con las funciones holo-
morfas estudiadas en el capitulo anterior mientras que, en la segunda, se estudia-
réd la propiedad de la media y el principio del maximo desde un punto de vista real
con técnicas que permiten generalizarlos a dimensiones superiores. Considerare-
mos ademas el problema de Dirichlet en el disco unidad donde se presenta el nticleo
de Poisson y la correspondiente representacién integral para su solucién.

En la penultima seccién recogeremos algunas de sus propiedades: singulari-
dades evitables, teorema de Liouville y el principio de Harnack.

Para finalizar el capitulo introduciremos, al igual que se hizo en el capitulo
precedente, la nocién de solucién débil y probaremos un caso particular del conoci-
do Lema de Weyl.

Au=(NV-Vyu= 0.

2.1. Relacion con las funciones holomorfas

En el capitulo anterior probamos que si u: Q — Cees ct, du=0u+ du donde
ou= a—gdzyau = g—gdz, es decir, d =0+ 0. Ahora, si d°: =—i(0—0) entonces

20u =du+ id“u}

20u =du—idu @.1)

Nétese que d€ es un operador real ya que
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En particular d°u es real si ulo es y si u € C?(Q)
2

] ] .. P
—idd"u=~(0+8)(0u~du) = 0du-3ou =2 Y dzndz.
202

En coordenadas reales

Ru 1(0 .d0\(0u .du 1(0%u 6%u 1
6262:Z(a_la)(&—i—la):Z(@+E):ZAM' (2.2)
El operador que aparece en la dltima linea se llama Laplacianoy las funciones u €
C?(Q) tales que Au = 0 en Q se denominan arménicas.

Proposicién 2.1. Siu=a +if: Q — C esde clase C' en Q entonces u es holomorfa en
Q si, ysolo si, df = da en Q.

Demostracion. Siue 0(Q), de (2.1)
du=id°u = da+idf=i(d°a+id°f)=-d°B+id°a,

que implica df = d°a ya que los operadores d y d° son reales. Reciprocamente,
puesto que dBf =08+0fyd°a=—-i(0a—0a), sidp = d a se sigue que

da+idf=0a—-idf=0"
Asid(a+if) =0y u=a+ifesholomorfa. O

Observacion 2.2. En coordenadas reales

o oa
d°a=-i@a-0a) = (azdz—gdz)
oa .
:——((a—l—)(dx+ldy) (—+l—)(dx—zdy)) 2.3)
oa oa
=—dy—-—d
0x y oy o

con lo que la ecuacion df = d°a equivale, como establece la proposicion, a las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann (1.2).

Por otro lado, si identiﬁcamos la 1-forma da = g—gdx + g—;d y con el campo
gradiente Va = —z + a I @ 7 vemos que

oa oa
0-1)1ox|_( oy
ay 0x
que a su vez se identifica con d€a. Asi, d°a no es mas que la rotacion anti horaria de

90° de da. Nétese que J: R?> — R? no es mas que el endomorfismo real inducido por
la multiplicacién por i = v—1. Ll

* El miembro de la derecha en la primera igualdad es proporcional a dz mientras el segundo
lo es a dz. Puesto que dzy dz son C—linealmente independientes se sigue que ambos son
nulos.
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Como consecuencia, la parte real de una holomorfa en Q debe ser armoénica
pues
AadzAndz=-2idda=—-2id*f=0

en Q) puesto que, como consecuencia del teorema de Schwarz [4, teorema 1.22], d® =
0.

Como prueba la siguiente proposicién, al menos localmente el reciproco tam-
bién es cierto

Proposiciéon 2.3. Si a: D — R es armonica en el disco unidad, entonces existe : D —
Rtalqueu: = a+1if es holomorfaenD.

Demostracion. Este resultado es consecuencia del Lema de Poincaré ya que por hi-
potesis la 1-forma d€a es cerrada y por tanto exacta en D (ver apéndice D en [4]
por ejemplo). Para ser mds explicitos, la expresién (2.3) y la proposicion 2.1 sugiere
tomar

L da da
B(2): —/0 (ya(tz)—x@(tz))dt

para la que en efecto,

%()—/1( AU (t)—a—(t ))dt
ax 7 Jo (a2 Moxay e §

Y 0%a 02
? —/0 (tya 2(tz)+t)ca (tz)+—(tz))dt

Aa=0

:_/l(tila_“(tz)

0 Ot 6y

=—/12 [ta—a(tz)]dtz—t 0% 12
o Ot| Oy oy

De la misma forma,

+ a—a(tz)) dt
dy

t=1

=2
t=0 oy '

2

(t2) +ty

aa(”) e

3
J

It
|, 3l

(tZ))

02

Jar

dt—ta—(t )

( tz)+ty "o (tz)+tx62a(tz))dt
0x0y

tz)+t— [—(tz)

t=1
t—(t )

=2
=0 h 6x

que son las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Esto pruebaque u=a+ife0(D). O
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La funcién obtenida en esta proposicién se llama armoénica conjugada de a
y es Unica salvo constantes. En efecto, si 1 y B2 son dos conjugadas de @, entonces
a+ifya+if; serian holomorfas en D lo que implica que 2 — f; seria real holomor-
fa y por tanto constante en D atendiendo, por ejemplo, al teorema de la aplicacién
abierta [10, Capfitulo 10].

2.2. Lapropiedad del valor medio y el principio del maximo

El andlogo a la identidad (1.5) para el operador de Laplace [4] es

Teorema 2.4. Siu: D —ResCZ enD y continua en el disco cerrado ﬁ, entonces

1 [ 1
u(0)=g/0 u(cosG,senH)d9+Effmln(\/xz+y2)Au(x,y)dxdy.

Demostracion. Si

1 2m
0(r): = —/ u(rcosf,rsenf)df, 0<r=<1
27 0

entonces
1 d 27
o' = Z_d_ u(rcosO,rsenf)do
1 27'[ au
=— (—(rcos@, rsenf)cosf + — (rcosf, rsenf)senf | do

2n Jo \Ox oy

1 21 ou

— —(rcosf,rsenf)d (rsenf) — — (rcos@, rcos0)d (r cosf)

27rr 0x dy

1 ou ou

= —dy——d
21r aD(0,r) 0% y oy -

Aplicando el teorema de Green

o'(r) = ff (02” Ou )d ——ff Audxd 2.4
2nr JJpo,n \ 0x? e DO, Y ’

e integrando en r, por el teorema de Fubini

! p 1 [t dr
o) :@(0)+ O'(rdr = u(0)+— (ff Au(x,y)dxdy)—
21 Jo D(O,r) r

= u(0)+—ff (/ )Au(x y)dxdy
x2+y

:u(0)+§fﬂlnr o

1
— _ /42 4 12
= u(0) 271[[@111( X4y )Au(x,y)dxdy.

Au(x,y)dxdy
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1 [ 1
= — /32 + 12
u(0) = 2”/0 u(cos@,sen@)d9+2nffnln( X’ +y )Audxdy

seglin queriamos probar. O

Corolario 2.5. Si u es arménica en el disco unidad D, entonces u posee la propiedad
del valor medio, es decir

1 27
u(0) = —/ u(rcosf,rsen0)do
27 0

paratodo0<r<1.

Demostracion. Esto sigue como consecuencia del teorema anterior sin mas que
considerar la funcién u,(z) = u(rz) que es armonica en un entorno de D ya que
Au, = r’Au. O

De acuerdo con la siguiente proposicion, el reciproco también es cierto.

Proposicién 2.6. Siu € C2(D) y a €D, entonces

N 0 do
Au(a) = lim — (ua+re)—ul@)—. (2.5)
r—0+ 12 J, 2n

Demostracion. (2.4) implica que

A 2
ff Audxdy's M Area(DO,r)) _ Mzr® _Mr
D(0,r)

1
E r Tomor 2 r—ot

|® (r)| = 2nr

y por tanto ©’(0) = 0 (M > 0 es, por ejemplo, una cota para Au en D(0,1/2)). Conse-
cuentemente, por el teorema del valor medio para integrales

e'(r 1 1 Au(0
0"(0) = lim (") _ lim ff Audxdy = - lim Au(z,) = ©
r—0* r r—0+ 27r2 JJpo,r 2 r—0* 2

donde z, € D(0, r). Por consiguiente

Au0) . O(r)-06(0)-6'0)r . 6(r)-0(0)
= lim =2 lim ———,
r—0* r2/2 r—0* r?
esto es,
2n d
Au(0) = lim — (u(rcos®,rsend) — u(0)) —. (2.6)
r—0+r< Jo 2m

Por tltimo, si a € D, la funcién v(z) = u(a + z) es C2 en el disco de radio D (0,1 — |al)
y (2.6) implica la proposicién. O
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Observacion 2.7. 1. La proposicién 2.6 también es un corolario inmediato del teo-
rema 2.4 pues aplicado a las dilatadas u, se sigue que

21
/ (u(re'®) - u(0))do = —iff In|z|Au,(2)d A(z)
0 27[ A
1 r2
= ——Au,(zr)ff In|z|dA(z) = —Aul(rz,)
27 A 4

donde |z,| < 1yaque [f,In|z|dA(z) = —n/2. Haciendo r — 0% tras las manipu-
laciones algebraicas obvias esto implica (2.5) para a = 0.

2. El corolario 2.5 también sigue de la existencia local de funciones armoénicas con-
jugadas y del apartado (a) del corolario 1.5. En efecto, toda funcién arménica «
en D es la parte real de una funcién holomorfa u alli (¢ = Reu) y por tanto, del
corolario 1.5(a)

1 21 . 1 271 X
u(0) = —/ ure’®yao = Reu()= —/ Reu(re'%)do.
27 0 27 0

3. Como ya hemos visto, puesto que las traslaciones/dilataciones conservan armo-
nicidad, para toda funcién arménica en un dominio Q se tiene que

21
u(a) = L/ u(a+ reia)dQ 2.7
27 0

siae Qy0<r<dist(a,o0Q).
4. Multiplicando por pdp e integrando en r en (2.7) obtenemos

r 21
u(a)ziz/ (/ u(a+Qei9)d9)QdQ=%ff u(a+w)dA(w). (2.8)
nr 0 0 nr lw|<r

Esto quiere decir que u también posee la propiedad del valor medio en drea. []

La propiedad de valor medio de drea implica el siguiente andlogo al teorema
1.10.

Corolario 2.8. Sea u es arménica en una abierto Q) c C. Para todo compacto K € Q y
todo entorno abierto U c Q) de K existe C > 0 (que depende de K y Q) pero no de u) tal
que

mI?xlul =Clulpw, -

Demostracién. Sea 6 < dist(K,0U)/2.Sizy€ Ky |z—2zg| <6, por (2.8) tenemos que

1 1 1
lu(z)| = Wffmsa lu(z+w)ldA(w) = Wfolu(W)ldA(W) =57 lulp,. O
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Observacion 2.9. Para ser mds precisos, el corolario 2.8 es mas débil que lo que afirma
el teorema 1.10 por cuanto alli se presentan estimaciones para las derivadas de u en
términos de la norma L!. Sin embargo, si ¥ > 0y u es arménica en un entorno del
disco cerrado D(0, 1)

1
d = — d 2.9
T ffw|<r 0x xdy 1owr? Jie, uay (2.9)

Green

ya que 0u/0x también es armonica si u lo es. Asi,

1 2
5—256 luldy < — méx |ul
e Jig=r ' D(,r)

y por tanto,

2v2
max |Vu(z) || — max |u(2)|.
|z|sr r lzl<2r

Obsérvese que si ademds suponemos u =0, (2.9) implica que

‘du 2
—(0)| = —u(0)
0x r

y por consiguiente

1vuol =220 2.10)

O

Consecuencia dela propiedad del valor medio es el siguiente principio del md-
ximo

Teorema 2.10 (principio de mdximo). Si a: Q — R es armonica en un dominio Q y
paraalgin a € Q, a(z) < a(a) para todo z € Q) entonces « es constante.

Demostracion. Sea A= {z eQ) / a(z) = a(a)}. Puesto que A # @, para probar que a es
constante en Q) veremos que es A simultdneamente abierto y cerrado (Q se supone
conexo). A es cerrado puesto que a es continua. Si zp € ANQ y 0 < r < dist(zg, 0Q),
por la propiedad del valor medio

27
/ (alzo+ pe'?) - a(zp))db =0
0

para todo 0 < p < r. Puesto que a(z) = a(a) = max{a(z) / z€ Q}, el integrando en la
igualdad anterior es < 0y por tanto a(zo +pe'?) = a(z) cualquiera que sea € [0, 27]
y 0 < p < r. Esto implica que el disco centrado en zj y radio r estd contenido en Ay
por tanto, A es abierto. m]
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El hecho que da/dz es holomorfa cuando « es arménica permite enunciar la
siguiente version del teorema anterior

Teorema 2.11 (version local del principio del mdximo). Sean Q0 y a como en el teo-
rema anterior. Si a tiene un mdximo local en algiin a € Q) entonces a es constante.

Demostracion. La demostracion del teorema anterior muestra que a debe ser cons-
tante en un entorno de cualquier méximo local pero entonces, la funcién u: =
0a/0z (que es holomorfa puesto que a es armoénica (2.2)) debe, por el principio de
identidad, anularse idénticamente. Como consecuencia a también debe ser cons-
tante en todo el dominio Q. O

Corolario 2.12. SiQ c C es acotado y & es arménica real continua en ), entonces

maxa(z) = maxa(().
2eQ (e0Q

Demostracién. Por continuidad, el maximo se alcanza en algiin punto de Q. Si esto
sucede en un punto interior, @ es constante en la componente conexa que lo contie-
ne (teorema 2.10) y por tanto, el méximo también se alcanza en 0Q. m]

Corolario 2.13 (Teorema de Unicidad). Sea Q) acotado y u, v arménicas complejas en
Q continuasen Q. Si u = v en0X, entonces u=v en .

Demostracién. Las partes reales e imaginarias de u — v y v — u son armoénicas reales
en Q y se anulan en 0Q. Por el corolario 2.12, u = v en Q. O

El siguiente teorema muestra que la hipdtesis de regularidad para el reciproco
del teorema del valor medio puede relajarse sustancialmente.

Teorema 2.14. Si u es continua en un abierto Q) c C y satisface (2.7), entonces u €
C*®(Q) y armonica en Q.

Demostracién. De acuerdo con la proposiciéon 2.6 basta probar que u € C*°(Q). Sea
¢ € CX (D) radial (¢(z) = ¥ (|zl), z € D). Para € > 0 suficientemente pequefio, sean
Ge(2): = Plzle)le? y Qp: ={zeQ /dist(z,0Q) > £}. Entonces, si z € Q, la funcién
w — ¢ (z — w) tiene soporte en Q 'y

Lt*¢>e(z)=ffg u(w)</>g(z—w)dz‘l(w)=ffQ u(z— w)p: (w)dA(w)
= isz u(z—w)p(wle)dA(w) =ff u(z—ew)p(w)d A(w)
€7 JJlw|=e lw|<1
1 2 . 1
:/ ov(p) (/ u(Z—EQelg)dH)dQZZTHL(Z)/ ov(p)dp
0 0 0

=u(z) ffD(p(w)dA(w) =u(z).
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Puesto que ¢p € C*°, u = u * ¢, también lo es en Q. (las derivadas sobre u las absorbe
¢ que es C*). Como ¢ > 0 es arbitrariamente pequefio concluimos que u € C*(Q).
]

Corolario 2.15. Si u es arménica en Q) entonces u € C*(Q).
Demostracién. Basta aplicar sucesivamente el corolario 2.5 y el teorema 2.14. O

Corolario 2.16. Si {uy} es una sucesion de funciones armonicas en Q) que converge
uniformemente en compactos de Q a una funcion u, entonces u es armonica en Q.

Demostracién. Puesto que cada uy satisface las hipotesis del teorema 2.14, u tam-
bién. ]

2.3. Elproblema de Dirichlet

Al igual que el problema estudiado en el apartado 1.4.3, para el operador de
Laplace podemos considerar el siguiente problema de Dirichlet: dada una funcién
continua g: 0Q2 — C en un dominio acotado Q c C, encontrar u: Q — C continua en
Qvyarménica en Q tal que ulsq = g. Ahora, a diferencia con el caso de 8, no hay obs-
trucciones y, como consecuencia del principio del maximo, la solucién a este pro-
blema (si existe) es tinica. A continuacién pasamos a estudiarlo en el caso particular
del disco unidad.

Para a € D consideremos el automorfismo ¢, del disco unidad dado por
¢a(2) = {54. @4 es de hecho holomorfo en un entorno de D puesto que su tinica
singularidad es z = 1/a ¢ D y proporciona un difeomorfismo de T. Si u es arménica
en Dy continua en D, la funcién u o ¢, también lo es (esto es consecuencia de que
la composiciéon de funciones holomorfas es holomorfa). Por la propiedad del valor
medio encontramos que

1 2 0
u(a) = E/o u(paq(e’))do

y haciendo el cambio de variables el = <pa(ei0) tenemos

e%do = ¢’ (eMedr = db = |(p’a(ei’)|dr.

Un sencillo célculo nos permite ver que ¢, (z) = (1 az)2 y por tanto
1.2 Py
i‘p’a(e”)lz 1 Ia'l _ 1' |al .
|1—6-le”|2 |elT_a|2
Asi ) )
1 T 1-la ;
u(a) = / 11l eiyap. (2.11)
27 Jo et —al?
Al nticleo P(z,e%): = lll;' 22 Se le llama niicleo de Poisson, es armonico en z

ya que, como se puede comprobar facilmente,
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e+ 2
(2.12)

P(z,¢"%) = Re

el —z

P tiene las siguientes propiedades

(P1) P(z,e%) >0paratodo zeDytodo0<6 < 2.
1 2m X

(P2) —/ P(z,e%do =1 para todo |z| < 1.
271 0

(P3) lim P(z,e)d0=0si0<0y<27y0<8<m/2.
z—ei% J|9-0y|26
(P1) es inmediata de la propia expresion del ntcleo y P») sigue de (2.11) para
la funcién constante u = 1. Para ver (P3), si |z — el <6/n y 160 — 6| = 6 entonces

|ei9_z|2|ei9_ei90|_|ei90_zlz|1_ei(0—90)|_§
V2
2
2sen6—§2—6—§=6
V2 T V2

b/d
si0 <6 <m/2 (ndtese que sen x = %x cuando0<x < %, figura 2.1). Asi

/ P(z,e")d0 < (1-|z)
10-6o/26 g

para |z — e'%| < §/7. (P3) sigue inmediatamente ya que |z| — 1 si z — e'%.

Y y=2z/7

- 2. b/
Figura2.l.senx= £xsi0<x=< 3

Las propiedades (P), (P2) y (P3) pueden observarse graficamente en la figura
2.2 donde se muestra el comportamiento de
1-r? (
1-2rcosf +r?’
parar 1 1. Nétese que P, (0) = P, (—0), que P, (0) < P, () si0< 0 < |0 <myque

Py(0): = P(r,e'?) = 0<r<1,0real)

lim P, (6) =0
r—1

paratodo0 < <.
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P,(0)

i
oo
Sad

Figura 2.2. El niicleo de Poisson

Observacién 2.17. Si u es armoénica en un abierto Q c C, a € Qy 0 < r < dist(a,0Q), la
funcién z — u(a + rz) es armonica en Dy de (2.11) se sigue que

1 (% r2-|z—al? :
u(z) = —/ #u(a+ re'%)do
2n o la+rel -z

paratodo |z—al| <. B

El siguiente resultado da respuesta a la existencia de soluciones para el pro-
blema de Dirichlet.

Teorema 2.18. Si g € C(0D), entonces P[g] definida por

g(2), silzl=1
Plgl(z) = )
& L 2m ig(elg)dél, silz|l <1

2 JO ‘eiB_Z|2
es continua enD y armoénica enD.

Demostracién. Las propiedades anteriores son muy parecidas a las usadas en la de-
mostracién del teorema 1.33 y, de hecho, la prueba del teorema sigue las mismas
lineas que en aquel.

Por lo dicho anteriormente s6lo hemos de probar que P[g] es continua en D.
Fijemos 0y y veamos que P|[g] es continua en e/, Si ¢ > 0 sea § > 0 para el que
Ig(eig) - g(eieo)l < € si |0 —6g| < 6. Para este ¢ fijo, por las propiedades (P;) y (P»)
tenemos

) 1 27 ) ) )
IP[g](2) — g(e?)| = g‘/ P(z,e’e)(g(e’e)—g(e’eo))de'
0

<L P(z,e'?) )g(e”) — gle')

< do
27 J\9-6y|<6
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+— P(z,eie)‘g(eie)—g(emo) do
27 J\9-0,|26

<e+2]glo / P(z,€"%)do),
0—-09|=6
y este ultimo término se puede hacer arbitrariamente pequefio si z estd suficiente-
mente proximo a e!% por (P3). Esto prueba que P[g] es continua en eifo, m|
Observacién 2.19. Si z = re'? (0=r < 1), puesto que

1-72 1-72

P,jt:PriB,it:. _ = -
(z,e'") (re””,e’”) el —reil)2  |1—rel@-0p2

=P (0-1),
la integral de Poisson P[g] puede escribirse como el operador de convolucién:

. o
Plgl(re’®) = Pr[g](0) = (P; * ) (¢) = E/

/3
P, 0-1ngle'hdt. o]
/A

La expresion (2.12) muestra que la serie de Taylor del nticleo de Poisson con-
verge en el disco unidad. Teniendo en cuenta la observaciéon 2.17 esto implica que las
funciones armoénicas son ‘reales analiticas’. Para estas se tiene el siguiente principio
de continuacion

Teorema 2.20. Supongamos que Q) es conexo, u real analiticaen Q y u =0 en un sub-
conjunto abierto de Q). Entonces u =0 en Q.

Demostracion. Sea Z={acQ / aa;': ;y”] (a) = 0 para todo k, j = 0}. Como en la prueba
del teorema 2.10, Z es cerrado en Q (Z es interseccion de cerrados). Puesto que la
serie de Taylor de u converge en algiin entorno de cualquier punto dado de Z, con-
cluimos que u = 0 en ese entorno, esto es, Z es abierto en Q. Por hip6tesis Z # @ y

por tanto Z = () supuesto 2 conexo. O

Observacion 2.21. La version local del principio del maximo expuesta en el teorema
2.11 es un corolario inmediato del teorema 2.20. L]

Terminamos esta seccién con un corolario del teorema 1.16 para la ecuacion
de Poisson Au= f.

Teorema 2.22. Si Q c C es abierto y f € C*(Q), la ecuacion Au = f tiene solucién
ue C*®(Q).

Demostracion. Este resultado se obtiene por aplicacién reiterada del teorema 1.16.

Dada f, de aquel existe v € C*°(Q) tal que %% = f vy, por la misma razén, para esta
funcién también existe u € C*°(Q) para la que %‘;—Z = 1. Asi,

106°u 10 (16u)_1617_16v_f

= 40z0z 20z\20z) 20z 20z

segin queriamos probar. O
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Observacién 2.23. Los teoremas 1.16 y 2.22 son de hecho equivalentes: si Au = f en-
10u

tonces v =357 resuelve g—g =fyveC®(Q)siueC®Q). B

Cabe sefialar que este resultado sigue siendo cierto en dimensiones superio-
res. Su demostracién es completamente analoga a la del teorema 1.16 ya que [6, teo-
rema 1.10] proporciona una versiéon arménica del teorema de Runge.

En cuanto al analogo del teorema 1.27, para datos f € C*°(C) con soporte com-
pacto, la ecuacion de Poisson admite una (tinica) solucién con soporte compacto si,
y sélo si, f f ¢ h(2) f(2)d A(z) = 0 para todo polinomio arménico k. Que esta condicion
es necesaria sigue, como en el apartado 1.4.2, de (1.4) yaquesi Au= f

ff h(z) f(2)A(z) = llm ff h(z)f(2)A(z) = hm f h(z)Au(z)dA(z)
lzl=r

= lim h(()—(()ldﬂ:

e Jig=r OV

Aquidu/dv denotala derivada normal exterior de u en la circunferencia |{| = r. Pues-
to que toda funcién arménica entera es suma de una funcién holomorfa y otra anti-
holomorfa enteras (h = u+ # con u, v € 0(C)), el reciproco sigue por aplicacion reite-
rada del teorema 1.27 usando (2.2).

Observacién 2.24. De hecho, una prueba alternativa (y que con las modificaciones
oportunas es védlida en dimensiones superiores) es la siguiente. De (2.4), la funcién

u(z) = flnlz w|f(w )d (w)

es solucion de la ecuacién de Poisson Au = f. Pero como para |w| < |z|

1n|z—w|=1n|z|+1n(1—5) —1In|z| +Re [ln(l—%)} =1n|z|—k§%Re(%)k,

para | z| suficientemente grande

dA(w) 1 W dA(w)\ z
u(z) = (ff() )lII2 ( f()Zn)k

k=
LS ([ wt )
+2k:1(fC f(LU)

ya que los polinomios hy(z) = zk, Zk, k=0,1,... son armoénicos. |

2.4. Algunas propiedades de las funciones armoénicas

Ahora que sabemos resolver el problema de Dirichlet en el disco, podemos
probar algunos hechos interesantes para las funciones armoénicas.
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Teorema 2.25 (Principio de reflexion). Sea Q) c C abierto y simétrico respecto al eje
OX (y=0), esdecir,zeQsizeQ.SeaQ,: ={zeQ/y>0} yly: ={zeQ/y=0}.
Si u es continua en Q. UIly, armonica en Q. y u = 0 en Iy, entonces u puede ser
extendida armonicamente a Q haciéndola impar en y, es decir, u(z) = —u(z).

Demostracion. Si seguimos denotando por u la extension impar de u a Q, estd claro
que entonces u es armoénica en Q\I1y. Dado zy = xg € 1y veremos que u es armoénica
cercade zy. Sea D un disco centrado en zj cuya clausura esté contenida en Q. Trasla-
dando y dilatando (operaciones que conservan armonicidad) podemos suponer que
zo = 0y que D es el disco unidad. Puesto que u es continua en D podemos, por el
teorema 2.18, resolver el problema de Dirichlet

Av=0enD
v=uendD

con v € C(D). La expresion de v dada alli muestra que v es impar en y ya que u lo es
y, en particular, v(x) = 0 para |x| < 1. Esto a su vez permite ver que v coincide con u
en las fronteras de los semidiscos superior e inferior. Por el corolario 2.13 v = u en
cada semidisco y por tanto v = u en D. En particular u es armoénica en D. O

Corolario 2.26 (Liouville). Si u es armonica acotada en C, entonces u es constante.

Demostracion. Size Cyr > |z|, por (2.8) tenemos

ff u(z+ w)dA(w)—ff u(w)dA(w)‘
lw|sr |lwlsr

1 area(D;)
= > ”u”ooﬂ dA(w) =|ulle ) -
nr D, nr

donde D, denota la diferencia simétrica de los discos D(z,r) y D(0,r). Pero como
Dycd,: ={w /r—-lzl<|w|<r+|zl} (figura 2.3),

1
lu(z) —u0)| = —
r

area(D,) < drea(st;) = n((r + lz)? = (r — Iz|)2)
porlo que

2 _ _ 2
|u(z)—u(0)|s((r+'z') rz(r 12 )llulloo

(2o

Por tanto u(z) = u(0) para todo z € C y u es constante. O




2.4 Algunas propiedades de las funciones arménicas 41

Figura 2.3. Diferencia simétrica D, c ofr

Observacién 2.27. El corolario 2.26 puede deducirse del teorema de Liouville para
funciones enteras ya que, por la proposicién 2.3 (que con la misma demostracién
sigue siendo valida para el plano C en lugar del disco D), u = Re g para alguna funcién
entera g € 0(C) y por tanto, la funcién f: = e$ ademds de entera también es acotada
pues | f| = eR¢& = e, Luego f, y por tanto u, debe ser constante.

Alternativamente, si © = 0, haciendo r — oo en (2.10) se tiene que Vu(0) = 0.
Puesto que para cada a € C la funciéon u,(z): = u(a+ z) = 0 también es arménica se
concluye que Vu = 0y u debe ser constante. Cl

Definicién 2.28. Una funcion arménica u definida en un entorno de a € C salvo qui-
zds en a, se dice que tiene una singularidad evitable en a si u se puede extender a a
como arménica en tal entorno.

El siguiente teorema establece un criterio, en términos de la tasa de explosion cerca
de una singularidad, para que ésta sea evitable.

Teorema 2.29. Supongamos que u es armonica en Q\{a}. Si
lu(z)| = o(In|z—al™)
cuando z — a, entonces u tiene una singularidad evitable en a.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a = 0y que u es
arménica en el disco unidad cerrado D salvo en 0. Como antes sea v € C(D) la ex-
tension armoénica de u|t a D. Seguidamente veremos que v = u en D\ {0} con lo que
podemos evitar la singularidad haciendo u(0): = v(0). Sean e >0y 0 <6 < 1. Con
w: = u—vlafunciéon

zeD\ D(0,8) — w(z) +ln|z|

es armoénica en D \ D(0,0), continua en su clausura, cero en T y, por hipétesis, ne-
gativa en 0D(0,9) si 6 es suficientemente pequefio. Por el principio de maximo, es
negativa en D \ {0} y, haciendo € — 0% concluimos que u < v en D\ {0}. Por tltimo, el
mismo argumento muestra que u = v (basta aplicar este razonamiento a la funcién
opuesta —u que sigue en las hipotesis del teorema), porlo que u = v en D\ {0}. O
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2.4.1. Ladesigualdady el Principio de Harnack

Las funciones armoénicas positivas no pueden oscilar demasiado sobre sub-
conjuntos compactos K < Q si Q es conexo. Para el caso del disco el resultado se
recoge en el siguiente teorema

Teorema 2.30 (Desigualdad de Harnack en el disco). Si u es una funcién arménica
no negativa en D, entonces

1-|z 1+|z|
u(0) < u(z) < u(0)
1+]z| 1-|z|
para todo z € D.
Demostracién. El nicleo de Poisson verifica
1-|z ; 1+|z
! 'sp(z,e’f’)s 12l (2.13)
1+|z| 1-|z|

paratodo z € Dy 6 € R. Si u es no negativa y arménica en D, multiplicando (2.13) por
u(e') e integrando tenemos

1- 2 . 2n . . 1 2r
|z u(ele)@ S/ P(Z, ez@)u(eze)ﬁ < ﬂ (elg)ﬁ,
1+1z| Jo 271 0 21—zl Jy 2m

y por la propiedad del valor medio

1-|z| 1+|z|
u0) <u(z) <
1+|z] 1-|z|

u(0). O

Sean c.(f) =(1—-0/A+ 1 yc*(t) =1+ 1)/(1-1). Tras trasladar y dilatar, el
teorema 2.30 asegura que si u es armonica no negativaen D(0,r)y|lz—al<p <,
entonces

cx(plMula) < ulz) < c*(p/rula). (2.14)

Teorema 2.31 (Desigualdad de Harnack). Si Q es un dominio en C y K c Q un sub-
conjunto compacto en ), entonces existe una constante C = 1 que solo depende de K y
Q tal que para toda funcién arménica positiva u en Q

1 < u(z) -C
u(w)

a

para todo z, w € K.
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Demostracion. Es suficiente probar que existe C = 1 tal que u(z)/u(w) < C para todo
z, w € K ya que la otra desigualdad sigue intercambiando los papeles de z y w. Para
(z, w) € Q x Q) definamos

s(z, w) = sup{u(z)/ u(w) / ues positivay armonica en Q} .

Primero veremos que s < +oo en Q x . Para ello fijemos w € Q y consideremos el
conjunto
Ey: ={z€Q/ s(z,w) < +oo}.

Sea u cualquier funcién positiva y arménica en Q. Si z € Ey, y r > 0 es suficiente-
mente pequeio para que D(z,2r) € Q, por (2.14), u < ¢*(1/2)u(z) en D(z,r). Esto
implica que D(z,r) c E,, y prueba que E,, es abierto. Si p € Q es un punto limi-
te de E,, existe r >0y z € E,, tales que p € D(z,r) < D(z,2r) c Q 'y, de nuevo por
(2.14), u(p) < c*(1/2)u(z). Asi p € E,, y E,, es relativamente cerrado en Q. Puesto
que w € E,, la conexidad de Q2 implica que E,, = Q.

Ahora veremos que s: Q x Q — R* es de hecho semicontinua superiormente,
esto es, paratodo a,beQ

limsup s(z,w) < s(a,b).
(z,w)—(a,b)

En efecto, si ze€ D(a,p) c D(a,r) cQy we D(b,p) < D(b,r) cQ, (2.14) implica que

u(z) - c*(p/r)

, W) = =< , D).
s(z, w) ww) = eloln s(a, b)
Asi
. . . c*(plr)
limsup s(z,w)= lim sup s(z,w)<| lim s(a,b) = s(a,b)
(z,w)—(a,b) 00" zeD(a,0) o—0* cx(0/T)
weD(b,p)

yaque lim c.(f) = lim c¢*(£) = 1.

=0 =0 . S .
Para terminar basta recordar que toda funcién semicontinua superiormente alcanza
su maximo en compactos, y por tanto, s lo hard en K x K. O

Observacién 2.32. 1. Para funciones u positivas meramente continuas, la existen-
cia de una constante C = C,, = 1 dependiendo de u tal que 1/C < u(z)/u(w) < C
paratodo z, w € K es consecuencia del teorema de Weierstrass ya que la funcién
(z,w) — u(z)/u(w) es continua en Q x Q si u > 0. Lo importante en este teo-
rema es que, para la clase de funciones arménicas positivas, C se puede elegir
independiente de u, esto es

u(z)

C= sup
u>0,_
armoénica

sup
z,WweK u(w)

| <+oo.
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2. Las hipétesis sobre las funciones consideradas en el teorema 2.31 pueden rela-
jarse. Puesto que la constante C s6lo depende de K y Q, si u es arménica no
negativaen Qye >0

1 - u(z)+e
C uw+e™
Haciendo € \ 0 concluimos que

éu(w) <u(z) <Cu(w)

para todo z, w € K < Q. En particular

maxu(z) < Cminu(w). (2.15)
zeK wekK

Teorema 2.33 (Principio de Harnack). Sea Q) < C un dominio y u; < up < ... una
sucesion no decreciente de funciones armonicas en Q). Entonces

(i) ug(2) — +oo para todo z € Q cuando k — oo, 0
(i) {ux} converge uniformemente en compactos de Q) a una funcién u que, por el co-
rolario 2.16, también debe ser armonica en (.

Demostracion. Supongamos que para algin zp € Q

u(zg) = lim uy(zp) < +oo.
k—o0

Sea K < Q) compacto. Afiadiendo zj a K siempre podemos suponer que zp € Ky (2.15)
implica que
gleé}g‘(”m(z) - ui(2)) < Cum(20) — uk(20))

para m = k. Esto a su vez implica que la sucesién {u;} es uniformemente de Cauchy
en K. Asi, up — u uniformemente en compactos a cierta funcién u. O
2.5. Soluciones débiles. El lema de Weyl

Si u es armonica en un abierto Q c Cy ¢ € C°(Q), integrando por partes

(u,AqJ):f/ u(z)Aqo(z)dA(z):ff Au(z) p(2)dA(z) = 0.
Q Q

Esta condicién tiene sentido incluso para funciones que no sean continuas en Q,
por ejemplo si u es localmente integrable. Esto, como en la definicién 1.7, sugiere la
siguiente definicion
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Definicién 2.34. Una funcion localmente integrable u en un abierto Q de C se dice
armonica en sentido débil o que satisface la ecuacion Au = 0 en sentido débil si

<u,A(p>=ff u(2)A@(z)dA(z) =0 (2.16)
Q

para toda funcién ¢ € C°(Q).

Obsérvese que no sigue de la definicién 2.34 que si u € L}OC(Q) es arménica en sen-
tido débil lo es en sentido usual (para ello u debe ser al menos C?). Este hecho se
recoge, y es parte de un resultado més general, en el siguiente teorema

Teorema 2.35 (Lema de Weyl). Si u € L}OC(Q) ¥ Au = 0 en sentido débil, entonces u es
armonica, éstoes, u € C*°(Q) yAu=0enQ.

Para ser mds precisos, en la conclusion se debe entender que u es armoénica posible-
mente tras una modificacién en un conjunto de medida nula.

Demostracién. Sean Q. y ¢ como en la demostraciéon del teorema 2.14. Si ¢ €
C*®(Q,) tenemos que Uy: = u * ¢p, € C*(Q,) y por tanto

foAuE(z)tp(z)dA(z)=[fQ U (2)Ap(2)d A(z)

Q V4
Q Q

jf (ﬂ ( ) ! (: u’)dll(z)) u(w)dA(w)
Q Q

=ffg u(w) (Awffg(pg(z)qo(z+ w)dA(z))dA(w)

=ff u(w)Axy(w)dA(w) =0
Q

ya que la funcién

x(w): =[fg¢g(2)<p(Z+LU)dA(Z)=(p*<Z>E(W) (pe (W) = p(—w))

es C°(Q) y u es armonica en sentido débil en Q. Por tanto u, es armoénica en sentido
clasico en Q.

Por tultimo observemos que de nuevo, como en la demostracién de teorema
2.14

Ug = Ug * P = (U * Pg) * Ps = U * (Pe * Ps)
=u*(ps * Pe) = (U* Pg) * Pe = Us * PeD = Us
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en Qminge,5)- Puesto que u, — u en L} oc(Q) cuando & — 0, del corolario 2.8, u, con-
verge uniformemente en subconjuntos compactos de Q a una funcién u. que, por

el corolario 2.16 es armonica en (, y coincide con u en casi todo punto. O

Corolario 2.36. Si u € L}OC(Q) es holomorfa en sentido débil entonces u € C*(Q) y
holomorfa en Q.

Demostracion. Puesto que Au = i%, u es armonica en sentido débil. Por el lema

de Weyl u es armonica en Q, por tanto C*°(Q) y holomorfa en Q. O

Observacién 2.37. En la demostracién del teorema 2.35 no hay nada particular al
plano, es decir, respecto a que la dimension sea dos. Asf, la definicién 2.34 tiene per-
fecto sentido en dimensiones superiores y puesto que la demostracién del teorema
2.35 se puede traducir mutatis mutandis a este caso, el teorema 2.35 sigue siendo
valido en R” para n = 3. De hecho, este tipo de resultados es tipico de los llamados
operadores elipticos. ]
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IN THIS MEMOIR we are concerned with
classical Complex Analysis: holomorphic
and harmonic functions in the complex
plane. Our aim in the first chapter has
been to restate some well known results
from the classical theory of holomorp-
hic functions from a differential equations
viewpoint based in the inhomogeneous
Cauchy-Riemann equations. In the se-
cond we deal with the theory of harmo-
nic functions in the plane both, by using
real variable techniques and via its rela-
tion with holomorphic functions.

1. Introduction

HE MEMOIR is divided in two chap-

ters. Inspired by the applications of
the @ equation techniques in Function
Theory of Several Complex Variables, in
the first, we derive classical results from
Complex Analysis in one complex variable
from the solution of the non homogeneo-
us Cauchy-Riemann equations. Thus we
will show that, together with Runge’s theo-
rem, it implies Weierstrass and Mittag-
Leffler theorems where the latter turns out
to be equivalent to the solvability of the
so called additive Cousin problem. We al-
so study the solvability of the 3 equation
on compactly supported functions and its
relation with a Dirichlet type problem for
the @ operator —at this point one must
say that the obstructions to solve it do
not appear in higher dimensional Com-
plex Analysis which, as a consequence, it
implies that (unlike for the one dimensio-
nal case) holomorphic functions of seve-
ral complex variables do not have isolated
zero set—.
In the second chapter we center our at-
tention in the so called harmonic functions
that, as we know, in the complex plane are
just locally real part of holomorphic fun-
ctions: the real/imaginary part of any holo-
morphic function is harmonic and, at least
locally, the converse also holds. Here we
will study its main classical properties,
sometimes by direct use of real variable
techniques (just to keep in mind its pos-
sible generalizations to higher dimensio-
nal Euclidean space) or by making use of
its relation to holomorphic functions. The-
se includes: the mean value property, the
maximum principle, Harnack'’s inequalities

Universidad de La Laguna
victorjoel@icloud.com

and Harnack’s Principle, the Dirichlet pro-
blem for the Laplace operator and Weyl's
lemma on regularity of weak harmonic
functions.

2. Outline of the first Chapter

OR a C' function « on a domain Q =C,
the d operator is defined as

o1, 2
0z 2\ox ‘ay

where z = x+iy e C with x =RezeR and
y =1Imz e R are the real and imaginary
partof ze C. Itis easy to see that u is holo-
morphic in Q is equivalent to the Cauchy-
Riemann equations du/dz =0 on Q. The
main result of Chapter 1 is that the in-
homogeneous equation du/dz = f always
has solutions for any given Q and any
[ € C*(Q). Together with the well known
fact of existence of partitions of unity one
can use this result (as done in Several
Complex Variables) to patch together lo-
cal holomorphic data to construct global
holomorphic solutions to many problems.
In particular, as said in the Introducction,
one can recover several classical results
from the theory of One Complex Variable.
When f is compactly supported in the
complex plane C, in general, the 3 equa-
tion does not have a compactly suppor-
ted solution for f must satisfy the moment
conditions

ﬂzkf(z)dA(z) =0fork=0,1,...
C

We relate this problem with the “Dirichlet”
type problem
ou
{ 5 ’ f

u=g,

which, as we know, is not well posed from
a PDE point of view.

The main references we have followed for
this chapter are [2, 3] and [6].

3. Outline of the second chapter

N this chapter, following [3, 4, 5] and

[9], we tackle the study of harmonic fun-
ctions, i.e. those C? functions u defined on
a planar open set Q such that

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Marzo, 2017

We are concern with their relation with ho-
lomorphic functions, studied in Chapter 1
and with the main properties that charac-
terize them: the maximum principle and
the mean value theorem. Our approach
will use a real variable viewpoint so that
the techniques used here suits the need
for further generalizations to higher di-
mensions. We also consider the Dirichlet
problem, for which its classical represen-
tation via the Poisson kernel will be given
for the unit disc. To end the chapter we
present some other properties: a Liouville
type result, Harnack inequality/principle
and Weyl regularity result to the extent
that weak harmonic functions are in fact
smooth.
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