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Summary

Quantum systems can only rarely be considered as isolated from their environments. Particles
or photons are usually coupled to other systems that affect their dynamics, sometimes in a
very important and drastic manner. The environment of a charged particle or system of
particles, for instance, is the electromagnetic field which can not be switched off and always
affects the dynamics of the particle or particles even though it is in its vacuum state (no
photons). The mere existence of the coupling to the electromagnetic field is responsible for
the eventual decay of excited systems and subsequent emission of a photon or several
photons. The measurement of a given observable of a system is another simple example
where the coupling of a (small) quantum system to a larger (detector) system affects its
dynamics in a critical manner, producing the collapse of the wave function to an eigenstate or
a set of eigenstates associated to the measured quantity.

This project focuses on the study of the dynamics of a quantum system interacting with an
environment or a macroscopic/classical detector. In particular | will be interested in describing
the decoherence effect induced by the environment, the decay of the coherence elements of
the density matrix describing the system in a given basis. The main objective is to obtain the
master equation that describes the evolution of a small quantum system A in the presence of
a larger system (reservoir) R. In particular, the master equation is obtained and studied for
small quantum systems such as two and three-level atoms.

The master equation for the system A is obtained in detail in the basis of energy eigenstates
of the system A, where the evolution of populations and coherences is evaluated. The
dynamics of the system A + R is described first using the Schrodinger equation in an
interaction picture, where the free Hamiltonian of system A4 and environment R is eliminated
and only the relative dynamics with respect to the free motion is described. Taking into
account that in general it is not necessary to have a complete or detailed knowledge of the
dynamics of the environment, a trace operator is performed on the density matrix of the
complete system to keep only a reduced density operator for system A.

Some approximations and assumptions are used to obtain the master equation, of which only
the more important ones will be mentioned in this summary. Firstly, the Von Newmann
equation is formally integrated by iteration where only terms up to the second order in the
interaction V between the two subsystems are kept. Secondly, a Markovian reservoir is
assumed so that the integro-differential equation we are dealing with is rewritten as a
differential equation, which allows one to calculate the future evolution of the system A from
the knowledge of the state of the system at the present time, not depending on the past
history. Thirdly, when dealing with the set of coupled differential equations it is shown that
only populations and/or coherences that evolve freely with similar frequencies (similar within
the range 1/At) affect each other's dynamics. A secular approximation is made which consists
on keeping in each differential equation terms that evolve freely with almost the same
frequency.

Then, the master equation is derived for a two-level atom coupled to the radiation field. A
quite generic state for the radiation field is considered, with its reduced density matrix op
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corresponding to a constant of motion for the isolated radiation field, with Hamiltonian Hp
([or, Hr] = 0). The particular case of the vacuum state of the radiation field is considered
separately. To go further in this particular case of two levels the asymptotic values of the
populations is obtained as time goes to infinity and it is studied how decoherence is induced in
the system A.

A master equation is next derived for a three level atomic system. The set of equations for
populations and coherences in the energy basis is obtained and studied in more detail for
three different cases. The three cases are studied as whether decoherence appears or not and
which are the asymptotic values of populations and coherences: 1) The difference between the
energies of the levels are all different and non zero (no degeneracy is allowed). The
populations are decoupled from the coherences according to the secular approximation. An
expression is obtained for the asymptotic values of populations whereas coherences (all
decoupled from the rest) are shown to go to zero (decoherence). 2) The energies of the levels
are distributed equidistantly, so two of the Bohr frequencies are equal and different to the
third (and also non zero). In this case, the asymptotic populations are evaluated in the same
way as before, and all the coherences are shown to go to zero as well (decoherence). 3) Two of
the energy levels are degenerate, so one of the Bohr frequencies is zero and the other two are
both equal and non zero. One of the coherences is coupled to the populations since its free
evolution frequency is zero. In this case populations are coupled to this coherence and their
asymptotic values are obtained. The rest of the coherences go to zero as time goes to infinity
but no complete decoherence is observed since one of the coherences will in general have a
non zero value.
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Introduccion

Un tema de bastante interés en el campo de la mecdnica cudntica es el estudio del mecanismo
por el cual ocurre la transicién cuantico-clasica. La mecdnica cudntica tiene un dominio de
aplicacion bastante amplio y sus predicciones concuerdan con los experimentos con gran
precision, sin embargo existe cierta ambigliedad cuando se quiere establecer la frontera entre
lo que se considera cuantico y lo que se piensa que es cldsico.

Una explicaciéon para esta transicion de lo cudntico a lo clasico podria ser que los sistemas
macroscépicos, debido a su interaccién con el entorno, se comportan de manera clasica. La
interaccion de un sistema cudntico abierto con el entorno produce decoherencia, esto es, la
pérdida de coherencia. La decoherencia puede definirse como la pérdida de las propiedades
cuanticas de un sistema por interaccién con los alrededores, es decir, como un estado cuantico
entrelazado puede dar lugar a un estado fisico clasico no entrelazado.

El problema de la medida siempre ha estado presente en la mecanica cudntica. Surge la
pregunta de como es posible explicar, en una medicién cudntica, el valor definido de los
observables del aparato macroscépico, si desde el punto de vista cudntico el sistema se
encuentra en una superposicion de estados. Una de las primeras explicaciones fue la
interpretaciéon de Copenhague, propuesta por Niels Bohr, quien asumié que el resultado de un
aparato deberia de ser clasico.

Wojciech Hubert Zurek [1] jugd un importante papel con su trabajo sobre decoherencia
cuantica, ya que prepard el camino hacia la comprensién de cémo el mundo cldsico emerge de
la mecanica cudntica. Zurek desarrolld la idea de que los sistemas macroscépicos, como los
aparatos de medicién, nunca estdn aislados sino que interactian significativamente con su
entorno.

Este trabajo esta centrado en estudiar la decoherencia en el proceso de interaccidon de un
sistema con su entorno. El objetivo es definir en detalle la ecuacién maestra que describe la
evolucidn de un sistema cudntico “pequefio” A en interaccidon con sistemas que hacen el
papel de entorno o detector (aparato de medida). En particular se obtiene la ecuaciéon maestra
para un sistema de dos niveles y se estudia cdmo se induce decoherencia en el sistema A.
También se deriva y discute la ecuacidn para un sistema de tres niveles donde se analizan
diferentes casos en funcién de que muestren o no decoherencia.

En términos de las matrices densidad, la pérdida de coherencia equivale a la desaparicién de
elementos no diagonales, por lo que basta con estudiar si las coherencias se van a cero en un
tiempo lo suficientemente largo. De esta manera, se comprueba si el acoplamiento del sistema
con el bafo produce o no decoherencia en una determinada base, que en este caso serd la de
autoestados del Hamiltoniano del sistema aislado A.
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Dinamica de wun sistema pequeno A en
prensencia de un “bano” R: ecuacion maestra

1. OBTENCION DE LA ECUACION MAESTRA

Se considera un sistema cuantico A + R constituido por dos subsistemas, uno de ellos (A)
con un numero reducido de grados de libertad en comparaciéon con el otro (R) que se
denomina “bafio” [2].

El Hamiltoniano del sistema total sera
H=H,+Hp+7V, (1.1)

donde V describe la interacciéon entre A y R , de manera que el operador densidad p del
sistema total obedece la ecuacion de evolucion

1
7 p®] (1.2)

Haciendo uso del cambio de representacion (imagen de interaccion)

d J—
Ep(t) =

|P(6)) = UIP (D)) = e!HatHRI/R @ (1)) = eiHot/h| (1)),
donde U es un operador unitario, UUt = UTU =1,

p®) = Up(D)UT,

se tiene para la ecuacién de evolucién (1.2)
©p© = = [H,p(®)] = = [Hp(®) — p(OH] =
ac”® =g p®] =7 He®) = p(OH] =
1
=7 [(Ho + VIUTH()U — UTp()U(Ho + V)] =
1 + + = + = +x
= E[HOU pU+VUTp()U —UTp(t)UHy, — U p()UV] =
1
== [UtHyp(OU + VU p()U — Ut p(t)H U — UTp(e)UV] =

1 1
= —WU*BOU ~ U*p(OUV] = — [U*UVU*H(OU ~ U HOUVUU] =

1 _ ~
=0 [UrV (@)U — U p(V (@)U (1.3)
Por otro lado
d —d Utp(t)U —dU+ p(tHU U+dﬁ 2 U U*tp v 1.4
7P®) = WOV = —— (BOU) + Ut — =) + U*H(O) -, (14)

y teniendo en cuenta
dut d . . —iH —iH
— — (p—iHot/hY — —LHOt/h( 0) -yt ( 0)
TS )=e n n

du
dt

d . . . iH iH
_ @ iHot/RY — iHot/h _0)= (_0)
ge (e = et (h U\7 )

la ecuacién (1.4) queda
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i iH, dp(t
p(t) - U+< )(p(t)U)+U+ aplt )U+U+~(t)u( ) g+ PO,
dt h dt
Finalmente se obtiene para la ecuacion de evolucion de j(t)
d _ 1
=) == [7(©,5®)], (15)
con
‘[")'(t) — ei(HA+HR)t/hp(t)e_i(HA+HR)t/h (16a)
V(t) — ei(HA+HR)t/hVe_i(HA+HR)t/h . (16b)
Integrando la ecuacién (1.5) entretyt + At,
t+At d 1 t+At
dt' —p(t) = = at' [V (), ptH],
| argga@ =g | w@,pe)
t+At B
P8 =pO+5 [t 7AW, (1.7)
t

De igual forma,
1 (v .
P =50 + 5 [ de" PG, 5]
t
Incluyendo esta Ultima expresion en (1.7) y estableciendo que Ap(t) = p(t + At) — p(t),

t+At 5
Amo=££ dt' [7(¢, 5(¢)] =

t+At _ 1 t! ~
=ﬁ£ dtVG)MO+E£dtW@lMtH

=i [wvasorn (5) [

Lo que interesa es la evolucion del sistema A. El operador densidad reducido o de A se

t+At

dt’' J; udt” [V(t’), [V, ﬁ(t”)]]. (1.8)

obtiene como G(t) = Trg[p(t)], de manera que, tomando la traza con respecto a R de la
ecuacion (1.8)

t+At 5
Aﬂﬂ=ﬁj dt' Tra[7 (¢, 5(O)] +
t

+ (%)2 ft T ft Y4t T 7@, e, )| (1.9)

El bafio por su parte estd descrito por el operador densidad reducido 65 (t) = Tr,[p(t)].

Interesa la situacion en que la variacién de 6 (t) debido al acoplamiento con A sea pequefia.
Como primera aproximacién, 6z(t) puede considerarse como una constante en la
representacion de interaccion

Gr(t) = 65(0) = og, (1.10)
y se asume que el bafio estd en un estado estacionario, es decir que gz conmuta con Hy

[or, Hg] = 0. (1.11)
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or no tiene elementos diagonales entre autoestados de Hg con diferentes autovalores y
puede considerarse como una mezcla estadistica de autoestados |u) de Hg

Hglp) = E, ), (1.12)
con pesos p#

Op = Z P l){ul - (1.13)

La interaccidon V entre A y R se tomara como el producto de un observable A de A y un
observable R de R

V = —AR. (1.14)
En la representacion de interaccion
V(t) = —-A)R(D), (1.15)
con
A(t) = etfat/hpo=iHat/h (1.16)
R(t) = elHrt/hRe—iHRt/h (1.17)

Se asume también que el valor medio de R en el estado g de R es 0,
TrlogR] = Tr[oxR(t)] = 0, (1.18)
y teniendo en cuenta (1.17), (1.11) y la invariancia de la traza de un producto en una
permutacion ciclica, se sigue que, para todo t el valor medio en oy del acoplamiento V(t)eso.
Trr[orV (t)] = A(t)Tr[oxR(t)] = 0. (1.19)
Se considera ahora
gt t'") = Tr[ogR(tHR(t')] (1.20)

igual al valor medio en el estado oy de un producto de dos observables R(t") y R(t"") tomados
en dos tiempos diferentes y donde g(t',t") depende solodet =t' —t",

Trr[orR(EDR(')] = Trg [O-ReiHRt'/hRe—iHRt’/heiHRt”/hRe—iHRt”/ﬁ] _
=Trg [O-ReiHRt'/hRe—iHR(t'—t")/hRe—iHRt”/h] _
= Trg [O-Re—iHRt”/heiHRt'/hRe—iHR(t’—t”)/hR] _
= Try [O-ReiHR(t'—t”)/flRe—iHR(f’—t”)/fLR] = Try [O.ReiHRT/hRe—iHRT/ﬁR] _

Trr[orR(DR(0)] = g(1). (1.21)

Si se sustituye og = Y., p, [uXu| en la ecuacién anterior
9@ = TrZ{pM IUIR@R0) ) = Trzp (ulet™RT/"Re~IHRT/MR(0)|u) =
ZZP 55RO ) =

v

- ZZpﬂ<u|e“fuf/hR|v><v|e-iEvf/hR|u> =
v U

= ZZ pueiw”T(MRlv)e_inT(WR|.U> = ZZPAR’W'ZeWWT ) (1_22)
v ou U v

donde se ha establecido R, = (u|R|v), 0w,y = 0, — w, yw, = E,/h.
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Comop,y |R,W|2 son reales, esta claro de (1.22) que

9(=1) =g()". (1.23)
(1.22) muestra que g(t) es una superposicion de exponenciales oscilando a diferentes
frecuencias de Bohr w,,, de R. Como R es un bafio, tiene un conjunto denso de niveles de
energiay, por tanto, un espectro casi continuo de frecuencias de Bohr.

Para derivar la ecuacién maestra para g se han de introducir varias aproximaciones. Si V es
bastante pequefio y si At es suficientemente corto comparado con la evoluciéon de tiempo Ty
de &, se puede ignorar la evolucion de p entre t y t'’ en el dltimo término de (1.9) y
reemplazar p(t'") por p(t). Tal aproximacion es equivalente a una iteracién de (1.7), donde
solo los términos hasta segundo orden en V' se mantienen.

Después de esta aproximacion, el lado derecho de (1.9) contiene sélo j(t), que puede
escribirse en la forma

p(t) = Trrp(O)®TT4p(t) + Peorrer(t), (1.24)

donde Peorrer(t) es igual a la diferencia entre p(t) y el producto de los operadores de
densidad reducidos de A y R. p.orret (t) describe las correlaciones que existen entre Ay R a
tiempo t. Para proseguir con la obtencidn de la ecuacidn maestra, se va a asumir que estas
correlaciones desaparecen rapidamente en comparacién con el tiempo de evolucién de A, por
lo que no se tiene en cuenta la contribucion de p.orrer (t) a AG(L).

Tal aproximacion es equivalente a escribir
p(t) =6(t)Qop . (1.25)

Las aproximaciones introducidas estan basadas en la condicién de que At < Ty y que At > T,
lo que implica la existencia de dos escalas de tiempo muy diferentes T > 1,

To KAt K Tg. (1.26)

Si en (1.9) se reemplaza g(t"") y p(t) por (1.25) y se divide ambos lados de la ecuacién entre
At, se obtiene

AG 11 t+At
- - /T (7 ! , ~
At AtiR), dt' Trg[V(t'), 6 (£)®0g]

1 /1\% rt+at tr B B
+= (=) ft at | e T [7@), 17,501l

y teniendo en cuenta que el primer término es cero segun (1.19)

AG 11 t+At t’
— = —=— dt'f dt" Trg |V(&"), [V ("), 6(t)®ar]|. 1.27
2= WA, S UG CORIOLLA] (1.27)

El ritmo de variacién Ag /At se llama ritmo de variacién “de grano grueso” porque puede

considerarse el tiempo promedio del ritmo instantdneo d&/dt sobre un intervalo At,

AG  G(t+ At) —6(t 1 (At gd§
_ 4 ) =60 _ f dt' — (1.28)
t

At At T At dt’”
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Todas las variaciones rapidas del ritmo instantdneo que ocurren en una escala de tiempo mas
pequeia que At se suavizan en promedio. El hecho de que AG /At dependa sdlo del estado
G(t) del sistema A a tiempo t significa que, examinado con un tiempo de resolucién que no es
muy grande, la evolucion de A depende sélo del presente y no del pasado (proceso
Markoviano).

La integral de (1.27) depende del bafio sélo a través de g(t) o g(—7),conT =t' —t'". Como
g(t) decrece muy rapidamente con 7, es conveniente cambiar las variables de integracion en
(1.27), pasando de las variables t" y t'" alas variablesty t'.

Para un valor fijado 7, se puede integrar sobre t' de t + T a t + At, luego se integra sobre T de

0 a At, que da
t+At tr At t+At
f dc' | dt" = f drf dt’. (1.29)
t 0 t+1

t

Como g(7) y g(—7) son despreciables para T > 7, la Unica regién del dominio de integracion
donde el integrando es distinto de cero es una estrecha banda de ancho del orden de 7.

Como At > 1., se comete un error despreciable si el limite superior de la integral en T de
(1.29) se extiende hasta +oo y si el limite inferior de la integral sobre t’ se extiende a t.

Si se expande el doble conmutador de (1.27), y usando (1.15) se tiene,
Try [—A(t')ﬁ(t'), [-A@EDRE, 5(t)®0R]] =
= Trr[AEDR(ENAEIR(E")E(t)og — ARG (D)ar At )R(E™)
— A(t"RA"E®)or AR + () arA(E"R(E"A)HR(E)] =
= Trr[R(OR(NoR]AENA(t")G () — Tre[R(t)orR(EDIAE)G A"
— Trr[R(t")arRNA(E)GDA(L) + TrrlorR(E IRENGOARENA() =
= g@AMA[ —1)6(1) — g(—DAXNGWAE — ) — g[@AR - )F(OAR)
+g(-DFOAR - AR,

!

donde se ha hecho el cambiot =t' —t""; t"" = t' — 7y se ha tenido en cuenta (1.21).
Finalmente se obtiene,

Aé'_ 1 [00] 1 t+At ~ ~ B ~ B B
=—- — dTEf dt’ x {g(r)[A(t’)A(t’ —1)6(t) —A(t' — T)a(t)A(t')] +
t

At RZ),
+g(—D[EOAE —DAR) — A(tHeOAE — D]} (1.30)

Para seguir con el estudio, conviene proyectar el operador de la ecuacién (1.30) sobre una
base de estados.

2. ECUACION MAESTRA PROYECTANDO EL OPERADOR DENSIDAD REDUCIDO EN LA BASE DE
ESTADOS DE ENERGIA

Sean |u;) los autoestados de H, con autovalores E;,
Hyplu;) = Eifu;). (2.1)

La ecuacién (1.30) se convierte, en la base ortonomal {|u;),i = 1, ...}
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A&U -
Y Z Yijir (£) G5, (0), (2.2)
kl
donde
1 o) 1 t+At _ _ _ _
v (® = - o | drgz | e x{g(r) 8 Y Aun(t) Ay (¢ = ) = Ay (¢ —T)Alj(t')]
0 t
n

+g9(=1) [Sik Z At = DAy (") — Ay () A - T)]} (2.3)

Los elementos de matriz A;,, ("), A, (t’ — T),...varian como exp[ iw,t'], exp[ iwp, (t' = T)],...

Todos los términos de (2.3) dentro de los paréntesis varian como

i s — ! . . . .
el(wi—wr)t’ por ejemplo, teniendo en cuenta Jj;, w; = w; ,la dependencia en t' del primer
término es

ei(win—wnk)t' — ei(wi—wn+wn—wk)t' — ei(wi—wk)t' — ei(wi—wj+wl—wk)t' — ei(wij—wkl)t'. (24)
La dependencia del segundo término es
i . —_— . — ! 1 P !
pl(wi—wjtw—wr)t’ — Hi(wij—wk)t ’ (2.5)

y de manera andloga puede hacerse para el tercer y cuarto término. Se sigue que la integral
sobre t’ de (2.3) puede calcularse facilmente y da

1 t+At . Vi .
N dt' ei(wij—wr)t" — el(a’ij_‘”kl)tf[(a)ij - wkl)At] (2.6)
t
donde
_ ,ix/2 M
fO) =e o5 . (2.7)

Si |w;j — wyi| < 1/At, el valor de f en (2.6) esté cerca a 1y se anula para |w;; — wy| »
1/At. Se puede ignorar el acoplamiento entre AG;;/At y 6y si |w;j — wy| > 1/At. Si
|a)i]- —a)kl|~1/At, la condicién T > At implica que el acoplamiento entre AG;;/At y 6y,
tiene un efecto débil. Por tanto, se mantienen sélo los términos que acoplan Ad;;/At a 6y,
con |a)l-j - wkl| « 1/At. Estos términos, donde f = 1, se llaman seculares. Finalmente con
esta aproximacion secular, la ecuaciéon maestra (2.2) tiene la forma

AGy;

At

(sec)
Zkl el(w”_w“)tﬂi;‘m&kl(t)» (2.8)

donde 3k**? indica que la suma estd restringida a estados k, [ tales que |wl-j — wkl| < 1/At.
Rijii son coeficientes independientes de ty que viene dados por la integral sobre T de (2.3),

1 [ | .
Rijle = — ﬁ-fo dr X {Q(T) [5]'12141'11 Apge'@knt — Ay Agje @t +
n

+9(-1) [5ik Z A Apjetnt™ — AikAljeiwﬂT]}r (2.9)
n
donde se ha tenido en cuenta
Ain(t’) _ (uilg(t'”un) — <ui|eiHAt'/hAe—iHAt'/h|un> — eiEit’/h(ui|A|un)e—iEnt’/h —

= A et@int’, (2.10)
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Para calcular los coeficientes R;j,; de la ecuacion maestra hay que cambiar de la
representacion de interaccidn a la representacién de Schrodinger, donde el operador densidad
de A es a(t). De la relacion

0,;() = e ®uts,; (¢) (2.11)
entre los elementos de matriz de o (t) y 6(t) sigue la relacién

doy;(t)

pn e—la)ijt(_iwij)a.i]_ (t) + e~ lWij = —ia)i]-oi]-(t) +e

day; ()
—= (2.12)

—lwgjt M
dt

entre el rango instantaneo de variacion de g;; y G;; . Si se aproxima el ritmo instantaneo
dé;;/dt que aparece en (2.12) usando el ritmo de grano grueso Ag;;/At calculado en (2.8) y
teniendo en cuenta (2.11)

d ) (sec) |
&O'ij(t) = —lCL)ijO'ij(t) +e lw”tzkl el(wl] wkl)t:Rijklo-kl(t) =
. (sec) | .
—iw;o;; () + o iwijt Zkl el(wij—wkl)tjeijklelwklt 01 ()
d ' sec
Eo-ij(t) = —iw;jo;;(t) + Zkl Rijki o (t) . (2.13)

En la representacién de Schrodinger, la ecuacidn maestra, expandida sobre la base de
autoestados de H, tiene la estructura de un sistema diferencial lineal con coeficientes
independientes del tiempo, de manera que ya no aparecen las exponenciales que aparecian en
(2.8).

El primer término del lado derecho de (2.13) describe la evolucion libre de o;; y el segundo
término describe el efecto de la interaccion con R. Los coeficientes R;j; son del orden de
1/Tg, donde T es el tiempo de evolucion de A . Si los elementos de matriz de d;; y 0y, tienen

autofrecuencias w;j y wy; suficientemente diferentes, es decir, si |wl-j - a)kl| > 1/Tg , el
acoplamiento R; ji; entre ellos tendra efectos muy debiles.

Como Ty > At la condicién |w;; — wy;|~1/At corresponde a |w;; — wy;| » 1/Tg, de donde
se deduce que es posible ignorar en (2.8) el acoplamiento entre 0;; y gy, cuando |wl~j - wk,|
no es muy pequefio comparado con 1/At .

Evolucion de las poblaciones

Las poblaciones a;; de los niveles de energia |u;) de A tendran todas la misma frecuencia libre
de evolucion (w;; = 0). Se asume que no hay coherencia gy; con una frecuencia de evolucién
muy baja (wy; < 1/At) , de manera que las poblaciones estdn acopladas sé6lo a poblaciones y
la ecuacién (2.13) puede escribirse

doj;
dtu = Z:Riikk Ok - (2.14)

Para calcular R;jxx, se establece que j =iyl =k en (2.9)y se asume que i # k . Los dos
simbolos de Kronecker §;; y §;; son cero. Los dos términos restantes dentro del paréntesis de
(2.9) son complejos conjugados uno de otro y se reagrupan para dar

11
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1 (@ - "
RLLL:I:II: =- ﬁfo dr X {g(D)[~ApAie' ] + g(—=0) [~ Ay Arie ¥ ]} =
= 1 ood A, |2ei@riT 1 Ood —D)[14:, |?e i@kt
= | drg@|lawl?e ] + = | drg(—D)[lAxl?e ]
0 0
Haciendo un cambio de variable —t — 7 ; dt — —dt

Rii =i Ood‘r O|[14; |Ze"“)ki7]+i 0 (—dD) g ()| A |2 e ki)
itk = 27 , 9 ik ne) g ik

ik

1 r® .
- f dtg(7) | Ay |2e i@, (2.15)

lwyyT

Reemplazando g(7) por X, X\ Dy |Rm, |ze

1 © ) , 2
Riikk = ﬁz pHZf drel(@u+or)T |Aik|2|Ryv| ] (2.16)
1 v T®

i*k
La integral sobre 7 es igual a 2m6 (wyy + wy;) = 2nhS(E, + Ex — E, — E;)y
A2 Ry |* = 100,31V 11t w12,
Finalmente, estableciendo que
Riikk = Tx_; (2.17)

i*k
para I,_,; se obtiene

2n
Tt =20 o ) v wlVIn wlP6(E, + B~ B, ~E) . (218)
U v

[, es la probabilidad por unidad de tiempo de que el sistema A haga una transicion del
nivel k al nivel i como resultado del acoplamiento con R. La ecuacion (2.18) da el ritmo para
la transicion promediado sobre todos los posibles estados iniciales . del bafio (con peso p,, )y
sumados sobre todos los posibles estados finales v del bafio, con la funcién delta expresando
la conservacion de la energia para el sistema total A + R.

Falta evaluar R;;; . Ahora los simbolos de Kronecker &;; y 6 valen uno y el segundo y cuarto
término dentro del corchete de (2.9) cancelan el términon = i de la primera y tercera sumas.

1 r® . .
Ritii = — ﬁf dt X {g(f) zAin Apet@int — AiiAiielwiiT‘
0
n

+9(=1) [Z Apn Ani@"OmiT — AiiAiieiw”T]}'
n

Ritii = —z [ion- (2.19)
n#i
Finalmente, la ecuacion maestra para las poblaciones (2.14) es
do—ii
28— 04 ) Tiom + ) T (2.20)
n#i k#i
dUii
= (O Tt = i) (221)
k=i
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La ecuacién (2.20) indica que la poblacién o;; de A decrece como consecuencia de las
transiciones que ocurren de i a otros niveles n y se incrementa como resultado de transiciones
de otros niveles k al nivel i. La forma de (2.21) muestra el balance de transferencias que
ocurren para cada pareja de niveles k e i

d
ZEO'&' =0. (222)
i

Es frecuente que la solucidn del estado estacionario de la ecuacién (2.21) corresponda a
st — 5 St
0ii" Timsk = Ok Teis (2.23)

ecuacion llamada “condicién detallada de balance” y muestra que en el estado estacionario, y
para cada par de niveles i y k, el nimero de transiciones de i a k compensa el numero de
transicionesde k a i.

Evolucion de Coherencias

Se examina ahora la evolucion de los elementos no diagonales o;; de o y primero se considera
el caso donde las frecuencias de Bohr wij, asociadas con la coherencia gj, no estan
degeneradas, es decir, no hay otras frecuencia de Bohr wy; que difieran de w;; en menos de
1/At. El unico término secular es el que acopla la coherencia g;; a si misma, y la ecuacion
(2.13) se escribe

d .
EO'U = —la)l’jO'ij + RUU O-ij . (224)

Para calcular R;j;; , se establece k =iyl =jen (2.9),

_|_

1 (® o .
Rijij = — ﬁjo dt X {Q(T) EAin Apie'@n® — Ay A elouT
n

iwniT iwiit|{ _
zAinAnfe W= Aydyjents B—
n

1 [ , 1(®
==z | drg@ YAl enm | drg@aua; -
0 0

+g(—1)

n

1 [ee] 2 » ' 1 [oe]

2 i drg(—r)Z|Ajn| e @t 4 72 i drg(—1)A;Aj;.  (2.25)
n

Si se reemplaza g (1) por ¥, ¥, pu|Rw|2ei“’W’, g(=1) por g(7)* y se evaltan las integrales

desde T = 0 a T = oo de las exponenciales, esto conduce a la aparicion de partes principales y
funciones deltas. Tomando el primer término de la ecuacién anterior se obtiene

! i E 2 ,iwinT
- h2 dTg (T) |Ain| el@in? —
0 n
1 ) , o ' |
_flzzp“: :lRlWl z |Ain| _[ dret@uptwm)T —
u v n 0
1 5 .
N E R, | |4 12476 o s —E Y
hZZP#Z n | l“’| inl {T[ (wﬂv wln) l <(qu+win>}

13
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& 2 Ew  Enm
=_ﬁZP”ZZ|R#V| IAin|2n5(7+7)—
u v n
Z v A
le pll uv inl” L E’W Ea Em —

h

ZpHZZKV un VI, u)*n8(E, — E, + E; — Ep) —

v n#l

pﬂZKV wilV ) (B, — By) -

ZP”ZZ|RW| |A‘”|Zl?( —E, -1|-E E> (2.26)

donde se ha tenido en cuenta

oo

lim plwTHET — {nS(w) + iP (%)} (2.27)

e—0t 0

Se resuelve de manera analoga el tercer término de (2.25). Si se coge ahora el segundo y
cuarto término, teniendo en cuenta que son complejos conjugados,

1 (® 2
Ny
e u v
1 2 * iwyyT
:ﬁ22pu|Rw| Audjj | e fwide =
TRRY T

1
= EZ Z Pu(IRIV) (ui|Alu)(vIR| ) (uj|A|u;) 28 (E, — E,).
wov

Finalmente se obtiene

21 5
Rijij = Z ZPHEKV un VI u)?6(E, —E, + E; — Ep) +

n#i

+Zznzp”2|vun|v|u,uj)| 8(E, — E, + E; — Ey) +—Zp,lz5(E Ey) %

n#j

1
(—I(v w; |V, ug))? + |<v u]|V|u,uj)| — (v, w VI u v, |V

——ZWZZI(V un|V|u.u>|2uP(E )
thZZI (v, un|V |1, w)| lSP<E —y iE E) (2.28)

Rijij se puede escribir como

H u]-)) -

:Rl'jl'j = _Fij - lAl] (229)
donde [;; y A;j son cantidades reales dadas por

con

14
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1 (v, un [V |1, w)|?
Ai==P z z Z 2.31
R L Pk E, +E; — B, — E, (2:31)
u v n

Yy una expresion analoga para A;, y donde

I =70 + 15 (2.32)
con

noad 1

[[;°%% = > Z i, + Z [in (2.33)
n#i n#j

21
ra® = 72 Py Z 8(E, — Ey) %
1% v

1 1
X (El(v,uiIVlu,ui)Iz +§|(,u,uj|V v,uj>|2) —
—Re|(y, u; |\V\v, ui)(v, uj|V|y, uj)|2. (2.34)

La cantidad hA;; representa un desplazamiento de la frecuencia w;; debido a la interaccion
entre A y R y la cantidad I}; representa el ritmo de decaimiento de la coherencia g;; debido a

la interaccién entre A y R . La primera contribucién a [;;, mostrada en (2.33) viene de efectos

jr
no adiabaticos debido a que esta expresién es la mitad de la suma de los ritmos con los cuales
el sistema deja el estado i o j. La segunda contribucion, mostrada en (2.34) se llama
adiabatica porque se debe a un proceso donde A no cambia el estado mientras interactia con

R, que va del estado u al estado v teniendo la misma energia que u.

Para finalizar esta seccion, queda considerar el caso donde la frecuencia w;; es degenerada.
Hay que tener en cuenta el acoplamiento entre la coherencia g;; y las otras coherencias oy;
tales que |wy; — w;;| < 1/At . Sise calcula R;j; en (2.9) conk #iyj#1(8; =0y 6y =
0, wy; = wjr)

Rijmi = — Ll Oodrx{ (O[-Au A ] + g(—)[-AyAye' "]} =
ijkl K2 o g ikalj A ik4llj
— L= d R 2 iw vI[—A4.. A lwgiT] —
T TR TZZM uv| e T [— Ay Ayjetent] =
u v
1 (00}

= ﬁ dTZ Z pllRuvRvueiw”VT AikAljeiwkiT _
—»o — £
1 . -
- ﬁz 2 p”RVHAikRuvAlj f dret@kiTet@uvT
u v —00

2w
Rijkl = ?z p# Z(V,ui“/lﬂ, uk)<,u, ul|V|v,uj) X 6(E#+Ek - Ev — EL) . (235)
u v

3. ECUACION MAESTRA PARA UN SISTEMA ATOMICO DE DOS NIVELES ACOPLADO AL CAMPO
DE RADIACION

Se estudia en esta seccidn el caso particular de un sistema atémico de dos niveles. Se denota
por {|a),|b)} la base de autoestados del Hamiltoniano, con energias E,y E,
respectivamente.

15
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Se supone que los electrones atémicos evolucionan en torno al punto fijo en el origen de

coordenadas R = 0. Se trata un &tomo infinitamente pesado y en reposo, por lo que se
estudian sélo los grados de libertad internos.

En la aproximacion dipolar eléctrica el Hamiltoniano de interaccién entre el atomo y el campo
de radiacién viene dado por

. 5 ,hw .
V=-d: EJ_(O) = —ldz TOZ}S](CL]' - a}l—) = Zg](a] - aj’), (31)
J J

- e —>
donde d es el operador momento dipolar eléctrico del atomo y EL(O) el campo cudntico de
radiacién en la posicién del 4&tomo,

hw; - >
_ > LR o : J olkit _ o, —lkT
= E GQaty ; EL(F)= E l/—260L3 (a]s]e T —atge )
a J

3.1 Ecuacidn maestra para la emisidon espontanea en un campo de radiacion en el estado de
vacio

Se supone que el campo de radiacidn se encuentra en el estado de vacio
or = [0XO]. (3.2)
El sistema completo, compuesto por el atomo y el bafio, viene descrito por el Hamiltoniano

H = Hp + HR + V,
donde V viene dado por (3.1) y
2

J 1 dadp
Hp = Z ﬁ + Veow + Eaip Veour = Z Sgoul + Sre Z S S
a 0 a'#:B |ra - rﬁl

Hp = Z hw; (a a; + ) Z hw;afa;  (Eyaco = 0),

d(t) = ealt/hde—alt/h ; EJ_(t) = elHRt/hEJ_e_iHRt/h.

o satisface las ecuaciones (1.11) y (1.19), por lo que se puede considerar el campo de
radiacidn en tal estado como un bafio,

[0, He] = [IO)(Olzhwl<a a; + %) Zhwi[|0)(0|,a{'ai+%]=0

Tralog7 (6)] = Tre [or (~d(OEL(D)] = —d(OTr [0xEL(0)] = —d(©)Tr [10)0] E, (6)]
= —d(£)(0] E,()]0) = 0.

Como se tiene un dtomo de dos niveles |a) y |b), la ecuacién (2.18) tendria ahora la forma

2T
My = ?Z puZKV,aIVl,u,b)lz S(E, + Ey — B, — Ey). (3.3)
u

En el caso estudiado p,, = 8,0, 0r = X, Py luXl = |0X0| Yy E, = 0,

2 2
Tya = = ) N@ vIVIb, 02 8(E,~(By — Ea)
v
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21 - 2
My = 7Z|(a,kg|v|b, 0)|* 8(hw — hawpa).
k&

Evolucion de las poblaciones

Para dos niveles |a) y |b), la ecuacién (2.21) es

do—bb
dt = 0gala—b — Opplp—a

dogq
dt = opplp—a — aala—p» (34
con
2m - 2 1
kE

donde el ritmo de emisidn espontanea de un fotdn es igual a la inversa del tiempo de vida T
del nivel b.

Sin embargo

2m -, 2
L, ., = 7Z|(1b,kg|v|a, 0)|” 8(hw + hawpg) = 0 (3.6)
7

(hw + hwp, # 0 porque w = 0).

La emision espontanea de un fotén desde el estado|a)no conserva la energia total.
Finalmente (3.4) queda

do—bb r do—bb r
— == —0pplpa ; |——=—To,
doy, doy,
=0yl ; |—— =T0o

y las poblaciones tienen la forma de las ecuaciones de Einstein con u(w) = 0

opp (t) = opp(0)e "
Taq(t) = 1= gy, (0)e ™.

Evolucion de las coherencias

Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.24) y (2.29),

Eo-ba(t) = —lWpaOpa(t) + Rpaba Opa(t) con Rpapa = —Tpa = iBpa
daba .
dt = —i(Wpa + Bpa)Opa — Ipa Oba (3.7)

y segin (2.32)y (2.33) se tiene Iy, = [72% + T24 | con

1 1 r
Flgloi)ad = E(Z Ipn + Z Fa—m) = E(Fb—m + Tasp) = E

n#+b nxa
En el caso particular que se estd estudiando, la ecuacion (2.34) toma la forma
21 1 - 2 1 - 42
i = =5 80ho) (5 (b, k2], 0] + 3 (e 0IV]a, k3)[” -
ke

—Re|<b,0|V

bke)a,kev]a,0)]°) = 0

17
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debido a que V~d - El(ﬁ) no tiene elementos diagonales en los estados |a) 6 |b) (|a) y |b) se

supone que tienen paridad bien definida y des impar).

Finalmente, teniendo en cuenta que I',, = [}¥°%¢ = I'/2 y sustituyendo en (3.7),

doy, ] r
dt = —i(wpq + Bpa)Opa — 2 Obpa | » (3.8)
donde
Apg=Ap — Ag,
. _l?z|(a,E§|V|b,0)|2 . _1?2|(b,E§|V|a,O)|2 39)
) L hwp,—hw % R L —hwpg — how '

Una vez obtenida la ecuacién maestra para el caso particular de dos niveles, se quiere estudiar
cual es el comportamiento de las poblaciones y las coherencias en un tiempo tendiendo a
infinito.

Si se toman las ecuaciones para las poblaciones

do—bb
—— = —Toy,
dt bb
do,
d—ltl_a= F(l —O'aa) con Uaa+abb =1
y se igualan a 0, se obtiene para el estado estacionario
do—bb
—=0; —To,,* =0
dt bb
dogg o
7:0; (1_0-(1(1 )FZO,

donde se observa que g3, = 0y que g,,* = 1.

En el caso de la coherencia,

daba .
dt = —i(Wpq + Dpa)Opa — E Opa,
si se igualan a 0 se obtiene para el estado estacionario
dgba . r
¢ =05 Tlwpa'0ha™ — 5 0™ =0

con wp, = Wpe + Apa,

r
{ia)ba, +5} O_baoo = 0.

Se comprueba facilmente que 0,, =0 , es decir, que en el estado estacionario las
coherencias se van a cero, y por lo tanto se produce decoherencia.

3.2 Ecuacién maestra incluyendo absorcion y emision estimulada por un campo de radiaciéon
de banda ancha

En este caso el operador densidad del baiio viene dado por

O-R = Z p(nl y— ni; _) |n1:_y ni1_>(n11_y nil _|, (310)
{n}
donde |n4,_, n;,__) son los autoestados de Hy con n; fotones en el modo 1, n; fotones en el
modo i,...
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En dicho estado el campo puede considerarse un bafio, oy satisface las ecuaciones(1.11) y
(1.19)

1
[O-Rl HR] = z p(nl y Ny, —) |Tl1, —ny —)(nl' —ng _|: z h(l)] (a]-"-aj + E) =
{n;} J
1
= Y pn, om0 Y ko |l af e + 5| = 0
{ni} s _ .
TrrlogV (t)] = Try [UR (_d(t)EJ.(t))] = —d(O)Tr [UREJ_(t)] =
= ~d(®) ) plny,_my, | EL©lnhy = 0.
{n}

El tiempo de correlacion del campo el del orden de 7, = 1/Aw siendo Aw la anchura espectral
de la radiacion. El tiempo medio Ty tras el cual ocurre absorcion o emisién atémica (tiempo de

evolucién atémica) es inversamente proporcional a la intensidad de la luz I, T o ™1, por lo
T 1 . . .y .

tanto ,T—C X = . Silal es bajay Aw grande, entonces 7. < Ty vy la radiacidn podria tratarse
R

como un bafio.

Evolucion de las poblaciones

A diferencia de las ecuaciones (3.4), la probabilidad por unidad de tiempo de absorcién de un
fotdn desde |a) es ahora distinta de 0. Teniendo en cuenta (3.3) y (3.10),

2n
[op = ?Z p({n;}) Z [(b; {ni' WV a; i )1? 8(Erinar — Emmiciar) =T'. (3.11)
{n} {n;"}

Teniendo en cuenta (3.1)

[(b; {n;"}V|a; {n;})|? 6(E; — E;) =

{ni"}
= ZI(b;nl_, n—1,_|V|an,_,n;, _)? §(hwp, — hw;) +
i
Y Wb+ IVl D) 8Chang + hoop)
i
y también

(n; — 1lag|n;) =\/E<ni —1ln; — 1) :\/7Ti = \/771'(01"01') =\/TTi(0i|ai|1i) )

se tiene
21 )
= Wz P({ni})2|ﬁ(b; 0;|V|a; 1i>| 8(hw; — hwpg)
{ni} i
, 2 ,
[ = ?z Z(nip(nl_, ng, _Nb; 0;1Va; 1,)|? §(hw; — howpy), (3.12)
i {ng
donde
(ny) = Z(nip(nl_; ni,_)) (3.13)
{n}

es el nimero medio de fotones en el modo i.

Finalmente, la aparicion de la funcion &(hAw; — hwp,), que expresa la conservaciéon de la
energia en (3.12), tiene como consecuencia que sélo el numero medio de fotones en los
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modos resonantes contribuye. Por tanto I'’ es proporcional a la intensidad promedio I(wp,)
de la radiacion incidente a la frecuencia atdmica wy,.

De igual forma

21
Bysa =2 pC00) D e (i WVID; (ra)2 6(E; - E),
{ni} {n"}
> e (s VI; a2 8(Ey — Br) =
{ni"}
= > @ mg+ 1, _IVIbim_ng P 8(ha; — hopg) =

15
2
- Z|,/ni F 1 1,1V1b; 09| 8(ha; — hwpa).
i
Ahora es el elemento de matriz asociado a a;L el que conserva la energia, luego

2T 2
[p—a = ?Z p({ni})ZH n; + Ua; 1;|V|b; 0;)| §(hw; — hwpg) =
{ni} i

= Z%Z(Uli) + D@ 141V1b; 0917 8(hw; — hwpg).
Como Ymar({n}) =1,

2 5
ysa = 5 ) (ma)l(a; LIVIB; 001 8(hoo; — heopa)
i

2
+ 20 s 1V 1B 02 8(heo; — hooye) (3.14)

L
donde el primer término da la probabilidad de transicién I'" de la ecuacion (3.12) y el segundo
término da el ritmo de transicion I" asociado con la emision espontdnea de b a a.

Finalmente se puede escribir
e =T+T", (3.15)

con lo que las ecuaciones (3.4) tienen la forma

doyy, dopp
¢ = Oaal" —opp T+ 1) |\—= = —Top, +T"(04a — 0pp)
do, do,
d;a = be(F + F,) - O-aal—"; d;la = Fbe + F’(Ubb - O-aa) ) (316)

donde I'’ es proporcional a la intensidad de la luz.

La diferencia entre ' y I viene sélo de la integral en w;, pero debido ala §(hw; — hw,,) esa
integral es trivial, el valor del integrando en w; es igual a wgy. Por tanto, la Unica diferencia
entre [y [ seria el factor multiplicativo (n(wpg))-

I" = I'(n(wpa)) (3.17)

donde (n(wpg,)) es el nimero medio de fotones en el modo resonante.
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Evolucion de las coherencias

La Unica coherencia definida en este sistema es 03,4, para la que se tiene

dUba
dt

= _i(wba + Aba)o_ab — Dpq Opa ycOn Dpe= A —Agy

1 v,n|V|u, b)|?
Ab:_?zpﬂzz [(v, n|V|p, b)| ’
' LT L LBy + By — By — By

1
Do = T390 + T = Tjoad = E(Z Y FIHn>,

donde se ha tenido en cuenta que T vale cero debido a que los elementos de matriz

n#*a n#b

(a|V|a) y (b|V|b) valen cero.

1
Aa: E?Z

{n}

1
= =P ) P, _my )

{ni}

+

Los elementos de matriz

p(n " )2 |<b,nll,_,Tli’,_|V|a,')’l1,_,Tli,_)|2 _
1y — Ij, -
i & Emy+Eqa—Emy —Ep

Z |<b'n11_y ni - 1J_|V|aﬁnlﬁ_l ni'_)lz
: h
L

w; — hwba

bn,, ,n;+1,_|Vlan, __n; )?
Zl( 1 i |V]a,ny i = AL+ (A, — AL,
7

—hwi - hwba

distintos de cero son

(n; — 1a;n;) =\/n_i<0i|ai|1i) y (n; + 1a; " |n) =yn; + 1(1a;[0y).

A=

1
Ba = By=2P > | D (14 n)p(n,_my, )

1 (b, 0;]V|a, 1;)|?
E:PE 2 nip(nli—' ni'—) . . ’

~\ & hw; — hwy,

b, 11V]a, 0% _
—hw; — hwp,

i \{ny}

h - —hwba - fl(l)i

1

1 b,1,|V]a, 0,)]> 1 b,1;|V]a, 0;)|?
P I{b, 1;|V|a, 0;}| +E?Z<ni)|< ilVl]a, 0;)]
i

=AY + Ag,
—hwba - h(l)i a a

donde A9 es el A, de emisién espontdnea calculado en (3.9. b). Finalmente se puede escribir

A=A + (AL, + A)) = A + AL
AL= AL + AL,

Teniendo en cuenta (3.11) y (3.15)

Ty

Con (3.18)y (3.19),lae

1 1 , ,
a=Tha" =5 (Tpma +Tamp) =5 (T +TT+T).

cuacion para las coherencias (3.7) tiene la forma

dO'ba
dt

1 1A
= —i(wpq + AbaL0 + Abal)o-ba - E T+ 2 0pq |

(3.18)

(3.19)
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Para estudiar el comportamiento de las poblaciones y las coherencias en un tiempo infinito, se
igualan a cero las ecuaciones obtenidas y se resuelven.

Para la coherencia gy, (t), se obtiene para el estado estacionario

dO'ba

dt
y esto conduce a

1
= —i(Wpq + Bpa’ + Dpa)Opg — 5 (T'+ 2I'")op, =0,

1
—iwba'abam - E (F + ZF,)O'baOO = O, con (l);)a = Wpq + Abao + Abal,

y por tanto a g3,,” = 0. Es decir, que en el estado estacionario las coherencias se van a cero, y
por lo tanto hay decoherencia.

Para la poblacién gy, (t), se obtiene para el estado estacionario,

dopp
dt

—Tap,™ +T'(1 = 205p°) = 0 ; (T +2[")0p,” =T,

o _ I _ I{n(wpa)) _ (n(wpa))
Ob T T T T+ 2M(n(wpg)) | 1+ 2(n(wpy))’

= —Topp +T'(0gq — 0pp) =0 (Oga+0opp =1),

donde se ha tenido en cuenta la ecuacién (3.17).

En este caso particular de un dtomo de dos niveles se observa que las poblaciones son distintas
de cero. Si el nimero medio de fotones con frecuencia wy, es cero, (n(wp,)) = 0, entonces
app” = 0. Esto es lo que se esperaba obtener, ya que si el nimero de fotones es igual a cero
se recupera el caso ya estudiado, donde el campo de radiacidon se encuentra en el estado de
vacio.

Si por el contrario (n(wp,)) €s muy grande, en el estado estacionario las poblaciones seran
opp” = 1/2y0,," = 1/2, es decir, que estaran repartidas por igual entre los dos niveles.

4. ESTUDIO DE LA ECUACION MAESTRA PARA UN SISTEMA ATOMICO DE TRES NIVELES

Para entender un poco mejor el tema de estudio, se va a considerar en esta seccion el caso de
un sistema atomico de tres niveles. Se denota por {|a), |b},|c)} la base de autoestados del
Hamiltoniano, con energias E, , E, y E. respectivamente. Se estudiardn tres casos diferentes
en funcién de que muestren o no decoherencia.

Para comenzar el estudio, se vuelve a la ecuacion maestra (2.13)

(sec)
6 (t) = —iw;joy;(t) +zkl Rijii 011 (8),

donde hay que recordar que 3¢ indica que la suma estd restringida sélo a términos
seculares.
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e Casol

Se comenzara estudiando el caso donde los tres niveles de energia no estan equidistantes y las
frecuencias wgp, Wy Y Wq sON diferentes y distintas de cero.

F r IC}
; Wy
i
— D)
Wac Wap
|a)

Figura 1. Esquema de los tres niveles con wgy;, # Wy # Wge * 0.

En este caso las poblaciones estan acopladas sélo a poblaciones, con lo que se obtiene

dog,(t)
% = RaabbObb (t) + RagccOcc (t) + Raaaa%aa (t) =

= Opp (t)rb—>a + acc(t)rc—nz - O-aa(t)(ra—m + Fa—w) (4.1)
dapp (t)
- RppaaTaa(t) + RppecOcc(t) + Rppppopp () =

= 04q(OTg—p + 0cc(OTc—p — opp () Tp—q + Th—e) (4.2)
donde

Riikk = Tk—i ¥ Rijii = — Xn=i lion -
ik

Teniendo en cuenta que se cumple

daaa(t) dabb (t) dUcc(t) _
at T dr T a =0,

se tiene ademas

dacc(t) - _ daaa(t) _ dabb (t)
dt dt dt

Se emplea ahora la notacién FjO_,i para designar la transicién del nivel j al i cuando el campo

(4.3)

de radiacién se encuentra en el estado de vacio. De manera andloga al caso anterior de dos
niveles, donde
Tomsp =T, Tphq=T+T" y I'"' =T(n(wpa)),

los ritmos de transicién ahora son
Ta—p = Ip—a(n(wpa))

Ty—a = Tp—q + Ty aln(@pa))
Tome = I a(n(@ea))

Tea = Tna + T a(n(wea))
Tye = I p(n(wep))

[y = 1-‘co—>b + Fc0—>b<n(wcb)>- (4.4)
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Si se resuelve el sistema de ecuaciones para las poblaciones en el estado estacionario
igualando do;;/dt a0, se obtiene que a,4, 0pp Y 0.c SON en general distintas de cero.

Esto se debe a que se tiene un sistema lineal no homogéneo de tres ecuaciones con tres
incoégnitas. El sistema admite una ecuacidon de matrices A - X = B, donde la matriz A es la
matriz de los coeficientes, X es la matriz de incdgnitas, B la matriz de términos independientes
y A’ la matriz ampliada del sistema lineal. Se trata de un sistema compatible ya que
rang (A) = rang (A’) y por lo tanto podemos afirmar que el sistema tiene solucién distinta
de cero.

Los valores que tomen las poblaciones dependeran de los ritmos de transicién y del numero

medio de fotones que se tenga para cada frecuencia.

Si se estudian las coherencias,

doap(t) _

it —iwapTap(t) + RapapTap(t) = —i(wgp + Dap)0ap(t) — Tapogap (t) (4.5)
dogc(t) .

(Clict —lwac0qc(t) + RacacOac () = —i(wae + Bac)0qc(t) — Tac0ac(t) (4-6)
dop.(t) o, o,

Pra —lWpcOpc () + RpepcOpc(t) = —i(@pe + Bpc)Opc(t) — TpeOpc(2). (4.7)

Se ha tenido en cuenta que en el caso de frecuencias no degeneradas

R —I;; —iA; con Ty =T7°* +T57,

ijij =
ycomo T4 = 0, Ty = [71°%4 = > (Lpai Tin + T Tjmom)
Tap = 1(Fa—m +Tla—e +Thma +The) =

(Da—»a(n(wba)) + T ((@ea)) + T g + Tp— g (n(wpe)) + Ty (n(wep))) =

{Fb—>a(1 + 2(n(wpa))) + Fcp—>a<n(wca)) + T c—>b (n(wcb))} (4.8)

1
[pe = E (Fb—>a + 1-‘b—>c + g+ 1-‘c—>b) =

(Fb—>a + Fb—>a<n(wba)> + I —>b<n(wcb)> + 1-'c0—>a + [ —>a(n(wca)>
+ F c—b T Fc0—>b<n(wcb))) =

{Fb—nz(l + (n(wba))) + c—>b(1 + 2<n(wcb)>) + l—‘c0—>a(1 + (n(wca)))} (4-9)

1
loc =5 (Fa—>b +Tge tTemsqg +Tep) =

—_

=5 (Fb—>a<n(wba)> + T —>a<n(wca)> + Fco—ul + Fco—ul(n(wca)) + 1—‘c0—>b + Fco—>b (n(wcb») =

{Fbﬂam(wba)) + T2 0 (1 4 2(n(wee))) + T2, (1 + (n(wep))}- (4.10)
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El Unico término secular que aparece en cada una de las ecuaciones es aquél que acopla cada
coherencia consigo misma, con lo que las coherencias estan desacopladas unas de otras. Al
estudiar cdmo se comportan las coherencias en un tiempo tendiendo a infinito haciendo el
estado estacionario
daab(t) _
a
se comprueba facilmente que las coherencias van a cero. La solucién para las coherencias es

Oap (t) = Uab(o)e_l(wab+Aab)t_rabt
y como la solucién en un tiempo tendiendo a infinito es cero, se produce decoherencia.

e C(Caso2

En el segundo caso que se considera en esta seccidn, los tres niveles de energia estdn
igualmente espaciados, con lo que las frecuencias w,p, Y Wy son iguales pero distintas de wg,.

i - . lc)
3 Wpe
& . | b)
Wy Wap
|la)

Figura 2. Esquema de los tres niveles con Wgp = Wpe Y Wpe F Wae F 0.

Si se estudian las poblaciones, se observa que son iguales al caso 1, sin embargo en las
coherencias se observa que ahora gy, y ;. estan acopladas,

do b(t)

l;t lwabaab (t) + Rababaab (t) + Rabbcabc (t) (4-11)
doy.(t)

dct _lwbcabc (t) + Rbcbcabc(t) + Rbcabaab (t) (4-12)
doac(t) _

dt lwaco-ac (t) + Racacgac(t) - l(wac + Aac)aac(t) acaac(t) (4-13)

donde [, viene dada por la ecuacién (4.10) y
2
Ravbe = 72 P Zw. alV 1, b, IV 17, b) X 8B, +Ey — By = E) =
EP#ZRV”AI) AbX6(E +Eb—E —Ea),
Rican = Zzo,l@ BIVIis @) bIVIv,c) X S(By+Eq — By — By) =
27‘[

h pll Z RVMADCR[[VADC X 6(E +Eb E Ea)
u v



26
Decoherencia inducida por el entorno en pequeios sistemas cudnticos

En la ecuacion (4.13) se observa que la coherencia g,.(t) esta desacoplada, con lo que es facil
demostrar que en el estado estacionario (do,./dt=0), o, vale cero,

Oqc(t) = Uac(O)e_i(waC+AaC)t_ract-

Si se estudia ademas cuanto valen g, y g3 en un tiempo tendiendo a infinito, se comprueban
gue valen cero también. Por tanto se puede afirmar que, al igual que en el caso anterior, todas
las coherencias tienden a cero, por lo que se produce decoherencia.

e C(Caso3

Para ir un poco mas alla, se pretende estudiar ahora el caso donde las frecuencias
Wap» Waa Wpp Y Wee S€AN iguales a cero y ademas wy,. Y W, sean iguales y distintas de cero.

Energia

la) |b)

Figura 3. Esquema de los tres niveles con Wgap = Waq = Wpp = Wee = 0y Wpe = wee # 0.

Al escribir la ecuacién maestra para este caso, aparecen las poblaciones acopladas con la
coherencia g,

doga(t) R
—dr aaaa%aa(t) + Raabb0pp (t) + RaaccTcc () + RaaanTan (t) (4.14)
dopp(t
%() = Rpppp b (t) + RppaaTaa(t) + RppecOec (t) + RppapTan (£) (4.15)
dogp(t) .
T = —lWgpOagp (t) + Rababaab (t) + Rabbbabb (t) + Rabaaaaa(t) + Rabccacc(t)l (4-16)
donde
21
Raaar =5 > P ) ,alVI, )i bIVIv, @) X 8(By+Eq — By = Eo)
u v
21
Runap = 2= ) (v, bIV I, @), bIVIv, b) x 8By +Eq — By — Ey)
I v
21
Rabo === > D ) (. alV It YK, bIVIY, b) X 8(E,+Ey = By = Fo)
u %
21
Rabaa =3 > P ) (,alVI,a)iw alV1v,b) X 8(Ey+Eq = By = Eo)
u v
21
Ravee =7 ) Pu ) v,alV I, )t cIVIv, b) X 8(Ey+Ee = By = Eg).
I v
Por otro lado se tienen las otras dos coherencias acopladas entre si
dopc(t) .
dt - _lwbco_bc(t) + Rbcbcabc(t) + Rbcacaac(t) (4-17)
dog.(t) .
5, T T lWgc0qc (t) + Racacgac(t) + Racbcgbc(t): (4-18)

dt
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donde
2T
Rpcac = Wz Pu Z(V; b|V|w a)Xu, c|V]v,a) X S(E;f"Ea —E, —Ep)
U v
2m
Racve = 7 Pu (v, alV|p, bXu, clV|v,c) x 6(Eu+Eb —E, — Ep).

u v
En el caso 1y el caso 2 estudiados, el acoplamiento con el bafio produce decoherencia y en

ambos casos, aun siendo las poblaciones diferentes de cero, las coherencias se iban a cero. Sin
embargo en este tercer caso, todas las coherencias no se van a cero, por lo que se trata de un
ejemplo donde no se produce decoherencia total en la base en que se trabaja. Aunque el resto
de coherencias (con frecuencia libre de evolucion distinta de cero) se van a cero a un tiempo
tendiendo a infinito, no hay decoherencia completa si una de ellas tiene un valor distinto de
cero.

Esto se debe a que se tiene un sistema lineal no homogéneo de tres ecuaciones con tres
incégnitas. Al igual que las poblaciones en los casos 1 y 2, ahora se tiene un sistema
compatible y se puede afirmar que el sistema tiene solucion distinta de cero.

Hasta este punto, en esta seccién se ha obtenido la ecuacidon maestra para un sistema atdmico
de tres niveles y se ha estudiado en detalle para tres casos diferentes.

Se va a considerar ahora el caso particular en que los tres niveles de energia no estan
equidistantes (caso 1) y se va a estudiar de manera detallada el comportamiento de las
poblaciones mediante graficas que representen g,, Y dpp en funcién del nimero medio de
fotones para las diferentes frecuencias wpq, Weq Y @Wep-

Interesa el estudio de las poblaciones en el estado estacionario, con lo que las ecuaciones
(4.1) y (4.2) se igualan a cero. Se estudiaran tres situaciones diferentes, haciendo que en cada
situacién una de las posibles transiciones sea cero.

I) Se comenzara con la condicién de que Fﬁqa sea cero, es decir, no se permite la emision
espontanea del nivel |b) a |a) ni tampoco la transicion del nivel |a) a |b). Las ecuaciones (4.1)
y (4.2) para las poblaciones en el estado estacionario quedarian de la forma

Occ (t)rc—ul — Oaa (t)ra—w =0
O_cc(t)rc—m — Opp (t)rb—w =0.
Desde este momento y en las tres situaciones que se estudiardn a continuacién, se va a

considerar que el resto de transiciones l"jo_n- posibles tomen el valor uno (en las unidades

apropiadas).

Si se tiene en cuenta las ecuaciones (4.4) y que 0. = —0gq — Opp, SE€ tiene

aall + 2(n(wea))] + opp[1 + (n(we))] = 1 + (n(wea)) (4.19)
aall + (n(wep))] + opp[1 + 2(n(wep))] = 1+ (n(wp)) (4.20)
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= Sj se analiza el

(n(wep) |

caso donde (n(wcp))
sea igual a cero se
obtiene que g =1 vy
Oqq = 0cc = 0.

= De igual forma
si se hace que (n(w.y))
sea cero, se tiene
que agpp = 0y por tanto
Opa=1yo,.=0.

(n(weg))
00
Figura 4. Evolucién de la poblacidn oy, en funcién de (n(wgp)) y (n(wqy)). Si (n(wep)) es cero, oy, vale
uno para cualquier valor de (n(w.,)). Si (n(w.)) es cero, oy, vale cero para cualquier valor de
(n(wcp))- El niimero medio de fotones para cada frecuencia es una cantidad adimensional.

=  Sise analiza el limite donde (n(w.p)) y (n(w.q)) sean muy grandes se obtiene que las
poblaciones se reparten entre los tres niveles |a),|b) y |c), de manera que
Oqa = Opp = 0cc = 1/3

II) Ahora se cambia la condicién inicial y lo que se hace es considerar que FCO_,b es cero. Ahora
las ecuaciones (4.1) y (4.2) para el estado estacionario seran

0aall + 2(n(wea)) + (n(wWpa))] — opp [(M(Wpe)) — (M(@ea))] = 1 + (n(wea)) (4.21)
0aa{n(Wpa)) — opp[1 + (n(wpa))] = 0. (4.22)

Figura 5. Evolucion de
la poblacién o,, en
funcion de (n(wgg)) vy
(n(wpa)). Si (n(wpe))
es cero o,, decae
desde el valor 1 en
(n(we)) =0 hasta
1/2 si (n(wy)) es
grande. Si (n(wgq)) es
cero o,, decae desde

el valor 1 en
10 (n(wpe)) =0  hasta

(n(wca »

1/2 cuando (n(wy,)) sea grande.
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(n(wpa)) Figura 6. Evolucion de
10
w : N la  poblacion oy, en

funcién de (n(wgg)) y

(). S (n(@pe))

03 | es cero, oy, vale cero

e para cualquier valor de
(n(weg)). Si (n(weq))

es cero, g, aumenta

02 |

01

desde cero hasta el
valor 1/2 .

00

5
(n(“’m)) 10

= Si el nimero medio de fotones (n(wpy,)) es igual a cero, se obtiene de la ecuacion
(4.22) que gy, = 0 y de (4.21) se tiene que

1+ (n(weq))
Taa = 1+ 2(n(wey))

donde si (n(w.q)) es cero, 6,4 =1y 0. =0y cuando (n(w.,)) tiende a un valor muy grande
Oqa =1/2y 0, =1/2

= Sise estudia el limite cuando (n(w.,)) valga ceroy (n(wp,)) tienda a un valor grande,
se tiene oy, = 1/2, oy =1/2y o, = 0.

= Queda por estudiar el limite cuando (n(w¢q)) y (n(wp,)) tomen valores muy grandes.
En este caso 0,4 = Opp = 0. = 1/3

III) Por ultimo queda por estudiar la condicién de que T2_,, sea cero, no es posible subir del

nivel |a) al |c), ni bajar del |c) al |a). Ahora las ecuaciones (4.1) y (4.2) para el estacionario
seran

opp[1 + (n(wpa))] — Tga(n(wpg)) =0 (4.23)
_Uaa[<n(wba)) -1- (n(wcb))] + Opp [2 + Z(n(wcb)) - (n(wba))] =1+ (n(wcb)) . (4‘-24‘)
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Figura 7. Evolucion de la poblacion o,,
en funcién de (n(wgp)) y (n(wpg)). Si
(n(wpg)) es cero, o,, vale uno para
cualquier valor de (n(wgp)). Si (n(wgp))
es cero, a,, va decayendo desde 1 hasta
1/2.

(n(wpa))

Figura 8. Evolucién de la poblacion
app en funcion de (n(wcp)) y (n(wpe))-
Si (n(wpe)) es cero, oy, vale cero
siempre. Si (n(wg,)) es cero, oy
aumenta desde 0 en (n(w,,)) = 0 hasta
tomar el valor 1/2 cuando (n(wpg)) es
muy grande.

= Si(n(wpy)) es igual a cero, se obtiene de la ecuacion (4.23) que g3, = 0 y de (4.24)
se tiene que g,, = 1, por lo que g, = 0.

»  Si(n(wp)) esigual a cero y (n(wgp)) es un nimero muy grande g,, = o, = 1/2y
Occ = 0.

= Sise analiza el limite donde (n(w¢p)) y (n(wp,)) sean muy grandes se obtiene que las
poblaciones se reparten entre los tres niveles |a), |b) vy |c), de forma que
Oqa = Opp = 0cc = 1/3.

Conclusiones

El objetivo claro de este trabajo era estudiar la decoherencia en el proceso de interaccién de
un sistema con su entorno. En la primera seccion el objetivo principal era obtener la ecuaciéon
maestra que describe la evolucién de un sistema cuantico pequefio A en interaccidon con
sistemas que hacen el papel de entorno o detector R. En la segunda seccion el siguiente paso
fue obtener en detalle la ecuacién maestra para el sistema A en la base de autoestados de
energia del sistema A para luego evaluar la evolucion de las poblaciones y coherencias.
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En la tercera seccién se considerd el caso particular de un sistema atdmico de dos niveles,
donde se obtuvieron los valores de las poblaciones y coherencias en un tiempo tendiendo a
infinito. En el estado estacionario las coherencias se iban a cero, por lo que la decoherencia es
inducida en el sistema A.

Finalmente en la dltima seccién se derivé la ecuacién maestra para el caso de un sistema de
tres niveles. Al analizar los tres casos propuestos, se observa que sélo en el ultimo caso,
cuando las coherencias estan acopladas a poblaciones, no se produce decoherencia.

Se sabe que la interaccion de un sistema cudntico abierto con el entorno produce
decoherencia. Este proceso de decoherencia es un tema interesante dentro de la mecdnica
cuantica ya que explica por qué muchos sistemas fisicos macroscépicos tienen un
comportamiento diferente de los sistemas que muestran efectos cudnticos.
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