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Resumen - Abstract

Resumen

El objetivo de este trabajo es el estudio de la ecuacion
logistica y la definicion de caos.

La aplicacion logistica es una funcion matemdtica que
se hizo muy conocida en 1976 gracias a un articulo
cientifico del bidlogo Robert May vy puede expresarse
matemdticamente como T,y = pr,(1 — x,) siendo p el
pardmetro que varia.

May pretendia hallar un modelo demogrdfico sencillo que
explicase la dindmica de una poblacion de la que se ha
supuesto que tiene un crecimiento cada vez mds lento
a medida que se acerca a una cantidad de individuos
considerada como limite. May comprobo que al cambiar
los valores del inico pardmetro del modelo, este presentaba
soluctones muy distintas y a veces muy complejas pese a
que se trata de una simple aplicacion polinomica de grado

2.

Por otro lado, en 1986, Devaney define un sistema
dindmico como cadtico si tiene dependencia sensible de
las condiciones iniciales, es topologicamente transitivo, y
tiene un conjunto denso de puntos periodicos.

Palabras clave: Aplicacion  logistica -  Sistema
dinamico — Caos
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Abstract

The aim of this notes is to study the logistic map and the
chaos definition.

The logistic map is a mathematical function given by the
biologist Robert May in 1976 and it can be expressed
mathematically as

Ln+1 = :uxn(l - xn)

where 1 is a parameter.

The first approach was to obtain a simply demographic
model that it explains the dynamics of a population that
it has a slow behavior closed to the limit. Indeed, May
proved that for different values of the parameter pu, the
solutions are very different and sometimes it gives complex
solutions.

In the other hand, Devaney in 1986, says that a dynamical
system is chaotic if it has a sensible dependance on the
wnitial condicions, it is topologically transitive and it has a
dense set of periodic points.

Keywords: Logistic map — Dynamical system — Chaos
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Introduccién

La aplicacion logistica es una funcién matematica que se hizo muy
conocida en 1976 gracias a un articulo cientifico del biélogo Robert
May, que pretendia hallar un modelo demografico sencillo que
explicase la dinamica de una poblacion de la que se ha supuesto
que tiene un crecimiento cada vez mas lento a medida que se acerca
a una cantidad de individuos considerada como limite.

May comprobé que al cambiar los valores del tinico pardmetro del
modelo, este presentaba soluciones muy distintas y a veces muy
complejas pese a que se trata de una simple aplicaciéon polinémica
de grado 2.

La aplicacion logistica puede expresarse matematicamente como

Tpy1 = pn(l —2p)

siendo pu el parametro que varia.

Esta ecuacién describe dos efectos:

» El crecimiento de tipo exponencial de la poblacién (efecto més
visible cuando la poblacién es pequena).

» La mortalidad adicional que aumenta a medida que crece la
poblacién, debido a la competencia de los individuos entre
si para asegurarse el alimento necesario. Esto se traduce
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matematicamente por el término cuadratico con un signo
negativo.

Este modelo asume que los recursos para la poblacién son ilimitados
y que no hay mortalidad debido a la competencia con otras especies.

Segun el valor que se le adjudique a «u» se observaran los siguientes
comportamientos:

= Si 0 < p < 1 la poblacién terminara desapareciendo
independientemente del valor de la poblacion inicial.

= Si 1 < p < 2 la poblacién rapidamente tenderd al valor “T_l,
independientemente del valor de la poblacion inicial.

» si 2 < pu < 3 alalarga la poblacion también se estabilizard en
;%17 pero previamente fluctuara en el entorno de ese valor.

»Si3 < pu<1+6 (casi 3,45), se aproximara a oscilaciones
permanentes entre dos valores.

» Con p entre 3,45 y 3,54 (aproximadamente), la poblacién tendra
oscilaciones permanentes aproximandose a cuatro valores.

= Si p es ligeramente mayor de 3,54, la poblacién oscilard entre 8
valores (luego 16, luego 32, etc.).

s Cerca de 3,57 el comportamiento se complica alin mas,
pero todavia hay ciertos rangos aislados de p que muestran
un comportamiento simple, las a veces llamadas «islas de
estabilidad».

» Ademas si p = 4 presenta Caos de Devaney.

El siguiente diagrama de bifurcacién resume lo anteriormente
mencionado. El eje horizontal muestra los valores del pardmetro p,
y el eje vertical los valores a los que tiende la iteracion de la funcion
logistica cuando n tiende a infinito.

En 1975 Li y Yorke probaron que si una funcién continua definida
en un intervalo tiene un punto de periodo tres, entonces para todo
k=1,2,3... existe un punto de periodo k.

Poco tiempo después salié a la luz un teorema mucho mas general,
obra del matematico ucraniano Sharkovsky, y publicado en 1964 en
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L oot zemica odined O X
a a

ruso en una revista ucraniana. Dicho teorema era desconocido en
occidente hasta que el interés del Teorema de Li-Yorke lo puso de
relevancia.

Para entender este teorema hay que definir un nuevo orden para
los enteros positivos Z*. En el «Orden de Sharkovsky» el 3 es el
nimero mayor, seguido por el 5, luego el 7; a continuacién van el
resto de enteros impares; les sigue el 2-3,2-5, 2.7, y el resto de
enteros impares multiplicados por 2; a continuaciéon aparecen todos
enteros impares multiplicados por 22; luego multiplicados por 23;
y asi hasta llegar a los multiplicados por 2"; por tltimo aparecen
todas las potencias de 2 en orden decreciente.

En otras palabras:

35> 7>...02:32-5p0...022:3022.5>...52"-32" -5 ... >
ol 23222 1.

El Teorema de Sharkovsky dice que si una aplicacién continua tiene
un punto de periodo k, entonces tiene puntos de todos los periodos
menores que k en el orden de Sharkovsky:.

Otro de los ingredientes principales de este trabajo es la idea
de caos. Para definirla necesitamos conocer tres conceptos:
dependencia sensible de las condiciones iniciales, transitividad
topolodgica y puntos periddicos.

= La dependencia sensible resume la idea del llamado efecto
mariposa: pequenos cambios en las condiciones iniciales de un
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sistema pueden conducir, después de un tiempo, a grandes
cambios en el comportamiento del mismo.

= La transitividad topolégica indica que el sistema dindamico es
irreducible.

» La existencia de puntos periddicos implica que el sistema debe
tener muchas orbitas regulares; concretamente, debe existir un
conjunto denso de érbitas periodicas.

Basandose en estas tres caracteristicas aparece la definicién de
caos, dada por Devaney en 1986. Segtin dicha definicién, un sistema
dinamico es cadtico si tiene dependencia sensible de las condiciones
iniciales, es topolégicamente transitivo, y tiene un conjunto denso
de puntos periddicos.

Mas adelante, en 1992, Banks, Brooks, Cairns, Davis y Stacey
probaron en American Math Monthly que en un espacio métrico
sin puntos aislados, la sensibilidad respecto a las condiciones
iniciales se obtiene de las dos condiciones restantes y es, por
tanto, una condicion superflua. Entonces podemos decir que un
sistema dindmico definido sobre un espacio métrico es cadtico si es
topoldgicamente transitivo y posee un conjunto denso de puntos
periédicos.

Podria parecer que un sistema dindmico cuyo comportamiento

sea cadtico debe ser necesariamente complicado. Sin embargo un
sistema tan sencillo como la aplicacion logistica de la que ya hemos
hablamos, restringida al intervalo [0,1] y con pardmetro u = 4, es
caotica.
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Orbitas de aplicaciones unidimensionales

1.1. Puntos fijos

Definicién 1.1.1 Sea f : R — R una aplicacion. Entonces para un
x € R el conjunto

orb(z, f) = {z, f(x), f*(x), -}
se denomina orbita de .

Definicién 1.1.2 Sea f : R — R una aplicacion. Un punto ¢ € R
tal que f(c) = ¢ se denomina punto fijo de f. El conjunto de puntos
fijos de f lo denotamos por Fix(f).

Figura 1.1. Los puntos en los que una funcién intersecta la recta y = x son los puntos
fijos de dicha funcién.

Tomemos como ejemplo la aplicacién f(x) = 4z(l —x),0 <z < 1.
Resolviendo f(x) = x se obtiene que z =0y x = % son sus puntos
fijos, es decir, verifican f(0) =0y f(3) = 2.
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Definicién 1.1.3 Un z* € R se denomina punto fijo eventual
de f(x) si existe un punto fijo ¢ de f(x) y un r € Z* tales que
fr(@*)=cuy f*(z*) # ¢ para todo 0 < s < r.

Siguiendo con la aplicacién anterior, f(x) = 42(1 — x), por un lado
tenemos

fG)=1y f(1)=0

y por otro

243 3
FERE) =1y 1) =1
Entonces como z = 0 y # = 2 son puntos fijos de la aplicacion,

1
2+4\/§ yr= }1 seran puntos fijos eventuales de la

_ 1 _ _
r=5,rv=1u12=
misma.

Teorema 1.1.1 Sea f : I — R, I = [a,b], a < b, una funcion
continua tal que I C f(I). Entonces f(x) tiene un punto fijo en I.

Demostracién. Definimos g(z) = f(z) —z. Como I C f(I), existe
un ¢; € (a,b) tal que f(c1) < ¢; (de hecho f(c1) <a <¢), y un
co € (a,b) tal que f(c2) > ¢ (de hecho, f(ca) > b > ca).

Entonces g(c1) <0y g(ce) > 0, y por ser g(z) continua, el Teorema
de Bolzano establece que existe un ¢ € I (yasea ¢; < ¢ < ¢ 0

¢y < ¢ < ) tal que g(c) = 0. Por tanto f(c) = ¢y ¢ es punto fijo
de f(z). O

1.2. Iteraciones graficas

Es posible visualizar las iteraciones de una funcién f(z) en un
punto xy mediante iteraciones graficas.

La idea es considerar un punto x( del eje x y dibujar una linea
vertical hasta su valor por la funcién. Entonces llevamos ese
punto horizontalmente hasta la recta y = z, de ahi otra vez
verticalmente a su correspondiente punto por la funcién, de nuevo
horizontalmente hasta y = x, y repetimos el proceso hasta la
iteracion que queramos ver.
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En algunos ejemplos las iteraciones convergeran a un punto fijo, en
otros se iran al infinito, y en otros oscilaran entre diferentes puntos
indefinidamente.

Consideremos la aplicacién f(z) = z(1 — z). Examinando sus
iteraciones graficamente puede verse que las érbitas de cualquier
punto del intervalo [0, 1] se aproximan al punto x = 0.

Figura 1.2. Las dérbitas del punto = 0,6 por iteraciones de la funcién f(z) = z(1—=z)
convergen a = = 0.

Proposicién 1.2.1 Si  f(x) es wuna funcidn continua y
lim, o f"(x0) = ¢ para algin xo, entonces f(c) = c¢; es decir, si
la orbita converge a un punto c, entonces dicho punto ¢ es un punto

fijo de f(zx).

Demostracion. Tenemos

lim,, 00 f”(ﬂfo) =c= f(h/mnﬁoo fn(iCo)) = f(C),

de modo que por continuidad de f, lim,, o f"(zo) = f(c).
A su vez ¢ = lim,, o f"(x0), luego por unicidad del limite se
concluye que ¢ = f(c).

1.3. Atractores y repulsores

Definicién 1.3.1 Sea f : X — X wuna aplicacion, y sea ¢ € X tal
que f(c) = c, es decir, ¢ es un punto fijo de f(x). Entonces:
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Figura 1.3. Las érbitas del punto z = 0,2 por una determinada funcién convergen al

-3
punto x = 7.

i) ¢ es un punto fijo estable si para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal
que siz € X y |z —c| < 0, entonces |f*(x) — ¢| < e para todo
nezt.

Cuando esto no ocurre, ¢ se dice punto fijo inestable.

ii) ¢ se dice punto fijo atractor si existe un nimero real n > 0 tal

que

|z — ] <n=lim, fM(z) =c.

iii) ¢ se dice asintdticamente estable si es a la vez estable y
atractor.

Ademas podemos considerar el caso de ¢ punto fijo de f tal que
existe € > 0 y x cercano a ¢ que verifica, para alguna iteracion de
f, que |f"(z) — ¢| > €. En ese caso se dice que ¢ es un punto fijo
repulsor.

La siguiente clasificacién de los puntos fijos serd 1til para su
caracterizacion.

Definicién 1.3.2 Un punto fijo ¢ se denomina hiperbdlico si
|f'(c)| # 1. Cuando |f'(c)| = 1, ¢ se dice no hiperbdlico.

La caracterizacién de los puntos fijos no hiperbdlicos se vera en
la siguiente seccion. Para los que si son hiperbdlicos se tiene el
siguiente teorema:

Teorema 1.3.1 Sea f : X — X funcion diferenciable con primera
derivada continua (f de clase C*). Entonces:
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i) Si a es un punto fijo de f(x) con |f'(a)] < 1, entonces a es
asintoticamente estable. Las iteraciones por f de puntos cercanos
a dicho punto fijo convergen geométricamente a €l; es decir, existe
una constante 0 < A < 1 tal que |f™(x) —a| < \"|x —a| para todo
n € Z* y para todo x € X suficientemente cercano a dicho a.

it) St a es punto fijo de f(x) tal que |f'(a)| > 1, entonces a es un
punto fijo repulsor de f.

Demostracién. (i) Supongamos X intervalo abierto y

|f'(a)] < A <1 para algiin A > 0. Entonces por continuidad de
f'(z) existe un intervalo abierto I C X tal que |f'(z)] < A < 1 para
todo x € I. Por el Teorema del Valor Medio existe un ¢ € I que
satisface

de modo que
[f(z) —a] = |f'(c)l|x —a] <Az —a

es decir, f(x) estd mas cerca de a de lo que estd x.
Repitiendo el procedimiento para f(x) en lugar de z, y asi
sucesivamente, obtenemos:

P2(2) —al < Ao —al, ..., [f"(x) — a| < M]a — al.

Y como A" — 0 cuando n — oo, se concluye que f"(x) — a cuando
n — 0o. Por tanto a es estable y atractor, es decir, asintéticamente
estable.

(ii) Supongamos ahora 1 < A < |f'(a).

Por continuidad de f’(z) existe un intervalo abierto I C X, con
a €1, tal que 1 < X\ < |f'(x)|, para todo x € I. Entonces por el
Teorema del Valor medio, si x € I, existe un ¢ € I que verifica

[f(x) —al = |f'(c)l|lz — a| > Alz —al.

Es decir, si f(z) no pertenece a I, entonces f(z) esta separado de a.
Repitiendo el proceso para f(x) en lugar de x y asi sucesivamente,
llegamos a que f*(z) € I o |f"(z) — a] > \"|z — a|]. Como ahora
A" — oo cuando n — 00, las iteraciones de puntos cercanos a a
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tienden a separase de a. Concluimos que a es punto fijo inestable. O

Nota 1.3.2 En este contexto, cuando |f'(a)] = 0, se dice que a es
punto fijo superatractor.

Anteriormente hemos utilizado las aplicaciones f(z) = 4z(1 — x)

y f(x) = z(1 — z) para ejemplificar algunos conceptos. Ambas
aplicaciones son casos particulares de la aplicacion logistica,
L,(z) = pz(1 — x). En este contexto nos interesa su estudio para
0<2<1y0<pu<4, yaque para esos valores del parametro p,
L, lleva el intervalo [0, 1] en si mismo, de modo que tendra al menos
un punto fijo en dicho intervalo (Teorema 1.1.1), y sus iteraciones
permaneceran en el interior del mismo (si p1 > 4, entonces L, > 1
para algunos valores de x en [0, 1] y las futuras iteraciones se irdn a
—00).

Resolviendo L,(z) = x se obtienen los puntos fijos z = 0 y
r=1- i Veamos como varia el comportamiento de la funcion
segun el valor de u:

-Si0<u§1,ent0ncesl—iSO,yportantoc:Oesel

tinico punto fijo en [0, 1]. Se tiene que L) (z) = p — 2uz, luego
L,(0) = p < 1y por tanto x = 0 un punto fijo asintéticamente
estable.
» Si pu > 1, entonces tanto 0 como 1 — l% son puntos fijos en [0, 1].
Ahora 0 es repulsor ya que
L,(0)=p>1
En cuanto al otro punto,
/ 1y — ,, _1y_o9 _
de modo que
1y —
\LL(l—g)’—\Q—M’<1<:>1<N<3
/ _
|Lu(1—;)|_|2—u|>1<:>3<u<4

Luego en el primer caso se tiene que ¢ = 1 — % es punto fijo
atractor, y en el segundo que es punto fijo repulsor.
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Notemos también que para p = 1,3 los respectivos puntos fijos
¢ =0y c= 2 verifican L} (0) = 1y L}(2) = —1, de modo que se
trata de puntos fijos no hiperbdlicos.

1.4. Puntos fijos no hiperbdlicos

En esta seccién vamos a caracterizar los puntos fijos no hiperbdlicos.
Para ello nos hace falta saber que entre los puntos fijos inestables
encontramos algunos que presentan estabilidad por la derecha o por
la izquierda. Estos puntos se denominan semiestables.

Teorema 1.4.1 Sea ¢ punto fijo no hiperbdlico de f(z), siendo
f'(e)=1.8i f'(x), f"(x) y f"(x) son continuas en x = ¢, se tiene:

i) Si f"(c) #0, entonces ¢ es punto fijo semiestable.
i) Si f"(c) =0y f"(c) > 0, entonces c es punto fijo inestable.
iii) Si f"(c) =0y f"(c) <0, entonces ¢ es punto fijo asintdticamente
estable.

Demostracién. (i) Si f'(c) = 1 entonces f(z) es tangente a y = «
en x = c¢. Supongamos f”(c) > 0 sin pérdida de generalidad, de
modo que f(z) es céncava hacia arriba en x = c.

Como las derivadas son continuas por hipotesis, en este caso
tenemos que f”(z) > 0 para todo z € (¢ — d,c+0), 6 > 0.
Concretamente f'(x) debe ser creciente en ese intervalo, y como
f'(c) =1 se tendra

f'(z) < 1 para todo = € (c— §,¢)
f'(xz) > 1 para todo z € (¢,c+ ).

También por continuidad de f’(z) podemos suponer que f'(z) > 0
en ese intervalo. Entonces por el Teorema del Valor Medio aplicado
al intervalo [z, ] C (¢ — 6, c], existe q € (z, ¢) verificando

f/(q) _ f@)=f()
y como 0 < f'(q) < 1y ¢ > z se tiene

O<%<l,demodoquex<f(x)<c.
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Reiterando este procedimiento podemos ver que la sucesién f"(x)
es creciente y acotada superiormente por ¢, de modo que converge
a c. Ademas no puede existir otro punto fijo en ese intervalo ya que
entonces el Teorema del Valor Medio daria f'(q;) = 1 para algin
¢1 € (z,¢), lo que es una contradiccién.

En conclusion, tenemos que c es estable y atractor por la derecha.

Por otro lado si consideramos [c, 2] C [¢, ¢+ §). Aplicando de nuevo
el Teorema del Valor Medio se obtiene

f'(g) = L9219 ~ 1 de modo que f(z) >z > ¢,

ya que ahora x > c. Repitiendo el procedimiento tenemos que
los puntos cercanos a c se alejan de dicho ¢ por iteraciones de la
funcion, y por tanto el punto fijo ¢ es inestable por la izquierda.

Para ver esto mismo cuando f”(¢) < 0y la grafica es céncava hacia
abajo en x = ¢, se utiliza un procedimiento analogo.

(iii) Ahora tenemos f”(c) < 0, f"(c) =0y f'(c) = 1. Entonces
hay un punto de inflexién en x = ¢, y por el estudio de la tercera
derivada concluimos que f’(z) tiene un méaximo local en dicho
punto.

Por continuidad se sigue que
f'(x) <1 paratodox € (¢c—d,c+d),x#cyd>0.

En otras palabras, f”(z) > 0 para x € (¢ — §,¢), de modo que f'(x)
es creciente en dicho intervalo; y f”(z) < 0 para x € (¢,c+ ¢), asi

que f'(x) es decreciente en ese intervalo.

En particular, f'(x) # 1 si x # ¢, y por un procedimiento anélogo al
usado en (i), se obtiene que ¢ es punto fijo asintéticamente estable.

(ii) Ahora f"(c) =0, f”(c) > 0y f'(c) = 1. De nuevo hay un punto
de inflexion en x = ¢, y por el estudio de la segunda derivada se
trata de un minimo local. Se sigue que

f'(z) > 1 para todo z € (c —d,c+0),z #cyd>0.
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En particular f'(z) # 1 si z # ¢, y por el razonamiento hecho en i),
los puntos cercanos a c¢ se alejan bajo iteraciones por ambos lados
de c. Por tanto ¢ es punto fijo inestable. O

Por tltimo veamos qué ocurre cuando ¢ es un punto fijo no
hiperbdlico con f’(¢) = —1. Para ello necesitamos el siguiente
concepto:

Definicién 1.4.1 La derivada schwarziana de f(x) es la
funcion S f(z) definida por

Sf(@) = 5 — 35T

Cuando f'(z) = —1,

Sf(a) =—f"(z) = 5[f" (@))%

Teorema 1.4.2 Supongamos ¢ punto fijo de f(x) siendo f'(c) = —1.
Si f'(x), f"(x) y f"(x) son continuas en x = ¢, se tiene:

i) Si Sf(c) <0, entonces ¢ es un punto fijo asintdticamente estable.
i1) Si Sf(c) > 0, entonces ¢ es un punto fijo inestable.

Demostracién. (i) Definimos g(z) = f?(x). Entonces g(c) = c, es
decir, ¢ también es punto fijo de g. Ademas si ¢ es asintéticamente
estable respecto a g, entonces también lo es respecto a f. Veamos
que efectivamente es asi:

de modo que

g )= f'(e)f'(c) = (—1)(-1) = 1.

Entonces podemos aplicar el teorema de caracterizaciéon anterior a
g(x). Empezamos por ver si ¢’ es igual o distinta de 0 en x = ¢:

g"(x) = f'LU @) (@) + LT @) ()%

de modo que

g"(c) = f'(e)f"(e) + f"(e)(f'(¢)* = = f"(c) + f"(c) = 0
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Estudiamos la derivada tercera:

g" (@) = f[f@Lf @) f" (@) + LU @) (@) + I @) (@) +
S @)2f (@) f" ().

Por tanto en xz = ¢:

g"(c) = [f"()P(=1) = f"(c) = f"(c) + 2f"(c)(=1) f"(c) =
=2f"(c) = 3[f"(e))* = 25f(c)

y por hipétesis Sf(c) < 0, de modo que ¢”(c) = 25f(c) <0y
concluimos que ¢ es asintoticamente estable respecto de f.

(ii) Repitiendo el desarrollo hecho en i) para g(x) = f?(x),
obtenemos igualmente que ¢'(¢) = 1y ¢”(¢) = 0. Pero ahora
g"(c) =25 f(c) > 0 ya que por hipétesis Sf(c) > 0. Concluimos
que c es inestable. O

En la seccion anterior vimos que, para algunos valores de p,
la aplicacién logistica L, (z) = pa(l — x) tenia puntos fijos no
hiperbdlicos que ahora podemos caracterizar. Para ello tenemos:

Ly (@) = p = 2px, Lj(z) = =2p y L/ (z) = 0.

Para p1 = 1 tenemos x = 0 punto fijo con L}(0) = 1. Como
L7(0) = =2 # 0, se tendra que = = 0 es semiestable, en particular
atractor por la derecha y repulsor por la izquierda por ser

L7(0) < 0. Sin embargo los puntos a la izquierda del intervalo [0, 1]
no pertenecen al dominio de la aplicacion, por lo que podemos
considerar x = 0 punto fijo estable.

Para p = 3 se tiene que ¢ = % es fijo con Lg(%) = —1, y verifica
que Sf(%) =0- %(—6)2 < 0. Por tanto ¢ = % es punto fijo
asintéticamente estable.
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Bifurcaciones y la Familia Logistica

2.1. La cuenca de atraccion

En el Capitulo 1 utilizamos la funcién logistica para ejemplificar
algunos resultados. Ahora vamos a centrarnos en la propia funcién
estudiando su dinamica. Pero antes necesitamos definir la cuenca
de atraccion de una funcién.

Definicién 2.1.1 La cuenca de atraccion Bf(c) de un punto fijo
¢ de f(x) es el conjunto de todos los x para los que la sucesion
z, = f"(x) converge a c:

B¢(c) ={z € X : f"(z) = ¢, para n — oo}.

La cuenca de atraccion inmediata de [ es el mayor intervalo
contenido en By(c) al que pertenezca c.

Proposiciéon 2.1.1 Sea f : R — R wuna aplicacion continua que
tiene un punto fijo atractor p. Entonces la cuenca de atraccion
immediata de p es un intervalo abierto.

Demostraciéon. Como p es punto fijo atractor existe un € > 0 tal
que para todo x € I. = (p—e,p+¢€), f"(x) — p cuando n — 0.

Sea J el mayor intervalo que contiene a p y que cumple f"(z) — p
para todo z € J, cuando n — oo. Suponiendo J = [a, b] intervalo

cerrado, entonces existe r € Z* tal que f"(a) € I.. Sin embargo f"
es continua por hipodtesis, de modo que puntos cercanos a a tendran
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su imagen también en I, en particular puntos cercanos a a por la
izquierda. Llegamos por tanto a una contradiccion.

Formalmente, existe un 6 > 0 tal que si |z — a| < J, entonces
(@)= f"(a)] < m, donde 5 = min{|f"(a)— (p—2)|. [(p+¢)— F (@)}
Esto implica que hay puntos x < a cercanos a a para los que
fr(z) € I, y por tanto para dichos puntos f™(x) — p cuando

n — 0o, lo que es una contradiccion.

Concluimos que a ¢ J (y lo mismo para b), de modo que J debe ser
un intervalo abierto. O

2.2. La familia logistica

Como vimos en el Capitulo 1, las aplicaciones logisticas

L,(z) = px(1l—z) son funciones de dos variables reales p y x, donde
x pertenece al intervalo [0, 1] y se considera p € (0,4]. También
estudiamos sus puntos fijos a medida que varia p obteniendo:

» Para 0 < p < 1, L, tiene exactamente un punto fijo en [0, 1], el
c = 0, que es atractor.
= Para 1 < p < 3, ¢ = 0 pasa a ser repulsor y aparece un nuevo

punto fijo atractor, ¢ = 1 — i

Estos cambios representan variaciones en la naturaleza de la

funcién denominadas bifurcaciones. Para y = 3 teniamos que
c= % es atractor, y vamos a ver que se produce un nuevo cambio
en la naturaleza. Mas adelante también consideraremos qué ocurre

para p > 3.

Empezamos el estudio de la ecuacion logistica calculando su cuenca
de atraccion: es decir, para un p dado y un punto fijo ¢, estudiamos
el conjunto de los z € [0, 1] que convergen a ¢ por iteraciones de
L,,. Nos restringiremos a 1 variando entre 0 y 3, ya que para esos
valores la dindmica de L, resulta ser muy sencilla.
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Nota 2.2.1 La funcion logistica con 0 < x < 1 tiene valor mdzrimo
& parax = %, por lo que para 0 < p < 4, L, lleva el intervalo unidad
[0,1] en si mismo.

Teorema 2.2.2 Sea la aplicacion logistica L,(x) = px(l — z),
0 <x<1. Entonces:

i) Para 0 < p < 1, la cuenca de atraccion del punto fijo atractor
c=0es Br,(0)=1[0,1].

ii) Para 1 < p < 3, la cuenca de atraccion del punto fijo atractor
c=1—1esBr,(1-3)=(01).

Demostracién. i) 0 < p < 1.

Tenemos que ¢ = 0 es el Gnico punto fijo de L, en [0,1] y hemos
visto que efectivamente es asintéticamente estable.

Figura 2.1. Ecuacién logistica para 0 < p < 1.

Formalmente como 0 < p < 1 por hipdtesis, entonces
0<l—2<l=20<pu(l-2)<1=0<Ly(r)=px(l—2) <z,
para todo = € (0, 1].

Y por el mismo razonamiento se obtiene que L2 (z) < L,(x),. ..,
Li(r) < Ly~ (x), de modo que la sucesién L7 (x) es decreciente y
acotada inferiormente por 0. Por tanto converge al iinico punto fijo
c=0.

Efectivamente se concluye que la cuenca de atraccién es

By, (0) = [0,1].

i) 1<p<3.



14 2 Bifurcaciones y la Familia Logistica

Figura 2.2. Aplicacién logistica para 1 < p < 2

Tenemos que ¢ = 1 — i es punto fijo atractor, de modo que

denotamos su cuenca de atraccién inmediata por I = (a,b). Es
decir para todo = € I, L},(z) — ¢ cuando n — oo.

Por otro lado denotamos la cuenca de atraccion de ¢ =1 — %L por
B,(c). Como L,(0) =0y L,(1) =0, tenemos que 0,1 ¢ B, (c); es
decir, B, (c) # [0, 1]. De hecho vamos a ver que para I = (a,b),
a,b ¢ By(c).

Por el teorema de los Valores Intermedios, L, (a,b) es un intervalo
contenido en (a,b) para el que si x € (a,b), L}(L,(7)) — ¢
cuando n — oo. Sea x,, una sucesién en (a,b) que converge

a a, lim,_,, x, = a. Entonces por continuidad de L,

limy, o0 Ly(2,) = Ly(a).

Por otro lado, como x,, € (a,b) para todo n € Z*, se tiene que
L,(z,) € (a,b), para todo n € Z*. Entonces como L,(a) ¢ (a,b),
esto solo podra ocurrir si L,(a) = a o L,(a) = b (y lo mismo para
b). Las posibilidades para que se de esto son:

1. a y b son puntos fijos.
2. a y b son puntos fijos eventuales.
3. {a,b} es un 2-ciclo, es decir, L,(a) =by L,(b) = a.

Veamos que 3. no puede ocurrir:

L2(x) — o = pPr(l — (p+ 1)z + 2ua® — pa®) —x =
—r(p?r? — p(p+ D+ p+ 1) (pr — p+ 1),

y a,b deben satisfacer esta ecuacién.



2.3 Puntos periédicos 15

Si separamos los dos factores de la ecuacién que nos dan

los puntos fijos, el discriminante del factor cuadratico es

W+ 1) —4p*(p+1) = p?(u+ 1)(p — 3). Para 1 < p < 3 este
discriminante es negativo, y para ;= 3 es nulo. Por tanto no existe
dicho 2-ciclo para 1 < p < 3.

Esto implica que se da 1 o 2, y como 0,1 son los tinicos puntos fijos
(o puntos fijos eventuales) en [0,1], se concluye que a =0y b= 1.

En consecuencia, B, (1 — ,%) =(0,1). O

Nota 2.2.3 Cuando it = 2, + = 1 es punto fijo superatractor

2
ya que verifica Lg(%) = 0. Como acabamos de ver su correspondiente

cuenca de atraccion serd (0,1).

2.3. Puntos periédicos

Los puntos con érbitas finitas son de gran importancia en el estudio
del comportamiento de los sistemas dinamicos. En esta seccién los
caracterizaremos de forma general, y en la siguiente veremos el caso
particular de la ecuacién logistica, pues nos permitiran avanzar en
su andlisis para p > 3.

Definicién 2.3.1 Sea f: X — X funcion y sea ¢ € X. Entonces:

i) ¢ es un punto periddico de f(x) de periodo r € Z* si
f7(c) =cy fH(c) # ¢ para 0 < k < r (en particular ¢ es punto
fijo de f"). Denotamos

Per.(f)={z e X : fr(x) =z}.

ii) ¢ es eventualmente periddico de [ si existe m € Z* tal que
f™(c) es punto periddico de f (asumiendo que ¢ no es periddico).

iii) ¢ es estable (respectivamente asintoticamente estable,
inestable, ctc.) si es punto fijo estable de f".

Nota 2.3.1 El conjunto O(c) = {c, f(c), f*(c),..., f" (c)} es un
r-ciclo.
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Teniendo en cuenta esta definicion, es evidente que
Fix(f) C Per,(f) paran=1,2,...

Para la caracterizacion de los puntos periddicos disponemos del
siguiente teorema.

Teorema 2.3.2 Supongamos que ¢ es punto periodico de periodo r
de la funcion f, y supongamos f'(x) continua en c. Sic; = f'(c), i =
0,1,2,...,r—1, entonces:

i) ¢ es asintdticamente estable si

|f"(co) f'(cr) [ (e2) - f/(er)] < 1.
i) ¢ es repulsor si

|f'(co) f'(er) f'(e2) - fl(ern)[ > 1.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad veamos la demostracién
para r = 3, que ademas es un caso tipico.
Tenemos

O(c) = {c, f(c), fQ(C)} = {cp, 1,2}

Entonces:

de modo que para x = ¢

= (F2(e) = (NS (F()f'(e) = [(ea) f'(ex) [ (co)

y por el teorema 1.3.1 se obtiene el resultado. O

2.4. Puntos periddicos de la aplicacién logistica

Ahora podemos ampliar el estudio del comportamiento de la
aplicacion logistica.
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Teorema 2.4.1 Para 3 < p < 1+ V6 la aplicacion logistica
L,(z) = px(l — x) tiene un 2-ciclo asintdticamente estable.
Para 1+ V6 < u dicho 2-ciclo es inestable.

Demostracion. Para encontrar los 2-ciclos de la ecuacion logistica
L,(z) = px(l —z), 0 <2z <1 resolvemos la ecuacion

Li(x) =
plpa(l — o))l —pr(l —z)] —2 =0
—pdzt + 2p2® — (P + p?)a? + pPr —x = 0.
Comoc=0yc=1-— % son puntos fijos de L,(z), vy x — (1 — %)
deben ser factores de la ecuacién, de modo que:

Li(v) — o = —a(px — p+ 1)(p?2* — p(p+ Do + p + 1),

obteniendo una ecuacion cuadratica que no tiene raices reales si
w< 3

e —p(p+Dr+p+1=0
()= 2 ()2 =4 (u 1)
— o

(I+p)£4/ (p—3)(u+1)
2u

Sean ¢; y ¢y las raices resultantes (que dependen de p). Buscamos
que el 2-ciclo sea asintoticamente estable, por tanto hacemos

[(L2) (e1)| = L, (c1) L (ea)] < 1
—1 < p2(1—2¢)(1 = 26) < 1

—1<(=1—\/p?®—2u—3)(-1++/pu?>—2u—-3)<1

—1<1—(p?—2u—-3)<1,
de donde salen dos inecuaciones:
=20 —3>0y pu?—2u—5<0
y resolviendo obtenemos el rango de valores de p buscado:
3<pu<14++6.
Ademas p =1+ V6 se tiene
Ly(e) Ly (c2) = =1,
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de modo que el 2-ciclo es no hiperbdlico. Calculando su derivada
schwarziana obtenemos

SLZ(Cl) <0

asi que por la caracterizacion 1.4.2. | el 2-ciclo también es
asintéticamente estable.

Por tanto hemos obtenido que en general {¢, co} es asint6ticamente
estable para 3 < < 14 v/6, y que para g > 1+ /6 dicho 2-ciclo
es inestable. O

Ahora buscamos un periodo superatractor de L, cuando
3 < < 14 V6, ya que esto ilustra lo que sucede para 2"-ciclos.

Proposicién 2.4.2 Cuando pn = 1+ /5, {1, #} es un 2-ciclo
superatractor de L,(x).

Demostracién. Acabamos de ver que para 3 < yu < 1+ /6, L, ()
presenta un 2-ciclo asintéticamente estable. Vamos a buscar en
particular uno que es ademas superatractor.

Supongamos {z, %2} ese 2-ciclo de L, superatractor. Entonces se
tiene que verificar

1 = pxe(l —xe) y x5 = pxi(1 — xq),
de modo que multiplicando las ecuaciones entre si obtenemos
(1 —x)(1 — 29) = 1.
Por otro lado, por la condiciéon de punto fijo superatractor
(L2)/ (1) = L (02) Ly (1) = 0
es decir
P (1 —2x1)(1 — 2x9) = 0.

Luego x; = % 0 Xy = % Suponiendo el segundo caso sin pérdida

de generalidad, entonces x; = 4, y sustituyendo en la primera
ecuacion tenemos:
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p1-51-3)=1
pP—4p* +8=0
(n=2)(p*—2p—4)=0
y esto nos da u = 1 + /5. Concluimos que efectivamente el 2-ciclo
superatractor buscado es {3, %5} O

2.5. Analisis grafico para 1 + v6 < pu < 4 y diagramas de
Feigenbaum

Cuando p sobrepasa 1 + v/6, y hasta llegar al valor 3.57
aproximadamente, el comportamiento de la funcién logistica es
el siguiente: el 2-ciclo deja de ser atractor y pasa a ser repulsor.
Al mismo tiempo se crea un 4-ciclo atractor que se mantiene
hasta que p supere un valor determinado. En ese momento dicho
4-ciclo se convierte en repulsor y se crea un 8-ciclo atractor. En
general ocurre que al superar p un determinado punto b,, se crea
un 2" '-ciclo atractor que se mantiene hasta que p alcanza un
cierto b,y1, n € Z*. Ademds cada uno de esos ciclos pasa a ser
superatractor en algin s,, n € Z* (b, < s, < bpy1).

El comportamiento de la ecuacion logistica, incluido el ilustrado en
el parrafo anterior, se puede ver y ampliar mediante un diagrama
de bifurcacion o diagrama de Feigenbaum. Dicho diagrama
representa los valores de p entre 0 y 4 en el eje X, y valores de
L7(z) en el eje Y. La idea es calcular las primeras 500 iteraciones
para un xy arbitrario, para cada valor de u, y representar en el
diagrama las ultimas 50 iteraciones.

» Para p € [0, 1] el tnico punto del diagrama es el 0. Esto indica
que el comportamiento a largo plazo es un punto fijo, el 0.

» Para p variando entre 1 y 3 las iteraciones se acercan al punto
fijo 1 — /%, y es aproximadamente dicho valor el que vemos
representado.

» Cuando 3 < p < 1+ /6 el punto fijo deja de ser atractor y
desaparece, pero se crea el 2-ciclo y en el diagrama observamos
la primera bifurcacion.
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Figura 2.3. Décima iteracién de la aplicacién logistica para u = 1.

L1

Figura 2.4. Décima iteracién de la aplicacién logistica para p = 2.

= En el momento en que = 1+1+/6 el diagrama se vuelve a bifurcar
y aparece el 4-ciclo.

» Las dreas oscuras del diagrama representan los valores de i para
los que la dindmica de las iteraciones no es convergente a un
punto, ni tampoco oscilatoria.
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Figura 2.6. Décima iteracién de la aplicacién logistica para u = 3,45.

Puede verse claramente el 8-ciclo que sigue al 4-ciclo, e incluso se
podria apreciar el 16-ciclo con una imagen mayor. Pero ademas
podemos intuir que para estos valores de p existen todos los

2" — ciclos.

(] LT 1] 11 i i

Figura 2.7. Décima iteracién de la aplicacién logistica para p = 3,6.

21
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Figura 2.8. Quinta iteracion de la aplicacién logistica para p = 4.

2.6. El teorema de Sharkovsky

En 1975 Li y Yorke probaron el siguiente teorema.

Teorema 2.6.1 Sea f : X — X wna funcion continua definida
en un intervalo X C R. Si f tiene un punto periodico de periodo
tres, entonces para todo k = 1,2,3,... f tiene un punto periodico de
pertodo k.

Poco tiempo después sali6 a la luz un teorema mucho mas general,
obra del matematico ucraniano Sharkovsky, publicado en 1964 en
ruso en una revista ucraniana. Dicho teorema era desconocido en
occidente hasta que el interés del Teorema de Li-Yorke lo puso de
relevancia.

Para entender este teorema hay que definir un nuevo orden para
los enteros positivos Z". En el «Orden de Sharkovsky» el 3 es el
ndmero mayor, seguido por el 5 y luego el 7; a continuacién van el
resto de enteros impares; les sigue el 2-3, 2-5, 27, y el resto de
enteros impares multiplicados por 2; a continuacion aparecen todos
enteros impares multiplicados por 22; luego multiplicados por 23;

y asi hasta llegar a los multiplicados por 2"; por tltimo aparecen
todas las potencias de 2 en orden decreciente. En otras palabras:

355070...52-362-5>...522-3022-5>...02"-3p2"-5> ... >
e onln 23522521,

Teorema 2.6.2 (Teorema de Sharkovsky) Sea f: X — X una
aplicacion continua en un intervalo X C R. Si f tiene un punto
periodico de periodo k, entonces tiene puntos periodicos de periodo
r, para todor € Z*, k.
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Sistemas dinamicos y caos

3.1. Sistemas dinamicos

Definicién 3.1.1 Un sistema dindmico (discreto) es un par
(X, T) formado por un espacio métrico X y una aplicacion continua
T: X — X.

Cuando el espacio X es conocido, el sistema dindmico puede
denotarse simplemente 7' : X — X. Ademas utilizaremos la
notacién T'x para referirnos a 7'(x).

Dado que nos interesa la evolucién de un sistema a partir de un
determinado estado x(, vamos a considerar las iteraciones sucesivas

de T,
Tt =ToTo...oT, n veces,
siendo
T =1

donde I es el operador identidad en X. Ademas recordemos que
la 6rbita de un punto x € X por la aplicacién T viene dada por el
conjunto

orb(z,T) = {x, Tx, T?z,- - }.

Ejemplo 3.1.1 Algunos ejemplos de sistemas dindmicos son:
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. La aplicacion logistica

La aplicacion logistica vista en los primeros capitulos, L, : R — R
dada por L,x = px(l1 —z), p e R.

La aplicacion cuadrdtica

La aplicacion cuadrdtica viene dada por el sistema dindmico real
Q. : R = R, v — 22+ ¢, siendo ¢ € R un pardmetro; o
por el correspondiente sistema dindmico complejo Q. : C — C,
z— 22 +¢, ccC.

La aplicacion doblante del circulo

Dada la aplicacion T : C — C definida por Tz = 22, sus
iteraciones son de la forma T"z = z*™. Entonces se tiene que
las orbitas de los z tales que |z| < 1 tienden a cero, mientras que
para los z tales que |z| > 1 dichas drbitas tienden a infinito.
Para los z tales que |z| = 1, si denotamos la circunferencia
unidad por T = {z € C : |2| = 1}, resulta que T(T) C T.
Por tanto el sistema dinamico de mds interés es el T : T — T,
2z — 22, que duplica el argumento de los = € C que estdn sobre la
circunferencia unidad.

. La aplicacion rotacion del circulo

El sistema T : T — T, z — €z, a € [0,27) describe la rotacion
de un punto z sobre la circunferencia unidad por un dngulo c.
Se verd mds adelante que este comportamiento dindamico depende
en gran medida de que las rotaciones sean racionales (o € ©Q)
o irracionales (o ¢ TQ).
La aplicacion tienda
La aplicacion tienda T : [0,1] — [0,1] definida por

20 siz€|0,]
Tr =

2—2zsize(3,1]

La aplicacion doblante en un intervalo

Se considera el intervalo [0, 1] en el que identificamos el 0 con el
1. La métrica en este espacio viene dada por d(z,y) = min{|x —
yl,1 — |z —y|}. Entonces la aplicacion T : [0,1] — [0, 1] definida
por
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2z sizel0,3)
Tx =2x (méd 1) =
20 —1six e [5,1]
describe un sistema dindamico.
7. La aplicacion traslacion en un intervalo
Identificando de nuevo 0 y 1, la aplicacion T : [0,1] — [0,1] dada
por x — x +« (méd 1) describe la variacion por ., (méd 1), de
todo punto del intervalo unidad.

3.2. Sistemas dinamicos equivalentes

Definicién 3.2.1 Sean S 1Y — Y y T : X — X dos sistemas
dinamicos. Entonces:

1. Se dice que T es cuasiconjugado de S si existe una aplicacion
continua ¢ :'Y — X de rango denso tal que T o = ¢ o S; es
decir, cuando se verifica el siguiente diagrama:

S
Y - Y

T
X - X

2. En el caso de que exista un homeomorfismo ¢ que wverifique
Top=¢oS, S yT se diran conjugados.

La conjugacién es una relacion de equivalencia entre sistemas
dindmicos, por lo que dos sistemas conjugados son equivalentes,
y es esperable que sistemas dindmicos equivalentes tengan un
comportamiento similar. Sin embargo no siempre resultara facil ver
cuando dos sistemas son conjugados.

Proposicién 3.2.1 Para i € (0,2) las aplicaciones logisticas L, y
Ly, son conjugadas.

Demostracién. Tenemos L, : R - R, z — L,z = px(l —z) y
Ly, :R—=R, z— Ly o= (2— p)z(l —x). Veamos que tomando
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como homeomorfismo ¢(z) = ax + b, a # 0, a,b € R, se cumple que
Ly 09 =¢olL,y el diagrama siguiente conmuta:

L
R L~ R

R Loy |

]

Por un lado

Lo, é(z) = (pa®—2a*) 2+ (2a—pa—4ab+2pab)z+(ub* — pb+2b—2b%)
Y por otro, ¢(L,x) = alux(l — z)] + b = pax — paz® +b

Entonces imponiendo la conmutatividad del diagrama obtenemos el

sistema:

a(pa —2a+p) =0
2a(1 —p—2b+ ub) =0
b(ub—p+1—2b)=0

de donde se obtiene a = —ﬁ y b= l’j—:;

Por tanto ¢(z) = — Ly + z—:; para p € (0,2) es una aplicacién
continua, biyectiva, y su inversa ¢~ (y) = 27T“y + ”TH es continua
para y € R. O

Proposicion 3.2.2 La aplicacion logistica Ly es conjugada de la
aplicacion cuadrdtica QQ_s.

Demostracién. Tenemos Ly : [0,1] — [0,1], Lyx = 4x(1 —z) v
Q_2:[-2,2] = [-2,2], Q_oz = 2*> — 2. Veamos que tomando como
homeomorfismo ¢(x) = ax + b, a,b € R, a # 0, se cumple que
Q20 ¢ = ¢o L, Es decir, el correspondiente diagrama conmuta:
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- [0,1]

¢ ¢
Q-2

. [_27 2}

Por un lado tenemos ¢[L,z] = 4ax — dax® + b

Y por otto Qo[¢(x)] = Q_s(az +b) = (az + b — 2 =
a’x® 4+ 2abx + b* — 2

Entonces imponiendo la conmutatividad del diagrama

a’x? + 2axb + b? — 2 = dax — dax® + b <—
(a® + 4a)x® + (2ab — 4a)x + (1> =2 —b) =0

queda el sistema:

ala+4)=0
2a(b—2) =0
¥»—2-b=0
para el que se obtienen los valores a = —4 y b = 2 que verifican la
igualdad buscada.
Y puede verse que ¢(z) = —4x + 2 es continua, biyectiva y con

mversa continua.
O

Proposicion 3.2.3 La aplicacion logistica Ly, restringida al
intervalo [0,1], es conjugada de la aplicacion tienda.

Demostraciéon. Tenemos que la aplicacion tienda es
2z siz € [0, ]
T:[0,1] = [0,1], Tz =
2—2xsiz e (3,1]
Veamos que tomando ¢(z) = sin*(5z) el correspondiente diagrama
conmuta:



28 3 Sistemas dindmicos y caos

0,1] Lo

¢ ¢
Ly

[0, 1]

- [0,1]

Por un lado tenemos Ly¢(z) = 4sin*(3z)[1 — sin?(3z)] =

2
4sin®(Zx) cos?(3x) = 2sin(3x) cos(3x) = sin®(mz).

s

2

Y por otro tenemos dos casos:

» ¢(T'x) = 2sin(3z) = sin®(rz) = Lyg(x) si z € [0, 1].
n ¢(Tz) = sin®[ZT2172] = 2 - 2sin(32) = 2 —sin®(7z) = sin®(7(1—
z)) = sin®*(7x) = Lap(z) si z € (3, 1].

Y ¢ es homeomorfismo por ser continua y biyectiva, y su inversa
¢~ (y) = 2sin ' (/y), y € [0,1] es continua. O

Proposicién 3.2.4 La aplicacion logistica L4, restringida al
intervalo [0,1], es conjugada de la aplicacion duplicacion del
intervalo.

Demostracion. La aplicacién duplicacién del intervalo esta dada
por T': [0,1] — [0,1], Tz = 2z (mdd 1). Veamos que tomando
¢(x) = sin®*(wz), el correspondiente diagrama conmuta:

0.1] Lo o

¢ ¢

[0, 1]

- [0,1]

Por un lado, Lyp(z) = 4sin®(7z)(1 — sin®(7z)) =
4sin*(mx) cos?(rz) = (2sin(mwx) cos(nw))? = sin?(27x)
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Y por otro, ¢(Tz) = sin’[7(2r (méd 1))] =
sin?(27x) size|0,3)
sin®(w(2z — 1)) = sin®(27z) si z € [3,1]

¢ es homeomorfismo por ser continua, biyectiva y de inversa
o Hy) = %Sin_1 V/y continua. O

Por los ultimos tres ejemplos concluimos que la aplicacién tienda
T, la aplicacion logistica Ly, la aplicacion cuadrética Q5 v la
aplicacion duplicaciéon del intervalo son conjugadas unas de otras.

Definicién 3.2.2 Se dice que una propiedad P de un sistema
dindmico se conserva por (cuasi)conjugacion si dado un
sistema dindmico S @'Y — Y con la propiedad P, entonces todo
T:X — X (cuasi)conjugado a S también tendrd dicha propiedad.

3.3. Aplicaciones topolégicamente transitivas

Definicién 3.3.1 Sea T : X — X un sistema dinamico. Entonces

un subconjunto Y C X se dice T-invariante o invariante bajo
TsiT(Y)CY.

Luego si Y C X es invariante bajo T, entonces Ty : Y — Y
también es un sistema dinamico.

Ejemplo 3.3.1 El intervalo [0,1] es invariante bajo la aplicacion
logistica L, para 0 < p < 4.

Para el estudio de los sistemas dinamicos se considerara que el
sistema T : X — X es irreducible si X no se puede dividir en dos
subconjuntos invariantes bajo T con interior no vacio.

Proposicion 3.3.1 Sea T : X — X un sistema dindmico. Entonces
se verifica (i) <= (i) <= (iii) <= (iv) <= (v) donde:

i) X no se puede escribir como X = AUB siendo A, B subconjuntos
de X invariantes bajo T y de interior no vacio.

ii) X no puede escribirse como X = AU B para A, B subconjuntos
disjuntos de X de interior no vacio, siendo A invariante bajo T.



30 3 Sistemas dindmicos y caos

iii) Para todo par U,V de subconjuntos no vacios de X existe n >0
tal que T"(U) NV # 0.

iv) Para cualquier subconjunto U de X abierto y mo wvacio, el
conjunto |,y T"(U) es denso en X.

v) Para cualquier subconjunto U de X abierto y no wvacio, el
congunto | .~y T~™(U) es denso en X.

Demostracién.

» (ii) = (i) Trivial.

(ii) = (iv) Sea un abierto U de X, A = [J;2 T"(U) y sea
B = X\ A. A es invariante bajo T, y al contener a U su interior,
también es no vacio. Entonces por hipédtesis de (ii), B debe tener
interior vacio. Se concluye por tanto que A es denso.

(ili) = (ii) Veamos por contrarreciproco. Para ello supongamos
X =AUB, ANnB =0y T(A) C A. Entonces int(A) e int(B)
son conjuntos abiertos con T"(int(A))Nint(B) C ANB = () para
todo n > 0. Luego por hipétesis de (iii), esto ocurre sélo si A o
B tiene interior vacio.

(i) <= (iv) Trivial.

(i) <= (v) Notar que T"(U) NV # { es equivalente a
unT—"(V) #0. O

Como puede verse, la condicién (iii) es més fuerte que la
irreducibilidad de un sistema dinamico.

Definicién 3.3.2 Un sistema dinamico T : X — X se
dice topologicamente transitivo si, para todo par U,V de
subconjuntos de X abiertos y no wvacios, existe n > 0 tal que

T"(U)NV #£ (.

Proposicion 3.3.2 La aplicacion tienda es topologicamente
transitiva.

Demostracion. Para ver esto, notar que T es una aplicacién
lineal a trozos de la forma

T(2)=0 sik=0,1,2,...,2"""

(&) =1si k=1,2,...,2""!
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Sea U C [0, 1] abierto no vacio. Entonces U contiene algin intervalo
de la forma J := [2 ™t v como [0,1] = T"(J) c T™(U), T"(U)

ony “9n
encuentra a todo abierto no vacio de [0, 1]. O

Proposicion 3.3.3 La aplicacion doblante del circulo, T : T — T,
2z — 22, es topoldgicamente transitiva.

Demostracion. Todo abierto no vacio U C T contiene un arco
cerrado del dngulo g—;’, para algiin n > 1. Dado que la aplicacion T'
duplica dngulos, se tiene que T"(U) contiene un arco cerrado de 2.

Por tanto T™(U) = T encuentra a todo abierto no vacio de T. O

Proposicién 3.3.4 Ninguna rotacion racional T : T — T,
z — €'Yz, es topologicamente transitiva. Por contra toda rotacion
wrracional es topologicamente transitiva.

Por ejemplo, si o = 27“, entonces las iteraciones de un arco abierto
’ ’ ]
7 del dngulo  nunca encontraran al arco e'»7y.

Proposicion 3.3.5 La transitividad topolégica se conserva por
CUASLCONJUGACION,

Demostracién. Sea T': X — X cuasiconjugada de S : Y — Y
mediante ¢ : Y — X, siendo S topoldgicamente transitiva, y sean U
y V subconjuntos de X abiertos y no vacios. Dado que ¢ es continua
y de rango denso, ¢~1(U) y ¢~ (V) seran abiertos y no vacios.
Entonces existird y € ¢~ *(U) y n > 0 tales que S"y € ¢~(V), lo
que implica que ¢(y) € Uy T"¢(y) = ¢(S™y) € V. O

Por las proposiciones 3.2.2, 3.2.3 y 3.2.4, ademas del resultado
anterior, se tiene la siguiente conclusion.

Corolario 3.3.6 La aplicacion logistica Ly, la cuadrdtica QQ_o y la
duplicacion del intervalo en [0, 1] son topoldgicamente transitivas.

La equivalencia de las condiciones (iv) y (v) en la Proposicién 3.3.1
implican el siguiente resultado.

Proposicion 3.3.7 Sea T : X — X un sistema dindmico con
inversa continua T—1. Entonces T es topoldgicamente transitiva si y
sélo si T~ lo es.
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La transitividad topoldgica se puede interpretar diciendo que T’
conecta todas las partes no triviales de X. Y esto ocurrird en
espacios sin puntos aislados siempre que haya un punto z € X con
orbita densa bajo T.

Proposicion 3.3.8 Sea T una aplicacion continua sobre un espacio
métrico X sin puntos aislados. Entonces:

i) Six € X tiene drbita densa bajo T, entonces también la tendrd
cada T"x, n > 1.
ii) Si T tiene orbita densa entonces es topolégicamente transitiva.

Demostracién.

i) orb(z, T)\{z,Tx,..., T" 'z} esta contenido en orb(T"z,T), y en
cualquier espacio métrico sin puntos aislados un conjunto denso
permanece denso atin después de quitar una cantidad finita de
puntos.

ii) Supongamos que = € X tiene 6érbita densa bajo T'. Sean U y V
subconjuntos de X abiertos no vacios. Entonces, como T tiene
orbita densa por hipdtesis, existe algin n > 0 tal que T"x € U.
Por otro lado (i) implica que 7™z tiene también 6rbita densa, de

modo que hay algin m > n tal que Tz € V. Concluimos que
TmU)NV £0. 0

El siguiente ejemplo muestra que la condicién de no tener puntos
aislados no puede ser omitida.

Ejemplo 3.3.2 Consideremos la aplicacion f : X — X siendo
X ={0}U{2 : n € N} equipado con la métrica d(z,y) = |z —y| para
todo z,y € X, siendo f(0) =0y f(3) = n+r1 paran =1,2,3....
Sean U = {3} y V = {1}. Entonces f(U)NV =0 y por tanto f no
es topoldgicamente transitiva. Sin embargo orb(1, f) = {%}, que es
densa en X.

En espacios métricos completos y separables las aplicaciones
topologicamente transitivas deben tener orbita densa. Este
resultado fue obtenido por primera vez en 1920 por G.D. Birkhoff.
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Teorema 3.3.9 (Teorema de transitividad de Birkhoff)
Sea T una aplicacion continua sobre un espacio métrico completo
y separable X sin puntos aislados. Entonces son equivalentes:

i) T es topoldgicamente transitiva.
it) Existe algiun x € X tal que orb(xz,T) es densa en X.

St una de esas condiciones se cumple, entonces el conjunto de puntos
de X con orbita densa en un conjunto Gy denso.

Demostracién. Por la proposicién anterior, (ii) implica (i).
Veamos entonces la implicacion contraria.

Sea T' topoldgicamente transitiva y denotamos D(T) el conjunto de
puntos de X que tienen érbita densa bajo T'. Por ser separable, X
contiene un conjunto denso numerable {y; : j > 1}. Entonces las
bolas abiertas de radio % y centro y;, con m,j > 1, forman una
base numerable (Uy)x>1 de la topologia de X.

Por tanto x € D(T') llegara por iteraciones de T a todos los abiertos
de X, y en particular a los de la base (Uy)g>1. Es decir, x pertenece
a D(T) siy solo si, para cada k > 1, existe un n > 0 tal que

T"x € Uy. Entonces podemos escribir el conjunto de puntos de X
que tienen orbita densa como

D(T) = JT ().

k=1n=0

Por continuidad de T" y la Proposiciéon 3.3.1 , cada conjunto

Uo—o T7"(Ux), k > 0, es abierto y denso. Como X es espacio de
Baire por ser métrico completo, toda interseccién de abiertos densos
serd densa, luego D(T') es un conjunto denso. Y como (Uy)g>1 €s
numerable, D(T) es en particular un conjunto G4 denso, y por
tanto es no vacio. O

Nota 3.3.10 Notar que la ausencia de puntos aislados no es
necesaria para la demostracion de que (i) = (ii).

Ejemplo 3.3.3 De los ejemplos 3.3.2 y 3.3.3 se sigue que la
aplicacion tienda y la doblante del circulo tienen orbitas densas
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por ser topoldgicamente transitivas y [0,1], T espacios de Baire
respectivamente.
En las rotaciones irracionales (o ¢ mQ) todas sus orbitas son densas.

El siguiente ejemplo demuestra que la hipétesis de completitud no
puede ser ignorada en el Teorema de transitividad.

Ejemplo 3.3.4 Sea X el conjunto de todos los puntos en el circulo
unidad que son raices 2"-ésimas de la unidad, para algin n > 1. La
aplicacion doblante restringida a X es topologicamente transitiva,
pero claramente no tiene orbitas densas.

Proposicion 3.3.11 La propiedad de tener orbita densa se conserva
POT CUASICONJUJACION.

Demostracién. Sea T': X — X cuasiconjugada de S : Y — Y
mediante ¢ : Y — X, y sea y € Y de 6rbita densa bajo S. Si U es
subconjunto abierto no vacio de X, entonces ¢~(U) es abierto no
vacio por continuidad de ¢, de modo que alguna interacién S™y,

n > 0, encontrara a ¢~ (U). Por tanto T"¢(y) = #(S™y) pertenece
a U, y se concluye que ¢(y) tiene 6rbita densa bajo T. O

Proposicion 3.3.12 La aplicacion logistica tiene orbita densa.

Demostracién. Por la Proposicién 3.2.3 tenemos que L4 en [0, 1]
es conjugada de la aplicacién tienda, y por el Ejemplo 3.3.3 vemos
que la aplicacién tienda tiene orbita densa. Por tanto concluimos
que la aplicacién logistica Ly en [0, 1] también tiene 6rbita densa. O

3.4. Caos

Tomaremos la definiciéon de caos propuesta por Devaney en 1986.
Dicha definicion consta de tres ingredientes que procederemos a
estudiar en orden.

El primero de estos ingredientes es la idea del llamado efecto
mariposa: pequenos cambios en el estado inicial pueden conducir,
después de algin tiempo, a grandes discrepancias en las érbitas. En
adelante consideraremos espacios sin puntos aislados para asegurar
que dicho comportamiento es posible.
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Definicién 3.4.1 Sea (X, d) un espacio métrico sin puntos aislados.
Entonces se dice que un sistema dinamico T : X — X tiene
dependencia sensible de las condiciones iniciales si existe
algin 0 > 0 tal que, para todo x € X y e > 0, emiste y € X con
d(z,y) < € tal que, para algin n >0, d(T"x, T"y) > 0.

El nimero 6 se denomina constante de sensibilidad de T

Notar que esta definicién involucra la métrica del espacio. En los
siguientes ejemplos consideremos la métrica usual.

Ejemplo 3.4.1 (a) La aplicacion tienda tiene dependencia sensible
de las condiciones iniciales con constante de sensitividad § = %. De
hecho si x € [0,1] y € > 0, existe n > 0 tal que la bola abierta de
radio € y centro x contiene puntos y, € yo para los que T"y; =0 y
Ty, = 1. Por tanto |T"x — T"y;| > 5 para algin j € {1,2}.

(b) Un argumento similar al visto en (a) basado en el hecho de que
la aplicacion doblante del circulo duplica angulos, muestra que dicha
aplicacion tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales.

(¢) Ninguna rotacion del circulo tiene dependencia sensible de las
condiciones iniciales ya que claramente |T"z; — T"zo| = |21 — 23]
para cualesquiera zy,zo € T.

Proposicién 3.4.1 Sea un intervalo no necesariamente finito I y
sea T : I — I tal que |T'(z)| > a > 1, para todo x € I. Entonces T
tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales.

Demostracién. Sean x,y € I. Entonces para ¢, € (z,y) C I

[T (@) = T (y)| = | T(T" () = T(T" ()| = [T (o) || T () — T"(y)| >
alT™(x) — T"(y)| > a"|z — y| — oo.
O

Ejemplo 3.4.2 La aplicacion T : X — X definida por Tx = 2x
tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales.
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La segunda condicion del caos demanda que el sistema sea
irreducible en el sentido de que la aplicaciéon 1" conecte todas las
partes no triviales de X, y dicha idea esta bien captada por la
transitividad topoldgica vista en la seccién anterior.

La tercera condicion implica que el sistema tenga muchas érbitas de
comportamiento regular; més precisamente, que haya un conjunto
denso puntos con érbitas periddicas.

Recordemos que un punto x € X se llama punto fijo de T si

Tx = x; y que un punto x € X se denomina punto periddico de T’
si existe algin n > 1 tal que T"z = .

Ademas un punto es periédico si y solo si es punto fijo de alguna
iteracion 7™, n > 1.

Ejemplo 3.4.3 (a) Al considerar las iteraciones de la aplicacion
tienda se encuentra que en cada intervalo de la forma |3, mztl] hay
un punto periddico de periodo n. Por tanto la aplicacion tienda tiene

un conjunto denso de puntos periodicos.

(b) Los puntos periddicos de la aplicacion doblante del circulo son
exactamente las raices (2" — 1)-ésimas de la unidad, n > 1, de modo
que dicha aplicacion también tiene un conjunto denso de puntos
periodicos

(¢) Para cualquier rotacion racional T existe algin N > 1 tal que
TN = I, de modo que todo punto es periddico. Por contra las
rotactones irracionales no tienen ningun punto periodico.

Proposicion 3.4.2 La propiedad de tener un conjunto denso de
puntos periodicos se conserva bajo cuasiconjugacion.

Demostracién. Sea T': X — X cuasiconjugado de S : Y — Y por
¢ Y — X, teniendo S un conjunto denso de puntos periddicos, y
sea U C X abierto no vacfo. Entonces ¢! (U) es también abierto no
vacio por continuidad de ¢, y contendra por hipotesis algin y € Y
periddico para alguna interacién n > 1 de S. Por tanto ¢(y) € U y
T"¢(y) = ¢(S™y) = ¢(y). Luego el conjunto imagen de Per(S) por
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¢ es denso, lo que implica que X tiene un conjunto denso de puntos
periodicos. O

Definicién 3.4.2 (Caos de Devaney (versién preliminar))
Sea (X,d) un espacio métrico sin puntos aislados. Entonces un
sistema dindmico T : X — X se dice que es cadtico (en el sentido
de Devaney) si satisface las siguientes condiciones:

i) T tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales.
ii) T' es topoldgicamente transitiva.
iii) T tiene un conjunto denso de puntos periddicos.

Ejemplo 3.4.4 Por los FEjemplos 3.4.1 y 3.4.3 tenemos que las
aplicaciones tienda y doblante del circulo son cadticas, mientras que
ninguna rotacion del circulo lo es.

Sin embargo esta definicion de caos tiene un serio problema: la
dependencia sensible de las condiciones iniciales no se conserva
bajo conjugacion; o lo que es lo mismo, depende de la métrica del
espacio subyacente. Veamoslo con un ejemplo.

Ejemplo 3.4.5 Sea la aplicacion T : (0,00) — (0,00) definida por
Tx = 2z. Dado que |T"x—T"y| = 2"z —y| — oo para todo x # y, se
cumple que T tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales
respecto a la métrica usual en (1,00).

Sin embargo si definimos d(z,y) = |logx — logy|, entonces d es una
métrica equivalente para la que d(T"x,T™y) = |log2"x — log2"y| =
\log%Z—;ﬂ = ]log%] = |logx — logy| = d(z,y), para todo x,y € (1,00).
De modo que T no tiene dependencia sensible de las condiciones
iniciales respecto a d.

Y es evidente que ambas versiones de T' son conjugadas (basta tomar
la aplicacion identidad como homeomorfismo).

Afortunadamente podemos eliminar la dependencia sensible

de las condiciones de la definicién de Devaney. En 1992
Banks-Brooks-Cains-Davis-Stacey prueban, en Amer. Math.
Montly, que la sensibilidad respecto de las condiciones iniciales se
obtiene de las condiciones restantes de la definicién.
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Teorema 3.4.3 [Banks-Brooks-Cairns-Davis-Stacey] Sea X un
espacio métrico sin puntos aislados. Si un sistema dinamico T : X —
X es topologicamente transitivo y tiene un conjunto denso de puntos
periodicos, entonces T tiene dependencia sensible de las condiciones
iniciales respecto a cualquier métrica que defina la topologia de X.

Demostracion. Fijamos una métrica d que defina la topologia de
X. En primer lugar vamos a ver que existe una constante n > 0 tal
que, para todo x € X hay un punto periddico p que verifica

d(x,T"p) > n, para todo n € Nj.

En efecto, dado que X no tiene puntos aislados y por tanto es un
conjunto infinito, podemos encontrar dos puntos periédicos p; y ps
cuyas Orbitas son disjuntas. Entonces denotando

/)7 = infn,mGNo d(Tnp127Tnp2) > 07
se tiene por la desigualdad triangular que para todo x € X, ya sea
para j =10 j =2, que d(z,T"p;) > n para todo n = Nj.
Veamos ahora que T tiene dependencia sensible de las condiciones
iniciales con constante de sensibilidad 6 = 7 > 0. Para ello, sea
x € X y e > 0. Por hipétesis existe un punto ¢ tal que

d(z,q) < min(e,9).

Sea N el periodo de q. Como ya se ha visto hay también un punto
periodico p tal que

d(xz,T"p) > n = 40 para n € Ny.
Por otro lado, por continuidad de 7', existe un entorno V' de p tal
que, paray € V
d(T"p, TVy) < 6, paran =0,1,...,N.
Finalmente, por transitividad topoldgica de T, podemos encontrar
un punto z y algtin k € Ny tales que d(z,2) <ey TFz € V.

Sea j € Ny que verifique £ < jN < k + N. Entonces mediante la
desigualdad triangular y los resultados anteriores llegamos a que
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d(TN g, TN 2) = d(TN q, TIN*T*2) = d(q, T"NFT*2)
2 d(ﬂ?, TjN?kp) - d(TjNikpv T]N - kaZ) o d(x7 Q)
> 45— 5 — 0 = 26.

Obteniendo que d(T"Vz, T'"Ngq) > § o d(T?Nx, T"N?) > §. Como z y
q distan menos de € de x, se concluye lo que queriamos demostrar.C

Ademas puede verse que cualesquiera de las otras dos condiciones
de la definicion de caos no implican la tercera.

a) Veamos que (i), (i74) no implican (7).

Sea X = S\ {621% :p,q € Z,q # 0} con la métrica usual d.
Definimos la aplicacién continua 7 : X — X dada por Te? = %,
Entonces T no tiene puntos periddicos ya que hemos quitado las
racices (2" — 1)-ésimas de la unidad para todo n que, como hemos
visto, son los Uinicos puntos peridédicos posibles del sistema.

Sin embargo 7' es transitiva y tiene dependencia lineal de las
condiciones iniciales. Para ver esto ltimo, dados e?, e € X
tales que 0 < |§ — ¢| < =, para un determinado n se tendra

2|0 — ¢| < m < 270 — ¢|; y por tanto, d(T"e®, Tme'?) > Z.

b) Veamos ahora que (i), (i74) no implican (7).

Sean la circunferencia unidad S* y el intervalo [0, 1] con la métrica
usual, y consideramos el cilindro Y = St x [0, 1] con la taxi-métrica
inducida. Definimos la aplicaciéon continua 7' : Y — Y dada

por T(e? t) = (¢’ t). Entonces T no es transitiva: tomando
U=2S8"%[0,3) yV =5"x(%,1] se tiene que T"UNV =UNV = 0.

De modo que efectivamente hay una tnica redundancia en la
definicion preliminar de caos. Podemos reescribir la definicion de
caos de la siguiente manera.

Definicién 3.4.3 (Caos de Devaney) Sea (X,d)
un espacio métrico. Entonces un sistema dindmico se dice que es
Devaney cadtico si verifica las siguientes condiciones:
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i) T es topoldgicamente transitivo.
ii) T tiene un conjunto denso de puntos periddicos.

Corolario 3.4.4 Sea (X, d) un espacio métrico completo y separable
sin puntos aislados. Son equivalentes:

i) T es Devaney cadtico.
i) a) Erxiste x € X tal que orb(z,T) = X
b) T tiene un conjunto denso de puntos periddicos.

Por las Proposiciones 3.3.11 y 3.4.2 tenemos también el siguiente
resultado.

Proposicion 3.4.5 El caos en el sentido de Devaney se conserva
POT CUASICONJUJACION..

Por la Proposcion 3.2.3 y el Ejemplo 3.4.4 se tiene:

Ejemplo 3.4.6 La aplicacion logistica Ly es cadtica en [0, 1].

3.5. Caos en intervalos

En esta secciéon vamos a ver que sobre aplicaciones definidas en
intervalos, caos es equivalente a transitividad topoldgica.
Previamente necesitamos probar el siguiente lema.

Lema 3.5.1 Sea I un intervalo no necesariamente finito, y sea T :
I — I una aplicacion continua. Consideramos J C I intervalo que
no contiene puntos periodicos de T tal que z,T™z y T"z pertenecen
aJ con0<m<n. Entonces z<Tmz<T"z20z>T"z>T"z.

Demostracién. Por reduccién a un absurdo, supongamos que
podemos encontrar z € J tal que z < T™z y T™z > T"z. Definimos
la funcién g(z) = T"z.

Entonces tenemos que z < g(z) implica que z < g(z) < g**1(2)
para todo k£ > 1 natural. Veamoslo.

Si z < g"1(2) < g(z) para algtn k, entonces la funcién ¢*(z) — =
tiene valor positivo en z (¢"(z) — z > 0) y negativo en g(z)
(d"(g9(2)) — g(z) = ¢""(2) — g(2) < 0). Esto significa que existe
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un punto ¢ € (2,¢(z2)) C J tal que ¢g¥(c) — ¢ = 0, de modo que
g*(c) = T™k ¢ = c. Se obtiene por tanto un punto km-periédico de
T en J, lo que contradice las hipotesis.

Entonces z < g(z) < ¢*(2) para todo k positivo, y en particular
para k =n—m > 0 (ya que por hip6tesis 0 < m < n), obteniéndose
que z < T=m)m - v habfamos asumido que esto se verifica a la vez
que TM=mImy « Ty e TR=MTM o < Ty,

Entonces podemos ver que T"~™mT™z < T™z Tomando

g = T" ™ y procediendo como antes llegamos a que la funcién
T=mmy _ g tiene valor positivo en z y negativo en 7 z. De nuevo
existe un ¢ € (z,T™z) C J tal que T ™"™¢ = ¢, obteniéndose

un punto (n — m)m-periddico de J y contradiciendo de nuevo las
hipétesis.

El caso de z > T™z y T™z < T"z se prueba de forma analoga, y
por tanto podemos concluir que efectivamente z < T™z < T"z o
z2>T"z2>T"z. O

Teorema 3.5.2 Sea I un intervalo no necesariamente finito, y sea
T : I — I una aplicacion continua y topologicamente transitiva.
Entonces T es cadtica.

Demostracién. Tenemos que f es continua y topoldgicamente
transitiva. Por el Teorema 3.4.3 sdlo hay que ver que el conjunto de
puntos periédicos es denso en 1.

Supongamos que esto no ocurre, es decir, que los puntos periédicos
no son densos. Entonces existe un intervalo J C I que no contiene
puntos periédicos.

Supongamos r € J que no sea un extremo de J; sea un entorno
abierto N C J de z; y sea un intervalo abierto £ C J \ N.

Dado que T es topoldgicamente transitiva en I, existe un nimero
natural m > 0 para el cual TN N E # (; y por tanto existird un
y € J que verifica Ty € E C J.

Dado que J no contiene puntos periédicos ocurrird que y £ T™y, y
por ser T' continua esto implica que podemos encontrar un entorno
U de y para el que T"U NU = ().
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U es abierto, de modo que podemos usar de nuevo la transitividad
para encontrar un n > m y un 2z € U tales que T™z € U. Pero

entonces se tendra 0 < m < ny z,T"z € U, mientras que Tz ¢ U,
lo que contradice el lema anterior. O

Este resultado no puede extenderse a més dimensiones o al circulo
unidad porque el lema se basa fundamentalmente en el orden de R.

Puede demostrarse que no existen otras posibles restricciones en la
definicion preliminar de Devaney restringida a intervalos:

i) Una aplicacién continua en un intervalo cuyos puntos periédicos
son densos no necesariamente tendra dependencia sensible de las
condiciones iniciales. Para verlo basta con considerar la funcion
identidad en un intervalo.

ii) Una aplicacién continua en un intervalo con dependencia sensible
de las condiciones iniciales y cuyos puntos periddicos son densos,

no necesariamente es transitiva.

Consideremos en I = R la aplicacién

(3x Si0§$<%

—3x +2 si%§x<§
Tx=

3 —2 si2<r<l

(T(x—1)+1si x>1

Dado que |T"(z)| = 3 para todo punto de I, la aplicacién tiene
dependencia sensible de las condiciones iniciales. También se ve que
T" tiene 3" — 2 puntos fijos entre cualesquiera dos enteros que no
disten mas de (%)”_1, de modo que el conjunto de puntos periédicos
es denso.

Sin embargo se tiene también que T'[0,1] = [0, 1], y por tanto

la aplicacién no es topolégicamente transitiva. Si restringimos al
intervalo [0, 2], este caso también es vélido como contraejemplo
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para intervalos finitos.
iii) Una funcién continua en un intervalo con dependencia sensible
de las condiciones iniciales no necesariamente tiene un conjunto de

puntos periédicos denso.

Como contraejemplo tomamos el intervalo I = [0, %] y la aplicacion

3 . 1

S si0<x<j
Tr =

3 -1 3

sl—xz)siz <z <y

La dependencia sensible estd clara dado que |T"(x)| = 2 para todo
x € I, pero no pueden existir puntos periédicos en (0, %) ya que
cualquier trayectoria de un valor inicial en este subintervalo no
volvera al mismo.

Para el caso infinito basta tomar [ = RT y Tx = 2x

3.6. Dinamica Simbdlica

Sea X5 el espacio formado por sucesiones de cero y unos,

{z = xox129... : ; = 0,1}. Entonces dados = = (zox129...) €

y = (Yoy192 . . .) dos puntos de Xy, se define la distancia entre x e y
como:

d(w,y) = 2y 5
Proposicién 3.6.1 (X5, d) es un espacio métrico.

Lema 3.6.2 Sean = e y dos elementos de X5. Si los primeros
n + 1 digitos son iguales, entonces d(x,y) < 2% Por otro lado, st
d(z,y) < 2%, entonces los n primeros digitos son iguales.

Demostracion. Sean © = zgx122 ... € ¥ = Yoy1Y2 - . . dOs sucesiones
en Y5 donde z; y y; son digitos de x e y respectivamente,

¢t =0,1,.... Ahora, suponiendo que x; = y; para todo i < n
llegamos a:
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TERT I PR SN i
=0

1=0 i=n-+1

1 o ’xiJrnfl - yi+n71’ 1 1 1
= gnt1 Z 9i = on+1 2 on
i=0 1=0

Por otro lado, si hay algin j < n tal que x; # y;, entonces:
d(z,y) =371 w > 2% > 2%

Consecuentemente, si d(z,y) < an, entonces x; = y; para todo

j < n,y los primeros n digitos de x e y son idénticos. O

De este resultado se observa facilmente que (Xs, d) es un espacio
métrico sin puntos aislados.

Definicién 3.6.1 La aplicacion o : Yy — Y5 dada por
o(xg, 1,2, x3,...) = (21,%2,23,...) se denomina aplicacion
desplazamiento.

Proposicion 3.6.3 La aplicacion desplazamiento es continua.

Demostracion. Sea x un elemento de Y5 y sea € > 0. Tomamos n
de forma que 5> < ¢y sea § = 5.

Sid(x,y) < 0, entonces del lema anterior se tiene que x e y coinciden
en los primeros n + 2 digitos. Por tanto o(z) y o(y) tendrén sus
primeros n + 1 digitos idénticos y d(o(z),0(y)) < 5= < ¢, lo que
prueba que o es continua. O

Teorema 3.6.4 La aplicacion desplazamiento o tiene las siguientes
propiedades:

i) El conjunto de sus puntos periddicos es denso en Y.
i) Erxiste un punto en Xy cuya orbita es densa en Y.

Demostracidn. i) Supongamos que r = ox1Ts ... €8 un punto
periédico de o con periodo k. Entonces o"(c%(x)) = o™ ().
Entonces como o™ (z) “olvida”los primeros n digitos de z se tiene
que:
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0" (0" (202172 . . .)) = Trgk Ttk 1 Trsks2 - - = TpLpi1Tnps =
= o"(xox129 . . .)

Y ZTpir = T, para todo n.

Esto implica que x es un punto peridédico con periodo k si sélo si
x es una sucesion formada por la repeticion de k digitos zoxy . . .
infinitamente.

Para probar que los puntos periédicos de ¢ son densos en X,
debemos demostrar que, para todo punto y en Y y todo € > 0, hay
un punto periédico de o contenido en la bola de centro y y radio ¢,
B:(y).

Por lo anterior esto significa encontrar una sucesién en B.(y)
formada por la repeticién de k digitos infinitamente. Pero si
Y="YoY1---Yn-..y elegimos n tal que % < g, entonces podemos
tomar © = Yoy1---YnYo - - - Yn¥o - - .- Como x e y coinciden en los
primeros n + 1 digitos, por el lema anterior esto implica que
d(z,y) < 5 > €.

Asi, z estard en B.(y), y « es punto periédico por construccién.

ii) La sucesién que comienza con 0100011011 y continua incluyendo
todos los posibles bloques de 0 y 1 con tres digitos (hay 8); sigue
con todos los posibles bloques de 0 y 1 con cuatro digitos (hay 16);
y asi sucesivamente, se denomina sucesion de Morse y tiene orbita
densa en Y.

En efecto, sea n tal que 2% < egysear = Torixy...T, € 2.
Sabemos que en la sucesion de Morse existira el bloque de n
digitos tales que coinciden con zgxyxs . ..x,. Luego lo tnico que
debemos hacer es tomar la aplicacion desplazamiento adecuada
que nos traslade ese bloque a los primeros digitos de la sucesion, y
aplicando el lema anterior llegamos a que d(x,y) < 2% <e. O

Corolario 3.6.5 La aplicacion desplazamiento es Devaney cadtica
en 3.

Teorema 3.6.6 La aplicacion doblante del circulo es cadtica.
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Demostracion. Veamos que la aplicacién 7' : T — T dada por
2z — 2% es cuasiconjugada de la aplicacién desplazamiento en Xy,
es decir, que podemos encontrar una aplicacién continua de rango
denso tal que

ZQ . 22

T - T

En primer lugar escribimos z = ¢*™® con 0 < o < 1.
Podemos expresar a en forma binaria como
_ oo X _ x ook
{a}_zn:OQnil —2_%+2_§+2_§+, Tn € {071}
Con esta representacion tenemos que:

Ty — 22 — (ezm'a>2 _ p2mi2a _ e2m2(%+;—§+;—§+...) _

. . . L . x
_ eQﬁleeQﬂz(%JrC;—%Jr...) _ 627”(0%2+;—§+...) _ 627”220:0 221%

Formalmente loao ag)licacién ¢ : Yy — T dada por

(Zp)n — €™ 2515047 g la aplicacién continua y de rango denso
que da la cuasiconjugacién entre la aplicacién desplazamiento y la
duplicacién del circulo. O
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Discrete Dynamical Systems and Chaos

Universidad
de La Laguna

The aim of this notes is to study the logis-
tic map and the chaos definition.

1. Orbits of unidimensional map

Definition 1 For a function f: R — R, a

point ¢ € R for which f(c) = ¢ is called a

fixed point of f.

Definition 2 Let f: X — X with f(c) =c.

1.c is a stable fixed point if for all € >0
there exists 6 > 0 such that if x € X
and |x—c| <68, then |f"(x) - c| <& for all
nez*.
If this does not hold, ¢ will be called un-
stable.

2. c is said to be attracting if there is a real
number >0 such that

|x—cl<n=lim,_ f"(c)=c.

3. c is asymptotically stable if it is both sta-
ble and attracting.

Definition 3 A fixed point ¢ of f is hyper-

bolic if |f'(c)| # 1.

If|f'(c)| =1 it is non-hyperbolic.

Theorem 1.1 Let f: X — X be a differen-

tiable function with continuous first deriva-

tive (we say that f is of class C').

«If a is a fixed point for f(x) with |f'(a)| <
1, then a is asymptotically stable. The
iterates of points close to a, converge to
a geometrically (i.e., there is a constant
0<A<1 for which |f"(x) — al < A"|x—al
forallnez* and for all x € X sufficientrly
clcose to a).

«If a is a fixed point for f(x) for wich
|f'(@)| > 1, then a is a repelling fixed
point for f.

2. Bifurcartions and Lo ic map

The logistic map can be expressed math-
ematically by

X1 = pXp(1 - x)
where the p is a parameter.

This lineal equation shows two effects:

+ The exponential growth of the popula-
tion (this is more visible in a small pop-
ulation).

« The additional mortality that increases
when the population increases. This is
caused by the struggle of the population
in order to assure to survival. Mathe-
matically this is express by a negative
quadratic term.

We can see the following behaviors de-
pending of the value of "u".

Leticia Alvarez Hernandez

Facultad de Ciencias - Seccién de Matematicas

Universidad de La Laguna
alu0100488814Qull.edu.es

«If 0 < p <1 the population will end up
disappearing regardless of the initial
population.

Figure 1: Tenth iteration for p=1.

«If 1 < u <2 the population will rapidly get
to value £% independently of the initial
population.

Figure 2: Tenth iteration for u=2.

«If 2 < u < 3 the population will stabilize
at value “T" but first it will fluctuate near
this value.

«lf 3<p<1+6 (almost 3,45), in almost
every cases the population fluctuates
always between the initial conditions. It
will get closer to permanent oscillations
between two values.

Figure 3: Tenth iteration for u=3.3.

*With u between 3,45 y 3,54 (approxi-
mately), the population will present per-
manent oscillations getting closer to
four values.

Figure 4: Tenth iteration for 1 =3.45.

« If 1 is slightly bigger than 3,54, the pop-
ulation will oscillate between 8 values
(then 16, then 32, ...).

*Near of 3,57 is the beginning of chaos,
but there are still some isolated ranks of
w that shows an unchaotic behavior, the
so called stability islands.

Wl

Figure 5: Tenth iteration for j1=3.6.
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« Therefore if u > 4 the values leave the
interval [0,1] and diverge for almost ev-
ery initial value.

3. Dynamical system and chaos

To define chaos we need to know three
concepts, highly sensitive to initial condi-
tions, topological transitivity and periodic
points.

« The highly sensitive to initial conditions
summarize the so called butterfly effect:
small changes in initial conditions of a
system can lead, after some time, big
changes on the behavior of the system.

« the topological transitivity shows the ir-
reducibility of the dynamic system.

« the existence of periodical points imply
that the system must have a lot of reg-
ular orbits; specifically, it must exists a
dense set of periodic orbits.

Based on this three conditions that it ap-
pears in the definition of Chaos of De-
vaney, given in 1986. By this definition a
dynamic system is chaotic if shows a sen-
sible dependency of the initial conditions,
its topologically transitive and has a dense
set of periodic points.

Further in 1992 Banks, Brooks, Cairns,
Davis and Stacey proved that in a metric
space without isolated points, the sensi-
bility dependency of the initial conditions
is obtained from the two remaining condi-
tions. A dynamical system defined on a
metric space is chaotic if it is topologically
transitive and have a dense set of period
points.

A simple system such as the logistic map
with u =4 is chaotic.
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