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Resumen - Abstract

Resumen

El objetivo del presente trabajo consiste en una caracterizacion detallada
de las diferentes variedades cuadraticas que uno puede encontrarse en un
espacio proyectivo complejo. Este andlisis se particularizard para dimen-
siones 1, 2 (cénicas complejas), 3 (cuddricas complejas) y 4. Como nota
adicional, tras fijar un hiperplano del infinito se realizard la clasificacién
afin de dichas variedades. También se exponen las posibles secciones de
dichas variedades con hiperplanos. Se construyen, a modo ilustrativo, al-
gos ejemplos de variedad cuadréatica tangente y asintética a una variedad
cuadrética dada. Particular interés tienen los resultados sobre la razén
doble compleja, sobre subespacios proyectivos contenidos en variedades
cuadraticas y el estudio de las secciones de dichas variedades con hiper-
planos.

Palabras clave: Variedades Cuadraticas Complejas — Espacio Proyecti-
vo Complejo — Conicas Complejas — Cudadricas Complejas — Razon doble.

Abstract

The aim of the present work consists in a detailed characterization of the
different quadratic manifolds living in their corresponding complex pro-
jective space. This analysis will be developed in detail for dimensions 1,
2 (complex conics), 3 (complex quadrics) and 4. As an additional note,
once we have fixed a hyperplane as the ideal hyperplane, we will classify
the quadratic manifolds from the affine point of view. We will also pre-
sent the possible sections of the given manifolds with hyperplanes. We
will construct some illustrative examples of tangent manifolds. We stress
that the results about the cross-ratio, projective subspaces included in
quadratic manifolds and the study of the sections of such manifolds with
hyperplanes are of particular interest.

Keywords: Complex Quadratic Manifolds — Complex Projective Space
— Complex Conics — Complex Quadrics — Cross-Ratio.



Contenido

Agradecimientos .......... ... .. 1
Resumen/Abstract ................uuuuiiiiiiiiiii.. v
Introduccidn .. ... ... VII
1. Espacios Proyectivos Complejos: preliminares................ 1
1.1. Espacios Proyectivos Complejos . ............ .. 1
1.1.1. Nociones y propiedades bésicas........................ 1
1.1.2. Estructura afin del complemento de un hiperplano
Proyectivo . ... 4
1.1.3. El espacio afin como subconjunto del espacio proyectivo .. 5
1.2. Razoén doble . ... 6
2. Variedades Cuadraticas Complejas: estudio proyectivo ....... 15
2.1. Variedades cuadraticas complejas . ...... ..o 15
2.2. Clasificacion proyectiva de las variedades cuadraticas complejas . 21
2.3. Subespacios proyectivos tangentes a una variedad cuadratica.... 25
2.3.1. Variedad cuadratica tangente desde un punto a una
variedad cuadratica......... .. .. . .. i 27
2.3.2. Proyectividad inducida por una variedad cuadratica en
una recta no tangente........... ... . ool 27
3. Variedades Cuadraticas Complejas: estudio afin.............. 28
3.1. Estudio afin las variedades cuadrédticas complejas . ............. 28
3.2. Elementos afines relativos a variedades cuadraticas ............ 29
3.3. Clasificacion afin las variedades cuadraticas complejas.......... 32

3.4. Algunas variedades cuadréticas tangentes. .................... 39



VI Contenido

A. Formas cuadraticas complejas. ........... ... ... ..o 43
A.1l. Formas bilineales . ........... .. .. i 43
A.2. Formas cuadraticas complejas . ........oouiniiiiii i 44

Bibliografia ....... ... 47

Poster . ... 49



Introduccién

Las variedades cuadraticas son objetos geométricos que siempre han des-
pertado gran interés. En la Antigua Grecia, el estudio de las cénicas y de las
cuadricas reales fue realizado con intensidad. Mencién especial en este senti-
do merece Apolonio (262-190 a. C.), quien fue el primero en basar la teorfa
de las tres cénicas en el estudio sistematico de las secciones de un cono circu-
lar, recto u oblicuo. Con la llegada del Renacimiento, los artistas, al estudiar y
desarrollar técnicas para reflejar realismo en sus obras, usaron los principios de
proyeccién y seccién de la geometria proyectiva. Esto, junto a las leyes de Ke-
pler (1571-1630) sobre las drbitas de los planetas y las traducciones de la obra de
Apolonio, dio lugar a un creciente interés por la geometria proyectiva y, en parti-
cular, por las cénicas y cuddricas. Lo que fue reflejado en las obras de Desargues
(1591-1661), Pascal (1623-1662) y La Hire (1640-1718). Desarrollaron métodos
de prueba y principios generales basados en herramientas genuinamente propias
de la geometria proyectiva. Durante los siglos XVII y XVIII, por la introduccién
de coordenadas por Descartes y el desarrollo del calculo diferencial, los métodos
analiticos predominaron en el estudio de la geometria. Dichos métodos consisten
en realizar dicho estudio mediante la aplicacion del célculo, del algebra y el uso
de coordenadas. En el siglo XIX, hubo un resurgir de los métodos sintéticos en
la geometria realizado por Carnot, Brianchon, Poncelet, Steiner, etc., con no-
table éxito. Dichos métodos se basan en la fijacién inicial de axiomas al modo
de Euclides (325 a. C. - 265 a. C.) en sus Elementos. Sin embargo, otros ma-
tematicos siguieron reivindicando los métodos analiticos. Mobius introdujo las
coordenadas baricéntricas y Pliicker, las coordenadas homogéneas. Estas 1lti-
mas han resultado ampliamente utilizadas. Ademads, en la segunda mitad del
siglo XIX, entra en escena el dlgebra lineal, desarrollada fundamentalmente por
matematicos britanicos: Hamilton, Cayley, Sylvester, etc. Esta rama de las ma-
tematicas se utiliza en una gran variedad de campos, entre ellos la geometria.
Su uso estd més acorde con los métodos analiticos.

Las nociones de édngulo y perpendicularidad, aunque no son afines, tam-
poco son totalmente propias de la geometria euclidea, sino que estdn realmente
incluidas en la denominada geometria de las semejanzas. Para ver esto, se fija
una variedad cuadrdtica, denominada absoluta, C(ws) ordinaria y definida posi-
tiva en el hiperplano del infinito correspondiente al espacio afin. Luego, se define
el angulo entre dos rectas en términos de la razén doble de una cuaterna de pun-
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tos formada por las direcciones de las rectas y cierto par de puntos conjugados
(en el sentido de los nimeros complejos) de C(w ). Resultando que dos rectas
son perpendiculares si y solo si los cuatro puntos anteriores forman una cuater-
na armonica. Los dngulos definidos de esta manera son comunes a un producto
escalar dado y todos sus proporcionales. Esta inteligente manera de proceder
fue ya ideada por matematicos del siglo XIX. Laguerre utilizé los puntos ciclicos
(0,1,4), (0,1, —i) para la nocién de dngulo en el plano afin y Cayley generalizé
el método de Laguerre mediante la fijacién de la cénica absoluta y la cuadrica
absoluta para el plano afin y para el espacio afin tridimensional, respectivamente
[2, 5, 6, 11]. No es dificil inferir que el método de Cayley es vilido para cualquier
dimensién. Como se puede ver, en estos métodos se utilizan herramientas de
la geometria proyectiva compleja y se consideran variedades cuadraticas cuyos
puntos necesariamente tienen coordenadas complejas. Otros usos de los espacios
proyectivos complejos y las variedades cuadraticas complejas se pueden encon-
trar en la geometria diferencial, pues ello son variedades diferenciables compactas
que son Einstein-Kéhler y dan lugar a ejemplos interesantes en muchos estudios.
Finalmente, indicamos que las curvas elipticas sobre niimeros complejos se usan
en el estudio de sistemas dindmicos. A partir de intersecciones de ciertos pares
de cuddricas complejas ordinarias, se tienen ejemplos de subconjuntos abiertos
de tales curvas elipticas [3].

En esta memoria estudiamos las variedades cuadraticas complejas. Para
ello utilizaremos métodos fuertemente basados en el dlgebra lineal, que son apli-
cables en cualquier dimension. El estudio no se limita al &mbito proyectivo, sino
que ademas se consideran variedades cuadraticas inmersas en el espacio afin
complejo. Asi, uno de nuestros principales objetivos es clasificar las variedades
cuadraticas complejas desde el punto de vista afin. Esto lo haremos con detalle,
mostrando sus tablas correspondientes para dimensiones 1, 2 (cénicas comple-
jas), 3 (cuadricas complejas) y 4. Como es de esperar, estas clasificaciones son
obtenidas como una especializacién de la clasificacién proyectiva correspondien-
te. Hemos asignado nombres a las distintas variedades cuadraticas complejas,
sugeridos por la naturaleza y propiedades de cada una en los &mbitos proyectivo
y afin. Para cada tipo de variedad cuadratica también se estudia su intereseccion
con un hiperplano cualquiera, obteniéndose las distintas posibles secciones. Es de
destacar que las secciones resultantes de un cono complejo, dan lugar a todas las
cénicas complejas. Esto es coincidente con el hecho descubierto por los antiguos
griegos relativo a las conicas reales y a las secciones de un cono. Finalmente,
hemos mostrado cémo describir variedades cuadraticas tangentes desde puntos
cualesquiera a una variedad cuadrética dada. Ello nos anade informacién sobre
la naturaleza de dicha variedad.

Seguidamente se describe cémo estd estructurado este trabajo. En el
capitulo 1, en el contexto de la geometria proyectiva compleja, se recuerdan
nociones y propiedades basicas que se requeriran a lo largo del texto. Se asume
que el lector ya dispone de algunos conocimientos de geometria proyectiva y de
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algebra lineal. Aqui solo se mostraran los resultados no muy conocidos y que
son requeridos en el marco de este trabajo o aquellos que sean necesarios para
describir la terminologia que se usa. Con el objeto de que el trabajo sea lo mas
autocontenido posible se describe brevemente la relacion entre espacio afin y
espacio proyectivo. Particular mencién merece la seccién dedicada a la razén do-
ble. Alli se describe su significado en términos complejos y se caracteriza cudndo
una razon doble da un nimero real. Asimismo, se ve la perfecta coherencia de
la razén doble compleja con la dada en la geometria proyectiva real, estando
bien encajado el concepto de cuaterna armonica en el ambito real con el dado
en la geometria compleja. Como consecuencia de ello, la nocién de punto medio
coincide en las correspondientes geometrias afines (real y compleja).

En el capitulo 2, se introducen nociones y propiedades relativas a varieda-
des cuadréticas en el ambito de la geometria proyectiva compleja. No se muestran
demostraciones explicitas de algunos resultados aqui presentados por ser consi-
derados suficientemente descritos en las referencias. Exponemos con detalle solo
aquellas que prueban resultados no muy conocidos o que son cruciales en la pre-
sente memoria. Por ejemplo, la proposicién 2.1.9 que trata sobre la dimensién
de un subespacio proyectivo contenido en una variedad cuadratica compleja. En
dicha proposicién también se incluyen otros hechos que resultan de interés. En el
estudio de intersecciones de hiperplanos con variedades cuadraticas es aplicada
la proposicién 2.1.12. En la construcciéon de variedades cuadraticas tangentes,
informacién sobre su rango se obtiene usando lo contenido en la seccién 2.3.

En el capitulo 3, se recuerdan aquellos elementos afines més notables re-
lativos a variedades cuadraticas complejas y los principios generales que rigen
su clasificacién desde el punto de vista afin. A continuacién, particularizamos
dicha clasificacion para dimensiones desde 1 hasta 4. Se resume todo el anélisis
en sendas tablas que contienen la informacién maés relevante. En lo relativo a las
variedades cuadraticas tangentes, indicamos que aqui solo hemos descrito ciertos
ejemplos seleccionados a juicio personal, pero cuyo método es generalizable para
cualquier otra variedad cuadratica compleja que uno deseara. De este modo, se
ha elegido una muestra de tipos que resulte ilustrativa y sirva de base para cual-
quier otro. Un estudio exhaustivo para todos los tipos resultaria muy extenso y
repetitivo, y quedaria fuera de los limites de este trabajo.

Finalmente, se ha incluido un apéndice donde se recuerda lo relativo a
formas cuadraticas complejas utilizado a lo largo del texto.

Sobre el plan de trabajo senalamos que cronolégicamente se ha seguido el
orden de los capitulos, trabajando sucesivamente sobre la materia contenida en
ellos. En algin caso, como por ejemplo con la nocién de razén doble, se ha ana-
lizado y estudiado la materia trastocando puntualmente el orden indicado. Las
ultimas partes elaboradas han sido la presente introduccién y las conclusiones.
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Espacios Proyectivos Complejos: preliminares

1.1. Espacios Proyectivos Complejos

1.1.1. Nociones y propiedades basicas

En este primer capitulo introduciremos algunas nociones bésicas sobre
geometria proyectiva compleja. Los resultados presentados en esta seccién nos
allanara el camino en capitulos posteriores a la hora de desarrollar los distintos
conceptos y propiedades que constituyen el cuerpo de este trabajo. Para ver mas
detalles sobre lo expuesto en este capitulo, ver [1, 2, 11].

Definicién 1.1.1 Dado un espacio vectorial V' de dimensién n+ 1 sobre el cuer-
po de los numeros complejos C, se llama espacio proyectivo complejo asociado a
V, al conjunto de subespacios vectoriales de dimensién 1 de V. Se denota P(V).
Es decir,

PV)={(@) :7#0,7eV}.

Si P = (¥) se dice que el vector ¢ define el punto P. Los elementos de
un espacio proyectivo se llamardn puntos del mismo. La dimensidn de P(V') se
define igual a dim(V) — 1 = n.

Un conjunto de puntos {Ay, ..., A} de P(V) se dice que son independien-
tes, si los vectores {dy,...,d,} que definen a {Ay, ..., A}, respectivamente, son
linealmente independientes. Esta definicién tiene sentido porque se comprueba
que no depende de los vectores elegidos para definir los puntos.

Definicién 1.1.2 Un conjunto de puntos R, = {Up,...,U,; U} de P(V) tales
que al tomar cualesquiera n + 1 puntos se obtiene un subconjunto de puntos in-
dependientes, se denomina referencia proyectiva de P(V'). Los puntos Uy, ..., U,
se llaman puntos base de Ry, y U se denomina punto unidad de R,.

Definicién 1.1.3 Dada una referencia proyectiva R, = {Uy,...,U,;U} de
P(V), se llama base normalizada de R,, a toda base {dy,...,u,} de V tal
que (U;) =U;, parai=0,1,...,n,y (o +---+up) =U.

Definicién 1.1.4 Fijada una referencia proyectiva R, = {Uyp,...,U,;U} de
P(V) y dado un punto Z = (z), (20,...,2n) se dice que son coordenadas ho-
mogéneas de Z respecto de R, si Z = zotip + - - - + 25Uy, donde {do, ..., Uy} es
una base normalizada de R,. Nétese que siempre serd (2o, ..., z,) # (0,...,0).
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Se dice que S es un subespacio proyectivo de P(V),si S = P(W), donde W
es un subespacio vectorial de V. Si dim S = 0, se dice que S es un punto de P(V).
Sidim S =1, se dice que S es una recta proyectiva. Si dim S = 2, se dice que S es
un plano proyectivo. Si dimS = n — 1, se dice que S es un hiperplano proyectivo.
Finalmente, cuando S = P({0}) se tiene S = y dimS = 0—1 = —1. A lo largo
de la exposicién los términos recta, plano, hiperplano, subespacios proyectivos,
etc., seran entendidos en el sentido de ser todos ellos complejos. Cuando necesi-
temos considerar rectas, planos, hiperplanos, subespacios proyectivos, etc., en el
sentido real, lo indicaremos explicitamente.

Definicién 1.1.5 Dado un espacio proyectivo complejo P(V), se llama espa-
cio proyectivo complejo dual, al espacio proyectivo P(V*) asociado al espacio
vectorial V* dual de V.

Sean H (V') el conjunto de los hiperplanos de P(V') y la aplicacién
0:H(V) — P(V*),

dada por 6(H) = (h), donde P(kerh) = H, se tiene que 0 estd bien definida
y es biyectiva. Por ello, H(V) se identifica con P(V*). Asimismo, si W es un
subespacio vectorial de V', se llama anulador de W al conjunto W¢ formado por
las formas lineales que anulan a todos los vectores de W. Esto es,

We={heV*: h(&) =0, Vi € W}.

Se tiene que W° es un subespacio vectorial de W*. Ademaés, si dim V es finita,
se satisface la igualdad dim W +dim W° = dim V' y P(WW?) estd constituido por
todos los hiperplanos H tales que P(W) C H. Reciprocamente, si W* es un
subespacio vectorial de V*, siempre existe un subespacio vectorial W de V tal
que W° = W?*. Por tanto,

P(W*) ={H : H hiperplano A P(W) C H}.

Observacién 1.1.6 ([7, 9]) Espacios proyectivos como variedades homogéneas:
Para describir de una forma somera los espacios proyectivos reales y complejos
como variedades homogéneas, consideramos, en primer lugar, el espacio vectorial
real R" dotado con el producto escalar euclideo estdndar (Z, Y)r = > p; Tryk- A
partir de este producto, surgen las nociones de longitud y ortogonalidad de vec-
tores en R™. Asimismo, entre todas las bases de R™, podemos distinguir aquellas
formadas por vectores unitarios y ortogonales entre si. Dichas bases se denomi-
nan ortonormales. Fijada una base ortonormal {€},...,€é,}, a cada isomorfismo
lineal f : R™ — R™ se le asocia una matriz cuadrada A = (ay;) de orden n,
definida por f(€;) = >_y_; ari€k. El conjunto de matrices A obtenidas de este
modo son aquellas con determinante no nulo y constituyen GL(n,R), que es
un grupo con la multiplicacién de matrices, denominado grupo lineal general
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real. Un subgrupo de GL(n,R) es el grupo ortogonal O(n), formado por aquellas
matrices que estan asociadas a isomorfismos lineales que preservan el producto
escalar. Esto es, A asociada a f y (f(Z), f(¥))r = (Z,§)r. Se tiene que O(n) estd
formado por aquellas matrices A tales que su inversa A~! = A?, donde A? deno-
ta la traspuesta. A su vez, otro subgrupo notable es el grupo ortogonal especial
SO(n), que estd contenido en O(n) y formado por aquellas matrices ortogonales
cuyo determinante es 1.

Considerando ahora el espacio vectorial complejo C"* dotado con el pro-
ducto unitario estdndar (Z, )¢ = > h_1 zktk, se pueden distinguir aquellas bases
{@,...,U,} tales que (U, Up)c = 1, (Uk, Wi)c = 0, k # . Tales bases se denomi-
nan unitarias. Si C" se considera como espacio vectorial real, entonces C" =2 R?"
y estd dotado con el producto escalar dado por (Z, f)R = Re(Z, f}c. Con respecto
a este producto, los vectores 7 e 12 son ortogonales. Asimismo, a partir de una ba-
se unitaria {1, ..., 4, }, se obtiene la base ortonormal {7, ..., U,,id1,. .., iU, }.
Nétese ademés que Im(Z,t)¢ = (Z,it)r es una forma bilineal antisimétrica real.

De forma similar a como se hizo anteriormente para R"™, fijando una base
unitaria {1, ...,4,}, a cada isomorfismo lineal f : C* — C" se le asocia una
matriz cuadrada A = (ay;) de orden n, dada por f(@;) = Y _; artk. El conjun-
to de las matrices A obtenidas de este modo son aquellas con determinante no
nulo y constituyen el conjunto GL(n,C), denominado grupo lineal general com-
plejo. Un subgrupo de GL(n, C) es el grupo unitario U(n), formado por aquellas
matrices que estdn asociadas a isomorﬁsmos lineales que preservan el producto
unitario. Esto es, A asociada a f y (f(2), f({))c = (Z,f)c. Se tiene que U(n)
estd formado por aquellas matrices A taleb que su inversa A~! = A*, donde
A* = A" con 4 = (@r1). A su vez, un subgrupo de U(n) es el grupo unitario
especial SU(n), formado por las matrices unitarias cuyo determinante es 1.

Como variedad diferenciable el espacio proyectivo real P(R"*1) es difeo-
morfo a

PR = ~ SO(n+1) /S 1)xO0(n)),

donde S(O(1) x O(n)) consiste en las matrices de O(1) x O(n) cuyo determi-
nante igual a 1. En particular, la recta proyectiva P(R?) = SO®2)/{1,—1} = S*.
Recordemos que la esfera S™ en R"™! es difeomorfa a SO(n+1)/s0(n).

Considerando ahora el espacio proyectivo complejo P(C"™*1), se tiene que
es difeomorfo a

P((C”'H) ~ SU(n+1) /S 1)xU(n)),

donde S(U(1) x U(n)) consiste en las matrices de U(1) x U(n) con determinante
1. La recta proyectiva compleja P(C?) serd difeomorfa a

P(C?) = SUQ)/sw)xu(1)) = SURHL=1}/sw)xU () /{1,~T}
>~ S0(3)/50(2) = 52
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Noétese que S(U(1) x U(1)) consiste en las matrices diagonales con diagonal
principal (e?,e~%). Por lo que S(U(1) x U(1)) = U(1) = S'. El hecho de que
P(C?) = S? es de esperar, pues esto también se deduce mediante la conocida
proyeccion estereogrdfica.

1.1.2. Estructura afin del complemento de un hiperplano
proyectivo

Aqui describiremos de forma breve la relacién entre espacio afin y espacio
proyectivo.

Dado un espacio proyectivo complejo P(V') y un hiperplano H = P(W) de
dicho espacio, vamos a dotar al conjunto E = P(V) —H de estructura de espacio
afin complejo (ver [4]). Para ello, fijamos una referencia proyectiva R, en P(V)
y una base normalizada {uo,...,u,} de R,. Con respecto a R, supongamos
que una ecuacién del hiperplano H esta dada por

H=aozo+ 4+ anz, =0, (ag,...,a,)#(0,...,0).
Sea h : V — C la forma lineal dada por
(V) = h(votlp + - - - + Vptln) = agvo + * - + ApUn.

Nétese que W = ker h y que h es una forma lineal tal que (h) = H € P(V*).
Dotaremos a E = P(V) —H de la estructura de espacio afin con direccién W
mediante la aplicacién F x E — W, definida por (P, Q) — }% = ¢—p, siendo
Py =P ,{(q) =Qy h(p) =h(q) = 1. Se puede comprobar que esta aplicacién
estd bien definida y que satisface las condiciones requeridas en la definicién
espacio afin. Si se dota asi a E de estructura de espacio afin, a los puntos de F
se les llama puntos propios de P(V') y a los puntos de H se les denomina puntos
impropios de P(V). Asimismo, recordamos que también se tiene la operacién
P W = (p+ W), donde P=(p) € Econ h(p) =1y weW.

Relacion entre referencias afines y referencias proyectivas: Sea una referencia
proyectiva R, = {Up,Ux,...,U,; U} tal que Un,...,U, € H. Con respecto a
Rp, una ecuacién del hiperplano H viene dada por zp = 0. En efecto, no hay
mas que sustituir las coordenadas de los puntos Uy, . .., U, en la ecuacion general
de un hiperplano. Nétese que Uy y U no pertenecen H. Sea {y, . . ., @, } una base
normalizada de la referencia R, tal que h(tdy) = 1, donde h es la forma lineal
que se utilizé para construir la estructura afin, y sea la referencia afin R, =
{Uo; t1,...,tun}t en E.Si Z € E 'y (z0,21,.-.,2,) son coordenadas homogéneas
de Z respecto de R, se tiene que existe un vector Z que define Z tal que
Z = zptp + 21Uy + -+ + 2zpty. Ademds, zg # 0 ya que Z € E. Considerando

%Z, resulta h(%i) = %zo = 1. Luego Z = Uy x UyZ = Uy * (%Z— ). De
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donde Z = Uy % (i—;ﬁ'l + -+ i—gﬁn) . Por consiguiente, (ﬂ

,...,2—") son las
z0 z0

coordenadas afines de Z respecto de R,.

Reciprocamente, si (f1,...,t,) son las coordenadas afines de Z € E
respecto de R,, entonces Z = Uy * (t1U; + - - + t,4,). Por tanto, U07 =
tiuy + -+ + tpi,. Por lo que 27—ty = t1u; + -+ + tyi,, lo que implica
Z=tp+t1U+ - +tpiy. A partir de lo cual podemos afirmar que (1,¢1,...,t,)
son unas coordenadas homogéneas de Z respecto de .

Si ahora se tiene de partida es una referencia afin R, = {O;, ..., 4, },
se sigue facilmente que R, = {O,(@1),...,(U,); 0 * (€1 + --- + Uy,)} es una
referencia proyectiva y que {uy, @1, ..., Uy}, donde O = (iy) y h(dy) = 1, es una
base normalizada de R,.

Si (t1,...,t,) son las coordenadas afines de Z € E con respecto a R, se
tiene que (1,%1,...,t,) son unas coordenadas homogéneas de Z respecto de R,.
Reciprocamente, si se tienen unas coordenadas homogéneas (zg, z1,...,2,) de

Z € E con respecto a R, entonces (%7 ceey z—;) son las coordenadas afines de
Z respecto de R,. Tras todo esto, diremos que R, es la referencia proyectiva

asociada a la referencia afin R,,.

1.1.3. El espacio afin como subconjunto del espacio proyectivo

Veamos ahora como en general un espacio afin E, de dimensién n y con
direccién un espacio vectorial complejo W, se puede extender de modo natural
mediante el anadido de un conjunto de puntos que denominaremos impropios.
Este espacio ampliado o proyectivizado E, se identificara con el espacio pro-
yectivo P(C x W). Para hacer esta identificacién, fijamos un punto O de F y
definimos la siguiente aplicacién

E — P(Cx W)
7 — ((1,02)).

Se puede comprobar que es inyectiva y, si se considera el hiperplano P ({0} x W),
se tiene que el conjunto imagen de E es P(C x W) — P({0} x W).

Ahora consideramos la forma lineal h : C x W — C dada por h(\,¥) = A.
El niicleo de h es el hiperplano vectorial {0} x W de C x W. Utilizando la forma
lineal h, dotamos a P(C x W) — P({0} x W) con estructura de espacio afin.
La direccién de este espacio afin es {0} x W que se identifica con W. Como la
aplicacién E — P(Cx W) —P({0} x W), Z — ((1, O7)>, es afin y biyectiva,
E se identifica con P(C x W) — P({0} x W).
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1.2. Razon doble

En un espacio proyectivo complejo P(V), dados cuatro puntos A, B,C, D

de una misma recta r, tales que A # B. Si A = (@) y B = (E), expresamos

= (?) y D = (d) en funcién de A y B. Esto es, €= Aod@ + A1b, d = pod@ + pi1b,

donde Ag, A1, po, 1 € C. Nétese que si D # Ay C # B, se tiene pu; # 0y
Ao # 0.

Definicién 1.2.1 Se define la razdén doble de los puntos A, B,C, D, denotada
(ABCD), alineados, dados en ese orden y tales que A # Dy B # C:

A
- Si A # B, es la expresién dada por (ABCD) = Fo B1_ Fosi
Mo A Ao
- Si A= B, se dice que (ABCD) = 1.

Se puede comprobar que la razén doble estd bien definida, es decir, no depende
de los vectores representantes @, 5, c, d considerados.

En el caso particular de que (ABCD) = —1, se dice que los puntos A, B,
C'y D forman una cuaterna armonica.

Fijamos ahora una referencia proyectiva R, = {Uy,U1;U} de la recta r
donde estén los puntos A, B, C'y D y sea {tj, @1} una base normalizada de R,.
Para dicha referencia, supongamos que (ag,a1), (bo,b1), (co,c1) v (do,d1) son
coordenadas homogéneas de los puntos A, B, C'y D, respectivamente. Se puede
comprobar que la razén doble (ABCD) viene dada por

apcy —aicy  aody — aidy

ABCD) = : .
( ) boCl — b100 b()d1 — b1d0

Obsérvese que cuando A = B, esta tltima expresion también es valida.

La razén doble de cuatro puntos depende del orden en que se elijan. Co-
mo hay veinticuatro permutaciones de cuatro puntos distintos, hay veinticuatro
formas en que la razén doble de cuatro puntos puede escribirse. Sin embargo,
no todas las permutaciones dan lugar a distintos valores de la razén doble. En
efecto, se pueden agrupar de cuatro en cuatro, dando cada grupo un tnico valor
para la razon doble (ver detalles en [11]).

Férmula afin de la razén doble: Supongamos que para un hiperplano P(W) del
espacio proyectivo complejo P(V') y con la ayuda de una forma lineal h : V — C,
hemos dotado de estructura de espacio afin al conjunto E = P(V) — P(W). Sea
ahora una recta proyectiva compleja r, no incluida en P(W). Si r,N"P(W) = (),
entonces r, = r, U {(&)}, donde r, es una recta afin compleja. Si en r, fijamos
la referencia afin R, = {P;w}, sabemos que dicha referencia lleva aparejada la
referencia proyectiva R, = {P, (@); P * W} de la recta ry.



1.2 Razo6n doble 7

Dados los puntos A, B, C'y D de r, con coordenadas afines a, b, ¢y d res-
pecto de R, se tiene que (1,a), (1,b), (1,¢) y (1,d) son coordenadas homogéneas
respecto de R, de los puntos A, B, C'y D. Lo que implica

_c—a.d—a
T e—=b d-b

(ABCD) . (1.1)

Definicién 1.2.2 Dados tres puntos A, B, C' de una recta afin com leja,_s}e
llama razén simple de C, A, B, con C # B, al escalar \ € C tal que A\CB = CA.
En términos de coordenadas,

c—a

(CAB) = “—.

(1.2)

Se tiene pues que la razén doble es un cociente de dos razones simples,

(CAB)
(DAB)

(ABCD) =

Con el fin de describir las nociones de razén simple y razén doble en
términos de longitudes y dangulos, consideramos la direccién W del espacio afin
complejo E dotado de un producto unitario. Se dice entonces que E es un espacio
afin unitario. Ademés, E se puede considerar como espacio afin real euclideo con
direccién W como espacio vectorial real y con producto escalar euclideo dado
por la parte real del producto unitario. Asi, se pueden hallar distancias entre
puntos y angulos entre vectores considerados en el espacio vectorial real.

Volviendo a considerar la recta afin compleja r, con direccién (&), pode-
mos tratar ahora el subespacio vectorial complejo () de dimensién 1 como un
subespacio vectorial real de dimension 2. Esto es, podemos considerar el espacio
vectorial real generado por {w,iw}. Ademds, si tomamos @ unitario, {, W}
es una base ortonormal del espacio vectorial real (w). En estas condiciones,
CA = \|C—1>4||emw' y CB = |CB||e??, donde «, B son los éngulos que forman
w con CA 'y CB, respectivamente. Utilizando las igualdades anteriores se tiene
que la razén simple (CAB) viene dada por

—
ICAll i(a—p)

(CAB) = ?em P = =3
ICB ICB

—
donde v = a — 3 es el angulo que forma C@ con C'A. Asimismo, la razén doble
(ABCD) viene dada por

; (1.3)

(ABCD) =

(CAB)__<H5XH.H52H>euwax (1.4)
|

(DAB) ~ \|CB| " |DB|
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—
donde ¢ es el angulo que forma ﬁ con DA.

El siguiente resultado nos ilustra sobre el significado geométrico en el caso
de que la razén simple de tres puntos sea real.

Proposicion 1.2.3 Sean A, B, C tres puntos de una recta afin compleja tales
que B # C. Entonces la razén simple (CAB) es real si y solo si los puntos A,
B y C estan alineados en el sentido real.

Demostracion. Utilizando la igualdad (1.3) tenemos que la razén simple (CAB
serégl si y solo si v € {—m,0,7}. Puesto que v es el d4ngulo que forma C
con C'A, entonces se tiene que ello sera equivalente a que A, B y C estén sobre

la misma recta afin real.
O

Observacién 1.2.4 Si la razén simple (CAB) es igual a —1, se dice que C es
el punto medio entre los puntos A y B. Nétese que en virtud de la proposicién
anterior, la nocién de punto medio en geometria afin compleja es coincidente con
la que se considera en geometria afin real.

Veamos ahora un resultado andlogo al anterior para la razén doble.

Proposicién 1.2.5 (p. 315, [10]) Sean A, B, C' y D cuatro puntos sobre una
recta afin compleja tales que B # C y D # A. Entonces la razén doble (ABCD)
es real si y solo si A, B, C y D estdn alineados en el sentido real o estdn sobre
una circunferencia.

Demostracion. Distinguimos dos casos:

i) Los puntos A, By C estan alineados en el sentido real y, por tanto, (CAB) €
R. En este caso, utilizando la ecuacién (1.4), la razén doble (ABCD) es real
siy solo si (DAB) es real. Esto es, (ABCD) serd real siy solosi A, B, C'y
D estan alineados en el sentido real.

1) Si A, By C no estén alineados en el sentido real, entonces determinan una
circunferencia y v es el dngulo inscrito en la circunferencia con vértice C
abarcando la cuerda BA. Utilizando la ecuacién (1.4), (ABCD) es real si y
solo si (y —9) € {—m,0,7}. Esto es,

b=y Vd=~v—7m V y=0—m.

Ello implica que D esté en la circunferencia determinada por los puntos A,
B, C. Reciprocamente, si A, B, C'y D estan sobre la misma circunferencia,
por consideraciones sobre los 4ngulos inscritos respecto de la cuerda BA, se
tiene que (y —J) € {—m, 0,7} y ello implica que (ABCD) es real. O
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Observacién 1.2.6 Por la ecuacién (1.4), si v — 0 = £, entonces los puntos
C y D estén en lados distintos de la circunferencia respecto de la cuerda BA,
siendo la razén doble negativa. Sin embargo, si v —¢§ = 0, entonces ambos puntos
estarfan por el mismo lado y la razén doble seria positiva. Esto se ilustra en las
siguientes figuras.

Ademds, se observa que la razén doble de cuatro puntos alineados en el
sentido real respecto de la geometria proyectiva compleja coincide con la nocién
de razén doble considerada en geometria proyectiva real. Lo mismo ocurre con
la nocién de cuaterna armoénica cuando estd situada sobre una recta real.

Finalmente, si se toman como A, B y C' tres puntos propios de la recta rp
y D = (&) el punto impropio de rp, entonces (0,1) son coordenadas homogéneas
de D respecto de R, y la razén doble resulta

(ABCD) = (CAB),
donde (CAB) es la razén simple de los puntos C, A y B.

A continuacién daremos una expresion para la razén doble de cuatro pun-
tos situados en una circunferencia. Dicha expresion la utilizaremos para describir
el significado de cuaterna arménica formada por cuatro puntos concirculares. Sea
entonces C una circunferencia de radio p y de centro O1, entonces

C={X : 0, X = pe'’w}

con respecto a la referencia afin unitaria {O;w}. Asimismo, consideraremos cua-
tro puntos A, B, C'y D situados sobre C tales que O1 A = pe’®, Oﬁ = pe'Pa,
0,C = pe""i y Oﬁ = pe’, donde a, B, 7, 6 pertenecen al intervalo [0, 27).
En estas condiciones se tiene el resultado siguiente.

Proposicién 1.2.7 La razén doble (ABCD) estd dada por la siguiente igualdad
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o (152) e (52)
o () wn (%)

Ademds, A, B, C' y D forman una cuaterna armdnica si y solo si se cumple la
relacion

an (B0 gy (B0 o (152"

Demostm_cz;o’n. En las condiciones antes indicadas se tiene que C@ = p(e’ —
ey CA = p(e® — e)id. Por lo que

(ABCD) =

ei'y _ eia
(CAB) = —.
et — eif
A . iz —iz
Ahora bien, usando la igualdad sen z = “—=%—, se deduce que
_ Y _ il
. Y (6] y—a iy« e e
24 sen =€ —e " = ———
2 s
(& 2
De lo que se obtiene
. . 3 "Y — X yta
e’ —e' = 2isen ez

Asi, la razén simple (CAB) estard dada por la expresién

Y-«

(CAB) = wei“zﬁ.
sen (%)

Utilizando esta igualdad, se sigue que la razén doble (ABCD) viene dada por

sen (15%) sen ( 952
(ABC’D):(OAB): en (15%) se (2)

(DAB) sen (%) sen (J_T")

Supongamos ahora que los puntos A, B, C' y D forman una cuaterna
armoénica. Es decir, (ABCD) = —1 y se tiene la siguiente identidad

sen (5%) _ sen (%5?)

8\ 5—8\ "
sen (’VT) sen (7)
Sumando y restando 8/2 en los dngulos de los numeradores y /2 en los déngulos
de los denominadores, resulta la igualdad
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2y—(ath) _ a—p 25—(atp) _ a—p
sen (f - (XT) _osen (f - aT)

sen (727_(4&“3) + O‘Tfﬁ) sen (725_(2"%) + O‘Tfﬁ) '

Utilizando en cada caso la correspondiente identidad trigonométrica se obtiene

s (25122 cos (252) — o (20220 en (252) -

son (B0 cos (352 + o (B ) on (22 |
son () cos (237 —con (25 ) sen (#32)
s (B0 con (252 1 con (B350 ) s (352)

Como A # B, necesariamente cos (%) # 0. Supongamos ahora que

cos (W) # 0y cos (W) # 0. Dividiendo por cos (W) y

cos (O‘T_ﬁ) en el numerador y en el denominador del primer miembro y por

—B
—B

cos (W) y cos (%) en el numerador y denominador del segundo miem-

bro se sigue que
tan (727_(f+’8)) — tan (ﬂ) tan (726_(5+B)) — tan (ﬂ)

tan (7277(413&@) + tan (a B) tan (7257(f+ﬁ)) + tan (a ﬁ)

Finalmente, multiplicando en cruz y eliminando los términos iguales en ambos

lados, se obtiene la segundad igualdad requerida en la proposicién.

Si fuese cos (w) = 0, a partir de la ecuacién (1.5) se llega a que

sen (W) = 0. Por tanto,

an (B g (BB g [ (252

Por lo que también se verificaria la ecuacién. Por otro lado, si fuese cos (W)

0, por un razonamiento andlogo, llegariamos a que la ecuaciéon también se satis-
faria. Luego la ecuacion es véalida en todos los casos. O

Observacién 1.2.8 En particular, si 8 = 2m — a (@ es la direccién de la me-
diatriz de la cuerda BA), se tiene la identidad

tan (3 ) tan (3) = [ ()]
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que nos resulta mas simple y geométricamente mas ilustrativa. Esto es, la relacién
entre tan ( ) y tan ( ) esta regulada por la hipérbola equilatera xy = [tan ( 3 )} ?
como se indica en la figura, donde hemos quitado los puntos de la hipérbola que
estén en la bisectriz y = x. Pues tales puntos no se corresponden con ninguna
cuaterna armoénica (ABCD) = —1.

6
tan(E)

14
tan( 2)

-2

Por ejemplo, si 0 < a < 7/2,y 0 <y < a, entonces a < § < 7y la cuerda
BA forma un angulo con la cuerda CD igual a 7+ . En particular si v = 0 se
tiene que § = 7. Esto es, en este caso el cuarto armomco de C es su antipodal,
siendo las cuerdas BA y CD perpendiculares. Otro caso particular interesante
se da cuando o = 7/2 y 8 = 37/2. En esta situacién la ecuacién serfa

(3 (9) -

Por lo que sen(d/2) = cos(v/2) y cos(6/2) = sen(y/2) o sen(§/2) = —cos(y/2) y
cos(0/2) = —sen(vy/2). De ahi que 6 = m—+ 0 § = 3m—~ y el 4ngulo formado por
las cuerdas BA y CD seria 'H"S = m/2 en ambos casos. En las figuras siguientes
se ilustra esta tltima 51tua(;10n
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A continuacién, describiremos cémo construir el cuarto arménico de un
punto C' respecto de los puntos A y B, no estando A, B y C alineados en el
sentido real. Para ello, consideraremos un punto P situado sobre la circunferencia
C determinada por los puntos A, B y C con centro O; y radio p y una recta
real r que no pase por P contenida en nuestra recta proyectiva compleja. Sea
la aplicacién ¢ : C — r dada por ¢(X) = X’ de modo que P, X y X’ estén
alineados en el sentido real. En estas condiciones se tiene lo siguiente.

Proposicién 1.2.9 Si A, B, C y D son puntos de C, entonces
(ABCD) = (p(A)p(B)p(C)p(D)) = (A'B'C'D’).
Esto es, la aplicacion ¢ preserva la razén doble.

Demostracion. Consideramos en primer lugar la recta r, tangente a C con punto
de tangencia el punto antipodal P, de P y la aplicacién ¢, : C — r, definida de
forma andloga a . Si referimos los dngulos con respecto al vector unitario
que determina la direcciéon del didmetro PP,, se tiene que las coordenadas de
los puntos @o(A), Yo(B), vo(C), wo(D) respecto de {O1;W,, itW,} serdn

©o(A) = (p, 2ptan(as/2)),
<P0(B) = (P, than(ﬂo/2))v
©o(C) = (p, 2ptan((%/2)),

@o(D) = (p, 2ptan(ds/2)).

Con estas coordenadas obtenemos las razones simples

tan(76/2) — tan(ae/2)  sen (25%)

- tan(1e/2) — tan(Be/2)  gop ('yrﬁo) ’

(o(C)po(A)po(B))

2

sen (%=
(o(D)e( A)o(B) = M
sen | 5=

Asi, de estos resultados se sigue la razén doble

sen (=% gen d0—Po
(WO(A)WO(B)‘PO(C)(PO(D)) = ((’Y 2,5 )) ((6 ia >) = (ABCD)
sen | =5— ) sen (=5

Por tanto, hemos probado que ¢, preserva la razén doble.

Sea ahora la perspectividad ¢ : r, — r con centro en P, se tiene que
© = ¢ ow,. Como toda perspectividad preserva la razén doble, se obtiene que ¢
conserva también la razon doble. O
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Observacion 1.2.10 Para construir graficamente el cuarto armoénico de un
punto C' respecto de los puntos A y B, podemos disponer los puntos en una
circunferencia como en la proposicién anterior y construir sobre la recta el cuar-
to arménico D’ de €’ respecto de A’ y B’. Ahora, simplemente considerando
D el punto correspondiente a D’ sobre la circunferencia, tendremos que D es el
cuarto arménico buscado.

Como se observa en la figura, A’ y B’ son vértices del cuadrildtero PQ,
QC,CRy RPyr= A'B’ es una recta diagonal de dicho cuadrildtero. Ademaés,
se tiene que D’ y C’ son puntos diagonales y, por tanto, se tiene que (ABCD) =
(A’B'C'D’) = —1 (ver detalles en [11]).




2

Variedades Cuadraticas Complejas: estudio
proyectivo

En este capitulo presentaremos, desde el punto de vista proyectivo, algunas
nociones y propiedades relativas a las variedades cuadraticas. En el desarrollo de
este trabajo se ha asumido que el lector ya cuenta con conocimientos bésicos de
geometria proyectiva no explicitamente presentados en el capitulo anterior. De
no ser as{ o de desearse un mayor detalle, consultar las referencias [1, 2, 8, 11].
Ademds, se incluirdan tnicamente demostraciones para resultados que, a nuestro
juicio, no sean generalmente conocidos o sean de particular interés en el contexto
de nuestro trabajo.

2.1. Variedades cuadraticas complejas

Veamos en primer lugar la nocién de variedad cuadratica.

Definicién 2.1.1 Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién mayor que
1y sea el espacio vectorial Q(V') de las formas cuadraticas sobre V. Se denomina
variedad cuadrdtica compleja en el espacio proyectivo P(V), a todo punto {w)
del espacio proyectivo P(Q(V)). Los ceros de la variedad cuadratica (w) es el
subconjunto de P(V) dado por

Clw) ={(z) e P(V)/w(2) = 0}.

Si dim P(V) = 2, la variedad cuadratica (w) se llama cdnica compleja.
Si dim P(V) = 3, la variedad cuadratica (w) se llama cuddrica compleja.
Si dimP(V) > 3, la variedad cuadratica (w) se llama hipercuddrica compleja.

Observacion 2.1.2 En general, es diferente hablar de una variedad cuadratica
(w) que considerar sus ceros C(w). Sin embargo, en lo sucesivo, diremos C(w)
para referirnos a una variedad cuadratica. Esto es lo habitual en referencias,
pues de ello resulta un lenguaje mas intuitivo y familiar. Realmente, en el caso
de la geometria proyectiva compleja, esto no es problema. Pues el hecho de que
C(w1) = C(w2) implica que (w1) = (wa) ([2, Theorem 7.3.3, p.269]).

Al considerar variedades cuadréticas, las proyectividad descrita en la si-
guiente definicién juega un papel importante.
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Definicién 2.1.3 La polaridad de la variedad cuadratica C(w) es la proyecti-
vidad f : P(V) — P(ker f) — P(V*) que se deduce de la aplicacién lineal de
polaridad f : V. — V* de la forma cuadratica no nula w (ver apéndice A). Para
un punto Z = (2) € P(V) — P(ker f), se dice que f(Z) = (f()) es el hiperplano
polar de Z y que Z es un polo de f(Z)

Definicién 2.1.4 Sea f : P(V) — P(ker f) — P(V*) una polaridad definida a
partir de la forma cuadratica w con forma polar f. Dos puntos Z = (2) y T = f)
de P(V) se dice que son conjugados, si f(Z,1) = 0. Un punto Z = () € P(V)
se dice que es singular respecto de C(w), si es conjugado a todos los puntos de
P(V), esto es, si Z' € ker f El conjunto de los puntos singulares es S = P(ker f )
y s denotara su dimensién.

Si f es la forma polar de una forma cuadratica no nula w, entonces para
= (t) € P(V) — P(ker f) se tiene

F(T) = {(2) e PV) 0 = f(B)(Z) 2}

Esto es, el hiperplano polar f (T) de T esta formado por los puntos Z que son
conjugados a T'.

Fijamos una referencia R, = {Uy,...,U,;U} de P(V) y la referencia
dual Ry = {Ug,...,U;; U} de P(V*) y tomamos bases normalizadas de dichas
referencias U = {uo, ..., Uy} y su dual U* = {af,...,d;}. Para una variedad
cuadratica C(w) se tiene una matriz A = (a;;) asociada a w respecto de U. Pues
bien, para Z € P(V) — P(ker f) con coordenadas homogéneas (z, ..., z,), si
f(Z) tiene coordenadas homogéneas (uo, .. . ,uy,), entonces la ecuacién matricial
de la polaridad es

U apo aopil * - Gon 20
@10 @11+ Aln
p =
Un aAno An2 **° Apn Zn

Observacién 2.1.5 La variedad cuadrética C(w) estd constituida por todos
aquellos puntos Z que son conjugados consigo mismos, esto es, son autoconju-
gados. También se puede decir que C(w) estd formada por los puntos singulares
y por aquellos puntos no singulares que pertenecen a su hiperplano polar.

Nétese que si dim P(V) = ny el rango de w es r, entonces dim(ker f) +r =
n+1. Por lo que s = dim P(ker f) = n—7. A continuacién se describe el conjunto
imagen de la polaridad de f.

Lema 2.1.6 Para P(V) con dimensidn finita, el conjunto imagen de la polari-

dad f estd formado por aquellos hiperplanos que contienen los puntos singulares.
Esto es, Im f = P((ker £)°), donde (ker f)° es el anulador de ker f.
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Definicién 2.1.7 Dada una variedad cuadrética C(w), una referencia proyectiva
R, = {Uo,...,U,; U}, se dice que es autoconjugada respecto de C(w), si sus
puntos bésicos Uy, ..., U, son conjugados dos a dos respecto de C(w). Esto es,
f(u;,u;) =0, para todo 4,j =0,1,...,n, con i # j.

El siguiente resultado justifica la nocién de referencia autoconjugada.

Lema 2.1.8 Una referencia proyectiva R, = {Up,...,Upn; U} es autoconjugada
respecto de una variedad cuadrdtica C(w) si y solo si una ecuacion de C(w)
respecto de R, viene dada por

C(w) = Xoza +M22 4+ ...+ 22 =0,

la cual se denomina ecuacion diagonal de C(w).

A partir de una referencia autoconjugada R, = {Uy, ... , U,; U}, podemos
elegir vectores i; que definan U; tales que w(i;) = 1 6 0. En efecto, si w(i}) =
Ai # 0, tomamos u; = ﬁﬂ; como representante de U;. La referencia proyectiva
{Uo, ..., Up;{tip+ -+ + @p)} es también autoconjugada. Para esta referencia la
ecuacién de la variedad cuadratica es

Clw)= €22 + -+ &2l =0,
donde & =1 6 0. Se denomina ecuacion candnica de la variedad cuadratica.

Para proceder a clasificar las variedades cuadraticas desde el punto vista
proyectivo, previamente desarrollaremos unos resultados que nos daran informa-
cién sobre la naturaleza de los distintos tipos de variedades cuadraticas.

Proposicién 2.1.9 Sea C(w) una variedad cuadrdtica en un espacio proyectivo
complejo P(V') de dimensidn n con rango rang(w) = r, y tal que el subespacio
proyectivo S de sus puntos singulares es de dimension s. Para dicha variedad
cuadrdtica se verifica:

(¢) Si un subespacio proyectivo A estd contenido en C(w) y es de dimensidn a,
entonces a < [g] + s, donde el corchete significa parte entera.

(it) Si P es un punto de C(w), entonces siempre existe un subespacio proyectivo
A de dimension [%} +stal quePe AyS CACC(w). En particular, si P
es un punto no singular de C(w), también se tiene que P € A C H, donde
H es el hiperplano polar de P.

(#31) La interseccion de todos los subespacios proyectivos A contenidos en C(w) y
de dimension [g] +sesS.

(iv) Si un subespacio proyectivo B es disjunto con C(w), entonces su dimension
b es necesariamente 0 6 —1. Esto es, B es un dnico punto o es vacio.

Demostracion. En primer lugar, si r es par, r = 2m, (es impar, r = 2m + 1),
para una cierta referencia, C(w) viene dada por su expresién canénica
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Cw)=zi+254...+20 + 201+t 25, (+25,41) = 0. (2.1)

Veamos (i), procediendo por reduccién al absurdo, asumimos que [%} + s =
m + s < a. El subespacio proyectivo T determinado por la interseccién de los
hiperplanos z,,+1 =0, 242 =0, ..., 29, = 0 es de dimensibn n —m =m + s
(n—m =m+ 1+ s). Considerando el subespacio suma T + A, se tiene

n>dim(7T+A)=m+s+a—x>m+s+m+s—zr=n+s—z
(nzdim(’TJr.A):m+1+5+afx>m+1+s+m+s—x:n+sf‘r),

donde z es la dimensién de 7 N A. Ello implica 0 > s — 2 en ambos casos. Por
tanto, x > s > —1. De esto se sigue x > 0, luego 7 N A es no vacio. Pero si
X € TN A C C(w), utilizando la expresién candnica y las ecuaciones de T, se
obtiene que X tiene como coordenadas (0, ...,0, zg, ..., zs). Por tanto, X es un
punto singular. Esto es, TNA C Sy x < s. Pero esto condradice el hecho x > s
antes probado. Esta contradiccién viene de suponer [g] +s<a.

Para ver (ii), mostremos primero que existe un subespacio proyectivo Ag
de dimensién [g] +s=m+ s tal que S C Ag C C(w). Para ello, consideramos
de nuevo la referencia proyectiva para la que se obtiene la expresién candnica
(2.1). Sea el subespacio Ay determinado por la interseccién de los hiperplanos

Hi =21 +izma1, Ho = 22t i2mao, -« s Hn = 2m + 122m, (Hime1 = 2oma1)-

La dimensién de Ag = H1N- - NHyp ("Hint1) €8 n—m = m—+s (n—m—1 = m+s).

Ademsds, es inmediato que S C Ay C C(w). Nétese que los puntos singulares

(0,...,0,2q,...,2s) satisfacen las ecuaciones de los hiperplanos considerados.
Concluimos la demostracién de (ii). Se tienen dos alternativas:

(a) Si P es un punto singular, tomamos A = Aj. Se tiene P € S C A= Ay C
C(w). Por tanto, (ii) se verifica.
(b) Si P no es un punto singular, consideramos su hiperplano polar f(P) =H.
Se tiene que S C Ay y las siguientes dos posibilidades:
- Ao C H: esto implica P € Ag. Puesto quesi P ¢ Ay, entonces dim({P}+
Ag) =0+m+s—(—1) > m+s. Lo cual no es posible, pues { P} + A4y C
C(w). Por tanto, en esta situacién se tiene P € 4y y S C Ay C C(w). Lo
que implica que (ii) se verifica.
- Ao € H: esto implica P ¢ Aj. Puesto que si P € Ay, entonces Ay C H.
Por tanto, en este caso el subespacio {P} + A9 N H es de dimensién
O+m+s—1—(-)=m+sySCA={P}+ A NHCC(w).
Nétese que para todo P en C(w) no singular, si se tiene que P € A C C(w),
entonces A C f(P) = H. Pues para todo X € A, larecta PX esta contenida
en C(w). Lo que implica que P y X son conjugados. Esto es, X € H.
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Veamos ahora (iii). Si C(w) = H? es un hiperplano doble, la propiedad
se verifica trivialmente. Por otro lado, si C(w) no fuese un hiperplano doble, es
sabido que S esta contenido en cualquier subespacio proyectivo A contenido en
la variedad cuadratica C(w) y que sea de dimensién k = [5] + s. Por otro lado,
si Py pertenece a todos los A y no fuera punto singular, su hiperplano polar
f(Py) = H contendria a todos los A. Por tanto, C(w) € H. Como veremos mas
adelante en la proposicién 2.3.4, esto implica C(w) = H? = S2, contradiccién.

Por ultimo demostremos ahora (iv). En efecto, por reduccién al absurdo, si
B no fuera de dimensién 0 6 -1, entonces I contendria a una recta r. Ahora bien,
al hacer la interseccién de r con la variedad cuadrética, darfa lugar a una ecuacién
de segundo grado. Dicha ecuacién siempre tiene solucién en los complejos. Por
tanto, pueden haber dos soluciones o una tnica solucién o r C C(w). Finalmente,

como r C B, B no seria disjunto con la variedad cuadratica. O
A continuacién se decriben las variedades cuadraticas que contienen hiperplanos.

Corolario 2.1.10 Sea C(w) una variedad cuadrdtica de rango r en un espacio
proyectivo complejo P(V') de dimension n, y tal que el subespacio proyectivo S
de sus puntos singulares es de dimension s, entonces son equivalentes:

(i) Exziste un hiperplano H = P(W) tal que H C C(w).
(77) rang(w) =2 6 1.
(iii) Es nula la restriccion wyy de la forma cuadrdtica w al subespacio vectorial
W, que determina un hiperplano H.

Demostracién. Se tiene que H C C(w), entonces n—1 = [4] +s. De ello se sigue
que si 7 es par (impar), 2[2] +s—1=[5]+s (2[5] +1+s—1=[5] +s).
Es decir, [5] =1, ([4] = 0). Por tanto, = 2, (r = 1). En ambos casos, C(w)
contiene hiperplanos. La equivalencia de (iii) es trivial. O

Corolario 2.1.11 Todos los puntos de una variedad cuadrdtica C(w) son sin-
gulares si y solo si el rango de C(w) es 1. Esto es, C(w) es un hiperplano doble.

Demostracion. Si todos los puntos de una variedad cuadratica C(w) son singu-
lares, entonces S C C(w). Usando el colorario anterior, si rang(w) = r, se tiene
que [%} + s = s. Por tanto, r = 1. O

Estudiamos ahora la interseccién de un hiperplano con una variedad
cuadratica.

Proposicién 2.1.12 Sea C(w) una variedad cuadrdtica con rango rang(w) = r
en un espacio proyectivo complejo P(V) de dimension n y tal que el subespacio
proyectivo S de sus puntos singulares es de dimensidn s, y sea H = P(W) un
hiperplano no contenido en C(w), entonces C(w)NH = C(w)w ). Esto es, C(w)NH
es una variedad cuadrdtica en H determinada por la forma cuadrdtica no nula
wyw - Con respecto al rango y a los puntos singulares de C(w) NH, se tiene lo
siguiente:
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(i) S € H si y solo si rang(wyw) = r. En este caso, S NH son los puntos
singulares de C(w) NH.

(it) S € H y H contiene algin punto P tal que j”v(P) = H si y solo si
rang(wyw) = r — 2. En este caso, {P} + S son los puntos singulares de
Cw)NH.

(iii) S € H y H no contiene ningin punto P tal que f(P) = H si y solo si
rang(wyw) = — 1. En este caso, S son los puntos singulares de C(w) N'H.

Demostracion. (i) 7 = 7 Supongamos S  H. Es evidente que SNH C Sy,
donde Sy denota el conjunto de los puntos singulares de C(w)N?H. Por otro lado,
si @ € Sy y no fuera punto singular de C(w), entonces H seria el hiperplano polar
de Q. Contradiccion, pues H, al no contener a S, no estd en el conjunto imagen
de la polaridad. Luego @ € SNH.

Si el rango de C(w) N'H es rang(wjy) = r1, entonces n —1 =7, +s—1 =
r+4+s—1. Por lo que r; = r.

7« 7" Sirang(ww) = r y dimSy = s, entonces se tiene que n — 1 =
r+s; =r+s—1. De ahi que s; = s — 1. Si fuese S C H, ello implicaria s < s1,
contradiccién. N

(i) 7 = 7 Sea ahora S C H y un punto P € H tal que f(P) = H.
En este caso, es evidente que {P} + S estd contenido en el conjunto Sy de
puntos singulares de C(w) N H. Por otro lado, si Q € Sy y @ ¢ S, entonces

F(Q) = H = J(P). De esto se tiene que (f(@)) = (f(7). Ello implica que
qg— A\p € ker(f). Si ¢— \p = 0, entonces Q = P. Si §— A\p # 0, entonces
Q = (\p+ 3), donde (3) € S. Por lo que se tiene Q € {P} + S.

Siguiendo las mismas notaciones que en los apartado anteriores, se satisface
n—1=r1+s1=r1+s+1=r+s—1. Deahi que ry =r — 2.

7 <7 Seary = r—2. Ahora se tiene laigualdad n—1 = r—2+s; = r+s—1.
Por tanto, s; = s+ 1. Por otro lado, § € H implicaria s; = s — 1, contradiccién.
Por lo que se tiene § C S C H y existe un P € Sy tal que P ¢ S. Esto conlleva
que f(P)=Hy PeH.

(#1) 7 = 7 Finalmente, si existiera algin @ que fuera punto singular de
C(w) NH y no estuviera en S, entonces f(Q) =H y Q € H, contradicciéon. En
este caso tenemos n —1 =71 +s1 =r1 +s=1r+s— 1, con lo que se concluye
que rang(wyy) =71 =71 — 1.

7«<”8irp=r—1tenemosn—1=r—1+4+s; =r+s— 1. Por lo que
s1 = s. Por tanto, se tiene S C Sy y teniendo la misma dimensién se obtiene
S = Sy, Ademss, si existiese un P € H tal que f(P) = H, entonces P € S. Ello
implica P € Sy = S, contradiccién. Por tanto, P & H. a
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2.2. Clasificacion proyectiva de las variedades cuadraticas
complejas

En este apartado daremos una clasificacién, desde el punto de vista pro-
yectivo, de las variedades cuadraticas en un espacio proyectivo P(V') de dimesién
n. Asimismo, estudiaremos las posibles intersecciones de un hiperplano con cada
tipo de variedad cuadratica. Para ello, haremos un uso constante de la propo-
sicién 2.1.12. Con el fin de hacer la lectura de este trabajo mas amena, esta
proposicién se utilizard sin mencionarla explicitamente. Por su interés, particu-
larizaremos este estudio general a los casos n = 1, n = 2 (c6nicas complejas),
n = 3 (cuddricas complejas) y n = 4.

Clasificacion proyectiva de las variedades cuadrdticas en dimension n. Aqui mos-
traremos, desde el punto de vista proyectivo, las distintas posibilidades de varie-
dades cuadréaticas existentes. Para comprender cémo esté constituida cada tipo
de variedad cuadratica tendremos en mente la proposicién 2.1.9 y los colora-
rios 2.1.10 y 2.1.11. Sea una variedad cuadratica C(w) en un espacio proyectivo
complejo de dimensién n, con rango rang(w) = r y S el subespacio proyecti-
vo de sus puntos singulares con dimensién s. Para C(w) se tienen las siguientes
posibilidades:

i) Sir =n+ 1, entonces C(w) es ordinaria. En este caso, C(w) no tiene puntos
singulares y estd formada por espacios de dimensién [g] +s= [”T_l] Como
S = (), para cualquier hiperplano H se tiene que H NC(w) es de rango n — 1
6 n. Sera n — 1 cuando el polo P de H pertenezca a C(w) y serd n cuando
dicho polo no pertenezca. Por tanto, H N C(w) es una variedad cuadritica

con un unico punto singular P o una variedad cuadratica ordinaria en H.

Observacién 2.2.1 Como variedad diferenciable, una variedad cuadrética
ordinaria C,_1 en un espacio proyectivo complejo de dimensién n es difeo-
morfa a la variedad homogénea

Cy1 = 50(+1)/50(2)xSO(n—1)

que es un modo de expresar el espacio de todos los planos vectoriales
orientados de R™t!. En particular, si n = 2 la cénica C; es difeomor-
fa a la esfera 50(3)/30(2) ~ G2 Sin = 3, la cuddrica Cy es difeomorfa
a S0(4)/50(2)xS0(2) = SU@*SUR)/N{L~T}u)xu(1)/{I,-1} = SOB)/so(2) x
S0(3)/s0(2) =2 5% x S? (ver [7, p. 278, Vol 11]).

Sirang(w) =7 < n+ 1, se dice que C(w) es degenerada.

i1) Sifuese 2 < r < n+ 1, entonces C(w) tiene un conjunto de puntos singulares
S # (. La variedad C(w) estd formada por espacios de dimensién [r/2] + s
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tales que su interseccién es S.

En general, para cualquier hiperplano H se tiene que H N C(w) es de rango
r,r—16r—2. El rango es r cuando § € H y se tiene que H N C(w) es
una variedad cuadratica de rango r en H. El rango es 7 —1 cuando S C H y
H = f(P) con P & C(w). En este caso, HNC(w) es una variedad cuadrética en
‘H cuyo conjunto de puntos singulares es S. Finalmente, el rango es r —2 # 0
cuando S CH y H = f(P) con P € C(w).

Producto de dos hiperplanos: si w tiene rango 2, C(w) son dos hiperplanos
distintos cuya interseccién es el conjunto S de los puntos singulares de dimen-
sién s = n — 2. Una expresién canénica estarfa dada por C(w) = 22 + 2 = 0.
De ahi que, C(w) = H; - Ho, donde Hy =20 +i21 =0y Ho = 20 —iz1 = 0.
En general, para cualquier hiperplano # se tiene que HNC(w) es de rango 2, 1
6 0. El rango es 2 cuando S € H y se tiene que HNC(w) = (HNH1)- (HNH2)
es el producto de dos hiperplanos distintos de H. El rango es 1 cuando § C H.
En este caso, H N C(w) = S? es un hiperplano doble de H. Finalmente, el
rango es 0 cuando H C C(w) es igual a H; o a Has.

Hiperplano doble: si el rango de w es 1, C(w) estd formada tnicamente por
sus puntos singulares, que constituyen un subespacio proyectivo de dimensién
n — 1. Es decir, C(w) = 82 es el hiperplano S doble. Una expresién candnica
estarfa dada por C(w) = 22 = 0.

Para cualquier hiperplano #H se tiene que H N C(w) es de rango 1 6 0. El
rango es 1 cuando H # S y se tiene que H N C(w) = (HNS)? . El rango es
0 cuando H = S.

Clasificacion proyectiva de las variedades cuadrdticas complejas en dimension 1.
Dada una variedad cuadratica C(w) en la recta proyectiva compleja P(V), desde
el punto de vista proyectivo, se tienen las siguientes alternativas:

i)

i)

Si rangw = 2, C(w) es ordinaria y estd constituida por dos puntos.
Sirangw = 1, C(w) es un punto doble. Dicho punto es singular.

Clasificacion proyectiva de las cdnicas complejas. Dada una cénica C(w) en el
plano proyectivo complejo, desde el punto de vista proyectivo, se tienen las si-
guientes alternativas:

i

i)

Si rangw = 3, la cdnica es ordinaria y no tiene puntos singulares. Como
[r/2] 4+ s =0, la cdnica estd formada por puntos y no puede contener rectas.
En general, para cualquier recta r, se tiene que r N C(w) es de rango 2 6 1.
El rango de rNC(w) es 2 (1) cuando el polo de r no pertenece (pertenece) a
C(w). Por tanto, rNC(w) es dos puntos o un unico punto doble.

Si rangw = 2, la conica es degenerada y tiene un dnico punto singular Q.
Como [r/2] + s = 1, C(w) estd formada por rectas que pasan por el punto
Q. En efecto, considerando su ecuacién canénica 23 + 27 = 0, se tiene que
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C(w) =r1-ry,donde ry = zg +1iz1 =0; ro = 20 —iz; = 0. Esto es, la cénica
es el producto de dos rectas, cuya interseccién es Q.

Para cualquier recta r se tiene que rNC(w) es de rango 2, 1 6 0. El rango es
2 cuando @ ¢ r y se tiene que r N C(w) es dos puntos. El rango es 1 cuando
Qeryr=f(P)con P ¢C(w). En este caso, r N C(w) es un punto doble.
Finalmente, el rango es 0 cuando Q € r y r = f(P) con P € C(w). En este
caso larNC(w) =r= PQ C C(w).

Sirangw = 1, la cénica tiene una recta de puntos singulares s. Como [r/2] +
s = 1, C(w) estd formada por rectas. En efecto, su ecuacién canénica es
22 = 0, por lo que C(w) es la recta doble zg = 0. Esto es, C(w) = s%.

Para cualquier recta r se tiene que r N C(w) es de rango 1 6 0. El rango es 1
cuando r # s. En este caso rNC(w) = rMNs es un punto. El rango es 0 cuando
r=s. Estoes, rNnC(w)=rNs=s.

Clasificacion proyectiva de las cuddricas complejas. Dada una cuddrica C(w) en
el espacio proyectivo complejo tridimensional, desde el punto de vista proyectivo,
se tienen las siguientes alternativas:

i

i)

i)

)

Si rang w = 4, la cuddrica es ordinaria y no tiene puntos singulares. Como
[r/2] + s =1, la cuddrica estd formada por rectas y no contiene planos. Para
cualquier plano 7 se tiene que 7 N C(w) es de rango 3 6 2. El rango es 3 (2)
cuando el polo de 7 no pertenece (pertenece) a C(w). Por tanto, 7 N C(w) es
una cénica compleja ordinaria o el producto de dos rectas que se intersecan
en el polo de 7.

Sirang w = 3, entonces C(w) tiene un tnico punto singular Q. Como [r/2] +
s =1, C(w) estd formada por rectas cuya interseccién es Q.

Para cualquier plano 7 se tiene que 7 NC(w) es de rango 3, 2 6 1. El rango es
3 cuando @ ¢ 7. Se tiene que m N C(w) es una cénica compleja ordinaria. El
rango es 2 cuando Q € 7y m = f(P) con P & C(w). En este caso, 7 N C(w)
es el producto de dos rectas que se cortan en (. Finalmente, el rango es 1
cuando Q € my m = f(P) con P € C(w). En este caso, 7 NC(w) es una recta
doble.

Si rang w = 2, el conjunto de puntos singulares de C(w) es una recta s.
Noétese que [r/2] +s =2y C(w) es dos planos cuya recta comun es s.

Para cualquier plano 7 se tiene que 71NC(w) es de rango 2, 1 6 0. El rango es
2 cuando s Z 7 y se tiene que mNC(w) es el producto de dos rectas. El rango
es 1 cuandos C 7y m = f(P) con P ¢ C(w). En este caso, 7 N C(w) = s? es
la recta s doble. El rango es 0 cuando s C w y @ = f(P) con P € C(w). En
este caso, 7 es uno de los dos planos que forman la cuddrica C(w).

Sirang w = 1, el conjunto de puntos singulares de C(w) es un plano S. Como
[1/2] + 5 =2, C(w) = 5% es un plano doble.

Para cualquier plano 7 se tiene que 7 N C(w) es de rango 1 6 0. El rango es
1 cuando 7 # S y entonces m N C(w) es la recta 7 N S doble. El rango es 0
cuando 7 = S C C(w).
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Clasificacion proyectiva de las hipercuddricas complejas en dimension 4. Dada
una variedad cuadrética C(w) en el espacio proyectivo complejo de dimensién 4,
desde el punto de vista proyectivo, se tienen las siguientes alternativas:

i)

i)

i)

)

Si rang w = 5, la hipercuadrica es ordinaria y no tiene puntos singulares.
Como [r/2] + s =1, C(w) estd formada por rectas y no contiene planos.
Para cualquier hiperplano #H se tiene que H N C(w) es de rango 4 6 3. El
rango es 4 (3) cuando el polo P de H no pertenece (pertenece) a C(w). Por
tanto, HNC(w) es una cuddrica compleja ordinaria o una cuddrica compleja
con un unico punto singular P.

Si rang w = 4, C(w) tiene un tnico punto singular Q. Como [r/2] + s = 2,
C(w) estd formada por planos tales que la interseccién de ellos es Q.

Para cualquier hiperplano H se tiene que H N C(w) es de rango 4, 3 6 2. El
rango es 4 cuando @ ¢ H. Se obtiene que HNC(w) es una cuddrica compleja
ordinaria. El rango es 3 cuando Q € Hy H = f(P) con P € C(w). En este
caso, H N C(w) es una cuddrica con un dnico punto singular @. Finalmente,
el rango es 2 cuando Q € Hcon P #AQ y H = f(P) con P € C(w). En este
caso, HNC(w) = w-7 es dos planos que se intersecan en la recta PQ = 7N7.
Sirang w = 3, el conjunto de puntos singulares de C(w) es una recta s. Como
[r/2] + s = 2, entonces C(w) estd formada por una familia de planos cuya
interseccién es s.

Para cualquier hiperplano H se tiene que H N C(w) es de rango 3, 2 6 1. El
rango es 3 cuando s  H y se tiene que H N C(w) estd formada por rectas
que pasan por el punto sNH. El rango es 2 cuando s C H y H = f(P)
con P ¢ C(w). En este caso, H N C(w) es dos planos que se intersecan en s.
Finalmente, el rango es 1 cuandos CHy H = f(P) con P € C(w), P ¢ s.
En este caso, H N C(w) = S? es un plano doble, siendo S = {P} +s.
Sirang w = 2, el conjunto de puntos singulares de C(w) es un plano S. Como
[r/2] 4+ s = 3, C(w) esta formada por dos hiperplanos cuya interseccion es S.
Para cualquier hiperplano H se tiene que H N C(w) es de rango 2, 1 6 0. El
rango es 2 cuando S € H y se tiene que HNC(w) es dos planos. El rango es
1 cuando S C H y H = f(P) con P & C(w). En este caso, H NC(w) = S?
es un plano doble. El rango es 0 cuando S € H y H = f(P) con P € C(w),
P ¢ H. En este caso, H C C(w) es uno de los dos hiperplanos que forman la
hipercuéadrica.

Si rang w = 1, el conjunto de puntos singulares de C(w) es un hiperplano S.
En este caso, [r/2] + s = 3, C(w) = §?% es un hiperplano doble.

Para cualquier hiperplano #H se tiene que H N C(w) es de rango 1 6 0. El
rango es 1 cuando S # H y se tiene que H NC(w) = (H N S)? es un plano
doble. El rango es 0 cuando & = H.
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2.3. Subespacios proyectivos tangentes a una variedad
cuadratica

En esta seccion se veran algunas propiedades de las variedades cuadraticas
en general, muchas de ellas relativas a la nocién de tangencia.

Veamos en primer lugar la incidencia de una recta y una variedad cuadrati-
ca. Dada la variedad cuadratica C(w) y la recta PQ que une los puntos P = (p)
y Q = (). La interseccién de la variedad cuadrética y la recta estard formada
por los puntos Z = (Ap+ pq) que satisfagan la ecuacién w(Ap+ pg) = 0, es decir,

N2w(p) + 20nf (7, 9) + 1Pw(@) = 0,
recordemos que (A, u) # (0,0).

a) Si w(p) # 0, entonces toda solucién (A, u) de la ecuacién verifica que p # 0.
En este caso, podemos dividir por p? y se tiene

(2)2w<m 2 (2) F5.0) + (@ = 0.

Cuyas soluciones dependen de A = (f(7,q))? — w(p)w(q). Como estamos en
espacios proyectivos complejos, solo se tendran los siguientes casos:
(i) si A #0, la variedad cuadratica y la recta tienen dos puntos comunes.
(i1) si A = 0, la variedad cuadrética y la recta tienen un tnico punto en
comun.
b) Siw(q) # 0, el proceso es andlogo usando A # 0.
¢) Siw(p) =0y w(q) =0, entonces se tiene la ecuacién 2Auf(p, §) = 0. En esta
situacién tenemos dos alternativas:
(1) Si f(p,q) #0, A+#0, entonces p =06 A = 0. Por tanto, Py Q son los
tnicos puntos de la recta r que estdn en C(w).
(#) Si f(p,q) =0, A =0, entonces cualquier (A, ) satisface la ecuacién. Por
tanto, todos los puntos de la recta r estdn en C(w), i. e., 7 C C(w).

A partir de todo lo anterior, resulta natural lo siguiente.

Definicién 2.3.1 Una recta se dice que es tangente a una variedad cuadratica, si
interseca a dicha variedad en un punto o bién la recta esta totalmente contenida
en la variedad cuadratica.

Proposicién 2.3.2 Una recta PQ es tangente a la variedad cuadrdtica C(w) st
y solo si (f(p,q))? — w(P)w(q) =0, donde P = (p) y Q = (§).

Corolario 2.3.3 Si Q es un punto singular de una variedad cuadrdtica C(w)
y P es un punto distinto de Q, entonces la recta PQ es tangente a C(w). En
particular, si P € C(w), la recta PQ estd contenida en la variedad cuadrdtica.
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Demostracion. En efecto, se tiene (f (7, 7))? —w(p)w(q) = 0. Si P € C(w) ademés
se tendrd w(p) = 0 y w(q) = 0. Ello implica PQ C C(w). O

En este punto estamos en condiciones de probar una propiedad ya utilizada
en la demostracién de la proposicién 2.1.9 (iii).

Proposicién 2.3.4 SiC(w) es una variedad cuadrdtica en el espacio proyectivo
complejo P(V) de modo que C(w) C H, donde H es un hiperplano en P(V),
entonces C(w) = H?2. Esto es, C(w) es el hiperplano H doble.

Demostracion. Se tiene que H es el hiperplano polar de algin punto Fy. Si Py
estuviese en H, para cualquier punto P ¢ H, la recta PPy seria tangente a C(w).
Por tanto, 0 = f(p,p0)? — w(P)w(po) = f(P,p0)%. Por lo que Py serfa un punto
singular, contradicciéon. Por tanto, Py ¢ H. Ahora bien, para cualquier punto
P € H, larecta PPy serfa tangente a C(w), ya que ) # PPyNC(w) C PPyNH =
{P}. De ahi que P € C(w) y C(w) = H2. O

El resultado siguiente nos dice como puede ser la insersecciéon de un subes-
pacio proyectivo con una variedad cuadrética.

Proposicién 2.3.5 Dado un subespacio proyectivo P(W) de dimensién > 1 de
P(V) y una variedad cuadrdtica C(w) en P(V), entonces C(w) N P(W) es una
variedad cuadrdtica en el espacio P(W) o P(W) C C(w).

Veamos ahora la nocién de subespacio proyectivo tangente.

Definicién 2.3.6 Se dice que el subespacio proyectivo P(W) de dimensién > 1
es tangente a la variedad cuadrética C(w), si existe un punto P € P(W) N C(w)
tal que para todo Z € P(W) — {P}, la recta PZ es tangente a C(w).

Los dos resultados siguientes caracterizan el hecho de que un subespacio
proyectivo sea tangente a una variedad cuadratica.

Proposicién 2.3.7 Dado un subespacio proyectivo P(W) de dimensién > 1.
Entonces P(W) es tangente a una variedad cuadrdtica C(w) siy solo si existe un
punto (p) = P € P(W) tal que para todo (Z) = Z € P(W), se tiene f(p,Z) = 0.
Un tal punto P se denomina punto de tangencia del subespacio proyectivo P(W).

Proposicién 2.3.8 Dado un subespacio proyectivo P(W) de dimension > 1.
Entonces P(W) es tangente a una variedad cuadrdtica C(w) siy solo si P(W)N
C(w) es una variedad cuadrdtica degenerada en el espacio P(W) o P(W) C C(w).

A continuacién, se analiza la situacién en el caso de que el subespacio
proyectivo sea un hiperplano.

Proposicién 2.3.9 Sea C(w) una variedad cuadrdtica de un espacio proyectivo
de dimension n mayor que 1, entonces:
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(i) Si C(w) es ordinaria, un hiperplano es tangente si y solo si f(P) = H y
P € H. En este caso, el rango de HNC(w) esn — 1.

(#4) Si C(w) es degenerada, un hiperplano es tangente si y solo si el hiperplano
contiene algun punto singular.

2.3.1. Variedad cuadratica tangente desde un punto a una variedad
cuadratica

En un espacio proyectivo de dimensién mayor que 1, sea una variedad
cuadrética C(w) que no sea hiperplano doble y sea P un punto no singular de
C(w). Es sabido que si consideramos el conjunto de rectas que pasen por Py
sean tangentes a C(w), dicho conjunto constituye una variedad cuadrética C(wp),
que se denomina variedad cuadrdtica tangente a C(w) desde P. Recordemos que
la forma cuadratica wp viene dada por wp(Z ) = f(p,2)? — w(ﬁ)w( Z) y que su
correspondiente forma polar es wp(Z. f) f (. pf) f(Z, f)w (P).

Si P € C(w), entonces C(wp) es un hlperplano doble coincidente con el
hiperplano polar de P. En cambio, si P ¢ C(w), entonces { P} + S son los puntos
singulares de C(wp), donde S son los puntos singulares de C(w). En este segundo
caso, el rango de wp es r — 1, coincidente con el rango de H N C(w). En efecto,
si el rango de wp es rq, se tienen =r; +s+1=r+s. Por loque r; =r — 1.

2.3.2. Proyectividad inducida por una variedad cuadratica en una
recta no tangente

Sea r una recta de P(V') no tangente a la variedad cuadrética C(w). Dicha
recta no puede contener un punto singular, pues en tal caso verificaria la condi-
cién de tangencia. Por tanto, r C P(V) — P(ker f) donde f es la aplicacién de
polaridad de w. Si Z € r, entonces tiene sentido considerar su hiperplano polar
f( ). Ademas, r Z f(Z ) Pues, en caso contrarlo para todo T € r, se tendria

(z,t) = 0. Por consiguiente, f(Z1)? — w( f) = 0, resultando r tangente,
Contrad1c01on Del hecho r f( ), se tiene que rn f( ) es un punto.

Proposicién 2.3.10 Dada una variedad cuadratica C(w) y una recta r no tan-
gente a ella. La aplicacion ¢ : r — r dada por ¢o(Z) = rN f(Z), donde f es
la polaridad de C(w), es una proyectividad biyectiva, denominada proyectividad
inducida por C(w) en r. Los puntos dobles de ¢ son r N C(w) = {dos puntos}.

Proposicion 2.3.11 La proyectividad ¢ inducida por una variedad cuadrdtica
sobre una recta r no tangente es una involucién, p? = 1. Ademds, si r N C(w) =
{A,B}y yo(Z)=2", con Z #+ Z', entonces (ABZZ') = —1.
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Variedades Cuadraticas Complejas: estudio afin

Abordaremos ahora el estudio afin de la variedades cuadraticas. Para ello,
supondremos siempre que estamos trabajando con referencias proyectivas aso-
ciadas a referencias afines en la forma que hemos indicado en la seccién 1.1.2.

3.1. Estudio afin las variedades cuadraticas complejas

En el espacio proyectivo complejo n-dimensional P (V) consideramos el
hiperplano He, = P(W) y damos a E = P(V) — Ho una estructura de espacio
afin utilizando una forma lineal h definida sobre V tal que ker h = W.

Si R, = {0;é1,...,€,} es una referencia afin de E, entonces R, =
{O={(€),(€1),...,(€n);U={(E+ -+ ¢€,)}, donde h(€y) = 1, es una refe-
rencia proyectiva de P(V') asociada a dicha referencia affn. Otro modo de expre-
sar el punto unidad es U = O (€1 + - -+ + €,). A Hoo se le denomina hiperplano
impropio o del infinito. Una ecuacién de H, con respecto a Ry, es zg = 0. Una
referencia proyectiva de Hoo €8 Roo = {{€1), ..., (€n); (€1 + -+ €}

A continuacion, consideraremos variedades cuadraticas en el espacio afin
E. Dada una variedad cuadratica C(w), si Heo Z C(w), entonces Coo = C(wjw) =
Hoo NC(w) serd su variedad cuadrdtica en el infinito. Supongamos que A es una
matriz asociada a C(w) con respecto a la referencia R,. Si denotamos por ao
al menor complementario del elemento 00 de A y Ago es el adjunto de dicho
elemento, entonces agp es una matriz asociada a Cs, con respecto a Ro,. Nétese
que Hoo € C(w) siy solo si agp es la matriz cero.

Definicién 3.1.1 Dada una variedad cuadrética C(w) definida en un espacio
afin £ de dimensién n > 1, diremos que es:

(i) de tipo parabdlico, si Heo C C(w) 0, cuando Hoo € C(w), Coo es degenerada.
Esto es, cuando H es tangente a C(w).

(ii) de tipo hiperbdlico, cuando Heo € C(w) y Coo es ordinaria. Esto es, cuando
Heo 1o es tangente a C(w).

En lo sucesivo denotaremos r = rangw, 7o = rangw|y 0, equivalente-
mente, r = rang A, 7o, = rang aqp-

Para clasificar las variedades cuadraticas desde el punto de vista afin, se
parte de la clasificaciéon desde el punto vista proyectivo. En dicha clasificacién,
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considerando los posibles valores para el rango r de w, se obtienen los distin-
tos tipos proyectivos de variedades cuadraticas. La clasificacion afin se puede
considerar como una especializacién de la clasificacién proyectiva. A partir de
un determinado tipo proyectivo 7, se consideran las distintas posibilidades para
Too. Usando la proposicién 2.1.12 y el corolario 2.1.10, se obtienen que dichas
posibilidades son a lo sumo 7, r — 1 o r — 2. Atendiendo a esto se obtendra la
clasificacién afin de las variedades cuadraticas en el espacio afin de dimensién n.
Por su interés, escribiremos con detalle dicha clasificacién afin paran = 1,2, 3, 4.
Todo ello se mostrara en las correspondientes tablas, donde también incluiremos
informacion sobre algunas de las propiedades afines de las variables cuadraticas.
Para obtener dicha informacién, se usaran las proposiciones 3.2.2, 3.2.12 y 3.2.7.
El estudio de dichas propiedades se realizara en la siguiente seccién.

3.2. Elementos afines relativos a variedades cuadraticas

Centro de una variedad cuadrdtica:

Definicién 3.2.1 Se llama centro de una variedad cuadrética a un polo del
hiperplano del infinito, en caso de que exista y sea propio.

A continuacién vemos algunas condiciones necesarias y suficientes para
que una variedad cuadratica tenga centro.

Proposicién 3.2.2 Sean el hiperplano impropio Hoo = P(W), una variedad
cuadrdtica C(w), la aplicacion lineal de polaridad f, la restriccion wyy de w res-

tringida a W y su aplicacion lineal de polaridad ﬁw. Entonces son equivalentes:

(i) C(w) tiene centro.
(ii) P(ker f) = P(ker fijw).
(iii) rang(wyw) = rang(w) — 1.

Demostracion. La equivalencia entre (i), (ii) y (iii) es una mera consecuencia de
la proposicién 2.1.12(ii)(a). O

Seguidamente se ven otras nociones relacionadas con el concepto de centro.

Definicién 3.2.3 Dada una variedad cuadratica C(w) con centro. Se llama va-
riedad cuadrdtica asintética de C(w), a la variedad cuadrética tangente a la
variedad cuadratica desde un centro.

Si C(w) es ordinaria, entonces el centro C es el inico punto singular de la
variedad cuadratica asintética C(we). El rango de we es n.

Definicién 3.2.4 Dada una variedad cuadratica C(w) con centro. Un didmetro
de C(w), es toda recta que contiene un centro y solo uno.
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La nocién de centro de una variedad cuadrética se justifica seguidamente.

Proposicién 3.2.5 Sea C un centro de una variedad cuadrdtica C(w). Si d es
un didmetro secante por C, entonces C' es el punto medio de {P,Q} = C(w)Nd.

Demostracion. Si Dy, es el punto del infinito del didmetro d, por la proposiciéon
2.3.11, (CPQ) = (PQCDy,) = —1. Por lo que C es el punto medio de PQ. O

Asintotas:

Definicién 3.2.6 Se dice que una recta propia r es asintota de una variedad
cuadrética C(w), si es tangente a C(w) y hay un punto no singular P, = (p) de
rNC(w) contenido en el hiperplano impropio H... Nétese que para todo Z = (2)
de una asintota r se tiene f(p,2) = 0. Esto es, Py es un punto de tangencia no
singular de r.

El siguiente resultado nos dice cuando una variedad cuadrética tiene asintotas.

Proposicién 3.2.7 Dada una variedad cuadrdtica C(w) en un espacio afin E
de dimension n. Si el rango de wy es 7o, donde W es el espacio vectorial
direccion de E, entonces son equivalentes:

(1) C(w) tiene asintotas.
(i1) Hoo NC(w) = C(wjw) es una variedad cuadrdtica que tiene algin punto no
singular. Esto es, wjw # 0 y C(wjw) no es un hiperplano doble en Hoo.
(i) Too > 1.
(iv) C(w) es de tipo hiperbélico o de tipo parabdlico con Hoo € C(w) y Coo mo es
un hiperplano doble de Ho.

Demostracion. Supongamos que C(w) tiene asintotas. Entonces C(wjy) tiene
algin punto P, en el infinito no singular determinado por la direccién de una
asintota r. Si P, fuese punto singular de C(w) en Hoo, serfa conjugado a todos
los puntos impropios y ya se tiene que P,, es conjugado a todos los puntos de
r, por su condicién de tangente. Por tanto, P., serfa punto singular de C(w),
contradiccién. Lo que implica (i).

Veamos (i7) implica (7). Si la variedad cuadrética C(wjw) en Hoo contiene
algin punto P no singular, entonces serd también punto no singular de C(w).
Esto implica que el hiperplano polar H de P, es propio (distinto de H). Una
asintota se obtiene tomando una recta propia r contenida en H con direccién
Ps.

La equivalencia entre (ii) y (#i7) es inmediata. Lo mismo que entre (7ii) y
(iv).

O

Corolario 3.2.8 En un espacio afin complejo E de dimension n, si una varie-
dad cuadrdtica C(w) de rango T no tiene asintotas, entonces se da uno de los
siguientes casos:
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(1) n=1. Es decir, E es la recta afin compleja.

(i1) r =1. Es decir, C(w) es un hiperplano doble.

(731) C(w) es dos hiperplanos propios paralelos o el producto del hiperplano im-
propio por un hiperplano propio.

(iv) Cuando r = 3 yn = 2, C(w) es una cdnica compleja ordinaria de tipo
parabdlico. Diremos que C(w) es una pardbola compleja.

(v) Cuando r =3 yn > 2, el hiperplano impropio tiene polos y son impropios.
En particular, si C(w) es una cuddrica, n = 3, entonces hay un dnico punto
singular que es impropio y cualquier polo del plano impropio es impropio. En
tal situacion particular, diremos que C(w) es un cilindro complejo parabdlico.

Observacion 3.2.9 Sea una variedad cuadrética con centros y asintotas. Una
asintota se obtiene considerando una recta r que pase por un centro C' y por
un punto no singular Py, de Coo. Dicha r es tal que rNC(w) = {Px} y estd
contenida en la variedad cuadratica asintética C(wc). Nétese que estas asinto-
tas son también didmetros, por lo que se denominan didmetros asintdticos. Los
didmetros asintéticos que pasan por el mismo centro C junto con el conjunto
{C} + 8, formado por los centros y los puntos singulares, constituyen C(w¢).
Por otro lado, sea una variedad cuadratica con asintotas y algin punto
singular propio ). Una asintota se obtiene considerando una recta r que pase
por @ y por un punto no singular P, de C. Dicha recta es tal que r C C(w).

Ecuacion diagonal afin de una variedad cuadrdtica: Veamos cuando una variedad
cuadratica afin se expresa por una ecuacién que Unicamente tenga términos
cuadraticos.

Definicién 3.2.10 Una referencia afin {O;é1,. .., &,} se dice que es autoconju-
gada con respecto a una variedad cuadratica, si los puntos basicos de la referencia
proyectiva asociada {O, (€1), ..., (€,); O * (€1 + -+ -+ €,)} son conjugados dos a
dos.

Proposicién 3.2.11 Una referencia afin R, = {O;é1,...,e,} se dice que es

autoconjugada con respecto a una variedad cuadrdtica C(w) si y solo si la ecua-
cion, denominada diagonal afin, de C(w) con respecto a R, toma la forma

ap + art? + -+ apt? =0,
donde (t1,...,t,) denotan las coordenadas afines de un punto.

Proposicién 3.2.12 Sea C(w) una variedad cuadrdtica. Una referencia afin
{0;¢é1,...,eu} es autoconjugada con respecto C(w) si y solo si O es un cen-
tro o un punto singular propio y {€1,...,€,} son direcciones conjugadas dos a
dos. Ademds, en dicho caso, la ecuacion diagonal afin correspondiente,
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ap + a1t + agts + -+ a,t? =0,

es tal que ap = w(c), donde (&) =0 y (C+e& 1+ ---+¢&,) =0 (E1+---+&p).
Se tiene que ag # 0 cuando O es centro y ag = 0 cuando O es punto singular
propio.

3.3. Clasificacién afin las variedades cuadraticas
complejas

Siguiendo las lineas indicadas en la seccién 3.1 y considerando los resulta-
dos de la seccién 3.2, procederemos a clasificar las variedades cuadraticas desde
el punto de vista afin.

Clasificacion afin de las variedades cuadrdticas complejas en dimension 1. Desde
el punto de vista afin se tienen los siguientes casos:

1) Sirangw = 2, se tienen dos posibilidades:
a) Sire = 1, Py & C(w). Por tanto, C(w) es dos puntos propios. Tiene
centro, el punto medio de los dos puntos, y tiene ecuacién diagonal afin.
b) Sire =0, Py € C(w). Por lo que C(w) es el punto impropio y un punto
propio. No tiene centro, ni ecuacion diagonal afin.
i1) Sirangw = 1, se diferencian dos posibilidades:
a) Sire =1, Py & C(w). Por tanto, C(w) es un punto propio doble. No
tiene centro, pero si tiene ecuacién diagonal afin.
b) Sire =0, Py € C(w). Por tanto, C(w) es el punto impropio doble. Tiene
centro y ecuacién diagonal afin.

Recordamos que en dimension 1 las variedades cuadraticas no tienen asintotas.

nombre T reo centro asintotas ec. diag. [%] + s
afin

dos puntos propios 21 si no si 0

el punto impropio y un punto propio 2 0 no no no 0

un punto propio doble 1 1 no no st 0

el punto impropio doble 10 si no si 0

Tabla 3.1. Clasificacién afin de las variedades cuadréaticas complejas en dimensién 1.

Clasificacion afin de las conicas complejas. Sea ro, la recta del infinito y r una
recta propia, desde el punto de vista afin se tienen los siguientes casos:

1) Sirangw = 3, se tienen las siguientes posibilidades:
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Siree = 2, Coo es dos puntos. Diremos que C(w) es una hipérbola comple-
ja. Tiene centro, asintotas y ecuacién diagonal afin. Su variedad cuadrati-
ca asintdtica estd formada por dos didmetros asintéticos.

Se tiene que r es secante o tangente. En el primer caso, rNC(w) puede ser
dos puntos propios o un punto propio por un punto impropio. En esta
iltima situacién la recta secante es paralela a una de las dos asintotas.
Si r es tangente, entonces r N C(w) es un Unico punto, que serd propio o
impropio. Si se da esta segunda posibilidad, la recta tangente coincide
con una de las asintotas.

Si roo = 1, Co es un punto doble. Diremos que C(w) es una pardbola
compleja. No tiene centro, ni asintotas ni ecuacién diagonal afin.

Se tiene que r es secante o tangente. Cuando sea secante r N C(w) es dos
puntos propios o un punto propio y el punto impropio. En este segundo
caso la recta r tiene la direccién de la pardbola. Si r es tangente entonces
rNC(w) es un punto que necesariamente debe ser propio.

(#i) Sirangw = 2, entonces la cénica tiene un dnico punto singular Q. Los tipos
posibles son:

a)

Sire = 2, Q ¢ reo. Por tanto, la cénica es el producto de dos rectas
propias no paralelas. Su interseccién es el punto singular ). No tiene
centro, pero tiene asintotas y ecuacién diagonal afin.

Se tiene que r es secante o es tangente. Si es secante, entonces r N C(w)
es dos puntos propios o un punto propio y un punto impropio. En esta
segunda situacién, r es paralela a una de las dos rectas que forma C(w).
Si es tangente, entonces rNC(w) = Q o r C C(w) es una de las dos rectas
que la forman.

Sire =1, Q € ro € C(w). La cénica es dos rectas propias paralelas
segun la direccién de Q). Tiene centro, no tiene asintotas y tiene ecuacién
diagonal afin.

Se tiene que r es secante o es tangente. Si es secante, r N C(w) es dos
puntos propios. Si es tangente, r C C(w) o rNC(w) = Q. Por lo que r
serfa paralela a las dos rectas que forman C(w), siendo coincidente con
una de ellas cuando r C C(w).

Sire =0, reo € C(w). La cénica es el producto de la recta impropia por
una recta propia. No tiene centro, ni asintotas, ni ecuacién diagonal afin.
Se tiene que r es secante o es tangente. Si es secante, r N C(w) es un
punto propio y un punto impropio no singular. Si es tangente, r C C(w)
orNC(w) = Q. Por lo que r serfa paralela a la recta propia de C(w),
siendo coincidente con ella cuando r C C(w).

14t) Sirangw = 1, hay dos posibilidades:

a)

Si reo = 1, C(w) = s* es una recta propia doble. No tiene centro, ni
asintotas, pero tiene ecuacién diagonal afin.
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Se tiene que r es tangente a C(w). Por tanto, rNC(w) =rNs = Q un
punto propio o rNC(w) = Qo (r es paralela as) or =s.

b) Sire =0, la cénica es la recta impropia doble. Tiene centro y ecuacién
diagonal afin, pero no tiene asintotas.
Si r es una recta propia r N C(w) = Qs la direccién de r.
nombre T reo centro asintotas ec. diag. [%] + s
afin
hipérbola compleja 3 2 si si si 0
parabola compleja 31 no no no 0
dos rectas propias no paralelas 2 2 no si si 1
dos rectas propias paralelas 21 si no si 1
recta impropia por una recta propia 2 0 no no no 1
recta propia doble 1 1 no no si 1
recta impropia doble 10 si no st 1

Tabla 3.2. Clasificacién afin de las cénicas complejas.

Clasificacion afin de las cuddricas complejas. A lo largo de la exposicién que
sigue, Ty denotard el plano impropio y 7 serd un plano propio. Desde el punto
de vista afin, se tienen las siguientes posibilidades:

i) Sirangw = 4, las alternativas son las que siguen:

a)

Si roo = 3, Coo es ordinaria y diremos que C(w) es un hiperboloide com-
plejo. Tiene centro, asintotas (hay didmetros asintéticos y asintotas con-
tenidas en C(w)) y tiene ecuacién diagonal afin.

El rango de m N C(w) podra ser 3 6 2. Si es 3, moo N NC(w) es de rango
2 6 1, por lo que 7 N C(w) serd un hipérbola compleja o una pardbola
compleja. Si es 2, entonces el rango de T, NTNC(w) es 2 6 1. Por tanto,
mNC(w) es dos rectas propias no paralelas o dos rectas propias paralelas.
Si roo = 2, Coo es degenerada. Diremos que C(w) es un paraboloide com-
plejo. No tiene centro, ni ecuacion diagonal afin, pero tiene asintotas.
El rango de m N C(w) podrd ser 3 6 2. Si es 3, moo N7 NC(w) es de rango
2 6 1, por lo que 7 N C(w) serd un hipérbola compleja o una pardbola
compleja. Si es 2, entonces 7 es tangente a C(w) ¥y oo N7 N C(w) es de
rango 2, 1 6 0. En el primer caso, es dos rectas propias que se cortan,
en el segundo caso, es dos rectas propias paralelas y, en el tercero, es el
producto de una recta propia por la recta impropia 7 N Te.

i1) Sirangw = 3, la cuddrica tiene un solo punto singular Q). Desde el punto de
vista afin se pueden dar las posibilidades:

a)

Si T = 3, Q € Too. Diremos que C(w) es un cono complejo. No tiene
centro, tiene asintotas contenidas en C(w) y ecuacién diagonal afin.
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El rango de 1NC(w) podréd ser 3,2 6 1. Sies 3, moo NTNC(w) es de rango
2 6 1. De estas dos posibilidades resulta que m N C(w) serd un hipérbola
compleja o una pardbola compleja, respectivamente. Si es 2, entonces
TooNTNC(w) es necesariamente de rango 2 6 1. De ahi que sea dos rectas
propias no paralelas o dos rectas propias paralelas. Finalmente, si es 1,
7 N C(w) necesariamente es una recta propia doble.

Observacion 3.3.1 Apolonio fue el primero en basar el estudio sis-
temdtico de las cénicas (reales) en secciones de un mismo cono circular,
recto u oblicuo [6, Cap. 4, Vol. I]. De ahi viene el nombre de cénica.
Obsérvese que en el parrafo anterior, hemos obtenido todas las cénicas
complejas como distintas secciones de un mismo cono complejo, lo que
resulta en concordancia con lo obtenido por Apolonio.

b) Sire =2, Q € Teo. Diremos que C(w) es un cilindro hiperbdlico complejo.
Tiene centro, asintotas (didmetros asintéticos) y ecuacién diagonal afin.
El rango de m# N C(w) podra ser 3, 2 6 1. Si es 3, meo N TN C(w) es de
rango 2 6 1. De esto resulta que 7 N C(w) serd un hipérbola compleja o
una parabola compleja, respectivamente. Si es 2, entonces T, N7 N C(w)
es de rango 2, 1 6 0 resultando dos rectas propias no paralelas, dos rectas
propias paralelas o el producto de una recta propia por la recta impropia
T N Teo. Finalmente, si es 1, entonces el rango de moo NTNC(w) es 1 6 0,
resultando una recta propia doble o la recta impropia doble (7 N 7 )2

¢) Sire =1,Q € ms. Diremos que C(w) es un cilindro parabdlico complejo.
No tiene centro, ni asintotas, ni ecuacién diagonal afin.
El rango de 7NC(w) podra ser 3,2 6 1. Sies 3, el rango de (Moo N7) N (7o N
C(w)) es 1 6 0y, por otro lado, el rango de (oo NT) N (TNC(w)) es 3,26
1. Por lo que necesariamente el rango de moo N NC(w) es 1 (este tipo de
argumento se usard més adelante sin mencionarlo explicitamente). Por lo
que 7 NC(w) es una parabola compleja. Si es 2, entonces moo NTNC(w) es
necesariamente de rango 1 6 0. Por tanto, se trata de dos rectas propias
paralelas o el producto de una recta propia por la recta impropia N7,
respectivamente. Finalmente, si es 1, entonces el rango de mo, N7 NC(w)
es 1 6 0. De ahi que resulte una recta propia doble o la recta impropia
doble (7 N 7).

i4i) Si rangw = 2, entonces C(w) es dos planos que se cortan en la recta de

puntos singulares s. Se pueden dar las posibilidades:

a) SiTe = 2,5 € Teo. Por lo que C(w) es dos planos propios no paralelos.
No tiene centro, pero si tiene asintotas y ecuacién diagonal afin.
El rango de 7NC(w) podra ser 2, 1 6 0. Si es 2, el rango de o NTNC(w)
es 2,16 0. Por tanto, mNC(w) es o dos rectas propias no paralelas, o dos
rectas propias paralelas o el producto de una recta propia por la recta
impropia ™ N 7. Si es 1, entonces s C 7w y 7 es un tercer plano propio
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que contiene a s y no coincidente con los que forman C(w). Finalmente,
si es 0, entonces 7 es uno de los dos planos que constituyen C(w).

Sire =1,5C ms. Por lo que C(w) es dos planos paralelos. Tiene centro
y ecuacién diagonal afin, pero no tiene asintotas.

El rango de 7NC(w) podrd ser 2,1 6 0. Si es 2, el rango de mooNTNC(w) es
160y mNC(w) es dos rectas propias paralelas o el producto de una recta
propia por la recta impropia 7., N7. Sies 1, el rango de moo NTNC(w) es
1 6 0. Por lo que 7 es un plano propio paralelo a los planos que forman
C(w) o 7 es el plano impropio. Finalmente, si es 0, 7 es uno de los dos
planos que constituyen C(w).

SiTe =0, Too € C(w) y C(w) es el producto del plano impropio por un
plano propio. No tiene centro, ni asintotas, ni ecuacién diagonal afin.
El rango de 7NC(w) podrd ser 2, 1 6 0. Si es 2, el rango de mo NTNC(w)
es 0 y mNC(w) es una recta propia por una recta impropia. Sies 1, 7 es un
plano paralelo y distinto al plano propio que forma C(w) y 71NC(w) = s2.
Finalmente, si es 0, 7 es el plano propio que constituye C(w).

iv) Sirangw = 1, C(w) = S? es un plano doble de puntos singulares S. Se tienen
dos posibilidades:

a)

Siree =1, Moo € C(w). Por lo que C(w) es un plano propio doble. No
tiene centro, ni asintotas, pero tiene ecuacién diagonal afin.

El rango de 7 N C(w) podrd ser 1 6 0. Si es 1, el rango de e N7 NC(w)
es 1 6 0y mNC(w) es una recta propia doble o una recta impropia doble,
respectivamente. Sies 0, 7 = S.

b) Sire =0, Teo C C(w). Por lo que C(w) es el plano impropio doble. Tiene

centro y ecuacion diagonal afin, pero no tiene asintotas.

La interseccién w N C(w) siempre es una recta impropia doble.
nombre T reo centro asintotas ec. diag. [%] + s

afin

hiperboloide complejo 4 3 si si si 1
paraboloide complejo 4 2 no st no 1
cono complejo 33 no st st 1
cilindro hiperbélico complejo 3 2 si si si 1
cilindro parabdlico complejo 31 no no no 1
dos planos propios no paralelos 2 2 no si si 2
dos planos propios paralelos 21 si no si 2
plano impropio por un plano propio 2 0  no no no 2
plano propio doble 11 no no si 2
plano impropio doble 10 si no si 2

Tabla 3.3. Clasificacién afin de las cuddricas.
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Clasificacion afin de las hipercuddricas complejas en dimension 4. A lo largo
de la exposicién que sigue Ho, denotard el hiperplano impropio y H serd un
hiperplano propio. Se tienen los siguientes casos:

i) Sirang w = 5, se dan las siguientes alternativas:

a)

Si 7o = 4, diremos que C(w) es un hiperhiperboloide complejo. Tiene
centro, asintotas y ecuacién diagonal afin.

El rango de HNC(w) podra ser 4 6 3. Sies 4, Hoo NHNC(w) es de rango 3
6 2. Por lo que HNC(w) serd un hiperboloide complejo o un paraboloide
complejo, respectivamente. Si es 3, Hoo N H N C(w) es de rango 3 6 2,
resultando un cono complejo o un cilindro hiperbdlico complejo.

Si 7o = 3, diremos que C(w) es un hiperparaboloide complejo. No tiene
centro, ni ecuacién diagonal afin, pero si tiene asintotas.

El rango de H N C(w) podrd ser 4 6 3. Si es 4, Hoo N HNC(w) es de
rango 3 6 2. Por lo que H N C(w) serd un hiperboloide complejo o un
paraboloide complejo, respectivamente. Si es 3, entonces Ho, NHNC(w)
es de rango 3, 2 6 1. De lo que resulta un cono complejo, un cilindro
hiperbdlico complejo o un cilindro parabdlico complejo.

i1) Si rangw = 4, entonces la hipercuddrica tiene un dnico punto singular @ y
se tienen las siguientes posibilidades:

a)

Si roo = 4, diremos que C(w) es un hipercono complejo. No tiene centro,
pero si tiene asintotas y ecuacién diagonal afin.

El rango de H N C(w) podra ser 4, 3 6 2. Sies 4, Hoo NH N C(w) es de
rango 3 6 2. Por lo que H N C(w) serd un hiperboloide complejo o un
paraboloide complejo, respectivamente. Si es 3, Hoo N H N C(w) es de
rango 3 6 2. De lo que resulta un cono complejo o un cilindro hiperbdlico
complejo. Si es 2, Ho, NHNC(w) es necesariamente de rango 2 y se tiene
que H N C(w) es dos planos propios no paralelos.

Si reo = 3, diremos que C(w) es un hipercilindro hiperbdlico complejo.
Tiene centro, asintotas y ecuacién diagonal afin.

El rango de HNC(w) podréa ser 4, 3 6 2. Sies 4, Hoo NHNC(w) es de rango
36 2. Por lo que HNC(w) serd un hiperboloide complejo o un paraboloide
complejo, respectivamente. Si es 3, entonces Ho, NH N C(w) es de rango
3, 2 6 1. De lo que resulta un cono complejo, un cilindro hiperbdlico
complejo o un cilindro parabdlico complejo. Si es 2, Hoo NH NC(w) es
de rango 2 ¢ 1, resultando H N C(w) dos planos propios no paralelos o
dos planos propios paralelos.

Si roo = 2, diremos que C(w) es un hipercilindro parabdlico complejo. No
tiene centro, ni ecuacion diagonal afin, pero si tiene asintotas.

El rango de H N C(w) podrd ser 4, 3 6 2. Si es 4, Hoo NH NC(w) es
necesariamente de rango 2. Por lo que H N C(w) serd un paraboloide
complejo. Sies 3, Hoo NHNC(w) es de rango 2 6 1, resultando un cilindro
hiperbdlico complejo o un cilindro parabdlico complejo, respectivamente.
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Sies 2, Hoo NHNC(w) es de rango 2, 1 6 0 y resulta que HNC(w) es dos
planos propios no paralelos, dos planos propios paralelos o el producto
de un plano propio por el plano impropio H N Hse-

141) Sirang w = 3, los puntos singulares constituyen una recta s y se tienen tres
alternativas:

a)

Si reo = 3, diremos que C(w) es un conoide complejo. No tiene centro,
pero si tiene asintotas y ecuacién diagonal afin.

El rango de H N C(w) podrd ser 3,2 6 1. Sies 3, Hoo NHNC(w) es de
rango 3, 2 6 1. Por lo que H N C(w) serd un cono complejo, un cilindro
hiperbdlico o un cilindro parabdlico. Si es 2, Hoo NHNC(w) es de rango 2
6 1y resulta que HNC(w) es dos planos propios no paralelos o dos planos
propios paralelos. Si es 1, entonces Ho, NH NC(w) es necesariamente de
rango 1. En este caso, H N C(w) es un plano propio doble.

Sire = 2, diremos que C(w) es un cilindroide hiperbdlico complejo. Tiene
centro, asintotas y ecuacién diagonal afin.

El rango de H N C(w) podra ser 3, 2 6 1. Si es 3, Hoo NH N C(w) es de
rango 2 6 1. Por lo que H N C(w) serd cilindro hiperbélico o un cilindro
parabdlico, respectivamente. Si es 2, entonces el rango de Hoo "HNC(w)
es 1 6 0. Por lo que H N C(w) serd dos planos propios paralelos o el
producto de un plano propio por el plano impropio Ho, N H. Si es 1,
entonces Hoo NHNC(w) es de rango 1 6 0. Esto es, HNC(w) es un plano
propio doble o el plano impropio doble (Ho, NH)2.

Si 7o = 1, diremos que C(w) es un cilindroide parabdlico complejo. No
tiene centro, ni asintotas, ni ecuacién diagonal afin.

El rango de HNC(w) podra ser 3,2 6 1. Sies 3, Hoo NHNC(w) es nece-
sariamente de rango 1. Por lo que H N C(w) serd un cilindro parabdlico.
Sies 2, Hoo NHNC(w) es de rango 1 6 0. De lo que resulta dos planos
propios paralelos o el producto de un plano propio por el plano impropio
Hoo NH, respectivamente. Sies 1, Hoo NH N C(w) es de rango 1 6 0. De
ello resulta que H N C(w) es un plano propio doble con direccién s C 7o,
o el plano impropio doble (Ho NH)?.

1) Sirangw = 2, los puntos singulares constituyen un plano S y se tienen tres
posibilidades:

a)

Sire =2, C(w) es dos hiperplanos propios no paralelos. No tiene centro,
pero si asintotas y ecuacion diagonal afin.

El rango de H N C(w) podrd ser 2, 1 6 0. Sies 2, Hoo NHNC(w) es de
rango 2, 1 6 0. Por lo que H NC(w) serd dos planos propios no paralelos,
dos planos propios paralelos o el producto de un plano propio por el
plano impropio H, N H, respectivamente. Si es 1, entonces el rango de
Hoo NHNC(w) es 1 6 0. Por lo que H NC(w) sera un plano propio doble
o el plano impropio doble (Ho NH)?. Si es 0, entonces H C C(w) es uno
de los dos hiperplanos que forman la hipercuddrica.
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b) Si roo = 1, C(w) es dos hiperplanos propios paralelos. Tiene centro y
ecuacion diagonal afin, pero no tiene asintotas .
El rango de HNC(w) podra ser 2,1 6 0. Si es 2, Hoo N"HNC(w) es de rango
16 0. Por lo que HNC(w) serd dos planos propios paralelos o el producto
de un plano propio por el plano impropio Ho, N H, respectivamente. Si
es 1, el rango de Hoo NHNC(w) es necesariamente 0. Por lo que HNC(w)
serd el plano impropio doble (Hoo NH)? . Sies 0, H C C(w) es uno de
los dos hiperplanos que forman la hipercuadrica.
¢) Sire =0, C(w) es el producto del hiperplano impropio por un hiperplano
propio. No tiene centro, ni asintotas, ni ecuacién diagonal afin.
El rango de H N C(w) podrd ser 2, 1 6 0 y se tendra, respectivamente,
que es el producto de un plano propio por el plano impropio H N H O
el plano impropio doble (% N Hy)? 0 H C C(w) es el hiperplano propio
que forma la hipercuadrica.
v) Sirangw = 1, se trata de un hiperplano doble de puntos singulares. En este
caso hay dos posibilidades:
a) Sire =1, C(w) es un hiperplano propio doble. No tiene centro, ni asinto-
tas, pero si ecuacién diagonal afin.
El rango de H N C(w) podrd ser 1 6 0. Si es 1, Hoo N H N C(w) es de
rango 1 6 0. Por lo que H N C(w) serd un plano propio doble o el plano
impropio doble (Ho, NH)?, respectivamente. Si es 0, entonces H C C(w)
es el hiperplano que forma la hipercuadrica.
b) Sirs =0, C(w) es el hiperplano impropio doble. Tiene centro y ecuacién
diagonal afin, pero no tiene asintotas.
Al ser H propio necesariamente el rango de HNC(w) es 1 y se tiene que
H N C(w) es el plano impropio doble (Ho, N H)2.

3.4. Algunas variedades cuadraticas tangentes

Para conocer aiin mejor la naturaleza geométrica de las distintas varieda-
des cuadraticas que surgen en las clasificaciones anteriormente expuestas, proce-
demos a describir la variedad cuadritica tangente C(wp) a una variedad cuadrati-
ca C(w) desde un punto P.

Por razones de espacio y no ser demasiado reiterativos, no haremos una
exposicién exhaustiva para todos los tipos de variedades cuadraticas que sur-
gen en las clasificaciones descritas en la seccién anterior. Unicamente veremos
variedades cuadraticas tangentes para ciertas variedades cuadraticas que consi-
deramos representativas y cuyo estudio resulte ilustrativo. A partir de ellas, el
lector podréa describir la situacién para otra variedad cuadratica cualquiera.
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nombre T oo centro asintotas ec. diag. [g] + s
afin
hiperhiperboloide complejo 54 s st st 1
hiperparaboloide complejo 5 3 no st no 1
hipercono complejo 4 4 no si si 2
hipercilindro hiperbélico complejo 4 3 i st st 2
hipercilindro parabdlico complejo 4 2 no si no 2
conoide complejos 3 3 no si st 2
cilindroide hiperbdlico complejo 3 2 si si si 2
cilindroide parabdlico complejo 31 no no no 2
dos hiperplanos propios no paralelos 2 2 no st si 3
dos hiperplanos propios paralelos 21 si no si 3
hiperplano impropio por un hiperplano propio 2 0  no no no 3
hiperplano propio doble 11 no no si 3
hiperplano impropio doble 10 si no si 3

Tabla 3.4. Clasificacién afin de las hipercuadricas en dimension 4.

1.- Sea C(w) una hipérbola compleja, P un punto no perteneciente a C(w) y
r= f(P) su recta polar. Se tiene que el rango de la cénica tangente C(wp) es
igual al de rNC(w), que es 2. Por tanto, C(wp) es el producto de dos rectas.

Si P es propio, se observa que el conjunto de los puntos singulares de
C(wp) es {P} Z rs. Por lo que el rango de roo N C(wp) es 2. De ahi que C(wp)
es el producto de dos rectas propias cuya interseccién es P. En el caso de que P
sea el centro de C(w), C(wp) es la cénica asintdtica de la hipérbola compleja.

Si P es impropio, se tiene que el rango de roo NC(wp) es 1 6 0. Si fuese 0,
entonces ro, C C(wp). Por tanto, ro serfa tangente a C(w). Contradiccién, pues
reo €s secante. Al ser el rango de roo N C(w) igual a 1, se tiene que C(wp) es el
producto de dos rectas propias paralelas con direcciéon P.

2.- Sea C(w) un hiperboloide complejo, P un punto cualquiera no perteneciente

a C(w) y f(P) = m su plano polar. Se tiene que el rango de la cuddrica tangente
C(wp) es igual al de 7 N C(w), que es 3.

Si P es propio, como el conjunto de los puntos singulares de C(wp) es
{P} € T, €l rango de moo NC(wp) es 3. De ahi que C(wp) es un cono complejo
cuyo vértice es P. En el caso de que P sea el centro de C(w), C(wp) es la cuddrica
asintética del hiperboloide complejo.

Si P es impropio, al ser mo, NC(wp) la cénica tangente desde P (en 7o) a
Coo = oo NC(w), €l rango de 7o, N C(wp) es 2. Por lo que C(wp) es un cilindro
hiperbdlico.
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3.- Sea C(w) un paraboloide complejo, P un punto no perteneciente a C(w) y
f(P) = 7 su plano polar. Se tiene que el rango de la cuddrica tangente C(wp) es
igual al de 7 N C(w), que es 3.

Si P es propio, como el conjunto de los puntos singulares de C(wp) es
{P} € 7o, €l rango de mo, NC(wp) es 3. De ahi que C(wp) es un cono complejo
cuyo vértice es P.

Si P es impropio, al ser mo, NC(wp) la conica tangente desde P (en my) a
Coo = TooNC(w), que recordamos su rango es 2. Por tanto, el rango de mooNC(wp)
es 1y C(wp) es un cilindro parabdlico.

4.- Sea C(w) un hiperhiperboloide complejo, P un punto no perteneciente a C(w)
y f(P) = H su hiperplano polar. Se tiene que el rango de la hipercuddrica
tangente C(wp) es igual al de H N C(w), que es 4.

Si P es propio, como el conjunto de los puntos singulares de C(wp) es
{P} € Hw, €l rango de Hoo N C(wp) es 4. De ahi que C(wp) es un hipercono
complejo cuyo vértice es P. En el caso de que P sea el centro de C(w), C(wp) es
la hipercuddrica asintética del hiperhiperboloide complejo.

Si P es impropio, al ser Ho, N C(wp) la hipercuadrica tangente desde P
(en Hoo) a Coo = Hoo NC(w), €l rango de Hoo NC(wp) es 3. Por lo que C(wp) es
un hipercilindro hiperbdlico.

5.- Sea C(w) un hipercilindro parabdlico complejo cuyo tinico punto singular es
R, P un punto no perteneciente a C(w) y f(P) = H su hiperplano polar. Se
tiene que el rango de la hipercuddrica tangente C(wp) es igual al de H N C(w),
que es 3.

Si P es propio, como el conjunto de los puntos singulares de C(wp) es
PQo € Heo, €l rango de Hoo N C(wp) es 3. De ahi que C(wp) es un conoide
complejo.

Si P es impropio, al ser Ho, N C(wp) la hipercuddrica tangente desde P
(en Hoo) a Coo = Hoo NC(w), €l rango de Hoo NC(wp) es 1. Por lo que C(wp) es
un cilindroide parabdlico.

6.- Sea C(w) un conoide complejo cuya recta de puntos singulares es s  Ho, con

direccién @, P un punto no perteneciente a C(w) y f(P) = H su hiperplano
polar. Se tiene que el rango de la hipercuddrica tangente C(wp) es igual al de
HNC(w), que es 2.

Si P es propio, como el conjunto de los puntos singulares de C(wp) es
{P}+s € Hoo, €l rango de HooNC(wp) es 2. De ahi que C(wp) es dos hiperplanos
propios no paralelos que se intersecan en un plano propio.

Si P es impropio, al ser Ho NC(wp) la hipercuddrica tangente desde P (en
Hoo) & Coo = Hoo NC(w), el rango de Hoo NC(wp) es 2 y sus puntos singulares
constituyen la recta PQ... Por lo que C(wp) es dos hiperplanos propios no
paralelos cuya interseccién es el plano propio {P} + s con direccién la recta
impropia PQ .



Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos descrito y presentado diversos resultados
de la geometria proyectiva compleja. En primera instancia, hemos presentado un
analisis de las nociones de razén doble y razén simple en dicha geometria. Para
ello, hemos necesitado considerar el subespacio vectorial complejo de dimensién
1 como un subespacio vectorial real de dimensién 2.

En segundo lugar, hemos presentado y demostrado dos proposiciones que
son cruciales en el resto del trabajo. Nos referimos a las proposiciones 2.1.9,
2.1.12, donde se presentan resultados relativos a subespacios proyectivos conte-
nidos en una variedad cuadratica y a la incidencia de un hiperplano con una
variedad cuadratica.

Posteriormente, tras describir los principios generales que deben regir las
clasificaciones proyectiva y afin de las variedades cuadraticas en cualquier dimen-
sién, hemos dado detalladamente dichas clasificaciones para variedades cuadrati-
cas complejas en las dimensiones 1, 2, 3 y 4. A lo largo del trabajo, ha sido ob-
jetivo principal tratar de caracterizar y estudiar la naturaleza de las variedades
cuadraticas complejas con el maximo detalle posible y, de este modo, obtener
el mayor conocimiento posible sobre su estructura geométrica. A su vez, he-
mos presentado propuestas de nombres para las distintas variedades cuadraticas
complejas, sugeridos principalmente por las propiedades proyectivas y afines que
se satisfacen en cada caso, resultando unas denominaciones que consideramos
acordes con ellas.

Como comentario general, se han analizado con detalle ciertas propieda-
des de las variedades cuadraticas enmarcadas en un ambito general de dimensién
n. Esto se ha realizado para los contextos afin y proyectivo. En particular, cabe
mencionar ademas de los resultados contenidos en las proposiciones anteriormen-
te referidas, los de la incidencia de una variedad con el hiperplano del infinito;
las descripciones explicitas de algunas variedades cuadraticas tangentes; y, por
supuesto, el andlisis de los elementos afines de una variedad cuadratica, como
son las asintotas, centro, etc. Aunque los métodos sean aplicados con detalle solo
a dimensiones bajas, ello seria aplicable a cualquier otra dimensién.

Un estudio que se podria realizar y que entraria en el marco de este trabajo
seria el andlisis de las variedades cuadraticas desde el punto de vista unitario.
Desafortunadamente, esto extenderia excesivamente la presente memoria, pu-
diendo ser materia para un estudio posterior.



A

Formas cuadraticas complejas

Aqui se exponen las nociones y propiedades relativas a las formas cuadrati-
cas complejas que se utilizan a lo largo del trabajo. Este material se incluye con
el &nimo de que el presente texto sea lo mas autocontenido posible.

A.1. Formas bilineales

Definicién A.1.1 Sea V un espacio vectorial complejo, una aplicacion f : V' x
V — C, se dice que es una forma bilineal sobre V', si satisface las siguientes
condiciones:

() FOFHE D) = MED+afEL D, (i) JENH) = A G D+uf (5T,
para todo Z,Z’,1,t' € V y todo A\, u € C.

El conjunto de las formas bilineales sobre V', denotado por £2(V,C), tiene
estructura de espacio vectorial sobre C con las operaciones:

(f—l—g)(g,t—):f(g,t—)—l—g(g,ﬂ, ()\f)(g,ﬂ:)\f(aﬂ-

- Una forma bilineal f sobre V, se dice que es simétrica, si f(Z,t) = f(t,2),
para todo #,t € V. El conjunto de las formas bilineales simétricas S?V* es un
subespacio vectorial de L2(V,C).
- Una forma bilineal f sobre V, se dice que es antisimétrica, si f(Z,t) = —f(t, 2),
para todo Z,¢ € V. El conjunto de las formas bilineales antisimétricas A2V * es
un subespacio vectorial de £2(V,C).

El espacio £L2(V, C) es suma directa de los subespacios S2V* y A2V*. Esto
es, L2(V,C) = S2V* @ A2V*. Para f € L2(V,C), se tiene que f = fs+ fa, donde

RED=FED+IED), A = 5(ED - fE )

Teniéndose fs € S?V* y fa € A2V*.

Supongamos que dim V =n, y seald = {i1,...,U,} una base de V. Si f
es una forma bilineal sobre V', entonces
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fZ1) = oo =i, Z?:l tig) =3, Z?:l zit; f (i, Uj).

Si consideramos la matriz A = (a;;), donde a;; = f(4;,d;), obtenemos,
por un lado, que la expresién de f est4 dada por f(Z,t) = S Z?:l ai;zit, v,
por otro, que f se expresa matricialmente por

a1l a2 - Qin t1
- a21 A22 * -+ G2n . t
FED = (a0 z) |0 L | =Z2AT
a a s Q@ tn
nl Un2 nn

Se dice que A es la matriz asociada a f respecto de U.

Una matriz A es simétrica, si todo elemento a;; de ella es tal que a;; = a;;.
Se tiene que una matriz A es simétrica si y sélo si A' = A, donde A* denota la
traspuesta de A. Una forma bilineal sobre V' es simétrica si y sélo si esta asociada
a una matriz simétrica.

Cambios de base. Matrices congruentes: Sean f : V xV — C una forma bilineal
y {1, U}, {@),...,ud,} bases de V. Supongamos A y B son las matrices
asociadas a f con respecto de las bases dadas. Es decir, A = (a;;) = (f(t;,4;))
y B = (bij) = (f(u},d})). Veamos como estan relacionadas las matrices A y B.
Para ello, supongamos que la segunda base viene dada en funcién de la primera.
Esto es, para j = 1,...,n, se tiene @; = > piju;. Denotemos por P = (p;;) la
matriz cuya columna j estd formada por las componentes de ﬁ; respecto de la
primera base. Entonces sabemos que el cambio de componentes viene dado por

Z = PZ'. Asi, tenemos que
f(Z,1) = Z'AT = (PZ"\' A(PT') = Z""P'APT' = Z"'BT".
Como Z""P*APT' = Z""BT’, para todo Z’, T’, se tiene que B = P'AP.

Definicién A.1.2 Dos matrices cuadradas A y B de orden n son congruentes,
si existe una matriz cuadrada regular P de orden n tal que B = P'AP.

Proposicion A.1.3 Dos matrices estan asociadas a una misma forma bilineal
sty solo si son congruentes.

A.2. Formas cuadraticas complejas

Definicién A.2.1 Dada f: V xV — C una forma bilineal simétrica. Se llama
forma cuadrdtica asociada a f, ala aplicacién w : V. — C tal que w(2) = f(Z, 2).
En este caso, la forma bilineal simétrica f se denomina forma polar de w.

Las siguientes propiedades son consecuencias de la definicién anterior.



A.2 Formas cuadréaticas complejas 45

Proposicién A.2.2 Siw es una forma cuadrdtica sobre V' con forma polar f,
entonces para todo zZ,t € V' y todo A € C se satisfacen:

-,

() wA?) = Nw(@), ()w)=0, (i) wZ+1) =w®@) +w)+ 27 D.

De la propiedad (iii) se deduce que f(Z,1) = L (w(Z+t) — w(?) —w(?)).

Ello permite calcular la forma polar a partir de la forma cuadratica. Por consi-
guiente, si dos formas bilineales simétricas definen la misma forma cuadrética,
entonces son iguales. Asi, podemos afirmar que existe una correspondencia bi-
yectiva entre formas cuadraticas y formas bilineales simétricas de modo que a
cada forma cuadratica w se le hace corresponder su forma polar. Asimismo, se
comprueba sin dificultad que el conjunto Q(V, C) de las formas cuadréticas sobre
V' tiene estructura de espacio vectorial con las operaciones

@+W)E) =w@+e'(3), (W) = ().

Definiciéon A.2.3 Sea w : V — C una forma cuadratica, f : V xV — C
su forma polar y V* el espacio vectorial dual de V. La aplicacion lineal de
polamdad de w es la aplicacion f V — V* tal que f( 0) es la forma lineal dada

por f(¥)(2) = f(Z,7).

Sea {1,...,U,} una base de V' y {aj,...,u;} su base dual. Denotemos
por A = (a;5) la matriz asociada a la aplicacién lineal f con respecto a dichas
bases. Es decir, la matriz tal que f(@;) = Y., a;;@;. Entonces se tiene que
a;; = f(ﬁj)(ﬂ'z) = f(u;, d;), por lo que la matrices asociadas a la forma polar y
a la aplicacién lineal de polaridad coinciden.

Definicién A.2.4 Se llama rango de una forma cuadrética, al rango de su apli-
cacion lineal de polaridad, o lo que es lo mismo, al rango de una matriz asociada
a la forma polar.

Una forma cuadrética se dice que es ordinaria, si su rango es igual a la
dimension del espacio vectorial sobre el que esta definida. Es decir, si su matriz
asociada es regular.

Una forma cuadratica se dice que es degenerada, si su rango es menor que
la dimensién del espacio vectorial sobre el que esta definida. Esto es, si su matriz
asociada es singular.

Sea w : V — C una forma cuadritica sobre un espacio vectorial V' y sea
{ti1,...,U,} una base de V. Para todo Z € V, se tiene

= i 2z f (U, @) =Z'AZ = Za”z +22aljzzzj

i,7=1 1<J
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Por tanto, una forma cuadratica se expresa por un polinomio homogéneo de
segundo grado w(2) = Y211, ai2f + 2377 aijzizj, o bien, en forma matricial,
por w(?) = ZtAZ.

Para toda forma cuadratica se puede buscar una base de modo que, respec-
to de la cual, la forma cuadratica se expresa como suma de inicamente términos
cuadraticos. Un resultado bésico para ello es el siguiente.

Proposicién A.2.5 Sea w : V — C una forma cuadrdtica con forma polar f
y sea Z €V tal que w(2) # 0, entonces el conjunto {Z} = {t € V| f(Z,1) = 0}
es un subespacio vectorial de V tal que V = () @ {Z}7.

Usando de forma reiterada lo afirmado en la proposicién anterior, se prueba
lo siguiente.
Proposicion A.2.6 Dada una forma cuadrdtica w @'V — C, dim V = n,

siempre existe una base de V' respecto de la cual la matriz asociada es diagonal.

Sea w : V — C una forma cuadrética de rango r y {1, ..., d,} una base
tal que la matriz asociada a w sea diagonal. Esto es,

d0---0---0
0Odg--- ---0

y W se expresa por
w(?) = dlz% + dgzg 44 drzf7

donde d; #0,i=1,...,r. La igualdad anterior es una expresion diagonal de w.
3 - U —'/_714, —/ = — >

Si tomamos la base, @) = \/—éfl,...,ur = \;ﬁ,urﬂ = Upyi,...,U, = Un,

entonces w(};) = w(dfi) = Z—Z =1, parai = 1,...,r. Por tanto, respecto de esta

nueva base, se obtiene la expresion candnica de w que estard dada por

12 12
Zi+-+ 2.

—

w(?)
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The aim of the present work consists in
a detailed characterization of the different
quadratic manifolds living in their corre-
sponding complex projective space. This
analysis will be developed in detail for di-
mensions 1, 2 (complex conics), 3 (complex
quadrics) and 4. As an additional note, once
we have fixed a hyperplane as the ideal hy-
perplane, we will classify the quadratic man-
ifolds from the affine point of view. We
will also present the possible sections of
the given manifolds with hyperplanes. We
will construct some illustrative examples of
tangent manifolds. We stress that the re-
sults about the cross-ratio, projective sub-
spaces included in quadratic manifolds and
the study of the sections of such manifolds
with hyperplanes are of particular interest.

Complex Projective Spaces. Preliminars

(ABCD) := cross-ratio of four points A, B, C,
D in a complex projective line. (CAB) := ra-
tio of three points A, B, C in a complex affine
line.

cam = 1Al iy
ical
(ABCD) = (CAB) m (_"(;A" . "LE" £l
(DAB) " \|CBIl IDBI

where y := BCA, &:= BDA.

Proposition 1 (ABCD) is real ifand only if A,
B, C and D are aligned in the real sense or
they are concircular.

(b) y =6 — n. Negative cross-ratio

Universidad de La Laguna
alu0100722406Q@ull.edu.es

Construction of the projective harmonic
conjugate

name I or centre asymprotes diag aff. [£]+s
‘complex hyperboloid 43 yes yes yes 1
complex paraboloid 12 no yes no '
complex cone 33 no yes yes 1
complex hyperbolic cylinder 3 2 yes yes yes 1
complex paraboliccylinder 3 1 no no no 1
two proper non-parallelplanes 2 2 no yes yes 2
two proper parallelplanes 2 1 yes no yes 2
ideal plane and aproperplane 2 0 no no no 2
double proper plane T ome o yes 2
double ideal plane 10 yes no yes 2

‘Affine classification of complex quadrics.

name ¢ conne asmpote dagatt 5]+

Complex Quadratic Manifolds: Projective

and Affine Studies

€ (w) = a quadratic manifold in (V) =
CP", rang(w) = r, . := singular points,
dim¥ = s, o/ := projective subspace of
2(V),dim« = a.

Proposition 2. For the quadratic manifold
presented above one has:

() A SEw) = a<[f]+s.

(i) VP € € (w) = 3o/ : dim/ = [£] +5, with

Peo and ¥ < o <€ (w).
(iii)
F= n o.
A € (w)

dime/ = [£] +5
Proposition3 If # = (W) £ €(w) is a
hyperplane = €(w) N A = €(ww) is a
quadratic manifold in A with singular
points #z. Moreover:
(i) S & H < rang(wyw) = r. Then Sy =
S NI
(il) & < A f(P) = H with P € 7 <>
rang(wyw) =1 —2. Then Sz = {P} + &
(iii) S < 7 A f(P) = # with P ¢ 7# <
rang(wyw) =r—1. Then Sz =%

name ¢ re contre asymplotes disg sl [£]+5

complex hyperhyperboloid 504 oy yes yes 1
complex hyperparaboloid 5.3 mo e no 1
complex hypercone. 14 mo e yes 2
per 103y e yes 2
complex parabolic cylinder 42wy no 2
Complex conoid 33 w0 e yes 2
complex hyperbolic cylindroid 32 oy yes yes 2
complex parabolic cylindroid 31 no no no 2
two proper non-parallel yperplanes 2 2 no  yes yes 3
twopproper parallel hyperplanes 2 1 yes no yes 3
ideal hyperplane and 20 me o o N
a proper hyperplane
double proper hyperplane 1w no. yes 3
double ideal hyperplane 10 e no yes 3

Example of tangent quadratic manifold
from a point P to € (w)

% (w) := a complex hyperhyperboloid, P ¢
€w) and A = f(P) its polar hyper-
plane. €(wp) := tangent hyperquadric,
rangé (wp) = rang# N €(w) = 4 and its
unique singular point is P.

If P is proper, rang#,, N € (wp) = 4. This
implies that € (wp) is a complex hypercone,
whose vertex is P. If P is the centre of
6 (w), € (wp) is the asymptotic hyperquadric
of € (w).

If P is ideal, since /£, N € (wp) is the tan-
gent manifold from P t0 €, = #»N€ () (in
Fx), then rang.#,, N € (wp) = 3. Therefore,
€ (wp) is a hyperbolic hypercylinder.
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