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Resumen - Abstract

Resumen

El objetivo de este trabajo es aplicar los resultados del dlgebra lineal
y la teoria de grupos a la teoria de grafos, con el fin de poder obte-
ner mayor informacion y resolver diversos problemas de grafos, con
métodos algebraicos.

En primer lugar se definen determinados conceptos de los grafos que
se necesitardn a lo largo del trabajo, asi como se presentan grafos
caracteristicos para su estudio, y en particular el grafo de linea. A
continuacion, el estudio del espectro de la matriz de adyacencia y
la matriz de incidencia del grafo permitiran un mayor acercamiento
a estas estructuras, y junto con los autovalores se podrdn precisar
caracteristicas de los grafos. Finalmente, a través de la accion del
grupo de automorfismos de un grafo sobre su conjunto de vértices,
quedan definidas distintas familias (vértice transitivos, arista tran-
sitivos). Se relacionan los grafos y los grupos mediante el grafo de
Cayley y se prueba que cualquier grupo finito es isomorfo al grupo
de automorfismos de un grafo.

Palabras clave: Grafo — Matriz de adyacencia — Grupo de permu-
taciones — Grafo de Cayley.
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Abstract

The objective of this degree thesis is to apply the results of linear
algebra and group theory to graph theory, in order to obtain more
information and solve several problems about graphs, with algebraic
tools.

Firstly, some graph concepts that will be needed throughout this text
are defined, as well as some specific graphs, in particular, the line
graph. Secondly, the study of the spectrum of the adjacency matriz
and the incidence matriz will allow an approach to these structu-
res and together with the eigenvalues it will be possible to determine
more characteristics of the graph. Lastly, through the action of the
automorphism group of a graph, different families of graphs are defi-
ned (vertex transitive, edge transitive). Groups and graphs are related
by means of the Cayley graph and by Frucht's theorem it is proved
that any finite group is isomorphic to the automorphism group of a
graph.

Keywords: Graph — Adjacency matriz — Permutation group —
Cayley graph.
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Introduccién

La teorfa algebraica de grafos es una rama de las matematicas en la que
se aplican métodos algebraicos para estudiar los grafos. En principio, estos dos
campos, el dlgebra y la teoria de grafos, parecen no estar relacionados, pero a
lo largo del trabajo veremos que las herramientas que proporciona el dlgebra,
permiten obtener interesantes propiedades y caracterizar determinados tipos de
grafos.

El origen de la teorfa de grafos se remonta al siglo XVIII con el problema
de los puentes de Konigsberg, el cual consistia en encontrar un recorrido para
cruzar a pie toda la ciudad de Konigsberg, pasando una vez por cada uno de los
puentes y regresando al mismo puente de inicio. Fue resuelto por Leonhard Euler
en 1736, y su trabajo es considerado el primer resultado de la teoria de grafos.
En matematicas, un grafo es un conjunto de objetos llamados vértices unidos
por enlaces llamados aristas o arcos, que indican relaciones binarias entre ele-
mentos de un conjunto. Un grafo se representa tipicamente como un conjunto de
puntos (vértices) unidos por lineas (aristas) o flechas (arcos). En la actualidad,
casi cualquier problema se puede representar mediante un grafo, y su estudio
trasciende a diversas areas de las ciencias exactas y las ciencias sociales.

En este trabajo hemos realizado un estudio de los grafos usando dos de
las principales ramas del algebra: el dlgebra lineal y la teoria de grupos. El ob-
jetivo principal ha sido presentar algunos métodos de la teoria algebraica de
grafos cuyos resultados muestran la estrecha relacién entre el dlgebra y los gra-
fos. Ademas, hemos anadido numerosos ejemplos que ayudan a entender el texto.

En el primer capitulo, definimos algunos conceptos béasicos de los grafos
necesarios para los préximos capitulos, presentamos algunos de ellos y centramos
nuestra atencién en el grafo de Petersen. El capitulo concluye con la caracteri-
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zacion de aquellos grafos que son isomorfos a su grafo de linea.

El segundo capitulo del trabajo estd dedicado al estudio de los grafos a
través del algebra lineal. En particular introducimos la matriz de adyacencia de
un grafo y su polinomio caracteristico. Estudiamos cotas de los autovalores y
algunas caracteristicas de los grafos en funcién de estos. Concretamente, mos-
tramos una caracterizacién de los grafos d-regulares.

En el tercer y dltimo capitulo empleamos la teoria de grupos para el estudio
de los grafos a través de su grupo de automorfismos. En este sentido, los grafos
de Cayley forman una importante familia de grafos que son vértice transitivos, y
concluimos el capitulo con el resultado del trabajo de Frucht, que establece que
cualquier grupo finito es el grupo de automorfismos de un grafo.
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Grafos: nociones basicas, propiedades y
ejemplos.

En este capitulo introducimos algunos conceptos bésicos de la teoria de
grafos, esenciales para el estudio posterior de estas estructuras a través del alge-
bra. Hablaremos de las aplicaciones entre grafos - homomorfismos, isomorfismos
y automorfismos- y presentaremos determinadas familias de grafos. Algunas de
ellas volveran a aparecer en los siguientes capitulos y otras servirdn como ejem-
plos de los conceptos que se vayan exponiendo.

1.1. Definiciones de grafos y ejemplos

Definicién 1.1.1. Un grafo G es un par (V(G), E(G)) donde V(G) es un con-
Junto no vacio cuyos elementos denominamos vértices y

E(G) ={e={u,v}|u,v € V(G)}

es un conjunto formado por pares mo ordenados de vértices cuyos elementos
denominamos aristas. Si u = v, decimos que e es un lazo. A este tipo de grafo
también se le denomina grafo no dirigido.

Nota. La representacion de los grafos se hara mediante un diagrama, donde los
vértices seran puntos y las aristas Iineas entre los puntos.

El orden de un grafo G = (V(G), E(G)) viene determinado por el cardinal
del conjunto de vértices de G, que denotamos por |V (G)|. Diremos que un grafo
G es finito si el nimero de vértices y de aristas es finito. En caso contrario
diremos que G es infinito.

Notacion. A partir de ahora G = (V(G), E(G)) lo denotaremos por G = (V, E).
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b

(a) Grafo con 5 vértices y 6 aristas  (b) Grafo con 6 vértices y 6 aristas

Figura 1.1: Ejemplos de grafos

Ejemplo 1.1.2. Fl grafo de Petersen es un grafo no dirigido que tiene 10 vérti-
ces y 15 aristas. Tiene varias representaciones y lo denotamos GP(5,2). Los
vértices de este grafo los podemos ver como todos los subconjuntos de dos ele-
mentos de un conjunto de cinco elementos, esto es, (g) = 10 vértices. Habra una
arista entre dos vértices si los correspondientes subconjuntos de dos elementos

son disjuntos.

Figura 1.2: Grafo de Petersen etiquetado

Observacion 1.1.3. Senialamos algunas variaciones que se pueden dar en los gra-
fos:

i) Hablaremos de un multigrafo cuando el grafo contenga aristas dis-
tintas que unan el mismo par de vértices. A estas aristas se las denomina
aristas multiples.

ii) Un pseudografo permite lazos y aristas multiples.

Nota. En este trabajo, el término ‘grafo’ excluye cualquiera de las variaciones
especificadas y se considerara finito. Para el uso de grafos con alguna variacion,
ésta se determinara previamente.
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Definicién 1.1.4. Sea G = (V, E) un grafo, se define el complemento de G o
grafo complementario de G al grafo G = (V| E), donde {z,y}€FE si, y solo

sty {z,y}¢E.

Figura 1.4: Otra representacién del grafo de Petersen y su complementario

Definicién 1.1.5. Un grafo dirigido o digrafo G es un grafo cuyas aristas
estan dirigidas. En este caso se denominan arcos.

EG)={e= (u,v) :u,v € V(G)}

Si e = (u,v), se denomina origen de e al vértice u, o(e) = u y final al vértice
v, t(e) =v.

Definicién 1.1.6. Sea G = (V, E) un grafo y sean e, eq,ea€FE, u,veV.

El vértice u y la arista e son incidentes si e = {u,v}. En el caso de los grafos
dirigidos, u y la arista e son incidentes si u es el origen o el final de e.

Los vértices u y v son vértices adyacentes si tienen una arista en comun.
Las aristas e1 y ea son aristas adyacentes si tienen un vértice en comun.

Definicién 1.1.7. Sea G = (V, E) un grafo, se define el grado de un vértice
veV, como el nimero de aristas que inciden en v. Lo denotaremos por dg (v).
Si G = (V, E) es un grafo dirigido, hablamos de grado exterior y grado in-
terior:
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de (v) = nidmero de arcos que salen de v
d; (v) = nidmero de arcos que llegan a v

Observacion 1.1.8. La suma de los grados de los vértices de un grafo G es igual
al doble de las aristas del grafo,

> wev dega(w) = 2m,
siendo m el nimero de aristas de G. Esto se prueba facilmente puesto que por

cada arista del grafo aumenta el grado de dos vértices, por lo que la suma total
de los grados serd el doble del nimero de aristas.

Definicién 1.1.9. Sean neN, n>1 y G = (V, E) un grafo de orden n, diremos
que G es regular o s-regular si para cualquier vértice v de G, dg (v) = s, s€N.

Ejemplo 1.1.10. Vimos que en el grafo de Petersen dos vértices son adyacentes
si, y solo si, los correspondientes subconjuntos de dos elementos son disjuntos.
Dado que el conjunto inicial tiene cinco elementos y cada vértice representa
un subconjunto de dos elementos, para cada vértice habran (g) subconjuntos
disjuntos por lo que el grafo de Petersen es un grafo 3-regular, ya que cada
vértice tiene tres aristas que inciden en él, como observamos en la figura 1.2.

En un grafo s-regular se cumple que s|V| =2 |E|.

Definicién 1.1.11. Sea G = (V, E) un grafo. Denominamos subgrafo de G a
un grafo cuyo conjunto de vértices es un subconjunto de los vértices de G y cuyo
conjunto de aristas estd formado por las aristas de G del subconjunto de vértices.

Vamos a relacionar grafos entre si mediante homomorfismos de grafos.

Definicién 1.1.12. Dados dos grafos G1 = (V1,E1) y Go = (Va, E2), diremos
que hay un homomorfismo entre los grafos G1 y Go si existe una aplicacion f,

f:V1—>‘/27

tal que si {u,v}€FE;, entonces {f (u), f (v)}EE;.

Diremos que G1 y G2 son isomorfos si f es una aplicacion biyectiva que
preserva las adyacencias, esto es, {u,v}eE <= {f (u), f (v)}€E>. La biyeccion
envia un vértice a otro vértice con el mismo grado. De la definicion se deduce
que dos grafos isomorfos necesariamente tienen que tener el mismo nimero de
vértices, de aristas y de vértices con el mismo grado.

Definicién 1.1.13. Sea G = (V, E) un grafo. Se denomina grupo de auto-
morfismos de G y se denota por Aut(G), al conjunto de todos los automorfis-
mos de los vértices del grafo G.

Es inmediato comprobar que el conjunto de todos los automorfismos tiene es-
tructura de grupo. Cada uno de estos automorfismos se puede ver como una
permutacion de los vértices de G, por lo que Aut(G) es un subgrupo de permuta-
ciones de V y si |V]| = n, Aut(G) < S, donde S, es el grupo de permutaciones
de n elementos.
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1.2. Algunos grafos especiales

Vamos a definir algunos grafos estandar que son muy ttiles para poner
ejemplos y contraejemplos y con los que trabajaremos mas adelante.

Definicién 1.2.1. Sea G = (V, E) un grafo. Diremos que G es una cadena si
es una sucesion de vértices adyacentes {xg,...,x;}. Serd una cadena simple
st no se recorre dos veces un mismo vértice y lo denotamos por Pj, siendo esta
de longitud l. En caso de ser dirigido, hablaremos de camino (simple).

O O O O
Figura 1.5: La cadena Pj

Definicién 1.2.2. Sea G = (V, E) un grafo. Diremos que G es un ciclo si es
una cadena {xq,...,z,} en la que xg = Ty, esto es, una cadena cerrada y se
denota por Cy,. En el caso de ser un grafo dirigido, se denomina circuito. En un
grafo podemos encontrar ciclos o circuitos como subgrafos. El grafo G contiene
triangulos si C3 es un subgrupo de G.

Figura 1.6: Ciclo con 6 vértices Cg

Definicién 1.2.3. Sea G = (V, E) un grafo. Diremos que es conexo si para
cada par de vértices u,veEV , u # v existe una cadena de extremos u yv. En caso
contrario diremos que G es disconexo.

Proposicién 1.2.4. Sea G = (V,E) un grafo conexo, |V| = n y |E| = m.
Entonces, m>n — 1.

Demostracion. Los probamos por induccién en el niimero de vértices.
Sin=1,m=0y0>1-1=0.
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Sin =2, para que G sea conexo, m=1,1>2—-1=1.

Supongamos que para todo grafo G’ con n’ < n —1 vértices, m’ > n/ — 1, siendo
m’ el niimero de aristas de G'. Si todos los vértices de G tienen grado mayor o
igual que 2, entonces 2n < )\ degg(x) = 2m. Asi, m +1 > m>n.

Si existe un vértice = que tiene grado menor que 2, ha de ser de grado 1 puesto
que G es conexo. Sea u = {z,y} la arista incidente con z, definimos el grafo
G' =V ,E)donde V=V —{a} yEE=E—-{u},n " =n—1lym' =m—1.
Dado que G’ sigue siendo conexo, m’ > n’ — 1, esto es,

m—1>n—-1—-1=—m>n—1.
O

Definicién 1.2.5. Sea G = (V, E) un grafo de orden n, diremos que G es total-
mente disconexo o nulo si dados dos vértices cualesquiera de G no hay una
arista que los una.

Definicién 1.2.6. Sea G = (V, E) un grafo disconexo. Se denomina compo-
nente conexa de G a un subgrafo conero mazximal.

De la definicion se deduce que si G es disconexo se puede definir una relacion
de equivalencia en los vértices de G

x~y <= {x=uwx,...,2, =Yy} es una cadena en G.

Las clases de equivalencia de esta relacion son las componentes conexas del grafo
y por lo tanto, forman una particion del conjunto de vértices de G.

Ejemplo 1.2.7. Observamos que en el grafo 1.1b hay dos componentes conexas.

Definicién 1.2.8. Sean neN, n>1 y G = (V, E) un grafo de orden n, diremos
que G es completo si para cualquier par de vértices, los vértices son adyacentes.
Lo denotamos por K.

Figura 1.7: Grafo completo con 7 vértices K7
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Definicién 1.2.9. Sean neN, n>1 y G = (V, E) un grafo de orden n, diremos
que G es r-partito si existe una particion de V, {V1,...,V.}, tal que en cual-
quier conjunto de la particion no hay vértices adyacentes. En caso de que todos
los pares de vértices de subconjuntos distintos sean adyacentes, G es r-partito
completo y lo denotamos por Ky, .. |v,|-

Figura 1.8: Grafo bipartito completo K3 »

Definicién 1.2.10. Sea G = (V, E) un grafo con n vértices. G es un drbol si
para cualesquiera dos vértices hay una cadena que los une y tiene eractamente
n — 1 aristas. Por tanto, un drbol es un grafo conexo sin ciclos, en el que si
quitamos cualquier arista serd disconexro y si anadimos una arista, se formard
un ciclo.

Figura 1.9: Arbol con 6 vértices
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1.3. Grafo de linea

El grafo de linea de un grafo consta de un conjunto de vértices formado
por las aristas del grafo inicial, siendo dos vértices adyacentes si, y solo si, sus
aristas correspondientes lo son en el grafo inicial.

Definicién 1.3.1. Sea G = (V, E) un grafo. Se denomina grafo de linea de G
al grafo

L(G) = (B {{e,¢'} lene #0,e # ¢'}).

Figura 1.10: Grafo de linea del grafo 1.1a

Lema 1.3.2. [V(L(Q))| = |E| y |[E(L(Q))] = X,y (*95@).

Demostracion. Por definicién, es claro que |V(L(G))| = |E|. Por otra parte,
cualesquiera dos aristas en GG que sean incidentes con el vértice x de G formaran
una arista en L(G). Por consiguiente, habra un total de )y (degg(x)) aristas
en L(G). O

Ejemplo 1.8.3. El grafo de linea del grafo de Petersen es el siguiente:
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Figura 1.11: Grafo de linea del grafo de Petersen

Vemos que se verifica el lema que acabamos de probar, ya que tiene 15
vértices (tantos como aristas tiene el grafo de Petersen) y tiene 30 aristas, o lo
que es lo mismo, > .y (g), siendo 3 el grado de cada vértice de GP(5,2).

El grafo de linea de un grafo dirigido se puede construir de distintas ma-
neras y no vamos a trabajar con él.

Si K5 es el grafo completo con 5 vértices, el grafo complementario del grafo
de linea de K3 es el grafo de Petersen:

Figura 1.12: K35, Ks, L (75)
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El siguiente lema establece una correspondencia entre las propiedades de
determinadas cadenas en un grafo y en su grafo de linea.

Lema 1.3.4. Sea G = (V,E) un grafo, xo€V con dega(ro) = 1, sea la ca-
dena simple P, = {xg,...,x;} tal que degg(x1) = ... = degg(xi1-1) = 2 y sea
degc(x;) =1 o degg(x;) > 2, donde | > 2. Las l aristas de esta cadena forman
una cadena en L(G) de longitud I-1, donde los tdltimos vértices tienen las mis-
mas propiedades en los grados. Reciprocamente, cada cadena de este tipo y de
longitud I-1 en L(G) proviene de una cadena de longitud [ en G.

Demostracion. Tal y como estd definido el grafo de linea, estd claro que las
aristas ey, ..., e; de la cadena en G son vértices de una cadena de longitud [ — 1
en L(G). Cada arista e; estd definida por un par de vértices, e; = {x;_1,;},
donde e;Ne;j11 ={xz;} ye;Ne; =0sij#i+1,i <l Sidegg(x;) =1, las aristas
er={x—1,21} y es-1 = {zj—2,x;—1} tiene el vértice x;_; en comun. En el grafo
de linea, ¢; es el ultimo vértice y dado que x;_1 es la tnica arista que incide en
él, degr(er) = 1. Si degg(x1) > 2, supongamos degg(z1) = t, t > 2, las aristas
que inciden en el vértice x; son €41, €142,...,¢e4+¢. Como x; es el vértice que
tienen en comun e; y las aristas e;41, €142, ..., €+¢, hay ¢ aristas incidentes en
e, por lo que degr,()(e;) =t > 2. Reciprocamente, supongamos que {ey, ..., e}
es una cadena de longitud [ — 1 en L(G). Por la definicién del grafo de linea se
trata de una cadena de longitud ! en G con los vértices {zo,...,z;}. Vemos que
si degr(e)(er) = 1, entonces e; es el tltimo vértice de la cadena en L(G), luego
x; es el tltimo vértice en la cadena en Gy degy(x;) = 1. Si degr(c)(er) > 2,
el vértice e; en L(G) tiene méds de dos aristas incidentes y por tanto, el vértice
r; tendria mas de dos vértices adyacentes, dega(z1) > 2. Si degr)(er) = 2, el
vértice e; en el grafo de linea tendria dos aristas incidentes, y esto en el grafo
original se traduce en que el vértice z;€G es de grado 2, degg(z;) = 2. a

Por tltimo, el siguiente teorema caracteriza los grafos que son isomorfos a
su grafo de linea.

Teorema 1.3.5. Un grafo conexo G es isomorfo a su grafo de linea L(G) si, y
solo si, es un ciclo. Esto es, G = L(G) < G = C,, para algin neN.

Demostracion. Supongamos que G = L(G). Entonces,
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n=|V|=|V(L(G))| = |E| = |E(L(G))| =

¥ (deggm)

zeV
1
=3 > dega(a)(dego(x) — 1)
zeV
1 2 1
= B Z degg(z) — D) Z dega(z)
zeV €V
1
1. 1 8 Z degG
mEV

y por consiguiente, 4n =, deg?(z).
Si existe un vértice x;, i€{1,...,n} tal que degg(z;) > 2, entonces,

dn =3 oy degé(z) > 2%n = 4n,

que es una contradiccién, luego degg(x) < 2 para cualquier vértice z€V.

Por otra parte, si degg(z) = 1 para algin 2€G, como G es conexo ha de existir
una cadena de longitud ! con las caracteristicas de 1.3.4. Dado que G = L(G),
existe una cadena de longitud [ en L(G), que corresponde a una cadena de
longitud [ + 1 en G por el lema anterior y asi sucesivamente. Por tanto, en G
tendrian que existir cadenas arbitrariamente largas.

Luego concluimos que degg(x) = 2 para cualquier z€V o lo que es lo mismo,
G=C,.

El reciproco esta claro. a

Ejemplo 1.3.6. Veamos un ejemplo, donde G = Cj.

[
[
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Algebra lineal en grafos

En este capitulo estudiamos los grafos mediante el dlgebra lineal. Algunas
matrices, como la matriz de adyacencia o la matriz de incidencia, estdn de forma
natural relacionadas con los grafos. Una de las principales cuestiones de la teoria
algebraica de grafos es determinar cémo, o si, las propiedades de los grafos
estan reflejadas en las propiedades algebraicas de estas matrices. Ademds, los
autovalores de un grafo nos van a proporcionar mas informacién acerca de las
caracteristicas del grafo.

2.1. Matrices y grafos

En esta seccién vemos las matrices de adyacencia e incidencia, que nos
ayudan a investigar diversos aspectos de los grafos.

Definicién 2.1.1. Sea G = (V, E) un grafo, V = {x1, ...,z }. Se denomina ma-

triz de adyacencia del grafo G a la matriz de orden n A(G) = (aij); j—y .-

1 st {z;,z;} €F
Q5 1= .
0 en otro caso
Si G es un grafo dirigido, a;; = |{e € Ele = (z;,z;)}|.

Ejemplo 2.1.2. La matriz de adyacencia de un grafo bipartito completo K, , es
una matriz de orden p 4 g de la forma

A= (57)

donde J es una matriz pxq de unos, puesto que refleja las adyacencias de los p
primeros vértices con los ¢ tltimos. J* refleja las adyacencias entre los ¢ tiltimos
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vértices y los p primeros. El resto de la matriz son ceros por la definicion de
grafo bipartito.
En el caso de K32 tendremos la matriz

00011
00011
A(Ksp)=00011
11100
11100

siendo

11
=) = (1),
11

Ejemplo 2.1.3. La matriz de adyacencia del grafo de Petersen es:

0100110000
1010001000
0101000100
0010100010
1001000100
1000000110
0100000011
0010010001
0001011000
0000101100

A(GP(5,2)) =

Proposicién 2.1.4. Si G = (V, E) es un grafo y A(G) su matriz de adyacencia,
entonces:

i) A(G) es simétrica.

i) deg (zi) = Y25, aij, i€V,
Demostracion. En primer lugar, es claro que A(G) es una matriz simétrica,
porque el grafo es no dirigido y por lo tanto a;; = aj;, por lo que i) quedaria
probado. Por otra parte, tal y como esta definida la matriz de adyacencia, tanto
las filas como las columnas representan las adyacencias de los vértices. En la i-
ésima fila encontramos las adyacencias del vértice x; con cada uno de los vértices
del grafo, por lo que la suma de los elementos de esa fila nos dard la suma de
todas las aristas incidentes en él, esto es deg (x;), probando ii). O

El siguiente teorema da la relacion que existe entre las matrices de adya-
cencia de grafos isomorfos. Vamos a trabajar con una matriz de permutaciones,
esto es, una matriz P de orden n que se obtiene de hacer permutaciones en
las filas de la matriz identidad I,,. Si A es una matriz de orden n, multiplican-
do PA las filas de la matriz A permutan segin sea la permutacién en I, y si
multiplicamos AP?, permutaran las columnas de A. Ademés, PP! = I,,.
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Teorema 2.1.5. Sean G = (V. E) y G' = (V', E') dos grafos.
GG < A(G') = PA(G)P!
siendo P una matriz de permutaciones.

Demostraciéon. Supongamos que G = G’, esto es, el conjunto de vértices V'’ en
el grafo G’ es una permutacién de los vértices de G que preserva las adyacencias.
Si P es la matriz que refleja las permutaciones de los vértices de una aplicacion
[, PA(G)P' = A(G*), siendo A(G*) la matriz de adyacencia de un grafo G*
cualquiera. Supongamos que f(z;) =z y f(z;) = z}. Vemos que

a;j =1 <= {z;,z;} € E <= {a},2)} € E' <= qa},; = 1.

Por tanto, A(G*) = A(G') = PA(G)P".

Ahora, suponemos que A(G') = PA(G)P!. Queremos ver si se mantienen las
adyacencias del grafo G en G’. Sea f : G — G’ la aplicacién que permuta los
vértices de G segun la matriz P. f es biyectiva porque P es de rango n. Ademas,
si {x;,x;}€E, esto es, a;; = 1, entonces, mediante las multiplicaciones de Py
P! en A(G), este término pasa a ocupar el lugar f(i)f(j) de la matriz A(G’),
luego a’f(i)’f(j) = 1, por lo que {mf(i),mf(j)} e FE. a

Ejemplo 2.1.6. Los grafos G y G’ son isomorfos y la matriz P describe las per-
mutaciones de los vértices de A (G) a A (G'). La aplicacién biyectiva viene dada
por f = (123) y los grafos G y G’ son,

respectivamente.
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Vemos que
0111 0010 0100
11000 |, 11000 , 10010
AG) = 1001 |’ P= 0100 |’ = 1000 |’
1010 0001 0001
Asi,
0101
1011
t _ !
PA(G)P = 0100 | = A(G").
1100
Teorema 2.1.7. El grafo G tiene k componentes conexas G1,...,Gy si, y solo
si, existe una matriz de permutaciones P tal que
AGy) 0 -+ 0
PA(G)Pt _ 0 A(G2)
0 o A(Gh)
Demostracion. Si G tiene k componentes conexas y el conjunto de vértices V'
se descompone en la particién {V7, ..., Vi }, entonces estos conjuntos de vértices
inducen los subgrafos conexos maximales G, ..., Gg. Por lo visto en el teorema

2.1.5, podemos definir un automorfismo de G mediante permutaciones en los
vértices de manera que dos vértices que pertenezcan a la misma componente
estén en filas y columnas consecutivas. El resultado serd una matriz en bloques,
donde cada bloque s no nulo es la matriz de adyacencia de la componente Gj,
para cada s = 1,...,k, esto es, A(G1),...,A(Gk). Reciprocamente, si A(G)
contiene bloques, significard que existen dos subconjuntos de vértices donde no
hay adyacencias, por lo tanto, G no es conexo, y tendra tantas componentes
como bloques tenga la matriz de adyacencia. O

Corolario 2.1.8. Un grafo G es conexo si, y solo si, su matriz de adyacencia
no es semejante a una matriz diagonal por bloques.

A continuacién vamos a presentar algunos resultados que relacionan los
automorfismos de grafos y los autovalores.

Proposicién 2.1.9. Sea G = (V, E) un grafo y sea A(G) la matriz de adya-
cencia de G, y T una permutacion en los vértices de G. Entonces, T es un
automorfismo del grafo G si, y solo si, PA(G) = A(G)P, siendo P la matriz
permutacion que representa T.
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Demostracion. Por lo visto en 2.1.5, el resultado es claro porque si 7 es un
automorfismo, PA(G)P! = A(G') = A(G), y dado que P! = P~!, se obtiene
PA(G) = A(G)P. Reciprocamente, si PA(G) = A(G)P, entonces es claro que
PA(G)Pt = A(G), por lo que 7 ha de ser un automorfismo de G. O

Teorema 2.1.10. Sea G un grafo con un autovalor \ simple, y sea v un auto-
vector asociado a A. Si P es la matriz de permutaciones que describe un auto-
morfismo de G, entonces

Pv = $v.
Si G es un grafo dirigido, Pv = pv, donde ueC, |u| = 1.

Demostracion. Como A es un autovalor de G, existe v # 0€R™ de forma que
A(G)v = A, siendo v un autovector asociado a A. Entonces,

A(G)Pv = PA(G)v = PA\v = APv,

por lo que Pv también es un autovector asociado a A. Pero como A es un autovalor
simple, dim(G) = 1, luego necesariamente Pv = pw, para algin u€C. Por otra
parte, como P es la matriz de permutaciones de un automorfismo, existe reN
tal que P" = I, luego |u| = 1.

Si G es un grafo no dirigido, como los autovalores de una matriz con
simétrica real son reales, = +1 y asi, probamos que

Pv = +v.
O

Teorema 2.1.11. Sea G un grafo. Si G tiene un automorfismo p # id tal que
p? #id, entonces G tiene al menos un autovalor cuya multiplicacidad es mayor
que 1. En otras palabras, si todos los autovalores de G son simples, entonces
cualquier o€ Aut(G),estd determinado por las involuciones, 0% = id Aut(q) -

Demostracion. Supongamos que todos los autovalores de GG son simples. Enton-
ces, para cualquier matriz permutacion P representando un automorfismo o de
G, y para un autovector asociado v, por el resultado 2.1.10, P%2v = v, luego P? es
la identidad y por tanto probamos que para cualquier o€ Aut(G), 02 = id Aut(@)-

O

2.2. El polinomio caracteristico de un grafo

La posibilidad de representar grafos mediante su matriz de adyacencia
conduce a pensar en la posibilidad de estudiar los grafos a partir de esta matriz
y, en particular, de sus autovalores. Sobre todo, teniendo en cuenta que A(G) es
simétrica real, el teorema espectral asegura que es diagonalizable en R.
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Definicién 2.2.1. Sean A (G) la matriz de adyacencia de un grafo G y K =R
o C. El polinomio de grado n en la indeterminada t sobre el cuerpo K

chap (G;t) :== |tl, — A(G)| = t" + an_1t""' + ... + a1t + ao,

se denonima polinomio caracteristico de G. Los ceros AeK de chap (G;t)
se denominan autovalores de G, y denotamos por m (\) la multiplicidad del
autovalor \.

Escribiremos, por lo general, chap (G).

Proposicién 2.2.2. Sea G = (V, E) un grafo. Los valores propios de la matriz
de adyacencia A(G) son reales, en particular, irracionales o enteros.

Demostracion. Si G = (V, E) es un grafo, la matriz A(G) es simétrica y por
el teorema espectral es diagonalizable en R, luego sus autovalores son reales.
Ademéds, chap(G;t)€Z[t] y es ménico, por lo que las posibles raices racionales
son enteras. O

Teorema 2.2.3. Sea G un grafo y sea A el nimero de tridngulos en G. Si G
tiene como autovalores A\;,1 =1,...,n, entonces:

a) 3y A =0.
b) i A\ =21E].
&) SCL 3 = 6A.

Demostracion. Como A(G) es semejante a una matriz diagonal D(G), las trazas
de matrices semejantes son iguales y G es un grafo sin lazos,

0 =1tr(A(G)) =tr(D(G)) = > i, A\

b) A(G)? = (ag?))i,j=17_“7n donde los términos de A(G)? son de la forma

ag) =Y p_, irag;. Asi, la traza de A(G)? es
2
tr(AG)) = iy 0 = iy asas
esto es, es el nimero de cadenas cerradas de longitud dos, luego
tr(A(G)?) = 2|E|.
La diagonalizacién de A(G) implica que A(G)? es semejante a D(G)?, por lo que
2|B| = tr(A(G)?) = tr(D(G)?) = Y0, X2.

¢) Por tltimo, de forma andloga por induccién obtenemos que los términos
de la traza de A(G)? representan el ntimero de cadenas cerradas de longitud tres
de cada vértice de G, o lo que es lo mismo, seis veces el ntimero de tridngulos
ya que por cada tridngulo hemos de contar seis cadenas diferentes, dos por cada
vértice. Por tanto, > i, A3 = tr(A(G)?) = 6A. O
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Definicién 2.2.4. Sean \;, i=1,...,n, los autovalores del polinomio caracteristi-
co de G, en orden natural y

AG) ;=M < ... <A = A(G), p<n.

El espectro de un grafo G es el conjunto de autovalores de A (G) junto con sus
multiplicidades:

AN o A
Spec(G) = (m()\) m ) . m(/l)) :
El mayor autovalor A se denomina radio espectral de G.

Ejemplo 2.2.5. El polinomio caracteristico del grafo de Petersen es
(t—=3)(t—1)5(t+2)4,
y por tanto su espectro
-213
Spec(GP(5,2)) = < 15 1> .
Proposicién 2.2.6. Sea G = K,,,

-1 -1
Spec (K,,) = (n—lnl )

Demostracion. La matriz de adyacencia de un grafo completo con n vértices es

01 «vvvn- 1
1
A(Kn):
-1
Tooveonnnnn 0

Calculamos su polinomio caracteristico.
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t —1-- -1
-1
[tI, — A(K,)| =
g
-1 -1t
t N -1
—1—tt+10 0
= 0
S
—-1—-¢t O 0t+1
,(nfl)th -1 e -1
0 t+10 0
-0
0 0t+1
=(-(n-1)+t)t+1)",
vy queda probada la afirmacion. a

Teorema 2.2.7. Sea G = K, 4,
- 0
Spec (Kp ) = ( VP m) .

1 p+qg—2 1

Demostracion. La matriz de adyacencia de un grafo bipartito completo K, ; es
una matriz de orden p + ¢
0J
A(Kp,q) = (Jt 0) .

Esta matriz solo tiene dos filas linealmente independientes, por lo que se tiene
que rg(A) = 2 < p+q, luego |A| = 0 y por tanto 0 es un autovalor cuya multipli-
cidad es m(0) = n—rg(A) = p+q—2. Al ser A diagonalizable y m(0) = p+q—2,
han de existir A1, \o€R, A1, A2 # 0.

Si A1 = Ag, entonces, por el resultado obtenido en 2.2.3, la suma de los autova-
lores contando con sus multiplicidades es igual a 0, luego 2A; = 0 y por tanto
A1 = 0, que contradice el hecho de que m(0) = p+p — 2. Si Ay # A2 y como
A1+ A2 =0, tenemos que A = \; y A = Ay, A = —\ Nuevamente por el hecho
de que A(G) es diagonalizable en R, \? + A% = 2pq, luego 2)\? = 2pq, por lo que
podemos concluir que A = ,/pg y A = —,/pq. El polinomio caracteristico es:
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chap(Kp 4) = (t* — pg)tPTa=2.
O

Definicién 2.2.8. Sea G = (V, E) un grafo, siendo V = {x1, ..., x,} el conjunto
de vértices y E = {e1,...,em} el de las aristas. Se denomina matriz de in-
cidencia del grafo G a la matriz B(G) de orden nxm cuyos términos vienen
dados por

1 six; es incidente con e;
bij = .
0 en otro caso

En caso de que G = (V, E) fuese dirigido, los términos de B(G) son

1 siz; =o(e))
bij =< -1 siz; =t(e;) -
0 en otro caso

Ejemplo 2.2.9. La matriz de incidencia del grafo de Petersen es:

100011000000000
110000100000000
011000010000000
001100001000000
000110000100000
000001000010001
000000100000110
000000010011000
000000001000011
000000000101100

B(GP(5,2)) =

Veamos ahora una relacion entre los autovalores de G y los autovalores su
grafo de linea L(G).

Proposicién 2.2.10. Sea G = (V, E) un grafo con n vértices y m aristas. Sea
L(G) el grafo de linea de G. Entonces,

BYG)B(G) = 21, + A(L(G))

B(G)BY(G) = C(G) + A(G),

siendo C(G) = (deg(x;)di5)ij=1,...n, donde 0;; es la delta de Kronecker.

Demostracién. Consideramos el término (k,1) de la matriz B*(G)B(G),

(BYG)B(G)) = >y bikbr,
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que es el producto escalar de la k-ésima y la [-ésima columnas de B(G). Si
k =1, estaremos multiplicando la incidencia de cada arista, luego cada término
de la diagonal serd un 2. Cuando k # [, el producto sera 1 si las aristas k y
[ son incidentes en el vértice i. Esto en el grafo de linea de G supone que dos
vértices sean adyacentes, esto es, que en el término (k,l) en A(L(G)) haya un
1. Como G no tiene aristas multiples esto solo ocurre una vez, por lo tanto,
BY(G)B(G) = 21, + A(L(Q)).
Ahora, consideramos el término (4, j) en la matriz B(G)B'(G),

B(G)B'(G)ij = 2/~ bibji.

Sii = j, entonces Y., byby = deg(x;) ya que estamos multiplicando la fila
de la matriz de incidencia, que refleja las incidencias del vértice x;. Para i # j,
tendremos un 1 si la filas ¢ y j tienen un 1 en el mismo lugar, lo que significa
que sobre los vértices z; y x; incide la misma arista, por lo que el término
correspondiente en la matriz de adyacencia A(G) es un 1. Podemos concluir que

B(G)BY(G) = C(GQ) + A(G). 0

Teorema 2.2.11. Si G es un grafo d-regular con n vértices y m aristas, m > n,
se verifica que:

chap(L(G);t) = (t + 2)™ "chap(G;t + 2 — d).

Demostracion. Consideramos dos matrices cuadradas con n+m filas y columnas:

tl,-B\ ., (I, B
v (5 ) v (B

donde B es la matriz de incidencia de G y B! es su traspuesta. Hacemos los
productos

tl, —BB* 0 . _(th 0
ov = ( B tlm> » VU= (tBt tly, BtB> '

Luego,
|tl,, — BB!||tI,,| = det(UV) = det(VU) = |tI,||tI,, — B'B].
La igualdad de los determinantes deja la ecuacion
t™|tI, — B'B| = t"|tI,, — B!B|
o equivalentemente,

tm=n|t1, — BB'| 2 |tL,, — B'B.
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Por 2.2.10, B!*B @ A(L(G)) + 2I,, y BB? ) C(G) + A(@), y como G es d-

regular, C(G) = dI,,

chap(L(G);t) = det(tl,, — A(L(G))

© det((t +2)I,, — B'B)

—
~—

= (t+2)" "det((t + 2)I,, — BB")

D ¢+ 2 det((t + 2 — d) T, — A(G))

=({t+2)" "chap(G;t +2 —d).
O

Como consecuencia de este resultado, en el siguiente teorema vamos a ver

una condicién necesaria para que un grafo G sea el grafo de linea de otro grafo
G

Teorema 2.2.12. Sea G = (V, E) un grafo y L(G) su grafo de linea, entonces
ML(G)) > —2.

Demostracion. Sabemos que BY(G)B(G) = A(L(G))+21,,, BY(G)B(G)eM,, (Z).
Para cualquier z€R™,

2 BYG)B(G)z = (B(G)z) B(G)x =: | B(G)z||*>0,

luego BY(G)B(G) es una matriz simétrica y semidefinida positiva. Sea A un
autovalor de A(L(QG)). Entonces,

ALy, — A(L(G))| = 0 = |\, — BY(G)B(G) + 21,,| =0
= |(A+2)I,, — BY(G)B(G)| =0
= \ + 2 es un autovalor de B*(G)B(G).
Como la matriz B'(G)B(G) es semidefinida positiva y diagonalizable, to-

dos sus autovalores seran mayores o iguales que cero, luego A\ 4+ 2 > 0, entonces
A > —2, tal y como queriamos ver. O

2.3. Autovalores de un grafo
Por lo general es dificil determinar los autovalores de un grafo, por lo que

siempre es util tener cotas para ellos. Vamos a trabajar con el llamado cociente
de Rayleigh de un autovector para obtener algunas cotas.
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Teorema 2.3.1. Sea G = (V, E) un grafo con n vértices y m aristas. Entonces

A(G) < /2=,

Demostracion. Para n = 1 estd claro pues A(K;) = 0.
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R™,

(S aib) < (T, ad)(S, 5.

Si n > 2, entonces, tomando a; = 1 y b; = A; para cualquier ¢€{1,...,n— 1} y
k =n — 1, se verifica que

2
() =0 (50%)
Como Y"1 | X\; =0 por 2.2.3,
n—1 n—1 2 2
Y is1 Ai = —A, y por tanto (Zi:l )\i) =22 con A(G) = A,

Consecuentemente, \2 < (n — 1) (Z?;ll )\%)

Entonces, 0 < (n — 1) (Z;le )\f) — A2,

Por tanto, nA2 < (n — 1) (2?2—11 A?) — A2 4 nA2.

Y de aqui se deduce que nAZ < (n—1) (37, A?) 223 (n — 1)2m. Luego con-

cluimos que
A(G) </ 2mn=l),

Definicién 2.3.2. Sea A = (a;5), con i,je{l,...,n}, yv = (v1,...,v,) ER™. Se
denomina cociente de Rayleigh de v con respecto de A al cociente

R(v) = <v,Av> i =1 @ijViV;

= n 2 )
<v,v> i—1 Y3

donde <,> es el producto escalar usual en R™.

Teorema 2.3.3. Si A es una matriz simétrica, entonces para cualquier vER™,
v£0, se cumple que

A=:AA) < R(v) < A(A) := A
Ademds,
A=R(w) o R(v)=A

si, y solo si, v es un autovector asociado a A o a A, respectivamente.
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Demostracion. Sea {ui,...,u,} una base ortonormal de autovectores de A. Es-
cogemos un vector arbitrario v = Y1 | ;.

R(v) = <w, Av> 3N < &ug, Agui >
<vv> Doy < &g, Gug >
u;autovector Z?:l < &ui, /\lgluz > . Z:‘L:l /\163

Sy < &g, Gug > &

Esto implica que
Ao T D i 5
i €& - - )
Ademss, si v es un autovector asociado a A, entonces

_ <, Av> _ <w >y <vu>
R(U) T o<vw> T <wv,o> _)\<v,7j> =

y de forma similar para A. Reciprocamente, si v no es un autovector asociado
a A ni a A, entonces A tiene al menos tres autovalores distintos y todas las
desigualdades son estrictas, A < p < A. O

Teorema 2.3.4. Sea A una matriz simétrica con términos no negativos y sea
veR™ un autovector asociado a A. Siv = (v1,...,v,) entonces v = (Jv1], ..., |vn))
es también un autovector asociado a A. Ademds, |\ < A.

Demostracion. Dado que v es un autovector asociado al autovalor A, por 2.3.3
R(v) = A. Ademds, para cualquier weR™,

\R(w)| — Zl,gézflliivﬂéiwj _ |Z”Z:§:alr;7§1w]| < Zi,j:zlzjt:?iﬂwﬂ _ R(?ZJ)
por lo que |R(w)| < R(w), o lo que es lo mismo, —R(w) < R(w) < R(w).

Asi, para el autovector v, R(v) = A, luego A < R(?) y por 2.3.3 R(0) < A.
Entonces R(9) = Ay © es un autovector asociado a A.

Por otra parte, si weR"™ es un autovector asociado al autovalor A, entonces
-A < —R(w) < A = R(w) < R(w) < A, por lo que podemos concluir que
A < A O

Teorema 2.3.5. Si G es un grafo conexo, entonces A es un autovalor simple y
todos los autovectores asociados a A tienen todas sus coordenadas distintas de
cero y del mismo signo.

Demostracion. Por hip6tesis, como G es conexo, por 2.1.8 A(G) no se puede
descomponer en bloques.
En primer lugar vamos a demostrar que si Av = Av, ninguna coordenada
de v puede ser nula. Supongamos que v = (v1,...,Vs, Vst1,---,Us). Entonces,
———

=0
por 2.3.4 AY = AD. Esto significa que
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Z;-l:laij\vﬂ = /1|UZ| :0, Vi = s+ ].,...,TL.

Explicitamente esto dice que

a’ll P PN “e aln |'U1| |/Ul‘

Ag1 tee Ags tee Asn |Us‘ A |Us|
A(s41)1 ~" " O(s+1)s " O(s+1)n 0 0

an1 e Qns e Ann 0 0

Dado que los términos de A son no negativos y los de ¥ son positivos, el rectdngu-
lo inferior izquierdo de la matriz A estara formado integramente por ceros, y co-
mo A es un matriz simétrica, ocurre lo mismo para el correpondiente rectangulo
superior derecho de la matriz. Pero en tal caso A se podria descomponer en
bloques, lo que contradice la hipdtesis de que G es conexo, luego llegamos a una
contradiccién de asumir que alguna coordenada de v es nula.

Ahora, vamos a probar que todas las coordenadas de v tienen el mismo
signo. Si denotamos

Ny (v) := {i|lv; > 0}, N_(v) := {i]v; < 0},
por lo que acabamos de ver,
Np() | JN-(v) ={1,...,n}. (2.1)

Por los teoremas 2.3.3 y 2.3.4, si v es un autovector asociado al autovalor A, se
obtiene que A = R(v) = R(0). Sii €Ny (v) y j €EN_(v) entonces

;005 < ov A5 = 0, Clij|’Ui||’Uj| >0V Q5 = 0. (22)
Para i,jeN;(v) 6 i,jEN_(v), a;jviv; = a;;|vi||vj|. Como, R(v) = R(D),
si eliminamos los sumandos iguales quedard que existen iy,...,4,€Ny(v) y

Jis---,JsEN_(v) tales que
Zi Z]‘ aijij = Zz Z_j aij|v,;|\vj\ = — Zz Z]‘ aijij.

Por tanto,
>0 2o aij (vivj +viv;) = 0.
Asi, 2 (Zl Zj al-jvivj) = 0y como v;,v; # 0, entonces a;; = 0.

Si consideramos una particién en el conjunto de vértices dada por

Vi ={zli € Ny(v)} y Vo = {z;|j € N_(v)}
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y los reordenamos de forma que los vértices x;, i € N4 (v) aparezcan en primer
lugar y posteriormente los vértices z;, j € N_(v), obtenemos un grafo isomorfo
a G cuya matriz de adyacencia contiene bloques, luego G seria disconexo.

Por tltimo vemos que A es un autovalor simple. Como A(G) es diagona-
lizable, la multiplicidad de un autovalor es igual a la dimension del subespecio
vectorial generado por el autovalor. En caso de que A no fuera simple, la dimen-
sién del espacio generado asociado seria como minimo 2, y podriamos encontrar
una base ortogonal del subespacio formada por autovectores asociados a A. Si
v y w son autovectores asociados a A, y suponemos que Ny (v) = (), se pueden
dar dos casos: si Ni(w) = 0, entonces (v, w) > 0y si N_(w) =0 < 0, luego no
existe ningun autovector asociado a A ortogonal a v. Esto implica que A es un
autovalor simple. a

Teorema 2.3.6. Sea G un grafo conexo. Sean Ag el mayor grado de los vérti-
ces de G y dg = %Z%G deg(z) la media de los grados de los vértices de G.
FEntonces,

dg <A< Ag.
Demostracion. Para v = (1,...,1), A(G) la matriz de adyacencia de G,
2.3.3
<v,A(G)v> _ Zapcgdeg(@) _
2 <v,v> - < n - dG'
Ahora, sea v = (v1,...,v,) un autovector asociado al autovalor A, para el que
asumimos que para cualquier ¢ = 1,...,n v; > 0y sea v, := méx{v,...,v,}.

Como A(G)v = Av, para la coordenada p-ésima,

Avy =370 apjvy < vp 300 apj = vpdeg(ay) < vpAc.
O

Si un grafo es d-regular y conexo, entonces dg = Ag, luego A = dg. Este
es el caso del grafo de Petersen, que es 3-regular y cuyo espectro es:

Spec(GP(5,2)) = < - é ‘I’) .

Ademds, si v = (1,...,1)! vemos que
AGP(5,2))0 = A(GP(5,2)),

es decir, v es un autovector asociado a A.
Se verifica también que m(3) = 1 y el grafo de Petersen es un grafo conexo.

Veamos a continuacién el teorema que generaliza esta caracteristica para
grafos regulares y caracteriza la d-regularidad y la conectividad de un grafo en
funcién de sus autovalores.
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Teorema 2.3.7. Para un grafo G conexo, las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

i) G es d-regular.
it) A = dg, la media de los grados de los vértices.
iii) v = (1,...,1)! es un autovector asociado al autovalor A.

Demostracion. (i) = (ii). Dada la d-regularidad de G y por el teorema 2.3.6,
d=dg <A< Ag =d. Luego dg = A.
(i1) = (44). Sea v := (1,...,1)". Entonces,
hi n m
A= dg = % Zi:l Z]’:l aij = R(v).

Por el teorema 2.3.3, v es un autovector asociado al autovalor A(G) = dg.

(iti) = (i). Por hipétesis, Av = Av. Como v := (1,...,1)" es un autovector
asociado a A, para cada fila se tiene que Z;;l a;; = A. Por tanto, todos los
vértices son de grado A, luego el grafo es A-regular. O

Como consecuencia de los teoremas 2.2.11, 2.3.5 y 2.3.7, obtenemos el
siguiente resultado:

Corolario 2.3.8. Sea G un grafo d-regular y conexo con n vértices, m aristas y
p autovalores, m >n>p y espectro

_ Al Apo1  d
Spec(G) = (m(/\l) o m(Ap_1) 1) :
FEntonces

Spec(L(G)) = (

2 A Ad—2.. Ay +d—22d—2
m—n mA) ... m(Ap_1) 1

Demostracion. Si chap(G;t) = (t—X)™M) .o (t—X,_1)™P»-1)(t —d), entonces
chap(Git+2—d) = (t+2—d—X))™M) oo (t 42 —d— Ny p)"Pe=1) (£ 42— 2d).
Por el teorema 2.2.11,

chap(L(G);t) = (t4+2)" " (t4+2—d—\y) ") - (t42—d— N1 )" Pe=1) (t42—2d)
y por tanto,

(=2 M 4d—2.. A +d—22d—2
Spec(L(G))(m_n m(A) .. m(Ap=1) 1 )
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Automorfismos de grafos

La teoria de grupos es una rama del algebra que nos permite estudiar
simetrias en diversos objetos con la ayuda de sus automorfismos. El grupo de
automorfismos de un grafo se puede ver de forma natural como permutaciones
en sus vértices. A continuacién expondremos diversos resultados en relacién a la
interaccion entre los grupos y los grafos, entre los que se incluyen los grafos de
Cayley y el teorema de Frucht.

3.1. El grupo de automorfismos

El conjunto de todas las permutaciones de un conjunto {2 se denota por
Sp 0 Sy, si 2 es finito y |£2] = n. Diremos que un grupo I" es un grupo de per-
mutaciones de {2 si I es un subgrupo de Sp,. Vamos a definir algunos conceptos
de grupos que necesitaremos para trabajar con el grupo de automorfismos de un
grafo.

Definicién 3.1.1. Sea I' un grupo, y {2 un conjunto. Se define una accion de
I sobre (2:

I'x 2 — 12
(o,2) —> 27’
verificando esta aplicacion que
i)af ==z
i) (z7)" = 2°T
o,T,e€l’, y decimos que I actia sobre (2.
En particular, para un grafo G = (V,E), dado que podemos ver los au-

tomorfismos de Aut(G) como permutaciones en los vértices de G, decimos que
Aut(G) actia sobre V.
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Definicién 3.1.2. Sea I' un grupo y 2 un conjunto. Una accion es transitiva
si para cualesquiera dos elementos x,y€(2, existe o€l tal que x° = y.

Definicién 3.1.3. Sean I" un grupo y un conjunto {2. Para cada x€2, se deno-
mina orbita de x por la accion de I' al conjunto

ol = {20 € I'}.

En particular,

| =1402).

Es decir, la orbita de cada elemento x€(2 es su clase de equivalencia en
la relacion definida en {2 a través de la accién de I tal que para cualesquiera
r,yes?,

x~y<= Joel :y=2a7,
y el conjunto {xF|ac € Q} forma una particién de 2.

Definicion 3.1.4. Sean I' un grupo y 2 un conjunto, x€(2, el estabilizador
de x en I es el conjunto

I, ={o|z” = z}.
Es claro que I, es un subgrupo de I'.

Proposicion 3.1.5. Sean I' un grupo y un conjunto {2, x€(2. Entonces
17| = |2"| |-

Demostracion. Estaigualdad es consecuencia del resultado general para acciones
de un grupo I" sobre un conjunto, [I": I;] = ‘xﬂ
Seal' =T/ ~T,={l,0lc € I'}. Probemos que

o: I' — 2l

I,o+— z°
es una aplicacién biyectiva.
En primer lugar, veamos que estd bien definida.

Sea I,o = g€l’, se tiene que o€’ <= z° € 2. Ademds,

=0 e 0'co=1I0 oo el 17 =127 =2°,

por lo que también queda probado que es inyectiva.

Tal y como estamos definiendo la aplicacién, para cada x° €z’ existe o€’
de manera que ¢ (I';0) = 27, por lo que la aplicacién es sobreyectiva.

Por tanto, |F| = |:UF| y asi, obtenemos el resultado

— |.T
T = || | Tl
O

Proposicién 3.1.6. Sea G = (V,E) un grafo y G su grafo complementario.

Aut(G) = Aut(Q).

Demostracion. Se prueba facilmente ya que el automorfismo de un grupo pre-
serva las adyacencias y por lo tanto, a la vez preserva las no adyacencias.
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Siendo o€ Aut(G), u,veV,

{u,v}€E < {u,v}¢E <= {o(u),0(v)}¢E <= {o(u),o(v)}€E.
O

A continuacién, vamos a estudiar acciones transitivas en grafos y vere-
mos cémo los diversos conceptos de acciones transitivas en un grupo imponen
condiciones de simetria en éste.

3.1.1. Grafos vértice transitivos

Definicién 3.1.7. Sea G = (V, E) un grafo, diremos que G es vértice tran-
sitivo o simplemente transitivo si su grupo automorfismo Aut(G) actia de
forma transitiva en V. Esto es, para cualesquiera x,y€V, existe o€ Aut(G) tal
que o(x) = y.

G serd distancia transitivo si para cualesquiera u,v,x,y€V, siendo la dis-
tancia de u a v igual a la distancia de x a y, existe c€Aut(G) de manera que
ou)=z yo(v) =y.

Diremos que G es distancia regular o s-transitivo si para cualesquiera
u,v,x,y€V, siendo d(u,v) = d(z,y) = s, existe c€Aut(G) de manera que
ou)=z yo)=y.

Si G = (V,E) es un grafo vértice transitivo, [z4*(%)| = |V|. Ademas,
como los automorfismos conservan las adyacencias, han de conservar el ntimero
de aristas que inciden en cada vértice, por lo tanto si para cualquier par de
vértices x,y€V existe o€ Aut(G) tal que o(z) = y, todos los vértices tienen
que tener el mismo nimero de aristas incidentes, luego todos los grafos vértice
transitivos son regulares.

Una familia interesante de grafos vértice transitivos son los k-cubos Q.
El conjunto de vértices de Qi es el conjunto de todas las k-uplas binarias y
tiene 2% elementos, siendo dos adyacentes si se diferencian exactamente en una
coordenada, por lo que el grafo Q;, tendra 25~ 'k aristas.
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Figura 3.1: Grafo Q3

Proposicion 3.1.8. El k-cubo Qy es vértice transitivo.

Demostracion. Siv es un k-upla fija pero arbitraria, z€V, entonces la aplicacion
Py TH——> T+

donde la suma es componente a componente en Zs, es una permutacién de los
vértices de Q. Esta aplicacién es un automorfismo ya que las k-uplas z e y
difieren exactamente en una coordenada si, y solo si, z +v e y + v difieren exac-
tamente en una coordenada. El conjunto de todas estas permutaciones forman
un subgrupo H de Aut(Qy) de orden 2%. Este subgrupo actiia de forma transi-
tiva en el conjunto de vértices de @ ya que para cualesquiera dos vértices x e
y siempre vamos a tener el automorfismo p,_, que lleva z a y. O

El grupo de permutaciones de 3.1.8 no es el grupo completo de automorfis-
mos del grafo Q. Cualquier permutacion de las coordenadas de las k posiciones
es un automorfismo del grafo Qi y el conjunto de todas estas permutaciones
forma un subgrupo K de Aut(Q). Si K = {0 : V(Qxr) — V(Qk)|o € Si}. En-
tonces, como H y K son subgrupos de Aut(Qg), HK C Aut(Qy). Adem4s,

H||K
|HK| = \llelK||
Vemos que HNK = {Id}. Si c€e HNK, entonces,
ceK = O'(l‘) =0 (.1'1, . ,-73]9) = (ma(l), . ,.’L‘U(k))
ceH = o(x) =0y(x) =0 (1 +v1,..., Tk +Vk)

Asi, 0 = Id = 0¢. Si v # 0, entonces existe i€{1,...,k} tal que v; # 0. Supon-
gamos sin pérdida de generalidad que ¢« = 1. Entonces, para =z = (1,0,...,0),
ou(xz) =(0,...,0) # o(x), para cualquier o€ K.

Por tanto, |[Aut(Qy)| > |[HK| = 2Fk!.

Teorema 3.1.9. Sea G = (V, E) un grafo conexo, d-regular y cuyo grupo de
automorfismos Aut(G) es vértice transitivo. Sea A un autovalor simple. Si |V|
es par, entonces Ne{2a — dja € {0, ...,d}}. Si |V es impar, entonces A = d.
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Demostracion. Sea P la matriz de permutaciones que representa el automorfismo
o del grafo G y sea v un autovector asociado al autovalor simple A. Por el teorema
2.1.10, Pv = *wv.

Sean z;, z,;€V. Como Aut(G) es vértice transitivo, existe un automorfismo
o de manera que o(x;) = x;. Por lo tanto, (Pv), = v; = Fv;.

En primer lugar, estudiamos el caso en que |V| = n es impar. El teorema
2.3.7 implica que u = (1,..., 1)t es un autovector asociado al autovalor d. Si
A # d, (u,v) = 0, para v un autovector asociado a A, porque los autovectores
asociados a autovalores distintos son ortogonales, luego Y v; = 0. Como
v; = £v;, si ¢ = 1, v = (v1,%v1,...,£v1). Separamos la suma en términos
positivos y negativos, siendo ahora ambos lados de la igualdad positivos.

Vi +o v, =y, -4y, rHs=2k+ 1

Como r + s = 2k + 1, uno de los dos lados contiene més términos que el otro,
luego llegamos a una contradiccién porque necesariamente v # 0. Por tanto,
A=d.

Ahora, estudiamos el caso en que |V| = n es par. Como G es un grafo d-regular,
de(x;) = d, para cualquier vértice x; de G. Teniendo esto en cuenta, definimos
los conjuntos

a:=[{z; € No(zi)ly; = vi}l;  d—a:=[{z; € No(xi)lv; = —vi},

siendo N¢(x;) el conjunto de vértices adyacentes a x;.
Si v es el autovector asociado a A, como A(G)v = Av, entonces (A(G)v); = Av;.
Asi, vemos que

(A(GWw), = av; — (d — a)v; = 20 — d) v; = Av;.
Por tanto, concluimos que

Ae{2a —d|a € {0,...,d}}.

3.1.2. Grafos arista transitivos

Definicién 3.1.10. Sea G = (V, E) un grafo, diremos que G es arista transiti-
v0 si su grupo automorfismo Aut(G) actia de forma transitiva en E. Esto es, pa-
ra cualesquiera {u,v} ,{x,y}E€E, existe c€ Aut(Q) tal que {o(u),o(v)} = {z,y}.

Ejemplo 3.1.11. El grafo prisma triangular es un grafo vértice transitivo pero no
arista transitivo, porque si fuera arista transitivo se podrian enviar las aristas
de C4 alas de Cs.
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Figura 3.2: Grafo vértice transitivo pero no arista transitivo

El grafo completo bipartito K,, , es un grafo arista transitivo, pero no es
vértice transitivo a menos que m = n, ya que ningin automorfismo puede enviar
un vértice de grado m a otro de grado n, dado que los automorfismos conservan
las adyacencias y, por tanto, el nimero de aristas que inciden en cada vértice.
El lema que vamos a ver a continuacién muestra que todos los grafos que son
arista transitivos pero no vértice transitivos son bipartitos.

Proposicién 3.1.12. Sea G = (V, E) un grafo arista transitivo conezxo. Si G no
es vértice transitivo, entonces Aut(G) tiene exactamente dos orbitas y estas dos
orbitas son una particion de G.

Demostracion. Fijamos una arista {z,y}€E. Si weV, entonces como G no tiene
vértices aislados w es el extremo de alguna arista, y dado que G es arista tran-
sitivo, existe o€ Aut(G) que envia la arista a la que pertenece w a {z,y}. Por
tanto, cualquier vértice de G estd en la 6rbita 4% o en la 6rbita yAuH(E),
Esto prueba que Aut(G) tiene exactamente dos 6rbitas.

Ademads, una arista que une dos vértices que estan en la misma érbita no puede
ser enviada mediante ningtin automorfismo a una arista que contenga un vértice
en la otra 6rbita. Como G es arista transitivo y conexo, no puede haber una arista
entre dos vértices que estén en la misma érbita. Si v, wezAuH(E), {v,w}€E, en-
tonces para cualquier o€ Aut(G), o(v), o(w)€xA* (%) luego o (v), o (w)gyA* ),
por lo que {o(v),o(w)} # {z,y}.

Por tanto, G es un grafo bipartito y las 6rbitas son las particiones de los vérti-
ces. O

Definicién 3.1.13. Diremos que un grafo G = (V,E) es simétrico si para
cualesquiera u,v,x,y€V, siendo u,v y x,y vértices adyacentes respectivamente,
existe un automorfismo o€ Aut(G) tal que o(u) =z y o(v) = y. En concreto, si
G es conexo, si G es simélrico, es vértice y arista transitivo.
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3.2. Grafos de Cayley

A continuacién, estudiamos los grafos de Cayley. Vamos a trabajar con
grupos no triviales finitos, por lo que cuando se introduzca un grupo, tendra
estas caracteristicas, y en caso contrario se especificard. Mostraremos algunas
propiedades y resultados relacionados con estos grafos y en particular probare-
mos ciertos teoremas que nos ayudaran a proporcionar una breve demostracién
del teorema de Frucht, que relaciona los grupos y los automorfismos de grafos.

Definicién 3.2.1. Sean I' un grupo y C = {c1,...,cx} un subconjunto de I
Se denomina grafo de Cayley de I' asociado a C y se denota por X (I',C) al
grafo dirigido que tiene por vértices los elementos de I' y cuyos arcos son

E(X(I,C) = {(g;h) |hg~! € C} = {(g.cg) |c € C}.

Cada generador c se identifica con un color, y diremos que para dos vértices
g1, g2 existe un arco (g1, g2) coloreado cen X (I, C) si, y solo si, go = ¢g1. Cuando
un grafo de Cayley X (I',C) contiene los arcos (g1,92) ¥ (g2, 91) coloreados con
cy ! respectivamente, ¢! € O, entonces se representa con la arista {g1, g2}
Por tanto, si C = C~1, el grafo de Cayley sera no dirigido.

Veamos el grafo de Cayley para el grupo simétrico S3 de las permutaciones
en el conjunto {1,2,3} y sea C = {a,b}, siendo a = (123), b = (12). El grafo de
Cayley dirigido X (S3,C) es

Figura 3.3: X (Ss,{(123), (12))})

Los grafos de Cayley X (Zs3,C) siendo C = {2} y C = {1,2} son:
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Figura 3.4: Grafos de Cayley dirigido y no dirigido

A continuacién, veamos algunas propiedades relacionadas con el grafo de
Cayley para el caso particular en que C = C~ty C C G\ e.

Teorema 3.2.2. Sea I' un grupo finito y C un subconjunto de I, C = C 1,
e¢C'. El grafo de Cayley X (I',C) es vértice transitivo.

Demostracion. Para cada g€l la aplicacién
Pg i x—>xg

es una permutacién de los elementos de I'. Es un automorfismo de X (I',C)
ya que hemos visto que las aristas de este grafo son {{g, h}|hg™t € C}. Para
cualquier par de vértices x,yel’,

g ~yg <= (yg9)(zg) 1eC <= yr~'eC <= x ~ y.

Las permutaciones p,; forman un subgrupo del grupo de automorfismos
de X (I',C) isomorfo a I" y para cualquier par de vértices g, h de X (I',C), el
automorfimos p,-1;, envia g a h. Por lo tanto, X (I',C) es vértice transitivo. O

Para los siguientes resultados vamos a necesitar algunos términos acerca
de los grupos. Un grupo I" actia de forma semirregular en un conjunto (2 si
ningun elemento de I" distinto de la identidad fija un punto de 2. En ese caso,
I, = {Id}, para cualquier elemento z€ {2, luego, por 3.1.5 todas las drbitas son
de orden |I'|. Diremos que I" es regular si es semirregular y transitivo. Si I" es
regular, entonces |I'| = |£2|, 3.1.2.

Teorema 3.2.3. Sean G = (V, E) un grafo y I" un grupo finito. I' es un subgrupo
del grupo de los automorfismos de G que actia regularmente en los vértices de G
si, y solo si, existe C un subconjunto de I', C' = C~, e¢C tal que G = X (I, C).

Demostracion. Sea G un grafo, veamos que si existe C C I', C = O, e¢C
de manera que G = X (I',C), entonces I' es un subgrupo de Aut(G) que actia
regularmente en G. Sabemos por 3.2.2 que

H = {pylg € I'} < Aut (X (I',C)),
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CCI,C=C71 e¢C, ylaaccion de H en X (I',C) es transitiva. Ademds, la
accion es semirregular ya que para cualquier z€l’, pg€H,

pt)=r<=rg=c<=g=e

Luego H actia reguarmente en X (I, C).
Adems4s, vemos que la aplicacién

e g
g — pg

es un isomorfismo.

La aplicacién estd bien definida pues si para g,¢'€l’, ¢ = ¢, entonces
pg(x) = g = xg’ = py(x), y para cualquier geI', p,€H. Es biyectiva pues
si pg = pg, g = xg’ para cualquier z€I’, luego g = ¢’ y por definicién, para
cualquier p,€H existe geI' de forma que ¢,(g) = p,. Finalmente, se tien que
pgg () = x(99") = (x9)g’ = pg(xg) = (pg © pg)(x), por tanto, se trata de un
isomorfismo, luego

I'=Im¢, =H < Aut (X (I, C)),

que actia de forma regular en el conjunto de vértices de G.

Reciprocamente, veamos que si G es un grafo y I' un subgrupo de los
automorfismos de G que actiia regularmente en el grafo, entonces G = X (I, C)
para algin C C I', C = C~! y e¢C.

En particular, fijamos un vértice del grafo ueV. Dado que la accién de I'
sobre V' es transitiva, si veV, existe o€l tal que u? = v. Ademds, la accién es,
en particular, semirregular, por lo tanto este automorfismo es tnico:

—1
W =u"=u"" =u=or tel,={ld}=or'=ld=o0=r.
Podemos definir una biyeccién entre

V(G L& T
T > 0.

 estd bien definida pues para cualquier z€V, existe un tnico o, €1 y es biyectiva
ya que si 0, = gy, entonces u’* = u’ y & =y, y para o€l’, o(u) = €V, por
lo que 0 = 7.

De esta forma podemos formar un conjunto

C ={o,|{u,z} e E} C I.

Como G no contiene lazos, Id¢C. Ademds, siendo I' < Aut(G) se cumple que
para cualquier o€,

{z,y}€F < {27,y }€E.

En particular,



38 3 Automorfismos de grafos

0,€C = {u,z}eE = {u"z_l,xgll} = {o; " (u),u}€E.
Y dado que G es un grafo no dirigido, {Ugl(u),u} = {u,a;l(u)}, o;leC, por
lo que C = C~1.
Por tltimo, si z,y€V, {z,y}eF < {x”;l,y”;l}EE. Entonces, dado

-1
TyOy

que T = 0,(u), y = o,(u), se tiene que z% = u, yor =
Por tanto, {z,y}€E < {u,u”y"gl}EE < 0,0, 1€C y podemos con-
cluir que la aplicacién ¢ define un isomorfismo entre

G— X (I,0)
T — o

de forma que {z,y}€FE < 0,0,'€C < {0,,0,}€E (X (I',C)). O
Proposicién 3.2.4. Sea I' un grupo. Si 0 es un automorfismo del grupo finito

I', C=C7! ye¢C, entonces los grafos de Cayley X (I',C) y X (I',6(C)) son
isomorfos.

Demostracion. Sean z,y dos vértices de X (I',C). Se verifica que

Olya) = 0(y)0(=) = 0(y)0(x) ",
por lo que 0(y)0(z)~1€6(C) si, y solo si, yr~LeC. Por tanto, 6 es un isomorfismo
entre X (I,C) y X (I,6(C)). O

Lema 3.2.5. Sea I' un grupo finito, C = C~1 ye¢C, el grafo de Cayley X (I, C')
es conexo si, y solo si, C' es un conjunto generador de I.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que X (I, C') es conexo, por lo que
entre cualquier par de vértices del grafo existe una cadena. En particular, sean
gel’, ceC dos vértices de X (I, C), siendo {c,a1, -+ ,an-1,9}, a1,...,an_1€l
la cadena que los une y {c,a1},{a1,az2},...,{an—1,9} las aristas de la cadena.
Por definicion del grafo de Cayley, esto significa que existen en C' los elementos

. . —1 o — _ -1 _ -1
Cly...,Cp, siendo 1 = ai1c ~,C2 = a2y ,...,Cp—1 = Qp—-1Qa,_o,Chp = ga, 1.
Asi, vemos que ¢, ¢cp_1 -+ cac1 = gc_1 y llegamos a que
g = CpCp—1 -+ C2C1C,

y dado que ¢, ¢q, . . ., ¢, pertenecen al conjunto C', podemos concluir que cualquier
elemento de I" se puede escribir como producto de elementos de C, por lo que
(Cy=T.

Reciprocamente, como C es un conjunto generador de I', para g,hel’
escribimos g =¢y - ¢, y h=¢}---c,, siendo ¢y, ..., ¢p, ¢, ..., cLeC.

/—1 /=1 7 /
g:cl...c,r_:cl...CTCs ...Cl Cl...cs'




3.3 Teorema de Frucht 39

Esto significa que existe una cadena {g,a1,...,a,,h} entre los vértices g y h,
ai,...,an€l, luego el grafo de Cayley X (I, C) es conexo. O

3.3. Teorema de Frucht

Es esta seccién vamos a trabajar con los grafos color de Cayley y su grupo
de automorfismos, y obtendremos una serie de resultados que nos ayudaran a
desarrollar el procedimiento a seguir para probar el teorema de Frucht, que
afirma que cualquier grupo finito es isomorfo al grupo de automorfismos de un
grafo.

Seguimos trabajando con grupos finitos no triviales, y ahora los conjuntos
generadores no van a tener la caracteristica de contener a los inversos. Si I" es un
grupo y C un conjunto que lo genera, se dice que un elemento a€ Aut(X (I, C))
preserva la direccién o el color si para cada arco (g1,¢92) de X (I',C), los arcos
(91,92) v (a(g1),@(g2)) tienen el mismo color. Es evidente que el conjunto de
todos automorfismos de X (I, C') que preservan el color forman un subgrupo de
Aut(X (I, C)) y lo denotamos por Aut..(X (I, C)).

Teorema 3.3.1. Sea I' un grupo generado por un conjunto C y sea « una per-
mutacidn de los vértices de X (I, C'). Entonces « es un automorfismo de X (I, C')
que preserva el color si, y solo si,

afcg) = c(ag)
para cualquier gel” y cualquier ceC.
Demostracion. Si (g,g’) es un arco del grafo X (I', C), ceC, vemos que
g = cg < a(g) = ca(g) < a(cg) = ca(yg),
por lo que a€Aut.,; (X (I,C)) si, y solo si, a(cg) = c(ag). O

Teorema 3.3.2. Sea I un grupo y C un conjunto generador de I'. Entonces el
grupo de automorfismos de X (I, C) que preservan el color es isomorfo a I'.

Demostracion. Sea I' = {g1,...,gn}. Parai =1,...,n definimos la aplicacién
pg, V(X (I,C) — V(X{,C)) l<s<n
9s = Py, (gs) = gsgi’ -

Como I es un grupo, la aplicacién es biyectiva.
Sea ceC, para cualquier ¢, 1 < i < n y cualquier s, 1 < s < n, vemos que

Py (cgs) = (cgs)gi = c(gsgi) = c(pg,(9s))s

luego por el teorema 3.3.1 p,, el un automorfismo que preserva el color en
X (I',C). Ahora, definimos la aplicacién
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Gg, : I — Auteg (X(F»O))’ 1<i<n.
gi — (ng,; (gz) = Py,

Por 3.2.3 ya sabemos que ¢4, estd bien definida y es un homomorfismo inyectivo.
Probemos que ¢,, es sobreyectiva. Sea p un automorfismo de X (I',C') que pre-
serva el color. Vamos a ver que p = py, para algin g;€I’, 1 < ¢ < n. Supongamos
que pe = g,, e la identidad de I', 1 < r < n. Sea gs€I’, entonces g, se puede
expresar como producto de generadores,

gs = C1- "+ Cy,

donde ¢;€C, 1 < j < t. Por tanto,

p(gs) = plgse) = p(cr-- - ce).

Aplicando sucesivamente el teorema 3.3.1,

p(gs) = c1---ci(pe) = gs(pe) = gsgr = Py, (gs)-

Por tanto, concluimos que p = pg,., luego ¢4 es sobreyectiva, tal y como
queriamos ver, y el teorema queda probado. a

En 1936 se publicé el primer libro de teoria de grafos. En este libro el
autor, D. Konig, propuso el problema de determinar todos los grupos finitos
I' para los que existia un grafo G de manera que Aut(G) = I'. El problema
fue resuelto en 1938 por Frucht, quien prové que cada grupo finito tiene esta
propiedad. A continuacién vamos a proporcionar el procedimiento a seguir para
demostrar este resultado.

Teorema 3.3.3. Para cada grupo finito I' existe un grafo G tal que Aut(G) = I

Demostracion. Si I es el grupo trivial, entonces Aut(G) = I' para G = K;. Por
tanto, sea I' = {¢1,...,9n} un grupo finito, n > 2, y sea C = {¢y,...,¢} un
conjunto generador de I', 1 <t < n. En primer lugar, construimos el grafo color
de Cayley X (I, C) de I respecto de C, que es un grafo dirigido. Por el teorema
3.3.2 sabemos que el grupo de automorfismos de X (I', C') que preservan el color
es isomorfo a I'. Vamos a transformar el grafo dirigido X (I',C) en un grafo G
mediante la siguiente técnica. Sea (g;, g;) un arco de X (I',C) coloreado por c.
Eliminamos este arco y lo reemplazamos por el grafo cadena {gi,uij,ugj, gj}.
En el nuevo vértice u;; construimos una cadena de longitud 2k —1 y en ugj una
de longitud 2k. Hacemos esto en todos los arcos de X (I',C).

Por ejemplo, con tres generadores los arcos pasarian a ser los siguientes
subgrafos:
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La adicién de estas cadenas en G es, de alguna manera, equivalente a la
direccién y el color de los arcos en la construccién de X (I, C), y pasamos de
tener un grafo dirigido a construir uno no dirigido. Por dltimo, se puede ver que
cada automorfismo de X (I, C') que preserva el color induce un automorfismo en
G y que los tnicos automorfismos de G son esos, luego

Aut(G) =2 Auteo (X (I, C))
y aplicando el resultado de 3.3.2,
Aut(G) =T

por lo que quedaria probado el teorema de Frucht. a
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Introduction to algebraic graph theory

Universidad

u LL | de La Laguna

The objective of this degree thesis is to
apply the results of linear algebra and
group theory to graph theory, in order to
obtain more information and solve sev-
eral problems about graphs, with alge-
braic tools.

Firstly, some graph concepts that will be
needed throughout this text are defined,
as well as some specific graphs, in partic-
ular, the line graph. Secondly, the study
of the spectrum of the adjacency matrix
and the incidence matrix will allow an ap-
proach to these structures and together
with the eigenvalues it will be possible
to determine more characteristics of the
graph. Lastly, through the action of the
automorphism group of a graph, differ-
ent families of graphs are defined (vertex
transitive, edge transitive). Groups and
graphs are related by means of the Cayley
graph and by Frucht,s theorem it is proved
that any finite group is isomorphic to the
automorphism group of a graph.

1. Introduction to graphs

A graph is a pair G = (V, E) consisting of a
vertex set V and an edge set E.

Example. The Petersen Graph has 10
vertices and 15 edges and every vertex
can represent all the subsets of two out
of five elements. Disjoint subsets are inci-
dent.

The complement graph of a graph
G=(V,E) is G=(V,E), with
{x,y}eE & {x, y}¢E.

Example. The Petersen complement
graph can be represented by:

The line graph of a graph G = (V,E) is
LG) = (E {{e.e}lene # @, e #€}).

Iciar Gonzalez Alonso

Facultad de Ciencias - Seccién de Matematicas

Universidad de La Laguna
alu0100821871@ull.edu.es

Example. The Petersen line graph is:
Q

Two graphs G, = (V},E) and G, = (V3, E»)
are isomorphic if there is a bijective map

fivi—V
such that
(w,vieE & {f (), f W)}€E,.

The set of all automorphisms of G forms
a group, the automorphism group of G,
Aut(G), and

Aut(G) < Sy,

2. Linear Algebra in Graphs

The adjacency matrix A(G) of the graph
G = (V,E) is the symmetric matrix with
rows and columns indexed by the vertices
of G, such that

1
ajj:= o

for x;,xj € V. The number of vertices inci-
dent with x; is deg (x;) = ):}’:1“:'1'-

if {x;,x;}€E
in other case

Theorem. Let G and G’ be two graphs and
P a permutation matrix. Then,

G=G'o A(G) =PA(G)P".
The characteristic polynomial of A(G) is
chap (G; 1) :=tl,- A(G)|.

Theorem. Let G be a graph whose eigen-
values are A;,i =1,...,n. Then, if A is the
number of triangles in G,

a) ):?:111' =0.
b)£%, 22 =2|E.
€)X, A2=6A.

Theorem. Let G be a d-regular graph with
n vertices and m edges, then

chap(L(G); 1) = (t+2)™ "chap(G; t +2 - d)
and if A is an eigenvalue of L(G), 1 = -2.

Theorem. Let G be a connected graph.
The following statements are equivalent:

i) G is d-regular.
ii) A = dg, mean of the vertices degrees.
iii) v=(1,...,1)" eigenvector for A.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Junio, 2017

FACULTAD DE
CIENCIAS
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3. Graphs automorphisms

A grapf G = (V,E) is vertex transitive if
for any two distinct vertices of G there
is an automorphism mapping one to the
other. A vertex transitive graph is neces-
sarily regular.

Let I be a group and let C be a subset of
T. The Cayley graph X (T, C) is the graph
with vertex set I' and arc set

E(X(T,C) ={(g h)lhg ' eC}.

Cayley graphs form an important family of
vertex transitive graphs.

Example. X(S;,{a,b}), with a=(123) and
b=(12) is:

Theorem. X (T, C) is connected & I' = (C).

Theorem. Let G = (V, E) be a graph and let

T be a group. T is a subgroup of Aut(G)

which acts regularly on V if, and only if,

there isaset C<T, C=C"!,e¢C such that
G=X(,0).

Frucht’s theorem. For every finite group
T exists a graph G such that

Aut(G)=T.
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