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Resumen - Abstract

Resumen

Empezamos esta memoria estudiando el algoritmo de FEuclides y
mostramos las cotas dadas por algunos matemdticos franceses del si-
glo XIX. Probamos que la mejor de ellas fue dada por Gabriel Lamé,
en la que los numeros de Fibonacci juegan un papel fundamental.
Después pasamos a trabajar con aritmética modular, definiendo el
concepto de residuo cuadrdtico y los llamados simbolos de Legendre
y de Jacobi, que son de utilidad para los enunciados que probamos. El
estudio de los polinomios ciclotomicos mos permitird factorizar en-
teros de la forma a™ + 1. Por ultimo, presentamos algunos tests de
primalidad, comenzando con la Criba de Eratdstenes, continuando
con los tests probabilisticos de Fermat y de Miller-Rabin, y finalizan-
do con el algoritmo AKS, un algoritmo deterministico y en tiempo
polinomial.

Palabras clave: Numeros primos — Algoritmo de Fuclides — Po-
linomios ciclotomicos — Test de Primalidad.

Abstract

This degree thesis starts with the study of the Fuclidean algorithm.
Then, we show the bounds given by some French mathematicians
in the 19th century. The best one was given by Gabriel Lamé and
it is connected to Fibonacci’s numbers. Then, we start working with
modular arithmetic. We define quadratic residues, Legendre’s symbol
and Jacobi’s symbol. They will be useful while proving some impor-
tant results. The study of cyclotomic polynomials will help us facto-
ring integer numbers of the type a™ + 1. Finally, we present some
primality tests. We start with the Sieve of Eratosthenes, we follow
with Fermat’s and Miller-Rabin’s probabilistic tests and we end with
the AKS algorithm, which is a deterministic polynomial time algo-
rithm.

Keywords: Prime numbers — The Fuclidean Algorithm — Cyclo-
tomic polynomials — Primality Test.
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Introduccién

El estudio de los niimeros primos constituye un amplio campo de investiga-
cién tanto desde el punto de vista tedrico como de las aplicaciones de los mismos.
Uno de sus objetivos principales es la identificacion de enteros que sean ntme-
ros primos, ayudandonos de algoritmos para ello. En esta memoria presentamos
algunos de estos algoritmos. El interés de tal identificacién se ha acentuado en
las ultimas décadas, pues los primos son fundamentales para ciertos sistemas
criptograficos. Otro objetivo fundamental de esta teoria es, una vez detectado
que un entero no es primo, determinar sus distintos factores primos.

En el primer capitulo de esta memoria nos centramos en el Algoritmo de
Euclides. Dicho algoritmo nos permite calcular el méximo comin divisor entre
dos numeros enteros. Una vez presentado, es natural preguntarse cuantos pasos
son necesarios para la obtencién de dicho maximo comun divisor. Mostraremos
las cotas dadas por algunos matematicos franceses del siglo XIX y probaremos
que la mejor de ellas fue dada por Gabriel Lamé, en la que los nimeros de Fi-
bonacci jugaran un papel fundamental. Si bien el estudio de esta memoria es
eminentemente tedrico, finalizamos el capitulo primero demostrando que el al-
goritmo de Euclides es un algoritmo eficiente.

En el segundo capitulo pasamos a trabajar con aritmética modular. Defi-
nimos el concepto de residuo cuadratico y los llamados simbolos de Legendre y
de Jacobi, que nos son de utilidad para los enunciados que probamos. También
estudiamos algunas funciones especiales como la funcién de Mobius, la funcién
de Euler y la funcién w, asi como sus propiedades. El estudio de los polinomios
ciclotémicos cierra esta seccién. En particular, relacionamos dichos polinomios
con la funcién de Mobius y los aplicamos para la factorizacién de los enteros de
la forma a™ + 1.



X Introduccién

Por 1ltimo, en el tercer capitulo, presentamos algunos tests de primalidad.
Comenzamos con la criba de Eratéstenes, un método cldsico de identificacién de
primos. Continuamos con el test de Fermat y el algoritmo de Miller-Rabin. Es-
tos dos tltimos son tests probabilisticos. En la ultima secciéon describimos, sin
entrar en mucho detalle dadas las limitaciones de espacio, el algoritmo AKS, un
algoritmo deterministico y en tiempo polinomial para el estudio de la primalidad.

A lo largo del tiempo se han ido desarrollando algoritmos de primalidad
cada vez mas eficientes. Esto resulta de gran utilidad a la hora de obtener ntime-
ros primos cada vez mas grandes y poder utilizarlos en las diferentes aplicaciones
que éstos presentan, como puede ser la criptografia. Por motivos de espacio no
ha sido posible llevar a cabo un estudio computacional de los algoritmos, sino
que éste ha sido meramente teérico, aunque cuando ha sido posible se ha propor-
cionado referencias sobre este estudio para el interés del lector. Esto nos permite
dejar una linea abierta para trabajos futuros, en los que se podria realizar el
analisis computacional de los algoritmos y posteriormente tratar algunas de las
aplicaciones practicas donde los niimeros primos juegan un papel fundamental.

La metodologia empleada ha sido la usual en un trabajo de esta indole, es
decir, revision de diferente bibliografia que se detalla al final de esta memoria,
reuniones periédicas con la tutora y redaccién de la memoria. En la consulta
bibliogréafica hemos recorrido desde los articulos clédsicos del siglo XIX referen-
ciados en el primer capitulo, hasta referencias més recientes como la [12] y la
[17]. Ademds, en las distintas secciones se sefiala la bibliografia que se ha usado
principalmente, aunque también se han revisado las referencias [2] y [5].

Esta memoria representa una introduccion a algunos resultados de la am-
plia teoria que se encarga del estudio de los ntimeros primos, niimeros que han
fascinado a los matemaéticos desde la Antigiiedad hasta nuestros dias.
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Numeros primos y Euclides

En este capitulo se introducird la nocién de niimeros primos y algunos re-
sultados sobre ellos. Esto nos permitird enunciar el conocido como Algoritmo de
Euclides, que se ha ido analizando a lo largo del tiempo. En particular, nos pa-
raremos en el analisis realizado por cuatro matematicos franceses del siglo XIX.
Asi, el contenido histérico del presente capitulo estd inspirado, principalmente,
de [15, péginas 401-419]. Hemos consultado, adem4s, los trabajos originales [6]
y [9, pdginas 868-870].

1.1. Numeros primos. Definiciéon y resultados

Definicién 1.1. Sea p € Z, p > 2. Diremos que p es primo si sus unicos diviso-
res positivos son 1 y p. Asi, sin € Z1 no es primo, diremos que es compuesto.

Teorema 1.2 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo entero ma-

yor que uno puede descomponerse, de forma unica salvo el orden en la escritura,
n

en un producto de potencias de primos, es decir, n = Hp?i, donde p; es un
i=1
ndmero primo y a; un entero positivo.

Demostracion. Tendremos que probar dos cosas.

1. Existencia. Sea § := {n € N,n > 1 tal que n no se puede escribir como
producto de primos}. Debemos demostrar que § = ). Sabemos que § C N
y suponemos que S # (). Aplicando el principio de buen orden a S, existe
m € S que es minimo de §. Como m € §, éste no puede ser primo. Por
tanto, es compuesto. Es decir, existen mi,mo € N tales que m = mims y
1 < my,mg < m. Como m es minimo en S, my, mg ¢ S. Por tanto, podemos
escribir m; =p1---pr y ma =q1---qs , donde p;, g; son primos y 1 < <7,
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1 < j <s. Asi, llegamos a que m = mimsg = p1 -+ Prq1 - * - Gs, que es absurdo,
pues m € S, por lo que no se puede escribir como producto de primos.

2. Unicidad. Sea n € Z,n > 1 y supongamos que n = py---pP, = q1 (s,
r,s € N\ {0}, con p;,¢; primos y 1 < ¢ < r, 1 < j < s. En particular,
p1 divide a ¢; - --¢gs. Luego, existe j; € {1,...,s} tal que p1 = gj,. Asi,
P2 Pr = Q1" qj;—1Gj:+1 " - - Gs- Repitiendo el proceso, concluimos que r <
s.

A continuacién, demostraremos que r > s. Para ello, supongamos que r < s.
Asi, tras reescritura si fuera necesario, 1 = ¢,41 - - ¢s, lo cual es un absurdo
porque los g; son primos, y por tanto mayores que 1.
Queda demostrado entonces, que r = s, lo que prueba la unicidad.

O

Una vez conocido este resultado, es comun preguntarse cuantos nimeros
primos existen. En el afio 300 a.C., en Alejandria, Euclides encontré la respuesta
a esta pregunta.

Teorema 1.3 (Teorema de Euclides). Existen infinitos niimeros primos.

Demostracion. Supongamos que el conjunto de los nimeros primos es finito y
coincide con {p1,...,p,}. Consideremos el nimero m = p; - - - p, + 1. Sabemos
que p;, con i € {1,...,n} no es divisor de m, pues el resto de la divisién seria 1.
Asi, como {p1,...,pn} es el conjunto de los nimeros primos, deducimos que m
no se puede descomponer en un producto de potencias de primos, contradiciendo
el Teorema Fundamental de la Aritmética. O

1.2. Algoritmo de Euclides

En esta seccién trabajaremos con el Algoritmo de Euclides. Para ello serd
necesario introducir algunos conceptos previos.

Teorema 1.4 (Teorema de la divisién euclidea).
Sean a,b € 7, b # 0. Ezisten q,r € Z, 0 < r < |b|, tales que a = qb+ r.
Ademds, q,r son unicos y los llamaremos cociente y resto, respectivamente.

Demostracion. Habra que probar existencia y unicidad.

1. Existencia. Sea S := {a — hb tal que 0 < a — hb, h € Z} C N. Queremos
aplicar el principio de buen orden a S. Para ello demostraremos que S # (0.
e Sia>0,setienequea=a—0b>0,porloqueacSyS#0.
e Sia <0, se diferencian dos casos.
o Cuando 1 < b, se verifica a—ab = a(1—b) > 0, de modo que a—ab € S
y S # 0.
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o Cuando b < 1 entonces a — (—a)b = a+ ab = a(1 +b) > 0. Por tanto,
a—(—a)beSyS#0D.

Se puede aplicar el principio de buen orden a S, por lo que tiene elemento

minimo a — hgb, hg € Z. Considerando q := hg y 7 := a — hgb, se obtiene que

r = a — qb. De este modo, a = ¢gb + r. Ademds, como r € § C N se verifica

que 7 > 0. Queda demostrar que r < |b|. Se pueden dar dos casos.

e Sib > 0, entonces |b|] = b. Suponiendo, por reduccién al absurdo, que
r > |b| = b, se obtiene que r —b > 0. Esto es a — ¢b — b > 0, es decir,
a—0b(g+1) > 0. Por tanto, a —b(¢+1) € Sy a—0b(¢g+1) <r,locual es
un absurdo.

e Sib < 0, entonces |b| = —b. Suponiendo, por reduccién al absurdo, que
r > |b| = —b, se llega a que r + b > 0. Asi, a — gb+ b > 0, obteniéndose
quea—>blg—1) >0y a—>b(qg—1) <r, siendo esto un absurdo.

2. Unicidad. Supongamos que existen ¢,q’,r,7" € N distintos tales que a =
gb+rya=qb+r,donde 0 <r,r’ < |b. Comor €S yres minimoen S,
tenemos que 0 < r < r'. De esto, ' —r > 0. Pero v’ —r = (¢’ — q)b > |b], lo
cual es un absurdo. Asi, r =1’ y a = gb+r = ¢’b + r, de donde deducimos
que ¢ = ¢'.

O

Definicién 1.5. Sean x,y € Z. Diremos que d € 7" es el mdximo comiin divisor
de x e y si se verifica:

1. d divide a x e y.
2. Si existe un ¢ € Z* que divide a z e y entonces ¢ divide a d.

Lo denotaremos por d = m.c.d.(z,y).

Teorema 1.6. Sean x,y € Z, no nulos simultaneamente. Entonces, existen
a,b € Z tales que ax + by = m.c.d.(x,y).

Demostracion. Sea g el menor entero positivo tal que g = azxz + by, a,b € Z.
Demostraremos que g = m.c.d.(x,y).

1. m.c.d.(z,y) divide a g: por definicién, el mdximo comin divisor de = e y los
divide a ambos. Asi, m.c.d.(x,y) divide a azx + by = g.

2. g divide a m.c.d.(z,y): serd equivalente probar que g divide a x e y.
Supongamos que g no divide a x. Entonces ¢ = tg+r, t € Z, 0 < r < g.
Asl, r =2 —tg = x — t(ax + by). Luego, r = z(1 — ta) + y(—tb) = xza’ + yb',
a',b € Z,0 < r < g, lo cual es un absurdo, pues g era el menor entero
positivo verificando g = ax + by, a,b € Z.

Anélogamente, probamos que g divide a y.
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Lema 1.7. Sean a,b € Z, b # 0 y a = qb + r la division euclidea de a y b.
Entonces m.c.d.(a,b) = m.c.d.(b,r).

Demostracion. De la definicién del maximo comin divisor y del Teorema 1.6,
tenemos la igualdad de ideales (m.c.d.(a,b)) = (a,b). Concluiremos el lema de-
mostrando la igualdad de ideales (a, b) = (b, 7). Obsérvese que (a, b) = {na+mb,
con n,m € Z} = {n(gb + r) + mb, con n,m € Z} = {(ng + m)b + nr, con
n,m € Z} = {n'b+m'r, con n',m’ € Z} = (b,r) = (m.c.d.(b,7)). Concluimos
la igualdad de ideales principales (m.c.d.(a,b)) = (m.c.d.(b,r)). Ademds, como
el maximo comun divisor de dos nimeros es un entero positivo, obtenemos la
igualdad de sus generadores. ad

El Lema 1.7 determina el Algoritmo de Euclides, que permite calcular el
méaximo comun divisor de dos nimeros enteros y que garantiza que finaliza tras
un ndmero finito de pasos.

Algoritmo 1 Algoritmo de Euclides
Entrada: a,b € Z talesque 0 <b<aya=qgb+r
Salida: El maximo comun divisor de a e b.
while b > 0 do
(a,b) = (b,7)
end while
return a

Al tener este algoritmo, es natural preguntarse: ;cudntos pasos debemos
dar para obtener el maximo comun divisor de dos nimeros enteros? La res-
puesta fue dada por Lamé en 1844, y se basa en los llamados actualmente
numeros de Fibonacci, introducidos en Europa por Leonardo de Pisa en su li-
bro Liber abaci (1902), aunque con este nombre fueron llamados posteriormente
por Edouard Lucas (1842-1891). De la demostracién del Lema 1.7 tenemos que
m.c.d.(—a, —b) = m.c.d.(a, b) para todo a,b € Z*. Por tanto, bastard calcular el
ntimero de pasos en el algoritmo de Euclides para a,b € Z". Daremos todos los
detalles en la siguiente seccion.

1.3. Fibonacci y el Teorema de Lamé

Empezamos definiendo los nimeros de Fibonacci.

Definicion 1.8. Los nimeros de Fibonacci son los elementos de la sucesion
{Un}, donde Uy =Uy = 1, Upy1 = Uy +Up—1, conmn > 1.

Las siguientes propiedades de los niimeros de Fibonacci seran necesarias
posteriormente.
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Proposicién 1.9. Sea U; un nimero de Fibonacci, con i > 0. Entonces U5 >
10U;.

Demostracion. La proposicién es cierta para ¢ € {0,1,2}. Supongamos ahora
i > 3. De la definicion de U; se tiene que U;15 = 8U; + 5U;—1. Probemos la
desigualdad por reduccion al absurdo. Supongamos que U; 5 < 10U, es decir,
81/{1' + 5Ui_1 < IOZ/{Z Por tanto, 5Mi_1 < 22/{1- = Q(Z/{i_l +Ui_2) y 31/{1'_1 < 2[/{7;_2,
o equivalentemente 3(U;—o + U;—3) < 2U;_o.

Asi, U; o+ 3U;_3 < 0, lo cual es un absurdo, pues los nimeros de Fibonacci son
no negativos. a

De la Proposicién 1.9 deducimos que si consideramos dos niimeros de Fi-
bonacci que difieren en, al menos, cinco posiciones, el mayor de ellos tendré al
menos una cifra mds que el mas pequeno (cuando ambos estan escritos en base
diez). Més precisamente:

Corolario 1.10. Sea k € N\{0}. Sibk+1<i<5(k+1)+1 entonces U; tiene
al menos i + 1 cifras (escrito en base diez).

Demostracion. De la Proposicién 1.9 sabemos que si 5+1 < i < 5-2+1 entonces
U; tiene al menos 2 cifras. Si5-241 < i < 5-34 1, entonces U; tiene al menos 3
cifras. En general, si 5k +1 < i < 5(k + 1) + 1, entonces U; tiene al menos k + 1
cifras. O

1+v5
2

Proposicion 1.11. Sea o = el niimero de oro. Entonces U, > o™~ ', para

todo n € N.

Demostracion. Obsérvese, en primer lugar, que a es solucién de la ecuacion

22 —x — 1 =0y por tanto a® = a + 1. Procederemos a probar la proposicién

por induccién sobre n. Sin =0, Uy =1> a1 =a ! = %, pues a > 1. En
elcaso de n =1, se tiene que Uy =1 > o = 1. Paran = 2, Uy = 2 > a,
lo cual es cierto, pues 2 > % (de no serlo, tendriamos que 4 < 1+ /5, y
esto es un absurdo). Supongamos cierta la proposicién para todo 0 < k < n
y vamos a demostrarla para n > 3. Por hipdtesis de induccién, tenemos U, =
Up 1 +Up—2 > a2 +a" 3 =a"3(a+1) y como se verificaba que o? = a+1,
se tiene que " 3 (a+ 1) = a"3a? = o™ L. 0

Diferentes matematicos quisieron encontrar una buena cota superior para
el nimero de iteraciones del Algoritmo de Euclides. Resaltamos, entre ellos, a
cuatro matemédticos franceses del siglo XIX. Denotemos por E(u,v) al nimero
de iteraciones de la division euclidea de w entre v, donde u > v > 0.

Antoine-André-Louis Reynaud, prob6 en [13, Pégina 34, Nota 60]
que E(u,v) < v. En efecto, en el Algoritmo de Euclides, como poco, el resto
ird disminuyendo cada vez en una unidad. Si en cada iteracion del algoritmo el
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resto baja exactamente una unidad con respecto al resto anterior, tendriamos
un resto inicial r = v — 1, y acabarfamos al llegar a un resto r’ = 0.

Aunque en la actualidad nos puede parecer trivial, fue importante, dado
que se traté del primer andlisis que se realizd, de forma explicita, al Algoritmo
de Euclides. Esto fue lo que dio lugar a que, més tarde, fuesen apareciendo otras
cotas mejoradas. Entre ellas, una dada por el propio Reynaud en 1821 (ver [14,
Seccién 27, pagina 367]), quien afirmaba que E(u,v) < §. Esta cota es falsa
para el Algoritmo de Euclides presentado, puesto que, por ejemplo, E(3,5) = 3.
Sin embargo, dicha cota fue propuesta por Reynaud para una pequena modifi-
cacién del Algoritmo de Euclides. La modificacién consiste en que el algoritmo
debe terminar inmediatamente cuando se encuentran dos restos consecutivos que
difieren en una unidad. Ello es debido a que si la diferencia entre dos restos con-
secutivos de la division de u entre v es igual a uno, entonces por la Identidad
de Bézout tenemos que dichos restos son coprimos y aplicando el Lema 1.7 con-
cluimos que u y v también lo son. Incluso para esta modificacién del algoritmo,
la cota E(u,v) < § es incorrecta, puesto que el algoritmo modificado para los
nimeros 5 y 3 consta de dos divisiones: 5 =1-3+2y 3 =1-2+ 1. La cota
correcta para el algoritmo modificado serfa E(u,v) < § + 2. En efecto, supon-
gamos u = apy1 > ¥ = a, > 0y que el algoritmo de Euclides modificado de la
divisién de u entre v tiene n pasos:

Ap4+1 = qnQn + an_1
Ap = @n—1Aan—1 + Gp—2

(1.1)

a3 = qaa2 + ax
az = qia1 + ag

donde ag > 0,1 =a; —ag y a; > a;—1 + 2 para todo 2 < ¢ < n — 1. Por tanto
1:a1—a0 <2§a2 §a3—2§a4—2~2§ Sai—(i—Q)-ZS e <
ap—1 —(n—3) -2, es decir, 1 < a, —2n 4+ 6, y 2n < a, + 4, concluyendo que
n< 942

Emile Léger, en [10] y mediante el uso del desarrollo en fracciones conti-
nuas, hizo la siguiente observacién, que aqui escribimos en funcién de los nimeros
de Fibonacci.

Proposicion 1.12. Sea n un nimero natural no nulo. El menor par de nimeros
naturales u, v tales que u >v >0y E(u,v) =n son u=Up11 y v =U,.

Demostracion. Consideremos a,, a,+1 dos nimeros enteros tales que an,41 >
an >0y E(ant1,a,) = n. Supongamos que el Algoritmo de Euclides de a1 y
an €s:
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Ant1 = GpMy + ap—1, con 0 < ap—1 < an,
Ap = Ap—_1Mp—1 + ap_2, con 0 < an_9 < Gp_1

asz = asmso + aj,con 0 < a; < as
ag = a1msy.

El par de nimeros a, 41, a, serd minimo cuando m, = my_1 = Mmy_9 =
-=mg=a; =1y m; =2 (de tener my; = 1 se darfa a; = a2 por lo que no
tendriamos n iteraciones, sinon—1). Asi, a1 =1, a2 =2, a3 = 3, a4 = 5, a5 = 8,
ag = 13 y en general ay = ap—1 + ax—2, por tanto ay es el k-ésimo nimero de
Fibonacci. O

Pierre-Joseph-Etienne Finck, analizando el Algoritmo de Euclides,
probé lo siguiente en [6, pdginas 353-355]:

Lema 1.13. Sean u,v € N, u > v > 0 y u = qu + r la division euclidea de u

entre v. Entonces r < § y r < “7_1

Demostracion. Para demostrar la primera desigualdad distinguimos tres casos :

» Siv =g, entonces u = 2v y como u > 0 se obtiene que g =2y r=0< 3.
» Siv> g, entonces 2v>uydeaquig=lyr=v—-u>g—-u=g3.

2
» Siwv< g, entonces r <v < 3.

Para demostrar la segunda desigualdad supongamos, por reduccion al absurdo,
que r > “Tfl Asi, 2r + 1 > wu y utilizando la desigualdad ya probada tenemos
que 2r + 1 > u > 2r, lo cual es un absurdo, pues u € N. O

Proposicién 1.14. Sean u,v € Z* tales que u > v. Entonces E(u,v) < 2n,
donde n = max{i: 2" <wv+1}.

Demostracion. Sean u,v € ZT tales que u > v. Renombremos v = A, v = B y
supongamos que el Algoritmo de Euclides de A y B es de la forma:

A=qB + By,
B = qB1 + By,
By = q2By + Bs,

Bs_5 = q3713871 + 357

donde A > B > B; > ... > B, = 0. Con esta notacién, E(u,v) = E(A, B) = s.
Por el Lema 1.13, se cumple que:
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A A-1
Bl < 92 ) Bl < 2
B B-1
B2 < 2 ) B2 S 2
B, _ A Bi— A1 419
By3< F <&z y B3<F— < 25— =557,
B, _ B Bo—1 o 25t-1 _ B_1-9
B4 < B < 22 Y B4 S D) S D) — 22 )
A—1-2—..—9n"!
B2n 1 < )

271.
B—1-2—..—2""!
BZTL S on .

Probemos por induccién que 1+2+22+4 .- +2""1 =27 —1 paran € Z\ {0}. Si
n = 1, se tiene que 2° = 1 = 2! — 1. Supongamoslo cierto para n, y demostremos
que se verifica para n+1. Esto es, 14+2+.. .42 71427 = (142+4.. 42" 1) 42" =
2 — 142" =2.2"— 1 =271 1,

Con esto, nos queda que:

A—1-2—..—2""1 A—2"41

BQn—l § on = 2n+ )
B—1-2—..—2""1  B_2"41
B2n S on - 2 .

Distinguiremos, entonces, dos casos:

= Si E(A,B) = s = 2n, entonces By = 0, 0 equivalentemente, By, = 0. Asi,

teniendo en cuenta que Ba, < M , se obtiene que 0 < M Esto es,
O§Bf2”+1ydeaqu1'2”§B+1

» Si F(A,B) =s=2n—1, entonces By = 0, o equivalentemente, Ba,_1 = 0.

De aqui, Ba,—2 > 1 pero By, 2 = Byp,—1) < o 22: 11+1 Asi, £ 22: 11+1 >

Bop_o>1.Estoes, B—2""14+1>2""1 yportanto B+1>2.2""1 =2n,

O

Obsérvese que la cota de Finck mejora, considerablemente, la cota de
Reynaud pues, por ejemplo, si u = 89 y v = 55, la cota de Reynaud nos da
E(89,55) < 55 +2= %, mientras que para Finck E(89,55) < 12. Ahora bien,
Gabriel Lame mejoré la cota de Finck, tal y como muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.15 (Teorema de Lamé). El nimero de divisiones necesarias en
el Algoritmo de Fuclides, para la obtencion del mdzimo comin divisor de dos
enteros, no excede de 5 veces el nimero de digitos del mds pequeno de los dos
(cuando este nimero estd escrito en base decimal).

Demostracion. Sean ay, an4+1 dos nimeros naturales con a,, < an4+1. Suponga-
mos que sean necesarias exactamente n iteraciones del Algoritmo de Euclides
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para a, y an+1. De la Proposicién 1.12, tenemos que el menor par de nimeros
naturales cuya divisién requiere n pasos son los dos nimeros de Fibonacci conse-
cutivos Uy, Uy, +1. Por tanto, a,, > U,,. Supongamos que a,, tiene k cifras, escrito
en base diez. Debemos demostrar que n < 5k.

Supongamos, por reducciéon al absurdo, que n > 5k. Por tanto, n > 5k+1,
y aplicando el Corolario 1.10 tenemos que U, tiene al menos k + 1 cifras (escrito
en base diez), y por tanto a, > U, tiene al menos k + 1 cifras (escrito en base
diez), lo que es un absurdo. O

Si retomamos el caso en que u = 89 y v = 55, la cota de Lamé nos dice
que E(89,55) < 5-2 = 10, lo que mejora la cota de Finck. Por otra parte, si
u =144 y v = 89, la cota de Lamé nos dice que E(144,89) < 5-2, y en este caso
se alcanza la igualdad.

La prueba que se presenta en el Teorema 1.15 no es la original de Lamé,
sino la dada en [8, pgina 443]. Ambas usan las mismas ideas, pero la presentada
es mas corta que la original.

A continuacién mostraremos otra prueba del Teorema de Lamé (Teorema
1.15) utilizando la Proposicién 1.11.

Sean a,, ap4+1 dos nimeros naturales con a, < apy1 y @ = % el
numero de oro. Supongamos que sean necesarias exactamente n iteraciones del
Algoritmo de Euclides para a,, y a,41. De la Proposicién 1.12, tenemos que
el menor par de nimeros naturales cuya divisién requiere n pasos son los dos
numeros de Fibonacci consecutivos U,,, Uy, 1. Por tanto, a, > U, y a su vez,
por el Teorema 1.11, U, > o™ 1. Como estamos interesados en las cifras de ay,
en base 10, aplicamos log;,. Asf, log;o a, > log;oU, > log;,a™ ! y deducimos
que:

logyg an > (n—1) - logyg . (1.2)
Por 2otm part;e, se tiene que (1+2\/5)5 = (5+150\/g)5 = (BRA28)5 5 ()5 = 160
1%? > 1?88 = 10; y obtenemos que 5log;, 1+2\/5 > 1, o equivalentemente,

logy, 1+2‘/5 > &, Aplicando esta desigualdad a (1.2), tenemos:

1
logg an > (n — 1)5 (1.3)

Ahora, suponiendo que a, tiene exactamente k cifras, se verifica que a, < 10*.
De aqui,
log,gan < k. (1.4)

n—

Utilizando (1.3) y (1.4), se obtiene que 2z < logjga, < k, es decir,
n — 1 < 5k, o equivalentemente, n < 5k, lo que prueba el Teorema de Lamé
(Teorema 1.15).

Dado un algoritmo es natural preguntarse si es posible ejecutarlo en la
practica. Por tanto, debemos preocuparnos por los recursos requeridos por un
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algoritmo. La manera en que éstos dependen de la entrada se llama complejidad
del algoritmo y su estudio se conoce como teoria de la complejidad. En particular,
se estudia el aspecto temporal de la complejidad, es decir, el tiempo que se tarda
en llevar a cabo el procedimiento. Si A es un algoritmo e I es una entrada para
A, entonces el tiempo de ejecucion de A sobre I se define como el nimero de
instrucciones elementales que se realizan cuando A se aplica a I. La funcién del
tiempo de ejecucion del algoritmo asocia a cada n € N el tiempo de ejecucién
més alto de A en una entrada de longitud n. Dicho nimero se denotard s(n). El
valor preciso de s(n) depende de lo que entendamos exactamente por instruccién
elemental, pues ésta a su vez depende del modelo de maquina utilizado. Sin
embargo, lo importante serd que tal operacién se pueda terminar dentro de una
cierta cantidad fija de tiempo, generalmente no mas que la fraccién més pequena
de un segundo.

Usualmente se evalua la eficiencia de un algoritmo usando la funcién de
su tiempo de ejecucién, pero hemos visto que depende de las operaciones ele-
mentales y estas a su vez del modelo de maquina usado. Ademads, en vista de
los rapidos avances tecnolégicos, se considera que una medida de eficiencia que
sea significativa més alld del estado de la tecnologia informatica deberia tener
las siguientes propiedades:

1. No debe distinguir entre funciones de tiempo de ejecucién que difieren a lo
sumo por una constante multiplicativa (ya que tal diferencia podria resul-
tar simplemente de un cambio en el modelo o en la implementacién de la
maquina).

2. Debe limitarse a conclusiones sobre el comportamiento del algoritmo para
entradas suficientemente grandes.

El concepto matematico de crecimiento asintdtico de una funcion satisface ambas
propiedades.

Definicién 1.16. Sean f,g : N — R dos aplicaciones. Diremos que f crece
asintéticamente mds rdpido que g para n — oo, y escribimos f(n) = O(g(n))
st existe una constante C' > 0 tal que |f(n)| < Clg(n)| para n suficientemente
grande (es decir, que existe N € N tal que la desigualdad se da para todo n € N,
n>N).

Diremos que un algoritmo es eficiente si su funcién de tiempo de ejecucion
s(n) es polinomial, es decir, s(n) = O(n*) para cierto k € N\ {0}. Obsérvese
que el nombre es debido a que si P(z) = ag + a17 + ...aqx? € Z[x], entonces
para todo n € N se tiene que P(n) = ag +ayn + ... +aqn® < (ag + ... + aq)n?,
es decir, P(n) = O(n?).

Si u,v son dos enteros positivos tales que u > v, entonces el Teorema de
Lamé (Teorema 1.15) afirma que E(u,v) < 5v. Por tanto, E(u,v) = O(v) y
concluimos que el algoritmo de la division euclidea es eficiente.
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Aritmética modular y polinomios ciclotémicos

Recordemos la siguiente relacién binaria, que es una relacién de equivalen-
cia. Sean x,y € Zyn € N, entonces z =y (méd n) siy sélo si, z—y € (n), donde
(n) es el ideal generado por n. Teniendo en cuenta esta relacién, consideraremos
el conjunto cociente:

Z/nZ ={[0],,...,[n—1],}, donde [a], = {b € Z tales que b=a (mdd n)}.

El conjunto Z/nZ, con la suma y el producto definidos como [a],, + [b], =
[a+ bl v [a], - [a]n = [ab], para [a]n,[b]n € Z/nZ, es un anillo conmutativo y
unitario. Veamos cémo se caracterizan sus unidades.

Teorema 2.1. Sean n € Z, n > 1 y [a], € Z/nZ. Entonces [a], es una unidad
en Z/nZ si y sdlo si, m.c.d.(a,n) = 1.

Demostracion. Para la implicacién directa, como [a], es unidad, existe [b], €
Z/nZ tal que [aly, - [b]n = [1]n. Es decir, [ab], = [1],, lo que significa que ab =1
(méd n), o equivalentemente, ab — 1 € (n). Por tanto, existe ¢ € Z tal que
ab—1=gn.De aqui, 1l =ab—gn con ¢ € Z,y 1 = m.c.d.(a,n).

Para el reciproco, suponemos que m.c.d.(a,n) = 1. Por la identidad de
Bézout, existen r,s € Z tales que 1 = ra + sn. Aplicando clases médulo n,
tenemos [1],, = [ra+ sn], = [ra], + [sn], = [ral, = [r]n - [a]n. Luego [a], es una
unidad de Z/nZ y [r], es su inverso. O

Denotaremos por (Z/nZ)* al conjunto de las unidades de Z/nZ.
Procederemos a enunciar, y demostrar, algunos teoremas que serdn tutiles
en el desarrollo posterior de esta memoria.

Teorema 2.2 (Pequeno Teorema de Fermat). Sia € Z y p primo tales que
m.c.d.(a,p) = 1, entonces a?~1 =1 (méd p).
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Demostracion. Se tiene que p es primo, por lo que (Z/pZ)* = Z/pZ \ {[0],} =
{p,---s[p— 1]p}. Ademas, si [a], € Z/pZ y m.c.d.(a,p) = 1, entonces [a], €
(Z/pZ)*.

De esto, [1]plalp,...,[p — 1lplal, € (Z/pZ)*, y como [a], € (Z/pZ)*, se

tier;e que [a], es cancelable. Luego [a],[m], # [alp[n]p, con m,n € {1,...,p—1},
Por tanto, {[y.....[p — 11} = {fal, (1. [a], [P 1y}

Esto nos lleva a que [1],---[p — 1], = [] Ap---lalplp — 1], = Ap---[p —
1plaly---[a], y por tanto [1], = [a]p™! = [aP~ 1] Concluimos entonces que
1=aP™! (méd p). O

Teorema 2.3. Sean p un nimero primo y a € Z. Se tiene que a®> =1 (méd p)
sty solo sia=1 (mdd p) o bien a =p—1 (méd p).

Demostracion. Supongamos que a = 1 (méd p) o bien a = p — 1 (méd p). Si
a=1 (méd p), entonces a®> =1 (mdd p). Por otra parte, si a = p — 1 (méd p),
se tiene que a®> = p? —2p+ 1 =1 (mébd p).

Reciprocamente, si a? = 1 (méd p), se tiene que a®> —1 =0 (méd p). Esto
es, (a—1)(a+1) =0 (méd p) y teniendo en cuenta que p es primo y Z/pZ es
un dominio de integridad, tendra que darse alguno de los siguientes casos:

= a—1=0 (mdd p), por lo que a =1 (mdéd p).

= a+1=0 (méd p),estoesa=—-1=p—1 (méd p).
O

Teorema 2.4 (Teorema de Wilson). Si p es un nimero primo, entonces (p—
1)I'= -1 (mdd p).

Demostracién. Probemos, en primer lugar, que 1-2---(p—2) =1 (mdéd p).
Sabemos que (Z/pZ)* = {[1]p, [2]p,---.[p — 1]p}- Si consideramos [a], €
(Z/pZ)*, con [1], # [a], # [p — 1], es decir, a # 1 (mdd p), a Zp — 1 (méd p),
entonces por el Teorema 2.3 se tiene que [a], ! # [a],. Asi, 2---(p —2) = 1
(méd p). De aqui se tendrd que (p—1)!=1-2---(p—2)-(p—1) =p—1 (mdd p)
yasuvezp—1=—1 (méd p). O

Teorema 2.5 (Teorema Chino del Resto). Sean m,n € Z%, tales que
m.c.d.(m,n) = 1. Entonces:
fiZ]mnZ — Z/mZ x Z/nZ
[x]mn — f([x}mn) = ([x]ma [x]n)

es una aplicacion biyectiva.

(2.1)

Demostracion. Se demuestra sin dificultad que f es una aplicacién. Ademas,
como card(Z/mnZ) = card(Z/mZ x Z/nZ) = mn, y este numero es finito,
bastara con probar que f es una funcién sobreyectiva para tener la biyectividad.
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Sea z = ([@]m, [y]n) € Z/mZ x Z/nZ. Debemos encontrar [w]m, € Z/mnZ tal
que f([w]mn) = ([2]m, [Y]n)-

Por hipétesis, m.c.d.(m,n) = 1, por lo que podemos aplicar la Identidad de
Bézout. Esto es, existen r, s € Z tales que 1 = rm + sn. Multiplicando por x e
1y, obtenemos:

pom i) -
De aqui, nos queda:
[]m = [rma + sna]y, = [rma], + [snx], = [sne]m,
[Yln = [rmy + snyln = [rmyln + [snyln = [rmyla
Si consideramos w := snx + rmy € Z, entonces f([w]mn) = ([W]m, [W]n) =
([sn@]m, [rmyln) = ([x]m, [y]n)- O

2.1. Residuos cuadraticos

Empezaremos esta seccién definiendo el concepto de residuo cuadrdtico.

Definicién 2.6. Sean a,m € Z, m > 0 y m.c.d.(a,m) = 1. Diremos que a es
un residuo cuadrdtico médulo m si y sélo si > = a (méd m) es soluble para
un entero x. Si la congruencia no tiene solucion, entonces diremos que a es un
no-residuo cuadrdtico modulo m.

Asociados a los residuos cuadraticos, encontramos los simbolos de Legendre
y de Jacobi.

Definicién 2.7. Sean a,p € Z, p primo. Definimos el simbolo de Legendre como:

0, sia=0 (mdd p)
(g) = 1, sia es un residuo cuadrdtico mddulo p ya 20 (méd p)
—1, sia es un no-residuo cuadrdtico médulo p ya 20 (mdd p)
(2.3)

Se tiene entonces, que el simbolo de Legendre responde a si a Z 0 (mdéd p)
es, 0 no, un residuo cuadratico. En el caso particular de p = 2, el simbolo de

Legendre determina si a es par o impar. En el primer caso, % = 0, mientras
que en el segundo % =1.

Veamos otra forma de calcular los simbolos de Legendre.
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Teorema 2.8 (Test de Euler para residuos cuadraticos médulo un
numero primo impar). Sean p un primo impar y a € Z tales que m.c.d.(a, p) =

1. Se tiene que:
(g) =o' (méd p).

Demostracion. Diferenciaremos tres casos.
1. Si (a) = 0, se tiene que p divide a a, por lo que a =0 (méd p) y a"T =0

(méd p).

D

hipétesis que a y p son coprimos, por lo que z y p son coprimos. De no serlo,

se tendrfa que m.c.d.(z, p) = p, es decir, p divide a x, y como a = 2% — Ap, con
p—1

A € Z, se tendria que p divide a a, lo cual es un absurdo. Asi, a'T = (22) "2

2. Si <a> = 1, existe z € Z tal que 22 = a (mdd p). Ademds se tiene por

(méd p). Esto es a® = 2P~ (méd p) y por el Pequeno Teorema de Fermat
p—1

(Teorema 2.2) se llega a que ¢ = =1 (mdd p).

3. Si % = —1, no existe solucién para la congruencia x>

=a (mdéd p).

Si consideramos [m], € (Z/pZ)*, se tiene que [m],x = [a], tiene solucién y
es tnica: « = [m], " [a],. Asi, para cada [m;],, con i € {1,...,p — 1} existird
un dnico [n;], tal que [my],[ni, = [a],. Ademds, [m;], # [ni, (en caso
contrario, se tendria que [m;]2 = [a], y a serfa un residuo cuadratico, lo cual
es un absurdo). Entonces:

H [i]p = [p[2]p -~ [p—1]p = H[mi]p[ni]p = H la]p, = [a];%l~ (2.4)
lidlp€(2Z/p2)* i=1 i=1

Por otra parte, del Teorema de Wilson (2.4) se tiene que

ﬁiz(p—l)!

De (2.4) y (2.5) concluimos que T =-1 (méd p).

-1 (méd p). (2.5)

n
Definicién 2.9. Sean m € N, m impar, a € Z y m = prb la unica

i=1
factorizacion de m en factores primos. El simbolo de Jacobi se define como

n ti
(&) = H (&) , donde (5‘1) son simbolos de Legendre y (%) =1.
i=1
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Definicién 2.10. Sea m € Z* y x : Z — C una aplicacion. Se dice que x es un
cardcter modulo m si verifica:

1. Para todo n,n' € Z se tiene que x(nn') = x(n) - x(n').
2. x es periddica mdédulo m, es decir, si a =b (méd m), entonces x(a) = x(b).
3. x(n) =0 si y sdlo si m.c.d.(n,m) > 1.

Proposicion 2.11. Sea p un nimero primo. La aplicacion

Xp:Z—C
ar— xp(a) == (g)

Demostracion. Debemos verificar las tres propiedades de la Definicién 2.10.

es un cardcter modulo p.

1. Sean a, b € Z. Diferenciemos dos casos:
a) Sip =2, se dard una de las siguientes afirmaciones.
1) ab es par, por lo que a es par o bien b es par.
2) ab es impar, por lo que a es impar y b es impar.

b) Si p # 2, entonces aplicando el Teorema 2.8 tenemos que ab | —
=1 . a b | _ 2rtpet . ab
(ab) = (méd p)y (p) (p) =az bz (mdd p). Por tanto, (p) =

2. Sean a,b € Z, tales que a = b (méd p). Diferenciaremos dos casos:

= Sip=2, entonces a y b son pares, o bien a y b son impares, por lo que
va se tendria.

= Sip#2 comoa=b (mdbd p), se tiene que (g) =47 =b"7 = <b>

(méd p).

3. Obsérvese que <g> =0 si y sélo si p divide a a. Y esto se verifica si y sélo

si m.c.d.(a,p) > 1.
O

Corolario 2.12. Sea m un niumero primo. La aplicacion

Xm L — C

a+— xm(a) = (%)
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es un cardcter modulo m.

n
Demostracion. Seana,b € Zym = H p;* lainica factorizacién de m en factores

i=1
primos. Demostraremos las tres propiedades de la Definicién 2.10.

n ti
1. Tenemos que X, (ab) = (%?) = H(%?) y por la Proposicién 2.11

1=1

i) B0 16 )
(56)

2. Supongamos que a = b (méd m). Como a = b (méd m), se tiene que a = b

A ARONCEOR RO

3. Se tiene que <7% =0siy sélo si (a) = 0. A su vez, esto se verifica

’:]:

BH

si y sélo si existe p; nimero primo tal que 2% = 0, o equivalentemente,
p; divide a a, lo cual es cierto si y sélo si existe p; tal que m.c.d.(a,p;) > 1.
Por tdltimo, como p; es un factor de m, se tendra que esto ultimo es cierto
si y sélo si m.c.d.(a,m) > 1.

O

Lema 2.13 (Lema de Gauss). Sean a € ZT y p un nimero primo impar
tales que m.c.d.(a,p) = 1. Si n denota el nimero de enteros en el conjunto
S = {a,2a,3a,..., prla} cuyos restos al dividir por p son mayores que p/2,

entonces (%) =(-1)".

Demostracion. Sean a € Z* y p un ntmero primo impar. Suponiendo que
m.c.d.(a,p) = 1, se tiene que ninguno de los % enteros de S es congruente
con 0 médulo p. Ademads, cualesquiera dos elementos distintos de S tampoco
son congruentes médulo p. Sean r1,...,7m,S1,...,S, los restos resultantes de
las divisiones de cada uno de los elementos de S por p, tales que 0 < r; < &y
£ < s; <p. Se tiene que m+n = pT_l y los enteros r1,...,7m,p— S1,...,0 — Sp
son positivos y menores que g.

Dado que r; # r; para i # j y i 7# S para s # {, para demostrar que

todos los enteros rq,...,7m, S1,..., S, son diferentes, sera suficiente con probar
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m}. Lo haremos por

n}yje{l,
verificando que s; = ua

reduccion al absurdo. Supongamos que existen ciertos valores de ¢ y j tales que
2 k)
sy, verificando 1 <

— s; # 1, para cualquier i € {1

p—s; = r;. Asi, existen enteros u y v, con 1 < u,v < B5=

(méd p) y rj =va (méd p). Ademads, (u+v)a=s;+r; =p=0 (méd p). Esto

significa que u + v =0 (mdd p), lo cual es un absurdo, pues 1 <u+v <p-1

— S1,--,D
s, < 5. De aqui, podemos concluir que dichos
no necesariamente en es-
= )!

que p
“Sp

—1
P== enteros 71,...,7m,p
p—1
ey 9
..'Tmsl
Tm, S1, 1~73n
B =

(~sn) = (-1,
7 2

tenemos
P —

Tm, P
enteros son exactamente los enteros 1,2
P (—51)
)' es coprimo con p, se tiene

Asi,
T1y... — S1,...
te orden de aparicién. Por tanto, el producto de todos ellos sera (p 1)'
..-(p—sn)E’r'l —_ ...
(méd p). Y sabemos que, no necesariamente en este orden, 71,
1\ —
, B La. Por tanto, () =(-1)"a-2a
p—1
2 )8
(méd p). Ahora

n:a2

r1 T (P — 81)
)! (méd p). Ademas, como (
cuadréticos médulo un niimero primo

O

son Congruentes con a, 2a
p—1 — '

(5

2 .
= (—1)" (méd p), lo cual implica que

(méd p), o equivalentemente, (—1)

(_1)n a
—1 ,
p—1

)
que es cancelable en cada uno de los lados de la congruencia, por lo que se obtiene
n. a,pT ,
utilizando el Test de Euler para residuos
=aqa 2 i

a
b

1=(-1)

impar (2.8), se verifica que
(=1)", pues —1 < (g) ()" <1<pyp#2

n .
Proposicién 2.14 (Ley de reciprocidad cuadréatica). Sean p,q primos im-

g = (—
p
pares. Se tiene:
q (p—1)(g—1)
Demostracion. Consideremos en el plano coordenado xy el rectangulo de vértices
(0,0), (£,0), (0,4) vy (£, 2). Denotemos por R la regién de este rectangulo sin los
bordes. El procedimiento consistira en contar, de dos formas distintas, el nimero
de puntos con coordenadas enteras que hay dentro de la regién R. Como p, ¢ son
primos impares, los puntos que queremos contar serdn de la forma (n, m), donde
1<n<i2lyl<m< %L Por tanto, el nimero total de estos puntos serd
g—1
2). Por otra parte, la diagonal D que pasa por

2
)( a 1) ya que ; (respectivamente, —) es el mayor entero positivo
(27 2) tiene como ecuacién y = Zoc o equivalentemente, py =

los puntos (0,0) y
queda por encima. Por lo que hemos visto, serd suficiente con contar el nimero

gz. Como m.c.d.(p,q) = 1, se tiene que los puntos de la diagonal D no tienen
de puntos con coordenadas enteras que hay en cada uno de los tridngulos 73 y

p—1

2

menor que 5 (respectlvamente
interseccién con los puntos de coordenadas enteras de la regién R. Denotemos
or T1 a la regién de R que queda por debajo de la diagonal D, y por T3 a la que

Ts.
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Seal <k < %. El nimero de enteros que hay en el intervalo cerrado
[0, %] es exactamente L%J , donde |z | denota el mayor entero menor que z. Asi,
hay exactamente L%J puntos con coordenadas enteras en el segmento vertical

de Ty que une (k,0) con (k, %) € D. De aqui, el nimero total de puntos con

p=1
. g o | ke
coordenadas enteras contenidos en el triangulo 73 serd Z — .
p
k=1

—
=
()
~
[\
—
—

/2,4/2)

T -

D/
_—

(0,0) (k,0)

Anslogamente, intercambiando el papel de p por el de g, se obtiene que el
numero de puntos con coordenadas enteras contenidos en el tridngulo 75 viene

qg—1
2 .
dado por VPJ .
215
Asi, el numero de puntos con coordenadas enteras contenidos en la region
p—1 g=1
) ~ | kq ~|jp e o
R vendréd dado por Z {J + Z {J y ademds sabiamos que coincide con
k=1 =td
(p—1)

(-1 (1) poy tanto Z kg +§ | _ (=1 (-1
2 2 - ) » |- 2 5
k=1 j=1
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Aplicando, ahora, el Lema 2.13, se tiene que (p) . (q) = (—1)cord(T2).

q p
U ol 1 NP S by R

(p—1)(g—1)
4 .

(=1

2.2. Funciones aritméticas

Definicién 2.15. Diremos que una funcién f es aritmética si f : ZT — C.

Definicion 2.16. Diremos que una funcion f es aditiva si f es una funcion
aritmética que verifica f(mn) = f(m) + f(n), para cualesquiera m,n € Z tales
que m.c.d.(m,n) = 1.

Definicién 2.17. Diremos que una funcion f es multiplicativa si f es una fun-
cidn aritmética verificando f(mn) = f(m)f(n), para cualesquiera m,n € Z tales
que m.c.d.(m,n) = 1.

Definicién 2.18. Sea f una funcion aritmética. Llamaremos funcion suma de
faF:Z" —C, donde F(n) = Z f(d).

deZ+:d|n

Teorema 2.19. Si f es una funcion multiplicativa, entonces su funcion suma
también es multiplicativa.

Demostracion. Seanm,n € Z* coprimos, consideramos F(mn) = z f(d).
deZt;dlmn

Como m.c.d.(m,n) = 1, si d es un divisor de mn, se verifica que d = d;ds, siendo

dy,dy divisores de m y n, respectivamente. Asi, se tiene que m.c.d.(dy,ds) = 1.

De aqui, F(mn) = Z fld) = Z f(dids). Ademds, como f es
deZt;d|mn d; €Z+F;d1|m;idz|n
una funcién multiplicativa, Z f(dids) = Z fldh)f(ds) =
d; €27 ;d1|msda|n d; €2+ ;dy|msda|n

Z f(dy) Z f(d2) = F(m)F(n). Por tanto, F' es una funcién mul-
d1E€ZY;d1|m do€Z1;da|n
tiplicativa. a

2.2.1. Funcién de Mo6bius

Definicién 2.20. La funcién de Mébius u: ZT — C se define como:
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sin=1,
w(n) =< (=1)%, sin es el producto de k primos distintos, (2.6)
0, sin no es libre de cuadrados,

para todon € 7.
Proposicion 2.21. La funcion de Mébius p es multiplicativa.

Demostracién. Sean m,n € Z* con m.c.d.(m,n) = 1. Se tiene que m =
Pyt piryn = qlﬂ1 cooqPs, con p; £ g, 0 € {1,...1r}, 5 € {1,...s}. Si existe
algin o; > 1, o bien algin 8; > 1, entonces m o n tiene un divisor multi-
ple (aparece al menos 2 veces), que también serd divisor de mn. Por tanto,
p(mn) = p(m)p(n) = 0.

En el caso en que ay = -+ = . = 1 = --- = [Bs = 1, se verifica que
p(m) = plpr---pr) = (=1)", p(n) = plqr -+ qs) = (=1)° y plpr - prar - qs) =
(—=1)"ts. O

Teorema 2.22 (Suma de Md&bius). Sea n € Z. Se tiene que:

1, sin=1,
> wd)= {0, sin>1. (2.7)

d|n;deZ*

Demostracion. Sin = 1 se tiene que Zu(d) = p(1) = 1. Supongamos, ahora,
d|n
n > 1. Vamos a considerar la funcién aritmética M, donde M (n) = Z wu(d).
deZt;d|n
Se tiene, por la Proposicién 2.21, que la funcién de Mobius es multiplicativa y

T

aplicando el Teorema 2.19 M también lo es. De aqui, si n = H p;*, donde
i=1

P1,-..,pr son factores primos diferentes y o; € N con ¢ € {1,...,r}, entonces

M(n) = H M (pg'"). Por tanto, si determinamos M (p;"), tendremos el valor de
i=1

M (n). Obsérvese que M (pg') = Z pu(d) = (1) + p(ps) + p(p?) +- -+ p(p) =
dlp;?
1+ (=1)4+0+---4 0= 0. Por tanto, si n > 1, se tendrd que M(n) = 0. O

Teorema 2.23 (Férmula de inversién de MGobius). Sean g una funcion

aritmética y f la funcion suma de g, es decir, f(n) = Z g(d), entonces

deZ+sd|n
n

g(n) = Z f(d)u(g),oequivalentemente Z f(d)u(%): Z f(g)u(d)

dez+id|n dez+;d|n dez+id|n
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Demostracion. Si d divide a n, entonces n = ed, con e € Z 'y se puede considerar

e = %. Por tanto, Z f(d)ule) = Z fle)u(d).

deZted=n e€Zted=n
Debemos probar que Z f (d),u(%) = g(n), o equivalentemente
deZ*;d|n
n : n
Z f(g)u(d) = g(n). Para ello, se tiene que f(E) = Z g(e), y por
deZt;d|n e€Ztse| s
esto: n
>owai(5) = Y (s Y g@). (2:8)
deZt;d|n deZt;dn ecZtelnd

Como e divide a 7, entonces e divide a n. Reciprocamente, cada divisor positivo
de n serd un ntimero entero e, que divide a % si y sélo si d divide a %. Luego d
divide a n.

Por tanto, el coeficiente de g(e) es Z u(d) y aplicando el Teorema

dez+;d|2
2.7 tenemos:
1, si2=1,
Z ,u(n)—{o 51§>1; (2.9)

dez+id|n
. . n
y concluimos que g(n) es igual a (2.8). Por tanto, g(n) = Z f(g)/i(d). O
deZ*;d|n

Hemos visto la version aditiva de la formula de inversion de Mobius, pero
también existe una versién multiplicativa, cuya prueba es andloga a la anterior,
y la expresién quedaria de la siguiente forma:

o= T s - (5" (210)

deZ*;d|n dezZt;d|n

2.2.2. Funcién de Euler

Definicién 2.24. Sea n € Z*. La funcion de Euler ¢ : ZT — C evaluada en n
se define como el numero de enteros positivos menores o iguales que n que son
coprimos con él.

Del Teorema 2.1 se tiene que @(n) coincide con el niimero de unidades de
Z/nZ. Es decir, p(n) = card(Z/nZ)*.

Teorema 2.25. Si p es un nimero primo, entonces (p) =p — 1.

Demostracion. Como p es primo, el inico divisor de p distinto del 1 es él mismo,
y p no puede dividir a los enteros positivos menores que él. De modo que ¢(p) =
p—1. a
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Veamos ahora una generalizacién del Teorema 2.25.

Teorema 2.26. Si p es un numero primo y a € N\{0}, entonces ¢(p®) =
e —1).

Demostracion. El nimero de enteros positivos que hay en el intervalo [1,p%]
es card([1,p*] NN) = p®. Consideremos, ahora, aquellos que no son coprimos
con p®, es decir, m € N, m < p% con m.c.d.(m,p®) # 1. Ademds, como p es
primo, si m y p® no son coprimos, entonces p divide a m. Por tanto, el niimero
de enteros positivos no coprimos con p* serd card([1,p*] N (p)) = p*~1. Asi,
(p(po/) :p(x _pa—l — pa—l(p _ 1) O

Teorema 2.27. Sean d,n € Z*. Se tiene que Z o(d) =n.
deZ+d|n

Demostracién. Lo probaremos por induccion sobre el nimero de factores primos
diferentes de n. Supongamos que n solo tiene un factor primo, entonces n = p®,
con p un nimero primo y:

doowd= D wd)=p1)+¢®) + @)+ + (%)
deZt;d|n dez+;d|pe
=1+(p-D+@ —p)+-+ " —p*)
=p% =n.

Supongamos que el teorema es cierto para nimeros enteros con k factores
primos distintos. Consideramos, ahora, un entero positivo N con k + 1 factores
primos diferentes. Sea p factor primo de N y p® la mayor potencia de p que
divide a N. Podemos escribir N = p® - n, con m.c.d.(p,n) = 1. Asi, para cada
divisor d de n, tenemos que {d, dp, dp?,...,dp"} es un conjunto de divisores de
N. Entonces, podemos escribir:

Yoopd= Y ed+ D eldp)+ D eldp?) -+ > wldp®)

dez+;d|N dez+t;din dez+;d|n dez+;d|n dez+;d|n
= Y ed+ DY ede)+ > e de@®)+--+
deZ*;d|n deZ*;d|n deZt;d|n
+ > elde)
dez+;dln
= > e+ +e@®) +- -+ )]
deZ*;d|n
= Y eld Y ele)=m* =N,
dez+;d|n e€Zt;e|p>

lo que finaliza la prueba del teorema. a
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El siguiente teorema muestra una relacion entre la funcién ¢ de Euler y la
funcién p de Mobius.

d
Teorema 2.28. Sea m € 2. Entonces o(m Z Mii ) donde 11 es la
dez+;d|m
funcion de Mébius.

Demostracion. Sabemos, por el Teorema 2.27, que Z o(d) = m. Con-

deZt;d|m
siderando F'(m) = Z o(d) = m y usando el Teorema 2.23, se obtie-
deZt;d|m
m m m

ne pm) = > Fu(F) = Y F(5)ud = Y Zad) =

deZt;d|m deZt;dm deZ*;d|m

p(d)
m Z q a

dez+;dlm

Proposicion 2.29. La funcion de Euler ¢ es multiplicativa.

Demostracion. Sean m,n € Z% tales que m.c.d.(m,n) = 1. Se tiene que
p(mn) = card((Z/ng)*). Adem4ds, como m,n son coprimos, por el Teore-
ma 2.5 se verifica que Z/mnZ es isomorfo a Z/mZ x Z/nZ. Por otra parte,
card((Z/mnZ)*) = card((Z/mZ)*) x card((Z/nZ*)) = ¢(m)p(n). Por tanto,
p(mn) = p(m)e(n), cuando m.c.d.(m,n) = 1. O

El siguiente teorema generaliza el Pequenio Teorema de Fermat (Teorema
2.2).

Teorema 2.30 (Teorema de Euler). Sean a,m € Z tales que m.c.d.(a,m) =
1. Entonces, a*™ =1 (méd m).

Demostracion. Supongamos que ga(m) = r. Entonces (Z/mZ)* = {[a1]m, - -, [ar]m}-
Ademsds, [a],, € Z/mZ y m.c.d.(a,m) = 1. Por tanto, [a], € (Z/mZ)* y
[a]m]a1)ms - - -y [a]m]ar]m € (Z/mZ)*. Dado que [a],, € (Z/mZ)*, tenemos que
[a]m es cancelable. Luego [a]m[a:i]m # [a]m[a]]m, para i # j.

Por tanto, {[a1]m,- - - [ar]m} = {la]mla1]m,-- -, [a]m[ar]m}, ¥ concluimos que
[al]m T [ar]m = [a] [al} [a] [ar]m = [al]m T [ar]m[a}m T [a]ma €s decir,
1] = [a], = [a"]m, 0 equivalentemente, 1 =a" (méd m). Concluimos enton-
ces que a?™ =1 (méd m). O

2.2.3. La funcion w

Definicién 2.31. Sea m € ZT. La funcién w : ZT — C evaluada en m es el
numero de factores primos distintos que tiene m.
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Teorema 2.32. La funcion w es una funcion aditiva.

Demostracion. Sean m,n € Z* tales que m.c.d.(m,n) = 1. Se tiene que
m = piipg?-pir oy no= qlﬁlqg2~-~q§37 con p; # ¢; donde i € {1,...,r},
je{l,....s}yai,as,...,ap, B1,82,...,8s € ZT. De aqui, w(m) =r, w(n) = s
y se verifica que w(mn) = w(p{ps2 - p2r g g - ¢P) = r+5 = w(m) + w(s).

O

A continuacién relacionaremos la funcién w con la funcién p de Mobius y
con la funcién ¢ de Euler.

Lema 2.33. Sea m € Z, consideramos o = card({d divisor de m verificando
que p(d) = 1}). Se tiene, entonces, que o = 2°™) =1,

Demostracion. Sea m € Z, si consideramos los divisores no negativos d de m que
no son libres de cuadrado, obtendremos pu(d) = 0. Asi, como queremos trabajar
tinicamente con aquellos divisores que son libres de cuadrado, podemos suponer
que m es libre de cuadrados. La prueba de este lema se llevarda a cabo por
induccién. Supongamos que w(m) = r.

Si r =1 se tiene que m es primo, de modo que sus tnicos divisores seran
1y m. Ademds, u(1) =1y p(m) = —1, por lo que o = 1. Se verifica, entonces,
que o =1 =21"1=20

Supongamos cierto el enunciado para todo m con r — 1 factores primos
distintos. Ahora, si consideramos m con r factores primos diferentes, se tiene que
w(m) = w(m’)+ 1, donde m’ tiene r — 1 factores primos distintos. Quedaria ver
quién es a. Antes de calcularlo, es conveniente conocer la siguiente propiedad

r r
combinatoria: sea r € N, se tiene que E ) = E -] v que
i

0<i par<r 0<i impar<r

Z (Z) = 2". Una prueba de esto se podrd encontrar en [7, pdginas 100-101].
0<i<r

Asi, si tenemos en cuenta estas propiedades y diferenciamos todos los diviso-
res posibles de m con un numero de factores primos par y menor o igual que

1 1
r, se obtiene que a = Z <T> =3 Z (r) = §2T = 2"7!. Ademss,
i i

0<i par<r 0<i<r
gw(m)=1 — gu(m’)+1-1 — gw(m’) — or—1 Por tanto, a = gw(m)—1, O

Teorema 2.34. Si m € Zt, entonces o(m) > 2w =1,

Demostracion. Sea p un numero primo impar y e un numero entero positivo.
Se tiene que ¢(p¢) = p°~(p — 1) > 2. Supongamos que m tiene n factores
primos diferentes, y sea m = p{*p5? - - p2» su descomposicién en factores pri-
mos. Teniendo en cuenta que 2 podria ser un factor primo de n, concluimos
que éste tendra al menos n — 1 factores primos impares. Si consideramos, sin
pérdida de generalidad, que p, = 2, nos queda @(m) = p(pJ'ps? - pon) =
(T )e(P3?) o) 2 2-2---2- 1 =2n" 1 = 2¢(m—1L, O
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2.3. Polinomios ciclotémicos

El contenido de esta seccién ha sido consultado, en su mayor parte, de
[17].

Definicién 2.35. Sea f(x) € Q[z] un polinomio no constante. Diremos que f(z)
es reducible si se puede expresar como el producto de dos polinomios no constan-

tes p(x), q(x) € Q[z] tales que deg(p(x)) < deg(f(x)) y deg(q(x)) < deg(f(x)).
En caso contrario, diremos que f(z) es un polinomio irreducible.

Se puede probar que todo polinomio no constante en Q[x] se puede expresar
como producto de polinomios irreducibles. En particular, si consideramos a ™ —
1, éste tiene m ceros en C, denominadas raices m-ésimas de la unidad. Asi, si
m > 1, demostraremos que 2™ — 1 se factoriza en Qz], cuyos factores son
llamados polinomios ciclotémicos. Demos una definicion formal.

Definicién 2.36. Liamaremos n-ésimo polinomio ciclotémico al polinomio:

D, () = 11 @-8= J] @-¢9.

& primitiva n-ésima de la unidad m.c.d.(a,n)=1

De esta definicién se tiene que @, () es ménico, ademds de que deg(P,(x)) =
p(n).

Lema 2.37. Sea n € Z™T, entonces:

" —1= H Dy(x).

dez+:d|n

Demostracion. Las raices de ™ — 1 son exactamente las raices n-ésimas de la
unidad. Por otro lado, si £ es una raiz n-ésima de la unidad y tiene orden d,
entonces £ es una raiz primitiva d-ésima de la unidad. Por tanto, £ es raiz de
@4(x) y como d divide a n, se tiene que £ es una raiz de H @4(x). De aqui,
deZt;d|n
concluimos que z" — 1y H @4(z) tienen las mismas raices, por lo que son
deZt;d|n
iguales. a

Corolario 2.38. Sea n € Z*1, entonces:

" —1

[T %)

dEZ*d|n;d#n

b, (z) =
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Los primeros polinomios ciclotémicos son @1 (z) =z — 1, Po(x) = %&1) =
S | P3(x) = e S | Py(x) = RS SR A5 -
z—1 ) 3 RZIC =4 T 2i(@)P2(z) T (z-1)(z+1) T

% =224+ 1

En particular, si p € N es primo entonces @, (z) ;p’l) = % =P+
P24 41

Mostraremos a continuacién otra forma de expresar al n-ésimo polinomio
ciclotémico, usando la funcién de Mobius.

Teorema 2.39. Sean n € Z* y u la funcion de Mdobius, entonces:

Pu(a)= [ @¥ -1
dezZt;d|n
Demostracion. Sean f,g : N = Q(x), donde f(n) = 2™ — 1y g(n) = &,(x).
Por el Lema 2.37, se tiene que f(n) = H g(d), y por el Teorema 2.23 en su

deZt;d|n
w(d)
versién multiplicativa (ver (2.10)) obtenemos g(n) = H f(%) .
deZ+;d|n
Ejemplo 2.40. El polinomio ciclotémico @¢(z) = H (m% — 1)”(d) = (25 —
deZt; dn
6
1O (g3 — 1)@ (2 @ (o = D@D ey

(3 = 1)(z2 - 1)

Proposicién 2.41. Sea f(z) € Z[z] tal que f(x) = h(z)g(z), con h(x) € Z[z] y
con f(x),g(x), h(x) mdénicos. Se tiene que g(x) € Z[x].

Demostracion. Consideremos f(z) = 2" +a,_12" 1+ +ag = (2" +b,_12" 1+
s b)) (2 4 cs_12 Tt 4+ - 4+ o) = h(z)g(x). Desarrollando el producto e
igualando los coeficientes del polinomio de la izquierda con los del polinomio de
la derecha, se obtiene que ay = Z bic;. Asi, demostremos por induccién que
it+j=k

cj € 7.

Sij=0,a9=bgcy,y como ag,by € Z, cy € Z. Para j =1, a3 = bycy +byco,
y como ai,bg,cog € Z y acabamos de probar que cg € Z, se tiene que ¢; € Z.
Supongédmoslo cierto hasta c,_1, y veamos qué ocurre con cy.
Tenemos que ay = boc, +bicp—1+ - - -+ bico, es decir, ar —bicp_1 — - - —bpco =
bock. Y como se tenfa que los coeficientes de f(x) y g(x) son enteros, y por
hipétesis de induccién lo tenemos para los de h(x) hasta el ¢x_1,8e obtiene que
cx € 7. O

Proposicion 2.42. Los polinomios ciclotomicos tienen coeficientes enteros, es
decir, @, (x) € Z[x]. Ademds $,,(0) = £1.
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Demostracion. Lo demostraremos por inducciéon sobre n. En el caso n = 1,

&1(z) = x — 1 € Z[z]. Para d < n, supongamos que $4(z) € Z[z]. Veamos qué

ocurre con el caso n. Se tiene que z"—1 = H D4(x)P,(x), donde " —1 € Z[z]
d|n;d<n

y por hipétesis de induccién, @4(x) € Z[z]. Aplicando la Proposicién 2.41, se

obtiene que &, (x) € Z[z]. Del Teorema 2.39 deducimos que $,,(0) = £1. O

También se tiene que los polinomios ciclotomicos son irreducibles. Para
una prueba de esto, ver [4, Teorema 9.1.9.].

Teorema 2.43. Seann = plfl ophr k€ N\ {0}, p; primos, p; # D, para todo
1% j. Sea ng = p1---p-. Entonces:

qv)" (CC) = Qno (Inl )7

kr—1
. .

donde nq = nlo :p’fl_1~-~p

Demostracion. Sea D(ng) el conjunto de divisores de ng. Entonces D(ng) =

{Hp;j, ¢; € {0, 1}}, y por el Teorema 2.39 tenemos @, (z) = H (x4 —
Jj=1 deD(ng)

1)#(%0).

n

Por otra parte, los divisores e de n con p(2) # 0 son aquellos divisores

T
e de n tales que Z = 1 o0 2 es libre de cuadrados. Por tanto, e = Hp?j con

j=1
ki —1 < a; < kj, y concluimos que e = nid con d € D(ng). En particular
tenemos que 2 = L = 1o

e nid ~  d°
Aplicando el Teorema 2.39 concluimos que @, (z) = H (x° —
e€Zt; e|n; u(¢)#0
) = H (™ — 1)) = @, (2™). 0
deZ+; ding

Corolario 2.44. Sean p,m,k € N, p primo que no divide am y k > 1. Entonces
k=1
@mpk (x) = @mpkﬂ (xp) = @mp(aﬁp )

Demostracion. Sean n = mp*~' y n' := mp* y escribimos n = ngn; y n’ =
nyny como en el Teorema 2.43. Entonces, aplicando dicho teorema tenemos que

D (x) = Pp(aP) e iterando el mismo razonamiento concluimos que @,,,,» () =
k—1

G (1) = Py (2P) = Dppppr—1(2P) = Dy (2P ). O

Corolario 2.45. Sean p,m,k € Z*, p primo que no divide a m y k > 1. En-
dsm(zpk)

tonces émpk (.r) = m
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Demostracion. Sea n := mp®. Los divisores j de n con u(%) # 0 son los de
la forma dp*, dp*~' con d divisor de m. Por tanto, aplicando el Teorema, 2.39
tenemos que:

Dp(x)= [ (@ -1

JEN; jln
_ H (:L'dpk . 1)#(#%) . H (;Cclp"*1 . 1)#((1@%1).
deN; dpk|n; dlm deN; dpk—1|n; d|m
(2.11)
Obsérvese que 7o = 7 y como p es primo w(P7) = —p(%) y concluimos de
(2.11) que:
m o — (%)
B, (z) = H ((xpk)d _ 1)u(d) ) H ((xpk 1)d B 1) 7]
deN; dlm deN; dlm
" i\ B (2P
=&y, (" )(@n(z )) T o)
O

En particular, deducimos del Corolario 2.45 que si p es primo y no divide
a m entonces:

(2.12)

Con un razonamiento similar concluimos que si p es primo y p divide a m,
entonces:

Do () = Dy (2F). (2.13)
En general,
Proposicion 2.46. Sea m € N tal que m = q*my, con q primo y donde q no
.. P (an,)
divide a my, entonces P () = 7@7”21(1@_1).

Demostracion. Lo probaremos por induccion sobre a. Sia = 1, como ¢ es primo y

¢ no divide a my, aplicando (2.12) se tiene que &,,(z) = q;"l((w:)). Supongdmoslo

-1
a—1

cierto para a — 1, es decir, m’ = ¢* " 'my y @ (z) = Py (2 ; Veamos qué

¢m1 (Iqa—2

ocurre con el caso a. Tenemos que m = ¢*my = ¢* 'miq = m/'q. Asi, &, (z) =
D,q(x) y como ¢ es primo y ¢ divide a m/, podemos aplicar (2.13). Nos queda,
entonces, que @, (z) = Ppyq(x) = Py (29) y utilizando la hipdtesis de induccién,

Qjm’ (l‘q) =

a—1

@,,Ll((wq)qa7 ) _ ¢'m1 (wq"‘)

By (@9)2°77) T By (@a® )

O
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2.3.1. Factorizaciéon de enteros del tipo a™ — 1

Presentamos un método para encontrar la factorizacién de a™ — 1 en pro-
ducto de primos, basado en los polinomios ciclotémicos. Del Lema 2.37 sabemos
que z" — 1= H D4(x), n > 1. Por tanto, si a € Z entonces:

dezZ+; dln

a*—1= ] @ala), (2.14)

deZ*; d|n

y en particular si conocemos los factores primos de @4(a) conoceremos la des-
composicion en primos de a” — 1.

Por ejemplo, 26 — 1 = &1(2)P5(2)P3(2)P6(2) = (2 — 1)(2 + 1)(22 + 2 +
HER2-2+1)=3-7-3=3%-7.

En general, ®4(a) no es primo, como muestra por ejemplo ®2(3) =341 =
4. Estudiemos, entonces, la factorizacién en primos de @, (a).

Sea p un ndmero primo. Si m.c.d.(p,a) = 1 entonces [a], es una unidad
de Z/pZ. Denotemos por ord,(a) al menor natural no nulo n tal que o™ =1
(méd p), es decir, al orden de [a], como elemento del grupo (Z/pZ)*. Recordemos
que si ordy(a) = ny r € N\ {0} tal que a” = 1 (méd p) entonces r es un
miltiplo de n. Del Pequetio Teorema de Fermat (Teorema 2.2)observamos que
si p es primo y ord,(a) = n entonces n divide a p — 1, es decir, p =1 (méd n).

Lema 2.47. Si p € N es un factor primo de @,(a), entonces p no divide a a.

Demostracion. Sea @,(x) = 2" + byz" "t + ... + b, con b, = £1. Entonces se
tiene @, (a) = a” + bya" ' + ... + b,_1a + b.. Si p dividiera a a, entonces p
dividiria a @,,(a) — (a” + bya" "' +...b,_1a) = b, = 1 que es un absurdo. O

Lema 2.48. Si p € N es primo y ord,(a) = n, entonces p divide a $,(a).

Demostracion. Como ord,(a) = n, entonces a™ = 1 (méd p) y a? # 1 (méd p)
para todo d € N, d < n. En particular, p divide a ™ — 1 pero no divide a a® — 1,
para todo d € N, d < n.
Del Lema 2.37 deducimos entonces que p no divide a $4(a) cond € N, d <
n. Pero aplicando dicho lema tenemos que a” — 1 = &, (a) - H Dy(a).
deZ*; d>1; dn
Entonces, como p divide a a™ — 1, p es primo y p no divide a H Dy(a),
dez+; d>1; dn
necesariamente p divide a @, (a). a
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A todo nimero primo p verificando ord,(a) = n se le denomina factor de
Zsigmondy de @, (a), en honor al matematico Karl Zsigmondy (1867 — 1925). A
dicho niimero p también se le denomina factor primitivo de a™ — 1.

Recordemos el Teorema de Lagrange, cuya prueba puede encontrarse en
[11, Teorema 1.16].

Teorema 2.49 (Teorema de Lagrange). Sea H un subgrupo de un grupo
finito G, entonces el cardinal de H divide al cardinal de G.

Lema 2.50. Si p es un factor de Zsigmondy de @, (a) entonces p=1 (méd n).

Demostracion. Tenemos que ord,(a) = n y por el Teorema de Lagrange (Teore-
ma 2.49) n divide al orden de (Z/pZ)*, es decir, que n divide a p — 1. O

Demostraremos, a continuaciéon, que también existen factores primos de
®,,(a) que no son factores de Zsigmondy. Necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.51. Sean p,a € N, p primo con a =1 (méd p). Entonces:
(1) L=l =agp 1 40P 24 ... +a+1=0 (mdd p).

a—1

(2)a? =1 (méd p?).

(3) Si p >3, entonces aP~t +aP 2+ ... +a+1=p (méd p?) (y por tanto no
es miltiplo de p).

Demostracion. Dado que a =1 (mdéd p), entonces aP~ ! +aP~ 2+ ... +a+1=
P71 +1P724 . +1+1=p=0 (méd p). Ademds, como a? — 1 = (aP~! +
a?~2 + ...+ a+1)(a—1) y ambos factores son miltiplos de p, entonces a? — 1
es multiplo de p?. A continuacién demostraremos (3).

Dado que a =1 (mdd p), existe k € Z tal que a = kp + 1, y del binomio
de Newton tenemos que a”" = (kp+ 1)" = 1" + (’i)kplr_l + tp?, para cierto

p—1
t € Z. Por tanto, a” = 1 +rkp (méd p?) y como p — 1 es par, entonces Z a" =
r=0
p—1 p—1 ( _1)
Z(1+rkp)=p+kpz7“:p+kp%5p(médPQ)- O
r=0 r=1

Recordemos que si p es primo, entonces @,(a) = a1 +aP~2+ ... +a+1.
Sia=1 (méd p), entonces ord,(a) =1y Pp(a) =1+ ...+1=p (méd p), es
decir, @,(a) = 0 (méd p) y el propio p es un factor primo de $,(a) pero no es
un factor de Zsigmundy. Esto se generaliza como sigue:

Proposicién 2.52. Sean p primo con ordy(a) = m yn = pFm, con k > 1,
donde p no divide a m. Entonces:

(a)p divide a D, (a).
(b) Sin >3 entonces p* no divide a D, (a).
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Demostracion. Del Teorema 2.39 sabemos que

B (a) = [] (a® - 1)), (2.15)

dez+

Sea D = {d € N, d divisor de m, u(%) # 0}. Entonces los divisores j de n con
,u(?) # 0 son los de la forma dp* y dp*~! con d € D.
Tenemos que m.c.d.(m,p*) = 1, por tanto m divide a dp* solo si d = m.
En particular, si d < m entonces p no divide a a®" — 1. En efecto, si lo hiciera
entonces a®?” = 1 (méd 1) y ord,(a) = m dividirfa a dp®, que serfa un absurdo.
De (2.15) tenemos que:

o) = [ -1
JEZF; jlns u(%)#0

n

- I ey e oy

dpk; dlm; p(2)#0 dp*=1; d|m; p(Z)#0

_ H (xdp"’ _ 1)#(%) ) H (xdpk'fl _ 1)#(({ 7

d|m; p()#0 d|m; p(%)#0
(2.16)
y como p(%) = —u(P7), entonces:
RRIEY
d|m; pu(2)#£0
@n(m) _ | FL( a )75
(mdpkfl 1)”(%)
dlm; p(%)#0
I ey
(2™ = 1) dim; d#m; p(F)#0
(I; —1 H ('pok—l 71)H(7n)’
d|m; d#m; p( g )#0
y por tanto
n_1
@n(a) = (aﬂ ) : H fd(a)u
(ad - 1) deD; d<m gd(a)
donde fy(a) y ga(a) no son multiplos de p.
Pero a» = 1 (méd p) pues 2 = mp*~1 y ord,(a) = m, y aplicando el

P
Lema 2.51 (1) tenemos que “»=L es muiltiplo de p y por tanto @, (a) también

a?r —1
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n_
aﬁ 1 y por
apr—1

lo es. Ademds, del Lema 2.51 (3) si p > 3 entonces p* no divide a

tanto tampoco divide a @,,(a).

Siahorap =2y n > 2, ordy(a) <2—1y por tanto m = 1 (en particular a
es impar). Entonces n = 2%, k > 2 y aplicando (2.13) reiteradamente concluimos
que Pok (7) = Py (xzkfl) y en particular @, (a) = (a2k71)2 +1. Sear := a2,
que es impar, pues a lo es. Se tiene que r? =1 (méd 4) y &, (a) =1+ 1 =2
(méd 4). Por tanto, 4 = p? no divide a @, (a). O

Corolario 2.53. Sean p primo con ordy(a) =m yn = pFm con k > 1 y donde
p no divide a m. Entonces p es el mayor factor primo de n.

Demostracion. Como ord,(a) = m entonces por el Teorema de Lagrange (Teo-
rema 2.49) m divide a p — 1, en particular m < p — 1y como n = p*m entonces
p es el mayor factor primo de n. a

Observacion 2.54. Nétese que la Proposicién 2.52 (b) no se cumple si n = 2, pues
ental casom =1, p=2y ®o(7) =8 = 23.

Recordemos que si m divide a p— 1 = card((Z/pZ)*) entonces card({[a],
tal que ord,(a) = m}) = ¢(m), donde ¢ es la Phi de Euler.

Demostraremos a continuacién que los factores primos de @,,(a) que no son
Zsigmondy solo aparecen como son descritos en la Proposicién 2.52, por tanto
para n fijado, @, (a) tiene a lo méds un factor primo que no es Zsigmondy y en
tal caso es el mayor de los factores primos de n.

Consideremos primero el caso especial donde n = p primo. Sea ¢ un factor
primo de &, (a) que no es Zsigmondy. En particular ¢ divide a @,(a) y por el
Lema 2.37 entonces ¢ divide a a” —1, es decir a? = 1 (mdd ¢). Por tanto ord,(a)
divide a p. Por hipétesis, ordy(a) # p, por tanto ord,(a) =1y a=1 (méd q), y
concluimos que @,(a) =1+a+...a?~! =p (méd q). Pero &,(a) es un miltiplo
de ¢, y deducimos entonces que ¢ = p. Por tanto, el tnico factor primo de
&, (a) que no es Zsigmondy es el propio p y es factor exactamente cuando a =1
(méd p).

Podemos adaptar el mismo razonamiento para el caso general.

Teorema 2.55. Sean n,a € N, n,a > 2. Sea p el mayor factor primo de n y sea
n =mp®, donde p no divide a m. Entonces:

(a)p es un factor primo de ®,(a) si y sdlo si ordy(a) = m (en cuyo caso m
divide a p—1).

(b) cualquier otro factor primo q de ®,(a) verifica ordy(a) = n (y por tanto
g=1 (méd n)).

Demostracion. Sea g un factor primo de @,,(a) con ord,(a) = s < n. Del Lema
2.37 tenemos que ¢ divide a a™ — 1, es decir a™ =1 (mdd ¢). Por tanto s divide
a n. También s divide a ¢ — 1 por el Teorema de Lagrange (Teorema 2.49). Sea
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r un factor primo de % y escribamos h : Entonces existe o € Z tal que
_n
=

n
r’
= ra y por tanto h =says lelde h.
1

Dado que s = ordy(a) entonces ah =1 (méd q). Sea c := a". Del Lema

2.37 tenemos que 2" —1 = H Dy(x H Dg(x)- H Dq(x),

® |3

dezZt; d|n d€Z*; din; dlh d€ZT; dn; dlh
esdecir, 2"~1= (z"=1)  [] = Pal2) = (a"-1)Ppn(x) 11 By(x),
deZt; dn; dlh deZ*; d|n; d#n; nlh
i a®—1 _ a"—1 _ =1 _ -1 r—2
en partlcula n(a) divide a &= = G5 = =+ "+ ... +c+ L

Pero ¢ = a" = 1 (méd q), por tanto ¢" L +¢" 2+ ... +c+1 =7 (mdd q).
Ademds, como ¢ divide a @,,(a) y @,(a) divide a "L +c" 24+ ... +c+1, se
tiene que ¢" ! +¢""2 + ... 4+ ¢+ 1 es multiplo de ¢ y congruente con r médulo
q, donde r y ¢ son primos. Por tanto, r = q. Asf, g es el tinico factor primo de %
y n = sq* para cierto kg € N, kg > 1.

Como s divide a ¢ — 1, en particular s < g— 1y ¢ es el mayor factor primo
de n, es decir, ¢ = p. Por tanto, n = s¢"° = mq¢* y s < ¢, y concluimos que p = ¢
y s = m; en definitiva, p es el tnico factor irreducible de @, (a) que no es de
Zsigmondy y ordp(a) = m. El reciproco se concluye de la Proposicién 2.52. O

Corolario 2.56. Sea q un factor primo de ®,(a). Son equivalentes:

(1) ordy(a) = n.
(2) g no divide a n.
(3)¢g=1 (méd n).

Ejemplo 2.57. Queremos factorizar ®45(2). Del Teorema 2.43 tenemos que Pyg(x) =
Pg(2®) = 210 — 28 + 1. Por tanto, P45(2) = 65281 y cualquiera de sus factores
primos debe ser congruente con 1 médulo 48. El primer candidado es 97 y encon-
tramos que P45(2) = 97 - 673, y como 673 también es primo hemos factorizado

¢48(2)-

Lema 2.58. Sean n,m,p € N tales que p es primo que no divide a n y m es
un divisor propio de n (n # m). Entonces &, (z) y ™ — 1 no tienen una raiz
comun maodulo p.

Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo que a es raiz de @, (z) y
2™ — 1 médulo p. En particular, ¢™ =1 (méd p). Por tanto, [a], es unidad de
Z/pZ y aplicando el Teorema 2.1 concluimos que m.c.d.(a,p) = 1, es decir, p no
divide a a.

Por otra parte, del Lema 2.37 tenemos que z" — 1 = H Dy(x) =
deN; d|n
D, (x) H Pq(x),y ademds 2™ —1 = H &b, (x). Como m es un divisor
deN; d|n; d<n e€N; e|m

propio de n, entonces z" — 1 = @, (z)(x™ — 1)g(x), para cierto g(z) € Z[z], y
como @, (a) =a™—1=0 (méd p), entonces a es raiz multiple de ™ — 1 médulo
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p. Por tanto, a es raiz de la derivada de 2™ — 1, es decir, na”~! =0 (méd p), lo
que es un absurdo pues p es primo y no divide ni a n ni a a. a

Proposicién 2.59. Sea n € Z". Existen infinitos nimeros primos congruentes
con 1 mddulo n.

Demostracion. Supongamos, por reduccion al absurdo, que existe un nimero
finito de primos p — 1,...,pn congruentes con 1 médulo n. Para todo | € Z
escribimos a; := Inpy -+ pn v M; = ®,,(q;), donde &, es el n-ésimo polinomio
ciclotémico. Como &,, es monico, existe I € N suficientemente grande tal que
M; > 1, y dado que M; € Z admite factorizacién en primos, sea p primo que
divide a My, es decir, M; = ®,,(a;) = 0 (mdd p), afirmamos que m.c.d.(p, a;) = 1.
En efecto, si m.c.d.(p,a;) # 1, entonces necesariamente m.c.d.(p,a;) = py p
dividiria a a;.

Pero si @, (z) = 2" + biz" ' + ...+ b._1z + b,, sabemos que b, = *1
y Pnlar) = a] + blafl + ...+ b_1a; + by, es decir, £1 = b, = M; — (a] +
blalr_1 + ...+ b._1a;) serfa multiplo de p, que es absurdo. Obsérvese que p # p;,
1<¢< N, pues m.c.d.(p,a;) = 1.

Por otra parte, dado que @,(a;) =0 (mdd p), tenemos del Lema 2.37 que
aj =1 (méd p) y del Lema 2.58 tenemos que a;* # 1 (mdd p) para todo divisor
m de n, m < n.

Por tanto, el orden de [a;], como elemento de (Z/ pZ)>k es exactamente n
y por el Teorema de Lagrange (Teorema 2.49) n divide a p — 1, es decir, p = 1
(méd n). Por tanto, encontramos un nimero primo congruente con 1 médulo n
que es distinto de p;, 1 <7 < N, que es un absurdo. a

2.3.2. Factorizacién de enteros de la forma a™ + 1

Si queremos factorizar enteros de la forma a™+1 basta tener en cuenta que

2n
a*—1 = (a"—1)(a"+1), y por tanto a”+1 = o :11, es decir, podemos factorizar
los enteros de la forma a™ +1 haciendo uso de la factorizacién de a®* —1y a"™ —1

mostrada en la seccién anterior. Por tanto, escribiendo 2n = 2'm con m impar

y relacionando los divisores de 2n con los de n se tiene que a™ +1 = H Dorq(a).
d|n
Ejemplo 2.60. Sin = 78, entonces 278 +1 = [ [ ®4a(2) = $4(2)P12(2)P52(2)P156(2).-
d|39
Ahora, de (2.13) se tiene que ®4(2) = ®5(2%) = 22 + 1 = 5. Por la Pro-
‘s P3(2%) (2*)2+2*+1 273
posicién 2.46, P12(2) = Py23(2) = = = %2 = 13. De

D3(22) (22)2+22+1 21
(2.13), P52(2) = Py213(2) = Po.13(2%) y por la Proposiciéon 2.46, $q.13(22) =
&b 2,13
2£if2l) ) _ 241 — 53.157-1613. Por ltimo, de la Proposicién 2.46, ®54(2) =
¢12 213 213 8+ 213 4+1
Bi312(2) = BB = Ot bt v d156(2) = 13- 313 - 1249 - 3121 - 21841.

Asi, 28 4+1=05-13%2-53-157-313-1249 - 1613 - 3121 - 21841.
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Tests de primalidad

A lo largo de este capitulo mostraremos algunos de los métodos que se
utilizan para intentar determinar si un nimero es primo o no. Para ello, se ha
tomado como referencia [12].

3.1. La criba de Eratdstenes

Uno de los métodos de identificaciéon de nimeros primos mas antiguos que
existe es la criba de Eratdstenes. Este, en la Antigua Grecia, quiso obtener los
primeros nimeros primos, y por ello ided esta técnica.

El algoritmo consiste en tomar todos los enteros desde el 1 hasta un n dado.
Se elabora una tabla con ellos, eliminamos el 1, pues es una unidad y por tanto
no es primo, y pasamos al siguiente niimero disponible en la tabla, el 2. Tachamos
todos sus multiplos. Asi, al volver al inicio de la tabla, el primer ntimero que
encontramos sin tachar y mayor que 2 sera primo. De este modo, se tiene que 3
es primo. Repitiendo este procedimiento, Eratéstenes obtuvo todos los nimeros
primos menores o iguales que un entero n, donde n > 1. Pero, jcuantas veces
habra que realizar este procedimiento? Obsérvese que no es necesario comprobar
hasta n — 1, sino hasta /n, pues si n tuviera un divisor mayor que /n tendria
otro méds pequeno que /1 que ya habriamos detectado.

La criba de Eratdéstenes no solo verifica si un nimero es primo o no, sino
que también determina todos los primos menores que dicho niimero. La criba de
Eratéstenes es un algoritmo deterministico, es decir, cuando empezamos con el
mismo input, siempre sigue los mismos pasos y siempre da el mismo resultado.
Sin embargo, no es un algoritmo eficiente pues tiene complejidad O(nloglogn)
(ver [16]).
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Algoritmo 2 La criba de Eratdstenes
Entrada: n € N
Salida: Los niimeros primos menores o iguales que n.
Consideramos una lista con todos los enteros menores o iguales que n, a excepciéon
del 1, y la llamamos L.
p=2
for p < y/n do
if p € L then
Asumimos que p es primo, y eliminamos sus multiplos de la lista L.
end if
p=p+1
end for
return L

3.2. Fermat y la primalidad

En el capitulo anterior hemos enunciado y probado el Pequeno Teorema
de Fermat (Teorema 2.2). Este nos sera de utilidad para el siguiente algoritmo
que vamos a mostrar. Este consiste, principalmente, en tomar un nimero n € 7,
n>2yac{l,---,n— 1} Se calcula el méximo comun divisor de n y a. Si es
distinto de 1, significa que ambos nimeros tienen un factor comun estrictamente
menor que n. Por tanto n es compuesto. En caso de que a y n sean coprimos,
se procede a calcular a”~! y ver si se verifica la congruencia ¢” ! =1 (méd n).
Si no se verifica, el Pequeno Teorema de Fermat (Teorema 2.2) nos afirma que
n es compuesto. Si se verifica, cabria la posibilidad de que fuese primo. Asi, el
algoritmo nos queda como mostramos a continuacién.

Algoritmo 3 Test de Fermat

Entrada: n € Z, n > 2 y se escoge, aleatoriamente, a € {1,--- ,n —1}.
if m.c.d.(a,n) # 1 then
n es compuesto.
else if then
Calcular ™! (méd n).
if @' =1 (méd n) then
n podria ser primo.
else if then
n es compuesto.
end if
end if

En este algoritmo, cuando se introduce un niimero n primo, éste es facil-
mente identificable, por el Pequenio Teorema de Fermat (Teorema 2.2). El pro-
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blema surge cuando se introduce un nimero compuesto. En ocasiones, tras la
eleccién de a, el Test de Fermat nos dice que un nimero n compuesto podria ser
primo, pues por ejemplo, m.c.d.(8,9) = 1 y 8 =1 (méd 9). Sin embargo, 9 no
es primo, pues 9 = 3-3. A estos ntimeros los denominaremos pseudo-primos con
base a. Asi, es natural preguntarse por el tamano del conjunto de bases a con
respecto a las cuales un ntimero compuesto n es un pseudo-primo.

Sea n € N. Al conjunto de los niimeros enteros positivos menores que n y
coprimos con 7 lo denotaremos por CP(n).

Consideremos el siguiente conjunto:

A={aecCP(n): a"'=1 (mdbdn)}. (3.1)

Obsérvese que si n es un nimero primo, entonces A = {1,2,--- ,n—1} = CP(n).

Lema 3.1. Sea n € N compuesto, n > 2 y A definido como en (3.1). Si A #

CP(n), entonces A tiene a lo sumo @ elementos, donde ¢ denota la funcion

de FEuler.

Demostracion. Consideremos el conjunto A = {[a], € Z/nZ : [a]?~ ! = [1],} C
(Z/nZ)*, que tiene la misma cardinalidad que A. Obsérvese que si n = 2, en-

tonces A = {[1]2}. Ademds, si n > 2, como [a]?~%[a],, = [1]n, se tiene que (A, -)
es un subgrupo de ((Z/nZ)*,). Por tanto, utilizando el Teorema de Lagrange
(Teorema 2.49), card(A) = card(A) divide a card((Z/nZ)*) = ¢(n). De aqui,
p(n) = k- card(A), para algiin k € N. Por hipétesis, card(A) < ¢(n), de modo

e(n)
2

que k > 2 y se obtiene que A tiene a lo sumo elementos. a

Concluimos del Lema 3.1 que si existe una base a para la cual el nimero
compuesto n verifica a”~! =1 (mdd n), entonces la probabilidad de encontrarla
es al menos de % Ahora bien, existen ntmeros compuestos n para los cuales
no existe una base a tal que a® ! #Z 1 (méd n), son los llamados nimeros de
Carmichael, pues Carmichael en [3] demuestra la existencia de dichos nimeros,

y en particular que 561 = 3 -11- 17 es el menor de ellos.
Proposicion 3.2. Todo nimero de Carmichael es compuesto e impar.

Demostracion. Sea n un nimero de Carmichael. Por definicién n es un nimero
compuesto. Demostraremos a continuacién que n es impar. Como n — 1 y n son
coprimos, entonces (n — 1)1 =1 (mdd n). Aplicando el Binomio de Newton
tenemos que

(-1)" = (méd n). (3.2)

Dado que n es compuesto, entonces n > 2y —1 =1 (méd n). De (3.2) conclui-
mos entonces que (—1)"! = 1, por tanto n — 1 es par y n es impar. O
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A continuacién, mostraremos una mejora del Test de Fermat, en donde los ntime-
ros de Carmichael no dan problemas.

Teorema 3.3 (Teorema de Fermat-Miller). Sea p un ndmero primo impar.
Escribiremos p — 1 = d2', donde d,l € N y d es un nimero impar. Si a € Z no
es multiplo de p, entonces:

1. Se tiene que a® =1 (méd p), o bien

2. a®4 = —1 (méd p), para algin i € {0,...,1—1}.

Demostracion. En primer lugar, denotemos b := a?. Del Pequefio Teorema, de
Fermat (Teorema 2.2) se tiene que b = a® = ar~1 =1 (méd p). Sib=1
(méd p), se tendria 1. Supongamos que b Z 1 (méd p). Sea i el menor niimero
de {0,...,1 — 1} verificando que =1 (méd p). Obsérvese que tal i existe,
pues en el peor de los casos para i = [ — 1 tenemos b2 = a?~! =1 (méd p).
Utilizando el Teorema 2.3, se obtiene que b = 1 (méd p), o bien b2 = —1
(méd p). La primera posibilidad no puede darse debido a la forma en que hemos
elegido 7. De modo que v =1 (méd p), verificindose asi 2. O

Corolario 3.4. Sea n € N impar, n > 1 conn — 1 = d2', d impar. Supongamos
que eziste a € N, 1 < a < n tal que a® # 1 (méd n) y a®™ # —1 (méd n),
0 <i<l—1. Entonces n es compuesto.

Al nimero a del Corolario 3.4 se le denomina testigo de Miller para n.

Con esto, es posible formular un nuevo test de primalidad denominado
test de Miller-Rabin, donde partiendo de un ntimero n € N, n > 1 impar y
que no sea potencia de otro ntmero natural (pues en este caso, queda claro
que n es compuesto), procederemos con n — 1 = d2! y a € {1,...,n — 1}.
Aqui, nuevamente, descartamos el caso en que a y n no son coprimos, pues
esto significa que tienen un factor comin menor que n y m no seria primo. A
continuacién serd necesario calcular b := a? (méd n). Si b = 1, no podemos
descartar que sea primo. En caso de verificarse que a? #Z 1 (méd n), habria que
calcular b,b2,b%,.. .7b2171 (méd n). Si ninguno de ellos es congruente con —1
médulo n, por el Teorema de Fermat-Miller (Teorema 3.3), n es compuesto. En
caso contrario, n podria ser primo.

Tanto el test de Fermat como el de Miller-Rabin son probabilistas. Ademas,
el algoritmo de Fermat-Miller es de los denominados Monte Carlo, es decir, su
respuesta puede ser incorrecta pero con una probabilidad baja. En efecto, del
Lema 3.1 sabemos que su respuesta para nimeros compuestos puede ser correcta
con probabilidad mayor o igual que %

El algoritmo de Miller-Rabin queda del siguiente modo:
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Algoritmo 4 Algoritmo de Miller-Rabin
Entrada: ne€ N, n > 1.
if {n es par y n > 2} or {n es potencia de otro nimero natural} then
n es compuesto.
else if then
Escribimos n—1 = d2' y escogemos, aleatoriamente, un niimero a € {1,...,n—1}.

if m.c.d.(a,n) > 1 then
n es compuesto.
else if then
Calculamos b := a? (méd n).
if b =1 then
n podria ser primo.
else if then
Calculamos b, b%,b%, ..., p2 ! (méd n).
if ninguno de los nimeros anteriores es congruente con —1 médulo n. then
n es compuesto.
else if then
n podria ser primo.
end if
end if
end if
end if

Aunque este algoritmo mejora el Test de Fermat (Algoritmo 3.2), atin se
sigue obteniendo, al elegir cierta base a, que determinados ntimeros compuestos
podrian ser primos. A estos se les llamard fuertemente pseudo-primos con base a.
Con esto, la pregunta que nos hacemos es: si n es compuesto, ;cudntos nimeros
a existen haciendo de n un nimero fuertemente pseudo-primo?

Teorema 3.5. Sea n € N tal que n = qr con q,r > 2, coprimos e impares,
entonces existe a € N tal que m.c.d.(a,n) =1 ya®? =1 (méd n) pero verificando
que a 2 1 (méd n) y a £ —1 (mdéd n). En particular, n no es fuertemente
pseudo-primo con base a.

Demostracion. Del Teorema Chino del Resto (Teorema 2.5) podemos interpretar
que si tenemos n = qr con ¢, r coprimos, entonces dos enteros seran congruentes
modulo n si, y sélo si, son congruentes médulo ¢ y médulo r (es decir, si z,y € Z,
[z], = [y]n siy sblo si, [z]g = [ylg v [z] = [y]»). Con esto, para cualesquiera
ai,az € Z, existe x € Z tal que = es congruente con a; médulo g y = es con-
gruente con as médulo r. En nuestro caso, podemos obtener un ntmero a tal
que m.c.d.(a,n) =1, a = —1 (méd ¢q) y a = 1 (méd r). Asi, a Z 1 (méd n),
pues tendria que darse que a = 1 (mdd ¢). Utilizando el mismo razonamiento,
a # —1 (méd n). Por otro lado, sabemos que a®> =1 (méd ¢) y a®> =1 (méd r).
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Por tanto, utilizando la interpretacién del Teorema Chino del Resto ( Teorema
2.5) que hemos visto al principio de la demostracién, se obtiene que a? = 1
(méd n). Ahora escribimos n = d2!, con d impar. Asi, d = 2m + 1, para un
m > 0. Por tanto, a = (a®>)™-a =a # 1,-1 (méd n) y a®? = (a?)¢ = 1
(méd n). Por definicién, n no es fuertemente pseudo-primo con base a. a

Corolario 3.6. Si n es un numero de Carmichael entonces existe a € N tal que
n no es fuertemente pseudo-primo.

Demostracion. Basta tener en cuenta que por la Proposicion 3.2 todo ntimero de
Carmichael es compuesto e impar, y por tanto verifica las hipétesis del Teorema
3.5. O

Concluimos entonces, contrariamente a lo que pasa en el Test de Fermat,
que todo nuimero de Carmichael n admite una base a que es testigo de Miller
para n. Ademds, no existe el equivalente de los nimeros de Carmichael para el
Test de Miller-Rabin.

También se tiene:

Teorema 3.7 (Probabilidad de error en Miller-Rabin). Sea n un nimero
compuesto, entonces existen a lo sumo ”;1 bases a € CP(n) para los cuales n
es fuertemente pseudo-primo.

Demostracion. Consideramos el conjunto W de todos los ndmeros a € CP(n)
tales que n es fuertemente pseudo-primo. En primer lugar, tengamos en cuenta
que en el Algoritmo de Miller-Rabin (Algoritmo 3.2) consideramos un nimero
n impar que no es una potencia perfecta, es decir, que n = ¢r, donde ¢,r > 2y
m.c.d.(q,r) = 1. Asi, escribimos n — 1 = d2! y veamos qué ocurre con el mayor
indice j < I tal que ad?’ # 1 (méd n), con ag € CP(n). Ademés, se tiene que este
indice j existe, por el Teorema 3.5. Denotemos, ahora, k := d2’ y estudiemos el
conjunto G := {a € CP(n) tal que a* =1 (méd n), o bien a* = —1 (méd n)}.

Todo elemento a € W también serd elemento de G. Ademads, el conjunto
G es cerrado con el producto médulo n (es decir, si a,b € G, se tiene que ab
(méd n) también pertenece a G). Tenemos que probar que existe al menos un
elemento a € CP(n) tal que a € G. Si se verificase que af Z —1 (méd n), como
tenfamos que ad? = af # 1 (méd n), ya estarfa. En el caso en que af = —1
(méd n), sabemos que el Teorema Chino del Resto (Teorema 2.5) asegura la
existencia de un ndmero a < n tal que a = ag (méd ¢) y a = 1 (méd r). Asi,
a* = —1 (méd q) y a* =1 (méd r). Con esto, podemos concluir que a* # 1, —1
(méd n) y por tanto a & G.

Ya hemos probado que card(G) < ¢(n), donde ¢ denota la funcién de Eu-
ler, y el Teorema de Lagrange (Teorema 2.49) nos dice que card(G) divide a ¢(n).
Por tanto, G tiene a lo sumo @ elementos. De aqui, card(W) < card(G) <

#(n) —1
o< tg O
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3.3. El Teorema de Fermat para polinomios

Nuestro siguiente objetivo sera presentar el conocido como algoritmo AKS,
llamado asf en honor a sus autores Agrawal, Kayal y Saxena (ver [1]). Empezamos
mostrando algunos resultados que nos serdn de utilidad.

Lema 3.8. Sean p un numero primo y 1 < k < p—1, entonces (Z) =0 (mdd p).

Demostracion. Sabemos que (2) = #ik)! y reescribiendo esta ecuacién se ob-
tiene que k!(p — k)'(ﬁ) = p!. De aqui, se puede ver que p es divisor del segundo
miembro de la igualdad, por lo que también lo seréd del primero. Como p es primo

y los nimeros 1,2, ...,k son menores que p, se tiene que p no puede dividir a
k!. Utilizando este mismo razonamiento, p tampoco puede dividir a (p — k)!. Por
tanto, p debe dividir a (f) O

Definicién 3.9 (Polinomios congruentes médulo un entero). Seann € N,
n>2y P(x),Q(x) € Zlx]. Diremos que P(x),Q(x) son congruentes mddulo n,
y lo denotaremos P(z) = Q(x) (mdéd n) si P(x) = Q(z) en Z/nZ[z].

Por ejemplo, P(x) = 3z*+7z—2 es congruente con Q(z) = z*+x (méd 2).
El siguiente teorema generaliza el Teorema de Fermat a polinomios.

Teorema 3.10 (Fermat para polinomios). Sea p un nimero primo, entonces
(P(x))p = P(zP) (mdd p), para cualquier polinomio P(x) € Z[x].

Demostracion. Lo probaremos por induccién sobre el grado d del polinomio
P(z) € Z[z]. En el caso d = 0, P(x) serd un polinomio constante y utilizan-
do el Teorema de Fermat, ya lo tendriamos. Supongamos, ahora, que el teorema
se verifica para todo polinomio P(z) € Z[z] de grado, a lo sumo, d. Hay que
probar que se verifica también para los de grado d+ 1. Sea P(x) € Z[z] de grado
d+1.

Sea Q(x) el polinomio resultante de restar a P(x) el monomio de mayor
grado. Es decir, Q(z) € Z[z] y existe a € Z \ {0} tal que P(z) = az®*! + Q(z).
De aqui, se obtiene que (P(z))” = (az®! + Q(z))” y desarrollando, (az?*! +

p—1
—k
Q))” = (ax*1)y ¢ <Z (1)) @)’ ) + Q)"
k=1

Analicemos, uno por uno, los términos de esta ultima expresién. En
primer lugar, (az?t')? = aP ()P = gPaP(dtD) = gP(gP)H! = g(2P)dt!
(méd p), por el Pequenio Teorema de Fermat (Teorema 2.2). Ademds, el Le-
ma 3.8 nos dice que p divide a cada uno de los coeficientes (’,Z)7 por tanto,

p—1

(Z <Z> (aa:d“)k(Q(x))pk> = 0 (méd p). Por tultimo, por hipétesis de in-
k=1

duccién, se tiene que (Q(m))p = Q(2?). Concluimos entonces que (P(z))
a(xP)! + 0+ Q(2P) (méd p), es decir, (P(z))” = P(2P) (méd p).

p

o
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Corolario 3.11. Sean p un ndmero primo, m € N y P € Z[z], entonces

m

(P(x))p = P(«*") (méd p).

Demostracion. Lo demostraremos por inducciéon sobre m. Si m = 1, ya lo
tendrfamos por el Teorema de Fermat para polinomios (Teorema 3.10). Lo su-
ponemos cierto para m, es decir, (P(x))p = P(z’") (méd p), y veamos qué
ocurre con el caso m + 1.
. p7n+1 pm,p pm P . , . .
Se tiene que (P(z)) = (P(z)" "= ((P(x)) ) . Por hipétesis de in-

duccién, ((P(a:))pm)p = (P(ajpm))p (méd p). Aplicando, ahora, el caso m =1,

se obtiene que (P(xpm))p = P(zP"?) (méd p), es decir, (P(xpm))p = P(xpm+1)
(méd p). O

Sean n,p € N con p primo. Denotemos por m,(n) :=mdz{j € N tal que p’
divide a n}. En particular, p"»(™ divide a n pero p™»(M+1 no lo divide.

Lema 3.12. Sean n € N, n > 2 y p un factor primo de n. Se tiene:

mp (1) .

(a) (Z) no es divisible por p
(b) (Z) no es divisible por n.

n
c no es divisible por p.
( ) <pmp(”))

Demostracion. Sea ig := my(n). Entonces existe r € N tal que n = plor y

p no divide a r. Por otra parte, (Z) = ' es decir, p!( ) = o =

RICEDIE [ ]
n(n—1)---(n—(p—1)), o equivalentemente

n .
o-0(1) == D (- (0 1), (33)

Pero p no divide an —i, 1 <i < p — 1. En efecto, pues en caso contrario
existirfa A € Z tal que n — i = Ap, es decir, i = n — Ap = p’or — Ap y p dividirfa
a i, lo que es un absurdo pues 1 < i < p — 1. Por tanto, de la igualdad (3.3)
tenemos que m,, ((p— 1)!(;)) =my, (pio—lr(n— 1) (n—(p— 1))) =ijy—1lyen
particular p? no divide a (Z) Es decir, que p™»(™ no divide a (Z) y concluimos
el apartado (a).

Por otra parte y dado que n = p’r entonces n no divide a (Z) y concluimos

el apartado (b). Demostremos a continuacion el apartado (c).
Podemos escribir

po! (p?o) =nn—1)-(n—(p° —2))(n—(p” —1)). (3.4)
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Ademss, si k € N, k < p' entonces my,(k) < igp y como my(n) = ip
tenemos que my(n — p® + k) = my,(por — p + k) = my,(k). Por tanto,

p'o p'o p'o p'o
my(p"l) = mp(H k) = Zmp(k) = Zmp(n —p +k) = m,,(]:[(n -
k=1 k=1 k=1 k=1

pO+k) | =my, (n(n— - (n—(p*—2))(n— (" — 1))) y concluimos de (3.4)

que my ((}Z’)) = 0 y por tanto p no divide a (p?O). a

Teorema 3.13 (Criterio de primalidad). Seann € N, n > 2 y a € N tales
que m.c.d.(a,n) = 1, entonces n es primo si y sdlo si (x+a)™ = 2™ +a (méd n).

Demostracion. Supongamos que n es primo. Aplicando el Teorema 3.10 ya lo
tendriamos. Para probar el reciproco, supongamos que n es un nimero com-
puesto. Por tanto, tendra algun divisor primo p < n. Ademads, por el Teorema
del binomio de Newton se tiene que el p-ésimo coeficiente de (z+a)™ es P (Z)

Como, por hipétesis, m.c.d.(a,n) = 1y por el Lema 3.12 (b) n no divide a (:), se
sigue que el p-ésimo coeficiente de (z+a)™ no es divisible por n. Por otro lado, el
p-ésimo coeficiente de ™ + a es cero. Por tanto, (z +a)” Z 2 +a (mdéd n). O

Una vez visto el Teorema 3.13, se podria pensar que es facil saber si un
entero n > 2 es primo o no. Solo hay que encontrar un entero coprimo con él y ver
que se verifica la congruencia. Sin embargo, en la préactica resulta casi imposible
pues debemos comparar los coeficientes de (z + a)™ con los de z™ + a médulo
n. Por tanto, si bien es un test deterministico, corre en tiempo exponencial. Sin
embargo, el Teorema 3.13 servird de base para formular un test de primalidad
deterministico y eficiente, que mostraremos en la siguiente seccién.

3.4. El Algoritmo AKS

En primer lugar, veamos una definicién que estara presente a lo largo de
esta seccion.

Definicién 3.14 (Congruencia médulo n y Q). Sean n > 2 y Q € Zlx]
un polinomio no constante cuyo coeficiente principal es coprimo con n. Sean

P,H € Z[z]. Decimos que P y H son congruentes mddulo n y Q y escribimos
P=H (méd n,Q) si P=H en (Z/nZ)[z]/(Q).

Ejemplo 3.15. Consideremosn = 2y Q = x?+1, P = 23 +2?+4x+1, H = 23422
en Z[x]. Entonces H = z(22+1)+xy P = (z+1)(22+1) + 3z en Z[z]. Adem4s
x = 3z (mdéd 2). Por tanto, P = H (méd 2,22 + 1).
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Para desarrollar un Test de Primalidad eficiente que se base en lo ya pro-
bado en la seccién anterior, serd necesario estudiar congruencias de la forma
(P(x))n = P(z™) (mdd n,Q), donde P,Q son polinomios y n es un nime-
ro compuesto. A partir de ahora, denotaremos R := (P(a:))n — P(a™). Asi,
la congruencia (P(m))n = P(2™) (méd n, Q) puede ser reescrita como R = 0
(méd n, Q).

Trabajar con congruencias médulo un nimero compuesto es mucho mas
dificil que si trabajamos con congruencias mdédulo un ntmero primo. Asi, si
consideramos las congruencias médulo un factor primo p de n, y encontramos dos
polinomios Py @ tales que se verifique que R £ 0 (mdd p, @), entonces también
se verifica que R # 0 (mdéd n, Q). Este factor primo podemos no conocerlo, por
lo que en la formulacién del algoritmo no podremos utilizarlo. Sin embargo,
para el anélisis matematico si. Del Teorema 3.13 tenemos que si n es un nimero
compuesto existe P(z) = x + a, con a y n coprimos tal que R # 0 (mdéd n).
LEsto continua verificindose si en lugar de n consideramos un factor primo p de
n? Serd necesario diferenciar dos casos.

Proposicion 3.16. Sea n € N, n > 2. Si n tiene dos factores primos distintos
D Yy q, entonces se verifica que (x + a)™ # z" + a (mdd p) para todo a € N tal
que m.c.d.(a,n) = 1.

Demostracién. Supongamos que p es la mayor potencia de p que divide a n. De
este modo, n = rp*, donde p no divide a r. Ahora, por el Teorema del binomio

de Newton, se tiene que (x+a)nz(/€> fan T =an +Z< ) Fath

k=0
y como m.c.d.(a,n) = 1, del Pequeno Teorema de Fermat (Teorema 2.2) conclui-

n—1
mos que a” = a (mdd p). De aqui, (z+a)" = x”—i—a—i—z (Z) zFa™* (méd p).
k=1

Ademés hemos visto que p™ es un factor de n. Por tanto, p* € {1,...,n—1},y
por el Lema 3.12 (¢ ) obtenemos que ( ) # 0 (méd p). Es decir, existe al menos

un sumando en Z (Z) 2¥a™ ¥ al que p no divide. Por tanto, (z+a)"™ # 2™ +a
k=1
(méd p). O

En el caso de que p sea el tnico factor primo de n, se tendrd que n = p*,
P m
para algin k € Z, k > 1. Del Corolario 3.11 deducimos que (P(x)) = P(zP )
n
(méd p), para todo m > 1. En particular, (P(x)) = P(z") (mdéd p), es decir,
R = 0 (méd p), lo que no nos permite probar que n es compuesto. Pero este

problema se puede reducir si, en primer lugar, comprobamos si el nimero com-
puesto n es potencia de un Unico nimero primo o no. De serlo, lo excluiremos
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al comienzo del algoritmo. De este modo consideraremos, inicamente, aquellos
nimeros compuestos que tengan al menos dos factores primos distintos.

La estrategia a seguir serd seleccionar, de forma oportuna, polinomios
P,Q € Z[x] cuyos grados estdn acotados polinomialmente por logn. Entonces
comprobamos si se verifica la congruencia:

(P(x))n =P(z") (mdéd n,Q). (3.5)

Si no se verifica, entonces el Teorema de Fermat para polinomios (Teorema
3.10) nos garantiza que n no es primo. Por supuesto, puede ocurrir que (3.5)
se verifique para un nimero compuesto n, pero se demuestra que si elegimos
de forma conveniente p y @, entonces sélo necesitaremos verificar un ntmero
pequeno de congruencias para detectar si un niimero es compuesto. Ello es debido
al siguiente teorema.

Teorema 3.17 (Teorema de Agrawal, Kayal, Saxena). Sean r,n € N, r
primo, m.c.d.(r,n) = 1 donde ord,.(n) > 4(logn)?. Sea Q(z) :== 2" — 1. Sin no
es una potencia de p, entonces hay a lo sumo r polinomios de la forma P = z+a,
a € {0,...,p— 1} verificando (P(z))" = P(2") (méd p, Q).

Dada la limitacién de espacio no mostraremos la prueba de dicho teorema.
Del enunciado nos percatamos de que al elegir Q(z) := z" — 1, los polinomios
ciclotémicos estudiados en el capitulo dos jugardn cierto papel en el algoritmo
AKS. Tal y como se demuestra en [1] el algoritmo AKS es un algoritmo deter-
ministico que corre en tiempo polinomial.

Finalizamos mostrando el algoritmo:

Algoritmo 5 Algoritmo AKS
Entrada: ne€ N, n > 1.
if n =0’ donde a < nyb>1then
n es compuesto.
else if then n
Escoger un polimonio @ adecuado y analizar las congruencias (Pl(x)) = Pi(z™)

(méd n, Q), donde Pi, ..., P, son polinomios apropiados.
if Alguna de las congruencias anteriores no se verifica then
n es compuesto.
else if then
n es primo.
end if
end if
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We study prime numbers, showing some
algorithms that help us identifying whether
an integer number is prime or compos-
ite. We start with de Euclidean algo-
rithm. Then, we study the bounds given
by some French mathematicians from the
19th century. The best bound was given
by Gabriel Lamé and it is connected to
Fibonacci’s numbers.  Then, we start
working with modular arithmetic. We de-
fine quadratic residues, Legendre’s sym-
bol and Jacobi’s symbol. They will be use-
ful while proving some important results.
The study of cyclotomic polynomials will
help us to factorize integer numbers of the
type a" + 1. Finally, we present some pri-
mality tests. We start with the Sieve of
Eratosthenes and end with the AKS algo-
rithm, which is a deterministic polynomial
time algorithm.

1. Introduction

Studying prime numbers opens a theori-
cal and practical investigation field. One
of the main objectives is to identify when
an integer number is prime.In this mem-
ory we introduce some primality tests. An-
other objective of this research field is fac-
toring into primes an integer number com-
posite.

2. Euclidean Algorithm

The Euclidean Algorithm is used to find
the greatest common divisor of a and b,
where a,beZ, a>b.

Algorithm 1 The Euclidean Algorithm
Input: a,beZsuchthatosb<aya=qb+r
Output: The greatest common divisor between a

and b.

while b>0 do

(a,b)=(b,1)
end while
return a

How many steps will it take to find the
greatest common divisor of two integer
numbers? In the 19th century some
French  mathematicians gave different
bounds. The best one was given by
Gabriel Lamé:

Universidad de La Laguna
alu0100815399@ull.edu.es

Theorem. The number of steps that will
be needed in the Euclidean Algorithm to
find the greatest common divisor of two in-
teger does not exceed five times the num-
ber of digits of the lower one (when we are
using decimal system).

This statement is connected to Fi-
bonacci’s numbers. These numbers are
the elements from the sequence {%,},
where %y =%, =1, Uy = Un+ -, and
n=1. Let's denote by E(a,b) the num-
ber of steps needed in the Euclidean Al-
gorithm of a and b. We prove that the
smallest pair of natural numbers a, b such
that a>b>0and E(a,b)=n are a= U+,
and b=%,.

3. Modular arithmetic and cyclotomic
polynomials

Definition. The n-th cyclotomic polyno-
mial is the polynomial:

D,(x) = (x=8)=

& primitive n-th from unity

= 1 «-¢.

ged(a,n)=1

These polynomials are used to factorize
integer numbers of the type a"-1. By
knowing this method we will also be able
to factorize numbers of the type a"+1. We
will only need to consider that @ -1 =
(@"-1)(@"+1), so a"+1=24=L By fac-

toring @*"—1 and a" -1 we have factorized
a'+1.

4. Primality tests

Eratosthenes, in the ancient Greece, gave
a technique to find all the prime numbers
lower or equal to an integer n.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Julio, 2017

Algorithm 2 The sieve of Eratosthenes
Input: neN
Output: The prime numbers lower or equal to n.
Let’s consider a list with all the integer numbers
lower or equal to n, except for 1, and we call this
list L.
p=2
for p<y/ndo
if pe L then
We assume that p is a prime number and
delete their multiple numbers from the list L.
end if
p=p+1
end for
return L

But this algorithm is not efficient. The
AKS algorithm is a deterministic polyno-
mial time algorithm. It was carried out by
Agrawal, Kayal and Saxena. This is why it
is called the AKS Algorithm.

Algorithm 3 The AKS Algorithm
Input: neN, n>1.
if n=a’ where a<nand b>1 then
n es compose.
else if then
Choose a suitable polxnomial Q and test
the congruences [P,(x]) = P;(x") (mod n,Q),
where Py,..., P, are suitable polynomials.
if One of the congruences doesn’t hold then
n is composite.
else if then
nis prime.
end if
end if

References

[11AGRAWAL, M. & KAYAL, N. & SAXENA,
N. Primes is in P. Annals of Mathemat-
ics, 160 (2004), 781-793.

[2] CRANDALL, R. & POMERANCE, C.
Prime Numbers: A Computational
Perspective. Second edition. Springer,
New York, 2005. xvi+597 pp.

[3] LAME, M. Note sur la limite du nom-
bre des divisions dans la recherche
du plus grand commun diviseur entre
deux nombres entiers. 1844.

[4] REMPE-GILLEN, L. & WALDECKER, R.
Primality Testing for Beginners. Ameri-
can Mathematical Society, Providence,
RI, 2014. xii+244 pp.

[5] WAGSTAFF, SAMUEL S., JR. The Joy
of Factoring. American Mathematical
Society, Providence, RI, 2013. xiv+293
pp-




	Números primos
	Agradecimientos
	Resumen/Abstract
	Contenido
	Introducción
	Números primos y Euclides
	Números primos. Definición y resultados
	Algoritmo de Euclides
	Fibonacci y el Teorema de Lamé

	Aritmética modular y polinomios ciclotómicos
	Residuos cuadráticos
	Funciones aritméticas
	Función de Möbius
	Función de Euler
	La función 

	Polinomios ciclotómicos
	Factorización de enteros del tipo an-1
	Factorización de enteros de la forma an+1


	Tests de primalidad
	La criba de Eratóstenes
	Fermat y la primalidad
	El Teorema de Fermat para polinomios
	El Algoritmo AKS

	Bibliografía
	Poster


