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Resumen - Abstract

Resumen

El objetivo de la teoria de cddigos es transferir un mensaje entre
emisor y receptor de forma eficiente y fiable. Se necesitan cddigos
que tengan una tasa de informacion alta, algoritmos que posean una
gran capacidad correctora de errores y que la complejidad del méto-
do, tanto en la codificacion como en la decodificacion, sea baja. Un
ejemplo de algoritmo de decodificacion son aquellos que utilizan pares
correctores de errores (ECP). En este trabajo fin de grado caracteri-
zaremos ECP para cddigos ciclicos. En particular, para codigos BCH
y Reed-Solomon generalizados (GRS).

Palabras clave: Pares correctores de errores — Céodigos ciclicos —

Codigos BCH — Codigos Reed Solomon — Algoritmo de decodifica-
cion.

Abstract

The main goal of coding theory is to efficiently transfer reliable infor-
mation between sender and receiver. We need codes with high infor-
mation rate, the algorithm used should have a high error correction
capacity and the complexity of coding and decoding should be low.
An example of decoding algorithms are those that use error-correcting
pairs (ECP). In this thesis degree we will characterize ECP for cyclic
codes, in particular for BCH and generalized Reed-Solomon (GRS)
codes.

Keywords: Error correcting pairs — Cyclic codes — BCH codes —
Reed-Solomon codes — Decoding algorithm.
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Introduccién

El objetivo de la teoria de codigos es transferir un mensaje entre emisor y
receptor de forma eficiente y fiable. Debemos asegurarnos de que los mensajes
enviado y recibido coincidan, a pesar de que hayan podido ser danados mediante
canales con ruido. Por tanto, el problema es encontrar una técnica éptima que
permita corregir los errores de un mensaje de forma segura. La idea es anadir
informacion redundante al mensaje para poder corregirlo tras el envio. Para ello,
necesitamos cédigos con una tasa de informacién alta, es decir, que la cantidad
de informaciéon redundante no sea demasiado elevada frente a la informacién
del mensaje; que la capacidad correctora de errores sea alta, esto es, que la
técnica sea capaz de corregir la mayor cantidad de posibles errores; y, por tltimo,
que la complejidad del método sea baja, tanto en la codificacién como en la
decodificacién.

Una de estas técnicas es el algoritmo de decodificacion a partir de “pa-
res correctores de errores”, introducido independientemente por Pellikaan [4] y
Kotter [5]. Pellikaan nos presenta un algoritmo tal que, dado un cddigo con un
par t-corrector de errores, es capaz de corregir hasta ¢ errores con complejidad
polinomial. Sin embargo, la dificultad de la decodificacién con pares correctores
de errores es encontrar el par de codigos que nos permita ejecutarlo.

Este trabajo esta organizado en tres capitulos. En el primer capitulo, in-
troduciremos los conceptos béasicos sobre la teoria de cédigos lineales. En par-
ticular, hablaremos de su presentacién a partir de las matrices generatriz y de
paridad, asi como los conceptos de cédigo dual, distancia de Hamming y peso de
Hamming. Ademés explicaremos en qué se basan los métodos de codificacién y
decodificacién con cédigos lineales y presentaremos uno de los algoritmos de de-
codificacién para cédigos lineales méas usados en la literatura la “decodificacién
por Sindrome”.

En el segundo capitulo, nos centraremos en explicar una subfamilia de
cédigos lineales particular, los cédigos ciclicos. Caracterizaremos estos cédigos
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como ideales de un anillo cociente y presentaremos el concepto de polinomio
generador y de control de estos cédigos. Por otra parte, definiremos los cédigos
ciclicos a partir del conjunto de ceros de un polinomio, lo que nos permite defi-
nir algunas familias particulares como los cédigos BCH, Reed Solomon y Reed
Solomon generalizados. De estos 1ltimos presentaremos un algoritmo de deco-
dificacion. Durante el primer y segundo capitulo utilizaremos el software libre
Sagemath para crear ejemplos, a modo de breve tutorial de su uso aplicado a
cddigos lineales y ciclicos.

En el tercer y dltimo capitulo, presentaremos el concepto de par correc-
tor de errores (ECP) y se explicard cémo con este concepto se puede definir
un algoritmo de decodificacion eficiente para cualquier cédigo lineal. Posterior-
mente, expondremos algunas propiedades interesantes que pueden facilitarnos
la busqueda de ECP. Tras esto, hablaremos de las funciones localizadoras de
errores y de cémo se pueden debilitar las condiciones de los pares localizadores
de errores. Por ltimo, explicaremos las pautas para construir pares correctores
de errores para los c6digos Reed-Solomon generalizados y los cédigos BCH.

Si la construcciéon de pares de codigos correctores fuese efectiva para cual-
quier codigo lineal, entonces estos resultados tendrian aplicaciones en criptografia
de clave publica. La nocién de criptografia de clave piublica fue introducida en
1976 por Diffie-Hellman [10]. La principal ventaja con respecto a la criptografia
de clave simétrica es que no necesita un intercambio inicial de claves entre emisor
y receptor. Matemédticamente, la criptografia de clave piblica busca una funcién
que al evaluarla sea sencilla pero que, a su vez, invertir dicha funcién tenga una
complejidad elevada. Los ejemplos mas comunes de este tipo de funciones son: la
factorizacién de enteros, el logaritmo discreto y el logaritmo discreto en curvas
elipticas. Sin embargo, el algoritmo de Shor y la posible apariciéon de un orde-
nador cuantico pone en peligro la criptografia basada en los problemas antes
citados. La criptografia basada en cédigos correctores, presentada en 1978 por
McEliece [8], es un candidato interesante para la criptografia post-cudntica, es
decir, la nueva generacién de criptografia que resiste la aparicién del ordenador
cuantico. Se trata de criptosistemas que ofrecen métodos de cifrado y descifrado
rapidos pero que tienen el inconveniente de trabajar con claves publicas muy
grandes. La seguridad del criptosistema de McEliece esta basada en la dificultad
del problema de decodificacién general de codigos lineales, que fue probado ser
un problema NP completo en [9] por Berlekamp, McEliece y van Tilborg.

Se sabe de la existencia de pares correctores de codigos para ciertas fa-
milias cémo los cédigos Reed-Solomon, BCH, cédigos geométricos-algebraicos
y codigos Goppa. En este trabajo no sélo se tratard de su existencia sino de
una construccién efectiva para algunas familias de cédigos. La generalizacién de
los resultados analizados en este trabajo a mas familias de cédigos tendria, por
tanto, graves consecuencias en los criptosistemas basados en cédigos.
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Teoria de cédigos

1.1. Introduccién a la teoria de la informacién

En 1948 Claude Shannon™ publica el articulo “4 mathematical theory of
communication”, que supone el comienzo de la teoria de la informacion y
la teoria de cddigos. La teoria de cddigos tiene como objetivo poder trans-
ferir un mensaje de forma eficiente y fiable. Para que sea fiable se requie-
re que el mensaje enviado y recibido coincidan; para que sea eficiente se ne-
cesita que no requiera gran cantidad de esfuerzo y tiempo. Sin embargo, la
transferencia a través de canales ruidosos puede danar la informacién enviada.

Por ello, necesitamos detectar si se han producido errores
y saber como poder corregirlos.

Por otro lado, la Teoria de la Informacién esté re-
lacionada con la capacidad de un canal. Dado un canal
de comunicacién, Shannon identificé la capacidad méxi-
ma de informacion que puede transportar dicho canal de
forma fiable, llamada capacidad del canal, es decir con una
probabilidad de error tan pequena como se quiera.

El problema de la teoria de cédigos es encontrar una
técnica Optima que nos permita corregir de forma segura
los errores producidos en un mensaje enviado a través de
un canal ruidoso. La idea es anadir informacién redundan-
te al mensaje que nos facilite la correccién tras el envio.
Esta informacién redundante se aniade con un algoritmo
y el mensaje que nos queda tras el cambio lo llamamos
palabra del cédigo.

Figura 1.1: Claude
Shannon

* Claude Elwood Shannon 1916-2001, Estados Unidos. Se licencié en ingenieria eléctri-
ca y matematicas. Trabajé como investigador en el Instituto Tecnolégico de Massa-
chusetts (MIT). Es considerado el padre de la Teoria de la informacion.
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En la Figura 1.2 esté representado un ejemplo de comunicacién utilizando
cédigos correctores. Nuestro objetivo es enviar un mensaje, representado en la
figura por m. Para ello, el mensaje se somete a un proceso de codificacion donde
se le anade la redundancia requerida y se genera una palabra del cédigo c. Tras
esto, el mensaje, ya codificado, se envia a través de un canal que de ser ruidoso
podra generar un error e. El mensaje recibido y sera la palabra codificada més
el error generado. Para concluir, pasamos al proceso de decodificaciéon donde se
eliminan los errores y las redundancias. El mensaje recibido m es una estimacién
del mensaje original. Si hemos decodificado exitosamente, ambos coincidiran
m=m.

Para realizar todo este proceso es necesario prefijar un alfabeto que serd un
conjunto finito de letras y un cddigo, denotado por %, que serd un conjunto finito
de palabras. En general, nuestro alfabeto serd el cuerpo finito de ¢ elementos
que denotaremos por F,. Por otro lado, el mensaje original serd una k-upla
de elementos del alfabeto escogido, es decir, un vector de IF’;. El proceso de
codificacién serd una funcién de pardmetros [n, k], Enc: IF’; — [y con k < n
que transforma el mensaje m € IF’; en una palabra del cédigo ¢ € ¢ C Fy
anadiendo n — k letras redundantes. La funcién de decodificacién, por tanto,
serd Dec: Fy — IF’;.

ity ] | cotr || cor ]:> ot | B, ]
1 1 1
1 1
. .

m=(my.. mg) c¢=(c.. Cn)

y=c+te m
mensaje palabra del vector estimacion
cédigo recibido del mensaje
=(ey.. e)
error por
ruido

Figura 1.2: Ejemplo de comunicacién utilizando cédigos correctores.

1.2. SageMath

SageMath es un sistema de software libre de matematicas. Su nombre pro-
cede de las siglas en inglés “Software for Algebra and Geometry Experimenta-
tion”. Esta basado en el lenguaje Python y fue creado como una alternativa libre
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de cédigo abierto a Magma, Maple, Mathematica y Matlab. Podemos acceder a
su pagina web utilizando el siguiente link. Este trabajo tiene como objetivo dar
una vision general de lo que se puede hacer con SageMath en teoria de cédigos
y servir como pequeno tutorial de los principales métodos y clases especificas
implementadas. En ningtn caso, pretende ser un documento completo de todos
los métodos y funcionalidades que ofrece SageMath en esta rama.

1.3. Caddigos lineales

Denotaremos por Fj al espacio vectorial de las n-uplas definido sobre el
cuerpo finito F,.

Definicién 1.1 (Cédigo lineal). Un cddigo lineal € sobre Fy es un subespacio
de Fy de dimension k. Para simplificar denotaremos este tipo de cdédigos como
[n, kg cddigos.

A los vectores ¢ = (¢, €1, ..., Cn—1) en € los llamaremos palabras. Como ¢
es subespacio vectorial el vector cero es siempre una palabra del cédigo. Ademas,
es sencillo comprobar que el niimero de palabras de € es M = ¢*. Denominare-
mos tasa de informacion a %, de esta forma, la redundancia anadida es n — k.

Todo subespacio se puede representar explicitamente a partir de una base
o bien, utilizando sus ecuaciones implicitas. Por tanto, esto ocurrird también con
los cédigos lineales. Por ello, las dos formas més comunes de presentar un cédigo
lineal ¥ son a partir de la matriz generatriz y la matriz de paridad.

Definicién 1.2 (Matriz generatriz). Una matriz generatriz G para un [n, k],
codigo € es una matriz de tamano k X n cuyas filas forman una base de €.

La matriz G no es unica. Como G tiene rango k, es decir, tiene k columnas
linealmente independientes, mediante operaciones por filas podemos reescribirla
de forma que estas k columnas formen la matriz identidad Iy. Si ademaés son
exactamente las k primeras columnas, entonces decimos que la matriz generatriz
G estd escrita en forma estdndar, es decir, G = (I, A).

Definicién 1.3. Un vector de paridad para un [n, k], cddigo € es un vector
h € Fy que satisface la condicidn GhT = 0.

Los vectores de paridad forman un subespacio de Fy de dimensién n — k.
En efecto, el nimero de vectores de paridad linealmente independientes coincide
con la dimensién de el nicleo de la aplicacién ¢: Fy — Fy' definida como
©(h) = GhT. Por tanto, dimker(¢) = n — dimIm (p) = n — dim% = n — k.


http://www.sagemath.org
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Definicién 1.4 (Matriz de paridad). La matriz de paridad H para un [n, k],
cddigo € es una matriz de tamarnio (n—k) Xn cuyas filas son vectores de paridad
linealmente independientes.

Observacion 1.5. Sean G y ‘H matrices generatriz y de paridad, respectivamente,
de un cédigo €. Entonces GHT = 0.

Gracias a la matriz de paridad podemos dar otra definicién para %,
%:{CGFZL\’HCT:O}.

Proposicién 1.6. Si G = (Ix, A) es una matriz generatriz en forma estdndar
de un [n, klq cddigo €. Entonces podemos escribir la matriz de paridad H de €
como H = (AT T,,_).

Demostracion. Es claro que GHT = A— A = 0. Por otro lado, sea ¢ la aplicacién
¢: F? — F7~% definida como ¢(z) = Ha” Entonces, ¢ C ker(p). Ademds,
dimker(¢) =n—dimIm(p) =n— (n—k) =k =dim%. O

La matriz de paridad ‘H genera un cédigo particular que llamaremos cddi-
go dual de € y denotaremos por €.

Veamos un ejemplo de como generar un cédigo lineal a partir de las ma-
trices generatriz y de paridad en SageMath.

Ejemplo 1.7. Consideramos las matrices,

1110000
1101000

g:(é?}}1$é>€Fy7y'H: 1100100 [ € F3*7
0100010
1000001

Utilizaremos la matriz G € IF%><7 como una matriz generatriz de €, es decir C es
un [7, 2] cédigo.

Sage: G=matrix(GF(2),[[1,0,1,1,1,0,1], [0,1,1,1,1,1,0]11)
Sage: C=LinearCode(G); C
>[7,2] linear code over GF(2)

También podemos utilizar la matriz de paridad H para generar el coédigo C.

Sage: H=matrix(GF(2),[([1,1,1,0,0,0,0], [1,1,0,1,0,0,0], [1,1,0,0,1,0,0],
(o,1,0,0,0,1,01, [1,0,0,0,0,0,111)

Sage: C=codes.LinearCodeFromCheckMatrix(H); C

>[7,2] linear code over GF(2)
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Comprobemos que las matrices G y H son matrices generatriz y de paridad,
respectivamente, para € ya que cumplen que GH! = 0.

Sage: P=G#H.transpose(); P
>[0 0 0 0 O]
[0 000 0]

Ejemplo 1.8. En este ejemplo generaremos un [8,2]3 cédigo ¢ arbitrario, calcu-
lamos una matriz generatriz y una de paridad de ¥ y comprobamos su longitud
y dimensién.

Sage: C=codes.RandomLinearCode(8,2,GF(3)); C
>[8,2] linear code over GF(3)
Sage: G=C.generator_matrix(); G
>[2200120 0]

[20122220]
Sage:H=C.parity_check_matrix(); H

>[1 000020 0]
[01000210]
(001000 10]
(000100 20]
[00001110]
[000O0O0O0O0 1]

Sage: C.length(), C.dimension()
>8,2

La siguiente funcién crea una matriz generatriz para % en forma sistemaética.

Sage: G1=C.systematic_generator_matrix(); G1
>[10211110]
(011210 20]

Definicién 1.9 (Cédigo dual). El cédigo dual de un [n, k], cddigo € es
¢+ ={heF" | (hc)=0,VceE}

donde (x,y) = xoyo + T1y1 + - .- + Tpn_1Yn—1 Para T,y € Fy denota el producto
interior en Fy.

Proposicién 1.10. Sea € un [n, k], cédigo. Entonces:

i. Si G es una matriz generatriz para € entonces G es una matriz de paridad
para el cddigo dual €.
ii. El cédigo dual €+ es un [n,n — k|, cdédigo lineal sobre F.

i (€+)+ =F.
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Demostracion. i. Por definicién de cédigo dual:
h€ €t < (c,h) =0,Vc €% < mGh" =0, Vm € F} <= Gh" = 0.

Esto significa que € es el espacio nulo de G. Como G es una matriz k x n
de rango k y el espacio lineal €+ tiene dimension n — k, es facil comprobar
que G es una matriz de paridad para €.

ii. Como G es una matriz de paridad de ¥*. Entonces, dim(¢+) = n — k.

iii. Sea ¢ € €. Entonces (c,h) = 0, Vh € €*+. Por tanto, € C (¢+)*. Ademés,
aplicando el apartado 4. dos veces observamos que ¢’y (¢'*)+ tienen la misma
dimension. De donde deducimos la igual de conjuntos.

O

Por la Proposicién 1.10, diremos que h estd en €+ si, y s6lo si, GhT = 0.

Un concepto importante para un cédigo € es la distancia minima entre
las palabras del c6digo. Para ello se define el concepto de distancia Hamming.

Definicién 1.11 (Distancia Hamming). La distancia Hamming entre dos
vectores x,y € Iy, denotada por du(z,y), es el numero de coordenadas en las
que x ey difieren.

Se comprueba que dg(z,y) cumple las propiedades de distancia,

* dg(x,y) >0 para cada x,y € Fy

. dy(oy) 0o o=y

» dg(v,y) =dg(y,r) para cada z,y € Fy

» dy(v,y) <dg(w,z)+dg(z,y) para cada z,y,z € Fy

Definicién 1.12 (Distancia minima). La distancia minima de un cddigo €,
dinin (€) es la menor distancia Hamming entre cada par de palabras diferentes
de un cddigo, es decir,

dimin(€) = min{dg(c1,c2) | c1,¢0 € €, c1 # ca}.

Otro concepto importante para un cédigo % es el peso de cada una de sus
palabras, lo llamaremos peso Hamming o simplemente peso y lo denotaremos
por wg(x).

Definicién 1.13. El soporte de un vector x € Fy, denotado por supp(x), es el
conjunto de sus coordenadas distintas de cero, es decir, supp(z) = {i | z; # 0}.

Definicién 1.14 (Peso Hamming). El peso Hamming de un vector x € Fy es
el numero de coordenadas distintas de cero, es decir,

wr () = #{i | @; # 0} = supp(2),
donde A denota el cardinal de A.
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Definicién 1.15 (Peso minimo). El peso minimo de un cédigo €, Win(%)
es el menor peso distinto de cero entre todas las palabras del codigo, es decir,

Wonin() = min{wu(c) | ¢ € % ~ {0}).
Lema 1.16. Sea € un [n, k]q cddigo entonces duin(€) = Wimin(€).

Demostracion. En primer lugar, observamos que wy(z) = du(z,0),Vx € Fy.
Ademads, sabemos que dy(z,y) = du(z — 2,y — 2),Vz,y, 2 € Fy. En particular,
da(z,y) =du(z —y,y —y) =du(z —y,0) = wg(z — y). O

Veamos c6mo calcular en SageMath el codigo dual y la distancia minima
de €.

Ejemplo 1.17. Continuamos con el ejemplo 1.7. Calculamos €+ y generamos una
de sus matrices generatrices, que serd matriz de paridad para %.

Sage: C2=C.dual_code()

>[7, 5] linear code over GF(2)
Sage: H2=C2.generator_matrix()
>[1 00000 1]

[01 0001 0]
[0010011]
[0o001011]
[0000111]

Sage: P=G*H2.transpose(); P
>[0 0 0 0 0]

[0 000 0]

Con la siguiente linea de comando, ademads de su distancia minima, obtendremos
el tiempo que tarda el CPU en calcular la distancia minima de %, recordemos
que este algoritmo consiste en comparar todos los posibles pares de palabras del
cédigo.

Sage: Ytime C.minimum_distance()

>CPU times: user 31 ms, sys: 14.8 ms, total: 45.7 ms
Wall time: 75.3 ms

>4

Lema 1.18. Sean € un [n, k], cddigo lineal con matriz de paridad H. Enton-
ces d = dpmin(€) es el menor entero tal que d columnas de H son linealmente
dependientes.

Demostracion. Sean hy,...,h, las columnas de H. Consideremos ¢ € € ~ {0}
con wy(c) =wysupp(c) = {j1,...,jw} donde 1 < j; < -+ < jw < n. Sabemos
que HcT' =0, por lo tanto,
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cj hj, +...+¢cj hj, =0concy, #0,Vi=1,...,w.

Es decir, las columnas hj, , ..., h;, son linealmente dependientes.

Por otro lado, si hj,, ..., h;, son linealmente dependientes, entonces exis-
ten constantes ai,...,aw no todas cero tales que a1hj, + ...+ awh;, = 0. Sea
cebtalquec; =0,V # jiyc =a;sij=j;conl <4< w Esfacil
comprobar que He! =0, es decir, ¢ € € \ {0} con wg(c) > w. O

Teorema 1.19 (Cota de Singleton). Sea € un [n, k|, cddigo lineal sobre el
cuerpo finito Fy entonces dpin(€¢) <n —k+ 1.

Demostracion. Cada (n — k) x (n — k + 1) submatriz de una matriz de paridad
H tiene rango menor o igual que n — k, entonces cada conjunto de n — k + 1
columnas de la matriz de paridad son linealmente dependientes. Utilizando el
Lema 1.18 concluimos el resultado. O

Definicién 1.20 (Cédigos MDS). Los cddigos que igualan la cota de Single-
ton se definen como cddigos separables de mdzxima distancia, las siglas MDS
provienen de su traduccion en inglés “mazimum distance separable”.

Proposicién 1.21. [11, Theorem 2.4.3]. Sea € un [n, k], cédigo MDS entonces
€+ también es un cédigo MDS de pardmetros [n,n — k] sobre F,,.

En el Capitulo 2 presentaremos una familia de cédigos llamados Reed-
Solomon generalizados que son MDS (Definicién 2.61).

1.4. Codificacion

Tomamos % un [n, k], cédigo lineal con matriz generatriz G. Para codificar
un mensaje m € Ffj utilizaremos la funcién de codificacion definida por:

Enc:F’;H]FZ
m+—mGgeé.

Es decir, nuestra palabra codificada ¢ € € serd ¢ = mgG.

Si la matriz generatriz G estd en forma estdndar G = (I, A) entonces
las primeras k entradas de la palabra transmitida ¢ contendran exactamente el
mensaje X. Los siguientes n — k simbolos son la redundancia anadida a m que
tienen el objetivo de ayudar a recuperar el mensaje m si ocurriesen errores en
la transmisién.

Ejemplo 1.22. Continuamos con el Ejemplo 1.7. Consideremos v = (0,1) € IF’;,
codificaremos v multiplicindolo por una matriz generatriz del cédigo €.

1011101

Es decir,
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Sage: word=vector (GF(2),[0,1])
Sage: codeword=word*G; codeword
>0, 1, 1,1, 1, 1, 0)

Otra forma de codificar en SageMath es utilizando el comando ENCODER. Se
puede comprobar que ambos métodos dan el mismo resultado.

Sage: word=vector(GF(2),[0,1])

Sage: E = C.encoder()

Sage: codeword=E.encode(word); codeword
>0, 1, 1, 1, 1, 1, 0)

1.5. Problema de decodificacién

Sea € un [n, k], cédigo lineal con matriz generatriz G. Sea y = ¢ + e un
vector recibido, con ¢ € € y e el error generado. La funcién de decodificacién se
define como:

Dec: Fy — IF’;
y=c+er— Dec(y) =m, mG € €.

El proceso de decodificacién consiste en determinar qué palabra del cédigo c
y, por tanto, qué mensaje m, es la que tiene mé&s probabilidad de haber sido
enviada si nosotros hemos recibido el vector y = ¢ + e. Esta decodificacion se
conoce como decodificacién por probabilidad maximal con abreviacion MLD,
por su traduccién del inglés “maximum likelihood decoding”. Lo que se busca,

por tanto, es minimizar:
y recibida
P.|——).
c enviada

Por otro lado, existe la decodificacién por minimas distancias, con abre-
viacién MDD por su traduccién al inglés “minimum distance decoding”, que
consiste en, dado un vector recibido y, encontrar una palabra ¢ que minimice
dg(y,c). Se demuestra que en canales simétricos” MDD es equivalente a MLD.

* Sean X un alfabeto de entrada e ) un alfabeto de salida para un canal. Definimos:

1. Canal discreto. Si X e ) son finitos.
Canal sin memoria. Cuando la salida en el instante ¢ depende tnicamente de la
entrada en el instante 1.

3. Canales simétricos. Cuando la probabilidad de transmisién estd dada por

P yeV\ |[p Siz=y
" IL'GX o ‘ly‘;_pl?Slx#y
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Proposicion 1.23. En canales simétricos MDD = MLD.

Demostracion. Probaremos un caso particular. En canales simétricos binarios

con probabilidad de error p < %, MDD=MLD. Sea dg(x,y) = d. Entonces,

P, (yre(}imda) =(1-p"p'=0-p" ( P )d-

c enviada 1—p
Como p < % la probabilidad se maximiza cuando d es minimo. a

La busqueda de algoritmos de decodificacién eficientes es una de las temati-
cas mas activas en la investigacién de la teoria de cédigos por sus aplicaciones
préacticas. En general, codificar es un proceso sencillo, sin embargo, decodificar
es un proceso complejo si el codigo tiene un tamano razonablemente largo. El
proceso de decodificacién es el mas delicado en una comunicacién con cédigos
correctores.

Definicién 1.24 (Complejidad). En computacion, sea A un algoritmo que
tiene como entrada una palabra binaria. Entonces el tiempo o complejidad de
trabajo Or(A;n) es el nimero de operaciones elementales necesarias en funcion
de la longitud n que se realizan en el algoritmo A para obtener el resultado. El
espacio o complejidad de memoria Os(A;n) es el nimero mdzimo de bits de
memoria necesarios durante la ejecucion del algoritmo con una entrada de n
bits. La complejidad O(A;n) es el mdzimo de Or(A;n) y Os(A;n).

La primera idea de algoritmo de decodificacién que se nos presenta es la
decodificacion por fuerza bruta.

Decodificacion por fuerza bruta.

Sea y una palabra recibida. Entonces, el método de decodificacién por
fuerza bruta consiste en calcular la distancia de Hamming dg(y, ¢), para todas
las palabras del cédigo ¢ € ¥ y nos devuelve la que minimice dicha distancia de
Hamming. Su complejidad es O(ng*) pues hay ¢* palabras de longitud n.

1.5.1. Decodificacién por sindrome

Otro algoritmo de decodificacién eficiente pero costoso para codigos linea-
les es el algoritmo de decodificacion por sindrome. Este algoritmo es uno de los
algoritmos mas utilizados en la literatura.

Definicién 1.25 (Sindrome). Sea H una matriz de paridad para el [n, k], cddi-
go €. El sindrome de v € Fy es S(z) = HaT.
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Observacion 1.26. El sindrome de una palabra ¢ € € es cero por definicién.

Lema 1.27. Sean € un [n, k|, cddigo, y = c+e una palabra recibida, conc € €
y e el error generado. Entonces, S(y) = S(e).

Demostracion. Teniendo en cuenta la Observacién 1.26 se tiene que:
S(y) =S(c+e)=S8(c)+ S(e) =S(e).
O

Sea H una matriz de paridad de un [n, k], cédigo %, teniendo en cuenta
la definicién de sindrome podemos inducir una clase de equivalencia en %

Ve,yeFj,x~y<=3ceC:z=y+c

Es decir, 7,y € a + € < H(zT) = H(yT), donde a + € representa la clase de
equivalencia de a. A partir de esta clase de equivalencia, podemos particionar
Fy en g" ¥ clases de equivalencia distintas, cada una con ¢* elementos.

Teorema 1.28 (Teorema de Lagrange). Sea € un [n, k], cddigo. Entonces

a. Cada clase de equivalencia contiene exactamente ¢ elementos.
b. Dos clases de equivalencia o son iguales o son disjuntas.

o: Fg[x] — Fy

Demostracion. a. Sea ¢ la siguiente aplicacion biyectiva:
r —xta

donde a ¢ €. Entonces, ti(a + €) = 1€ = ¢".
b. Supongamos que v € (a + €) N (b+ €) es decir, v = a+¢; = b+ ¢, con
c1,c2 € €. Entonces,

b=a+(c1—c2)€a+€=>b+FCa+%

— %:b Cg.
ab+(0102)€b+‘€:>a+%§b+<€} o *

O

Definicién 1.29 (Elemento lider). Liamamos elementos lideres a las palabras
que tienen menor peso Hamming en una clase de equivalencia. Y a dicho peso
lo llamaremos peso de la clase de equivalencia.

El vector cero es el tnico lider de la clase 0 +% = €. El elemento lider no
tiene porqué ser tinico.

Proposicion 1.30. Toda clase de equivalencia con peso wyg < t = L%J tiene
un Unico elemento lider siendo d = dypin (€).
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Demostracion. Procedamos por reduccién al absurdo.
Supongamos que Ja,b € x + €: wy(a) < t,wg(b) < t. Entonces,

a€r+%—a=x+c, conc €F
bex+%=—=b=x+cy, conco €%

Por tanto,
dp(c1,c2) = dg(a—z,b—2) = wy(a—b) < wy(a)+wy (b) < 2t = 2(%2) = d—1.
O

Decodificacién por sindrome. Supongamos quey = c+e con c € € es
la palabra recibida. Para realizar la decodificacién por sindrome de y debemos
ejecutar los siguientes pasos:

1. Construimos una tabla que llamaremos tabla de sindromes y que se com-
pondra de los siguientes elementos:
= Sindromes. En la primera columna aparecen todos los posibles sindromes
del cédigo.
= Elemento lider. Escogemos un elemento lider para cada clase de equiva-
lencia y lo colocamos en la segunda columna en su fila correspondiente.
2. Calculamos el sindrome de la palabra recibida S(y).
3. Buscamos en la tabla el elemento lider e € Fy: S(y) = S(e).
4. Decodificamos y € Fy utilizando que y —e € ¢

La complejidad del método de decodificacién por sindrome es O((n — k)g" %)

pues, en este caso, tenemos ¢" ¥ sindromes distintos de longitud (n — k).

Veamos un ejemplo de decodificacién por sindrome utilizando SageMath.

Ejemplo 1.31. Sea € el cédigo del ejemplo 1.7. Supongamos que recibimos la
palabray =c+e=(1,1,1,0,1,1,0).

1. Calculamos la tabla de sindrome (Figura 1.3). Observamos que no es posible
garantizar que el elemento lider sea unico cuando el peso de éste sea ma-
yor estricto que t = L%J = 1. SageMath nos permite generar la tabla de
sindromes escogiendo un tnico lider (Figura 1.3).

2. Calculamos el sindrome de la palabra y.

Sage: y=vector(GF(2),[1,1,1,0,1,1,0])
Sage: S=y*H.transpose(); S
>(1,0,1,0,1)

3. Buscamos en la tabla el elemento lider del sindrome generado, e = (0,0,0,1,0,0,1).
4. Decodificamos.
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Sage: e=vector(GF(2),[0,0,0,1,0,0,11)
Sage: c=y-e; c
>(1,1,1,1,1,1,1)

Por tanto, nuestra palabra enviada es: ¢ = (1,1,1,1,1,1,1).

Sindrome Elementos lideres

(0,0,0,0,0) (0,0,0,0,0,0,0) Sage: D = codes.decoders.LinearCodeSyndromeDecoder (C)
(0,0,0,0,1) (0,0,0,0,1,0,0) D.syndrome_table ()

(0,0,0,1,0) (0,0,0,1,0,0,0) >{0, 0,0, 0, 0: (0,0, 0,0,0,0,0,
BT ©50L559 © or 0, 4, 01 (0 0, 0, 4. 0, 0 0
(0,9.1,0.0) (0,0,1,0,0,0,0) (. 0, 0, 1, 1): (0, 0, 0, 1. 1, 0, 0,
(0,0,1,0,1) (0,0,1,0,1,0,0) (. 0, 1, 0, 0): (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0,
(0,0,1,1,0) (0,0,1,1,0,0,0) 0o o et
(0,0,1,1,1)[(1,0,0,0,0,0, 1), (1,0,0,0,0,0, 1) o110 Goiiooo
(0,1,0,0,0) (0,1,0,0,0,0,0) ©Coiib dooooo
(0,1,0,0, 1) (0,1,0,0,1,0,0) 0, 1, 0, 0, 0): (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0),
0,1,0,1,0) (0,1,0,1,0,0,0) ©, 1, 0,0, 1: (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0),
(0,1,0,1,1) (0,0,1,0,0,1,0) 0, 1, 0,1, 0: (0, 1, 0, 1, 0, 0, 0),
(0,1,1,0,0) (0,1,1,0,0,0,0) ©, 1, 0,1, D: (0, 0, 1, 0, 0, 1, 0),
(0,1,1,0,1) (0,0,0,1,0,1,0) ©, 1, 1, 0, 0): (0, 1, 1, 0, 0, 0, 0),
(0,1,1,1,0) (0,0,0,0,1,1,0) o, 1, 1, 0, 1): (0, 0, 0, 1, 0, 1, 0),
(0,1,1,1,1) (0,0,0,0,0,1,0) ©, 1,1, 1, 0: (0, 0, 0, 0, 1, 1, 0),
(1,0,0,0,0) (1,0,0,0,0,0,0) ©, 1, 1, 1, 1: (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0),
(1,0,0,0,1) (1,0,0,0,1,0,0) (1, 0, 0,0, 0>f (1, 0,0, 0,0, 0, 0,
(1,0,0,1,0) (1,0,0,1,0,0,0) 8 g g g ;; 8 g g 2 (1) g, gg
(1,0,0,1,1) (0,0,1,0,0,0,1) e 0 0l 0 0 O
1,9.1,6,9) (1,0,1,0,0,0,0) (1. 0, 1, 0, O: (1, 0, 1, 0, 0, 0, 0,
LoLo D (0,0,0,1,0,0, 1) (1, 0, 1, 0, D: (0, 0, 0, 1, 0, 0, 1),
(1,0,1,1,0) (0,0,0,0,1,0,1) (1, 0,1, 1, 0): (0, 0, 0, 0, 1, 0, 1),
(1,0, L, L 1) (0,0,0,0,0,0,1) (1, 0, 1, 1, 1): (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1),
(1,1,0,0,0)(1,1,0,0,0,0,0), (0,0,0,0,0,1,1) (, 1, 0,0, 0: (1, 1, 0, 0, 0, 0, 0),
(1,1,0,0,1)[(1,1,0,0,1,0,0), (0,0,0,0,1,1, 1) (1. 1,0 0 1: (1 1.0 0 1.0, 0,
(1,1,0,1,0)[(1,1,0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0, 1, 1) (t,1,0,1,0: (1, 1,0,1,0,0,0),
(1,1,0,1,1)[(1,0,1,0,0,1,0), (0,1,1,0,0,0, 1) (1, 1, 0,1, 1: (1, 0, 1, 0, 0, 1, 0),
(1,1,1,0,0)((1,1,1,0,0,0,0), (0,0,1,0,0,1,1) (t, 1, 1, 0, 0): (1, 1, 1, 0, 0, 0, 0),
a,1,1,0,1f(1,0,0,1,0,1,0), (0,1,0,1,0,0, 1) @, 1,1,0, 1: {1,0,0,1,0,1,0),
(1,1,1,1,0)](1,0,0,0,1,1,0), (0,1,0,0,1,0, 1) (1, 1, 1,1, 0: (1, 0, 0, 0, 1, 1, 0),
(1,1,1,1,1)[(1,0,0,0,0,1,0), (0,1,0,0,0,0, 1) (1, 1, 1,1, : (1, 0, 0, 0, 0, 1, 0}

Figura 1.3: Tabla de sindrome realizada manualmente y cédigo de Sagemath que

crea dicha tabla.

Lema 1.32. Sea € un [n, k], cddigo entonces, el nimero de palabras de peso
menor o igual que t = % , con d = dpin(€) donde |z| denota al menor
entero mds prorimo a x, es:
¢ n
14+ (¢—1) 1 + (¢ —1)* 5 +. 4+ (g1 :Z(q—l)J ;
§=0

Demostracion. El resultado es consecuencia de una demostracion combinatoria.
O

Teorema 1.33 (Cota de Hamming). Sea € un [n,k], cddigo entonces el

numero de vectores de peso menor o igual que t = L% , con d = dpin(€) se

n—k

puede acotar por q" ", es decir,
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Xt:(q - 1) <?) <q"F

j=0
Los codigos que alcanzan esta cota se llaman cddigos perfectos.

Demostracion. Todos los vectores de peso menor o igual que ¢ son el tnico lider
de su clase de equivalencia por la Proposicién 1.30. Por tanto, el nimero de
vectores de peso menor o igual que ¢t es més pequeno que el numero total de
clases de equivalencia g™~ *. a

Proposicién 1.34. Un [n, k], cddigo lineal € es capaz de corregir hasta t errores
por MDD si, y solo si, t < [%J, donde d = dpin. En este caso, se dice que el
codigo es t-corrector de errores.

Demostracion. Sea t < [%J Procedemos por reduccién al absurdo, suponga-

mos que recibimos y € Fy y que el algoritmo MDD no nos permite corregir t
errores. Es decir, dcj,co € € y e1,eqy € IF‘;’: y = c; + e = co + ez con peso
wr(e1) <ty wpg(ez) <t Entonces, wy(e; —e3) =wpg(cg —cg) <2t <d-—1
contradiciendo que d,,;n, = d.

Supongamos ahora que t > [%J Seay € F talquey = ct+econc € ¥
y e el error generado. Consideramos el vector error definido por ¢; = —¢;, Vi € T
tales que ¢; # 0y |I| =t + 1. Entonces,

du(0,y) = wa(y) =wp(c) + wr(e) =d — (t+1) = G5 <t

pero dy(c,y) = wg(e) =t + 1. Al decodificar por MDD, la decodificacién del
vector y nos queda dec(y) = 0 # c. O

Tipos de decodificadores

Podemos distinguir dos tipos de decodificadores:

1. Decodificador tnico. Busca la unica palabra del cédigo que minimice la
distancia de Hamming con la palabra recibida. Si el nimero de errores supera
la capacidad correctora del codigo entonces, o nos dice que hubo un fallo o
nos devuelve una palabra erréonea.

2. Decodificador completo. Siempre devuelve una de las palabras mas cerca-
nas al cédigo. Un ejemplo de esta decodificacién es la vista en el ejemplo 1.31
ya que aunque en algunos casos el elemento lider no sea tinico se devuelve
un resultado.



2

Coddigos ciclicos

Los cddigos ciclicos han sido de gran interés en la teoria de cédigos desde
su comienzo ya que para longitudes relativamente pequenas se consiguen cédigos
ciclicos con buenos parametros. Es decir, fijadas la longitud y la dimensién, en
algunos casos, los c6digos con mejor distancia minima son cédigos ciclicos. Una
pregunta ain abierta es si, cuando la longitud del cédigo tiende a infinito, la
familia de cédigos ciclicos continua siendo buena.

Sea {2 un conjunto tal que §2 = n € N, definimos el grupo de per-

mutaciones S, = {f: 2 — 2 | fbiyectiva}. Sea ¢ € S, decimos que
es una permutacién ciclica si para ¢ = (cg,¢1,...,¢p—1) € Fy se tiene que
U(C) = (C’nflv Coy- -t 7Cn72)

Definicién 2.1 (Cédigos ciclicos). Un cddigo lineal es ciclico si es inva-
riante por permutaciones ciclicas, es decir, si para toda palabra del cddigo
c=(co,C1y..-,Cn_1) €EF se tiene que o(c) = (Cn-1,C0y--,Cn—2) € E.

Los subespacios {0} y [y son ciclicos y se les llama cédigos ciclicos triviales.

2.1. Caracterizacion de los cédigos ciclicos como ideales

Denotaremos por Fy[z] al anillo de polinomios con coeficientes en el cuerpo
finito F, y por F4[z]<, al espacio de polinomios de grado menor que n con
coeficientes en F,. Ademas, deg(p(z)) denotard el grado del polinomio p(x).

El siguiente resultado nos permite trabajar con cédigos ciclicos como idea-
les del anillo %.
coordenadas de cddigos ciclicos comenzando en 0 y terminando en n — 1 ya que
los cddigos ciclicos se escribiran como polinomios de grado menor que n. Es

decir, podremos utilizar notacién vectorial o polinémica de forma indiferente.

Para ello, es conveniente utilizar la enumeracién de las
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Lema 2.2. La aplicacion

p: Fylz] — Fylz]<n
f o R(f,a" — 1)

es un epimorfismo de Fy-dlgebras con ker p = (2" — 1), donde (a) representa
al ideal generado por a y R(f,g) denota el resto de la division de f frente a g.
Fy[x]
(am=1)

Ademds, los elementos de verifican:

fi=fo mdéd (2" — 1) < R(f1,2" — 1) = R(fz,2™ — 1).

Demostracion. Es claro que ¢ estd bien definida. Procedemos a ver que ¢ es un
homomorfismo de espacios vectoriales. Por la divisién euclidea, Vf, g € Fy[z]:

f=p@@)@" = 1)+ R(f,2" - 1)
g =p2(x)(z" —1) + R(g,z" — 1)
f+g=p)(" 1)+ R(f +g,2" —1).
Entonces,
p(@)(@"—1)+R(f+g,2"—1) = (p1(x)+p2(2)) (2" = 1)+ R(f, 2" =1)+R(g,2" —1)
— (p(x)—p1(2)—pa(2))(@"—1) = —R(f+g,a" ~1)+R(f,a" ~ 1)+ R(g, 2" ~1).
Por tanto, como la parte derecha de la igualdad es un polinomio de grado
mayor que n y la parte izquierda es un polinomio de grado menor que n. Para
que se cumpla la igualdad es necesario que ambos sean el polinomio cero. Es
decir, R(f,2™ — 1) + R(g,2™ — 1) = R(f + g, 2™ — 1). De donde deducimos que,

o(f) +v(g) = o(f + g). De igual forma se comprueba que p(Af) = Ap(f).
Comprobaremos ahora que ¢ es una aplicacién sobreyectiva. Esto es, sea

f € Fylz]<n, deg f = n, por tanto, R(f,z" — 1) = f, es decir, ¢(f) = f.
Para terminar, calculamos el nicleo de .
kero = {f € Fy[z]<n | o(f) =0} ={f € Folz]<n [ R(f,2" —1) =0} =
— {f € Fyle] | f(@) = p(a)(a" — 1), con p() € Fyfa]} = (a" —1).

Ademsds, por el primer teorema de isomorfia,

Fy[z]
m ~ ]Fq [I’]<n
O
La aplicacién ¢ definida como:
F
W Fr N Fyl2])<n N <mg[ﬂ> 2.1)
(ag, ..., an_1) — ap+a1x+ ...+ ap_12" 1 — R(f(x), 2" — 1)
es, por tanto, un isomorfismo entre espacios vectoriales.
Con los siguientes resultados concluiremos que € C (g]f,? [_z]1> es un ideal.

Identificando € con ¥(%).
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Lema 2.3. El cdédigo € C Fylz|<r es ciclico si, y sélo si Ve(x) € € el resto,
R(zc(x), 2™ —1) € 7.

Demostracion. Supongamos que € es ciclico. Tomamos c¢(x) € €
Por la definicién de cédigo ciclico, si e(z) = cg + 1z + ... + 12"t € €
entonces, ¢/ (x) =cp_1 +cox + ... +cp o™ L EF.

ze(x) = cox + a2+ .. e ox™ ez
1

=cpo1(z" = 1)+ epo1+eor+ ..+ cpoox”
Entonces, R(zc(z),2™ — 1) = ¢y—1 + coT + ... + cp_22™ L. Es decir,
R(zc(x), 2" —1) = (z) €F.

Reciprocamente, si R(zc(z), 2" —1) € € = ¢cho1 +coT + ... + cp2a™ 1 €F.
O

Proposicién 2.4. El cédigo € C Fylz] <y es ciclico si, y sélo si, Vp(x) € Fylx],
Ve(z) € €, Rip(x)c(z), 2™ —1) € €

Demostracion. Consecuencia del resultado anterior. O
Teorema 2.5. El cddigo € C Fy[x]<y es ciclico si, y sdlo si, € es un ideal en

Fy[=]
(zn—1) "

Demostracion. Sabemos que la aplicacién ¢ definida en (2.1) es isomorfismo de
espacios vectoriales. Por definicién, todo cédigo € es subespacio vectorial de

[y . Luego, ¥(¢) es espacio vectorial en <;F,3[_m]1>. Ademéds, ((€),+) es subgrupo

abeliano en —2_ Asimismo, c(z)p(z) € Y(F), Vp(x) € Fylz], Ve(z) € €, por

(an—1)"
la Proposicién 2.4. Concluyendo asi que % es un ideal en <£;‘, [f]1>

/. . . F .
Reciprocamente, consideremos I ideal de (TZ [_:z:]1> . Como I es un subespacio

de <fﬁ[f]1>, entonces ¢~ 1(I) es subespacio vectorial de [Fy. Dicho de otra forma,
1~ 1(I) es un cédigo lineal en 7. Faltarfa comprobar que es ciclico. En efecto,
Y(ag,...,an_1) € ¥~ Y(I) el polinomio ag + ayx + -+ + a, 12"~ € I. Por

hipétesis, I es ideal:
z(ap+arz+-- -—i—an,lx"_l) =ap_1(2"—1)+(ap—1+apx+.. .—i—an,gxn_l) el,
por tanto, (a,—1,aq,...,a,—2) € €. Concluyendo asi que % es ciclico. a

El anillo F,[X] es un dominio de ideales principales, esto significa que
todos sus ideales estan generados por un elemento. Ademas si el ideal es distinto
de cero, entonces su elemento generador es unico salvo multiplos escalares de
él. Por tanto, existe un unico polinomio ménico que genera dicho ideal. Ademads
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(Fq (] y
v —1
un dominio de ideales principales. Por el Teorema 2.5 sabemos que un cédigo

ciclico es un ideal de <fj{ [ﬂ) por tanto, debe estar generado por un elemento. Sin

sabemos que es un anillo cociente de Fy[z], es decir, que éste también es

embargo, aunque no podemos asegurar que sea Unico, si podemos asegurar que
existe un tnico polinomio ménico y minimo.

Teorema 2.6 (Teorema fundamental de cédigos ciclicos). Sea € un cédi-
go ciclico, existe g(x) € € con las siguientes propiedades:

1. g(x) es el dnico polinomio mdnico de grado minimo en €.
2.% = (g9(x))

3. g(z) es un divisor de ™ — 1.

A este polinomio g(x) lo llamamos polinomio generador de €.

Demostracion. 1. Procedemos por reduccién al absurdo.
Supongamos que existen gi(x), go(x) moénicos diferentes de grado minimo
en ¢, g1(x) # g2(x) € € ~ {0}. Por tanto,

deg(g1(z) — g2(x)) < deg(g1(x)) = deg(g2(z))

que contradice la minimalidad de g, (z), g2(x).
2. Para cualquier ¢ € € por la divisién euclidea existen h(z), r(x) tales que

co(x) = g(@)h(z) +r(z),

donde deg(r(z)) < deg(g(x)) o r(z) = 0. Si r(z) # 0, entonces, se obtiene
que 7(z) = ¢(x) — g(x)h(x) € € contradiciendo la minimalidad de g(x).

3. El cédigo € es un ideal de <;FZ[_I]1> y 0 € €. Por tanto, 2™ — 1 € €. Por

apartado 2, 2™ — 1 = g(z)h(x) concluyendo que g(z) es un divisor de 2™ — 1.

O

Existen tantos cédigos ciclicos distintos sobre Fy como divisores moénicos
. .
tenga el polinomio " — 1 en F,[x].

Proposicién 2.7. Sea g(x) el polinomio generador de un cddigo ciclico €. En-
tonces, € tiene dimension k = n — deg(g(x)).

Demostracion. Sea € un cddigo ciclico entonces € = (g(x)) donde g(x) divisor
de ™ — 1. Comprobemos que

€ = {a(x)g(z) : a(z) € Fylz] con deg(a(z)) < n — deg(g(x))}.

Por un lado, Ve € €, 3 f(z), h(z) € Fylx]: c(z) = f(z)g(z) + h(z)(z™ — 1).
Por tanto,

a(e) = f(x) + h(z)
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Entonces, deg(a(z)) = deg(c(x)) — deg(g(z)) < n — deg(g(x)).

Por otro lado, veamos que {g(z), zg(x),...,z* 1g(x)} es una base del cédigo ¢
con k = n—deg(g(x)). Por hipétesis, Ve € €, c(z) = a(z)g(x) con deg(a(z)) < k
es decir, a(z) = ag + a1x + ... + ax_12"~'. Entonces,

c(z) = a(x)g(z) = agg(x) + arzg(z) + ... + ak,lxk_lg(x).

Es decir, {g(z),zg(x),...,2* 1g(x)} es un sistema generador del cédigo %.
Ademaés, como todos sus elementos tienen diferente grado entonces es lineal-
mente independiente, es decir, es una base.

O

Definicién 2.8 (Matriz generatriz). Sea € un [n, k], codigo ciclico de lon-
gitud ncon polinomio generador g(z) = go + g1 + ... + gn_rx"*. Definimos
la matriz generatriz G de € como,

9091 Gn—r 0 0 --- 0
090 gn-k-19n—% 0 -+ 0
G=1| . .. . . )
00 - 4o g1 92 " Gn—k

Definicién 2.9 (Polinomio de paridad). Definimos el polinomio de paridad
de € = {g(x)) como

" —1
g(z)

Definicién 2.10 (Matriz de paridad). Sea € un [n, k], cddigo ciclico con
polinomio de paridad h(z) = hg + hiz + ... + hra®.. Definimos la matriz de
paridad H de € como,

h(z) = = ho + hiz + ...+ hpat.

hig hjey -+ hg O -+ 0
0 hp ---hy hg --- 0
H=1 . . . . .

0 0 - hyhey - ho

Observacion 2.11. Es facil comprobar HG? = 0, con esto, es claro que H es
matriz de paridad para €.

Definicién 2.12 (Cédigo dual de un cédigo ciclico). Sea € un [n, k|, codigo
ciclico con polinomio de control h(x) = ho+hjx+ ...+ hix®. Entonces, €+ es
un cddigo ciclico generado por

_ 1
h(z) = z*h () = hox® 4+ ...+ hgp_12 + hy.
X



20 2 Coédigos ciclicos

Veamos un ejemplo en SageMath de cdédigos ciclicos.

Ejemplo 2.13. Sabemos que existen tantos cédigos ciclicos distintos sobre Fy
como divisores ménicos tenga el polinomio ™ — 1. En este ejemplo trabajaremos
en F7, por tanto, calcularemos los divisores ménicos de 27 — 1. Esto es,

27— 1=(z—1)(a®+z+1)(2®+ 22 +1) € Fyx]

Por tanto, como z7 — 1 tiene 3 factores irreducibles en Fy[z] existirdn 2% = 8
cédigos ciclicos incluyendo al {0} y F3.

1. Cédigo %1 generado por el polinomio gi(x) = z — 1. Serd un cédigo con
dim(%) =n — deg(gi(x)) =7—1=6.

Sage:F.<x> = GF(2)[]

Sage: n=7; g=x +1

Sage: C1 = codes.CyclicCode(generator_pol = g, length = n); C1
>[7, 6] Cyclic Code over GF(2)

// Creamos la matriz generatriz

generator_matrix()

Sage:Cl1.

>[1 1000
[01100
[00110
[00011
[000O01
(00000
// Creamos

0 0]
0 0]
0 0]
0 0]
1 0]
1 1]

el polinomio de paridad

Sage: h = Cl.check_polynomial();h

>x"6 + x°5 + x4 + x"3+x"2+x+1

Sage: h == (x**n - 1)/Cl.generator_polynomial()
>True
// Creamos una matriz de paridad
Sage: Cl.parity_check_matrix()
>1111111]

2. Cédigo %» generado por el polinomio g;(x) = 2% + z + 1. Serd un cédigo con
dim(%2) = n — deg(g2(z)) = 7 — 3 = 4. Generaremos la matriz generatriz
Gy € F3*7, el polinomio de paridad hy(z) y la matriz de paridad Hy € F3*7

para

Sage:
Sage:
Sage:

>[7,
Sage

6>.

F.<x> = GF(2)[]
n=7; g=x"3+x+1
Cc2

codes.CyclicCode(generator_pol = g, length = n); C2

4] Cyclic Code over GF(2)
:C2.generator_matrix()
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>[1 10100 0]
[01 1010 0]
[0011010]
[000110 1]
Sage: h = C2.check_polynomial();h

>X76 + x5+ x4 + x"3+x"2+x+1
Sage: C2.parity_check_matrix()
>[1011100]

[0101110]

[0010111]

De la misma forma se pueden calcular los cédigos a partir de los polinomios
generadores g3(z) = 23 + 22 + 1, g4(x) = (z + V)23 + 2 + 1) y gs(x) =
(x+1)(z3 + 2% +1).

Veamos el cédigo 65 generado por el polinomio gg(z) = (2 + z + 1)(z3 +
2?2 4+ 1). Serd un cédigo con dim(%s) = n — deg(g1(x)) =7 — 6 = 1, veremos
que es el cédigo dual de %7, es decir, gs(z) = 20h(1).

Sage: F.<x> = GF(2)[]

Sage: n =7, g = (x"3 +x+ D*(x"3 +x"2 + 1)

Sage: C6 = codes.CyclicCode(generator_pol = g, length = n); C6
>[7, 4] Cyclic Code over GF(2)

Sage: C6.generator_polynomial ()==x"6xh(1/x)

>True

Por tanto, 65 = €.

Veamos el cédigo 65 generado por el polinomio g7(z) = 27 — 1.

Sage: F.<x> = GF(2)[]

Sage: n =7, g =x"7-1

Sage: C7 = codes.CyclicCode(generator_pol = g, length = n); C7
>[7, 0] Cyclic Code over GF(2)

Es decir, é7 = {0}.

2.2. Conjunto de ceros de un cdédigo ciclico

Antes de trabajar con clases ciclotémicas haremos un breve resumen con

los principales resultados sobre cuerpos finitos y grupos que se necesitan a lo
largo de la seccion. Este resumen nos servird para fijar la denotacion.

2.2.1. Cuerpos finitos

Definimos la caracteristica de un cuerpo car(F) como el menor natural

n € N tal que la suma 14+ .7.+1=0.
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Observacion 2.14. Sea F un cuerpo y Pp el menor subcuerpo contenido en F
llamado subcuerpo primo de F. Entonces:

a. car(F) = p con p primo si, y sélo si, Pp ~ Z,.
b. car(F) = 0 si, y sélo si, Pr ~ Q.
Proposicién 2.15. Sea Fy un cuerpo finito con q elementos. Entonces:

i. dp primo : T, CF,.
. dp primo : q¢q=p" conn > 1.
1. Vo € Fy entonces, af = a.

Definicién 2.16 (Clausura algebraica). Sea F un cuerpo definimos la clausu-
ra algebraica de B como el menor cuerpo ¥ tal que F C F y donde todo polinomio
con coeficientes en IF tiene sus raices en F.

La clausura existe y es tinica salvo isomorfismos.

Proposicién 2.17. Sea A un dominio de integridad con car(A) = p. Entonces,
Va, B € A: (a+ B)P =aP + pP.

Corolario 2.18. Sea A un dominio de integridad con car(A) = g = p". Entonces
(a+0)7 =a?+ b9.

Teorema 2.19. Para cualesquiera p nimero primo y n € N existe F, un cuerpo
finito con ¢ = p™ elementos. Ademds, este cuerpo es unico salvo isomorfismos.

Construccion explicita de Cuerpos Finitos

Hemos demostrado la existencia de un cuerpo finito con ¢ elementos F,.
Veamos ahora c6mo construirlo explicitamente. Sean f(z) = 2" + a,_12" ! +
...+ ap € Fplz] un polinomio ménico irreducible y « raiz de f(z) consideramos
el cuerpo irreducible

P = Fyla] = {an_10" ' +...4+ao|ag,...,an_1 €F,}

entonces, fF,[a] = p™.

Definicién 2.20 (Grupo ciclico, orden y exponente). Sea G un grupo fi-
nito:

Diremos que G es ciclico si 3g € G: G = (g).
Definimos el orden de g € G como el cardinal del subgrupo generado por g es
decir,

o(g) =t (g) = t{a,a® ...,a" =1} =min{n|a" = 1}.

e Definimos el orden de G como el cardinal del conjunto §G.
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e Definimos el exponente de G como exp(G) = mem{o(g) | g € G}.

Observacion 2.21. Para todo g € G se cumple que %. Ademais, si G es primo

entonces G es ciclico.
Lema 2.22. Sea G un grupo finito de exponente n. Entonces, g € G: o(g) = n.
Teorema 2.23. El grupo multiplicativo (IE‘;:E) es ciclico de orden q — 1.

Definicién 2.24 (Elemento primitivo). Definimos un elemento primitivo de
F, como un generador del grupo ciclico (]Fz,x),

Definicién 2.25 (Funcién de Euler). Definimos la funcion de Euler ¥n € N
como
en)=%Ha:0<a<nymecd(a,n) =1}

Observacion 2.26. La funcién de Euler verifica las siguientes propiedades:

i. Sip es primo entonces p(p) =p — 1.

ii. Sip es primo y n € N entonces o(p") = p™ —p" L =p"L(p—1).

ili. Sean m,n € N: (m,n) = 1 entonces p(mn) = p(m)p(n).

iv. Sea n = pi' ---pl= la descomposicién en nimeros primos de n € N entonces

1
p(n) =n][(1-—).
b
Ademas el niimero de elementos primitivos del grupo ciclico F; es (g — 1).

2.2.2. Clases ciclotémicas

Definicién 2.27 (Raices de la unidad). Sea F un cuerpo llamamos grupo de
las raices n-ésimas de la unidad al grupo

Up(F) = {a eF|a" =1}

Observacion 2.28. Se demuestran facilmente las siguientes afirmaciones:

1. Todo subgrupo finito del grupo multiplicativo F ~ {0} es ciclico.

2. Sea G = (g) un grupo. Entonces, ¢g* es también generador de G si, y sélo si,
el maximo comun divisor med(fG, k) = 1.

3. Todo grupo ciclico de orden n € N finito tiene ¢(n) generadores, donde ¢
define la funcién de Euler, es decir, ¢(n) = §{k € N: k < n, mcd(k,n) = 1}.
Teniendo en cuenta estos tres apartados:

4. El grupo de las raices n-ésimas de la unidad U, (F) es ciclico finito con
iU, (F) = n y ¢(n) generadores.
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Definicién 2.29. Se define como raiz n-ésima primitiva de la unidad a cualquier
generador del grupo U, (F).

Definicién 2.30. Sea o una n-ésima raiz primitiva de la unidad en la extension

. . . Lo ; F ¢
de cuerpo Fg. Definimos el polinomio minimo de o', denotado por m % (x),
«

como el polinomio mdnico en Fy[z] de menor grado tal que m;(a’) = 0.

Definicién 2.31 (Polinomio ciclotémico). Sea a raiz n-ésima primitiva de
la unidad definimos el n-ésimo polinomio ciclotémico como

() =[[@e-a)= ] @-a.

e? mcd(s,n)=1
Por la Observacién 2.28 (4), es claro que, deg(®,(x)) = p(n).

Observacion 2.32. Sea o un elemento de orden n y 8 = o' para 0 < i < n,
entonces f es un elemento de orden n si, y sélo si, med(i,n) = 1.

Proposicion 2.33. Sea @, el d-ésimo polinomio ciclotémico entonces

" —1= H@d(x).

d/n

Demostracion. Por Observacién 2.32, el elemento o tiene orden n si, y sélo si,
med(é,n) = 1. Por otro lado, si 8 es un elemento de orden n entonces 8 es un
cero del polinomio 2™ — 1 ademés, " — 1 =[]y, (x — a"). Entonces, § = o
para algin i con 0 < ¢ < n y med(é,n) = 1. Por tanto, @, tiene tantos ceros
como elementos de orden n. De donde se deduce que:

" —1= H(xfai):H H (xfai):Hgﬁd(x)

0<i<n d/n mced(i,d)=1 d/n
0<i<n

O

Del resultado anterior obtenemos la féormula recursiva que nos permite
calcular de forma recurrente la expresion explicita del n-ésimo polinomio ci-
clotémico,

" —1

Tl @’
d#n

B, (2) (2.2)
Proposicién 2.34. Sea p primo, entonces ®,(z) = 2P~ + 2P 2+ ...+ 2+ 1.
Demostracion. Segun la ecuacién (2.2):

-1 2P -1

&,(x) = & —m_lzxp_1+xp_2+...+x+1.
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Proposicién 2.35. Sea n un entero positivo tal que med(q,n) =1 y d el menor
entero positivo que verifica que ¢* =1 méd n. Entonces, &, (x) se fatoriza en

F,lz] como producto de @ factores.

Demostracion. Sea f(x) un factor irreducible de @, (x) y « una raiz n-ésima de
la unidad en una extensién de Fy: Fe. Si « es raiz de f(x). Entonces,

t t
acFp = af —a<=aol '=1l=¢" =1 médn.

Por tanto, o € IF .« y a no pertenece a ningin subcuerpo propio de Fga. Es decir,

deg(mi" (z)) = deg(f(z)) = d. Como deg(P,,(x)) = ¢(n) entonces, el nimero de

factores irreducibles coincide con #. O

Proposicién 2.36. Sea f(z) € Fy[x] y B8 raiz de f(z). Entonces, B7 es también
raiz de f(x).

Demostracion. Sea f(x) = fo+ fix+...+ fma™ € Fylz] y S raiz de f(x). Como
a? = a, Ya € F, y, ademds, f(8) = 0, entonces:

0=(f(B)) =(fo+ iB+ ...+ fmB™)T = fo+ [LBT+ ...+ fmB™ = f(B?).

La tercera igualdad es consecuencia del Corolario 2.18. Concluimos, por tanto,
que (9 es raiz de f(z). O

m

Proposicién 2.37. Sea 8 € F; con ¢ = p™. Entonces, 8 y P tienen el mismo

polinomio minimo.

Demostracion. Por el Corolario 2.18 se tiene que, f(8?) = (f(8))? = 0. O

Observacion 2.38. En particular, ma? (x) = mi‘?, (x).

Definicién 2.39 (Clase ciclotémica). Se define la clase ciclotdmica de g
mddulo n que contiene al subconjunto de indices I C {1,...,n} como:

C,I)={i¢y médn|icl, j=0,1,...}.
Si I = {i}. Entonces, utilizamos la denotacion Cy(I) = Cq4(7).

Proposicién 2.40. Si med(g,n) = 1. Entonces, las clases ciclotdmicas Cy(i)
generan una particion de Z,,.

Demostracion. Denotaremos el conjunto de los enteros no negativos como Ny.
Sabemos que cada i € Z,, pertenece a una clase ciclotémica Cy(7). Supondremos
que las clases Cy(i) y C4(j) tienen elementos en comiin. Esto es, ig" = jq' para
ciertos k,l € Ny. Asumimos que k < [ por lo que i = j¢'~% con I — k € Ny.
Entonces, iqg™ = jg'~**™ ¥m € Ny. Por tanto, C,(i) estd contenido en Cqy(5).
Por hipétesis, sabemos que n y ¢ son coprimos por lo que ¢ es invertible en Z,, y
¢ =1 méd n para cierto e € Ng. Entonces, j¢™ = igle=DU=k)+m ym e Ny. Por
tanto, Cy(j) esté contenido en C,4 (7). Concluyendo asi que dos clases ciclotémicas
son iguales o disjuntas. a
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Ejemplo 2.41. Veamos todas las clases ciclotémicas de 2 moédulo 15, como
med(2,15) = 1 formardn una particién de Zqs.

Clase ciclotémica|Elementos de la clase|Clases equivalentes
C2(0) {0}
¢ ( ) {1727478} CQ( ) ( ) ( )
2(3) {35679712} C2( ) (9) 62(12)
Ca2(5) {5,10} Ca2(5), C2(10)
2(7) {7,11,13, 14} Co(11), C2(13), C2(14)

Proposicién 2.42. Sean un entero positivo tal que med(n, q) = 1. Entonces, los

posibles polinomios minimos que generen un codigo mlin () equivalen al nimero
de factores irreducibles de @, (x) que es igual a L(d”) con d = HCq(1).

Demostracion. Sea i € Z, con mcd(i,n) = 1 y consideremos la aplicacién
Cq(1) — C4(i) definida por j — ij. Esta aplicacién estd bien definida y tiene
aphcamon inversa, por lo que, ¢ es invertible en Z,,. Por tanto, §C4(1) = #C,(3).
Ademas, por la Proposicién 2.40 el conjunto de los elementos de Z,, tales que
mced(i,n) = 1 particiona Z,, en clases ciclotémicas de tamafio d y cada eleccién
de una clase corresponde con una eleccién de mIZ-Fq () que son factores méni-
cos irreducibles de @, (x). Por tanto, el ntimero de polinomios minimos posibles

m]fq () es #. O

Observacion 2.48. Dos propiedades interesantes para el polinomio minimo son:

F, . S i L .
Sea m,?(x) el polinomio minimo de a', con « rafz primitiva de la unidad en F,.
Entonces,

Mei(x) = H (x —a?).
JEC(3)

Sean i,j € Z con 0 < 4,7 < n tales que ij = 1 mdd n. Entonces,

m;(x) = med(my(2?), 2™ — 1).

Véanse las demostraciones [1, Proposition 4.2.46] y [1, Proposition 4.2.50]
respectivamente.

Ejemplo 2.44. Teniendo en cuenta el ejemplo 2.41, calculemos los polinomios
minimos.

Clase ciclotémica Polinomio minimo
C2(0) meo(z) =
(1) Mmai(z) = (z —a)(z —a®)(z —a’)(z — )
2(3) Mys () = (x — a®)(z — a%)(z — a”)(z — a™?)
Ca2(5) Mes () = (x — as)(x —al?Y)
2(7) Mat(z) = (2 —a")(z — o)z — a'?)(x — )
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Definicién 2.45 (Conjunto de ceros de un cédigo ciclico). Sean € un
[n, k], cddigo ciclico, g(x) el polinomio generador de € y « un elemento de
orden n en una extension Fym de F,. Se define el conjunto de ceros de € como:

Z(€) ={i € Zpn: g(a') = 0}.

Observacion 2.46. La relacion entre el polinomio generador de un cédigo ciclico
% y el conjunto de ceros Z(%) viene dada por:

glx)= [ (@-a)

1€EZ(F)
con dim (%) =n — §Z(%).

Proposicion 2.47. El conjunto de ceros de € coincide con la union disjunta de
clases ciclotomicas. Es decir,

2(%) = Jc,6).

Demostracion. Sea g(x) el polinomio generador de un cddigo ciclico €, por la
Observacién 2.46, g(a?) = 0 si, y sélo si, i € Z(€). Ademds, por la Observacién
2.38, si o' es un cero de g(z) entonces, a’q es un cero de g(z). Por lo que,
C,(7) estd contenido en Z(%) si i € Z(%). Por tanto, Z(%) es unién de clases
ciclotémicas. Ademaés, esta unién es disjunta por la Proposicién 2.40. O

Ejemplo 2.48. Continuando con el ejemplo 2.41 vamos a considerar el cédigo ¢
generado por g(z) = M1 (2)mes(z) = (1 + 2+ 24)(1 + 2 + 2% + 23 + 2). El
cédigo € tiene parametros [2¢ — 1,n — deg(g(x))] = [15,15 — 8] = [15,7]. Por la
Proposicién 2.47 sabemos que,

Z(%) ={1,2,3,4,6,8,9,12}.

SageMath nos permite calcular el nimero de ceros a partir del polinomio gene-
rador de un cédigo ciclico, por tanto, comprobamos lo anteriormente expuesto:

Sage: R.<x> = F[]

Sage: n = 15

Sage: g = (1+x+x74)* (1+x+x"2+x"3+x74)

Sage: C = codes.CyclicCode(generator_pol=g, length=n)
Sage: C.defining set()

>[1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12]

Si conocemos el conjunto de ceros de un cédigo ciclico, el siguiente resul-
tado nos permite conocer los ceros de su cédigo dual.
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Proposicién 2.49. [1, Proposition 4.3.8]. Sea € un cddigo ciclico de longitud
n. Entonces:
Z(CH) =Ty~ {—i|ic Z2(%)}

Proposicién 2.50. Sea N,(n) el nimero de clases ciclotémicas de Cq(i) mddulo

n con respecto de q. Entonces, el numero de codigos ciclicos de longitud n en Fy
es 2Na(n),

Demostracion. Un cédigo ciclico € de longitud n sobre F, estd determinado
por su conjunto de ceros Z(%€) por la Observacién 2.46. El conjunto de ceros es
unién disjunta de clases ciclotémicas C,(i) médulo n con respecto de g por la
Proposicién 2.47. Por tanto, un cédigo ciclico esta determinado por la eleccién de
un subconjunto de todas las Ny (n) clases ciclotémicas y hay 2Na(7) subconjuntos.

2.2.3. Cébdigos BCH

Una familia particular de cédigos ciclicos es la llamada cédigos BCH,
por las siglas de los investigadores que los descubrieron Raj Bose, D. K. Ray-
Chaudhuri y Alexis Hocquenghem. Se definen como los cédigos ciclicos con una
distancia minima esperada.

Definicién 2.51. Sean ¢’ un cddigo lineal en Fy y % un codigo lineal en F .

» SiCCEN Fy. Diremos que € es un subcddigo de % en Fy y que % es un
super-cédigo de €. R
» 51 =% NF,. Diremos que € es la restriccion de ¢ en Fy y, por tanto,

dmin (%) < dpin(%).

Teorema 2.52 (Cota BCH para la d,,;, de cédigos ciclicos). Sea € un
[n, k]q cddigo ciclico con g(x) polinomio generador. Si el conjunto de ceros Z(6)
estd formado por § — 1 elementos consecutivos, es decir,

Z(€)2{i:b<i<b+6—2,9(8) =0} con BEFym, b€ Z,.
Entonces, dpmin(€) > 9.
Demostracion. Consideremos el cédigo lineal % en Fym con matriz de paridad:
1 g g2 ... gbn=1)

H=|: SN €F
1 go+o—2 g20+6-2) .. glb+5-2)(n—1)

(6—1)xn
q"n

Observamos que GH' = (g(8), -+, 9(8*+6 —2))T = 0. Por tanto, € = ?DFZ’.
Calculamos el determinante de (6 — 1) columnas de H tomando cualquier
subconjunto de indices {i1,- -+ ,i5_1} € {0,--- ,n —1}.
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biy bio . bis_1 1 6—1
7 ’ S ot
det : : . : = det . =
b+6—2)i1 R(b+5—2)i b-+6—2)ig_ : :
B( )i1 ﬁ( +8—-2)ia . ﬂ( )is—1 Loz bies
1 -1
1 ... 1
b b Ty o Ts—1
= (a7 x5_1)det .o : #0
5—2 5—2
Ty sy

por ser una matriz de Vandermonde. Por tanto, tenemos § — 1 columnas indepen-

dientes en H. Concluyendo por el Lema 1.18 que § = dyin (%) < dpmin(¥€). O
Definicién 2.53 (Cédigo BCH). Diremos que € es un cédigo BCH con dis-

tancia minima esperada 6, dpmin(€) > 0, si € es un cddigo ciclico en Fy con
Z(Cg) 2 {5b75b+17 e 7ﬁb+672 ‘ ﬁ S qu}'

Sin=qm —1 se dice que € es un codigo BCH primitivo.

Sib=1 se dice que € es un cddigo BCH en el sentido estricto.

Observacion 2.54. Para construir un cédigo BCH con distancia minima espera-
da ¢ sobre IF;, bastara considerar el cédigo ciclico generado por:

g(z) = mem(my(x), mps1 (), -+, mprs—2(x)) para cierto b € Z,,.

Ejemplo 2.55. Continuamos con el ejemplo 2.41, habiamos calculado que Z(%) =
{1,2,3,4,6,8,9,12}. Por la cota BCH, como Z(%) tiene § — 1 = 4 elementos
consecutivos entonces di,(€) > 5. Sagemath nos permite calcular la cota BCH.

Sage: F = GF(2, ’a’)

Sage: n = 15

Sage: D = [1,2,3,4,6,8,9,12]

Sage: C = codes.CyclicCode(field = F, length = n, D = D)
Sage: C.bch_bound() [0]

>5

Por otro lado, como wg (g(x)) = 5 entonces, dpin (%) < 5. Por tanto, din(€) =
5. Observamos también que {b,b+ 1,b+2,b+ 3} C Z(%) con b = 1. Por tanto,
% serd un c6digo BCH en el sentido estricto. Ademds, Sagemath nos permite
crearlo a partir de su nimero de ceros, es decir,

Sage: C = codes.CyclicCode(field=GF(2),length=15,

Sage: D [1,2,3,4,6,8,9,12])

Sage: D = codes.decoders.CyclicCodeSurroundingBCHDecoder (C)
Sage: D.bch_code()

>[15, 7] BCH Code over GF(2) with designed distance 5
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2.2.4. Cdbdigos Reed-Solomon

Otra familia particular de cédigos ciclicos son los cédigos Reed-Solomon
que abreviaremos como RS. Al igual que en la familia anterior su nombre procede
de los investigadores que los descubrieron, en este caso, de Irving S. Reed y
Gustave Solomon. Destacamos que serd una subfamilia de los cédigos BCH.

Sean o un elemento primitivo de Fy, n = g—1y b, k enteros positivos tales
que 0 < b, k < n. Definimos el polinomio

gb,k(m) _ ((E _ ab) . (1, o ab-ﬁ-n—k—l)
Por tanto, Z(¢) = {b,b+1,--- ,b+n—k— 1}, es decir, § =n —k+ 1.
Definicién 2.56 (Cédigo Reed-Solomon). El cédigo Reed-Solomon RSy (n,b)
es el cddigo ciclico con polinomio generador gp ().
Proposicién 2.57. Un cédigo RSk (n,b) es un cddigo ciclico con los pardmetros
[n=q—1,klg y dmin =n—k+1, es decir, es un cédigo MDS.

Demostracion. Por definicién, RSg(n,b) es ciclico con n = g — 1. Sabemos que
deg(gv.x(z)) = n — k y por la Proposicién 2.7, dim(RSk(n,b)) = k. Utilizando
la cota de Singleton (Proposicién 1.19), dmin(€) < n — k + 1. Por otro lado,
utilizando la cota BCH, d,,:,(¢) > 6 = n — k + 1. Concluimos, por tanto,
Proposicién 2.58. El cddigo dual de RSk (n,b) es RS,,_r(n,n —b+1).
Demostracion. Por la Proposicién 2.49:

Z(C*) =Zn~{—i|ic Z(€)}
=Znp~{-b,—(b+1),...,—(b+n—-k—-1)}
={n-b+1ln—-0+2,....,n—b+k}
={n-b+1ln—-0+2,....,(n—-b+1)+n—(n—k)—1}.

Por tanto, (RSy(n, b))t = RS, _x(n,n — b+ 1). O
Ejemplo 2.59. Consideremos un cédigo ciclico [6, 3]7 con polinomio generador
gx) =6+2+32°+ 2% = (2 —2)(z — 3)(z — 6) = (z — a)(z — a®)(z — a?),

donde a = 3 elemento primitivo de F7. Por tanto, los ceros del cédigo & seran
Z(¥) = {1,2,3}. Procedamos a calcular su cédigo dual €.

Sage: F.<x> = GF(7) []

Sage: n =6

Sage: g = (x-2)*(x-3)*(x-6)

Sage: C = codes.CyclicCode(generator_pol = g, length = n); C
Sage: h = C.check_polynomial();h

>x73 + 4xx72 + x + 1
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Sabemos que el polinomio generador del cédigo dual €+ es

h:z‘gh(%):x3+4*x2+x+1:(x—l)(zfoz)(x—az).

Por tanto, Z(¢*) = {0,1,2} = Zg ~ {—1, -2, -3} como habiamos demostrado
en la Proposicién 2.49. Ademds, observamos que ¢ = (g(v)) = RS3(6,1) por
tanto por 2.58, es claro que ¢+ = (h(z)) = RS3(6,6)

Los cédigos Reed-Solomon, ademas de ser cddigos ciclicos, pertenecen a la
familia de cédigos de evaluacién.

Definicién 2.60 (Cédigos RS como cédigos de evaluacién). Considerando
f(z) € Fylz], definimos la aplicacion evaluacion como:

ev: Fylz] — Ty

f(@) — ev(f(2)) = (f(1), f(a),..., f(@"™h))
Otra definicion de cddigos Reed-Solomon es la siguiente:
RSy(n,b) = {ev(@" "1 f(x)) | f(x) € L},

con Ly, = {f(x) € Fyla] | deg(f) < k).

2.2.5. Cdbdigos Reed-Solomon generalizados

Los c6digos Reed-Solomon generalizados GRS son un subconjunto de los
cédigos Reed-Solomon. Para su definicién definimos la operaciéon * entre dos
vectores como el producto de sus coordenadas a x b = (a1by, asbs, ..., aby)

Definicién 2.61 (Cédigo Reed-Solomon generalizado). Sea n = ¢ — 1,
1 <k <ntomandoa = (ai,az,--- ,an) € Fy cona; # aj, Vi # j y considerando
b = (b1,b2,--- ,by) € Fy con b; # 0, definimos la evaluacion:

eVap: Folz] — Fa

f(:l?) — b f(a) = (blf(a1)7 b2f(a2)7 s >bnf(an))
Por tanto, GRS (a,b) = {evan(f) | f(z) € Ly}.

Observacion 2.62. Sean a un elemento primitivo de Fy, n = ¢ —1, a; = ol ly
b; = a1 con j=1,...,n. Se comprueba que los cédigos GRS son cédigos
RS. En particular:

RSk (n,b) = GRSk(a,b)
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Decodificacién para codigos GRS

Sea y = ¢ + e el vector recibido con ¢ € ¥ = GRSi(a,b) y e el error
generado durante la transmisién de la palabra. Como ¢ € GRS (a, b), sabemos
que 3f € Li: ¢ = evan(f) = b x f(a).

1. Definimos el conjunto de las posiciones de error como:

I={ie{1,...,n} | bif(ar) £ w} = {in,. . ic}.

Recordemos que este conjunto es desconocido.
2. Definimos el polinomio E(X) = [],;(X —a;). Y consideramos:

E(X)bif(a;) = E(X)yi, Vi€ {1,...,n} (2.3)

que cumple que:

e Siie I entonces, E(a;) = 0.

e En caso contrario, b; f(a;) = y;.

Sabemos que E(X) es un polinomio de grado ¢t. Por tanto, la parte derecha
de la igualdad (2.3) se corresponde con el polinomio:

t—1
EX)y=X"+> AX'
=0

donde los coeficientes A; € Fy no son conocidos. Por otro lado, E(X)f(X)
es un polinomio de grado menor o igual que ¢t + (k — 1). Por tanto, la parte
izquierda de la igualdad (2.3) se corresponde con el polinomio

t+k—1 )
E(X)= ) BX'
=0

donde los coeficientes B; € [F; tampoco son conocidos
3. Por lo tanto el siguiente sistema tiene n ecuaciones y 2t + k incognitas.

t+k—1 t—1
Z B;X'= X'+ Z A X
1=0 =0

Este sistema tiene solucién si 2t + k < n. Por tanto, como % es un cédigo

MDS y cumple, d,in(€¢) = n—k+1, podemos corregir, t < ”Tfk = %.
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Decodificacion algebraica por pares correctores
de errores

3.1. Pares correctores de errores

La nocién de pares correctores de errores (ECP por su traduccién del
inglés “Error Correcting Pairs”) fue introducida de forma independiente en 1992
por Pellikaan [4] y Kotter [5]. En este capitulo veremos que un cédigo lineal
con un par t-corrector de errores tiene un algoritmo de decodificacién eficiente
que permite corregir ¢ errores con complejidad O(n?) (complejidad polinomial).
Con la nocién de ECP se pueden describir diferentes algoritmos clasicos de
decodificacién de algunas familias de cédigos algebraicos como los cédigos RS y
BCH.

Definicién 3.1 (Producto estrella). Sean a € A y b € B definimos la opera-
cion * como el producto de sus coordenadas: axb = (a1by, asbs,. .., a,b,). Esta
operacion también se puede generalizar a subconjuntos:

A«xB=({axb|acAbeB}).

Si A = B, entonces A x A = A2,

A partir de ahora denotaremos la longitud, la dimensién y la distancia
minima de un c6digo € como n(%), k(%€), dmin (%), respectivamente.

Observacion 3.2. Es facil comprobar que si 47 y 42 son cédigos en Fy entonces:

k(%] k(%
Definicién 3.3 (Par t-corrector de errores). Sean ¢ un cddigo lineal en Fy
y A, B, cddigos lineales en Fy... Entonces, (A, B) es un par t-corrector de errores
(t-ECP) para € si cumple las siguientes propiedades:
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Si un par (A, B) cumple las tres primeras condiciones (1)-(3) se dird que
es un par t-localizador de errores (ELP por su traduccién del inglés “Error Lo-
cating Pairs”).

3.1.1. Algoritmo de decodificacién con ECP

Supongamos que recibimos el vector y € Fy en el que se ha cometido un
cierto error, es decir y = ¢ + e con ¢ € ¥. Ademds supongamos que (A, B) es
un par t-corrector de errores para €.

En primer lugar definimos los siguientes subconjuntos:

Ky,={acA|(y,axb)=0, Vb e B}
A(J)={a€A|a;=0,Vje J}donde JC{1,...,n}
Lema 3.4. Sea A «* B C €1, entonces K, =K..
Demostracion. Sean a € A y b € B entonces,
(y,axb)=(c+eaxb)=(c,axb)+ (e,axb) = (e,axb)

donde la tercera igualdad es consecuencia de la definicién de cédigo dual C+
(Def. 1.9). ad

Lema 3.5. Sean A x B C €+ e I = supp(e), entonces A(I) C Ky. Si ademds
se cumple que dpin(BL) >t = wp(e) entonces, A(I) = Ky.

Demostracion. Por definicién, para todo a € A(I) se tiene que a; = 0, Vj € I.
Por lo tanto, Va € A(I) y b € B se tiene que:

n

<y,a>k b> = <e,a>k b> = Zejajbj = Z 6jajbj + Z ejajbj = 0

Jj=1 j€supp(e) Jj¢supp(e)

Es decir A(I) C K.
Si ademds se tiene que wy(e) < t. Entonces Va € K, se tiene que

0= {(y,a*b)=(e,axb)=(exa,b) ,VbeB

Es decir e *x a € BL. Sin embargo, wy(e xa) < wy(e) <t < dpin(B1), luego
exa=0. Es decir, Ky, C A(]). O
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Lema 3.6. Sean AxB C €+, I = supp(e) y k(A) >t = wy(e), entonces eziste
ac K, \ {0}.

Demostracion. Sabemos por el Lema 3.5 que A(J) C K. Ademés, A(I) es la
interseccién de t subespacios de codimensién 1. Por tanto, si k(A) > ¢ entonces
Ja#0: ae A(l), es decir, Ja € Ky,. O

Sea a € Ky \ {0} definimos el conjunto J = {j | a; = 0} = supp(a) como
el complementario del soporte de a.

Lema 3.7. Sea A xB C L.

a. Sidmin(B) >t, entonces I = supp(e) C J.
b, Si dmin(A) + dimin(€) > n, entonces existe un inico e tal que

<e,axb>=0,Yb e B con I =supp(e) C J.

Demostracion. a. Por el Lema 3.5 sabemos que si a € Ky \ {0} y ademsds,
dmin(B) >t > wpy(e), entonces e x a = 0. Es decir

I = supp(e) C supp(a) = J.

b. Supongamos que d,nin(A) + diin(B) > n. Procedemos por reduccién al ab-
surdo. Sea (e1,axb) = (ez,a*b) =0, Vb € B, con supp(ey ),supp(ez) C J.
Entonces, e; — ez € € pero wy(er —e2) < n — |supp(a)| < dpin(¥%) — 1
contradiciendo la distancia minima de %¢’. Por tanto, e; — es = 0 es decir,
€] = €es.

O

Decodificacién con pares correctores de errores. Seay = c + e el
vector recibido donde ¢ € € y e es el error generado durante la transmision.
Sean (A, B) un par t-corrector de errores para €. El algoritmo para decodificar
% que nos proporciona el ECP es el siguiente:

1. Encontrar a € A: a € K, \ {0}. Entonces por el Lema 3.4
(y,axb)=(e;axb)y=0,YbeB

Si K, = 0, por el Lema 3.6, entonces se han producido més de t errores.
2. Definimos J = {j | a; = 0} = supp(a).
Sabemos por Lema 3.7 que supp(e) C J
3. Encontrar la solucién tnica e € Fy tal que Vb € B: (e,axb) = 0 con
supp(e) C J.
Por el Lema 3.7 sabemos que la solucién al sistema anterior es unica.
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Puntualizamos que los dos primeros pasos del algoritmo sirven para lo-
calizar errores mientras que el tercer paso es el que utilizamos para corregir.
Destacamos también que la dificultad de este algoritmo de decodificacion es
encontrar el par corrector de errores (A, B).

La complejidad de este método de decodificacion es O (nj), pues el coste
de este algoritmo consiste en obtener el nicleo Ky, es decir la complejidad de la
eliminacién gaussiana de una matriz n’ x n con n’ < n.

3.1.2. Propiedades interesantes para ECP

Veamos algunas propiedades interesantes que pueden facilitarnos la biisque-
da de pares correctores de errores. Tendremos en cuenta la siguiente equivalencia:

AxBC %t < (AxB) L %.
donde A L Bsi(a,b)=0,Vaec A,beB.

Observacion 3.8. Sea I = {iy,...,i;} con 1 < i3 < ... < 4y < n definimos la
proyeccion 7y : By — Ffl por 7r(x) = (x4, Tiy, .- ., x;,). Denotaremos Im 7y =
Arykermp = A(I) ={a € A|a; =0,Vi € I}. Se demuestra que dim(A;) =
#1, VI con al menos t elementos, si, y s6lo si, dpim (A1) > t.

Proposicién 3.9. Si A,B y € son [n, k], cddigos tales que (A*B) L €,
dpmin(AY) > a >0 y dppin(B)E > b > 0, entonces, dpin(€) > a+ b.

Demostracion. Sea ¢ € € \ {0} con supp(c) = I. Consideremos ¢t = #I. Sin
perdida de generalidad asumimos que a < b. Entonces,

2t, si t<a
dim(A;) +dim(By) =< a+t,si a<t<b
a+ b, si b<t

por la Observacién 3.8. Pero, (A «B) L C por tanto, (c * A); L Br. Ademds,
dim((c * A);) = dim(Ay), ya que ¢; # 0,Vi € I. Por esto, obtenemos que
dim(Ay) + dim(By) < #I = t. Esto tinicamente es posible en el caso t > a + b.
Luego deducimos que, d,in(€) > a + b. O

Proposicién 3.10. Sea t un entero positivo. Si A es un [n,t + 1] cddigo con
dimin(A) =n —1t y B es un [n,t] cddigo con dppin(B) = n —t+ 1 ambos sobre
F,v y € es un [n, k], cddigo tal que (A *B) L € entonces, dpin(€) >2t+1y
(A,B) es un par t-corrector de errores para € sobre F v .

Demostracion. El codigo A es un codigo MDS, por tanto, su dual también es
un cédigo MDS de pardmetros [n,n — t — 1] (Proposicién 1.21) y dyin(AL) =
t+2>t+1.
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De la misma forma, obtenemos que d;,(BY) =t + 1 > t. Por la Pro-
posicién 3.9 obtenemos que dn (%) > 2t + 1. Es claro que k(A) =t +1 > t.
Ademads, dpmin(A) + dmin(€) > n+t+ 1 > n. Concluimos entonces que (A, B)
es un par t-corrector de errores para % sobre I n. a

Proposicién 3.11. Sean € un cddigo [n,n — 2t] con dpmin(€) =2t+1 y (A, B)
un par t-corrector de errores para €. Entonces, A es un cddigo [n,t + 1] con

Demostracion. Dado que (A *B) L € entonces (B* %) L A. Ademds, € es un
cédigo MDS, por tanto, €+ es también un cédigo MDS de pardmetros [n, 2t|
(Proposicién 1.21) y dypin(€L) =n — 2t +1 > n — 2t.

Como (A,B) es un par t-corrector de errores, sabemos que d,i,(B+) >
t + 1. Por la Proposicién 3.9, obtenemos que dpin(A) > t+ (n — 2t) = n — .
Ademsds, k(A) > t + 1. Concluimos, por tanto, que A es un cédigo MDS de
pardmetros [n,t + 1] y dyin(A) = n —t. O

Observacién 3.12. La condicién (4) de la definicién 3.3 implica que la aplicacién
7 es un isomorfismo entre A y A para todo I = supp(c) con ¢ € ¢ \ {0}.
En efecto, sea ¢ € € con I = {i | ¢; # 0} y sea a € A(I) = kernmy, es decir
a; =0, Vi € I. Entonces:

contradiciendo la condicién (4).

Proposicién 3.13. Sea € un [n, k] cddigo con dpmin(€) = 2t + 1. Si (A,B) es
un par t-corrector de errores para € Y dpmin(B) + dimin(€) > n. Entonces, B es
un cddigo [n,t] con dpmin(B) =n —t+ 1.

Demostracion. Sea ¢ € € \ {0} de peso minimo y con supp(c) = I. Entonces,
#I = 2t + 1 = dpnin(%). Ademds, dim(A) = dim(A;) por la Observacién 3.12
y, por la hipdtesis dyin(B) + dimin(%) > n, sabemos que dim(B) = dim(By).
Ademds, como (A *B) L & sabemos que (c* A); L By en IE%H‘I por tanto,
dim(A;) + dim(By) < 2¢ + 1. Entonces,

(t+1)+ dim(B) < dim(A) + dim(B) < 2¢ + 1.

De este modo, k(B) < t. Por tanto, k(B+) > n —t y dpin(BL) >t + 1 por la
definicién de par corrector de errores. Concluimos que B+ es un cédigo MDS y,
por tanto, por la Proposicién 1.21 B también es un cédigo MDS de pardmetros
[n,t] y dpmin(B) =n —t + 1. O
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3.1.3. Funciones localizadoras de errores.

Definicién 3.14. Sean A,B y € cddigos lineales de longitud n sobre Fy. Dire-
mos que (A, B) es un par t-localizador de errores para € si cumple las siguientes
condiciones:

(E1) AxBC %t
(E2) k(A) > ¢
(E3) djpin(B) > ¢

Teorema 3.15. Sea (A, B) un par t-localizador de errores para el cédigo €. Sea
y = ¢+ e un vector en By conc € € ye € Fy con wy(e) <t. Entonces existe
un vector a € A\ {0} tal que:

n—1

=0

Ademds, cada solucion a € A de (3.1) satisface:

exa=0. (3.2)
Demostracion. La demostracién es consecuencia de los Lemas 3.4-3.6
Algoritmo para localizar errores.

Sea (A, B) un par t-localizador de errores para €. Supongamos que reci-
bimos el vector y = c + e con ¢ € ¥ y donde wy(e) < t. Entonces:

1. Encontrar a € A tal que (e,a*b) = (y,a*xb) =0, Vb € B.
2. Como la condicién (3.1) es equivalente a la condicién (3.2), entonces, exa = 0
y, por tanto, podemos localizar errores.

Expresion matricial del algoritmo que nos permite localizar el error

En primer lugar, consideramos la matriz

y1 0 -+ 0
0ys-- 0

diag(y) = S ey m.
00 - yn

Con esto la expresién (y,a*b) = 0, Vb € B, es equivalente a
b - diag(y) -a* =0, Vb € B.

Si Ga, Gp representan unas matrices generatrices de A y B, respectivamente, y
k(A . . . .
o€ Fq( ) un mensaje; podemos reescribir la ecuaciéon anterior como:
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Gp - diag(y) - a® = Gp - diag(y) - (0Ga)* = 0.
Por tanto, si llamamos S(y) = Gediag(y)Ga nos queda la ecuacion:
S(y)ot =o0. (3.3)

Concluimos que, cualquier solucién de (3.3) serd una palabra a = 0Ga que
nos permitira localizar errores.

El problema, por tanto, es encontrar (A, B) que cumpla las condiciones de
la definicién de par t-localizador de errores. La eleccion de Go y Gg es libre, sin
embargo, afectara al coste computacional. Es decir, una eleccién de matrices en
forma sistemaética reducird el nimero de variables.

Ejemplo 3.16. Consideremos el cuerpo F7, sea € el [7,3,5]; cédigo con matriz
de paridad,

1111111
0123456
0142241
0116166

4x7
He = e F2*".

Sean A, B los cédigos generados por las matrices generatrices

1111111
Go=[0123456 eF?73ng=<éiééiéé>€F?7
0142241

Es claro que A,B verifican las condiciones (E1)-(E3) para t < 2. Por lo tanto
(A, B) es un par t-localizador de errores.

Sea y = ¢ + e el vector recibido, con ¢ € ¥ y e = (0,3,0,0,1,0,0). La
relacién entre el sindrome del vector recibido y la palabra enviada es:

S(y) = S(c) + S(e)
Ademas la condicién (E1) garantiza que S(c) = 0. Calculamos
405
Una solucién o que cumpla S(y)o+ = 0 es o = (4,2,1) que se corresponde con

) ) )
el vector localizador de errores a = oGy = (4,0,5,5,0,4,3).

Observacion 3.17. Dado un error particular es facil probar por el Teorema 3.15
que las siguientes condiciones son suficientes para obtener a € A\ {0} tal que si
se cumple la propiedad (3.2) se verifiquen las siguientes condiciones:

(R1) € * A C BL
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(R2) ac A\ {0}: exa=0
(R3) Va€ A\ {0}: exac B+ entonces exa =0

Las condiciones (R2) y (R3) son més débiles que las condiciones (E2) y
(E3), respectivamente, pues se establecen para un cierto modelo de error e.

A continuacién, vamos a reformular otras tres condiciones. Estas aunque
van a depender de las posiciones de error no van a depender de sus valores
particulares.

Lema 3.18. Sea e € Fy un error y sean E y E los conjuntos definidos como
E={e el |ej=0,Vi:e;#20 y E={e €F)|¢=0,Vi:e; =0}

entonces las siguientes condiciones son suficientes para localizar las posiciones
de error:

(S1) €« A C B+
(S2) ANE #0
(S3)B*NE =0

Demostracion. Estas condiciones son mds débiles que las anteriores (R1)-(R3).

= La primera condicién es equivalente a (R1).

»  Consideramos ANE # 0. Esto es, Ja € A\ {0}: a € ANE. Entonces, a € E,
es decir, a; = 0Vi: e; # 0. Por tanto, a * e, luego (S2) implica (R2).

= Veamos que Va € A\ {0}: e xa € B! entonces e * a. Consideramos los
elementos de la forma a € A\ {0}: exa € B*. Como B+ N E entonces
exa=dcond; =0,Vi:e; =0, es decir, exa =d € E. Concluyendo que
exa = 0. Luego (S3) implica (R3).

O

Las condiciones de este lema se pueden expresar en términos de funciones
tal y cémo veremos en las siguientes lineas. Consideramos (S,*) C Fy un sub-
conjunto de Fy' con la operacién *. Denotaremos por R al anillo de funciones tal
que la aplicacion evaluacién Ev: R — S que evalia la funcién f € R en un
conjunto de puntos es un homomorfismo sobreyectivo con ker(Ev) = I.

Definicién 3.19 (Funciones asociadas a un c6digo). Sea € C S un cddigo
definimos L(€) C R como el conjunto de funciones tales que Ev ) : L(€) — €
es un isomorfismo. En este caso, L(€) N1 = (0) pues Ev|r ) es inyectivo.

Ejemplo 3.20. En el caso de cddigos ciclicos. Sean R = F,[z] y a € F,; una raiz
primitiva de la unidad. Consideramos

Ev: Fy[z] — Fy
f H(f(l)vf(a)vvf(an_l))
con kerEv = {f € Fy[z]: Ev(f) =0} = (" — 1).

Fq[x]
@ 1)

Por lo tanto, Ev: — Im (Ev) C [ es un isomorfismo.
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Lema 3.21. Sean L(A),L(B) y L(¥) conjunto de funciones asociadas a los
cédigos A, B y € siguiendo la Definicion 5.19. Definimos Ve € Fy los siguientes
ideales de R:

{J= ({f € R|(Ev(f):) =0, Vi: e; #0})
J=({feR|(Ev(f))=0,Vi:e; =0})
Las siguientes condiciones son suficientes para localizar las posiciones de error:

(T1) L(%) * L(A) C L(B+) + 1
(T2) L(A)nJ # (0)
(T3) L(BY)nJ = (0)

Demostracion. Inmediata por el Lema 3.18. a

Funciones correctoras de errores.

Lema 3.22. Sean (A, B) un par t-localizador de errores para € ya € A\{0}: ex

a con e € Fy, es decir el soporte de a nos permite localizar errores.

Entonces, los valores del error se pueden determinar de forma tunica si, y
sélo si, Ve € € tal que ¢ * a se tiene que ¢ = 0.

Demostracion. Supongamos que podemos escribir y = e; + ¢; = ez + c2 con
Cc1,C2 € ¥y epxa=ey*xa = 0. Entonces, (e; —ez)*a =0 con e; — ey =
c1—cCg € ©. Si ademas se verifica que Vc € € tal que cxa se tiene que e; —eg = 0
es decir, e; = ex. En caso contrario, 3¢ € €: ¢ xa = 0 con ¢ # 0. Por tanto, e
es una solucién y e — ¢ es otra solucién pues (e — c) xa = 0. O

Definicién 3.23. Sea (A, B) un par t-localizador que cumple las condiciones de
la Definicion 3.14. Diremos que (A, B) es un par t-corrector de errores si ademds
de las condiciones de la definicion cumple que

dinin(€) + dmin(A) > n (3.4)
donde n denota la longitud de € .

Esta definicion esta justificada por el Lema 3.22 puesto que la condicion
(3.4) implica que

Yce ¥,Vaec A: cxa =0 se tiene que c =0 (3.5)

Observacién 3.24. El Lema 3.22 implica que para que (A,B) sea un par t-
corrector de errores se debe verificar:

(€\{0}) * (A\ {0}) € (B-\ {0})
Que en términos de funciones se traduce en,
L(€)* L(A) C L(BY)

donde hemos utilizado que R no tenga divisores de cero.
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Utilizando las condiciones (T1)-(T3) se tiene que las siguientes condiciones
son suficientes para que (A, B) sea un par t-localizador de errores:

(F1) L(%) % L(A) C L(BY)
(F2) L(A) (T #(0)
(F3) (L(%) * L(A)) N J = (0)

Por tanto, el dilema es claro, (F2) implica que L(A) debe tener un gran tamaino
mientras que (F3) nos sugiere que L(A) debe ser pequeiio.

3.2. Pares correctores de errores para cédigos GRS

En esta seccién estudiaremos la existencia de ECP para cédigos GRS.
Recordemos que la definicién de estos codigos ya se estudié en el capitulo 2,
Definicién 2.61.

Proposicién 3.25. [1, Proposition 5.1.26] Sea bt el vector con coordenadas:

[ N S
! b Hi;éj (a; — aj)

Entonces, (GRSk(a,b))* = GRS,,_i(a,bt)

,Vi=1,...,n.

Proposicién 3.26. GRS;(a,b) * GRS;(a,c) = GRSk ;—1(a,b*c)

Demostracion. Por un lado, Ve; € GRSi(a,b) y Vea € GRS;(a,c) se tiene
que:

{cl — evan(f(x) = b f(a) con deg(f) < k
¢z = eVac(g(x)) = ¢ * g(a), con deg(g) <.

Por tanto:
c1 % Ca = eVap(f(7)) xevae(g(x)) = (bxc) = (fg)(a), con deg(fg) <k+1-1
Por otro lado, eva bse('77) = evap(2') xevac(z/) con 1 <i< k, 1 <j<l. O

Sabiendo esto, consideraremos el siguiente par corrector de errores para
GRS (a,b) que nos permitird decodificar hasta t < {%J.

Proposicién 3.27. Consideramos € = GRSk(c,d) con dpin(€) =n —k + 1.
Sea t = {%J y €+ = GRS, _i(c,dt). Sean

A= GRSt+1(C,dL) Yy B= GRSt(C, 1)

entonces, (A, B) es un par t-corrector de errores para € .
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Demostracion. Veamos que el par (A, B) cumple las condiciones de la Definicién
3.3. Tengamos en cuenta que, 2t = d;nin(€) — 1 = n — k. Por tanto, ¢t =
GRSy (c,db).

(1) Veamos que A * B C ¢*. En efecto, pues por la Prop. 3.26 se tiene que:
GRS/ ;1(c,d")*GRS;(c,1) = GRS 414/ 1(c,d %1) = GRSy (c,dt) = ¢+

(2) Veamos que k(A) > t. Como A = GRS;;i(c,dt), se tiene que k(A) =
t+1>t.

(3) Veamos que dynin(BY) > t. Como B = GRS;(c,1), entonces Bt =
GRS, _:(c,1) es un cédigo MDS con k = n — t por la Proposicién 2.57.
Por tanto, dpin(BY) =n—(n—t) +1=t+1>t.

(4) Faltarfa comprobar que dpin(A) + dimin(€) > n. En efecto, sabemos que A
y € son cédigos MDS por la Proposicién 2.57. Entonces:

dpin(A)=n—(t+1)+1=n—1ty dpn(€)=n—k+1=2t+1

Por tanto, dpin(A) + dpmin(€) =n—t+2t+1=n+t+1>n.

3.3. Pares correctores de errores para cédigos BCH

A lo largo de esta seccién trabajaremos con cédigos ciclicos ¢ C Fy.

7 1e RT . F,
Recordemos que un cédigo ciclico puede verse como un ideal en (IZ[ﬂ) vy que

podemos hablar de polinomio generador ¢ = (g(z)).

Supondremos que mcd(car(F,;),n) = 1 por tanto, ™ — 1 tiene n ceros
distintos. Consideremos F, la extensién de F,. Tomamos o € F rafz primitiva
n-ésima de la unidad y definimos por mg:(z) el polinomio minimo de o’ sobre
F,.

Definicién 3.28 (Conjunto de control de %). Si
g(z) = mem{m,:(z): i € Z(%¥)},

entonces diremos que Z(€) = P es un conjunto de indices de control para
el cddigo €. Es decir, el conjunto P = {i1, - ,i;} proporcionard la siguiente

matriz de paridad de € C F" (donde € = %N Fy ),
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Definicién 3.29 (Conjunto generador de %). Si utilizamos la matriz H(P)
como una matriz generatriz del cédigo €, entonces diremos que P es un conjunto
de indices generador del codigo € .

En otras palabras dado un conjunto de indices P, diremos que P es gene-
rador del cédigo € si H(P) es una matriz generatriz de dicho cédigo. En este
caso, P serd también un conjunto de control del cédigo €.

Definicién 3.30. Sea I un conjunto generador de un codigo ciclico A definimos
A={acFl:a=0H(I),0c cFL}.

Es fécil comprobar que si I es un conjunto generador de A entonces, k(A) =
#I. Por otro lado, sea I = {i1, -+ ,4;} coniy < ... < i; definimos I como el menor
conjunto que contiene a los enteros positivos de I, es decir,

I= {il,il +1,-- 1 — 1,il}.
Sabiendo esto, podemos reformular la cota BCH.

Lema 3.31. La distancia minima de un coédigo ciclico de longitud n con con-
Junto generador I esta acotada por,

Demostracion. Consecuencia de la Cota BCH, Teorema 2.52. a

Observacion 3.32. Es facil comprobar que si A, B, C son cédigos ciclicos con con-
juntos generadores I, J, I + J, respectivamente. Entonces, A *x B C C.

Lema 3.33 (Cota de Roos). [12, Theorem3] Sea I un conjunto de control para
un cddigo ciclico A con distancia minima dp,in(A). Si el conjunto J satisface

§J <tJ 4 dmin(A) —2 (3.6)
entonces, el cédigo con conjunto de control A+ B satisface que
dmin(A+B) > §J + dpmin(A4) — 1
Teorema 3.34. Sean s <t y I,J, K conjuntos de control tales que
tl=t+1,8J=t—s,8J=t—s, 4 K=s5+1y t K <t

Entonces el cédigo € con conjunto de control P = I + J + K tiene un
par t-localizador de errores (A, B) donde A, B tienen conjuntos generadores I y
J + K, respectivamente.

Para la distancia del codigo sabemos que si § I < 2t entonces, dnin(€) >
2t + 1. Ademds, el par (A, B) es t-corrector de errores cuando
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Demostracion. Veamos que (A, B) es un par localizador de errores para €.

1. Veamos que A * B C €+. Sabemos que H (I 4 J + K) es matriz de paridad
para €'y, por tanto, matriz generatriz de €+ entonces, I +.J+ K es conjunto
generador de ¢+. Concluimos aplicando la Observacién 3.32.

2. Veamos que k(A) > t. Efectivamente, k(A) =l =t+1>t.

3. Veamos que dmm(BL) > t. Consideramos el cddigo D con conjunto de control
J. Por la cota de Singleton, Proposicion 1.19, se tiene que:

dpinD)<n—(n—4J)+1=8J+1=t—s5+1
Y por la cota BCH, Teorema 2.52, se tiene que:
dpin(D) > 8T +1=t—s+1
Por tanto, d,,;n (D) =t — s + 1. Ademds el conjunto de control K cumple la
condicién (3.6) de la cota de Roos, es decir:
tK <tK+dpin(D)—2=6+1)+(t—-s+1)-2=t
Por tanto, aplicando la cota de Roos (Lema 3.33) se tiene que:
dpin(BY) = dmin(J+K) > § K+dpmin(D)—1 = (s+1)+(t—s+1)—1 = t+1.
Por lo tanto hemos comprobado que el par (A, B) es t-localizador de erro-
res. Veamos que si ff I < 2t, entonces también es t-corrector de errores.

4. Es decir, faltarfa comprobar que dpin(A) + dimin (%) > n. En primer lugar,
calculemos d;in (%) aplicando la cota de Roos (Lema 3.33). Tomamos el
c6digo D con conjunto de control J + K, entonces dy,in (D) > (t —s) + (s +
D+1=t+2.

Es facil comprobar que el conjunto de control I cumple la condicién (3.6) de
la cota de Roos, esto es, #1 <1+ dpin(D) —2 = (t+ 1)+ (t+1) —2 =2t
Por tanto,

dimin(C) = dpmin(I+J+K) > I +dpmin(D)—1 = (t+1)+(t+1)—1 =2t +1.
Concluimos utilizando la cota BCH reformulada (Lema 3.31) que

dimin(A)+dmin(€) = (n—4I+1)+(2t+1) = (n—2t+1)+(2t+1) = n+2 > n.
0

Corolario 3.35 ([7]). Consideremos s tal que dpin(€) > do+s=2t+1y que
verifica que s +1 < dg — 1. Definimos los conjuntos generadores I,J, K como,

I:{07172a'” 7t}7 J:{1327 at_s}’K:{jtha'” 7j8+1}

Entonces el codigo € con conjunto de control P = I + J + K tiene distancia
diin(€) > 2t +1 y ademds, (A, B) es un par t-corrector de errores cuando A,B
tienen conjuntos generadores I y J + K, respectivamente.
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The main goal of coding theory is to efficiently transfer reliable information between sender and receiver. We need codes with high
information rate, the algorithm used should have a high error correction capacity and the complexity of coding and decoding should be
low. An example of decoding algorithms are those that use error-correcting pairs (ECP). In this thesis degree we will characterize ECP
for cyclic codes, in particular for BCH and generalized Reed-Solomon (GRS) codes.

Decoder ‘

Message
o o
1

Encoder ‘D[ Channel ]D

T
. H 1

m= 0y m) = (¢ ey | y=c+e m
1

message codeword received estimate of
vector message

e= (e en)
error from
noise

Figure 1: The alphabet will be a finite set of letters, we use the finite field F, with q elements, and the code ¢ will be a finite set of words.
The original message m will be vectors in the space F and the codewords will be vectors in the space F;. The encoder will be a function
with [n, k|, parameters, Enc: Fs — F2 with k < n. The codeword is sent over the channel with noise in the form of an error vector e € F,
and we will receive a vectory = c+e with ce . The decoder will be a function Dec: F; — F% that retrieves the original message.

An [n,kl, linear code ' over the finite field F, is a subset of | Let be alinear code in F and A,B be linear codes in F2,. Then,
Fj of dimention k. A generator matrix for an [n,kl, code ¢ | (a,B)isa t-ECP for % if the following conditions hold:

is any k x n matrix ¢ whose rows form a basis for #. A par-
ity check matrix for an [n,k], code % is any (n- k) x n matrix MA*BcE+ | 3) dpin(BYH) >t

7€ such that 47" = 0. The dual code for an [n, k], code ¢ is 2) k(A d,: (A)+d (€)
@+ ={heF"|(h,c)=0,Yce%). The Hamming distance between @ k@t @) dninB) + dnin ) >

two vectors x and y, denoted d(x, y) is the number of coordinates ) ) )
where they differ. The minimum distance of a code ¢, d,,;.(¢),
is the minimum Hamming distance between any pair of different
codewords.Encoding. We can encode with the function: Letn=qg-1,1<k<nifa=(a,a, -, a,)¢€ Fy with a; # a;, Vi # j
Enc: F& — F) and if b= (by,by,--,by) € Fg with b; # 0, we define the evaluation
m — mYe?. map:

Decoding. Is a NP-complete problem. We can decode with the evap: Fglx] — F§
function: fx) — bx f(@)= (b f(a),baf (@),..., by f (@)

Dec: F! — F¥ :
y=cq+e - quc(y) G And we define GRS codes as
GRSi(a,b) = {evap(f) | f(x) € L}

2. Cyclic codes Proposition. Let ¢ = GRSi(c,d) with d,,;,(¢) = n—k+1. Let
o t= 2401 | and %+ = GRS, 4(c,d"). Then

Theorem The code ¢ cF,(x], is a cyclic code if and only if ¢ is A=GRS;;(c,d*) and B=GRS,(c,1)

an ideal of <§7'[f:>~ then, (A,B) is a t-error correcting pair for €.

Theorem (Fundamental theorem of cyclic codes) Let ¢ a

cyclic code, exists g(x) € ¢ that satisfies the following conditions:

1. g(x) is the only monic polynomial with minimal degree in %

2.4 =(gx) We define a BCH code with designed minimum distance & as a

3. g(x) divides x" - 1. cyclic code ¢ with set of zeros Z (%) = {8, **',---, "2 | B e
Fonh.

This polynomial g(x) is defined as the generating polynomial of

Z e define e chec)l:ngcilynomial of ¢=(g(n) as Proposition Let s such that d,,i,(¢) = do+s=2t+1 and s+1 < dp—1.

h(x) = —— = hg+ Iyx+...+ hyx. Let I,J,K generating sets such that,
8(x) I1={0,1,2,---,8}, J={1,2,---, t=s}, and K= {jy, jo,"*+, js+1}

We define the generator matrix and parity check matrix as | - .
Then the code ¢ with check set P = I+ J+ K have minimun dis-

@& - Gk 0 0 - 0 B by - by 0 - 0 ) .
I e 72 B tance d,i,(%) = 2t+1. Furthermore, let A, B codes with generating
S, Sl sets I and J + K, respectively. Then (4,B) is a -ECP for %.

00 = & & & - Gk 0 0 o By ey - By

REFERENCES: DUURSMA, |.M. Y KOTTER, R. (1994) Error-locating pairs for cyclic codes.
|IEEE Trans. Inform. Theory, 40, 1108-1121.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Julio, 2017
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