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Resumen - Abstract

Resumen

Esta memoria se ocupa del estudio de la fuerza de sustencion genera-
da por un fluido ideal, en ausencia de efectos viscosos, cuando éste
atraviesa un cilindro (“el perfil de ala”). El Capitulo 1 proporcio-
na una introduccion elemental a la mecdnica de fluidos. Los fluidos
ideales planos se revisan en el Capitulo 2 a la luz del andlisis com-
plejo. Se emplea la teoria de aplicaciones conformes en el Capitulo
8 para estudiar los fluidos a través de una clase especial de perfiles,
asi como las fuerzas de presion ejercidas sobre los mismos.

Palabras clave: Fluidos ideales, ecuaciones de Euler, aplicaciones
conformes, transformacion de Jukowski.

Abstract

This memory is devoted to the study of the lift force generated by an
ideal fluid past a cylinder (an “airfoil”) in absence of drag forces due
to wviscosity. Chapter 1 provides an introduction to fluid dynamics.
Ideal plane fluids are then revisited in the language of complex analy-
sis in Chapter 2. Conformal mapping theory is employed in Chapter
3 to study the flow past a special class of airfoils together with the
pressure forces exerted on such profiles.

Keywords: Ideal fluids, Euler equations, conformal mappings,
Joukowski transformation.
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Introduccién

El objetivo de esta memoria consiste en estudiar la fuerza de sustentacion
ejercida por un fluido ideal, cuando éste “atraviesa” un objeto cilindrico. La
seccion de dicho cilindro se denomina un “airfoil” o “aerofoil” pues dicho cilindro,
0 mas precisamente una versién convenientemente estilizada del mismo, juega el
papel del ala de una aeronave.

Para el estudio de la sustentacién aerodinamica es fundamental conocer
el entorno en el que se desarrolla el fenémeno, en este caso particular, el ai-
re considerado como un fluido no viscoso con densidad constante p. Para ello,
presentamos en el primer capitulo una introduccién a los fluidos ideales y a
los conceptos bésicos de la mecanica de fluidos. Introducimos el campo de ve-
locidades y la densidad, analizamos la presién y formulamos las ecuaciones de
Euler. Discutimos las nociones de circulacion, flujo y vorticidad asi como sus
correspondientes propiedades.

En el segundo capitulo ofrecemos una vision mas matematica de los fluidos
ideales en el plano, bajo la 6ptica de las funciones de una variable compleja. Sélo
se consideran los fluidos incompresibles e irrotacionales en régimen estacionario.
Introducimos la nocién de potencial complejo y definimos qué se entiende por
“flujo a través de un cilindro” que es la cuestion principal de la que trata el
trabajo (ver la Seccién 2.7). Caracterizamos completamente el flujo a través de
un cilindro circular.

En el capitulo tercero utilizamos la teoria de transformaciones conformes
para estudiar el flujo a través de cilindros de perfil general. El estudio se parti-
culariza después para la clase de perfiles que denominamos de Jukowski, de los
que extraemos los casos mas significativos. La memoria concluye introducien-
do la condicién de Jukowski y calculando la fuerza de sustentacién del flujo a
través de un cilindro con un extremo agudo. Las conclusiones se recopilan en los
Teoremas de Blasius y de Jukowski.
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Introduccion a los fluidos

Presentamos en este capitulo una introduccién a los fluidos ideales. Sirve
de complemento a los problemas que sobre fluidos planos consideramos en el
Capitulo 2. Por razones de espacio se han omitido las demostraciones de la
mayoria de los resultados.

1.1. Conceptos basicos

Un fluido es un medio continuo cuyo estado en una regién D C R3 en la
posicién x = (z,y, z) y el instante de tiempo ¢ viene descrito por su campo de
velocidades u(x, t) y su densidad p(x,t).

El campo de velocidades es una funcién

u:DxR—=R3(x,t) = (ur(x,1), uz(x, ), us(x,t)).

Si se librera una particula fluida en la posicién xg e instante tg, ésta seguird una
trayectoria descrita por la solucién de la ecuacién

dx
ar =) (1.1)
X(to) = Xq-

La curva v parametrizada por la solucién x(t) de (1.1), que es una 6rbita de la
ecuacion[8], se denomina como trayectoria fluida (o linea fluida).

En cuanto a la densidad p(x,t), la masa contenida en una regién 2 C D
(2 un volumen fluido) en el instante ¢ es:

m:/ p(x,t) dx. (1.2)
2
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En los siguientes capitulos trataremos fluidos planos. En ese caso, la region
D C R? y el campo de velocidades u : D x R — R2 u = (u(x,t),v(x,t)).
Un fluido plano se podria representar como un fluido espacial con tal que le
asignamos el campo de velocidades u = (u, v, 0).

1.2. Variaciones en la masa y el volumen

Suponemos que u = u(x,t) es una aplicacién al menos C!. El problema
(1.1) admitird una unica solucién x(t) que representamos por

X = w(t t07 XO)

donde para simplificar suele omitirse t3. Cuando u = u(x), la aplicacién ¢ se
llama el flujo de u. Aqui usaremos el término aunque u dependa de ¢. Si {2 es un
volumen fluido en ¢t = tg, éste se transforma por el fluido mediante la aplicacién:

er: DD,y ot y) = ei(y).

donde t > ty. El volumen inicial {2 se transforma en
2= @i(02) = {pi(y) 1y € 2}

Una herramienta 1til es la siguiente.
Teorema 1.1. (Liouwville) Supongamos que u = u(x,t) es Ct, sea ¢(t,y) el flujo
de la ecuacidn d—x =u(x,t), es decir, x(t) = ¢(t,y) define la solucion de (1.1)
con xg =y. Sea D(t,y) = Dyo(t,y) entonces:
i) @C(lto,y) =1

d
i11) d;t](y’ t) =div (u(p(t,y),t)J(y,t) donde J(y,t) = det (t,y). En particular,
J(y t) — eftto div (U(W(T:y),‘r)d'r.

Ahora estamos en condiciones de establecer la variacién del volumen (2,

Teorema 1.2. En las condiciones precedentes :

%(Vol () :/ div (u(x,t)) dx.

2

Estamos asimismo preparados para analizar como varia la masa encerrada
en 2; cuando {2; varia con el fluido.
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Teorema 1.3. Sea m(t) la masa encerrada en §2;. Entonces:
GO =)= [ (ot div (o) dx
£2¢

Resulta natural estudiar la variacién de magnitudes escalares o vectoriales
definidas por una funcién F(x,t) a lo largo de las trayectorias fluidas. Es decir,

la variacién con el tiempo de h(t) = F(p(t,y),t). Al derivar:
dh(t) aF
=D,F. . 1.
dt at (1.3)
Componente a componente:
dh, = OF; = OF;
— - = (u- . 1.4
dt ' g~ VB (L4

donde para una funcién escalar ¢, (u- V)¢ = V¢ - u es la derivada de ¢ en la
direccién u. Usando (1.3) y (1.4) se puede escribir

d OF

—(F(z(t),t)) = o + (u-V)F, (1.5)

en donde el operador (u- V) se entiende que actiia sobre F componente a com-
ponente.

Definicién 1.4. Se conoce (1.5) como la derivada material o derivada advectiva
F

Una consecuencia del Teorema 1.3, si reemplazamos p(x,t) por una funcién

regular f(x,t) es la siguiente:

de la funcién F(x,t) y se representa por

Teorema 1.5 (Teorema del Transporte de Reynolds). Si f(x,t) es una
funcion regular:

d [ (Df
dt( Qtf(x,t) dx) —/Qt (Dt + f-div u) dx.

El Teorema 1.2 sugiere la siguiente definicion.

Definicién 1.6. Un fluido con campo de velocidades u(x,t) se llama incompre-
sible si

div u(x,t) =0, xeD, teR.
Teorema 1.7. Supongamos que un fluido u es incompresible, entonces el volu-

men de los elementos fluidos (2; se conserva:

d
= (vol (£2)) =0,

mientras la variacion de masa m(t) encerrada en (2 tiene la forma:

D
0=, i
Qt
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1.3. La ecuacion de continuidad

Bajo la hipdtesis de que en el fluido no se crea ni se degrada la masa, sélo
se transporta mediante las trayectorias fluidas, vamos a deducir la ecuacién que
liga la densidad p(x,t) con el campo de velocidades.

De la conservacién de la masa se tiene que para todo elemento inicial (2:

m(t) = % (/Q p(x,t)) dx = 0.

| o+ v ap) dx =,
£2¢

Es decir,

y esto para todo t > tg. En particular, para t = tg:

[ (o div (o)), dx =0,
(%}

Como {2 y tg son arbitrarios en D y R, concluimos que:
pt +div (up) =0, Vxe D, teR. (1.6)

Esta es la primera de las ecuaciones implicadas el movimiento del fluido aun-
que refleja mas bien el principio de conservacién de la materia. Se denomina la
ecuacion de continuidad. Otra forma de escribirla es:

Dp .
Vo (div u)p = 0. (1.7)

Corolario 1.8. Si un fluido es incompresible, la densidad se conserva sobre las
trayectorias fluidas, es decir:

p(a(t),t) = p(xo, t0), ¥t = to,
donde x(t) = o(t, zo).

Un fluido se dice espacialmente homogéneo con respecto a la masa si
p(a,t) = p(t).

Corolario 1.9. Si un fluido es incompresible e inicialmente homogéneo, enton-
ces p(x,t) = ¢, para todo t >ty y x € D, donde ¢ es una constante.
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1.4. Variacion del momento lineal

Para una particula x(¢) de masa m, la cantidad de movimiento o momento
lineal se define como mx(t) = mv(t). La variacién de la cantidad de movimiento
es:

d . .
a(mx(t)) =mx(t) = ma(t),

donde a(t) es la aceleracién. La 2* ley de Newton establece que
d

k(1)) = T,

donde F es la resultante de las fuerzas que actiian sobre la particula x(t) en el
instante ¢.

En medios continuos es costumbre seguirle la pista a un volumen fluido {2,
en lugar de a una particula individual. El momento lineal de (2; se define como:

/ p(x, thu(x, t) dx,
24

que viene a ser la suma de los momentos lineales de las particulas fluidas que
forman (2;. Como se ve, el momento lineal es un vector. Combinando el Teorema
del Transporte (Teorema 1.5) y la ecuacién de continuidad (1.6) tenemos lo
siguiente.

Teorema 1.10. Sea F(x,t) una funcidn regular definida en D x R, u(x,t),
p(x,t) el campo de velocidades y la densidad, respectivamente, de un fluido en
D. Se tiene entonces que:

d DF
24 F dx | = = ax
di (/Qtp X) /Qtp a

Una consecuencia del Teorema (1.10) es que la derivada del momento lineal vale:
d Du
— dx | = — dx.
dt(/gtpu X) oDt

1.5. Fuerzas sobre §2;. Fluidos ideales

Sobre un elemento fluido 2; actiian varias clases de fuerzas. Unas, cla-
sificadas como fuerzas de largo alcance sobre (2;. Se definen a través de una
densidad de fuerzas b(x,t) por unidad de masa en x en el instante ¢. Un ejemplo
tipico es el campo gravitatorio al nivel de la superficie terrestre:

b(:]f,t) = —g-es,
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donde g = 9,8m - s72. La resultante F, de las fuerzas externas sobre el elemento

fluido (2, es:
F.= / p-b dx.
024

La otra clase de fuerzas que perturban (2; son las que ejerce el fluido que rodea
a {2; sobre (2;. Llamamos F; a la resultante de estas fuerzas que se denominan
de corto alcance.

En su forma de medios continuos, la 2* ley de Newton viene a establecer

que:
d
- d :Fe Fi7
it () =+

Du
p— dx:/ pb dx + F,.
/_Q,, Dt 024

Para las fuerzas de corto alcance introduciremos la hipétesis de fluido ideal
(también fluido no viscoso) que se substancia en la existencia de una densidad
escalar de fuerzas por unidad de superficie p(z,t) tal que, el fluido circundante
ejerce sobre un volumen {2 una fuerza puntual en xg € 92 dada por:

es decir:

—p(z,t) - n(x) ds,

donde n(z) es la normal unitaria exterior a 2 en x € 02 y ds es el elemento de
superficie”. Bajo esta hipétesis, la resultante F; de las fuerzas interiores ejercidas
por el fluido sobre el volumen 2; es entonces:

F;, = /{m —p(x,t) -n ds. (1.8)

Para un dominio 2 de clase C! y una funcién u € C'(£2), el teorema de la
divergencia establece que:

ou
n O0x;

dx = / u-n; ds, (1.9)
o0

donde n; es la componente i-ésima de n, la normal unitaria exterior a {2. Usando
(1.8) escribimos (1.9) en la forma:

F, = —Vp dx.
2

La segunda ley de Newton establece entonces que la variacién del momento lineal
vale:

* En algunos textos a esta nocién de fluido ideal se afiaden las condiciones de ser
incompresible y tener densidad constante, ver [1].
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9 (/ pu dx) :/ (=Vp+ pb) dx,
5t 2 2

D
/pihki/FW%WMx (1.10)
o, Dt 0

Como {2 y t son arbitrarios, la igualdad vale para t = tg donde {2, = (2. La
arbitrariedad en la eleccién de {2 implica:

es decir:

u
— =-V b. 1.11
P Dr p+p (1.11)
Tanto (1.10) como (1.11) son las ecuaciones del balance del momento lineal. La
ecuacién (1.10) es la forma integral, mientras que (1.11) es la forma diferencial.

Colectivamente:
dp | ..
— 4 div (pu) =0

ot (1.12)

Du
— =—-Vp+pb
th prp

conforman las ecuaciones de Euler para un fluido ideal. Son cuatro ecuaciones y
cinco incégnitas: p, p y las tres componentes de u.

1.6. Fluidos incompresibles y fluidos isentrépicos

1.6.1. Fluidos incompresibles

En fluidos ideales la hipétesis incompresible (Definicién 1.6) permite cerrar
las ecuaciones de Euler para tener un sistema de 5 ecuaciones con 5 incégnitas:

u
pt + div (pu) = 0; Por = —Vp+pb; divu=0.

Rememoramos ahora el teorema de las fuerzas vivas. Para una particula x(t) €
RY sometida a un campo de fuerzas F(x, t), la energfa cinética Ff en el instante

t es:

Exe(t) = gmix(0)?
de donde: JE
K . . .
K = mx(t) - x(t) = F(x,1) - X(t).

Si observamos que el trabajo W de F a lo largo de la trayectoria entre los
instantes tg y t es:

W(t) = / tF(x7t) dx = / tF(x(T),T)X(T) dr,

to tO
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entonces:
W (t) = F(x(t), t)x(t) = Ex =W.

Este es el enunciado del teorema de las fuerzas vivas.
En un fluido, la energia cinética del elemento (2; es:

1
Fx :/ —plul? dx.
0, 2

Su variacién instantdnea es:

. 1 D Du
F = —p— 2) dx = — dx.
X /thpmaun x /quDt x

Usando la ecuacién para el momento lineal

Ex= | (=Vp-u+pb-u)dx= [ (=div (pu)+ pb-u) dx
L .

:/ —p-nuds+/ pb - u dx,
082 24

donde hemos usado el teorema de la divergencia y que div u = 0. En (1.13) Fx
se identifica con dos términos que tienen el sentido de la variacién instantdnea
del trabajo realizado sobre §2; por F; y F.. Por tanto, cuando el fluido es in-
compresible tenemos una situacién familiar al teorema de las fuerzas vivas para
una particula.

1.6.2. Fluidos isentrépicos

Un fluido ideal es isentrépico” si existe una funcién w(z,t) (la entalpfa)
tal que

1
Vw = —Vp,
p

donde p(x,t) es la densidad. Obsérvese que un fluido ideal donde la densidad
es constante, es insentrépico. Por ejemplo, un fluido incompresible con densidad
inicial constante. Por otra parte, el fluido es isentrépico si satisface una ecuacién
de estado del tipo:

p=(p). (1.14)

(la presién es una funcién dada de la densidad). En este caso se puede tomar:

w:/m@@)w, (1.15)

o z

* Terminologfa heredada de la termodindmica. Significa “misma entropia” o “entropia
constante”.
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en donde @ se supone suficientemente regular. Para los gases la relacién (1.14)
suele tomar la forma:
p=4p", v=1,

donde A > 0 es una constante.
Cuando el fluido es isentrépico y se da una relacién de estado como (1.14)
las ecuaciones de Euler son:

Du
+ div =0 —=—-Vw+b
pt +div (pu) = 0; " w ,

donde al depender w de p eliminamos la presién gracias a (1.14) y (1.15).

1.7. Teorema de Bernouilli

Se dice que un fluido es estacionario o que esta en régimen estacionario si
su campo de velocidades u no depende de t.

Teorema 1.11 (Teorema de Bernouilli). Supongamos un fluido ideal y es-
tacionario sometido a una densidad b de fuerzas exteriores que deriva de un
potencial:

b(z) = -VV(x).

a) Si el fluido es incompresible, con densidad constante py entonces:

P

" +V(z), (1.16)

1 2
§|u| +

se conserva sobre las trayectorias fluidas.
b) Si el fluido es isentrdpico con entalpia w(x) entonces:

Lo
Slul? + (@) + Vi),

se conserva sobre las trayectorias fluidas.

Nota. Siu(z,t) es incompresible y la densidad es inicialmente constante, p(x,0) =
po entonces resulta que (Corolario 1.9) p(x,t) = py. Luego la hipdtesis sobre p
en a) equivale a que p(z,t) sea inicialmente constante.

1.8. La presiéon en las ecuaciones: el caso incompresible

Explicamos a continuacién cémo la presién p puede desacoplarse de la
velocidad u en el caso incompresible.
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Teorema 1.12. Sea D C RN una dominio acotado reqular, w € CH(D,RY) un
campo dado. Entonces existenu € C1(D,RY), ¢ € C*(D,RN) 4inicos (p mddulo
una constante) tales que:

w=u+ V¢ en D, divu=0 enD, u-npp =0.

Demostracion (Esbozo de la prueba). Tomando divergencias en la primera ecua-
cién y usando la condicién de contorno obtenemos el problema de Neumann:

A¢p =divw en D, V¢ -njpp =w-n,

que admite una dnica solucién (omitimos los detalles) gracias a la condicién de

compatibilidad:
/ divw = W - n.
D oD

El Teorema 1.12 permite introducir la aplicacién lineal

P: CY{2,R?) — X
w — Pw=u

donde w = u+ V¢, X = {w : div w = 0}. Por tanto I — P : C}(2,R3) = Y,
Y ={Vé¢:¢ e C2)}, donde I es la aplicacién identidad.

Consideremos entonces un fluido incompresible (con densidad constante)
cumpliendo las ecuaciones de Euler:

Ou 1

—_— v = _7V — v‘/’ d' == 0.

ot + (uV)u p” D ivu

Como u - n = 0 entonces div u; = 0, u; - ngp = 0 y se tiene que Pu; = uy.
Aplicando P a las ecuaciones de Euler y notando que P(V¢) = 0 obtenemos la
ecuacion de evolucion:

u; = —P{(uV)u},
donde no aparece la presiéon. Aplicando () = I — P a las ecuaciones de Euler
resulta:

Q{(uV)u} = —~Vp— vV,
Po

pues Q{V¢} = V¢. Calculando u en la primera ecuacién obtenemos la presién
p de la segunda ya que Q{(uV)u} = V¢ para alguna funcién ¢.

Observacion 1.13. Debe subrayarse que la discusion de la resolubilidad de la
ecuacién para u es una de las cuestiones mas delicadas de la teoria.

En el siguiente capitulo volvemos a tratar el papel de la presion en el plano.
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1.9. Vorticidad

Definicién 1.14. La vorticidad @ de un fluido u(x,t) se define como:
w=VXxu=rot u.
Se dice asimismo que u es irrotacional en un dominio D C R® siw =0 en D.

Para fluidos planos u = (u,v,0), W = (v, — uy)es y se adopta el nimero
w(z,y,t) = vy — uy como vorticidad. Por tanto, para fluidos planos la vorticidad
es un escalar.

A los efectos de interpretar @ observamos que la matriz jacobiana Du(x, t)
de u en (x,t) se puede descomponer en la parte simétrica y antisimétrica:

1 1 1 1
Du= ~(Du+ Du") + -(Du—Du') = =S+ - A.
2 2 2 2
La accién de A sobre y como aplicacién lineal se puede escribir en la forma:

0 —w3 W2 Y1

1 1 1_

*Ay = — ws 0 —w1 Y2 = -w XYy.

2 2 2

—wy w0 Y3
Sea (xq, tp) un punto fijado, ug = u(xg, tp). Para analizar el comportamiento de
la linea fluida que pasa por dicho punto y valores préximos al mismo introduci-
mos:
(t) = y(t) — zo.

que substituyendo en la ecuacion nos lleva a :
1 1
Y =uo+ 35Sy + Ay tollyl)  (x,1) ~ (xo.t0),

donde Ay = w(xo, tg) X y. Nos podemos hacer una idea del efecto de este término
si analizamos por separado las soluciones de la ecuacion:

2 =w(xg,t0) X 2.

Estas describen 6rbitas circulares que giran con velocidad angular |@| alrededor
de la recta que pasa por (0,0,0) y tiene direccién w(xzg,ty). Para comprobarlo

w
se toma una base ortonormal {e1, ea,e3} donde e3 = — y tal que e; X ez = eg,

=
e3 X e1 =egy ea X eg = e1. Se escribe:
z = aej + bes + ces,
y entonces las componentes a, b, c cumplen:
a=—l@lb  b=|@la é=0.

Esto prueba la afirmacién.
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Definicién 1.15. Dada una curva cerrada C, C' a trozos, parametrizada por
v(0),0 <o < L, la circulacion k de u(z,t) alrededor de C es:

L
k= [ a0 ay = [Cutsie).000) dr

Nota. Es consecuencia del teorema de Stokes que la circulacién x de u alre-
dedor de cualquier curva C se anula en toda regién D donde la vorticidad sea
idénticamente nula.

Teorema 1.16 (Teorema de Kelvin). Si u(x,t) es isentrdpico (o incompre-
sible con p = po), sin fuerzas exteriores o fuerzas exteriores con densidad con-

servativa, entonces:
Ky = / u dy,
Ce

permanece constante en el tiempo, siendo Cy = p4(C).

La prueba se apoya en el siguiente lema.

Lema 1.17.

Definicién 1.18. El flujo de un campo ®(z,t) a través de una superficie S en
la direccion de n, donde n es un campo normal a S fijado, se define como:

/ &(z,t) -1 ds,
s

donde ds es el elemento de drea.

Corolario 1.19. Dada una superficie S, representamos S; = ¢(S) su trans-
formacion por el flujo p. Si el fluido satisface las hipdtesis del Teorema 1.16

entonces:
/ w(x,t) -nds=c,
St

con ¢ una constante.

1.9.1. Superficies de vorticidad, curvas de vorticidad

Definicién 1.20. Se dice que una superficie S es de vorticidad si w(z,t) -n =0
para cada x € S. Una curva C es de vorticidad (linea de vorticidad) si su vector
tangente en cada punto x es paralelo a W(x,t).
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Observacion 1.21. Si para t fijo consideramos la ecuacién:

dx

do
las superficies de vorticidad son aquellas que son invariantes frente al flujo de
esta ecuacién mientras las lineas de vorticidad son sus orbitas.

=w(z,t),

Teorema 1.22. Si u(z,t) es isentrdpico (equivalentemente, incompresible y
p(x,t) = po) las superficies de vorticidad se mantienen por el flujo.

Corolario 1.23. Siy es una curva vorticial sin puntos singulares del rotacional
y e = oi(y) entonces v es una curva vorticial.

Demostracion. Una curva y(o) de vorticidad en ¢ = ¢ verifica:
y(o) =v(o)w(y(o),ty), o€ l.
Reparametrizando:
y(r) =w(y(r),to), 7€J. (1.17)

Luego y(7) parametriza una érbita v del campo @(+,tg). Localmente v = {y(7) :
7 € J} se escribe como:

$1(y) = a1
P2(y) = ca,

donde ¢1, ¢o son integrales primeras de (1.17) que son superficies vorticiales. Si
en un entorno de v, v = 81 N Sa, entonces v = (S1): N (S2): que son superficies
vorticiales, luego 7; serd una curva vorticial.

Ahora probamos que el flujo (z,t) del fluido transporta el vector densidad

w
de vorticidad w* = —.
p

Proposicion 1.24. Para fluidos isentrépicos bajo campos de fuerzas exteriores
conservativos (o incompresibles con p = cte)

Dw*

— — (W - V)u=0,

Dt ( )

W'(z,t) = Dyo(t,y)w*(to,y) ==t y).

Observacion 1.25. El término (* - V)u se lee mucho mejor en la forma Du @*,
es decir la matriz Jacobiana de u actuando sobre w*. Asi, se tiene que z(t) =
w*(x(t),t) es solucién de la ecuacién variacional asociada a u sobre la solucién
x(t) = ¢(t,y):

% = Du(p(t,y),t)z.
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1.9.2. Fluidos planos

En fluidos planos:
u= (u7 U? O)’

el vector vorticidad es:
w=w:-es.

Bajo las condiciones de la Proposicién 1.24:

Do Dw uz Uy O [0
E:ﬁe;g: Uw'UyO O :083
0 00 w

Luego, en fluidos ideales planos bajo la condicién incompresible y densidad cons-
tante la vorticidad permanece constante sobre las lineas fluidas.

1.9.3. Tubos vorticiales

Fijamos una superficie S C R3, una curva cerrada C C S y suponemos que
la vorticidad w es transversal a S (podemos asumir que C es el borde de S y asi,
que S es una variedad o superficie con borde). Si fijamos t( e integramos

d
(TZ =@y, o) (1.18)

obtenemos un flujo ¥ (s, x) = s (x).
El tubo vorticial X generado por S es la superficie (variedad) vorticial
generada por las érbitas de (1.18) a través de C:

Y ={ys(x):ze€C, sel,},

donde I, C R es un intervalo que podria ser finito en algunos casos. Supondremos
I, = R por simplicidad.

Teorema 1.26. Sea X' un tubo vorticial fijado en un fluido isentrépico. Sean
asimismo Cy,Cq dos curvas cerradas que lo rodean y tienen la misma orientacion.

FEntonces:
/ udx:/ u dx = K,
Cl C2

donde k es una constante que sélo depende del tubo.

Observacion 1.27. La constante k es la intensidad del tubo y se preserva con las
lineas fluidas.

Nota. El teorema no reporta informacion en el plano. La vorticidad es w = w-e3
y el flujo ¥ asociado a @ deja las curvas planas 7 y su circulacién invariantes.
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1.9.4. Vorticidad y fluidos ideales

Supongamos que D C R? es un abierto simplemente conexo y acotado.
Consideremos un fluido ideal e incompresible u(x,t), con densidad constante,
definido en D que satisface la condicién de contorno (de deslizamiento) en 9D:

u(x,t) -n(x) =0 vx € 0D, t e R. (1.19)

Vamos a probar que las ecuaciones de Euler (1.12) para u se pueden substituir
por una sola ecuacién para la vorticidad w.
Nétese en primer lugar que la vorticidad w cumple (Seccién 1.9.2):

wi + (u-V)w = 0. (1.20)

El objetivo es expresar u en términos de w.
De la condicién de incompresibilidad resulta la existencia de una funcién
Y(x,t) tal que:
u = Py (x,1) v = —,(x,1).
Es la que llamaremos més tarde funcién de corriente del fluido (Seccién 2.6).

Sean g(s) = (g1(s), g2(s)) una parametrizacién del borde 9D y ¢ € R un
valor fijado. Se tiene que:

d

25 (((5). 1)) = ¥ (9(s), 1))91(s) + 4 ((s), 1)) g2(s)

= 95(s)u(g(s),t) + (—g1(s)v(g(s), ) = pu(g(s), ) - n(g(s)) = 0.

Entonces ¥ (x,t) = ¢(t) para todo t € Ry x € dD. Reemplazando 9(x,t) por
¥(x,t) — ¢(t) obtenemos una nueva funcién de corriente ¢ que se anula en 9D.
Dicha funcién de corriente i resuelve el problema de Dirichlet:

—AY=w en D
=0 en 0D.

Como tal solucion es conocido que:

vixt) = | Geeyyty.o ay.

donde G es la funcién de Green del problema (v. [9]). La identidad se puede
escribir en la forma:

d)(xa t) = g(w('ﬂ t))(X),

o més brevemente 1) = G(w), El segundo miembro hace uso de todos los valores
de w(+,t) en D y por eso se llama un operador “no local” de w.
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Usando la ecuacién de conservacién de la vorticidad (1.20) concluimos que
la vorticidad resuelve el problema de valor inicial:

{wt + (u(w) - V)w =0

W|t=0 = Wo,

en donde:

u(w) = (9,G(w), =0:G(w)).

Dicho problema substituye al correspondiente para las ecuaciones de Euler (1.12)
y constituye un problema de tipo no local. La tltima relacién materializa el paso
inverso que da u en términos de la vorticidad.

Observacion 1.28. Se tiene que w = 0 es una solucién trivial de la ecuacién.
En ese caso ¥ cumple —Ay) = 0, ¥» = 0 en 9D con lo que u = 0 si D es un
dominio acotado. No hay movimiento y la dinamica es trivial. Esto ocurre si D
es simplemente conexo e inicialmente no hay vorticidad, e. d. wg = 0. Si D no
es simplemente conexo esto no es cierto como veremos en el siguiente capitulo.

Observacion 1.29. El grupo

Wy Wy

Va Py

es el determinante Jacobiano de la transformacién (w, ). Para las soluciones
estacionarias w(z, y) de la ecuacién de la vorticidad (1.20) se cumple:

J(w, ) = 0.

= J((JJ, ,l/})’

(u- V)w = uwy + vwy = Yywy — Ypwy =

Esto significa que para estados estacionarios del fluido, la vorticidad w y la
funcién de corriente i dependen funcionalmente una de la otra.
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Fluidos en el campo complejo

2.1. El campo de velocidades complejo

Un fluido plano y estacionario viene determinado por una funcién vectorial
de dos variables espaciales x, y o lo que es equivalente, por una funcién compleja

w = u+1v,

con u = u(z,y), v = v(z,y), donde (z,y) € G C C es un dominio del plano
complejo cuyo complementario F' = G°¢ es impermeable, es decir, el fluido no
circula por F. Las lineas fluidas son las soluciones de:

T=u
y=v,

que pueden observarse como curvas integrales de un campo en R? sin més que
anadir la ecuacién 2’ = 0.

2.2. Circulaciéon y flujo
Supongamos que
A=A(s) =z(s) +iy(s) 0<s<L

parametriza una curva de Jordan C! a trozos C y orientada positivamente, en
donde s es la longitud de arco. Sus vectores unitarios tangencial y normal son,
respectivamente:
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es decir,
7(s) =a'(s) +iy'(s), w(s) =y'(s) —iz'(s),
De hecho v(s) es la normal unitaria exterior al dominio encerrado por C.
Observamos ahora que dados dos nimeros complejos 21, 22

%(2122) = <Zl,22> (21,0) X (2’2,0) = %(2122)83.
Asi, las componentes tangencial y normal de la velocidad w son:
wy, = (w, ) = R(WT) w, = (w,v) = N(wv).

Considerando nuestro fluido como tridimensional con campo de velocidades u =
(u,v,0) y lo propio con C, de la Definicién 1.15 se tiene que la circulacién x de
u alrededor de C es:

L L
m:/ wr ds:/ (w, T) dS:/udx—i—vdy.
0 0 c

Por otro lado y de acuerdo a la Definicién 1.18 el flujo de un campo de
velocidades (N-dimensional) a través de una superficie S C R en la direccién
de la normal unitaria v es:

/ u(-,t) -7 do,
s

magnitud que coincide con el caudal a través de S en el instante ¢. Si g(s)
parametriza S, el flujo es;

/ u(g(5)7t) . (gsl X X gsN_l) dsq ...ClSN_l7
U

donde U c RV~1! es el dominio de pardmetros.
Para la superficie tubular S C R? de ancho a dada por S = C x (0, ), el

flujo es:
a L L
/ / (u,v,0)(r(s),0) ds dt = a/ w, ds.
0o Jo 0

En efecto, obsérvese que en la superficie tubular podemos tomar pardmetros
(s,t), parametrizarla en la forma x = g(s,t) := (z(s),y(s),t) y que entonces:

g9s=(7(5),0)  ge=(0,1)  gsxg:=(v(5),0).

Por eso al factor:

L L
/ w,,ds:/(w,u)ds:/udy—vdm:/—vdx—i—udy
0 0 c c

se le llama el flujo del campo plano w a través de C.
A efectos de cédlculo, puede ser de interés la siguiente propiedad. Alli w =
u — v denota el complejo conjugado de w (y no w observado como vector).



2.3 Fluidos irrotacionales, fluidos solenoidales 19

Proposicién 2.1. Sean a y 8 la circulacion y el flujo, respectivamente, de un
campo w = u + v alrededor de una curva C con parametrizacion arbitraria.

FEntonces se tiene:
a+if = /w dz,
C

az?R(/dez) B:%(/dez).

2.3. Fluidos irrotacionales, fluidos solenoidales

es decir:

Sea G el dominio de un fluido plano w € C*(G, C). Diremos que el fluido

es irrotacional en G si:
/wT:/udac+vdy:0,
c C

para toda curva de Jordan C C G con interior Int(C) C G.
Diremos que el fluido es solenoidal si:

/w,,z/—vdx—i—udyzo,
c c

para toda curva de Jordan C C G con interior Int(C) C G.
Usando la férmula de Green tenemos:

/ud:r+v dy:// (Ve — uy) dady,
C Int(C)

mientras que si u = (u,v,0) se tiene:
rot u = (v, — uy)es.

Asi, la definicién de irrotacional en el caso plano es coherente con la Definicién
1.14.
Por el mismo argumento:

/ —vdr+udy= // (ug + vy) dady,
C Int(C)

Como C es una curva de Jordan arbitraria, la condicién solenoidal se lee:
divu=0 u = (u,v,0),

y se observa que la definiciéon dada no es sino la versién plana de fluido incom-
presible (Definicién 1.6).
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Teorema 2.2. Sea G un dominio de C. La condicion necesaria y suficiente para
que w sea irrotacional en G es:

uy(m,y) = vz(x’y) V(w,y) € G’ (21)

mientras que la condicion necesaria y suficiente para que w sea solenoidal en G
se lee:

ug(r,y) = —vy(v,y)  V(z,y) €G. (2.2)

Corolario 2.3. Un fluido G es irrotacional y solenoidal (incompresible) en G
sty solo st u y —v cumplen las condiciones de Cauchy—Riemann en G. Equiva-
lentemente, si ambas son armdnicas conjugadas en G o bien si u—iv define una
funcion holomorfa en G.

2.4. La presion

Un fluido estacionario con densidad constante py y en las condiciones de la
Seccion 2.3, e. d. incompresible e irrotacional, determina la presién p en términos
del campo de velocidades w (véase la Seccién 1.8).

En efecto, de las ecuaciones de Euler (1.12) resulta:

1
(wV)w=—-—Vp—-VYV,
Po

en donde se ha supuesto que el fluido estd sometido al campo de fuerzas —pyVV'.
Llamando:
(M,N) = (wV)w,

y en virtud de (2.1) y (2.2) dicho campo cumple las condiciones de integrabilidad:
M, = N,.

Por tanto ¢, = M, ¢, = N. Ahora:

1
br =ty tvuy = uty v, S p= (W + %) +9(y).

Usando la relacién ¢, = N se prueba que ¢ es constante y por lo tanto:

p:*%whw%*mw

donde hemos omitido la constante. Esta relacién —que concuerda con el Teorema
de Bernouilli— expresa la presién en términos del campo de velocidades. Es por
ello que p no estard presente en gran parte de la discusion que sigue.



2.6 Potencial complejo, potencial de velocidades y funcién de corriente 21

2.5. Puntos de vorticidad, sumideros y fuentes

Sean w = u+iv € C1(G) un fluido en un dominio G y 2 una singularidad
aislada de w, es decir punto zy ¢ G pero tal que B(zo, R) \ {20} C G para cierto
R >0.

Si el fluido es irrotacional en G entonces:

/wTds:ﬁ,
c

donde x no depende de la curva C con 2o € Int(C). Se dice en este caso que zg
es un vértice (o filamento de vorticidad) de intensidad &.
Andlogamente, si w es solenoidal el flujo

/wudS:m7
c

no depende de C con 2y € Int(C). Se dice que zp es una fuente si m > 0, un
sumidero si m < 0. En ambos casos la intensidad es |m|.

Tanto los vértices como las fuentes o sumideros zg han de ser “singulari-
dades” del campo de velocidades. Si por ejemplo fuese w = O(1) cuando z — 2
entonces w tendria una singularidad evitable en zy. Esto implicaria en ambos
casos que kK = 0 o m = 0, pues se puede hacer que la curva C tienda a zg.

. . c Lo
4 ) = 5V, ) =
Ejemplo 2.4. Si (u,v) 5 (05,0y), 8 = argz entonces tenemos un vértice de
™

intensidad ¢ en z = 0. Si (u,v) = 5=VInr, entonces z = 0 es una fuente o
sumidero, dependiendo del signo de ¢, de intensidad |¢|.

2.6. Potencial complejo, potencial de velocidades y
funcién de corriente

Teorema 2.5. Sea w = u + iv un fluido C* definido en un dominio G C C.
Supongamos que w es irrotacional y solenoidal en G y que D C G es un dominio
simplemente conexo. Entonces eziste una funcion f holomorfa en D, que es
unica modulo una constante, tal que:

f(z)=u—iv=mw. (2.3)
Llamando f(z) = ¢ + ity entonces:

(u,v) = Vo (—v,u) = V. (2.4)

Reciprocamente, si f(z) es holomorfa en G, entonces w = f'(z) define un fluido
irrotacional y solenoidal en G.
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Demostracion. Si fijamos zg € Dy I'(z9,z) C D una poligonal de zyp a z € D
de lados paralelos a los ejes, la funcién:

f(z)= /F(ZO’ )(u — ) dz, (2.5)

cumple las propiedades enunciadas.

Observacién 2.6. La funcién f en (2.5) esta bien definida porque D es simple-
mente conexo. Por otro lado en los casos del Ejemplo 2.4 se tiene que:

f(z)zi,lnz & f(z):%lnz7

21

respectivamente.

Definicién 2.7. Toda funcidn holomorfa f = ¢ + iy cumpliendo (2.3) se deno-
mina un potencial de velocidades complejo de w en D. Las funciones reales ¢,
¥ se denominan el potencial de velocidades (real) y la funcidn de corriente del
fluido en el dominio D.

Observacion 2.8. Si w es un fluido como en el Teorema 2.5, g = w es holomorfa
en (G. Sin embargo, si G no es simplemente conexo, g no tiene por qué admitir
una primitiva global f en G, como muestra el ejemplo g = X en C\ {0}. En este
caso f, tal como estd definida en (2.5) es una aplicacién multivaluada en G.
Observacidn 2.9. Las singularidades aisladas (vortices, fuentes o sumideros) de
un fluido irrotacional y solenoidal w estan asociadas a singularidades aisladas o
a puntos de ramificacién del potencial complejo f.

En virtud de (2.4) las lineas fluidas son las soluciones de:

= = —
, oo 6 , Yy 2= f(z). (2.6)
Y =y Y = e
El primero es un sistema gradiente, el segundo un sistema Hamiltoniano ([8]).
En particular, las érbitas descritas por las lineas fluidas satisfacen:

Y(z,y) = c,

con ¢ una constante, razén por la que ¥ se llama la funcién de corriente.
Una reformulacién de la Proposicién 2.1 es como sigue.

O~

Proposicién 2.10. Sea f el potencial complejo de un fluido w = u + iv. En-
tonces su circulacion y flujo a y B, respectivamente, a través de una curva C
son:

a—i—iﬁz/éf(z) dz,
es decir a =R ([, f'(z) dz), B =S ([, f'(2) dz).
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Objetos deslizantes en el fluido

Trataremos con fluidos w irrotacionales y solenoidales no viscosos. Los
objetos deslizantes del fluido tienen la forma F' = G¢ donde G es el dominio de
w. Supondremos que w se extiende hasta JF. Admitiremos en ese caso que OF
estd formada por érbitas de lineas fluidas. En términos de la funcién de corriente
esto equivale a que 1 es constante sobre cada componente de OF'. El significado
de esta hipdtesis es que el fluido resbala sobre OF, es decir, el objeto no ejerce
fuerzas de resistencia (“drag forces”) sobre el fluido.

Si una componente de JF es compacta cabe la posibilidad de que exista
mas de una Orbita fluida en dicha componente. En ese caso también existiran
puntos de equilibrio del campo w en OF.

Definicién 2.11. Un punto de remanso (“stagnation point”) z* € G del fluido
w es aquél donde w = 0.

Si el fluido w es irrotacional y solenoidal y z* es un punto de remanso
tal que f”(z*) # 0, donde f es un potencial complejo definido en D(z*, R),
se dice que z* es no degenerado. Esta definicién es coherente pues f siempre
estd definido en un tal disco (médulo una constante). Para la nocién de punto
de silla de la propiedad siguiente nos remitimos a [8].

Proposicion 2.12. Los puntos de remanso no degenerados de un fluido w irro-
tacional y solenoidal son siempre puntos de silla.

Demostracion. Basta con observar que a la vista de (2.4) se tiene que:

Ug Uy

=—|Vul* <0 z=2z"
Vg Uy

Supongamos que z* es no degenerado. Vamos a interpretar el comporta-
miento de las lineas fluidas cerca de z*. Rotamos coordenadas introduciendo
¢ =€z y (2.6) toma la forma:

(=e@fe?)) = (=f(0),

F©) = £ = F=5) + 50— ¢ +ollc ~ )

cuando ¢ — (*, ¢* = €'®2*, donde A\ = e~ 2% f”(2*) se puede suponer positivo
con tal de elegir ¢ adecuadamente. Llamando z; = ¢ — (* y despreciando el
término o(]z1]) el comportamiento de las lineas fluidas cerca de z* viene dado
aproximadamente por el comportamiento de las 6rbitas de:

Zi = A7y, (27)
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cerca de z; = 0 (recuérdese que A € R). La ecuacién simplificada (2.7) tiene
potencial complejo %z% (21 = x + iy) cuya funcién de corriente es:

Y(r,y) = Azy.

Las lineas de nivel (hipérbolas) describen el tipico comportamiento de las érbitas
en las proximidades de un punto de silla ([8]).

2.7. Fluido a través de un cilindro circular

Estudiamos ahora el siguiente problema. Dado un objeto compacto F' C C
se busca un fluido irrotacional y solenoidal w en G = F¢ (no se descarta que
w se extienda de forma regular hasta OF y mds alld) que cumpla las siguientes
propiedades: i) w(z) - W = U + iV cuando z — oo, ii) w resbala sobre OF, es
decir OF estéd formado por orbitas fluidas.

En términos de funciones holomorfas se trata de hallar g € H(G) tal que:

i) lim, 0 g(2) = W.

ii) El campo g¢(z) es tangente a F incluyendo la posibilidad de que existan
ceros de g en OF.

Para una tal g diremos que w = g es un flujo (o un fluido) a través del cilindro
F .

En aerodindmica F se denomina un “aerofoil” o “airfoil” (en castellano
“perfil alar”) y representa la seccién del ala que es el principal elemento susten-
tador de una aeronave. Interpretando el fluido en R?, F' da lugar a un cilindro
de seccion F. En lo que resta de capitulo nos ocupamos unicamente de cilindros
circulares donde F' = D(0, R). Dejamos para el Capitulo 3 el andlisis del caso
general. Procederemos ahora presentando un ejemplo y analizaremos después el
caso general de flujo a través del cilindro circular.

2.7.1. Primer ejemplo

Fijamos W = U + iV = |[W|e!® e introducimos la funcién de Jukowski

(véase la Seccién 3.2):
9(z) =5 =+ )

La circunferencia |z| = 1 se transforma mediante g en [—1, 1] recorrido dos veces.

Su parte imaginaria es cero sobre |z| = 1. Asf la parte imaginaria de

i R*W
z

= (U—iV)HR?@,

£(2) == 2|W|Rg <6 Z) =Wz +
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es nula en |z| = R. Ademds f cumple:

lm f'(z) = W,

zZ—00

y el fluido buscado es:

w

w=f'(z) =W — Rgz—z.
Los puntos de remanso (donde f/(z) = 0) son:
2z = +Re™.

Por otro lado:

RQ
f(z)=Uz+Vy+i(-Vae+Uy)+ F[Um +Vy+i(Ve —Uy)] = ¢ + i1,

olay) = -+ vy) (14 55)

Y(x,y) = (=Va+Uy) <1 - ];22) :

Como U +iV = |W|e!® la curva de nivel Cy, 9 (z,y) = ), para el caso a = 0 es:

2
Uy<1—];2>:)\.

Es simétrica con respecto al eje y, mientras (x,y) € Cy si y sélo si (z, —y) € C_j.
Por eso nos limitamos al rango 0 < 6 < g en coordenadas polares:

BN AL
P p2 )  Usenb’

El primer miembro (=: G(p)) es creciente en p > 0, mientras G(p) ~ p en el

infinito. Entonces 5 1
=G ' Z =: H(0
p (U sen@) (©),

A1
U sen 6

es decreciente en 6 con H () ~ cuando 6 — 0. Asf:

(z,y) = HO)e? - c0+i0 &  (z,y) = H(0)e" — iG™! <[)}> 7

cuando § — 0y @ — 7/2 respectivamente. Esto describe con detalle la geometria
de las lineas fluidas, cuyas drbitas son las curvas Cy, en el caso a = 0 (Figura
2.1).
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Nétese que la linea de nivel cero contiene més de una 6rbita (entre ellas
los puntos de remanso y la curva |z| = R).

Para el caso general o # 0 se observa que el potencial f(z) = ¢(z) +
ih(2) = fo(e™™z), donde fo = o + i) es el correspondiente a o = 0. Como
P(2) = Po(e™*2) se tiene:

ze{y=2A} & z € e"*{ahy = A},

y las lineas fluidas del caso general se deducen rotando un angulo « las del caso
a=0.

0 5 5 &J 2 3 4

Figura 2.1. Lineas fluidas entorno al cilindro

2.7.2. Segundo ejemplo

Admitimos ahora que existe g € H(G), G = D° donde D = D(0, R), tal
que lim, o, g(z) = W = U — iV y g(z) es tangente a dD. Basados en este
supuesto vamos a encontrar un segundo ejemplo de flujo a través del cilindro
F=0D.

De las hipdtesis de holomorffa en el infinito que deriva de que g(z) — W,
cuando z — oo, deducimos que

9(2) =W+ 4 S+t (2.8)

donde la serie converge absoluta y uniformemente en principio para |z| > p > 0
y después, por prolongacién analitica, en |z| > R.

Tomaremos In z la rama principal del logaritmo con dominio C\ (—o0, 0].
De (2.8) se deduce que una primitiva f(z) ha de cumplir (médulo una constante):

[ee]

=Wz—|—a11nz—z

n=1

Ap+41
nz"

- > —Qp
= 1 —_—
fz)=Wz+a nz+§2(n_1)zn_1
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La hipdtesis de que w sea tangente a C la expresamos de la forma:
Yv=8f=c oD, (2.9)

con ¢ una constante real. Esta tltima condicidon nos va a permitir no sélo encon-
trar un candidato, sino caracterizar el potencial de velocidades para todos los
flujos a través del cilindro circular.

Usando coordenadas polares z = re'”, coeficientes a,, = A,, +1B,, y que la
serie converge absoluta y uniformemente hasta |z| = R, tenemos:

0

o

Bn+1 An+1
= r(~V cosO+U +(A10+ B Inr) -y 2L 2t sennd.
P(r,0) =r( cos 0 senf)+(A10+By1lnr) - cos nb s sen nf

n
n=1

Para que (R, 0) = ¢, ¢ constante basta con tomar a,, = 0 paran > 3, A; =0
(de lo contrario, ¥ (R, #) no es 2r—periédica en 0) y ag = —R*2(U+iV) = —R?*W.
Asi, un candidato a potencial de velocidades en C\ (—o0, 0] es:

2

— R“W
f(z)=Wz+iBylnz+ po

Tenemos por tanto una familia uniparamétrica de potenciales de velocidades y
sus correspondientes campos

.Bl 2
=) =W — R2—. 2.10
w=TE =W it R (210)

Si notamos que

/f’(z) dz = =27 By,
c

resulta que f/(z) tiene circulacién

K= afe(/cf') — _27B,.

El campo se puede entonces parametrizar por su circulacion « a lo largo de
cualquier curva de Jordan C! a trozos v cumpliendo dD C Int(y), en la forma
siguiente:

FG) = Wet 2zt 12 (2.11)
211 z
o en términos de su derivada:
— w
9(2) =W+ —— —R2- (2.12)

2miz 22’
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2.7.3. Caracterizacion del flujo través del cilindro circular

Teorema 2.13. El dnico flujo a través del cilindro D con circulacion k alrededor
de 0D wviene dado, mddulo una constante, por el potencial complejo:

_ W
£(2) :Wz+%lnz+R27. (2.13)

Demostracion. Sea fi el potencial de velocidades en C \ (—o0,0] de un flujo a
través de D. Entonces, por analiticidad en el infinito:

IOEFHOED B3
k=1

donde la serie converge absoluta y uniformemente en |z| > R. En particular, la
funcién

oo
Ck
AR S
1) gkt
= (k—1)z
es holomorfa en {|z| > R} U {cc0}, de hecho con valor cero en el infinito y por
tanto acotada.
Por otro lado, como f; tiene circulacién ~ alrededor de 9D resulta:

§R< f/—f{>=0 = S(e1) =0 c1 €R.
oD
Escribimos ahora:
f—fh=co+talnz+h(z)=¢+i.
En coordenadas polares:

P(r,0) = S(f = f1) = S(co) + 160 + I(h(2)). (2.14)
Como el campo f](z) también es tangente a 9D la funcién (R, 6) ha de ser
constante y en particular 2r—periddica en 6. Luego ¢; = 0.

Por otro lado ¢ es arménica en |z| > R, constante en |z| = R y acotada en
|z| > R. Por el principio del maximo para el operador de Laplace en su versién
de dominios no acotados (ver [6]) resulta que v es constante en |z| > R.

Como ¢ = (f — f1), de las ecuaciones de Cauchy-Riemann llegamos a
que f — f1 es constante en |z| > R.

Esto prueba la afirmacion.
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2.7.4. Estudio de las lineas fluidas

Vamos a estudiar la estructura general de las lineas fluidas a través del
cilindro circular. Es decir las érbitas del campo plano w = f/(z) donde:

o) =4+ gl

2miz 22’

Como observamos en la Seccién 2.7.1 basta con estudiar el caso en que a = 0 en
W = |[W|e'®; las 6rbitas del caso o # 0 se deducen entonces rotando « radianes
las del caso a = 0.

Por su interés en las aplicaciones nos ocupamos del caso de circulacién
negativa k < 0 (v. Capitulo 3). Nétese que el caso k = 0 ya fue considerado en
la Seccién 2.7.1.

Puntos de remanso

Comenzamos con los los puntos de remanso del fluido. Escribiendo U =
|[W| > 0 el potencial complejo es:

2

= Llnz—i—Uz—l— Uk
271 z

f(z) =+,

R? R?
wziargz—l—Ux 14+ — w:—ilnr—i—Uy 1-— ),
2m 72 2m r2

donde r = y/22 + y2. Los puntos de remanso satisfacen:

K

N 2 _p2_
f'(z)=0 & z +27rUz'Z R =0.
Las soluciones son:
sl ArRU\? .
T 4qU K

Por tanto:

1. Si |k| < 47U R hay dos puntos de remanso en |z| = R que son simétricos con
respecto al eje imaginario.

2. Si |k| = 47nUR lo dos puntos de remanso colapsan en z = —Ri.
3. Si || > 47U R hay dos puntos de remanso
|&| arRUN\? | .
=—-——11 1-
. wr )T K "

exterior a |z| = Ry 20 = —R?/z; que es interior a |2| = R.
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Como en los casos 1) y 3) los puntos z; son no degenerados, tales puntos son de
tipo silla (Proposicién 2.12).
Para discutir la forma de las érbitas fluidas observamos que la ecuacién

de las lineas fluidas:
/ f—
{m - Yy (2.15)

puede escribirse en coordenadas polares (r, ) para dar:

2
' = cosf (1 - RQ)
,

R2
r0 = —— —Usenf 1+ — | .
2mr r2

Se deduce de aqui que |z| = R es invariante. La dindmica sobre esta curva

la describe la ecuacién:
R = " _oUsend.
2R

En el rango 1) tiene dos equilibrios 7 < 61 < 37” < 0y < 27 correspondientes a los
puntos de remanso. La circunferencia |z| = R contiene dos érbitas heteroclinicas
que los conectan. La superior girando en sentido horario, la inferior en sentido
positivo. En el caso 2) la érbita superior da lugar a una homoclinica que conecta
el nico punto de remanso consigo mismo en sentido negativo. En el rango 3) la

circunferencia constituye una érbita periddica girando en sentido negativo.

Orbitas cerradas

En el rango 3) el dato inicial (zg,y0) = (0, —R) da lugar a una érbita
cerrada de (2.15); por dependencia continua lo mismo sucede con todos los da-
tos iniciales (xg,y0) = (0,y0) donde —R — ¢ < yg < —R. El {nfimo de estos
valores yo es el punto de remanso zy exterior a |z| = R. Esto prueba que en
ese rango tenemos una familia de érbitas cerradas cuyo limite estd contenido
en la linea de nivel por z;. Dicha curva constituye una érbita homoclinica que
conecta asintéticamente zo consigo mismo. Se puede dar una prueba alternativa
de estas afirmaciones, sin apelar a razonamientos sobre ecuaciones diferenciales,
estudiando con detalle las curvas de nivel de la funcién de corriente (vése la
seccién sobre drbitas no acotadas). Las Figuras 2.2 y 2.3 recogen los casos 1),
2) y 3) respectivamente”. Se han tomado R = U = 1, k < 0y m = —k/27
como parametro. Se han trazado los casos m = 1,8, m = 2 y m = 2,4 que se
corresponden con los casos senalados.

* Agradecemos al Prof. M. Jiménez Paiz la confeccién de las Figuras 2.2 y 2.3.
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Figura 2.2. Lineas fluidas en los casos 1) y 2).

Al
\&/

Figura 2.3. Lineas fluidas en el caso 3).

/

2.7.5. Orbitas no acotadas

Lés 6rbitas son las componentes conexas de Cy := {to(z,y) = A} donde:

=g (L) +uy(1-2).

Nos ocupamos sélamente de la regiéon r > R.

En los casos 1) y 2) se observa que ¢ (0,y) > 0siy > R, ¥o(0,y) < 0siy <
—R, luego para A > 0 ninguna componente de Cy con A > 0 (respectivamente,
A < 0) corta el semieje y < 0 (y > 0).

En el caso 3), ¥(0,y) > 0 si y > R mientras existe y(k) < 22 < —R
tal que ¥o(0,y) > 0 si y(k) < y < —R mientras (0,y) < 0 si y < y(k).
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De hecho 10(0,y) tiene un méximo en y = z2. Las drbitas cerradas discutidas
anteriormente son componentes acotadas de o (z,y) = ¥o(0,y0) con zo < yo <
—R.

Probamos ahora que todo conjunto de nivel {¢o(x,y) = A} contiene una
rama no acotada. En efecto tales puntos cumplen:

r? || r T || r
V=R (A_ 20 (R)) & senl =G (A_ om0 (R))'

La funcién G(r) del segundo miembro de la ultima igualdad cumple:
G(r) — signo (M) - oo cuandor =+ R+ y A #0. Si A =0:

, |K|
] —_ .
Jdim GOr) = =55

Por otro lado G(r) < 0 para r > r; > R mientras G(r) — 0 cuando r — oo.
Parametrizando la curva de nivel en polares y tomando r como pardmetro se
tiene:

a) Si A <0 la curva Cy satisface Cy C {y < 0}.

b) Si A > 0 existe ry > R tal que Cy C {y < 0} para r > rj.

¢) Si A =0, la linea de nivel ¥y = 0 es no acotada como en los casos anteriores
con una componente no acotada separada de r = R en el caso 3).

Para el comportamiento asintético de las ramas no acotadas usamos la parame-

trizacién en polares:
z=vrt—y*  y=rG(r),
- (L) vo (R
y= 27 R r2 )’

1 y? Inr\”
Inz=lnr+h-(1-=)=hr+0—) .
2 r2 r

Como x ~ r cuando r — oo:

y se tiene que:

mientras:

y se tiene que:
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Cilindros con perfil de Jukowski

3.1. El cilindro de seccion general

Sea Gy un dominio simplemente conexo y acotado tal que Co = 9Gy es
una curva de Jordan, que para nuestros calculos serd C' a trozos. Un tal Gy se
denomina un dominio de Jordan. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que 0 € Gy.

El teorema de la aplicacién de Riemann garantiza la existencia de una
funcién holomorfa y biyectiva §: Go — D(0, 1) que es la llamada aplicacién de
Riemann ([7]). Empleando un automorfismo de D(0,1) ([7]) podemos conseguir
que g(0) = 0. Como ¢’ # 0 en G se tiene en particular que §'(0) # 0. Cambiando
§ por e*?§ formamos otra funcién que cumple las mismas condiciones pero con
3'(0) > 0. Basta con seleccionar ¢ adecuadamente, para garantizar e**g’'(0) > 0.

En el siguiente teorema se establecen las condiciones de existencia y unici-
dad de una transformacién conforme (inyectiva y holomorfa) de Gy sobre D(0, 1).
La condicién de unicidad se sigue de la positividad de la derivada en z = 0 em-
pleando el lema de Schwarz ([7], [5]).

Teorema 3.1. Eziste una tdnica § € H(Go) inyectiva con §(Go) = D(0,1) tal
que g(0) =0 y g'(0) > 0.

A los efectos de tratar en lo que sigue con el punto del infinito introducimos
la transformacién:

Conviene recordar las siguientes definiciones.

Definicién 3.2. Una funcion g definida y holomorfa en |z| > R, es holomorfa
en z =00 st goJ tiene una singularidad evitable en z = 0, es decir, se extiende
a una funcion holomorfa en D(0, %) Una funcion g definida y holomorfa en
|z| > R tiene un polo de orden m en z = oo si go J tiene un correspondiente
polo en z = 0.
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Observacion 3.3. Supongamos que g tiene un polo de orden m en el infinito.
Entonces:
aj

Am
goI(Q) =2 et

[ee]

+ao+ Y anC",
n=1

luego:

o0
g(z)=ap+arz+ -+ anz™+ Z a_pz ",
n=1
en donde la serie en converge para |z| > R. De hecho ella y todas sus derivadas
tienen limite cero en el infinito. Por tanto, para funciones holomorfas cumpliendo
lim, _,~, g = 00, es decir con un polo en el infinito, la condicién lim,_, .. ¢’ = a1 #
oo es equivale a que g tenga un polo simple (m = 1) en el infinito.

Conjugando la g obtenida en el Teorema 3.1 con J obtenemos:
g(z) :==Jogo J(2), (3.1)

que es una transformacién conforme de G = J(Gy) sobre D(0, 1)C con la propie-
dad de que g(o0) = co. Asimismo, g cumple:

1
goJ(Q)=JogoJ* () = =,
9(¢)
que tiene un polo simple en ¢ = 0, pues es la inversa de una funcién con un cero
simple en ¢ = 0.
Estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.4. Sea Q un dominio acotado de Jordan, con F = Q y 0Q = C,
donde C es una curva de Jordan. Entonces existe una unica funcién holomorfa
g € H(G), con G = F° cumpliendo:

i)g: G — D(0,1)° es biyectiva.

i) g(00) = 00, lim, 400 ¢’ = a1 > 0.

iii) g se extiende a un homemorfismo de G sobre D(0,1)°.

Las propiedades i) y ii) del teorema son consecuencia directa de la discusién pre-
via. Sin embargo iii) se sigue de una delicada mejora del teorema de la aplicacién
de Riemann ([7], [5]). Aqui juega un importante papel el que Q) sea una curva
de Jordan.

3.1.1. Flujo a través de un cilindro de seccién general

Sea @ un dominio acotado como en el Teorema 3.4 y consideremos el
cilindro general que tiene a F' = @) por seccién. Para hallar el flujo a través de
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dicho cilindro que tiene circulacién k nos servimos del correspondiente flujo a
través del cilindro circular, junto con el Teorema 3.4. En efecto basta con tomar:

f(z) = folg(2)),
donde:

K

fo(2)

es el potencial del flujo a través del cilindro circular.
Notese que si f = ¢ + 1, fo = po + ivpentonces:

¥(z) = vo(g(2)),

por lo que % se mantiene constante sobre 0F. Asimismo:

f'(2) = folg(2) - ¢'(2)

— Wi
,lnz—i—Woz—i——O ,
211 z

lim f/(2) = a1 W.
Z—00
Comprobamos finalmente que si C es una curva de Jordan C' a trozos
con F' C Int(C) entonces la circulacién de f/(z) alrededor de C vale . En efecto

C := g~ 1(C) es una curva de Jordan C! a trozos con D(0,1) C Int(C). Si ¢(t)
parametriza C, ((t) := g~ 1(4(t)) parametriza C. Asf:

/C f(2) dz = / (6 (1) dt = / FACENC(t) dt = /C £5(0) d,

va que f(o(t)) = fo(C(t)). Esto prueba la afirmacién pues:

R ([ 16 ) =w( [0 )=

Observacion 3.5. En las aplicaciones que siguen cambiaremos la terminologia y
llamaremos ¢! a lo que hemos venido denominando ¢ en la presente seccién.

3.2. Transformacién de Jukowski

Se define mediante la funcién:

g9(z) = % <z + i) : (3.2)

Las siguientes propiedades de simetria son inmediatas.
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Proposicién 3.6.
i) g(3) =9(2) yg(£1) = +1.
i) g(2) = g(2) y g(2*) = (9(2))* donde z* = —Z (simetria con respecto a Rz = 0).

La transformacién de Jukowski es el resultado de conjugar la funcién cua-
drado h(z) = 22 con la transformacién de Mobius:

z—1

T(z) = ——
(=21,

es decir:
9(z) = T (W(T(2))) = T~ o ho T(2).

Se debe resaltar que las transformaciones de Mobius son los automorfismos del
plano complejo completado C = C U {oc} sobre si mismo. Son transformaciones
conformes que a circunferencias de C (es decir, rectas y circunferencias) hacen
corresponder circunferencias de C.

En lo que sigue usaremos la notacién U = {Sz > 0}, £ = {Sz < 0}. La
demostracion de las propiedades que siguen es consecuencia de las observaciones
precedentes.

Proposicién 3.7. Sean C = 0D(0,1) = {|z| =1} y T(2) =
)TR)=R, T(C)=iR, TU)=UyT(L)=L.

i1) T(([o0, ~1]) = [1, 0]

iii) T(D(0,1)) = {Rz < 0}.

Proposicién 3.8. La transformacion T~1(z) = —zf} satisface:
)T U)=UyT L) =L.
i) T71([00,0]) = [=1,1], T7H([0,1]) = [1,00] y T~ H([1, 00]) = [00, —1].

En todos los segmentos involucrados R se recorre en sentido creciente (oo juega
el papel de —oo si estd al comienzo de un intervalo).

Proposicién 3.9. La transformacion (3.2) define un homeomorfismo entre Ext(C) =

D(0,1)" y C\ [~1,1]. Lo mismo es cierto entre Int(C) = D(0,1) y C\ [~1,1].

Demostracion. Basta con analizar el caso g : D(0, 1)C — C. Como g es holomorfa
en D(0, 1)C es abierta.Verificamos que es biyectiva sobre su imagen.
Para p # 1, g transforma el circulo z = pe®® en la elipse:
2 2
a b
&€ =uacosf, n=>bsinf cona=1(p+ %), b=3(p— ) 0 € [0,27]. Se tiene que
0<b<a, mientrasa— 1y b—0,si p—1;a, b%oo si p — oo.
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Por otro lado el rayo z = te'®, t > 0, se trasforma en la rama de la
hipérbola:
& n?
cos2a sen?a

=1,
parametrizada por £ = acosa, n = bsina con a = 1(t+1), b= 3(t — 1). El
segmento {t > 1} se transforma en el trozo de hipérbola localizado en el cua-
drante al que pertenece (cos a, sen o) y que empieza en (cos a, 0). Para cosa = 0
o sena = 0 se obtiene el correspondiente semieje.

Las imégenes de circunferencias |z| = p, p > 1 y rayos (1,00)e’® forman
un sistema de curvas coordenadas en C\ [—1, 1] lo que prueba la afirmacién de
biyectividad.

3.3. Algunos tipos de aerofoils

Calcularemos ahora el flujo a través de un cilindro de seccién F C C para
una cierta clase de aerofoils F' = F; de perfil 0F;. Para ello describiremos la
correspondiente transformacién conforme z = g;(¢) que aplica 0D(0,1) en OF).
Entonces el potencial complejo f del flujo en G = F° resulta ser:

F(2) = folg; ' (2)), (3-3)

donde fy es el potencial del flujo a través de cilindro circular (2.11) con velocidad
Wy en el infinito y circulacién x. La velocidad del flujo a través de F); en el infinito
es entonces:

W =W, - (g5 1) (c0).

3.3.1. El segmento

Es la clase més primitiva de aerofoil, a saber el intervalo F; = [—1,1]. La
propia transformacién de Jukowski g; = g aplica C = 9D(0,1) en F} = 0F,
recorriéndolo dos veces en sentidos contrarios. El dominio del fluido es G =
C\ [-1, 1] mientras:

gl () =z2+V22 -1 (97 (c0) = 2.

Por tanto hay que elegir Wy = W/2. Como ademas (g; ')’(#1) = oo el campo de
velocidades f’(z) presenta en principio singularidades en en los puntos z = +1,
que son los bordes de ataque (“leading edge”) y de salida (“trailing edge”) del
aerofoil.
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3.3.2. Aerofoil simétrico

Tomamos C la circunferencia que pasa por z = 1y z = zg < —1 con
centro en R y por tanto ortogonal al eje real. El aerofoil simétrico es 0F; = g(C),
es decir Fy = Int(g(C)). Para determinar la forma de F» analizamos las curvas
C'=T(C),C"=h(C)yC"=0F,=T71C").

En primer lugar C’ es una circunferencia con didmetro [0, z§], z{ = T'(z0) >
1y T(Ext(C)) = Int(C’) (Proposicién 3.7).

Por otro lado C” = h(C’) es una curva de Jordan simétrica con respecto
a los dos ejes. Para ello nétese que h es un homemorfismo sobre {Rz > 0}.
Ademéds, como h'(0) = 0, h dobla los dngulos de incidencia de curvas en z = 0.
Por ello C’ tiene una cuspide entrante en z = 0 y en la direccién del eje real.
Ademés C” corta a [0,00) en z{ = h(z{) > 1. Finalmente, h(Int(C")) = Int(C").

Para concluir " = T7(C"”) y es una curva de Jordan con una ctspide
exterior en T~1(0) = 1, tangente al eje real, simétrica con respecto al eje real,
con C""' N (00, 0) = 2z’ < —1 (Proposicién 3.8), mientras T~ (Int(C")) = Ext(C")
pues nétese que 1 € Int(C”). Véase la Figura 3.1.

Como C = dD(a,l) donde | = 1‘%, a= H%, la transformacién g, * es:

9l (2) = % {z —a+V2— 1} (g51) (00) = % (3.4)

W

Para una velocidad W en el infinito hay que tomar Wy = =-.

Figura 3.1. Aerofoil simétrico

3.3.3. Arco de circulo

Tomamos la circunferencia C que pasa por z = +1 y forma dngulo § <
B < 5. El aerofoil es I3 = g(C) que en el caso presente se reduce a un arco de
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circulo. En efecto, C' = T'(C) es la recta rg que pasa por cero y forma dngulo
B con R mientras T(Ext(C)) = Lg, el semiplano inferior abierto determinado
por 5. En segundo lugar, C"” = h(C’) es la semirrecta que empieza en z = 0
forma dngulo 25 con R y es recorrida dos veces en sentidos opuestos. Ademés
h(Lg) = C\ {[0,00] - €*#?}. Finalmente C""" = T~1(C") es el arco de circulo que
pasa por z = +1 y forma angulo 25 con R en z = 1. Véase la Figura 3.2.

La expresion para g5 ! viene dada por (3.4) donde a, ! son el centro y radio
de la presente circunferencia C. Siendo a = cot 3 4, I = 1/sen § se tiene:

ggl(z):senﬁ{z—cotﬁﬂ— \/22—1}.

cr
2B

Figura 3.2. Aerofoil en forma de arco circular

3.3.4. Aerofoil curvado con extremos romo y agudo

Consideramos una circunferencia C = dD(a,l) (centro a, radio I) tangente
en el punto z = 1 a la circunferencia Cy de la Seccién 3.3.3 y tal que Cy C D(a,l).
Nétese que C forma un dngulo 3 con el eje real (Figura 3.3). Suimagen C' = T'(C)
es una circunferencia contenida en el semiplano £z y tangente a r3 en z = 0.
Si designamos ¢ = C N (00,0), b =CNID(0,1) con b # 1 entonces ¢’ = T(c) y
b =T(b) cumplen 0 < 1 < ¢’ mientras b’ € C' Ni(o0,0).

Razonando como en la Seccién 3.3.3, C” = h(C") es una curva de Jordan
(la restriccién de h a Lz es un homeomorfismo) tangente a Re?’’ en z = 0
con una cuspide entrante en z = 0. De hecho C” se deduce de la cardioide de
la Figura 3.1 tras una rotacion de magnitud —23 con respecto al origen. Al
aplicar finalmente 7! obtenemos una curva de Jordan C"” = 0F, que contiene
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T
C

Figura 3.3. Aerofoil con borde de ataque regular y borde de salida agudo

al arco de la Seccién 3.3.3 en su interior, es tangente a éste en z = 1 y forma
una cuispide entrante en dicho punto (Figura 3.3). Nétese por otra parte que
g(Ext(C)) = Ext(C").

La expresion para g4_1 viene dada por (3.4) en donde a = 1+1e*?i y donde
l>1/senp.

3.3.5. Aerofoil completamente romo

Se probé en la Proposicién 3.9 que la circunferencia C = {|z| = p}, p > 1,
se transforma mediante g en la una elipse 0F}, cuyo interior F5 puede observarse
como un aerofoil con los dos extremos romos. Es mds, dicha elipse se aproxima
tanto como se quiera al segmento [—1,1] con tal que p — 1. En este caso:

G =2 @ = e VEST) e (0= a0,

Como veremos en la Seccién 3.4 un perfil como F5 carece de interés aerodinamico
precisamente por no poseer puntos angulosos.

3.4. Condicién de Jukowski

En los aerofoils 0F; de la Seccién 3.3 correspondientes a j = 1,...,4, el
punto z = 1 se denomina el borde de salida (“trailing edge”). El conjugado f}(z)
de la velocidad del flujo en el borde de salida vale:

1 , 1
W\Zﬂ = fo(Co)ig;(Co)v (35>

donde (j es el punto de la circunferencia unidad tal que:

£i(2) = folg; ' (2))
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1=a+1C,

y para j = 1,...,4, a y | son el centro y radio de la circunferencia C que se
aplicé sobre OF; mediante la transformacién de Jukowski g (Seccién 3.2). En
todos los casos:

9O =gla+10) = gi(¢)=14(1)=0.

Por tanto la velocidad f}(z) del flujo es singular en z = 1. Mds atin, en los casos
j =1y j =3 también es singular en el borde de ataque z = —1. De hecho, y en
estos casos:

95(=C) =1g'(-1) = 0.

Observacidon 3.10. Nétese que en el caso del aerofoil romo Fs, g5(1) = pg’(p) con
p > 1y la velocidad siempre es finita.

Observamos ahora que la circulacién k en fy puede considerarse como un
parametro y utilizarse para conseguir que la velocidad fj’ sea finita en el borde
de salida z = 1. Supongamos entonces que f; es el flujo a través de F;, 1 < j < 4,
con velocidad W = |[W e en el infinito. Tomamos por consiguiente:

l
WO:§W

en fp. Una condicién necesaria para que fj’ se haga finita en z = 1 es que:

fo(Go) = 0. (3.6)

Teniendo en cuenta que (o = e~ donde 7 — 0 = B+ 7, (3.6) se cumple si y sélo
si

k= —27|W|sen(d + «). (3.7
En efecto (3.6) se lee:
k1 — W
LW, - 2=
2mi Go o @ ’
de donde.
fﬁ = 3I(Woe) & —k=27|W|sen(d + a).

La relacién (3.7) se conoce como la condicién de Jukowski.
Proposicién 3.11. La condicion (3.7) es suficiente para que exista el limite:

lim f7(2) j=1,....4,

z—1

y por tanto la velocidad del flujo a través de F; se mantiene finita cerca de z = 1.
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Demostracion. Consideramos la funcidn:

Fo(¢) = = n(¢) + Wo¢ + —2

27

cuya derivada es:
’ Kk 1 — H/O
= e—— |/|/ —

y la transformacién de referencia:

gjl(z)zl(z—a+\/z2—1) .

l

Para que la velocidad sea W en el infinito se impone:
— l
WO - §W .

De este modo (suprimimos el indice j en f),

K 1 w w 1

F(2) = folg; '(2)) = 5= n(g; () + g5 (2) + ENRCE

cuya derivada es:

T T B S U S oz
F'(z) = l {27rigj1(z) N 2 2 (gjl(z))2} (1+ 221)

_{n 1 JrE,lQW 1 }<1+ z >
B 27T7;(z—a+\/z2—1) 2 2 (Z_a_|_,/z2_1)2 22 1 ’

La expresién:

1 1 1 1
Z—a+\/zzfl_(1—a)1+271+\/2271 11—

1—a

a(l—v+v2—v3+~-~),

z—14vz22-1

mo a uno. De hecho,

v = z—l(m—'_m):C(wm):

1—a 1—a

donde v = . La serie converge absolutamente cuando z esté proxi-




3.4 Condicién de Jukowski 43

l1—a

2

en donde ( = +/z — 1 y se ha usado que:

Ve+rl=12+3=02+3)"2=v2(1+0(?)) ¢—o.

Por lo tanto se tiene que:

1 1 V2 )
z—a+\/z2—11—a{1 1—aC+O(C)} ¢=0

De igual manera,

(z—a+1\/;> (1—1a)2 {I_MC‘FO(C)} ¢—0.

Sustituyendo estas relaciones en la de la derivada:

f'(z) = [K ! {1—1ﬂaC+O(C2)}+W_W1{1 MC#—O(CZ)}}X

2ril—a 2 2 (1—a)? 1-
<1+Zl)
Vz+1¢/)°
Ahora:
¢ L _ 2 _L 2 4
\/m \/*J'_A( )+O((Z 1))—\/§+AC +O(C) ¢—0,

pues la serie en z converge absolutamente en un entorno de z = 1. De esta
manera la expresién para f’(z) toma la forma:

f’<z>=[”. : {1—1ﬁac+0<c2>}+f—vzﬂ(11a)2{1—fﬁac+0<<2>}]x

2mil —a

(1+\/1§<+A(+O(§3)> ¢ —0.

Agrupando los términos en potencias de (:

f'(z) = (a0 + a1¢ + O(¢?)) <1 + + O(c)) ¢—0,

L
V2

en donde:
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k1 + W Wi 1
C2mil—a 2 2 (1-a)?’
V2 K wi?
(1—a)?2\ 2m 1-—a)
Noétese que para que no haya singularidad en z =1 ({ = 0), se tiene que anular

el coeficiente ag. Es decir, se ha de satisfacer la condicién de Jukowski (3.7). En
ese caso:

ago

ay =

, ai
lim fi(z) = —=.
lim f5(2) 7
Observacion 3.12. La importancia de la presencia de un extremo agudo en el
borde de salida de los aerofoils Fj, j =1,...,4, estriba en que, via la condicién
de Jukowski, se puede seleccionar un campo especifico de velocidades.

Figura 3.4. Flujo a través del aerofoil simétrico bajo la condicién de Jukowski.

3.5. Teorema de Blasius

Consideramos un objeto F' C C sumergido en un fluido ideal, incompresible
y solenoidal, con densidad constante p. Admitimos que la frontera JF de F
esta definida por una curva de Jordan positiva y que el fluido desliza sobre F'.
Entonces el fluido, que estd en régimen estacionario, ejerce una fuerza neta X
sobre F' como consecuencia de la presién. El siguiente resultado calcula dicha
fuerza X en términos del potencial complejo f asi como el momento neto M de
las fuerzas de presién sobre F.

Teorema 3.13 (Teorema de Blasius). El conjugado de la fuerza neta X ejer-
cida por el fluido sobre ' viene dado por:
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X =il f'(2)? dz.
2 Jor

Asimismo el momento neto M con respecto al origen de las fuerzas ejercidas
sobre F por el fluido vale M = Mes donde:

M=-% <’2’ /BF 2f!(2)? dz) .

Demostracion. La fuerza ejercida por el fluido sobre un elemento ds de arco de
C = OF vale:
dX = ipv(s) ds = ipz’ dt,

pues iv(s) es la normal unitaria interior a F' en el punto z(s) € OF (suponemos
que el pardmetro de OF es la longitud de arco s), mientras ds = |2/(¢)|d¢ (¢ es
un pardmetro arbitrario en la representacién de 9F).

El Teorema de Bernouilli (Teorema 1.11) nos asegura que

P 12
= —— —|— s
P QIw\ c

donde w es el campo de velocidades y ¢ una constante. Por otro lado que el fluido
desliza sobre OF se traduce en que z'(t) = w(z(t)) sobre OF. Por consiguiente:

dX = —i (f§|w\2 + c) w dt.
Al integrar:
_ — p [T p
X = dX = ze/ lwl*w dt =i [ f'(2)? dz,
oD 2 Jo 2 Jor

pues dz = w dt.
El célculo del momento se efectiia con el mismo argumento.

3.6. Teorema de sustentacién

Precisamos del siguiente resultado.

Teorema 3.14. Sean G D D(0,R)¢, R > 0, un dominio de C y g € H(G) una
funcion holomorfa que tiene un polo en z = 0o, con desarrollo de Laurent:

g(z):ao—i-alz—l—---—f—amzm—i—Za,nz_" Z — 00.

n=1

Sea asimismo C C G una curva de Jordan positiva y C* a trozos. Entonces:

/g(z) dz = 2mia_;.
C
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Demostracion. Si ¢(t) parametriza C, J(¢(t)) parametriza una curva de Jordan
negativa C que contiene a 0 en su interior. Haciendo el cambio z = J(¢) en la

integral:
¢ ¢ :
/Cg(z) dz = /5922) dg/agéﬁ) d¢ = 2mia_;.

En el siguiente resultado calculamos la fuerza de sustentacién sobre los
aerofoils F, j =1,...,4, estudiados en la Seccién 3.3.

Teorema 3.15 (Teorema de Jukowski). Consideremos un fluido ideal a
través del dominio F}j, con potencial complejo f;, j =1,...,4. Entonces la fuerza
neta X ejercida por fluido sobre F; vale:

X = —ikpW, (3.9)

en donde p es la densidad del fluido, k su circulacion alrededor de OF y W es
la velocidad en el infinito.

Demostracion. Usaremos la expresion (3.8) de fj(z) para calcular su desarrollo

en el infinito. En primer lugar:

z _ 1 _ }2 4
1+7m_1+7m 2+2< + 0(¢%) ¢—0,

en donde ¢ = 1/z y se ha empleado el desarrollo binomial. Asimismo:

1 ¢ 1 ¢ 2
zfa+m_§lfu_§<1+u+0(u)) ¢=0

en donde u = (1 + al — /1 —()/2. Ahora:

u=2 o),
por tanto:
s ¢
1+ﬁ_§+O(C2) ¢—0.
De ahi:
7= 2+ 0() (5 + 150 +0E) =T+ 75010 =
JER =T+ o)

Esto significa que:

f(2)? dz = 26W = X =1iprsW = X =—ipcW.
OF

Esto prueba el teorema.
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Corolario 3.16. Si el fluido cumple la condicion de Jukowski (3.7) entonces X
es una “fuerza de sustentacion” en el sentido de que se dirige en la direccion
obtenida rotando /2 la de la velocidad en el infinito W (Figura 3.4). Dicha
fuerza es ademds proporcional a la circulacion k siendo su magnitud:

1X| = —pr|W| = 2mp|W|?sen(a + 6).

Observacion 3.17. En el caso del aerofoil simétrico con dngulo de ataque « (Fi-
gura 3.5) el médulo de la fuerza de sustentacion vale:

|X| = 27p|W|*sen a.

Figura 3.5. El aerofoil simétrico en configuracién de vuelo.
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Aerodynamic lift and complex analysis
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Aerodynamic lift on a cylinder (an “aero-
foil’) is generated when a flow collides and
pass through such object. By neglecting
viscosity, this memory studies and com-
putes the lift force for a certain kind of pro-
files. The contents of its three chapters is
next reviewed.

1. Introduction to fluids

This chapter introduces the basic con-
cepts of fluid dynamics. We address the
Euler’s equations, which relate the pres-
sure p and the density p of an ideal fluid
with its velocity field u

9p

T +div (pu) =0

D“—V+b
Ppe=VPHpb.

Bernouilli's theorem, asserting —for in-
compresible fluids— the conservation
through trajectories of a suitable group-
ing of pressure and the kinetic energy, is
stated. The concepts of circulation, flux
and vorticity and its corresponding prop-
erties are discussed. Particular attention
is put on plane fluids.

2. Fluids in the complex field

In this chapter, we follow a complex vari-
able approach by expressing the velocity
field in the form w = u+iv. Irrotational and
solenoidal stationary fluids are expressed
by holomorphic functions through the no-
tion of “complex potential”. The key prob-
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lem of characterizing the “flow past a cir-
cular cylinder” is addressed. We also pro-
vide an analysis of the structure of the as-
sociated fluid paths and the “stagnation
points”.

3. Cylinders with a Joukowski profile

We now analyze the flow past a cylinder in
full generality. The Joukowski transforma-
tion is introduced in order to build a kind of
special cylinders that we term “Joukowski”
profiles.

Jukowski’s condition, fixing the flow cir-
culation «x for those aerofoils exhibiting a
sharp “trailing edge”, is studied. Finally,
we conclude the memory by proving Bla-
sius’s theorem in order to compute the lift
force exerted on a Joukowski profile.
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