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Resumen - Abstract

Resumen

En la presente memoria exponemos una intrduccion a la Teoria Ge-
neral de la Relatividad incluyendo una demostracion del Teorema
de Birkhoff. La formalizacion matemdtica de la Teoria General de
la Relatividad se realiza bajo el contexto de la geometria diferencial.
Por ello, introducimos algunos resultados sobre grupos de Lie, accio-
nes de grupos de Lie, distribuciones y geometria de Riemann. Intro-
ducimos la Teoria General de la Relatividad a partir del ejemplo del
disco giratorio y presentamos las ecuaciones de Finstein para el cam-
po gravitatorio. Estudiamos las variedades de Lorentz con simetria
esférica y probamos el teorema de Birkhoff. Finalemente, a partir de
tal teorema, describimos el espacio-tiempo de Schwarzschild.

Palabras clave: Relatividad General — FEinstein — Solucion de
Schwarzschild - Simetria esférica — Teorema de Birkhoff

Abstract

In this essay we present a introduction to the General Theory of
Relativity includying a proof of Birkhoff’s Theorem. Since the mat-
hematical formulation of the General Theory of Relativity is realized
in the context of differential geometry, we first introduce some results
on Lie groups, action of Lie groups on a manifold, distributions and
riemannian geometry. We examine the example of the rotating disk
and obtain the Finstein’s fields equations. We study Lorentz ma-
nifolds with spherical symmetries and prove the Birkhoff’s theorem.
Finally, using this theorem, we decribe the Schwarzschild space-time.

Keywords: General Relativity — Finstein — Schwarzschild’s Solu-
tion — Spherically symmetry — Birkhoff’s Theorem.
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Introduccién

Antecedentes y objetivos

La Teoria Especial de la Relatividad propuesta por A. Einstein en 1905,
surgié con el objetivo de conciliar dos grandes teorias de la fisica clasica: la
Mecénica de Newton y la Teoria Electromagnética de Maxwell y Lorentz. En su
formulacién no se tuvieron en cuenta los fenémenos gravitatorios y, de hecho,
la teoria clasica de gravitacion era claramente incompatible con los postulados
de relativista. En 1908, H. Minkowski, antiguo profesor de Einstein en Zurich,
propuso una formulacién geométrica de la teoria de Einstein introduciendo un
producto escalar 1 de signatura (4, +,+, —) en el espacio-tiempo R*. Einstein,
aunque inicialmente se resistié a esta excesiva matematizacion de su teoria, con
el debido tiempo se dio cuenta de que un campo gravitatorio produce una curva-
tura en el espacio-tiempo que debia expresarse como una variacion en la métrica
de Minkowski 77 y que la geometria de Riemann debia jugar un papel fundamental
en su teoria. En 1915, después de un largo estudio de la geometria de Riemann,
Einstein pudo llegar a la formulacién completa de la Teoria General de la Rela-
tividad, presentando la ecuacién que determina el campo gravitatorio g a partir
de las condiciones del medio que son dadas por el tensor de energia-momento 7":

1
Ric — iRg =rT

La ecuacion de Einstein es una relacion entre tensores de orden 2 que,
teniendo en cuenta simetrias, en coordenadas se sustituye por 10 ecuaciones en
derivadas parciales no lineales en las componentes de la métrica. Pese a la difi-
cultad de estas ecuaciones, pocos meses después de que Einstein presentara sus
ecuaciones, K. Schwarzschild obtuvo una solucién exacta simplificando el pro-
blema utilizando simetrias. Tal solucién modeliza el campo gravitatorio exterior
a una estrella con distribucién de masa uniforme e independiente del tiempo.
La solucién de Schwarzschild tiene una enorme importancia debido, entre otras
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razones, a que permite estudiar las trayectorias de los cuerpos dejados en liber-
tad en los alrededores de una estrella con las caracteristicas anteriores. Si bien
esto ya se hacia con la Ley de Gravitacién Universal propuesta por I. Newton
en el siglo XVII, habian algunos fenémenos gravitatorios en la naturaleza, co-
mo el avance del perihelio de Mercurio, que la Teoria Cléasica de Gravitacién
no explicaba. En 1923, G. D. Birkhoff establecié que las tinicas soluciones de la
Ecuacién de Einstein con simetria esférica en el vacio venia dada por la solucién
de Schwarzschild.

Objetivos y plan de trabajo

El principal objetivo del presente Trabajo de Fin de Grado es dar una
formalizacion geométrica de la Teorfa General de la Relatividad incluyendo la
obtencion de la ecuacién de Einstein para un campo gravitatorio, la demos-
tracién del Teorema de Birkhoff y su aplicacion para obtener la solucién de
Schwarzschild.

En plan de trabajo ha consistido en tres etapas. En la primera etapa he-
mos recordado y estudiado conceptos, resultados y propiedades de la geometria
diferencial indispensables para llevar a cabo nuestro objetivo. A continuacién,
como segunda etapa, hemos adquirido los conocimientos fisicos necesarios para
comprender la necesidad de uso de tales herramientas matematicas para la for-
malizacién geométrica de la relatividad general. Finalmente en la tercera etapa
hemos aplicado los conocimientos matematicos para la obtencién del objetivo
planteado en el desarrollo del Trabajo de Fin de Grado.

Contenido y discusiéon de resultados

La memoria consta de: esta introduccién, tres capitulos en los que se desa-
rrollan los contendidos del trabajo de Fin de Grado y las conclusiones.

En el capitulo I damos algunos conceptos y resultados sobre Grupos de
Lie, acciones de Grupos de Lie y de Geometria de Riemann necesarios para el
estudio que pretendemos realizar. Comenzamos el capitulo II con el ejemplo del
disco giratorio, el cual motivara la idea de Einstein de que los problemas fisicos
bajo la presencia de un campo gravitatorio se deben formalizar y resolver en el
contexto de la geometria diferencial, considerando en el espacio-tiempo métricas
mas generales que la métrica de Minkowski.

Una vez que se ha identificado un campo gravitatorio como una métrica
de Lorentz, encontramos la ecuacién que debe verificar dicha métrica a partir
de las condiciones fisicas del medio (Ecuacién de Einstein). En primer lugar,
proponemos una derivacion heurisitica, andloga a la que plantea Einstein en
1915. Para la su obtencién nos apoyamos en la Ecuacion de Poisson:



Introduccién XI

AP = 4Gy,

que determina el potencial gravitatorio ¢ a partir de la distribuciéon de materia
p. La idea de Einstein era encontrar una ecuacién que sustituyera a la ecuacién
de Poisson y que relacionara la métrica, que representa el campo gravitatorio,
con un tensor denominado tensor de energia-impulso, que en el contexto de
la relatividad especial, contiene toda la informaciéon sobre la materia. Dicha
ecuacién se le conoce como Ecuacion de FEinstein:

1
Ric — iRg = kT,

siendo g la métrica que representa el campo gravitatorio, T el tensor de energia-
impulso asociado al objeto que crea el campo gravitatorio, Ric y R el tensor de
Ricci y la curvatura escalar de g y x una constante.

Finalizamos el capitulo con una derivaciéon alternativa de le ecuacion de
Einstein, proporcionada por D. Hilbert, sobre la misma fecha que Einstein. Esta
deduccioén se basa en el Principio de accion estacionaria y utiliza elementos del
calculo de variaciones.

El dltimo capitulo estd dedicado a encontrar la expresion de la métria
que representa el campo gravitatorio producido por un cuerpo esférico (una
estrella). Por la naturaleza del problema, el modelo de espacio-tiempo debe ser
una variedad de Lorentz (M, g) que admita simetria esférica. Asi, comenzamos
el capitulo con el estudio de las variedades de Lorentz con simetria esférica, es
decir, variedades sobre las que el grupo SO(3) actia como grupo de isometrias
de manera que las 6rbitas de los puntos no fijos por la accién de SO(3) sean
subvariedades espaciales (es decir, la métrica inducida es definida positiva) de
dimensién 2. Un primer resultado que obtenemos sobre la métrica g de una
tal variedad es que, para cada punto ¢ € M no fijo por la accién de SO(3),
podemos encontrar un entorno U y unas coordenadas (r, t, 8, ¢) tal que la métrica
se expresa como:

g = 7 (dw?) + Kres(d2?),

siendo dw? una métrica de signatura (+, —) sobre una superficie 4 de ecuaciones
0 =0,y ¢= ¢y (con q=(rgty 04 ¢,)), d2* una métrica de Riemann con
curvatura constante positiva sobre la érbita .7, de ¢ de ecuaciones r = 74 y
t =t4, M y T2 las proyecciones de % sobre 6y y %) respectivamente y K una
funcién positiva sobre U en las variables de r y ¢ (ver Teorema 3.11). Utilizando
este resultado, para el caso de que la variedad de Lorentz tenga tensor de Ricci
nulo, a continuacién se obtiene el Teorema de Birkhoff (ver Teorema 3.12) que
nos dice que en este caso, podemos encontrar para cada punto no fijo, un entorno
U y unas coordenadas (r,¢,0, ¢) en la que g se expresa como:

1

- mdﬁ +r2(d6? + sin® 0d¢?) — (1 — k/r)dt>. (0.1)

9
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Finalmente, usando el Teorema de Birkhoff describimos un modelo matemético
idéneo para estudiar el campo producido por un cuerpo esférico (por ejemplo el
Sol). Dicho modelo es la variedad V x R, siendo V = {(r,0, ¢) € R? tal que r >
H}, K constante, junto con la métrica que se expresa en coordenadas por (0.1).
Este espacio-tiempo es denomina espacio-tiempo de Schwarzschild.
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Geometria Diferencial

En este capitulo se resumen algunos conceptos y resultados fundamentales
sobre geometria diferencial que nos seran de utilidad en los capitulos 2 y 3. Estos
han sido extraidos de [1], [4], [7], [10].

1.1. Grupos de Lie y acciones de grupos de Lie

Comenzamos exponiendo algunos resultados sobre grupos de Lie y accio-
nes de grupos de Lie sobre variedades.

Los grupos de Lie son grupos algebraicos que son también variedades diferencia-
bles y cumplen una cierta condicién de compatibilidad. La mayoria de ejemplos
de grupos de Lie son subgrupos del grupo de matrices complejas n x n. Estos
son de especial interés para la fisica ya que estan intimamente relacionados con
las simetrias de numerosos sistemas fisicos.

Sea (G, +) un grupo. Se dice que G es un grupo de Lie si se le puede dotar de
una estructura de variedad diferenciable en el que las aplicaciones p : GXG — G
et : G — G definidas por (g,h) — g-h y g — g ! son diferenciables. Un
subgrupo H de un grupo de Lie G se dice que es un subgrupo de Lie de G si
H es un subvariedad inmersa de G y admite una estructura de grupo de Lie
tal que la inmersién ¢ : H — G es un homomorfismo de grupos de Lie. Una
condicién necesaria para que un subgrupo algebraico de un grupo de Lie G sea
un subgrupo de Lie, la proporciona uno de los Teoremas de Cartan.

Teorema 1.1. Si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo de G cerrado, en-

tonces existe una unica estructura diferenciable sobre H que lo dota de subgrupo
de Lie de G. Ademds H es una variedad embebida de G.
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El grupo O(n) de isometrias en R™ y el grupo SO(n) de isometrias que conservan
la orientacién en R™ son subgrupos cerrados del grupo de automorfismo GL(n,R)
en R™. Por lo tanto, O(n) y SO(n) son ejemplos de grupos de Lie.

Recordar que un dlgebra es un espacio vectorial real g dotado de una forma
bilinear [-, -] anticonmutativa. Si [-, -] verifica ademés la identidad de Jacobi:

[f, [yaZH + [Za [:c,yﬂ + [yv [vau =0,

para todo z,y, z € g, se dice que (g, [-,]) es un dlgebra de Lie. A todo grupo de
Lie G se le puede asociar un &lgebra de Lie tomando [-, -] como el conmutador.
Fijemos a € G y consideremos la aplicaciéon diferenciable L, : G — G definido
por g — Lo(g9) = a-g. A L, se le denomina traslacidn por la izquierda por el
elemento a y resulta ser un difeomorfismo tal que L;' = L,-1. Un campo de
vectores” X € X(G) se dice que es invariante por la izquierda si (L), X = XoL,.
El conjunto g de todos los campos de vectores de G invariantes por la izquierda
admite una estructura de espacio vectorial real. Como ademds el corchete [-,]
es una ley de composicién interna en g, resulta que (g, [+, -]) es un algebra de Lie
a la que denominaremos dlgebra de Lie de G.

Recordemos que un subgrupo uniparamétrico {y;} en un grupo de Lie G es
un homomorfismo de grupos de Lie ¢ : R — G, t — 1, es decir, una aplicacién
diferenciable de forma que s = Y15 para todo t,s € R. Resulta que dado un
grupo de Lie Gy X € X(G) invariaré‘fbe por la izquierda, existe un tnico subgrupo

uniparamétrico {¢,} en G tal que d—ttl +—o = Xe, siendo e el elemento identidad

de G. A la aplicacién:

exp: g — G (1.1)
X — exp(X) = '

se le denomina aplicacion exponencial en G.

Proposicion 1.2. Si G es un grupo de Lie entonces existe un entorno W del
elemento identidad de g tal que expjy : W — exp(W) es un difeomorfismo.

Sea ahora M una variedad diferenciable y G un grupo de Lie. Se dice que G actia
sobre M si existe una aplicacién diferenciable ¢ : G x M — M, (g,q) — ¥(g,q)
tal que:

(1) ¥(e,q) = q para todo g € M;

(2) 19(9719(h,q)) = 9Y(g - h,q) para cualesquiera g,h € Gy ¢ € M.

A la aplicacién ¢ se le denomina accidn. Fijado g € Gy g € M es usual denotar:

Vg M — M Vg:G— M
q — Y4(q) = 9(g,q) g = Yq(g9) = 9(g,9)

* en general, dada una variedad diferenciable M denotamos por X(M) al C*°(M)-
médulo constituido por todos los campos de vectores diferenciables de M.
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Si para todo p, g € M existe un g € G tal que g = ¥,4(p) se dice que la accién es
transitiva. La accién se dice efectiva si la condicién Y4(q) = ¢ para todo ¢ € M
implica que g = e.

Se denomina espacio de orbitas de un punto ¢ € M a la subvariedad
¥4(G) de M. Diremos que un elemento g € G deja fijo a un elemento g de M si
Y4(q) = ¢. Fijado ¢ € M al conjunto de todos los elementos g € G que dejan fijo
a g se le denomina subgrupo de isotropia de q y se denota por I,. Por definicién,
I, es un subgrupo cerrado de G por lo que admite una estructura diferenciable
que lo hace subgrupo de Lie de G.

Consideremos (G, -) un grupo algebraico y H un subgrupo de G. Se define
el conjunto cociente G/H como G/ ~p siendo ~p la relacién de equivalencia
sobre G definida por: g ~g ¢’ si y solo si existe h € H tal que ¢ = h-g. Es
bien sabido que si H no es subgrupo normal de G el cociente G/H no admite,
en general, una estructura de grupo. Supongamos ademés que G es grupo de
Lie y H es cerrado topoldgico de G. Entonces se le puede dotar a G/H de una
estructura de variedad diferenciable.

Teorema 1.3. Sea G un grupo de Lie y H subgrupo cerrado de G. A G/H
se le puede dotar de una estructura de variedad diferenciable de forma que la
aplicacion G x (G/H) — G/H dada por (9,9'H) — (g-¢')H es una accion
diferenciable.

Teorema 1.4. Sea ¥ : G x M — M wuna accion transitiva sobre una variedad
M. Si I, es el subgrupo de isotropia de un punto no fijo por 9 entonces G/I; es
difeomorfo a M por la aplicacion g - Iy — 94(q).

Consideremos la accién natural de SO(n) sobre S"~1, la cual es transitiva.
Si ¢ es un punto de S™ no fijo por la accién de SO(n), el subgrupo de isotropia
I, es difeomorfo a SO(n — 1). Del teorema 1.4 se sigue que SO(n)/SO(n — 1)
es difeomorfo a S"~!. Andlogamente, se puede probar que SO(n)/O(n — 1) es
difeomorfo a RP"~!. Los detalles de este hecho se pueden encontrar en [10] pp.
125-128.

1.2. Distribuciones

Sea M una variedad diferenciable. Se denomina distribucion de dimension
r (o simplemente distribucidn) a la asignacién de cada punto ¢ € M un subes-
pacio de dimensién r de T, M, més precisamente, a la aplicaciéon II : ¢ — I,
siendo II; un subespacio vectorial de T,M de dimensién r para todo g € M.
Si para cada q € M existe un entorno U y r campos de vectores Xq,... X, que
consituyen una base de II; en cada ¢ € U, entonces se dice que II es diferen-
ciable. Dadas dos distribuciones I y II en M , diremos que son transversas si
I, @ I, = Ty M para todo q de M.
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Ademsds si IT es una distribucion en M, diremos que II es integrable si
para cada ¢ € M existe una subvariedad N tal que T,N = II,. En este caso, a
N se le denomina subvariedad integral de II.

Sea X € X(M) y II una distribucién en M. Diremos que X es un campo
de vectores en II (y lo denotaremos por X € IT) si X, € II, paratodo g € M. Se
dice entonces que una distribucién II es involutiva si para cualesquiera X,Y € IT
se tiene que [X,Y] € II. Es ficil probar que toda distribucién integrable es
involutiva. El reciproco también es cierto y nos lo proporciona el Teorema de
Frobenius:

Teorema 1.5. Sea M una variedad diferenciable y II una distribucion de di-
mensidn r involutiva en M. Para cada ¢ € M existe una carta local (U, 1)) de
coordenadas ¥ = (z',...,2") de forma que para todo a = (a',...,a") € ¥(U)
la subvariedad de U de ecuaciones ™1 = a™t1 ... 2" = a" es subvariedad
integral de II.

El siguiente resultado se obtiene como consecuencia del teorema 1.5 y nos sera
de gran utilidad en el capitulo 3.

Teorema 1.6. Sea II y II dos distribuciones involutivas y transversas So-
bre M de dimension r y n — r respectivamente. Entonces para cada punto

q € M existe una carta local (U,)) de coordenadas ¢ = (z1,...,2") de for-
ma que para cada a = (at,...,a") € ¥(U) la subvariedad de U de ecuaciones
="t 2™ = a” es subvariedad integral de IT vy la subvariedad de U de
ecuaciones x* = a',..., 2" = a" es subvariedad integral de II.

1.3. Variedades de Riemann

Sea M una variedad diferenciable y ¢ un campo de tensores” de tipo (2,0)
en M. Para cada ¢ € M, g, es una aplicacién R-bilineal de T,M x T,M a R.
Diremos que el campo de tensores g es simétrico si g, es simétrico para todo
g € My definido positivo si gq es definido positivo para todo g € M.

Dada una variedad diferenciable M y g un campo de tensores de tipo (2, 0)
en M, si g es simétrico y definido positivo, entonces a g se le denomina metrica
de Riemann en M y al par (M, g) variedad de Riemann. Fijado una carta local
(U, ) de coordenadas 1) = (z,...,2™), el tensor g se expresa en (U, ) como:

g = g da" @ da”,
siendo {g,., } las funciones coordenadas de g respecto de (U, ).

*

en lo que sigue, nos referiremos a tensores (o campos de tensores) de tipo (7, s) a los
tensores r veces covariante y s veces contravariantes
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Si (M, g) es una variedad de Riemann se define la longitud de una curva
a: I — M entre a(a) y a(b) (con a,b € I, a < b) a la cantidad:

Ljo] = / Va@(0), () dt.

1.3.1. Conexion de Levi-Civita.

Sea M una variedad diferenciable, se denomina conexion lineal en M a
toda aplicacién V : X(M) x X(M) — X(M) tal que:

(1) Vx(Y 4+ 2) = VxY + Vi Z; (3) VxY = fVxY:
(2) Vx4vZ =VxZ+VyZ; (4) Vx(fY)=X(f)Y + fVxY;

para todo X, Y, Z € X(M) y f € C®°(M). Si VxY = Vy X para cualesquiera
X,Y € X(M), se dice que V es simétrica.

Sea ahora (U, %), ¥ = (z!,...,2") una carta local de M y X,Y € X(M)
de forma que X = X“% yY =YY" 82,, respecto de (U, ). De las propiedades
de la conexion lineal se sigue que:

oYy e
OxH

0

0z’

ViV = (X“ + F;jVX“Y”) (1.2)

. . )
siendo las funciones {177, } en U las componentes de V S2. 5gv Tespecto de la base

o) o)
{W""’W}’ esto €s,
0 0
Vo — =192
Ox M 8(1}” 8%‘”

denominadas sfmbolos de Christoffel de V respecto de la carta (U, ).

Sea de nuevo M una variedad diferenciable y V una conexion lineal en M.
Dados X,Y € X(M) y g un punto de M, un estudio de la expresién (1.2) nos
muestra que el valor de (VxY'), queda totalmente determinado por X, y el valor
de Y sobre una curva que pasa por ¢ y que tenga X, como vector tangente en
q. Por ello, es usual denotar (VxY'), como Vx, Y. Esto nos permite definir el
concepto de derivacion covariante a lo largo de una curva.
Sia:I — M esuna curva en M, se le denomina campo de vectores a lo
largo de o a toda aplicacion X : I — T'M tal que X; € T, ;)M para todo t € I.
Fijemos (U,) una carta local de coordenadas ¢ = (z!,...,2") y a una curva
totalmente contenida en U. Entonces todo campo de vectores X en « se escribe
como: 5
— XM
X=X ozt
siendo X* funciones reales en I. Si ademds {X*} son diferenciables para cual-
quier carta local, se dice que X es un campo de vectores diferenciable a lo largo

o «,
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de a. Al conjunto de todos los campos de vectores diferenciales a lo largo de «
lo denotaremos por ¥(«) y admite de forma natural una estructura de C*°(I)-
modulo. De aqui, estamos en condiciones de definir la derivada covariante de un
campo a lo largo de una curva. Dada la curva « : I — M denotamos por & al
vector tangente a «, es decir, &(t) = O‘*t(%u)'

Proposicién 1.7. Si M es una variedad diferenciable y V una conexion lineal
en M, existe un unica aplicacion Vg : X(a) — X(a) tal que:

1. Vd(/\X + ILLY) = AVaX + uVaYs;

d
2.Va(fX) =4 X + fV:X;
3.Va(Zoa)=VauZ para todo Z € X(M);

para cualesquiera X,Y € X(a), f € C®(I) y A, u reales.
Dado X € X(«), al campo de vectores VX lo denominamos derivada covariante

de X alo largo de . Si (U, 1)) es una carta local de coordenadas 1) = (z*, ..., 2™)
y suponemos que «(I) estd contenido en U, entonces:

axe - diztoa) .,
(I, 0 ) S XY

pv

Q,

VX = ( o

siendo X = X* 82# respecto de (U, ).

Sea M una variedad diferenciable y V una conexién lineal. Se dice que V es
libre de torsion si VxY — Vy X = [X,Y]. Si g es un tensor de Riemann en M,
diremos que V es compatible con g si:

X(9(Y,2)) = 9(VxY,Z) + g(Y,Vx Z), (1.3)

para todo X,Y, Z € X(M). Esto nos permite exponer el siguiente resultado.

Teorema 1.8. Sea (M, g) una variedad de Riemann. Existe una unica conexion
lineal V sobre M compatible con g y libre de torsion en M.

A la conexién dada por el teorema anterior se le denomina conexion de Levi-
Civita de g y esta determinada por la férmula de Koszul:

o(VxY) = 3 (X(o07, 2)) + Y (9(X, 2)) — Z(9(X,Y)) -
(X, 1Y, 2)) - 9(V,[X. 2]) - g(2,[V, X])).

Sea (U, 1)) una carta local en una variedad de Riemann (M, g) con coordenadas

¥ = (zb,...,2™). Si la métrica de Riemann se expresa localmente como g =
Guv dxt ® dx¥ y sustituimos X = a%w Y = 82V y Z = % en la formula de

Koszul, obtenemos que:
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1 /0gva | 09ap 09
IO = 7( i 99 ) 1.4
Jaotuww = 5\ "gpn ox” Ox° (1.4)
y por lo tanto:
o _]' oa g,ua 8.91/& ag,tw
T = 2 ( xv ozt Oz ) (1.5)

1.3.2. Geodésicas y aplicacién exponencial.

Sea (M, g) una variedad de Riemann y v : I — M una curva en M. Se dice
que 7y es geodésica si y es un campo de vectores paralelo a lo largo de 7, esto es
que V4% =0 en I. Si (U, 1)) es una carta local de coordenadas ¢ = (z?,...,z"),
una curva y en U es geodésica si y sélo si:

d* (27 0 ) d(z" o y) d(z” o)
dt? dt dt
para todo 1 < o < n.

Observar que en R™, los segmentos de rectas se pueden caracterizar por
aquellas curvas v en R" tales que D+ = 0, siendo D la conexién natural de R"™.
En este sentido, se entiende que las geodésicas son la generalizacién natural de
segmentos de lineas rectas a variedades de Riemann. Por otro lado, las lineas
rectas en R"™ se pueden ver como aquellas curvas que minimizan su longitud. A
continuacion, indicamos cémo las geodésicas verifican una propiedad andloga en
variedades de Riemann.

Sea @ = «a(t) una curva en M parametrizada por su longitud de arco y
definida en un abierto que contiene a [0, a], a € R. Se denomina variacidn de «
a toda aplicacién diferenciable:

H: (7535) X (757a+£) — M
(s,t) — H(s,t)

+ (5, 07)

=0,

con las siguientes propiedades:

(1) H(0,t) = «a(t) para todo 0 <t < a;
(2) H(s,0) =«a(0)y H(0,a) = a(a) para todo —§ < s < &.

Estd claro que para cada s fijo, H(s,+) es una curva en M con extremos «(0) y
a(a), por lo que podemos calcular su longitud:

L[H(s,")] = /O \/9(%1;[(5,15), %ij(s,t)) dt.

De esta forma, s — L[H(s,")] es una funcién diferenciable en (—¢,§). Diremos
que la curva « dada anteriormente es extremal para la longitud si:

SL[H] =0,

para cualquier variaciéon H de a, siendo 0L[H] = d%lszoL[H(s, I]-
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Proposicién 1.9. Sea (M, g) una variedad de Riemann y v una curva en M.
Entonces 7 es geodésica si y sdlo si v (parametrizada por su longitud de arco)
es extremal para la longitud.

Las curvas geodésicas tienen una importante propiedad que permiten establecer
un difeomorfismo local entre una variedad de Riemann (M, g) y su espacio tan-
gante. Fijados ¢ € M y v € T; M existe una unica geodésica, que denotaremos
por v, : (=§,&) — M, tal que v,(0) = z y ¥(0) = v. Ademas, para cada A > 0,
la curva t — v = 7, (At) es de nuevo una geodésica definida en (—&/X,&/N) tal
que Yao(1) =70 (A).

Sea de nuevo (M, g) una variedad de Riemann y ¢ € M. Si (2 es el
subconjunto de T, M formado por aquellos vectores v € Ty M tales que 7, estd
definida al menos en [0, 1], se define la aplicacién exponencial en ¢ como:

exp: 2y — M
v > exp,(v) = (1)

Por definicién, la aplicacién exponencial transforma rectas que pasan por el
origen de T, M en geodésicas de M que pasan por q.

Proposicién 1.10. Sea (M, g) una variedad de Riemann. Para cada punto q €
M eziste un entorno U de q en {2, de forma que para cada p € U existe un

entorno ‘W, del elemento neutro de T,M de forma que la aplicacion exp, :
W, — exp, (W) es un difeomorfismo y U C exp,(W,).

1.3.3. Curvatura en una variedad de Riemann

Sea (M, g) una variedad de Riemann. Se define el tensor de curvatura de
Riemann de g al tensor de tipo (3,1):

R:X(M)x X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y; Z) — fR(X, Y)Z =VxVyZ -VyVxZ — V[X,Y]Z
Se puede comprobar que verifica las siguientes propiedades de simetria:
(2) g(R(X,Y)Z, W) = —g(R(X, Y)W, Z);
para cualesquiera X,Y, Z, W € X(M). Sea (U,%), ¢ = (x,...,2") una carta

local en M de coordenadas y X = X“&%, Y=Y 821, y 4 =27 620. Entonces
podemos escribir:

v o 8
R(X,Y)Z = X'Y"Z Réw@’ (1.6)
siendo R}, = IR(B%, 8% ) 620' Si {I},} son los simbolos de Christoffel asocia-

dos a la métrica, las funciones componentes {R(’}Iw} se expresan como:
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Consideremos una variedad de Riemann y {e,} una base local ortonormal de
campos de vectores, esto es, una familia de n campos de vectores en un abierto
U tal que g(ey,e,) =, para todo 1 < p, v < n. Se define el tensor de Ricci de
g, como el campo de tensores de tipo (2,0).

Ric : X(M) x X(M) — X(M)

(X,Y) — Ric(X,Y) =3, g(R(eu, X)Y,e,) (1.7)
Se define ademas el escalar de curvatura de g a la aplicacion diferenciable:
R:M —R (1.8)

qg — R(q) =-2 Z# Ric (ey,ey)

siendo F),, el plano de T, M generado por {e,(q),e,(q)} para cada g € M. Se
puede comprobar que las definiciones (1.7) y (1.8) son independientes de la base
local ortonormal de campos de vectores utilizada

Observacién. Se puede comprobar que en toda variedad de Riemann (M, g), se
tiene que 2div (Ric) = div (Rg).

Un método alternativo para calcular el tensor de curvatura de una variedad de
Riemann viene dado por ecuaciones de estructura de Cartan. Sea (M, g) una
variedad de Riemann y {e,} una base local ortonormal de campos de vectores
en un abierto U de M. Para cada X € X(M) podemos escribir:

Vxeu, =w,(X)e,.
A las 1-formas {w?} se les conoce como 1-formas de conexidn de (M, g). Anélo-
gamente, para cada X, Y € X(M) expresamos:

R(X,Y)e, =202/(X,Y)e,,

siendo (27 una 2-forma conocida como 2-forma de curvatura de (M, g). Sea ahora
{6} ala base dual de {e,, }. Existe una relacién entre esta base dual, las 1-formas
de curvatura y las 2-formas de conexién y vienen dadas por las ecuaciones de
estructura de Cartan:

ot = 0" A wh (1.9)
2/ = dwy —wp; ANwy (1.10)

g

siendo A el producto exterior.
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Introduccion a la Teoria General de la
Relatividad

La teoria especial de la relatividad no describe los fenémenos fisicos de
naturaleza gravitatoria, y si quisiésemos adaptar la teoria newtoniana de gravi-
tacion al marco relativista, encontrariamos una clara incompatibilidad con los
postulados relativistas. La teoria general de la relatividad pretende ser una teoria
que englobe los efectos gravitatorios y en ausencia de estos, se obtenga como caso
limite la relatividad especial.

En primer lugar presentaremos el ejemplo del disco giratorio, considerando
un sistema de referencia no inercial y argumentaremos que las fuerzas (ficticias)
que actien sobre las particulas dejadas en libertad aparentan una naturaleza
gravitatoria. Este hecho motivara la idea de que para estudiar fenémenos fisicos
bajo la presencia de un campo gravitatorio, debemos considerar métricas mas
generales que la de Minkowski.

2.1. Ejemplo del disco giratorio

Sea S un sistema inercial con origen o de coordenadas espaciales z,vy, z y
coordenada temporal ¢. A continuacién nos ocupamos de construir otro sistema
de referencia S’ que se moverd con mo-
vimiento rotacional respecto de S. Pa-
ra ello, consideremos un disco, que de-
notaremos también como S’, de radio
R > 0 contenido en el plano z = 0.
Inicialmente suponemos que para un
tiempo inicial ¢ = 0 los puntos del disco
estdn fijos respecto de S. Asignamos a
cada punto q de este disco las coordena- Figura 2.1. Punto fijo respecto del disco
das polares (r, ), siendo r la distancia
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de ¢ al origen o y @ el angulo que forma el vector de posiciéon de ¢ con el eje ox
de S. Suponemos ahora que en el instante ¢ = 0 el disco comienza a girar con
velocidad angular constante w con wR < ¢ (aqui, ¢ representa la velocidad de
la luz en el vacio). De ésta forma, cada punto ¢ del disco describird una curva
espacial (ver figura 2.1) con coordenadas respecto de S:

(z(t),y(t)) = (rcos(wt + ), rsin(wt + 6)), (2.1)

para todo ¢t > 0. Hemos omitido la coordenada z pues el movimiento ocurre so-
lamente en el plano xy. Una vez que el disco S’ estd en movimiento, utilizaremos
las coordenadas (r, ) descritas anteriormente como coordenadas espaciales para
el sistema S’.

El movimiento de una particula fija en un punto p de coordenadas (r,6)
en S’ es representada respecto de S por una curva en el espacio-tiempo de

Minkowski:
a(t) = ($(t), y(t)a t)v (22)

para todo t > 0, en el que (z(t),y(t)) estd dado por (2.1). Si o es la derivada de
« respecto al tiempo t y 1 es la métrica de Minkowski escrita en las coordenadas
de S, n = dx? + dy? — c*dt?, entonces:

n(a’(t),a’(t)) =r2w? — 2,

para todo t > 0. De esta forma, el tiempo propio de la particula sera:

T(t) = Zlc/ot (@), 0/ (0) dA = /1 — ri“f. (2.3)

De aqui, deducimos que el tiempo propio de las particulas fijas respecto de
S’ depende de su distancia al origen. En consecuencia, las marchas de los relojes
de S’ irdn cada vez mas despacio a medida que nos alejamos del origen. Dado
que conocemos la regla de cambio (2.3), podemos adoptar como tiempo comin
para S’ el tiempo de un reloj situado en el origen (r = 0) que coincide con el
tiempo t de S.

En resumen, tenemos un sistema de referencia inercial S de coordenadas
(z,y,t) y otro sistema de referencia S” de coordenadas (r,6,t) que se relacionan
por las ecuaciones:

{x = rcos(wt + 6) (2.4)

y = rsin(wt + 0)

Fijemos ahora una particula de masa m estética respecto de S’ que se encuentra
en una posicién ¢ de coordenadas (rg,6p) respecto de S’. Esta describe una
curva en el espacio-tiempo de Minkowski de coordenadas (2.1) respecto de S.
Calcularemos la fuerza de Minkowski que experimenta. Su tiempo propio viene
dado por T(t) = apt siendo «y el coeficiente /1 — rdw?/c?. Si parametrizamos
« por su tiempo propio, se tiene que:
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a(t) = (ro coS (iT—I—HO),ro sin (i’t—l—(%), T), (2.5)
Qo Qo Qo
v la aceleracion de Minkowski sera:

d2 2
d—g(’t) = ,wazo (cos (aio’t + 90),sin (aio’r + 9()),0).

Por lo tanto, una particula de masa m inmdévil respecto de S’ en el punto (rg, 6p)
experimenta una fuerza de Minkowski de médulo mw?rq/ad dirigida hacia el ori-
gen de coordenadas de S. A esta fuerza se le conoce como fuerza centripeta. Estos
calculos se han realizado utilizando las coordenadas de S. Se puede comprobar
que si hacemos los cdlculos respecto a las coordenadas r, 6 de S’, llegariamos al
mismo resultado. Esto se debe a que la fuerza de Minkowski F' es un concepto
intrinseco. Se pueden encontrar los detalles de este cdlculo en ([4] pp. 279-281).

A continuacién, suponiendo que el sistema acelerado S’ es inercial, analiza-
remos las consecuencias de la Primera Ley de Newton. Supongamos que dejamos
una particula en libertad en el punto (rg, ) en el instante ¢ = 0 sin darle ningu-
na velocidad inicial respecto de S’. Si v = ~(¢) es la trayectoria de la particula
en el espacio-tiempo de Minkowski, entonces:

A(t) = (r(6),0(),t) = (v (1),72(),7° (1)),
para todo t > 0, con v(0) = (r9,00,0) vy 7v/(0) = (0,0,1). La condicién de que no
actia ninguna fuerza sobre ella serd equivalente a que V.7’ =0, esto es:
dQ,)/cr
dt?

o v
drd” (2.6)

e o4
T 0

para 1 < o < 3. Calculemos los simbolos de Christoffel {I7,} de la métrica de
Minkowski en las coordenadas (r,0,t) de S’. De (2.4) se sigue que:

dzx = cos(wt + 0) dr — rwsin(wt + 0) dt — rsin(wt + 6) d6,
dy = sin(wt + 6) dr + rw cos(wt + 6) dt + r cos(wt + 6) db,

y sustituyendo en n = da? + dy?® — c2dt® queda:
n = dr® +r?df* + 2r’w dtdd — (c* — r?w?) dt>. (2.7

Por lo tanto, la matriz métrica y su inversa seran:

1 0 0 1 0 0

v w2 w

(M) 0 r? r’w y ")=10 %2 — = =
0 7w rw? -2 0 & _CLQ

Ahora bien, las ecuaciones (2.6) en t = 0 son equivalente a:
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d2,.ya
= —(I%, 0).
2 j1=o (I5507)(0)
Utilizando la expresion (1.5) de los simbolos de Christoffel {17, } para la métrica
(2.7), se sigue que I'j3 = —rw?, '3y, = I'y; = 0 y en consecuencia:
d%y 5 0

—  =TowW = .
dt? =0 or |t=0

En fisica, al vector d?v/dt? se le denomina aceleracién aparente respecto de S'.
Si el sistema S’ refiere la aceleracién aparente a su tiempo propio T = agt la
particula tendra una aceleracién aparente igual a:

d?y row? 0

drjr=0 02 o)

Para el sistema S’ sobre la particula actiia una fuerza aparente de mddulo
mrow?/a? y de sentido contrario a la fuerza centripeta. A ésta se le conoce
como fuerza centrifuga.

En resumen, para el sistema inercial S, sobre una particula de masa m
inmévil respecto de S’ en el punto (rg, p) actiia una fuerza centripeta de médu-
lo mw?r /a3. Por el contrario, para un observador de S’, ademds de ésta fuerza
actia otra de igual médulo pero de sentido contrario a la centripeta (fuerza
centrifuga). Esta nueva fuerza no es apreciada por los observadores de S. La
fuerza centrifuga no es otra cosa que el fruto de la eleccién del sistema de coor-
denadas.

Consideremos ahora un observador de S’ situado en el punto pen t = 0
que permanece fijo respecto del disco. Tal observador podria pensar que en un
entorno suficientemente pequeno, la fuerza (aparente) que sufre la particula es
producida por la accién de un campo gravitatorio. Si realizamos el experimen-
to anterior con una particula de masa M, esta sufrirfa exactamente la misma
aceleracion. Esta es una propiedad caracteristica de los campos gravitatorios.
Sin embargo, en un entorno suficientemente grande, el observador medira que la
fuerza que actua sobre la particula es directamente proporcional a su distancia
al origen, lo que contradice la Ley de la gravitacion universal de Newton. Por lo
tanto: Una particula dejada en libertad, en un entorno suficientemente pequeno,
no puede diferenciar si su movimiento es producido por la accion de un campo
gravitatorio o es debido a la presencia de unas fuerzas ficticias debidas a un
movimimiento no inercial del observador.

2.2. Teoria de gravitacion. Variedades de Lorentz.

En la seccién anterior, el movimiento no inercial del sistema S’ producia
unas fuerzas ficticias sobre los particulas dejadas en libertad. Localmente, es-
tas particulas se comportaban como si estuviesen bajos la accién de un campo
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gravitatorio y sus trayectorias eran geodésicas de la métrica:
g = dr? +r? dt0? + 2r’w dtdd — (* — r?w?) dt*. (2.8)

Esto motiva el hecho de considerar métricas més generales que la de Minkows-
ki para describir un campo gravitatorio. Asumiremos entonces que un cam-
po gravitatorio no es mas que la modificacién de la métrica de Minkowski
n = dx? + dy? + dz? — dt>.

Observar que la métrica g dada en (2.8) sigue siendo una métrica llana y
con un cambio de coordenadas apropiados la podemos escribir como la métrica
de Minkowski 7. En general, no es légico imponer esta condicién a los campos
gravitatorios. Lo que si resulta natural imponer es que el campo gravitatorio
esté representado por un tensor métrico g en algin abierto U de R* de forma
que, para cada punto ¢ en U, la métrica g, se puede poner con un cambio de
coordenadas apropiado, como la métrica de Minkowski.

En problemas globales, el par (U, g) descrito anteriormente debe ser sus-
tituido por una variedad de Lorentz (M,g), en la que g representa el campo
gravitatorio. Las particulas dejadas en libertad seguirdn trayectorias geodésicas
de la métrica g con vector tangente temporal apuntando hacia el futuro. Los
rayos de luz seguirdn trayectorias geodésicas de vector tangente luminico apun-
tando hacia el futuro. Un observador describird una curva de vector tangente
temporal apuntando hacia el futuro. El tiempo propio del observador, desde tq
a t, sera:

1t
T=— [ |o'(t)|dt,
ic Ji,
siendo @ = «(t) la trayectoria del observador.

Definicién 2.1. Una variedad de Lorentz es un par (M, g), en el que M es una
variedad diferenciable de dimensién 4 y g un campo de tensores de tipo (2,0),
simétrico y no degenerado de signatura constante (+,+,+,—) que denominare-
mos métrica de Lorentz.

Asi, si (M, g) es una variedad de Lorentz, para todo ¢ € M
gq : TyM x TyM — R,

es una aplicacién bilineal simétrica y podemos encontrar una base {ej,...,e,}
de T, M en la que la matriz (gW (q)) asociada a g, es diagonal:

100 O
010 O
(guu(Q)): 001 0
000-1

A continuacién nos ocupamos de exponer qué entendemos por una orientacién
temporal en una variedad de Lorentz.
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Definicién 2.2. Sea (M, g) una variedad de Lorentz y q un punto de M. Un
vector v € T,M se dice que es espacial, temporal o luminico si g,(v,v) > 0,
gq(v,v) <0 0 gq(v,v) =0 respectivamente.

Para cada punto ¢ de una variedad de Lorentz (M, g) el subconjunto de T,M:
Cy= {v € TyM tal que v es temporal },

tiene dos componentes conexas, que denotaremos por C’; yCy. A Cysele
conoce como cono de los vectores temporales.

Definicién 2.3. Una variedad de Lorentz (M, g) es orientable respecto del tiem-
po st para cada punto q € M podemos elegir una componente conexa C;‘ de Cy
con la siguiente propiedad: en toda carta local (U 1) de M existe un campo
de vectores T € X(U) tal que T, € C’;‘ para todo p € U. La eleccion de una
componente conera C’; en cada TyM con la propiedad anterior se le denomina
orientacién temporal en M.

En ([4], pp. 286-287) podemos encontrar demostrado el siguiente resultado:

Proposicién 2.4. Una variedad de Lorentz (M,g) es orientable respecto del
tiempo si y solo si existe un campo de vectores T € X(M) de forma que T,
es un vector temporal para todo g € M.

Definicién 2.5. Un espacio-tiempo es una variedad de Lorentz (M,g) con una
orientacion temporal.

Un vector tangente v € T, M apunta hacia el futuro si gq(v, w) < 0 para algin
w E C’;‘ . Asi, los vectores de C’;‘ apuntan hacia el futuro. Si v es luminico, v
apunta hacia el futuro si v esé en la frontera de C’(;r .

2.3. Ecuaciones de campo gravitatorio

Hasta ahora hemos indicado que un campo gravitatorio en el espacio-
tiempo (M, g) es representado por la métrica de Lorentz g. A continuacién nos
disponemos a encontrar las ecuaciones de la métrica a partir de las condiciones
fisicas del medio. Pero antes, recordemos algunos conceptos sobre la teoria clasi-
ca de gravitacion.

Supongamos que tenemos un cuerpo o en medio continuo en una regién K de R3.

La materia de este medio est4 descrita por una funcién p : R? — R denominada
funcion densidad de masa. La masa de una regién D de K sera entonces:

m(D) = /D p(€) de,
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siendo d¢ la 1-forma de volumen dzAdyAdz de R3. Se define el campo gravitatorio
(estético) creado por K a la funcién vectorial & : R?* — R3 dada por:

_ r -8
o) = | O e

siendo ||-|| la norma estandar de R?. Resulta que & no sélo estd bien definida, sino
que es un campo conservativo con funcién potencial z — &(z) = [} Hz%\l dg.
A @ se le conoce como potencial gravitatorio de K y conocida la distribucién de
masa p, el potencial gravitatorio se obtiene de la ecuacion de Poisson:

AP = 4nGp, (2.9)

siendo G la constante de gravitacién universal. Ademds si r : I — R3 es la
trayectorial que sigue una particula bajo la accién del campo gravitatorio, esta

se rige por la ecuacién:
d*r
el —grad@or. (2.10)

2.3.1. Derivacion heuristica de las ecuaciones de campo

Hasta aqui, hemos identificado un campo gravitatorio con una métrica de
Lorentz g en el espacio-tiempo M, pero no hemos determinado como obtener este
campo gravitatorio a partir de las condiciones fisicas del medio. Einstein traté
de hallar una ecuacién anéloga a la ecuacién de Poisson (2.9) que relacionase la
métrica g con las caracteristicas del medio fisico que creara dicho campo. Como
ya hemos indicado, en la teoria clasica de gravitacién el campo gravitatorio esta
determinado por una tnica funcién escalar @, sin embargo, en la Relatividad
General el campo gravitatorio viene dado por las 10 componentes {g,.} de la
métrica (o potenciales gravitatorios). Asi, Einstein propuso sustituir la ecuacién
de Poisson por 10 ecuaciones escalares, o equivalementemente, por una ecuacién
tensorial entre tensores simétricos de orden 2 del tipo:

G = kT, (2.11)

en el que G es un tensor construido a partir de la métrica y T otro tensor que
describe las propiedades fisicas de la materia que creaba el campo gravitatorio.
Describamos cual debia ser el tensor T' que aparece en la parte derecha de la
ecuacién (2.11). Recordemos que en mecanica relativista de fluidos aparece un
tensor T simétrico y de tipo (2,0), denominado tensor de energia-impulso, que
contiene toda la informacion sobre la materia, incluida su densidad. Este viene
dado por la ecuacion:
AdivT = f,
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siendo f un campo de vectores que representa la fuerza exterior (de Minkowski)
que actia sobre el medio continuo. La idea de Einstein sobre el paso de la Teoria
Especial de la Relatividad a la Teoria General es que debia hacerse de la forma
mas natural posible, sustituyéndose la métrica de Minkowski 7 por una métrica
de Lorentz. Por ello, si entendemos que el campo gravitatorio lo crea un medio
continuo que no sufre fuerzas exteriores, el tensor T' que aparecia en (2.11) debia
ser el andlogo al tensor energia-impulso de la relatividad especial, y por lo tanto
tener divergencia nula.

Ahora bien, respecto a la parte izquierda de la ecuacién (2.11), G debfa ser
un tensor simétrico de tipo (2, 0) con divergencia nula y que respecto a cada carta
local (U,v), ¥ = (2%, ...,2%) debia ser expresado en funcién de los potenciales
gravitatorios {g,,} y sus derivadas parciales hasta el orden 2 (linealmente en
las de orden 2), de la misma manera que el primer miembro de la ecuacién de
Poisson (2.9) que contiene (linealmente) derivadas de orden 2 del potencial @.
Es decir,

_ agaﬂ 3290(6
Guo = G000 3 53 ) (2.12)

El primer candidato, para ser el tensor G, es el tensor de Ricci. Sin embargo, en
general 2div (Ric) = div (Rg) # 0. Ahora bien,

1
Ric — =R
ic — 5 Rg

si cumple con todas las condiciones requeridas sobre G. Por ello, Einstein esta-
blece que las ecuaciones para el campo gravitatorio en la Relatividad General
debfia ser:

Ric — %Rg = kT, (2.13)

siendo x una constante. A la ecuacién (2.13) se le conoce como Fcuacidn de
Einstein y a G = Ric — %Rg como Tensor de Finstein.

Observacion. Resulta natural preguntarse si el tensor de Einstein es el tinico
tensor que cumple con las propiedades requeridas, es decir, que sea un tensor
de orden 2, simétrico con divergencia nula y que respecto a cada carta local
sea de la forma (2.12) cuya dependencia con las derivadas segundas de {g,, }
sea solamente lineal. Como aparece en [11], durante los afios 1917 y 1922, H.
Vermeil, E. Cartan y H. Weyl probaron que los tinicos tensores que cumplen las
propiedades anteriores son aquellos de la forma

~ 1
G=upuG+ Ag= M(Ric — §Rg> + Ag, (2.14)
siendo p y A constantes reales. De hecho, décadas mas tarde, D. Lovelock [12]

desmotré que la suposicion realizada sobre la dependencia lineal de las derivadas
segundas de las componenetes de la métrica era redundante.
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La constante A que aparece en (2.14) se le conoce como constante cosmoldgica
y permite reescribir la ecuacién de Einstein (2.13) como:

1
Ric — §Rg + Ag = kT.

La Teorfa General de la Relatividad no impone ningin valor especial para la
constante cosmoldgica A, sin embargo, estudiando el limite newtoniano se puede
deducir que A debe ser un valor muy pequeno o la constante cero.

2.3.2. Derivacion lagrangiana de las ecuaciones de campo

En la seccién anterior hemos establecido las ecuaciones de campo gravita-
torio a partir de un razonamiento analogo al propuesto por A. Einstein en 1915.
A continuacién indicamos brevemente una alternativa més axiomatica propor-
cionada por D. Hilbert, en la misma época que Einstein, a partir del conocido
Principio de accion estacionaria que comentaremos a continuacién.

Consideremos en el espacio newtoniano R? una particula de masa m bajo
la accién de un campo de fuerzas conservativo. La diferencia entre la energia
cinética y la energia potencial V' = V(x) de la particula es una funcién L :
T(R?) — R que se conoce como lagrangiano de la particula:

L, #) = gml#]” ~ V()

La trayectoria que sigue tal particula es aquella que hace que una determinada
cantidad, denominada accidn, sea minima. Dicho de una forma mas precisa, el
Principio de accion estacionaria establece que, de todas las posibles trayectorias
que puede seguir la particula entre dos puntos fijos =,y de R3, la trayectoria
a:[0,1] — R3 que sigue la particula en la naturaleza es aquella que hace que

b
S[e] :/ L(a(N), &(N), A) dA

sea minima. De alguna forma, esto es similar al hecho de que las geodésicas en
variedades riemannianas sean extremales para su longitud (proposicién 1.9).
Hilbert se pregunté cual seria el lagrangiano para el campo gravitato-
rio en la relatividad general. Teniendo en cuenta la naturaleza geométrica de
la gravitacién que habia considerado Einstein, Hilbert propuso que el espacio-
tiempo intenta curvarse lo menos posible y de esta forma, el lagrangiano debia ser
una funcién escalar que dependiese intrinsecamente de la geometria del espacio-
tiempo. Por ello, en ausencia de efectos fisicos no gravitatorios, parecia logico
suponer que la curvatura total deberia ser minima y por lo tanto la accion:

Slg] = /MRdQ, (2.15)



20 2 Introduccién a la Teoria General de la Relatividad

serfa estacionaria al variar la métrica, siendo df?2 la forma de volumen del espacio-
tiempo M. Si existiésen campos eléctricos, presiones asociadas a los fluidos,
colisiones entre particulas u otros efectos fisicos en el medio, estos debian ser
descritos por un lagrangiano L y tendriamos que sustituir la (2.15) por:

Slg] = /M (R+ kL) ds2, (2.16)

para cierta constante x. A (2.16) se le conoce como accidn de Finstein-Hilbert.

Siguiendo la notacién que precede, Hilbert postulé que la métrica asociada
al campo gravitatorio producido por un medio descrito por un lagrangiano L,
debia ser extremal para la accién de Einstein-Hilbert (de forma andloga a como
se hizo en la seccién 1.3.2). Asi, Hilbert prueba:

Teorema 2.6. Sea M una variedad diferenciable de dimension 4. Una métrica
de Lorentz g safisface la ecuacion de Finstein (2.13) si y sdlo si es extremal para
la accion de Einstein-Hilbert (2.16).

Dado el lagrangiano del medio L, podemos construir un tensor 7' de tipo (2,0)

de componentes:
T 2 9(y/—gL)
by \/Tg ag;w
el cual serd el tensor de energia-impulso del medio. Un ejemplo de un lagrangiano

para el espacio-tiempo y su respectivo tensor energia momento puede verse ([2],
pp. 105-110) como exponemos a continuacion.

(2.17)

Ejemplo 2.7. En presencia de un campo electromagnético, el lagrangiano del
medio viene dado por:

V=9
L= fﬁga“gﬁl’FalgFlw (2.18)
siendo F' cierto tensor 2-covariante de componentes F),,, denominado tensor de
tensiones de Mazwell que contiene toda la informacién sobre el potencial eléctri-
co. El tensor de energia-impulso T" definido por el lagrangiano (2.18) se obtiene
de (2.17). Las ecuaciones de campo se escriben:

1 Kk /1 o o
RMU - iRg;u/ = E (zguyFaﬁF p— FuaFy )
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Campo gravitatorio producido por una estrella.
La solucién de Schwarzchild

Nuestro proposito es describir el campo gravitatorio producido por un
cuerpo esférico (una estrella) que supondremos situado en nuestro espacio-
tiempo. Supondremos que en el exterior de la estrella, no existen fenémenos
fisicos de naturaleza no gravitatoria y veremos que en este caso, la métrica que
representa el campo gravitatorio debe tener tensor de Ricci nulo. Por la natura-
leza del problema supondremos que el espacio-tiempo admite simetria esférica.
Asi, en este tema nos ocuparemos de estudiar las variedades de Lorentz con si-
metria esférica, la expresién local de la métrica para el caso particular de tensor
de Ricci nulo (Teorema de Birkhoff) y su aplicacién para el estudio del campo
gravitatorio creado por una estrella (La solucién de Schwarzschild).

3.1. Variedades de Lorentz con Simetria Esférica

Por cuestiones fisicas, estamos interesados en las variedades de Lorentz
que admiten a SO(3) como grupo de isometrias y sus espacios de 6rbitas son
subvariedades espaciales de dimensién 2.

Definicién 3.1. Una variedad de Lorentz (M, g) tiene simetria esférica si admi-
te una accion efectiva ¥ : SO(3) x M — M de forma que para cada A € SO(3),
VUa: M — M sea isometria y la érbita (q) = 94(SO(3)) de un punto q no fijo
sea una subvariedad espacial de M de dimension 2.

Observacién. En ([14], lema 1) se prueba que si SO(3) actia como una isometria
sobre M, sus espacios de orbitas no pueden tener dimension 1, y si los espacios de
orbitas tienen dimension 2, estos deben ser espaciales. Teniendo esto en cuenta,
la condicién de que los espacios de érbitas sean espaciales en la definicién 3.1 es
redundante.



22 3 Campo gravitatorio producido por una estrella. La solucién de Schwarzchild

En esta subseccién, probaremos que, en una variedad de Lorentz (M, g) con si-
metria esférica, los espacios de érbita de puntos no fijos por la accién de SO(3)
deben ser conformes a la esfera S? o al plano proyectivo RP?. Sea ¢ € M un
punto no fijo por la accién de SO(3). Como SO(3) define una accién transitiva
sobre el espacio de drbitas .#(q), si I, es el subgrupo de isotropia de ¢, entonces
el teorema 1.4 nos asegura de que el cociente SO(3)/I, es difeomorfo a #(q).
Por lo tanto, para conocer el espacio de érbitas de un punto, nos es suficiente con
conocer el subgrupo de isotropia de ese punto. Dado que I, es cerrado por de-
finicién, estudiamos cémo son los subgrupos cerrados y de dimensién 1 de SO(3).

Antes de continuar, observemos que si consideramos a los elementos de SO(3)
como transformaciones de R? que conservan el producto escalar y la orientacién
usual, fijado o € SO(3) podemos encontrar una base ortonormal {ej, ez, e3} de
R3 de forma que la matriz asociada a dicha transformacién sea del tipo:

cosf —sinf 0
a= | sinf cosf 0], (3.1)
0 0 1

para algtn 6 real (ver por ejemplo [3] p. 286). En lo que sigue utilizaremos esta
identificacién para los elementos de SO(3).

Lema 3.2. Sea e el elemento identidad de SO(3). Si {1+} es un subgrupo uni-
paramétrico de transformaciones de SO(3) entonces existe una base ortonormal
{e1,e2,e3} de R® tal que:

cos kt —sinkt 0
Pi(e) = | sink coskt O |, (3.2)
0 0 1

para todo t real, siendo kK € R una constante.

Demostracion. Por la proposicién 1.2 existe un entorno U de e en SO(3) tal
que para cualquier o« € U existe un tnico subgrupo uniparamétrico {p;} de
forma que o = e y ¢1 = o Fijemos tg > 0 tal que 4,(e) € U y escribamos
o = 1y, (€). Entonces podemos encontrar una base ortonormal {e1, ez, e3} de R?
en la que o se expresa como:

cosf —sinf 0
sinf cosf 0 |,
0 0 1

para algtin 6 € R. Definamos ahora el subgrupo uniparamétrico ¢ : R — SO(3)
dado por:
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cosfs —sinfs 0
ps = | sinfs cosfs 0 |,
0 0 1

para todo s real. Como s — s, (€) es también un subgrupo uniparamétrico
en SO(3) y verifica que para s = 1, ¢y (e) = o la unicidad de los subgrupos
uniparamétricos implica que ¢, debe coincidir con ,s(€e) para cualquier s en
[0, 1]. Pero la condicién de subgrupo requiere que s = 1);,s(€e) para todo s real.
Denotando ¢ = sty se sigue que :(e) = /4, ¥ queda probado el resultado. O

Proposicién 3.3. Sea H es un subgrupo cerrado y de dimensidn 1 de SO(3)
y Ho la componente conexa que contiene a la identidad e de SO(3). Entonces
o H es conexo y H = Hy o bien H tiene dos componentes conexas Hy y Hy.
Ademds existe una base ortonormal positiva de R? tal que Hy es el conjunto de
transformaciones de R? que en esta base se expresan por matrices de la forma:

cosf —sinf 0
sinf cosf 0 |, (3.3)
0 0 1

y Hy, si no es vacio, es el conjunto de transformaciones que respecto de esta
base se expresan como matrices de la forma:

cosf sinf 0
sinf —cosf 0 |. (3.4)
0 0o -1

Demostracion. En virtud del lema 3.2, para probar que existe una base ortonor-
mal positiva {e1, ez, e3} de R? en la que los elementos de Hy se escriben como
(3.3), basta ver que Hy coincide con {i:(e)} para algin grupo uniparamétrico
{¢1} de transformaciones de SO(3). En primer lugar, dado que H es cerrado, el
teorema 1.1 demuestra que H es un subgrupo de Lie de SO(3). Como dim H = 1,
su algebra de Lie h es isomorfa a R. Denotaremos ¢ : R — b a tal isomorfismo.
Consideremos ahora la aplicaciéon exponencial exp : h — H y definamos:

PR x SO(3) — SO(3)
(t,o)  — Yy(a) = ocexp (o(t))
Entonces {4} es un grupo uniparamétrico de transformaciones de SO(3) ya
que:
Py (ws(oc)) =1 (xexp ((b(s))) = acexp (P(t)) exp (¢(s))
= acexp (¢(t + 5)) = Yrps(a).
Ademas, {¢:(e)} = exp(h) y por ser b conexo, de la continuidad de la aplica-

cién exponencial se sigue que {¢;(e)} = Hp. El lema 3.2 termina de probar el
resultado cuando H es conexo.
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Supongamos ahora que H no es conexo y sea 3 € H — Hy. Veamos que necesa-
riamente B! = o, o bien BB~ = «~! para cualquier x € Hy. Para ello,
consideremos el automorfismo:

HQHHO

o —s Bop! (3.5)

Es bien sabido que SO(2) es isomorfo a S! y que los tnicos automorfismos en
St son z + 2y z +— 271 Pero como Hy = {¢1(e)} y {¢:(e)} es isomorfo a
SO(2), el automorfismo dado en (3.5) debe coincidir con la aplicacién Hy — Hy
dada por &« — «, o bien & — a~!'. En consecuencia, si 3 € H — Hy entonces
B = af, o bien B! = o' para todo o« € Hy. Fijemos B € H — Hy y
o € Hy. Respecto de {e1, ea, €3} se expresan:

abe cosf —sinf 0
p=|def y o= | sinf cosf 0
ghi 0 0 1

Un célculo matricial nos muestra que:

[ ] o C

Ba = . . f
gcosO + hsinf —gsinf + hcost i

Los valores de los elementos de la matriz con el simbolo e no nos interesan.
Denotemos ahora o como ocsie =1y o' si e = —1. Entonces:

e e ccosf —efsinf
xB= 1| eecccosh+ fsinh
gh 1

)

para ¢ = +1. Haciendo entonces a3 = B se tiene que:

{c(cos@l)efsin@() {g(cos@1)+hsin9 =0

ecsing + f(cos —1) =0 —gsinf + h(cosf —1) =0 (3.6)

Las ecuaciones anteriores (3.6) se pueden interpretar como dos sistemas de ecua-
ciones lineales, con incénginas ¢, f y ¢, h y determinante:

cosf) —1 —sind
det( sin 0 COS&1)=2(1—COSQ).

Si 0 # 27n para cualquier n entero, el determinante no se anula y por lo tanto
¢, f,g,h =0. Asi, la matriz 3 es:

abl
p=1de0 (3.7)
00



3.1 Variedades de Lorentz con Simetria Esférica 25

De la expresion (3.7) se sigue que el elemento i € R es un autovalor de 3, pero
los autovalores de 3 son {+1} por ser « € SO(3). Estd claro que ¢ = 1 no puede
ser posible pues en ese caso la matriz

(g z> (3.8)

debe ser un elemento de SO(2) y eso equivale a que exista kK € R tal que 3 se
exprese de la forma:
cosk —sink 0
sink cosk 0 |,
0 0 1

esto implica que 3 € Hy, en contra de la hipétesis. Consideremos entonces el caso
i = —1. Ya que la matriz (3.8) debe ser un elemento de O(2) con determinante
—1, podemos escribir:

cosf sinf 0
= sind —cosf 0 |. (3.9
0 0 -1

Sea H; el conjunto de matrices de la forma (3.9). Si H no es conexo, entonces
H; C H ya que siempre existe una matriz € H de la forma (3.9) para algin
0. Por lo tanto, las matrices

cosk —sink 0 cosf sinf O cos(k+0) sin(k+80) 0
sink cosk 0 sinf —cosf 0 | = | sin(k +6) —cos(k+6) 0
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1

, son elementos de H para todo k. De esta forma se obtienen todas las matrices
de H;y. En resumen, si H no es conexo, entonces Hy C H y dado € H — Hy
resulta que 3 € H;. O

Sea de nuevo (M, g) una variedad de Lorentz con simetria esférica por una accién
¥ : SO(3)x M — M y consideremos un punto ¢ € M no fijo por . Esté claro que
9 induce una accién transitiva SO(3) X (q) — #(q), que seguiremos denotando
por ¥. Sea I, = {oc € SO(3) tal que ¥4(q) = q} el subgrupo de isotropia de q.
Entonces ¢ define la accién de I, sobre el espacio T,.%(q) dada por:

I, x T,7(q) — T,.%(q) (3.10)
(o, v) — (Vo) wq¥

La aplicacién (3.10) estd bien definida, ya que para todo « € I, la aplicacién
Yo 1 L (q) = L (q) transforma curvas de .¥(q) que parten desde ¢ en curvas de
(q) que parten desde q.
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Denotemos Iso (Tqﬁﬂ(q)) al grupo de isometrias de T,.7(q) respecto a la
métrica (definida positiva):

9q : Tq7 (q) x TS (q) — R.

Fijada una orientacién en T,.#(q), denotemos por Rot(T,.#(q)) al grupo de
isometrias en T,.%(¢) que conservan la orientacién, el cual no depende de la
orientacién elegida.

Observacion. Manteniendo la notacién que precede, para cada ¢ € M los grupos
Iso(Ty-7(q)) y Rot(T,.#(q)) son isomorfos a O(2) y SO(2) respectivamente.

Definicién 3.4. Consideremos el homomorfismo:

X1l — ISO(TqY(q))

o —> X(0) = (Vo) ug (3:11)

A la imagen x(I;) se le denomina grupo lineal de isotropia del punto g.

Proposicién 3.5. Sea (M, g) una variedad de Lorentz con simetria esférica y
q un punto no fijo por la accién de SO(3). Entonces el subgrupo de isotropia
I, es isomorfo al grupo lineal de isotropia x(I,). Ademds x(I,) coincidird con
Rot(T,.7(q)) si I, es conezo y con Iso(Ty.7(q)) si I no es conexo.

Demostracion. Sea o € kerx. Por la proposicién 1.10 existe un entorno W,
de 0 en T, (q) tal que exp, : W, — exp,(W,) es un difeomorfismo. Veamos
primero que ¥4 : S(q) — Z(q) es la aplicacién identidad en U = exp,(W,).
Sea entonces p € U. Existe un tnico vector v € W, tal que p = v,(1). Para ver
que ¥« (p) = p es suficiente probar que 5 = ¥, 07, es de nuevo una geodésica en
Z(q) que coincide con 7, en [0,1]. En efecto, ya que ¥4 es una isometria, 7 es
una geodésica en . (q), y esta verifica que:

(1) ?(0) = ('ﬂcx o ’Yv)(o) = 190((‘]) = ¢, pues & € I;
(2) 7'(0) = (Va0 7)"(0) = (Ja)xqv = v pues « € ker y.

De la unicidad de las geodésicas se sigue que 7 = =, al menos, en [0, 1] y por
lo tanto §(1) = ,(1). Esto prueba que 9y : U C #(q) — U es la aplicacién
identidad.

A continuacién, veremos que « debe coincidir con el elemento identidad e de
SO(3). Sea entonces p € U — {q}. Ya que p € ¥(q), debe existir B € SO(3)
tal que p = ¥g(g). Consideremos el difeomorfismo (inverso) dado por el teorema
1.4:

¢:S(q) — SO(?’)/]q

P o) = v,

siendo y € SO(3) tal que p’ = ¥ (¢q). Entonces, al ser p € U, p = ¥«(p). La
condicién de que p # ¢ implica que 3 ¢ I,. Utilizando ¢, la condicién d«(p) = p
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se escribird oI, = B1,. Es decir, B_locBIq = I, y por lo tanto B~ lap € I,. De
aqui, debe existir y € I, tal que 3 = By. Como «,y € I, por la proposicién
3.3 existird una base {e1, ea,e3} de R? tal que o y y se expresan:

cosf —epsinf 0 cos A —egsin A 0
o= | sinf e;cosf 0 y v=| sinA escosA 0
0 0 €1 0 0 €2

con € = £1, e = 1. Escribamos ademés 3 de la forma:

abc
B=|derf
ghi
Un céalculo matricial nos muestra que:
e e ccosf —epfsinf ® e cC
= | ®ecsinf + € fcosb y By=|eeef (3.12)
' €11 o0 i

Podemos escoger 3 de forma que i # 0. Entonces de (3.12), usando que «ff = Py,
se tiene que €; = €3 (=€) y:

{c(cose—é) — fesinf :8 (3.13)

csinf + ef(cosf — 1) =

Dado que (3.13) debe ser cierta para todo par (¢, f) préximo a (0,0), los coefi-
cientes del sistema (3.13) deben anularse. Esto implica que cosf = 1, sinf = 0
y € = 1. Lo que equivale a que « coincida con la matriz identidad e. Asi, x es
inyectiva.

Ademids el isomorfismo x : I, — x(I;) definido por (3.11) es un isomorfismo de
grupos de Lie. Si I,; es conexo, entonces x(I;) serd un subgrupo de Lie conexo de
dimensién 1 de Iso (Tqy (q)) Dado a que el inico subgrupo conexo de dimensién
1 de Iso(T37(q)) es Rot (T3 (q)), resulta que x(I,;) = Rot(7,.#(¢)). De forma
andloga, si I, es no conexo entonces x(I,) coincidird con Iso(T,.%(q)). O

A partir de aqui denotaremos por S? a la esfera unitaria de R3 con la métrica g
inducida por el producto escalar euclideo de R3. Sea RIP? el espacio proyectivo de
dimensién 2 construido a partir de S? identificando los puntos diametralmente
opuestos. Dotamos a RP? de la métrica inducida por g, que seguiremos denotando
por g.

A continuacién, dado g € M, vamos a probar que existe un difeomorfismo
conforme de .¥(q) sobre S? ¢ RP? en funcién de que I, sea conexo o no. Para
ello necesitamos el siguiente resultado:
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Lema 3.6. Sea E™ un espacio vectorial de dimension n y (-,-) un producto inte-
rior en E™. Sea f : E™ — E™ un isomorfismo lineal con la propiedad de que para

todos x,y € E"™ con (x,z) = (y,y) se cumple que {f(x), f(z)) = (f(y), f(v)). En-
tonces existe una constante k > 0 tal que (f(x), f(y)) = k(z,y) para cualesquiera

x,y € E".

Demostracion. Dado x € E™ pongamos (f(z), f(x)) = k(z,z). Si y € E,
entonces existe una constante «' > 0 tal que (y,y) = k'(x,z). Entonces

<71;,ya \/%w = (@, z) y por lo tanto:

(1(zw)-1(F59)) = U@ 1@) = slea) = w{ . —=).

Asi, (f(y), f(y)) = k{y,y). En resumen, para cualquier z € E™ existe x tal que
(f(x), f(z)) = K{x,x). Ahora, si tomamos x,y € E™ arbitrarios se sigue que

(Fle+9). f(e+9)) = x{a+y, a+y), y por lincalidad, (f(2), f(v)) = nla.y). O

Proposicién 3.7. Sea (M, g) una variedad de Lorentz con simetria esférica por
una accion ¥ : SO(3)xM — M y q un punto de M no fijo por . Si I, es conexo,
entonces existe un difeomorfismo ¢ : .7 (q) — S? tal que ¢*g = kg para cierto
k > 0. Si I, no es conero, entonces existe un difeomorfismo ¢ : #(q) — RP?
con la misma propiedad, p*g = kg con k > 0.

Demostracion. Supongamos que I, es conexo. Por la proposicién 3.3 podemos
elegir una base {e1, eq,e3} de forma que los elementos de I, se expresen como
(3.3). Definimos:
¢:.S(q) — S?
p > ¢(p) = afes)

siendo & € SO(3) tal que p = 9«(q). Para ver que ¢ estd bien definida, to-
memos &, 3 € SO(3) tales que ¥«(q) = Vg (q). Asi, ¥4-15(q) = q y en conse-
cuencia « B € I,. Dado que los elementos de I, dejan fijo a e3, se tiene que
(" B)(e3) = e3 y por lo tanto «(e3) = P(e3). Veremos a continuacién que ¢
es inyectiva. En efecto, sean p,r € .#(q) tales que ¢(p) = ¢(r). Podemos encon-
trar o, B € SO(3) de forma que p = 94(q), 7 = JIp(q). Asi la condicion de que
#(p) = ¢(q) se puede escribir como «(e3) = B(e3) y por lo tanto a1 (e3) = e3.
Dado que a1 deja fijo a e3, existe una matriz A € SO(2) de forma que o™
toma la forma (4 9). Esto implica que a™!'f € I, y ﬂa—lﬁ(q) = ¢q. Queda de-
mostrado que p = r. La sobreyectividad se sigue de la accién natural de SO(3)
sobre S2. De esta forma ¢ es sobreyectiva y ademds diferenciable.

Probemos ahora que ¢*g = kg, K > 0 en ¢. Sean u,v € T,¥(¢q) con
gq(u,u) = gq(v,v). Por la proposicién 3.5, I, actia sobre .#(¢q) como el grupo de
rotaciones Rot (TqY(q)) y por lo tanto, existe B € I, de forma que (J3).qv = u.
Si escribimos & = ¢(q) se sigue que:
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Gz (Paqly Puqtt) = G ((¢ 09 )xqv, (¢ 0 19[5)*11”)- (3.14)

Ahora bien, ¢ o g = f 0 ¢. En efecto, dado p € #(q), p = ¥« (q) y se tiene que:

(6 00p)(p) = (¢0Vp 0Ia)(a) = d(Vpala)) = B(a(es)) = B (p)
Sustituyendo ¢ o 95 por P o ¢ en la segunda igualdad de (3.14) obtenemos:

B isometria en S?
?;p <¢*qua (b*qu) = §(f5*eg o ¢*qva ﬁ*eg o (b*qv) ; E((b*qu ¢*qv)-

Por el lema 3.6, existe una constante x > 0 tal que ¢*g = kg en ¢. En lo que
sigue, probaremos que ¢*g = g en cualquier otro punto p € .#(q). Escribamos
p =VY«(q), x € SO(3) y fijemos u,v € T,,.(q). Si z = ¢(p), se tiene que:

Tz (qﬁ*pu, (b*pv) = Jo(q) (cx;xl o Pyplt, (x;xl ) d)*pv). (3.15)

1

Pero como ¢ o ! = a1 o ¢, i.e. el diagrama:

Fg) 2> 82

2| e

S(q) 2 57

es conmutativo, de (3.15) resulta:

§$(¢*pu7 (;5*},1)) = §¢(q) ((d)*q © (19;1)*17)'“, (¢*q © (19&1)*?)”)
(6*9)q=94
L kg (03 )aptts (05 ) ) = Kgq(u, v).

Esto prueba la proposiciéon cuando I, es conexo.
Supongamos ahora que I; no es conexo. Por la proposicién 3.3, existe una base
{e1,e2,e3} de R? de forma que los elementos de 1, se expresan como:

cosf —esinf 0
= sinf ecosf O |,
0 0 €

para € = £1. Sea ¥ : .#(q¢) — RP? dada por p — 9(p) = [qﬁ(p)] Se puede
comprobar que ¥ esta bien definida, es diferenciable y sobreyectiva. Estudiemos
la inyectividad. Sea p,r € #(q) tal que ¢(p) = (r). Entonces existe o, 3 €
SO(3) tales que p = Vu(q), 7 = 9p(q) y [ax(es)] = [B(es)]. Esto implica que
o(e3) = £B(e3), o lo que es equivalente, (B~ 1o)es3 = Fe3. De aqui, Bl se
expresa como (4 9) para cierta matriz A € O(2). De nuevo, por la proposicién
3.3 podemos asegurar que Pt € I, y Yx(q) = Up(q) esto es, p = r. Que
1*g = kg se prueba como el caso anterior. a
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Sea (M, g) una variedad de Lorentz con simetria esférica y ¢ un punto de
M no fijo por la accién de SO(3). Denotemos por €(q) el conjunto de los puntos
de M formados por todas las geodésicas que parten desde ¢ y tienen vector
tangente ortonormal a T,.%(g). De la proposicién 1.10 existird un entorno U de
q tal que para todo p € U, el conjunto ¥ (p) N U es una subvariedad de M, ya
que:
€ (p) NU =UNexp, (Tpﬁﬂ(p)L NWp)

siendo W, aquel entorno del elemento neutro de T, M tal que exp, : W, —
exp,(Wp) es un difeomorfismo y U C exp,(W,).

Proposicién 3.8. Sea (M, g) una variedad de Lorentz con simetria esférica y
I, el subgrupo de isotropia de un punto q no fijo por la accion de SO(3). Si H,
es la componente coneza de la identidad de I, entonces H, deja fijos todos los
puntos de €(q).

Demostracion. Como los elementos de H, definen isometrias de T, M que trans-
forman T,.%(q) en T,.#(gq), también deben transformar su complemento orto-
gonal T, (q)* en T, (q)*. Asi, los elementos de H, transforman geodésicas
ortogonales que parten de ¢ en geodeésicas ortogonales que parten de g, esto es
que, H, transforma el conjunto ¢ (¢) en si mismo. Sea U un entorno de ¢ en M
sin puntos fijos por la accién de SO(3) tal que U N ¥ (p) es una subvariedad de
M para todo p € U. Como %€(q) y -7 (q) son subvariedades transversas (esto es,
T,7(q) T, (q) = T, M) existird un entorno V de g en € (¢) NU tal que €(q) y
& (p) sean transversas para cualquier p € V. Veremos que H, deja fijo cualquier
punto p € V.

%(q)

En efecto, de la proposicién 3.3 existe un subgrupo uniparamétrico ¢ : R —
SO(3) de SO(3) de forma que H, = {¢;}. Dado que p € €(¢) N.L(p) y H, deja
fijo €(q) N . (p), la curva:

R— M

t — Uy (p)

debe estar contenida en €(q) N . (p). Por tanto su vector tangente en p debe
ser nulo por estar en T, (q) N T, (p). Como esto se cumple para todo p € V,
{¢+} define un campo vectorial nulo en todo V. Luego, {¢:} actiia sobre V
dejando fijo todos sus puntos. De aqui deducimos que H, actia sobre el espacio
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tangente T (q) como la aplicacién identidad. Como H,, transforma geodésicas
en geodésicas, de la definicién de %(¢), H, deja fijos los puntos de €(q). O

Sea ahora (M, g) una variedad de Lorentz con simetria esférica y ¢ € M
un punto no fijo por la accién de SO(3). Como antes, sea U un entorno de ¢q en
M que no contiene puntos fijos por la accién de SO(3) y de forma que € (p) NU
sea una subvariedad de M para todo p € U. Consideramos entonces en U las
distribuciones:

O:p—T,7(p) y O :pwT,7(p)* (3.16)

Esta claro que tanto IT como IT+ son transversas. Por construccién IT es inte-
grable y .¥(p) N U, son subvariedes integrables para cada p € U. A continuacién
veremos que [T+ también es integrable.

Proposicién 3.9. Sea (M, g) una variedad de Lorentz con simetria esférica y q
un punto no fijo por la accion de SO(3). Sea U un entorno de q que no contenga
puntos fijos y de forma que UNE (p) sea una subvariedad de M para todo p € U.
SipeUNF(q), entonces T,.7(p) es ortogonal a T,%(q).

Demostracion. Para probar que € (p) N'U es una subvariedad integrable de IT+
basta ver que T,% (q) = T,,.# (p)* para todo p € UN%(q). Sea H, la componente
conexa que contiene a la identidad del subgrupo de isotropia I, por la accién
¥ de SO(3) sobre M. Por la proposicién 3.3 existe un subgrupo uniparamétrico
{4} de forma que H, = {¢;}. Entonces dados v € T, (p) y w € T,€(q) se
tiene que:

proposicién 3.8

gp(ua U) = gp(<,l9¢t)*PU’ (ﬂwt)ﬂ?w> ; g((ﬁ’lbt)*lﬂv’ U}) (317)

Denotemos «(t) = ¥y, (p) para todo ¢t € R. Derivando (3.17) respecto a t y
evaluando en ¢t = 0 se tiene que:

gp((a'(()))*p% w) =0.

Como H, deja fijos a todos los puntos de €(q), en particular, debe dejar fijo a
p, por lo que Hy C H, y de la proposicién 3.5, ya que H, actia sobre T, (p)
como el grupo de rotaciones, se sigue que (a’(O))*pv es un vector de T, (p)
perpendicular a w. Ahora bien, todo vector de T,.%(p) puede escribirse como
(O/(O))*pv para algiin v € T,,.%(p) y por lo tanto w es perpendicular a T,,.%(p).

De aqui, se concluye que 7, (q) = T, (p)*. O

De la proposicién 3.9 sabemos que si (M,g) es una variedad de Lorentz con
simetria esférica y ¢ un punto no fijo por la accién de SO(3), podemos encontrar
un entorno U de g de forma que las distribuciones IT y IT+ sean integrable y sus
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subvariedades integrables son, respectivamente, . (p) N"U y €' (p) N U para cada
pel.

Del teorema 1.6 podemos encontrar una carta local cibica (Ug, ), ¥ =
(r,t,60,¢) con U, C U tal que para cada p € U, de coordenadas p =

(Tpatp,e;zn%op):
Lp)NU, = {(r,t,9,¢) €U, tal que r =17y, t = tp},
C(p)NUy = {(r,t,&,qﬁ) €U, tal que 6 =6, ¢ = ¢p}.

Nos referiremos al par (Ug, 1) como el sistema de coordenadas adaptado para q.
A continuacién, dado p € U,, vamos a ver que existe una aplicacién conforme de
Z(p)NU, en 7 (q) N Uy, esto es, un difeormofismo x : .#(p) NU; — L (g) N U,
tal que x*¢g = kg para cierto k > 0. Pero antes, veamos cémo se expresa ¥y,
o € SO(3), respecto a (Ug, ). Sea entonces o« € SO(3) y ¢ = ¥«(g). Dado
que 9« : M — M transforma geodésicas perpendiculares a T,.%(¢) que parten
desde ¢ en geodésicas perpendiculares a Ty .(¢') que parten desde ¢, se sigue
que 9« (€(q)) = €(¢'). Asi, respecto la carta (Ug, 1), U« se expresa como:

Vo i (18,0, 0) — (r,t,0(0,0),0(6,0)), (3.18)

para ciertas funciones 0, ¢ : ¢(¢) N U, — R diferenciables.

Lema 3.10. Sea (M, g) una variedad de Lorentz con simetria esférica y g € M
no fijo por la accion de SO(3). Si (Uy, ¢) es un sistema de coordenadas adaptado
para q, entonces para cada punto p de €(q) NU la aplicacidon:

x: L p)NU — S () Ny
(rp7tp707¢) — (rq7tqvev¢)

donde g = (r¢,tq,0q,0q), P = (rp,tp, Op, &p), €s un difeomorfismo conforme, es
decir, existe una constante £ > 0 tal que x*g = kg en #(p) N U.

Demostracion. Esté claro que x es un difeomorfismo por definicién. Para ver que
es conforme, veamos primero que x conmuta con cualquier elemento de SO(3).
Para ello, basta observar que en U, se tiene que:

(x o Va)(r,t,0,0) = x(r,t,0(0,0),6(0,0)) = (rq,tq,0(0,9),5(6, ¢))
= 19“(7‘,1, tq7 97 ¢) = (79& © X)(T7 t7 9, qb)

En consecuencia xy oy = ¥4 0 x en los puntos en los que los dos miembros estén
definidos.

Ahora bien, habiamos visto en la proposicién 3.8 que la componente conexa
H, del subgrupo de isotropia de ¢ dejaba fijos a los puntos de %(¢). De ésta
forma, si p € €(q), la componente conexa H, del subgrupo de isotropia de I,
que contiene a la identidad coincide con Hg, es decir, H, = H,. De aqui se
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deduce que x,p : TpZ (p) = T4 (q) transforma vectores u,v € T,.7(p) de igual
norma en vectores de T,.%(q) de igual norma. En efecto, sean u,v € T,.(p),
gp(u,u) = gp(v,v). Entonces como H, actia como el grupo de rotaciones sobre
T, (p) (ver proposicién 3.5) existe a € H,, = H, tal que v = (U4 )«pu. Entonces:

9q(Xxp?s Xap¥) = gq (X*p 0 (Vo) spty Xop © (V) sptt)
= gq((ﬂcx)*p O XxpU, (ﬁcx)*p © X*pu) = gq(X*pu7 X*pu)'

Veamos que esta condicién se cumple en cualquier otro punto de .(p). Sea p’ €
Z(p)NU,, entonces existe o € SO(3) tal que Y (p') = p. Como x =I5  oxyody,
tomando la aplicacién inducida en p’ se tiene que Xup = (V5! )ag © Xap © (Vo )sprs

(V) pr o BN pr
Ty (p) — T, (p) ~5 T, (q) 5" Tyor ()7 (q)

En consecuencia, al ser ¥4, 95! isometrias y x4, conforme en p’, se concluye que
x es conforme en . (p) NU,. O

Sea de nuevo (M, g) una variedad de Lorentz con simetria esférica y ¢ € M un
punto no fijo por la accién de SO(3). Sea (Ug, 7)) sistema de coordenadas adap-
tado para ¢ y denotemos Sy = . (¢) N U, 65 = €(¢) NU. Sean 11 : Uy — %o,
(T,t,9,¢) = (r,t,Gq,¢q) y m2 ¢ uq — 6503 (T,t,0,¢) = (T(ptqaaad)) las proyec-
ciones de U sobre %y y - respectivamente tal y como se muestra en la figura
3.1.

:(Tlh ttb 63 ¢)

Figura 3.1. Representacion del sistema de coordenadas adaptado para ¢ =
(rq,tq,0q,®q) y las proyecciones 711, 72 sobre un punto de coordenadas (r,t,0, ¢)

Manteniendo la notacion anterior, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.11. Sea (M, g) una variedad de Lorentz con simetria esférica. Pa-
ra cada punto ¢ € M no fijo por la accion de SO(3) existe un entorno U de
coordenadas (r,t,0,¢) de forma que la métrica se expresa como:

g = mi(dw?) + K m3(de2?),
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siendo dw? una métrica de signatura (+,—) sobre €y, d2*> una métrica de Rie-
mann con curvatura constante positiva en Sy y K : U — R, K = K(r,t) una
funcion diferenciable positiva

Demostracion. Sea (Ug,¥), ¢ = (r,t,0,¢) sistema de coordenadas adaptado
para ¢. Respecto de (Ug, 1) podemos escribir la métrica g como g = h + 1’
siendo:

h=Adr?+Bdt>?+2Cdrdt y h = Ddb*+ Ed¢* + 2F drdt,

en donde se ha utilizado la notacién datdz” = i (dat @ da” + da¥ @ dz*) y
A, B,C, D, E, F son funciones diferenciables de U, en R. Si v € SO(3), entonces
Uy se expresa en (Ug, 1) como (3.18) y al ser 0 isometrias, resulta que 9% (g9) = ¢

en q. Por lo tanto:
Va(h)=h y 05 (h)=W

en q. De esta forma, como:

(9a) (Ao (a) = Alrgsty, Ogs q) dri+B(rq, g, 0q, dg) dtz+2C(rg,tg, 0g, ) drqdt

con éq = é(Gq, bq), ng = (5(9q7 ¢q), se sigue que:

A(Tq’tqvéqaé;) = A(rg,tq, 04, 0q);
B(rq,tq,0q; :1) = A(rq:tq: 04, 9q);
C(Tqatmeqad);) = A(rq,tq,0q, dq)-

Como ¥ : SO(3) x S — S es transitiva, entonces las funciones A, B,C' no
dependen de 0 ni ¢. Asi, podemos escribir:

dw(gr’w’ o) = Nrto,0) = A, 1,04, ¢y) dri4+B(r,t,0q, ¢q) dt242C (1, 1,0, ¢q) drqdty

es decir, dw? es una métrica sobre €. Por otra parte, por el lema 3.10, x :
(rp,tp, 0, 0) — (r4,t4,0,¢) es conforme por lo que h’(T7t,67¢) = K(r, t)h’(rq,tq,97¢),
K(r,t) > 0. Ademas por la proposicién 3.7, # tiene curvatura constante posi-
tiva. Si denotamos:

dg(znt,a@) = D(Tqv tqa 07 ¢) d@g + E(Tqa tqa 05 QS) dﬁbg + 2F(Tq7 tqa 67 ¢) da(r,t,@,qﬁ) dd)q

Entonces df2? es una métrica definida positiva sobre .7 y 73(d2?) = 1. O

3.2. Variedades de Lorentz con simetria esférica y tensor
de Ricci nulo

Como ya se ha indicado anteriormente, nuestro propdsito es describir el
campo gravitatorio producido por una estrella en su exterior. Dado que en el
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exterior de la estrella no hay materia, la ecuaciéon de Einstein equivale a la
anulacion del tensor de Ricci. Por ello, nos interesa saber cémo es la métrica
para una variedad de Lorentz con simetria esférica y tensor de Ricci nulo.

Observacion. Dado que en el exterior de la estrella no hay materia, el tensor de
energia-momento 7T debe ser nulo y la ecuacién de Einstein se reduce a:

1
Ric — §Rg =0. (3.19)

Veamos que (3.19) equivale a la anulacién del tensor de Ricci. En efecto, respecto
a una carta local de M tenemos que:

1 1% 1 v
R, — §Rg’“/ =0=g¢""R,, — iRg“ 9w =0,

de lo que se sigue que R—2R = 0y en consecuencia R = 0. De (3.19) se concluye
que Ric = 0. El reciproco es evidente.

Dada (M, g) una variedad de Lorentz con simetria esférica, por el teorema
3.11 si ¢ es un punto de M no fijo por la accién de SO(3), podemos encontrar
una carta local (U, ), ¥ = (r,t,0, ¢) tal que la métrica se expresa:

g = 1 (dw?) + K 7t5(d$2?), (3.20)

siendo dw? una métrica de indice 1 sobre la superficie %, de ecuaciones ¢ =
$q,0 = 0, y df2* es una métrica de Riemann de curvatura constante positiva
sobre la superficie ., de ecuaciones r = ry,t = t,. Consideremos en R? la
parametrizacién de S2:

(0, ¢) — (sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 6).

La métrica euclidea dz? 4+ dy? + dz? define una métrica de Riemann sobre S2
que en las coordenadas (6, ¢) se expresa como df? + sin? 6 d¢?. Dado que % es
conforme a S2%, podemos elegir coordenadas 6, ¢ en .%) de manera que:

ds2* = N\*(d6? + sin? 0 dp?),

para cierta constante A # 0. Por otra parte, la superficie %, podemos elegir
coordenadas r,t tal que las curvas 9/0r, /0t sean ortogonales. En estas coor-
denadas, se tendra que:

dw? = X2 dr? — Z%dt?,

siendo X = X(r,t), Z = Z(r,t) funciones diferenciables de % en R. Entonces
de (3.20) se sigue que:

gp = X%(r,t) dr? Z2(r, t) dtZ, () + Y (r, ) (02, ) +sin0de2, ) (3.21)

i (p) 2 (p)
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para todo punto p de U de coordenadas. (r,t,0,¢). Aunque Y estd definida en
U, se puede definir intrinsecamente en todo el abierto M’ de punto de M no
fijos por la accién de SO(3). De hecho, fijado p € M’, si I, es conexo, entonces
el drea de .7 (p) es 4rY?%(p) y si I, no es conexo, el drea de .%(p) serd 27Y?(p).
A continuacién obtendremos las funciones X,Y, Z imponiendo la anulacién del
tensor de Ricci de la métrica dada en (3.21).

En la carta local (U, 1) anterior consideramos la base ortonormal de cam-
pos de vectores {e1, ea, €3, €4}:

10 10 1 0 10

=X 2Tvar © T vemeos 4T Za

(3.22)

y su base dual de 1-formas {6',62,62,6*} que viene dada por:

0' = Xdr, 0*>=Ydh, 60°=Ysinbdp, 6*= Zdt.

Si denotamos 6* = 0" dz¥ (aqui (z',2% 2%, 2%) = (r,t,0,¢)), entonces la dife-

rencial de 6 se escribe:

oo
do" = dob Ndx” = dz? A dx”.
Ox°

siendo A el producto exterior de 1-formas. Escribiendo ademés dr, dt, df, d¢ en
funciones de 6',62,63,0* se obtienen las siguientes igualdades:

dot = —94 A6Y

XZ
de? = A 62 —94 N
XY tyz
o3 = ;;Y A6+ YYZ ot p P+ OO g2 ) g
do* = 5291 A

en donde X,Y,Z y X', Y', Z' denotan las derivadas de X,Y, Z respecto de ¢ y r
respectivamente. Las 1-formas {6} se relacionan con las 1-formas de conexién
{wy;} por medio de la primera ecuacién de estructura de Cartan (1.9). Teniéndose
que:

1 Y’ 3
wy = —ydﬁ; w5 = cos 0dop;
X z' Y’ 0
wi = ?dr + ydt; w3 = sin do;
Y YV
wi = EdQ; wi = - sin 0dp.
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Las 2-formas de curvatura son:
Y\ XY YN YZ
1_ L\ AT I\ .
QQ_((X) Z2 )deAdT+((X) XZ)deAdt’

. . N y / /' o
XY Y))sin@dr/\d¢+<yz (l) )sin@dt/\d¢;

72 (X ZX \X

R (};)2) sin 6 df A de:

(%)
(2~ ()
22 = ()};)/—);?)drAd@Jr((g)O—Z;;/>dt/\d9;

(%), — i?;) sin@dr A d¢ + <()Z/)O - Z)?;/) sin @ dt A de.

El tensor de curvatura R estda dado por las 2-formas de curvatura segtn:
R(X,Y)e, = 2QZ(X, Yeu,
para cualesquiera X, Y € X(M). Por lo tanto, el tensor de Ricci de g se escribe:
Ric = R,,07 @ 0" = 202" (e,,¢5) 07 @ 6"

F-@)=(®-@)
o=y (7 - () 7 (1 (2 - ()~ () - 57)
(

F)-@) 25 -
X A YZ\ X2 Z
B 2 (YZ (Y )0
“Tyz\zx \Xx
Siendo el resto de coeficientes son nulos.
El siguiente teorema se le conoce como Teorema de Birkhoff y establece
cémo es la expresion local de la métrica de una variedad de Lorentz con simetria
esférica y tensor de Ricci nulo (ver por ejemplo [9], [5], [13]). Esta métrica fué

dada por primera vez por K. Schwarzschild en menos de un ano después de que
Einstein estableciese las ecuaciones de campo gravitatorio (2.13).
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Teorema 3.12. Sea (M, g) una variedad de Lorentz con simetria esférica y ten-
sor de Ricci nulo. Existe un subconjunto cerrado S de M y de medida nula tal
que para cada ¢ € M — S no fijo por la accién de SO(3) existe una carta local
(U, ) de coordenadas ¥ = (r,t,0,¢) de forma que g se expresa en U como:

1
1—r/r

g= dr? 4+ r?(d6? + sin® 0dp?) — (1 — k/r)dt?, (3.23)

para cierta constante positiva K.

), ¢ = (r1,0,9)

Demostracion. Sea g € M no fijo por la accién de SO(3) y (U
3.21). Consideremos la

una carta local en la que la métrica se expresa como (
funcién F en M’ dada por:

F = g(gradY,gradY)

Siendo gradY el campo de vectores definido por g(gradY, W) = W(Y) para
todo W € X(M"). Como Y sdlo depende de r y ¢ en (U, ),

0 0
gradY = /\E + ua,

para ciertas funciones A, u. Imponiendo que:

se sigue que A = Y'/X?y u = —Y/Z2. Por lo tanto, la funcién F se expresa en

U como: )
Y72 VN2
r=(x) -(z)-
X A
Veamos ahora que F' no se puede anular sobre ningin abierto. El hecho de que
F se anule en un abierto es equivalente a que Y7/ = :I:Y Estudiemos primero

el caso de que Y'/X = Y/Z. En prlmer lugar, la ecuacién Riy =0 queda

ng, - (%) = 0. Sustituyendo en Ry = 0 se tiene que (%)' — (%) =0ysi
volvemos a sustituir en Ru = 0 se tiene que % — (YY/) = 0. Finalmente de

.§22 = 0 se sigue que:

F( G- (R)) -

pero al ser Y/X = Y /Z debe darse que 1/Y? = 0, lo que no es posible. En
el caso de que Y'/X = —Y/Z ya estd probado pues en la métrica aparece el
término Z elevado al cuadrado, y asf si se cumple Y’/X = —Y/Z basta cambiar
Z por —Z en la métrica y estamos en el caso anterior.
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Sea ahora S el subconjunto de M’ formado por los puntos p tales que F(p) = 0.
Este conjunto podria ser vacio. Fijado ¢ € M’ — S, consideremos la carta local
(U, ) alrededor de ¢ descrita anteriormente y tal que U N S = (). Siguiendo la
notacién que precede, ponemos % = L (¢) N Uy 6o = €(¢) NU.

Supongamos ahora que F' > 0 en U y tomemos las coordenadas r y ¢ de

%o de forma que:
0 gradY

or g(grad Y, gradY)’

y que 9/0t sea perpendicular a 9/9r. Dado que F > 0y gradY es espacial, el
vector 0/0t debe ser temporal. Ademés:

aYy 0 aYy 0

— = radY,—)zl — = (radY,—)zO

or 7 € ar Yogr TIERE ) T
se deduce que Y es una funcion unicamente de 7 y podemos tomar Y(r)=r.De
aqui, la ecuacion Rj4 = 0 es equivalente a X = 0, lo que implica que X es una
funcién excluivamente de r. En consecuencia, las ecuaciones Ri; = 0,Rgyq = 0
toman la forma:

jL(£y+4L(§g’_o ;L(Z§’+jizi_o
x\x) Tzx\x) 7" Y xz\X) Tizx2 T
De las relaciones anteriores se sigue que Z'/Z + X'/X = 0 y por lo tanto que

7Z = p/X para cierta constante y > 0. Ademds, como X no depende de t, Z
tampoco. Expresamos entonces Rz = 0 como:

j{%@i@gg 1z _, (3.24)
Xr\X r? X2 Zr X2 7 '
Para resolver (3.24) basta plantear el campo de variable X? = 1/W quedando

asi que W’ = (1 — W)/r. Es facil ver que la solucién general de esta ecuacién es
W (r) =1— x/r. La solucién de (3.24) es:

1

X0 =1

y Z(r)2:p2<1—§>.

Asi, la métrica g se expresa en estas coordenadas como:

_ 1
C1—r/r

g dr? 4+ r2(d6? + sin? 0dp?) — p*(1 — w/r)dt?,

redefiniendo ¢ como ut, se obtiene (3.23). Supongamos ahora que F' < 0 en U.
Tomamos entonces las coordenadas r y t de 6y de manera que:

Q B gradY
ot g(gradY,gradY)’
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y que 0/0r y /0t sean perpendiculares. De esta forma se tiene que 9/9r es
temporal y 00t es espacial. Procediendo de forma similar al caso anterior, se
obtiene la expresién de g (ver [4]):

K 1
= (5-1)ar- dt? + 12(d62 + sin 0 dg?).
I (t T (d6° + sin 6 dg”)

Si intercambiamos las variables r por t y t por r en la expresién anterior, se
obtiene de igual forma la métrica dada en (3.23)

Por otra parte, se tiene que:

gradY = (1 — S)E’

y por lo tanto F(r) =1 — k/r. O

3.3. El espacio-tiempo de Schwarzschild

Consideremos un cuerpo esférico (una estrella) de masa m centrado en el
origen de coordenadas de R3. El campo gravitatorio que produce se representars,
por una métrica, que sustituird a la de Minkowski, que tendremos que calcular.
En el exterior de la estrella el tensor de energia-impulso T es nulo y por tanto
el tensor de Ricci de la métrica ha de ser nulo. Por la naturaleza del cuerpo, es
l6gico suponer que el espacio-tiempo que buscamos tiene simetria esférica con lo
que la métrica se expresard localmente como:

g= 1 gy r2(d6? + sin® 0dp?) — (1 — k/r)dt?, (3.25)
1—r/r
siendo k una constante. Observamos que en r = k la métrica no estd definida en
dichas coordenadas. Para evitar esta singularidad tomamos:

V ={(r0,¢)c R? tal que r > K}

Asi, (V x R, g) es una variedad de Lorentz. Para que sea ademds un espacio-
tiempo, la dotamos de la orientacién temporal en la que 0/9¢ apunta hacia el
futuro.

Definicién 3.13. El espacio-tiempo de Schwarzschild es el producto V x R do-
tado de la métrica g dada en (3.25), siendo (r,0,¢) coordenadas esféricas en V
y t la coordenada correspondiente a R.

El grupo SO(3) actia sobre (V x R, g) segtin la accién:

SOB)x (VxR)— VxR
(, (1)) — (o, t)
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siendo a(x) la accién usual de « sobre x € R. De esta forma, (M, g) es una
variedad de Lorentz con simetria esférica y tensor de Ricci nulo.

En realidad se puede ver que kK = 2mG siendo m la masa de la estrella y
G la constante de gravitacién universal (aqui, estamos suponiendo que ¢ = 1).
Para unidades arbitrarias, la métrica de Schwarzschild viene dada por:

2G'm
rc?

1
9= e dr® + 1%(d0% + sin® 0d9%) — ¢ (1 -

— )dt2 (3.26)

rc?

siendo c¢ la velocidad de la luz y G la constante de gravitacién universal. Para
mas detalles, ver [4].
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Conclusiones y valoraciones

Con la realizacion del presenta Trabajo de Fin de Grado he podido ini-
ciarme en el estudio de la Relatividad General, considerada como el principal
logro del pensamiento humano sobre la obtenciéon de una teoria que formaliza
el comportamiento de la naturaleza. En ella, es fundamental la aportaciéon de
Einstein de sustituir la acciéon a distancia que produce un campo gravitatorio
creado por un cuerpo, segtin la Teoria Clasica de Gravitacion, por la idea de que
un tal cuerpo lo que produce es una distorsién del espacio a su alrededor, la cual
es medida por un concepto geométrico que aparece en la geometria de Riemann,
la curvatura.

Para el desarrollo del presente Trabajo de Fin de Grado, he necesitado
familiarizarme en nuevos conceptos y herramientas de geometria diferencial. En
particular, he necesitado ampliar estudios sobre grupos de Lie, acciones de grupos
de Lie en variadades y geometria de Riemann.

He procurado que este documento sea lo mas autocontenido posible dentro
de sus limitaciones. Pese a ello, ha sido necesario introducirme en algunas ramas
de la fisica pre-relativista tales como la mecénica de Newton, mecédnica de fluidos
o el electromagnetismo, y estudiar los fundamentos geométricos de la Relatividad
Especial. Con todo ello, he adquirido nuevos conocimientos que son de gran
interés para mi formacién, asi como las competencias que aparecen en la guia
de la asignatura y los resultados de aprendizaje sobre la utilizaciéon de textos
cientificos de relevancia.

Por dltimo mencionar que para la redaccién de este documento, me he
percadado de la dificultad que tiene redactar documentos cientificos de este
volumen, particularmente en lo referido a la organizacion del contenido que se
incluye.
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Nowadays, The General Theory of Relativity seems
to be the greastest accomplishment of human thought
about nature. This theory involves a solid mathemati-
cal formalism and experimental physics.

1. Introduction

This memory is divided in three chapters. In the first
chapter we start introducing some fundamental re-
sults about differencial geometry on smooth manifolds.
Later, in the second chapter, we conclude that the
spacetime in precense of a gravitational field must be
identified with a lorentzian manifold (M, g) and g must
contain all the information about the gravitational field.
Finally we study Lorentz manifolds with spherical sym-
metries and prove the Birkhoff’s theorem. Using this
theorem, we decribe the Schwarzschild space-time.

2. Mathematical tools

« Lie groups and actions of Lie groups.
—Lie algebra of a Lie group and the exponential map.
— Rotational group SO(3).
* Riemannian geometry.
— Lorentz metric.
— Levi-Civita connection.
—Geodesics and exponential map.
—Curvature tensor.
—Cartan structure equations.
+ Distributions.
—Integrable distribution: Frobenius theorem.

3. Results obtained

Introduction to General Relativity:

«The gravitational field must be identified with a
lorentzian metric g over the four dimensional space-
time manifold M.

*The metric g is given by the Einstein’s fields equa-
tion: 1

Ric— ERg =«T.
where T is the stress-energy tensor.

Spherically symmetric solution of the Einstein’s fields

equation:

«Let (M, g) be spherically symmetric Lorentz manifold.
For any g € M (not fixed by SO(3)) there is a local
chart (W, y),y = (r, t,0,¢) such that:

g =7} (dw?) + K*m3 (dQY) (1)

being dw? a metric of signature (+,-) over a 2-
dimensional surface %, of coordinates 6 = const,¢ =
const and dQ? a riemannian metric of constant pos-
itive curvature of other 2-dimensional surface .#, of
coordinates r = cont,t = const. Also, K = K(r,1)
is a real function on %, and m,m, the projections
(1, 1,0,p) — (1, 1,04,¢4), (1, 1,0,¢) — (ry, 15,0, ) respec-
tively.

« Futhermore, if Ric=0:

_ 1

T 1-«l/r
This statement is known as the Birkhoff Theorem.

*The Schwarzschild spacetime (M,g) where g is the
Schwarzschild metric given by (2) with x =2Gm (G is
the gravitational constant, and m is the mass of the
body that produces the gravitational field) and M is
the manifold V xR, V ={(r,6,¢) e R®: r > «}.
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