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Resumen - Abstract

Resumen

El presente Trabajo Fin de Grado desarrolla la transformada integral
de Laplace desde un punto de vista prdctico, tratando de justificar,
de una forma lo mds sencilla posible, las manipulaciones (no siempre
rigurosas, pero si efectivas) que hacen los ingenieros, los fisicos...,
al abordar y solucionar diferentes problemas. Introduce, de manera
elemental, la teoria de distribuciones, demostrando que la delta de
Dirac, como funcion, estd mal definida, y que solo tiene sentido si
se considera una distribucion.

Palabras clave: Transformada de Laplace — Distribuciones —
Distribuciones de crecimiento lento — Delta de Dirac — Heaviside
— Clircuitos eléctricos — Tranformada de Fourier — Funciones prueba
— Derwacion distribucional.

Abstract

The present dissertation develops the Laplace integral transform from
a practical point of view, trying to justify, in the simplest way pos-
sible, the manipulations (not always accurate, but effective) that en-
gineers, physicists... do, when they aproach and solve different pro-
blems. It presents, in a basic way, the theory of distributions, proving
that the Dirac delta, as a function, is not well defined, and it only
makes sense if it is considered as a distribution.

Keywords: Laplace transform — Distributions — Slow growth dis-
tributions — Dirac delta — Heaviside — FElectrical circuits — Testing
functions — Fourier transform — Distributional differentiation.
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Introduccién

La teoria de distribuciones, desarrollada por el matematico francés Lau-
rent Schwartz y que le hizo merecedor de una medalla Fields por su enorme
contribucion al anélisis, amplié el campo del analisis diferencial e integral, per-
mitiendo una justificacién rigurosa de diversos procedimientos que carecian de
ella. Algunos tipos de distribuciones (en particular, la funcién delta y sus deri-
vadas) se usaban en Fisica e Ingenierfa desde mucho antes del desarrollo de la
teoria de distribuciones.

Heaviside y Dirac perfeccionaron sus calculos considerando siempre apli-
caciones especificas. Sin embargo, sus procedimientos prescindian de fundamen-
tos matematicos rigurosos. La teoria de distribuciones constituyé una base ma-
tematica soélida, ampliando su rango de estudio y suministrando herramientas
que permitieron su aplicaciéon en numerosas areas.

Fisicos e ingenieros han utilizado frecuentemente la delta de Dirac pa-
ra la resolucion de problemas relacionados con la transformada de Laplace en
circuitos lineales, siempre mediante una aplicacién directa. Schwartz salva las
inconsistencias originadas del calculo de la delta de Dirac, al entenderla como
una distribucién, involucrando espacios de funciones, convergencia, operadores...

En esta memoria estudiaremos la transformada integral de Laplace desde
un punto de vista practico, e introduciremos de manera elemental la teoria de
distribuciones y su relacién con las transformadas de Laplace y de Fourier. Para
ello, se ha dividido el proyecto en tres capitulos.

En el primer capitulo se describen las propiedades clasicas de la trans-
formacion de Laplace. Se establecen los resultados fundamentales y las reglas
operacionales de dicha transformada, se introducen las funciones de Heaviside y
la delta de Dirac, y para acabar se muestran unos ejemplos de aplicacion de la
transformada de Laplace a circuitos eléctricos, destacando los diferentes métodos
de aproximacién al mismo problema entre los matematicos y los ingenieros.



VIII Introduccién

En el capitulo 2 se desarrolla brevemente la teoria de distribuciones, en
concreto, conceptos como: funciones prueba, espacio de distribuciones, conver-
gencia de distribuciones, derivaciéon de distribuciones... destacando uno de los
resultados mas importantes de la teoria de distribuciones, que toda distribucién
es infinitamente derivable. Se termina este capitulo demostrando que la delta de
Dirac, como funcién, estd mal definida, y que solo tiene sentido si la consideramos
como una distribucién.

Finalmente, en el capitulo 3 y aprovechando la relacién existente entre las
transformaciones de Fourier y de Laplace, se define esta ultima en el espacio de
distribuciones, se comparan los resultados distribucionales con los clasicos del
capitulo 1 (abscisa de convergencia, regién de convergencia, unicidad, analiti-
cidad...) y se deduce rigurosamente la transformada de Laplace de la delta de
Dirac.
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Resultados clasicos de la transformacion de
Laplace

1.1. Introduccién

Sean F y G dos espacios de funciones. Una transformada entre dichos
espacios es una aplicacion

T:F—g
f=Tf=g
que a cada funcién f del primer espacio le hace corresponder una funcién g del

segundo. Por ejemplo, si T'f = f?>—3f+8, y 2% € F, su imagen serd g(z) = 2* —

322 + 8. En particular, cuando el mecanismo para calcular la imagen se obtiene
integrando la funcién dada contra una funcién conocida K(z,y), denominada
nucleo, sobre cierto intervalo I, es decir,

(Tf)(y) = F(y) = / K(z,y)f(2) de (L1)

se dice que T es una transformacién integral del nicleo K(z,y). El intervalo I
puede ser finito, infinito o todo R, incluso puede ser un camino complejo.

Segun el nucleo y el intervalo I que comparezcan en (1.1), resultan distintas
transformaciones. Asf se tiene

I=(0,00) ,K(ts)=e" : transformacién de Laplace
I=(0,00) ,K(z,s)=a" : transformacién de Mellin
I=(-00,0), K(z,y) = %e*”y : transformacién de Fourier
I=(0,00) ,K(z,y)=4/2coszy :transformacién de Fourier-coseno
=(0,00) , K(z,y)= \/%sen zy : transformacién de Fourier-seno
I=(0,00) ,K(z,y)=/zy J,(ry) : transformacién de Hankel

En esta ltima, J,(z) denota la funcién de Bessel de primera clase y orden v.
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El objetivo de esta memoria es el estudio de la transformacién integral de
Laplace desde un punto de vista practico, tratando de justificar, de una forma lo
mds sencilla posible, las manipulaciones (no siempre rigurosas, pero si efectivas)
que hacen los ingenieros, los fisicos, los mateméticos aplicados..., al abordar y
solucionar diferentes problemas.

En concreto, en este primer capitulo se presenta un resumen de las princi-
pales propiedades y reglas operacionales de la transformaciéon de Laplace. Con-
viene recordar que esta transformacién es muy versatil y, sin duda, la que tiene
un mayor nimero de aplicaciones. Si conocemos la transformada de Laplace F(s)
de una funcién dada f(t), se puede calcular inmediatamente la transformada de
Laplace de f(at +b), et f(t), t" f(t),..., donde a,b,n € Ny a € C, en términos
de F'(s). Incluso operaciones como derivar o integrar f(t) se convierten en pro-
ductos de F(s) por potencias de s. Precisamente esta conversién de derivadas
en simples productos algebraicos es lo que explica la utilidad de la transformada
de Laplace en la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas
parciales.

Finalizaremos este capitulo mostrando como proceden los ingenieros y fisi-
cos en la resolucién de ciertos problemas relativos a circuitos eléctricos, resal-
tando la falta de rigor matematico en muchos de los pasos que dan y tratando
de aportar posibles justificaciones.

1.2. Definicion y ejemplos. Resultados fundamentales

Definicién 1.2.1. Sea f una funcién real definida en (0, 00). Se denomina trans-
formada de Laplace de f a la funcién

(€ f)(s) = F(s) = / T et () de (1.2)

donde s € C, siempre que esta integral exista. En tal caso diremos que f es
transformable Laplace. En las aplicaciones es habitual poner

f(t) o= F(s)

para indicar que la funcién f en el espacio del tiempo tiene por imagen la funcién
compleja F' en el s-espacio.

Nota. Si la funcién f tomara valores complejos, se entenderd que f es transfor-
mable Laplace si lo son sus partes real e imaginaria.

Primeramente veamos algunas condiciones que aseguran la existencia de
la integral (1.2).
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Teorema 1.2.2. (Teorema de existencia) Supongamos que existe ¢ € R de
modo que e~ ' f(t) € L(0,00), es decir, es absolutamente integrable en (0,00).
Entonces existe la transformada de Laplace de f para todo s € C, Re s > c.

Demostracion. Puesto que |e?®| = 1, para todo a € R, este aserto sigue inme-
diatamente de que, si Re s > ¢, se tiene

> et > ef(Re s—c)t e ct > e—ct
/0 70 dt‘ < / et £ (1)) dt < / ()] de

Ejemplo 1.2.3. La funcién

0,5t t<0
u(t) = (1.3)
1,80 1>0

se denomina funcién escalén unidad o funcién de Heaviside, por lo cual también
se denota por H(t). Su transformada de Laplace es

o0 T 1—eTs 1
(L u)(s) = / e st dt = lim e Stdt = llm ——— = =
0 T—o0 Jg T—o0 S S
si, y solo si, Re s > 0.
Ejemplo 1.2.4. Si f(t) = e, a € C, sigue que

1

s —

(£ f)(s) = / et gy =

siempre que Re s > Re «

Ejemplo 1.2.5. Al calcular las transformadas de Laplace de las funciones sen ot
y cosat, o € C, surgen integrales ciclicas, que se calculan integrando por partes

dos veces para obtener
@

L t = - 14
(senat)(s) = - 7 (1.4)
s
L t = 1.5
(cos at)(s) o (1.5)
cuando Re s > |Im «|
Ejemplo 1.2.6. Sea
1, te(a,b)
uayb(t) =

0, t<(a,b)
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donde a,b € R, 0 < a < b. Su transformada de Laplace es

S

b —as __ ,—bs
(L uap)(s) = / etap=5 "¢

para todo s € C. Nétese que, en s = 0, el segundo miembro se define por
continuidad, asigndndole el valor b — a.

Ejemplo 1.2.7. Si f(t) = etQ, resulta que

(o) T 00
(£ f)(s) :/ et dt:/ elt=) dt+/ =9 gt
0 0

T

Obsérvese que, cualquiera que sea s € C, es posible encontrar siempre 7" > 0 de
modo que Re (t — s) =t — Re s > 0, para todo t > T, por lo que no existe esta
integral. Esta funcién, pues, no es integrable Laplace.

Definicién 1.2.8. El menor valor de ¢ para el que existe la integral (1.2) se
denomina abscisa de convergencia de la funcion f y se representa por aj.

Nota. La abscisa de convergencia divide el plano complejo en dos semiplanos, el
derecho (Re s > ay) en el que la transformada converge, y el izquierdo (Re s <
ay) en el cual diverge, separados por la recta vertical Re s = ay, sobre la cual
puede ocurrir de todo: hay convergencia en todos sus puntos, no converge en
ninguno o converge en unos y diverge en otros. Recuerda el comportamiento
de las series potenciales, que convergen, en general, en un intervalo abierto, en
cuyos extremos puede darse cualquier posibilidad: converge en los dos puntos,
diverge en los dos, o converge en uno y diverge en el otro.

En el Ejemplo 1.2.3 es ay = 0 y el semiplano de convergencia es Re s > 0;
en el Ejemplo 1.2.6 es ay = —o0, ya que la transformada de Laplace converge
cualquiera que sea s € C; en cambio, en el Ejemplo 1.2.7 es ay = +o0, lo que
indica que la integral no converge nunca.

Las funciones f(t) = H% yg(t) = %H son paradigmaéticas. En la primera,
oy = 0y la recta vertical Re s = 0 forma parte de su dominio de convergencia,
es decir, la integral converge para Res > 0. En el segundo, también oy = 0, pero
en s = 0 la integral diverge claramente, si bien converge en el resto de puntos de

la recta vertical Re s = 0; ciertamente, para s =iy, y € R, y # 0, se tiene que

e 00 . oo
/ vt 1 dt:/ cosyt dt—i/ sen yt gt
0 1+t o 1+t o 1+t

que converge, por cuanto las dos integrales del segundo miembro convergen.

Teorema 1.2.9. (Analiticidad) La transformada de Laplace es una funcion
analitica en el interior de su semiplano de convergencia, Re s > oy, es decir,



1.2 Definicién y ejemplos. Resultados fundamentales 5

admite derivadas de todos los ordenes. Estas se obtienen derivando bajo el signo
integral, esto es,

FM(s) = (—1)"/ e S f(t) dt n=0,1,2..
0

Obsérvese que

F"(s) = £ {(=)"f(1)} (1.6)

Demostracion. Pongamos, para Re s > ay,

A
o) = / eSf(t) dt

Integrando por partes, con Re s > Re sy > ay, en

oo

(5 _ 51)/ 6*(5751)t¢(t751) dt — [_67(87Sl)t(ﬁ(t751) .
0

o0
*/ e~ Cmstem (1) dt = (L f)(s)
0

ya que los términos entre corchetes se anulan. Se ha establecido otra expresién
de la transformacién de Laplace

(€ f)(s) = F(s) = (s — 1) / T et 1) dt (L.7)

conocida en algunos libros como Teorema Fundamental de la teoria de la trans-
formacién integral de Laplace [3].

Ya estamos en condiciones de probar nuestro teorema. En el caso n = 1
hay que ver que

F'(s) = — /Oo e Sttf(t) dt

0
Para ello hemos de comprobar que
F h)—F e
w = —/ eStf(t) dt (1.8)

0

lim
h—0

Si derivamos formalmente en (1.7), se obtiene

U (s) = /Ooo e~ TSI — (s — s)t] o(t, 51) dt (1.9)

por lo que, en lugar de (1.8), verificaremos que

lm F(s+h)—F(s)

lim = w(s) (1.10)
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En virtud de (1.7) podemos escribir

F(s+ h}L — ) sy = /OOO e~ (s (et 1) o(t, 51) di

> —(s—s1)t L—e M
+ (s—s1) e t—T o(t,s1) dt
0

Por el Teorema 1.2.2 sigue que ¢(t, s1) estd acotada, pues la integral de Laplace
converge en si, Re sy > ay. Elijamos ahora el nimero positivo

Af(s, h) =

&= (Resfaf)>0

y tomemos s1 = ay + &. Ello entrafia que Re (s — s1) = 2€, por lo que, para
cierta constante K > 0, sigue que

o] o] 1— —ht
|As(s,h)| < K/ e | dt—|—2§K/ e 2t |t — ; dt
0 0
Ahora bien, por el desarrollo en serie de Taylor,
. Bt (ht)? ()’ (1hlt)?
ht _
le™™ —1| = ‘1!+ 51~ g T S ||t 1+ |h|t+ TR
= |h| et
si tomamos |h| < £. Anédlogamente se concluye que
1— —ht
‘t - Te < |h|t%est
Por tanto,
|Ag(s,h)] < K |h|/ e S (1428t dt — 0, sih — 0
0
En consecuencia, se infiere de (1.10) que
F'(s) =W(s) (1.11)

Integrando por partes en

—(s— 81)/ (o= gl)tts@ t,51) [ —(e= SO (t 51)}0
0
/ e” 5T (L, 51) + te 1 f(t)] dt

:—/ e~ (551t p(t,s1) dt

0

- /Oo e Sttf(t) dt
0

(1.12)
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va que Re s > Re sy > ay y se tiene la identidad

totts0) = [ [ituon) + e )] du

Teniendo en cuenta (1.12) en (1.9) se concluye que

U(s) = — /Oo e St f(t) dt

0

que es (1.8). Por induccién sobre n se deduce el caso general. O

Dos funciones diferentes pueden tener la misma transformada de Laplace.
Es el caso, por ejemplo, de las funciones

f@) =1, t>0
y

1, t>0,t#2,t#3

gt)=14 2, t=2

5, t=3
cuyas transformadas de Laplace son, respectivamente,
1 1

F(s)=(L f)(s)=~ v Gs)=(Lg)s) =, Res>0

Esto es, F(s) = G(s), para todo s € C, Re s > 0 pero f(t) # g(t).

Definicién 1.2.10. Una funcién n(t) se llama nula si es integrable en cualquier
intervalo finito de (0, 00), tal que

t
/n(u)du:O, vt >0
0

Calculemos su transformada de Laplace:

T T T t
/ e Stn(t) dt = eiST/ n(u) du + s/ eiSt/ n(u) du dt =0
0 0 0 0

tras integrar por partes y tener en cuenta la definicién anterior. Asi pues, ha-
ciendo que T' — oo, se obtiene

(L n)(s) = /000 e *'n(t) dt =0

Se puede establecer
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Teorema 1.2.11. (Unicidad) Dos funciones originales cuyas transformadas
de Laplace o imdgenes son idénticas en el dominio comun de convergencia, di-
fieren a lo mds en una funcion nula.

Nota. El anterior aserto equivale al siguiente
(L f)(s) =F(s) =0= f(t) es una funcién nula.
En el caso de que f sea continua en (0, 00), seguirfa que f(t) =0, ¢ > 0.

El siguiente resultado, que no demostraremos, recoge una propiedad clédsica
de las transformadas de Laplace: si F'(s) = (£ f)(s), Re s > ay, se tiene que
lims_, o0 F(s) = 0.

Teorema 1.2.12. Si (L f)(s) = F(s) converge en so € C, entonces F(s) tiende

hacia cero cuando, en la region angular |arg(s — so| < w < %, s tiende a oco.
Mas dificil resulta establecer el siguiente teorema, que nos limitaremos a
enunciar.

Teorema 1.2.13. (Inversion) Si

Fls) = /0 T ety dt

converge absolutamente en Re s > a y f(x) es de variacion acotada en cierto
entorno de x = t, se verifica

ct+i00 _
0 = g [ etr(s) as = LEREIEED )

—100
para todo ¢ > «. Si f(x) es continua en x =t, el dltimo miembro de (1.13) vale
f(t).

Nota. La integracién de la férmula de inversion se realiza a lo largo de una recta
vertical compleja, siendo esta integral independiente de ¢ con tal que dicha recta
permanezca en el dominio de convergencia. Ello quiere decir que la integral a lo
largo de la recta que va desde ¢; — 00 a ¢ + 100, y de co — 100 a ¢y + 100, con
c1 > «, cg > a, valen lo mismo.

1.3. Reglas operacionales

Quizés la de Laplace sea la transformacién integral més rica en reglas ope-
racionales. En lo que sigue, cuando se escriba (£ f)(s) = F(s) se debe entender
que f es una funcién que admite transformada de Laplace en cierto semiplano
derecho (f es transformable Laplace). Si se opera en varias funciones transfor-
mables Laplace, se sobreentenderd que la operacién es valida en el semiplano
derecho comun a todas ellas.

Resumimos a continuacién algunas propiedades y reglas operacionales:
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a) Linealidad. Sean f y g funciones transformables Laplace. Entonces f + g
y Af, donde A es cualquier constante real o compleja, son transformables
Laplace y se verifica una sencilla consecuencia de la linealidad de la integral

(L(f +9)(s) = F(s) + G(s) = (£ f)(s) + (£ g)(s)
(LAN)(s) = AF(s) = AL [)(s)

b) Semejanza. Si f es transformable Laplace y (£ f)(s) = F(s), se tiene para
todo a > 0 que

(£ fa)s) = - F (2)

En efecto,

(L f(at))(s) = /OOO = f(at) dt — i/ooo =5 F(v) du = éF (%)

Anélogamente se obtiene, para todo ¢ > 0,

(2r(E))

(LY F(es))(t) = = <i>
f(s

¢) Traslacion. Si f es transformable Laplace y (£
b > 0, se cumple que

(L f(t=DbJu(t =) (s) = e " F(s)

donde F(s) = (£ f)(s) y u(t) representa la funcién del Ejemplo 1.2.3. Por
definicién, y efectuando el cambio v =t — b,

F(es) =

QM—'

es decir,

F(s), para todo

(« f(t—b)u(t—b))(s):/ooo e~ F(t — Bu(t — b) dt:/boo =Lt —b) dt
e—bs > e Y f(u v = e—bs S
| e F(s)

De forma similar, con d complejo cualquiera,

F(s+d) = (L f(t))(s)

esto es,

(L7H F(s+d))(t) = e " f(t)
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d) La transformada de Laplace y la derivacion. Supongamos que f € C™ ([0, o)),
que f*¥) es transformable Laplace (k=0,1,2,...,n) y que

lim e st fF) (1) =0 , k=0,1,...,n—1

t—o0

en el semiplano de convergencia. En estas hipotesis

(€ PN = 5F6) = £0) =7 £10) .2y 2(0) = £ O
1.14
donde F(s) = (£ f)(s). Ciertamente, para n = 1, sigue que
€ re = [Tetrwan=etrn] [Tt a
— $F(s) - £(0)

yva que la expresién entre corchetes se anula cuando ¢ — oo por hipdtesis.
Como estas también se cumplen para f”(t), reiterando el resultado anterior,

(L "0)(s) = (LU(1)) = s(L f'(1))(s) = ['(0) = s(sF(s) — f(0)) = £ (0)
= s*F(s) = sf(0) = f'(0)

Por induccién sobre n se llega al resultado general.

Nota. En el caso particular de que f(0) = f'(0) = ... = f®=1(0) =0, la
férmula (1.14) se reduce a
(L F(E)(5) = 5" F(s) = s"(L F(1))(s) (1.15)

La férmula (1.15) manifiesta que una operacién complicada, como es la deri-
vacion, se traduce en el espacio imagen en una simple operacién algebraica:
la multiplicacién de F'(s) por una potencia de s de igual exponente al orden
de derivacién. Por otra parte, la férmula (1.14) evidencia que la transforma-
cién de Laplace es idénea para resolver problemas de Cauchy (o de valores
iniciales) planteados mediante ecuaciones diferenciales lineales con coeficien-
tes constantes. Como se ve en dicha férmula, los datos iniciales se incorporan
al transformar el problema dado.

e) La transformada de Laplace y la integracion. Supongamos que f esta definida
y es continua en [0,00). Asimase que, ademds, f es transformable Laplace
y que lim;_, o e 5T f(t) = 0. Se tiene entonces que

(e 170)) = 22 = L2 pis) (1.16)

donde F(s) = (L f)(s) e If(t) denota el operador integracién
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t
If(t) = / f(r) dr (1.17)
0
Veamos la prueba. Por definicién, e integrando por partes,

/Oooe_“ (/Otf(r) dr) dt = {— (/Otf(T) dr)er/ooo ejtf(t) dt

1 > —st
:7/0 e~ (1) dt

e—st
S

S

que es (1.16). Si iteramos n veces, n € N, el operador integral

I”f(t):/ot/own1-~-/0I2 /01'1 f(z) dx dzy dxs -+ - dxy—1

bajo similares restricciones al caso n = 1, se obtiene

(£ 1 f(1)(s) = L&) - (L NE) (1.18)

sn sn

Nota. Las férmulas (1.16) y (1.18) demuestran que integrar en el primer
espacio (el del tiempo) se transforma en un sencillo cociente algebraico (en
el s-espacio)

Nota. Podriamos preguntarnos qué ocurre si en el espacio del tiempo dividimos
una funcién f(¢) por una potencia de t.

Sea 0
! . = 9()
es decir,
f(t) = tg(t) (1.19)

Si suponemos que se cumplen los requisitos precisos y procedemos formalmente,
al aplicar la transformaciéon de Laplace a ambos miembros de (1.19) y tener
presente (1.6), se deduce

d
(L F)(s) = =(L (=t)g(t))(s) = —7-(L 9)(s)
es decir, con nuestra notacién habitual,

a
ds

F(s) = ——G(s)

Integrando

G(s) :—[.:F(U) dU:/:OF(a) do

(.c ff)) (s) = /:o F(o) do (1.20)

concluimos que
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Ello sugiere definir en el espacio imagen el operador integracion

IF(s) = / " F(o) do

o

Sin mucho rigor, lo que nos indica (1.20) es que

(e 7r(s) (1 = L0
Iterando el proceso
(L1 I7F(s)) (t) = % , n=0,1,2,... (1.21)

1.4. Producto de convolucién

Se ha visto en el apartado anterior que la suma de funciones en el espacio
del tiempo se corresponde en el s-espacio con la suma de sus imagenes. Es obvio
que ello no ocurre con el producto, pero cabria preguntarse qué operacién hay
que definir entre dos funciones f(t) y g(¢) para que su transformada de Laplace se
corresponda con el producto algebraico F'(s)-G(s) de sus imagenes. La respuesta
la veremos a continuacion.

Definiciéon 1.4.1. Se define el producto de convolucion, o abreviadamente, la
convolucion de dos funciones f(t) y g(t) mediante

(f*g)(t /f g(t—7) dr t>0 (1.22)

Obsérvese que si f(t) = t~2 y g(t) = |1 — /=2, no existe la convolucién para
todo ¢t > 0. En efecto,

1 1
_1 d
(e = [ rin-a-nta= [ F
0 o T
Ello nos obliga a restringir el conjunto de funciones en que (1.22) tenga sentido
siempre.

Definicién 1.4.2. La clase F esta formada por las funciones f absolutamente
integrables en (0,00) y acotadas en todo intervalo finito 0 < a < ¢t < b que no
contenga el origen.

Teorema 1.4.3. (Teorema de convolucion) Supongamos que f(t) y g(t)
pertenecen o la clase F y que F(s) = (L f)(s) y G(s) = (L g)(s) convergen
absolutamente. Entonces, se tiene que (L (f * g)(t))(s) converge absolutamente
y se verifica

(£ fxg)(s) = F(s)G(s) = (£ f)(s)(L g)(s) (1.23)
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Demostracion. Fijado t > 0y dado que f,g € F, existen constantes positivas ¢;
y co tales que

IN
3

IN
~

fOl<e s gl <er

N | o+

Consecuentemente

/0 F(D)glt — )] dr < e / ()] dr

L F(D)glt =) dr < e / " ()] du

lo que implica que f * g existe siempre en F. Por otra parte, cambiando el orden
de integracién en
(oo}

(ﬁf*g)(8)=/0 e (f * g)(8) dtz/owe-“/o F(r)g(t — ) dr di

:/Ooo f(1) (/Ooo e gt —7) dt) dr

_/OOO £r) /OOO =@ () du dr
_ /O T e () dr /0 " emsug(u) du = F(s) G(s)

0<T<o0

TLt< o

0<iT<t

0<t<oc t

Nota. A esta operacién se le denomina producto de convolucién porque * verifica
las propiedades habituales del producto algebraico: conmutatividad (f*g = g*f),
asociatividad ((f xg)*xh = f % (g h)), distributividad de * respecto de la suma
(f*x(g+h)=fxg+ f*h),.. Peronormalmente, en la literatura, se refiere a *
como convolucién, sin mas.
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Nota. De igual forma a como procedimos al inicio de esta seccién, podriamos
preguntarnos a qué operacion en el s-espacio corresponde el producto algebraico
f(t) - g(t) de dos funciones f y g en el espacio del tiempo. Procediendo formal-
mente, de acuerdo con el Teorema 1.2.13,

(EUQMUDX®=i/mé*7@M@)ﬁ

0

oo 1 ct+100
/ e st (2m/ e F(o) da> g(t) dt
0 c—100

1 c+io00 )

S F ~(5=tg(t) dt d
57| F@ [ e ara
1 c+ioco

=5 e F(o)G(s — o) do

Ello sugiere definir la convolucién compleja de dos funciones F(s) y G(s) del

[T )]

espacio imagen, que denotaremos por “o”  mediante

ct+i00
(FoG)(s) 1/ F(o)G(s — o) ds

" 2mi

c—100

siempre que esta integral exista.

1.5. Aplicaciones

1.5.1. Circuitos eléctricos

En el dominio del tiempo, un elemento de un circuito eléctrico (un resistor,
un capacitor o un inductor) se expresa por la relacién entre el voltaje v(t) y la
corriente i(¢). Asi, por la ley de Ohm, en un resistor se tiene que v(t) = R i(¢),
donde R representa la resistencia. O lo que es lo mismo

R (1.24)

(1.25)

es decir, como el cociente de las transformadas de Laplace del voltaje y de la
corriente, respectivamente, V(s) = (£ v(t))(s) e I(s) = (L i(t))(s). De (1.24)
sigue que

v(t) = Ri(t)



1.5 Aplicaciones 15

donde suponemos que la resistencia R es constante. Esta igualdad se convierte,
al aplicar la transformacién de Laplace, en

V(s)=RI(s)
por lo cual, y a la vista de (1.25), se tiene

Z(s) = ‘I/((;)) - R (1.26)

Podemos, pues, afirmar que en el s-dominio, el elemento equivalente a un resistor
es una resistencia R asociada a una corriente I(s) y a una diferencia de potencial
V(s).

Por otra parte, en un inductor de inductancia constante L sin corriente
inicial (o sea i(0) = 0), se satisface la relacién

di(t)
dt

v(t)=1L (1.27)

entre potencial y corriente. Via la transformacién de Laplace, al aplicar (1.14)
se llega en el s-espacio a

V(s) = L[sI(s) —i(0)] = sL I(s)

de donde

Z(s) = = sL (1.28)

En otras palabras, en el s-dominio el elemento equivalente a un inductor es la
impedancia sL. Si fuera i(0) = ig # 0, se tendria V(s) = sL I(s) — Lig y, por
tanto,

V(S) io
I(s) = — 1.29
()= 2+ (1.29)
Por dltimo, en un capacitor cuya diferencia de potencial inicial es nula, se cumple
dv(t)
i(t) =C
i(t) o

donde C representa la capacitancia. Aplicando Laplace, esta expresion se trans-
forma en

I(s) = C[sV(s) —v(0)] = sC V(s)

por lo cual

=— (1.30)

En el caso de que v(0) = vg # 0, resultaria
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I(s) = C[sV(s) —v(0)] = sC V(s) — Cuvy

de donde se deduce que

Vi(s) = % I(s) + 7;—0 (1.31)

Ejemplo 1.5.1. Veamos, en un caso practico sencillo, como procederia un in-
geniero eléctrico al resolver el circuito en serie de la figura

10 0'5 H
I Y

<>v(t):mv T 10 uF

Hay que determinar la corriente i(t), medida en amperios, en términos del
tiempo. Un ingeniero consideraria inmediatamente el circuito equivalente en el
s-espacio y aplicaria luego las leyes de los circuitos eléctricos. En virtud de las
consideraciones anteriores, la impedancia total es

1
Z(s) = L+ —
(5)=R+sL+

Entonces
Vo

I(s) = ) _ 8

U
R+s +5C’

Sustituyendo vy = 10V, R =102, L = 0'5H y C = 10puF = 1075F, se tiene

1s) = 20 B 20
VT 22542105 (s+1)2+2-10° 1

Si antitransformamos a fin de obtener la corriente i(t) en el espacio inicial, a
tenor de las correspondencias que podemos encontrar en las tablas de [4] o [5],
se concluye que

i(t) = ——— e 'sen [(2 10° —1)2 t}
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Los matematicos estamos méds acostumbrados a plantear la ecuacién diferencial
que rige el circuito, a saber,
dg(t) 1

! di(f) +R L+ = a(t) = o()

L

para la carga ¢ = ¢(t), o bien

27; )

L

para encontrar la corriente. En nuestro caso, teniendo presente que v(t) = 10V,
esta ultima ecuacién adopta la forma

() + 24 (t) +2-10° i(t) = 0
con los datos iniciales i(0) = 0, ¢'(0) = 20

Ejemplo 1.5.2. Determinar la corriente i(¢) del circuito de la figura sabiendo
que en el instante inicial se le aplica una fuerza electromotriz constante de 10V

i(t) R,=100
| S L d
R =200
2
CN 10V |:|R3=300
L=01H

En lugar del circuito en el dominio del tiempo, trabajaremos en el s-dominio.
Obsérvese que Ry y L estan en serie, y su composicién, Rs + L, en paralelo con
R3. Entonces, la impedancia Z*(s) resultante es

1 1 50+01s 1

20+ 01s 30 600435 Z*(s)

Y la impedancia total
600 +3s 1100 + 4s
50+ 0'ls 50+ 0'1s

Asf pues, de (1.25) y teniendo en cuenta que V(s) = (£ v)(s) = (£ 10)(s) = 12,
se infiere que

Z(s) =10+ Z*(s) = 10 +
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I(s) = Vis) 2 504s 51 9 1
- - 00+4s ~— — 371 LT q
Z(s)  HEgE  s(4s+1100) 115 44 s+275

Retornando ahora al espacio del tiempo con ayuda de las tablas de [4] o [5], se

obtiene
0 2 —275¢

W=1-"u

que nos da la (intensidad de) corriente en cualquier instante ¢ > 0.

1.5.2. La funcién impulso unidad o funciéon de Dirac

Los ingenieros y fisicos aplicados manipulan, con tanta efectividad como
falta de rigor, una funcién muy peculiar, que se define asi

St) =0, t#£0

/O;é(t) dt =1

Por la teoria de integracion, el segundo requisito es incompatible con el primero.
Para justificar de alguna manera, y sin salir de un célculo matemaético clasico
y elemental, lo que se acaba de escribir, consideremos un pulso rectangular de
amplitud € > 0 y tamano %, es decir, la funcién

(1.32)

1
= ,0§t<€

fs(t) =

0 ,t>co0t<0

Obsérvese que a medida que ¢ se aproxima a cero, f.(t) se va haciendo cada vez

mayor, pero siempre
oo € 1
/ fa(t)dt:/ Lar—1
— 0 0o €
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que es el area de este pulso rectangular. Por tanto, cuando ¢ — 07, intuitiva-
mente podemos concebir que el limite nos da una idea de la supuesta “funcion”
delta de Dirac: mientras que se preserva el drea en el valor 1, el limite se con-
centra en el origen y el tamano (la altura del rectdngulo) se hace infinitamente
grande. Resumiendo
lim f.(t) = 6(t) (1.33)
e—0t
de manera que, en el limite, se tiene un impulso infinito en el origen de area 1.
Por esta razon se conoce también como funcién impulso unidad.
Por otra parte, no hay ninguna dificultad en calcular la transformada de
Laplace de las funciones f.(t):

(€ f(0)(s) = / Tettp(t) dt = / Leta=t0T

g

Si admitimos (1.33), parece natural esperar que, al tomar limite cuando ¢ — 0
en (1.34), se obtenga la transformada de la delta de Dirac. Efectudndolo, se llega
a que

(£ 8)(s) =1 (1.35)

El resultado (1.35) contradice un aserto clésico de la transformacién de Laplace,
el Teorema 1.2.12, en virtud del cual toda transformada de Laplace tiende a cero
cuando s — o0

Nota. La delta de Dirac resulta muy comoda y 1til a la hora de expresar, en un
modelo matematico, cudndo se aplica una fuerza, un voltaje. . . instantdneo. Por
ejemplo, a un circuito eléctrico se le aplica un voltaje de 5 V en el instante t = 0
(en el resto, v(t) = 0, ¢ > 0). Se expresaria asi: 5 6(¢). Si se hubiese aplicado en
el instante ¢ = 7 segundos, hubiésemos indicado 5 (¢t — 7).

Ejemplo 1.5.3. Resolver el problema de valores iniciales

a”(t) + 22/ (t) + 22(t) = 6(t — m)

Si ponemos X (s) = (£ z(t))(s) y tenemos en cuenta que, por la propiedad 1.3
¢), se verifica que (£ §(t —))(s) = e~ ™, la aplicacién de la transformacién de
Laplace convierte el problema dado en la ecuacién algebraica

$2X(5) +2sX(s) +2X(s) =e ™

cuya solucién es
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Invirtiendo este resultado con la ayuda de las tablas ([4], [5]) v la citada propie-
dad, se concluye que

0 ,0<t <
z(t) =e " sen(t —n)H(t — 7) =
et gsen(t—7) , t>7

donde H representa la funcién (1.3), siendo su representacién gréfica

x(t)

Las condiciones iniciales son homogéneas y no existe excitacién externa hasta
t = m, por lo cual no hay respuesta del sistema en el intervalo 0 < t < 7. El
impulso en t = 7 segundos produce una respuesta que perdura indefinidamente,
aunque decae exponencialmente.

Ejemplo 1.5.4. En un circuito RLC en serie, se aplica en el instante ¢ = 0
un impulso de magnitud 1V. Hasta entonces la carga en el capacitor es cero
culombios y la corriente en el circuito es también de cero amperios. Hallar el
modelo matemdtico. Resolverlo cuando L = 1H, R =102 y C = 0'01F.
Aplicando las leyes de Kirchhoff, se deriva el modelo matemético

Talt) | 1) = alt)=olt)

L
dt? dt

donde ¢ = ¢(t) denota la carga eléctrica en el instante ¢. En nuestro caso, se

tiene P2 ) da(t)
q(t q(t
10 —= +1 =
—o” 10 =5 100 (1) = (1)

q(0) =0, ¢'(0)=1i(0)=0

Si ponemos Q(s) = (£ ¢)(s) y aplicamos Laplace, resulta el problema transfor-
mado

52 Q(s) 4+ 10s Q(s) + 100 Q(s) = 1

cuya solucion es
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1
Q) = 5105 1100

Invirtiendo ([4], [5]) se obtiene la carga en cualquier instante ¢ > 0

q(t) = e St sen(5V/3 t)

1.5.3. Calculo operacional

Oliver Heaviside (1850-1925, Reino Unido) fue un ingeniero eléctrico, fisico
y matematico inglés, al que se puede considerar el padre del moderno Célculo
Operacional, en el que la derivada se considera y manipula como un ente alge-
braico.

Ejemplo 1.5.5. Acaso la primera vez que se utiliz6 este método fue cuando

Heaviside determiné la intensidad de corriente i(¢) de un circuito regido por la

ecuacion

di(t)
dt

donde la fuerza electromotriz V', la inductancia L y la resistencia R son cons-

tantes del circuito. Si D representa el operador derivada, se puede escribir

L +Rit)=V, t>0 (1.36)

(LD +R)i(t) =V

La solucién la obtiene, no considerando la anterior expresién como una ecuacién
diferencial, sino como una sencilla ecuacion algebraica, cuya solucién se obtiene
despejando

, 1

i) = ——=

®) LD+ R
Después Heaviside manipula el segundo miembro, llegando a desarrollar la ex-
presién sin sentido ﬁ en una serie de potencias de %, como sigue

1 1 1 V1 R1 R? 1
- V= V= _—(1-=2=4+—= —4+...](1
LD+ R LD (1+£1) LD( LD+L2D2+ )U
V1 R /1 R /1
- — —_11==(=101 — [ — | (1
5|7 (5) 0 E (o) 0+ ]
_vVi( R, R RBP
L D L 2 2 13 31 7
V1 & V[ &
_ZBBL f/oeL dr

Deduce asi la solucion v
. _ v o _ Ry
i) = & (1 e f ) (1.37)
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A pesar de que la validez matematica de los pasos seguidos es discutible, se
puede comprobar facilmente que (1.37) satisface la ecuacién (1.36)

Ejemplo 1.5.6. Determinar una solucién particular de la ecuacion diferencial
lineal de coeficientes constantes

20" (t) + 22" (t) + 3 (t) = t* + 2t — 1 (1.38)

d

4 » formalmente podemos escribir

Si, como en el ejemplo anterior, ponemos D =

(2D? +2D + 3)x(t) = t* + 2t — 1 (1.39)
Despejando de ahi, conseguiriamos una solucién particular

1 , 1 2 2, ,
= (242 -1 =-(1-D-=D*+... ) +2—1
W) =3prrapss ¢ F ) 3( 37 "9t )( * )

1 2 2 2 2 2742
=P +2-1)—-ZD*+2t—-1)— = D*{*+2t—1)+...
3( + ) 5 (t° + ) 57 (t° + )+
(1.40)

serie que se anula a partir del cuarto término, ya que D"(t?+2t—1) =0, n € N,
n > 3. Queda, por consiguiente
1, 2 2 2 2 25
a:(t)—g(t +2t-1) 9(2t+2) 27(2)— 3 9t o7
Resulta muy dificil digerir tal cantidad de pasos dados sin ningin rigor matemati-
co: qué sentido tiene el cociente de operadores, como interpretar un desarrollo en
serie de potencias de un operador... Pero lo que asombraba en aquella época, es
que el método funcionaba. Heaviside recibié muchas criticas y algunos trabajos
suyos fueron rechazados para publicar en las revistas de su época, acusandole
de falta de rigor. Hubo de pasar un cierto tiempo hasta que los matematicos
consiguieran explicar los cdlculos de Heaviside. La primera justificacion se logré
mediante la utilizacién de la transformacién de Laplace.
En efecto, sea X(s) = (£ «(¢))(s). Puesto que nos piden una solucién
particular, busquemos, en aras de la simplificacién, la solucién particular que
verifica que x(0) = 0, 2/(0) = 0. Aplicando Laplace a (1.38) se llega a que

(25% + 35+ 3)X(s) = (L(t* + 2t — 1))(s)

igualdad que coincide exactamente con (1.39). Es absolutamente licito desarrollar
una funcién racional en serie de potencias. En este caso, si |s| < méx {|r1], |r2|} ,
donde 7, y 79 denotan las raices de la ecuacién de segundo grado 2s2+3s+3 = 0,
todos los pasos que siguen son matematicamente correctos
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X(5) = 5 (L + 20— 1))
;(1_§5—352+...> (L(t? + 2t — 1))(s)

que es el mismo desarrollo que vemos en (1.40), con la diferencia de que en
lugar del operador D, comparece la variable independiente s. Recordemos ahora,
formulas (1.14) y (1.15), que multiplicar en el segundo espacio por s, s2, s3...
significa en el espacio del tiempo derivar una, dos, tres... veces. Luego, invirtiendo

esta ultima expresién, en el espacio del tiempo se tendria

m(t):;(1_§p_§p2+...) (t* +2t — 1)

que es de donde se partia, si se usaba el método de Heaviside.

Nota. A pesar de las criticas, hemos intentado explicar que los cdlculos de Hea-
viside son correctos. Basta interpretar el producto por potencias negativas de
D: % =D % = D~2... con integraciones, en correcta analogfa a como mul-
tiplicar por potencias negativas de s: % =51 2... se corresponde en el
espacio del tiempo con la realizacién de integraciones. Asi mismo, los productos
por D, D2... coinciden con multiplicaciones por s, s2... respectivamente, y esto

ultimo, en el espacio del tiempo, se traduce en derivar una, dos... veces.

)y 32 — S

Nota. Considerar la delta de Dirac como una funcién no resulta muy afortunado
y necesita una justificacion matematica de mayor calado, que serd el objetivo
del siguiente capitulo.

1.5.4. Calculo fraccionario

La transformada de Laplace también se presta para dar una sencilla intro-
duccion al Calculo Fraccionario. No estamos acostumbrados a derivar o integrar
media vez una funcién, o v/3 veces, o V3 + 2i veces. .. De hecho, en la férmula
(1.18)

F(s)
Sn

(L I"f(1))(s) =

donde, recordemos, If(t) denota el operador integracién

t
1) = [ 1) ar
0
se presupone que n = 0,1,2... ;Tiene sentido I¢f(t), donde « € R, o incluso,
a € C? No, pero si lo tiene el segundo miembro de la anterior expresién

F(s)

SOC

, s#£0
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pues es el cociente de dos funciones complejas. Ello nos permitiria escribir

F(s)

s(l

(LIf(8)(s) = (1.41)

y, por la férmula de inversién,
F
I°f(t) = (Ll <(5)>) (t) (1.42)
Soz
siempre que ello sea posible matemdaticamente. En tal caso, la expresién (1.42)
definirfa la integral fraccionaria de f(t) de orden a.

Ejemplo 1.5.7. Primero, por (1.41), y después, recurriendo a las tablas de [4]
y [5], sigue que

3n L 1
(‘C In%lt) ( ) = ( 3)11(5) = " 3n
Sﬁ Sw+1+2
esto es,
) t47:1;:-11
It =—— (1.43)

expresién que nos suministra la derivada de orden oo = n?’Trfl de la funcién f(t) = t.
Asi, tenemos:

Paran =1:
3 tg
T2t =

7

r(g)
Para n = 2: 5 5
6 t t
Ist=1t= —— = —
’ r4) 3

que es ciertamente el resultado de integrar ¢ dos veces

t u t, 2 3

t
IQt:// Td’l':/ufdu:f
0 0 0 2 6

o
r (%)
(

Por ultimo, si hacemos que n —» oo en (1.43), se tiene formalmente

Para n = 3:

-
o

Iit —

Th

tt tt
T r() 4

que coincide con la integracion de t tres veces.
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Introduccion elemental de la teoria de
distribuciones

2.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es introducir de una forma sencilla y elemental,
sin recurrir a los espacios vectoriales topoldgicos, la teoria de distribuciones.

Como vimos en el capitulo primero, la transformacién integral de Laplace
permite justificar ciertas manipulaciones, no muy ortodoxas matematicamente
hablando, que efectian los matemaéticos aplicados, fisicos, ingenieros... con éxito
a pesar de todo, y que conciernen basicamente al Calculo Operacional y al Célcu-
lo Fraccionario. Pero hay otras cuestiones, conceptualmente mas complejas, que
no se pueden explicar con esta poderosa herramienta que es la transformada de
Laplace. Nos referimos, en concreto, a la delta de Dirac, que se trata frecuen-
temente en los textos técnicos como una funcién, y a la convergencia de ciertas
sucesiones de funciones hacia entes matematicos que no son funciones.

En el apartado 2.2 se introduce el espacio de funciones prueba D y la
nocion de convergencia en el mismo. En la seccién 2.3 se define el espacio de dis-
tribuciones D', distinguiendo entre distribuciones regulares y singulares. Entre
estas ultimas encaja perfectamente la delta de Dirac, que se define rigurosamente
como una distribucién. Se analizan las principales operaciones con distribucio-
nes (suma, producto por un escalar, traslacién...), asi como los conceptos de
conjunto de anulacién y soporte de una distribucién. Finaliza esta seccién con
el estudio de la derivacién distribucional. Se establece que toda distribucién es
infinitamente derivable, resultado insélito si se compara con el Anélisis clasi-
co, en el que existen funciones que no son derivables en ningun punto, incluso
aunque sean continuas en todos ellos. Cuando se consideran las distribuciones
n-dimensionales, se define de igual manera sus derivadas parciales, definiciéon que
puede extenderse a derivadas parciales de cualquier orden, resultando sorpren-
dente, en comparacién con los resultados cldsicos para funciones, que no importe
el orden de derivacién.
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En el ultimo pardgrafo, el 2.4, se trata la convergencia en D’, demostrando
que el limite de una sucesion de distribuciones que converja, lo hace a otra distri-
bucién. Analogamente, se verifica que si una serie de distribuciones converge, su
suma es una nueva distribucion. Muy llamativo, en contraste con los resultados
clésicos sobre series de funciones, es que si una serie distribucional converge, se
puede derivar término a término las veces que se quiera.

2.2. El espacio de funciones prueba D

Definicién 2.2.1. FEl espacio de funciones prueba D esta constituido por las
funciones complejas (t), t € R, infinitamente derivables que se anulan fuera de
cierto intervalo finito.

Esta definicién se puede restringir a funciones ¢ : I C R — C, en cuyo
caso dirfamos ¢ € D(I). O bien se puede extender a funciones ¢ : D C R" — C.
Normalmente trabajaremos con funciones ¢(t) de una variable real y cuando
I = R escribiremos D en lugar de D(R). Con las operaciones habituales de suma
de funciones y producto de una funcién por un escalar, D es un espacio vectorial.

Ejemplo 2.2.2. Es facil comprobar que la funcién
0 , t>1
fn=4
e®1 |t < 1]
pertenece a D. También la funcién definida a partir de ella
alt) = et
T e(R)

que tiene la propiedad de que
/ Ya(t) dt =1

Definicién 2.2.3. Diremos que la sucesién (p,)nen € D converge en D a cero
si

(1) ¥n ( ) = 0 fuera mismo intervalo, para todo n € N.
(i) DFg,(t) converge umformemente a cero en R cuando n — 0.

a>0

La sucesion (@, )nen € D converge en D si

(i") n(t) =0, t € J (J intervalo fijado).
(ii") D*ep,(t ) converge uniformemente en R cuando n — oo, para todo k =
0,1,2..
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Nota. Pongamos lim,,_, « ©n(t) = ¢(t). Por la anterior definicién y [1, p. 383],
en virtud de la convergencia uniforme, se infiere que ¢ € C*°(R) y ¢(¢) = 0,
t € J. Luego, ¢ € D. Es decir, el espacio D es cerrado para la convergencia.

De aqui se concluye que (¢, )nen converge a ¢ € D si, y solo si, (¢n — @)nen
converge a cero en D.

Ejemplo 2.2.4. La sucesiéon

<£(t)> — 0 enD
"/ nen

ya que todos los elementos de la misma se anulan fuera del intervalo (—1,1) y

‘Dk(w)‘:‘g(k)(t)‘gckﬁO n — 00

n n n

uniformemente en ¢ € R. En cambio,

)

no converge en D, pues los elementos de la sucesion se anulan fuera de distintos
intervalos de la forma (—n,n).

Definicién 2.2.5. FEl soporte de una funcién prueba ¢ € D se representa y
define como la clausura del conjunto

sop p = {t € R/p(t) # 0}

En el Ejemplo 2.2.2 se tiene que sop £ = [—1, 1] mientras que sop v, = [—, a.

2.3. El espacio de distribuciones D’

2.3.1. El espacio de distribuciones D’

Definimos sobre D

f:D—C
¢ = flo)=(f¢)

Definicién 2.3.1. f es un funcional lineal sobre D cuando se cumple

(fso1+@2) = (f, 1) + (f, p2) , V1,02 € D

(f,he) = A(f, ) , VXeC,Vp €D
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Diremos que el funcional f es continuo sobre D si, cualquiera que sea la sucesién
de funciones prueba (¢, ),y que converja en D hacia ¢, se tiene que la sucesién
numeérica

((f, ‘Pn>)neN

converge al nimero (f, ). En el caso en que f sea lineal, f es continuo en D si,
y solo si,
lim (f,¢n) =0

n—oo

cualquiera que sea la sucesién (¢, )nen que converge a cero en D.

Definicién 2.3.2. Una distribucion es cualquier funcional lineal y continuo
sobre D. El conjunto de todas las distribuciones se representa por D’, es decir,

D' ={f/f:D—C, flineal y continuo}

A D’ se le suele también llamar espacio dual de D.

Sea Ljo.(R) el conjunto de todas las funciones que son integrables sobre
cualquier intervalo finito. Se tiene que f € Lj,.(R) genera una distribucién en
D’ mediante

o= [ T fe dt . peD (2.1)

Es obvio que f es lineal. Para ver que es continuo, considérese que (¢,,) — 0 en
D, lo que implica, por la definicién 2.2.3, que sop ¢, = [a,b], para todo n € N,
y que D¥,, (t) converge uniformemente a cero en R. En particular, dado ¢ > 0,
existe v = v(e) € N de modo que para n € N, n > v, se tiene que

lon(t)] <e

independientemente de t. Por tanto,

(F.on)] = ‘/O;f(t)wn(t) dt‘ < s/ab 7l a

es decir, ((f,¥n)),ey — 0 en C. Asi pues, el funcional f definido por (2.1)
origina una distribucién. A las distribuciones que admiten una representacién
integral de la forma (2.1) se les conoce como distribuciones regulares.

Dos funciones continuas f y g (y por tanto localmente integrables) que
produzcan la misma distribucién regular en D’ han de ser idénticas. En efecto,
supongamos que f # g. Existe entonces al menos un punto zq tal que f(zg) #
g(xo). Supongamos que f(xg) > g(zo). Por continuidad sigue que (f —g)(z) >0
para todo x € E(xg), cierto entorno de zg. Si tomamos ¢ € D, ¢(t) > 0y
sop ¢ C E(xg), se tiene

o

o) —loo= [ @ —g@let) de= [ (7w~ g)]ote) da >0

— 00
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Luego, (f,¢) # (g,%), en contra de lo supuesto.

En particular, todos los elementos de D generan distribuciones regulares
en D’. Identificando f € D con la distribucién que produce en D’ es como debe
entenderse la inclusién D C D'.

Definicién 2.3.3. (La delta de Dirac) Definimos el funcional

(0,0) = (0(t), o(t)) = #(0) , peD (2.2)

Es trivial ver que ¢ es lineal y continua en D, por lo que § € D’. A esta distri-
bucién se le conoce como delta de Dirac.

Esta distribucién no es regular, pues si lo fuera, de (2.2) se deduce que
[ swewdi=p0),  eeD

En particular, si se toma o(t) = ¢ (%), a > 0 (Véase Ejemplo 2.2.2), queda

/ 5(t) ™5 dt = *

—a e

Pero el primer miembro se anula cuando a — 0, por lo que se llega a un absurdo.
A esta clase de distribuciones se les llama singulares y no admiten representacién
integral como (2.1).

2.3.2. Propiedades y operaciones en D’

Realizaremos a continuacién un conjunto de definiciones:

a) Dos distribuciones f, g € D’ son iguales si

(fro) =(g,9) » VpeD

Dos distribuciones son iguales sobre el conjunto abierto {2 C R cuando

(fro) =Ag:9) , Vo €D, sop ¢ C 12

Esta ultima definicién recuerda la igualdad de dos funciones en un conjunto.
b) El conjunto de anulacién de f € D’ se denota y define por

Nul(f) =2
donde §2; son abiertos tales que

(f,p) =0, Vo € D, sop ¢ C £
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El conjunto Nul(f) es un abierto. El soporte de f € D’ se define como el
complementario de su conjunto de anulacion.

sop (f) = R\ Nul(f)

y es cerrado. Por ejemplo, segun la definicion 2.3.3,
Nul(8) = (—00,0) U (0,00) = R\, {0}

ya que, para todo ¢ € D con sop ¢ C R\ {0}, se tiene

(6,¢) = (0) =0

Asf pues, sop 6 = {0}. En cambio, f(t) = t* € Lj,.(R), por lo que define
una distribucién regular en D’ mediante (2.1). Ahora Nul(f) = @ y, por
consiguiente, sop (f) = R.

¢) Si f,g € D' definimos f + g como sigue:

(f+9,0) =({fr9)+(g9,0) , YoeD

Andlogamente, si f € D' y a € C, definimos

(af,o)=a( f, o) , VoeD

Facilmente se ve que tanto f 4+ g como af son operadores lineales y con-
tinuos sobre D, esto es, se trata de distribuciones. El conjunto D’, con las
operaciones usuales suma de distribuciones y producto de una distribucién
por un escalar, es un espacio vectorial.

d) La definicién de la traslacién f(t — 7), 7 € R, de una distribucién viene
sugerida por lo que pasa si f(t — 7) fuera una distribucién regular. Entonces,
se tendria, de acuerdo con (2.1),

(flt=7)0 /ft—T ) dt = / fwe(u+7) du

f@), ot +7))
efectuando el cambio u = ¢ — 7. En general, se define
(f(t=7),0()) = (f(1),0(t+7)) peD

Por ejemplo, segin (2.2),

(0t = 7), (1)) = (0(1),p(t + 7)) = @t + T)j=0 = #(7)

e) Dada f(t) € D', jcémo se define f(at), a > 0, es decir, cémo se define la
multiplicacién de la variable independiente por una constante? De nuevo,
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considerar la situacién en que f(at) define una distribucién regular da la
respuesta

o) = [ Z fapo ar = [ Z f)e (L) du

tras realizar el cambio u = at. Luego, en general,

(flat), o(t)) = (F(). £ (t)> . peD

a a

f) No siempre es posible definir el producto de dos distribuciones. Por ejemplo,

1
f(t) == ﬁ € LZOC(R)
y, en consecuencia, genera una distribucién regular en D’ mediante (2.1). Sin
embargo, f(t)f(t) = fy ¥

L oy = [Tl
ety = [ Eda

—oo ]
que no converge en general. No obstante, si tiene sentido el producto de
f € D' por una funcién ¢ € C*°(R). En efecto, se define

Wfe)=(f,ve) Vo €D

Siendo obvia la linealidad, obsérvese que ¥¢ € C®(R), sop (V) C sop ¢
Y, 81 (¢n)nen — 0 en D, entonces (Y¢n)neny — 0 en D, lo cual entrana
que ((f,%¢n)) ey — 0, n —> o0, por la continuidad de f. Luego, 1 f es
un operador lineal y continuo, as{ que ¢ f € D'.

2.3.3. Derivacién de una distribucion

En el Analisis clasico existen funciones localmente integrables que no son
derivables en algunos puntos, funciones integrables que no son derivables en
ningin punto e incluso funciones continuas en todo punto y derivables en nin-
guno. Estos comportamientos no se dan en D’. Toda distribucién f es infinita-
mente derivable.

Veamos cémo se define la derivada de una distribucién f € D'. Si f diera
lugar a una distribucién regular se tendria por (2.1)

deoh= [ roew a=[rou0]”_- [ sosw a
S RUIEIOX

al integrar por partes y tener en cuenta que los términos entre corchetes se
anulan, pues sop ¢ es un compacto. Esto sugiere la siguiente
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Definicién 2.3.4. La derivada primera f’ de una distribucidon f € D’ es el
funcional definido sobre D por

(f'(1), () = (f(1), —¢' (1)) peD

Ejemplo 2.3.5. ;Cudl es la derivada de la delta de Dirac?
Para todo ¢ € D, sigue

(0'(t), (1)) = (3(t), —¢'(t)) = —¢'(0)
Anélogamente, y por reiteracion,
(07(1), (1)) = (")), (t)) = (3"(t), =/ (£)) = (3(t), " (})) = ¢"(0)
Y, en general, paran =1,2,...,
(™), (1)) = (=1)""(0)
Ejemplo 2.3.6. La funcién del Ejemplo 1.2.3
0,8t t<0
1,80 t>0

no es derivable. Es claro que u = H € Lj;(R), por lo que da lugar a una
distribucién regular en D’. Entonces, en virtud de la Definicién 2.3.4,

(0, 9(0) = (0, ' 0) = — [ ) 0) e = - / S di

=[], = (0) = ). 0 1)
ya que lim;_, o ¢(t) = 0. Hemos establecido que, para todo ¢ € D,

(H'(£), (1)) = (5(8), (1))

Por la igualdad de distribuciones, se tiene en D’ que

Una funcién, como H(t), que ni siquiera es continua, es infinitamente derivable

Y,
H™ (1) = 6=V (1) | n=1,23...

al considerarla como distribucién.

Teorema 2.3.7. La derivada de una distribucion es de nuevo otra distribucion.
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Demostracion. f' es un funcional lineal ya que, para todo ag,as € C y cuales-
quiera que sean 1, s € D, se obtiene por la Definicién 2.3.4

<f’,a1<p1 + agpa) = (f, —(a1p1 + a2@2)/> =(f —04190/1 - 04290’2>
= <f’ _o‘150/1> + <fv _052@,2> = a1 <fv _50/1> + a2<f7 —<P/2>
= a1 (f’, 1) + aa(f’, p2)

Por otra parte, si (¢, )nen — 0 en D, sigue que

(f s n)nen = ((f, =0n) Jnen — 0
cuando n — oo, por la continuidad de f. a

Teorema 2.3.8. La derivacidn es una operacidn lineal y continua en D', esto

es,

(i) D*(f +g) = D*f + D*q , D*(af) = aD*f , para f,g € D', a € C y
k=0,1,2...

(i) Si (fu)nen — f en D', n — oo, entonces (D*f,)nen — D¥f en D',
n— oo, para k=0,1,2...

Demostracion. La demostracién de (i) es trivial. Para ver (i7), ntese que para
cualquier ¢ € D se tiene
(n—o00)
(DE fuy0) = {fu, (~1)"D o) == (f,(=1)"D*y) = (D" f, )
O

La Definicion 2.3.4 se puede extender a distribuciones n-dimensionales,
f € D'(R™), originando las derivadas parciales de una distribucién.

Definicién 2.3.9. Sea f € D'(R"), t = (t1,ta,...,tn) € R™. Se define la deri-
vada parcial de f respecto de t; mediante

of .\ _ Iy _
<(97t747<p> <f7_8t2> ) Z_1;27 y TV
para todo ¢ € D(R"™).
of

El Teorema 2.3.7 asegura que 5.~ sigue siendo una distribucién. Ademas,
repitiendo esta definicion, se pueden introducir las derivadas parciales de cual-
quier orden.

Teorema 2.3.10. El orden de derivacion en una derivada parcial de orden
superior se puede cambiar arbitrariamente sin que se modifique el resultado.
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Demostracion. Estableceremos este aserto para las derivadas parciales mixtas
de segundo orden. Si f € D'(R"),

o’f  9*f
otiot;  Otjot; '

i,j=1,2,....n

En efecto, puesto que ¢ € D(R") es una funcién infinitamente derivable con
derivadas parciales de todos los 6rdenes continuas, se cumple que [1, p. 119]

2 2
v _ O (2.3)
ot;0t;  0t;ot;
Por tanto, segtin la Definicién 2.3.9,
o0 f 0? 0? 0 0
— Y L=
Vot oy T Voot Y
De aqui se infiere la validez de (2.3). O

Nota. En el Andlisis cldsico no se puede garantizar la validez de (2.3) en todas
las situaciones [1, Teorema 6-20]. En la teorfa de distribuciones no tienen sentido
teoremas del tipo Schwarz, Young... pues se puede cambiar el orden de derivacién
arbitrariamente.

2.4. Convergencia en D’

Definicién 2.4.1. La sucesién de distribuciones ( f;, )nen converge en D’ si la su-
cesién numérica ({fn, ¥))nen, para todo ¢ € D, converge en el sentido ordinario.
Denotamos

{(fyp) = lm (fn, ), peD

Es decir, la convergencia de la sucesién ((fn, ¢))nen permite definir el funcional

f:D—C

¢ = (fiv)= lm (fn, ) (2.4)

No resulta dificil establecer que [7, p. 37].

Teorema 2.4.2. Si una sucesion de distribuciones (fn)nen converge en D', el
funcional f dado por (2.4) también es una distribucion, esto es, f € D'. En
otras palabras, el espacio D’ es cerrado respecto de la convergencia.
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Definicién 2.4.3. La serie de distribuciones >~ | f,, converge en D’ si la su-
cesién de sumas parciales (Fy,)nen, donde

Fo=f+fo+...+fo, n=1273...

converge en D’
Una consecuencia inmediata del Teorema 2.4.2 es el siguiente

Teorema 2.4.4. Si la serie de distribuciones > -, fn, converge en D' y
Yoo L fa = [, entonces f es asimismo una distribucion.

Ejemplo 2.4.5. La sucesién de funciones f,(t) = sennt no tiene limite cuando
n — oo y t se mueve en un conjunto continuo de valores, excepto si ¢t = 0.
Ahora bien, f,, € Lj,.(R) por lo que origina una distribucién regular

(o) = [ sennt) ) de = | () 2 L [ teosnt) )

—o00 n t——o0 nJ-c

1 oo
= f/ (cosnt) ¢'(t) dt — 0 = (0, p)

n —0o0

cuando n — 0, para todo ¢ € D. Luego, considerada como una sucesion de
distribuciones, (f,)nen si converge y se tiene

lim sennt =0 en D’
n—oo

Ejemplo 2.4.6. Sea f,(t), n =1,2..., definida por

<4
fn(t) =
0, |t|>+
fa
! fa
h
-1 1 11 t

En el sentido clésico, esta sucesion de funciones converge y
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lfm f,(t) =0 , teR, t#£0

n—oo

Sin embargo, como distribuciones regulares,

> n
) = [ Bt ole) it =3
Como ¢ € D, se puede poner

p(t) = p(0) + (1)

donde 9 es una funcién continua y, por tanto, acotada en cualquier compacto.
Entonces, (2.5) se puede reescribir

n

(frsp) = 0(0) + 5/; tap(t) dt

_1
n

Pero .

n

5[2t¢(t) dt

n

B C
gcn/ tdt = — 222
0 2n

siendo C' cierta constante. Luego,

lim (fn, p) = p(0) = (4, ¢) , peD

n—oo

Como sucesién de distribuciones, concluimos que, en D,

lim . (t) = 3(1)

n—o0
En este caso el limite funcional no coincide con el limite distribucional.

El término general de esta sucesién es similar a la funcién f.(t) considerada
en el apartado 1.5.2, en el cual se establecia de una forma intuitiva y sin rigor
matemdtico el limite (1.33). Acabamos de demostrar que aquel resultado es
correcto, siempre que interpretemos la convergencia en el sentido distribucional.
Lo que se hizo en (1.33) es forzar la situacién, pues se manipulaba la delta
de Dirac como una funcién y se probaba que la sucesién de funciones (f:)c>0
convergia a un ente que no era una funcién y que, ademas, estaba mal definido.
En conclusién, la delta de Dirac no es una funcién, es una distribucién que esta
rigurosamente introducida en la Definicién 2.3.3.

Ejemplo 2.4.7. En muchos textos técnicos se ven expresiones como:

1 (o]
—/O coswt dw = §(t) (2.6)

™
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que carecen de sentido y no tienen consistencia matematica. Pero si ponemos

sen At

Tt

1 >\
gr(t) = f/ coswt dw =
T Jo

no existe, en general para todo t € R, limy_,c gx(t). Sin embargo, como distri-
buciones regulares, ya que gx(t) € Ljo(R), se tiene

* sen \t

7t

Jm (g5 (), (1)) = lim p(t) dt p€D

—00 A—o0 o

que es una integral tipo Dirichlet que vale [1, Teorema 15-14]

lm (g (t), p(t)) = %Tr ©(0) = ¢(0) = (6(2), ¢(t))

A—o0

Asi pues, limy 00 gr(t) = 6(¢) en D'.
En resumen, cuando vemos (2.6), hay que interpretarla en el sentido de la con-
vergencia en D’

Teorema 2.4.8. Si la serie distribucional > .- | fn converge en D', digamos
a f € D', entonces la serie se puede derivar las veces que se quiera término a
término, obteniéndose

D’“(Zh)zZD’“fn:D’“f, k=0,1,2...
n=1 n=1
donde la serie diferenciada converge de nuevo en D’'.

Demostracion. Sea S, = Z;lzl fj la suma parcial n-ésima. Por hipétesis, S,, —
f en D', n — oo, lo cual implica, en virtud del Teorema, 2.3.8,

D*S, — D*f en D’
es decir, puesto que S, es una suma finita,
n
D*S, =Y D*f; — D*f
j=1
en D’ cuando n — co. O

Nota. Comparese el conjunto de hipétesis que se precisan para derivar una serie
funcional k veces [1, p. 385] con los requisitos del anterior teorema: basta que la
serie de distribuciones converja para que se pueda derivar término a término las
veces que se quiera.
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La transformacion distribucional de Laplace

3.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es presentar una introduccion sencilla de la
transformacién de Laplace en el espacio D’ de las distribuciones, que nos per-
mita justificar algunas manipulaciones incorrectas realizadas en el capitulo 1. Y
una de las formas mds simples de hacerlo es aprovechando la relacién de esta
transformada con la de Fourier.

Por ello, en el segundo parrafo se define el espacio S’ de las distribuciones
de crecimiento lento, que estd constituido por todos los funcionales lineales y
continuos sobre el espacio S de funciones prueba de rapido decrecimiento en el
infinito. Se analizan, por una parte, las conexiones entre los espacios Dy S v,
por otra, entre sus correspondientes duales D' y S’.

En la tercera seccién se estudia la transformacién de Fourier, primero, en
el espacio S y, después, en el espacio de distribuciones S’ como una extensién de
cierta relacién de Parseval. Se establece que la transformacién de Fourier es un
automorfismo sobre el espacio &', y se determina la relacién existente entre una
sucesién de distribuciones convergente en &’ y la sucesién de sus transformadas
de Fourier.

Finalmente, en el cuarto parrafo, se considera la transformacion de Laplace
en el espacio D', efectuando una comparacién entre los resultados distribucio-
nales y los clasicos obtenidos en el capitulo 1: abscisa de convergencia, regién
de convergencia, unicidad, analiticidad... Ya se estd en condiciones de obtener
rigurosamente la transformada de Laplace de la delta de Dirac, bien directamen-
te, bien considerando una sucesiéon de distribuciones que converja a §, para ver
después a qué converge la sucesién de sus transformadas de Laplace.



40 3 La transformacién distribucional de Laplace

3.2. El espacio 8’ de las distribuciones de crecimiento
lento

Definicién 3.2.1. S es el espacio de todas las funciones complejas ¢(t) infini-
tamente derivables en R tales que ¢(t) y todas sus derivadas decrecen a cero,
cuando |t| — 0o, més rdpidamente que cualquier potencia de ﬁ, es decir,

S={p:R—C/p e C®(R),|[t"DFp(t)| < Cpui}

donde (),  son constantes que no dependen de ¢, y m, k representan enteros no
negativos cualesquiera. Se dice que estas funciones son de rdpido decrecimiento.

Es inmediato que, con las operaciones habituales, S es un espacio vectorial.
Ademsds, D es un subespacio propio de S, ya que cualquier ¢(t) € D verifica que
p(t) = 0 para todo t no perteneciente al sop ¢, que es un conjunto acotado.
Sin embargo, ¢(t) = et es , funcién que nunca se anula, lo cual implica que
© & D. Asi pues,

DcCS

Se puede verificar que D es denso en S [7, p. 101].
Definicién 3.2.2. Diremos que la sucesion (¢, )nen converge en S si:

(i) pn€8S, n=1,2...
(ii) La sucesion (t™D¥pp(t)),
teros no negativos).

y converge uniformemente en todo R (Vk,m en-

Es obvio que S es cerrado para la convergencia.

Definicién 3.2.3. El espacio de los funcionales lineales y continuos sobre S es
el espacio de las distribuciones de lento crecimiento, y se denota por S’. Es decir,
feds s
f:§—C
p = (f,p)eC

entendiendo que f es lineal sobre S si, para todas las constantes o, € C y
cualesquiera ¢, € S, se tiene

(frap+ Bib) = a(f, ) + B(f,9)

y que f es continuo si cualquiera que sea la sucesién (¢p)neny — 0 en S, se
verifica que la sucesién numérica ({f, ¢))neny — 0.

Nota. Recordemos que una funcién f(t) es de lento crecimiento si | f(t)| < C|t|¥,
para cierto k, siendo C > 0 constante. Pues bien, toda funcién de lento creci-
miento que sea Lj,.(R) genera una distribucién regular en S’ mediante
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ey = [ T Hel dt . pes

En efecto, esta expresion tiene sentido porque

[sosoal e [~ s ol

oo
< constante

S C(Ck + Ck,_t,_Q)/ 14_7

Ahora la linealidad sigue de la del operador integracion. Para ver la continuidad,
sea (¢n)neny — 0 en S. De lo anterior se infiere que

6]+ [t 20, (t)]
14 ¢2

[t en(
lf(1), ()] < C dt —0 , n —s 0o
—o0
en virtud de la Definicién 3.2.2. Por esta razon, en general, a todos los elementos
de &’ se le denominan distribuciones de crecimiento lento.

Nota. Como D es un subespacio denso de S, resulta que S’ es un subespacio
del espacio D’ de las distribuciones considerado en el capitulo 2. Adems4s, la
inclusién

S'cD
es propia, ya que
Fy=3"e"s(t—n) , teR
n=1

define una distribucién de D’. Ciertamente, para todo ¢ € D,
as 2
(fre) = € pn)
n=1

que en realidad es una gucesién finita, dado que sop esta acotado. Sin embargo,
si tomamos ¢(t) = e~ ' € S, se llega a que

(fio)=Y 1=00

Luego, f ¢ §’. Hemos establecido asi la cadena de inclusiones
DcScScD

Nota. En 8’ se pueden definir las mismas operaciones que en el espacio de dis-
tribuciones D’ estudiado en el capitulo 2: suma de distribuciones de lento cre-
cimiento, producto por una constante, traslaciéon, multiplicacién de la variable
independiente por una constante positiva, convergencia, derivacion...
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3.3. La transformacion integral de Fourier en el espacio
8/

Recordaremos primeramente la definicién cldsica de la transformacién de
Fourier. Existen muchas formas de hacerlo pero, como queremos compararla con
la transformacién de Laplace (1.2) estudiada en el capitulo 1, optaremos por
considerar el par

Flu) = (Fpw) = [ T et di (3.1)
(FTIE)(t) = f(t) = % /_ h e " F(w) dw (3.2)

Teorema 3.3.1. La transformada de Fourier de cualquier elemento de S origina
otro elemento de S.

Demostracion. Sea ¢ € S. Pongamos $(w) = (Fo)(w) y verifiquemos que @ €
S. En primer lugar, &(w) existe para todo ¢ € S, puesto que, de (3.1)

\F(w)\é/m%dtsc

—00

C > 0 constante. Por el mismo razonamiento y al ser ¢ € S, es licito derivar
k-veces bajo el signo integral

M) (w) = / T Cityre o) di (3.3)

— 00

Si integramos a continuacién m-veces por partes en (3.3) y tenemos en cuenta
que ¢(t) y sus derivadas son de rédpido decrecimiento a cero cuando [t| — oo,
lo que conlleva la anulacién de los términos no afectados por la integracién, se

obtiene ]
&) (w) = / [ TR T P
oo (Tw)™ dtm

de donde se deduce

(iw)™ QS(k)(w)‘ < / N |D™ [tFo(t)]| dt < Cri

con Cp e > 0 constante. Luego, & € C®(R) y |w™ @(k)(w)‘ < Ch i, esto es,
PeS. 0
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Cuando queremos especificar que ¢ € S depende de una determinada
variable, por ejemplo, z, escribimos S,. Asi, las férmulas (3.1) y (3.2) originan
las aplicaciones

FioS — 8
Pt = Bw) = (Fo)w) = [ () di
Fl Sy — S,
) L
Bw) > p(t) = (F-L&)(t) = 5/7 =P () duw

Ademsds, si (Fp) =0, ¢ € S, entonces ¢(t) = 0. Se puede demostrar que:

(i) Fy F~! son biyecciones de S en s{ mismo.
(ii) F y F~! son operadores lineales.
(ili) F y F~! son operadores continuos, ya que si (¢n)ney — 0 en S, n — oo,
entonces (P, )nen = (Fen)(w) — 0 en S, n — 0.

En definitiva [7, p. 182-184].

Teorema 3.3.2. La transformacion de Fourier es un automorfismo sobre el
espacio S de las funciones de rdpido decrecimiento.

Hay muchas formas de definir la transformada de Fourier de una distribu-
cién, dependiendo de qué relacién de Parseval se utilice. Si se emplea la relacién
de Parseval

/_Oo O(w) ¥(w) dw =27 /_OO p(t) (—t) dt o, eS

donde & = Fp y ¥ = Fu), se define la transformada de Fourier de f € &

mediante
(Ff,Feo)=2m (f(t),p(-1)) , peS

Si partimos de la relacion de Parseval

oo [ee)
| s do= [ v wi
— 00 —0o0

se justifica la siguiente

Definicién 3.3.3. La transformada de Fourier de f € &’ viene dada por

(Ffop)=(f,Fp) , ped (3.4)

Se puede establecer, como consecuencia del Teorema 3.3.2,
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Teorema 3.3.4. La transformacién de Fourier definida por (3.4) es un auto-
morfismo sobre S'.

Nota. Si (fn)nen es una sucesién de elementos de &’ que converge a f en &',
se tiene que f € &', es decir, S’ es cerrado para la convergencia. Ademés, para
todo ¢ € S,

(Ffnrp) = (fn, Fo) — ([, Fop) = (Ff. )

Se ha verificado que si (f,)neny — f en &', también (Ffp)ney — Ff en &,
n — 00.

En algunos casos, la definicién (3.4) adopta una forma que recuerda mejor
la definicién clésica (3.1) de la transformacion de Fourier. Se recoge en el siguiente

Teorema 3.3.5. Si una distribucion f € S’ tiene soporte acotado, su transfor-
mada de Fourier es infinitamente derivable y viene dada por

(Ff)(w) = Fw) = (f(t),e”™") (3.5)
cuyo sequndo miembro hay que interpretarlo que vale
(f(), A(E)e™™") (3.6)

donde \(t) € D y A(t) =1 en un entorno del sop f

Demostracion. Conviene comentar que el valor (3.6) de (3.5) es independiente
de la funcién A(t) que se tome, ya que dicho valor depende tinicamente de lo que
valga la funcién prueba ¢(t) en sop f [7, p. 30].

Esbozaremos la prueba. Para todo ¢ € S se tiene, segin (3.4),

(FN@)e@) = G0, [ e ptw) dw) = (1), [ e NOptw) dw)

— 0o —00

(3.7)
Se puede verificar, recurriendo a la linealidad de f y a las sumas de Riemann,
que es factible intercambiar en (3.7) el funcional con la integral, obteniéndose

(F)(w), p(w)) = /OO (f(1), A(B)e™™") p(w) dw

— 00

- <<f(t)v /\(t)eiiwt% (p(ﬂ)» ) peS

Luego, (Ff)(w) = (f(t), \(t)e~ ™), que es (3.5)-(3.6). O
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3.4. La transformacién distribucional de Laplace

Existen diferentes tipos de transformaciones integrales de Laplace:

(i) La bilateral

o0

(£ f)(s) = F(s) = / e f(t) dt

— 00

(ii) La lateral por la derecha

(L D) = Fals) = [ Tt () de

T
(iii) La lateral por la izquierda

T
(LL D) =Fuls) = [ st di
— 00
donde T € R esta fijado.

En el capitulo 1 consideramos el caso (ii) cuando T' = 0, que es realmente
la versién més conocida y utilizada. A fin de armonizar todas estas definiciones,
ademds de las hipétesis del Teorema 1.2.2, asumimos que f(¢) = 0, para todo
t < 0. Por otra parte, si escribimos s = o 4 iw, resulta facilmente que

(L f)(s) = (F(e™ 7 f(t))(s) Res=0>c (3-8)

expresion que conecta la transformada de Laplace con la de Fourier.

En lo que sigue, representaremos por D/, al conjunto de las distribuciones
f € D’ tales que sop f C [0,00). Lo méds natural, y lo primero que se nos ocurre,
es definir la transformada de Laplace de f € D/, segiin

(L f)(s) = F(s) = (f(t),e™™) (3.9)

pero e~%t & D, pues no se anula nunca, por lo que el segundo miembro de (3.9)
carece de sentido.

Supongamos que existe ¢ € R tal que e f(t) € S’ y que A(t) denote una
funcién de C*°(R) con soporte acotado por la izquierda y que valga 1 en un
entorno del sop f. Entonces podemos reemplazar (3.9) por

(L f)(s) = F(s) = (e~ f(1), A(t)e” ) (3.10)

Obsérvese que A(t)e~(*~9* € S para Res > c. Ahora (3.10) tiene sentido, ya que
se aplica un elemento e~ f(t) € S’ a una funcién prueba de S. Como se escribe
(3.10) es como hay que interpretar (3.9), por la misma razén que (3.5)-(3.6) dan
sentido a la transformacién de Fourier. En este caso diremos que la distribucién
f es transformable Laplace.
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Al menor valor de ¢ € R para el que e”“'f(t) € S’ se le llama abscisa
de convergencia y lo denotamos, como en el caso clsico, por ay. Al semiplano
Re s > oy se le denomina regiéon de convergencia.

La definicién (3.10) es independiente del valor de ¢ > a que se tome. En
efecto, sea Re s > a > c¢. Entonces, el segundo miembro de (3.10) adopta la
forma

<eictf(t), )\(t)ef(sfc)t> _ <e(cfa)t67ctf(t)7 e(afc)tA(t)ef(sfc)”
= (™™ f(t), A(t)e~ =)

Esta ultima expresién, en la que realmente se ha cambiado ¢ por a, tiene sentido.
Ciertamente, por una parte, e~ f(t) € §’, ya que, para todo ¢ € S,

(e f(£), A1) (1)) = (e f(), A(B)e ™o (t))

donde, por hipétesis, e~ f(t) € S’ y A(t)elc=Dtp(t) € S, pues ¢ — a < 0. Por
otra parte, A(t)e~ (=@ € S al ser Re s > a.

Nota. No todas las distribuciones2 son transformables Laplace. Por ejemplo, la
distribucién regular f(t) = H(t)e!", donde H(t) viene dada en el Ejemplo 2.3.6,
no lo es, ya que no existe ningin ¢ € R tal que H(t)e® =<t € &'

Nota. Conviene tener en cuenta que, aunque su rol sea el mismo, las abscisas
de convergencia de una funcién y de una distribucién no tienen exactamente
igual significado. En el caso de las funciones (capitulo 1), dicha abscisa marca
la convergencia de cierta integral; en el caso de una distribucién, senala cudndo

e tft)eds'.

Enumeraremos a continuacion, sin prueba, algunos resultados andlogos a
los clasicos.

(i) La relacién entre las transformadas de Fourier y de Laplace de f € D’_ sigue
siendo

(L f)(s) = (Fle™"" f(®)(s) Res=0>ay

(ii) Sif,g € D', son distribuciones transformables Laplace y £ f = L g en alguna
recta vertical s = ¢ + tw contenida en su regién comin de convergencia,
entonces f = g (Teorema de unicidad).

(ili) (Teorema de analiticidad) Si f € D/, y F(s) = (£ f)(s), entonces F(s) es
una funcién analitica para Res > af y

k
F®(s) = (f(t), %(6_“» = ((=0)*f(t),e™") k=0,1,2...

Por tdltimo, establecemos el siguiente
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Teorema 3.4.1. Sea (fn)nen una sucesion de distribuciones que satisface

a) sop fp C0,00) , n€N
b) Eziste c € R tal que la sucesion (e~ f,(t))nen converge en S’ a et f(t).

Entonces, la sucesion de transformadas de Laplace
(Fn(8))nen = (£ fu)(s) — F(s) = (£ f)(s) , n—o00, Res>c

Demostracion. Nétese que e ' f(t) € S', pues este espacio es cerrado para la
convergencia. Luego, en virtud de (3.10), f es transformable Laplace, esto es,
existe F'(s) = (£ f)(s), Res > c. Asi pues, a la vista de la nota de la pdgina 44,
sigue

L fr= (e fu(t), Nt)e =) — (e f(t), A(t)e M) = L f
Hemos establecido que F,, = Lf,, — F =L f. O

Ejemplo 3.4.2. Ahora resulta facil calcular la transformada de Laplace de la
§(t). Como sopé = {0}, es obvio que e~ “*§(t) € &, para todo ¢ € R. De acuerdo
con (3.9)-(3.10), tenemos

(£ 0)(s) = (e=d(t), A(t)e~=9") = (3(£), AM(t)e™™") = A(t)e ™" |10 = 1

As{ pues, (L 0)(s) = 1, para todo s € C, como se dedujo informalmente en
(1.35).

Es mds, si reescribimos la funcién f.(t) considerada en 1.5.2 como sigue,
conn=12...,
n ,0<t< %
fu(t) =

0 ,t>20t<0

se probé que (f,) — § en D’ (Ver Ejemplo 2.4.6). Entonces, por el Teorema
3.4.1,

Fo(s) = (L fn)(s)zgo—e*%) 1= (L )(s) , n—s oo

lo que justifica las manipulaciones realizadas en la seccién 1.5.2.
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The present project develops the Laplace
integral transform from a practical point
of view, trying to justify, in the simplest
way possible, the manipulations (not al-
ways accurate, but effective) that engi-
neers, physicists... do, when they aproach
and solve different problems. It presents,
in a basic way, the theory of distributions,
proving that the Dirac delta, as a func-
tion, is not well defined, and it only makes
sense if it is considered as a distribution.

1. Introduction

The theory of distributions, developed by
French mathematician Laurent Schwartz,
had important effects in mathematical
analysis, broadening the differential and
integral calculus and allowing a rigorous
justification for some manipulations with a
lack of mathematical foundation. Some
distributions, like the delta function, had
been used by phsysicists and engineers
for long time before the develop of the the-
ory of distributions. Heaviside and Dirac
had always generalized their calculations
with specific applications on their minds,
however their methods were built without
a solid mathematical base. The theory of
distributions extended their range of sig-
nificance and provided tools for applica-
tions in many areas. The Dirac delta has
been used, through direct application, in
electrical circuit problems related to the
Laplace transform. We are going to study
the Laplace transform from a practical
point of view and see how Schwartz, and
his distribution theory, provided the Dirac
delta of mathematical rigour, defining it
as a distribution and involving spaces of
functions, convergence, operators...

2. Classical results of the Laplace
transform

In this first chapter we develop some clas-
sical properties of the Laplace transfor-
mation for functions, which will be needed
in the later exposition on the distributional
transformation.

Definition 1.2.1 Let f be a function de-
fined for all real numbers r > 0. The
Laplace transform of f is defined by

& P =F) = fo e dr

where seC.

We specify the conditions under which

Universidad de La Laguna
alu0100230659@ull.edu.es

we can establish the existence of the
Laplace transform and the uniqueness
and the analyticity theorems. We expose
some of the many operational rules that
the Laplace transform possesses. We
present the Dirac delta

6(=0, t#0

f 8y de=1

And we show the importance of the
Laplace transform introducing some ex-
amples of its application on electrical cir-
cuits problems.
i©

> -
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3. Elementary introduction to the
distribution theory

In this section we introduce, in a basic
manner, the theory of distributions. We
define the space 2 of testing functions
and the space 2’ of distributions, and we
set forth the concept of functional
f:2 —C
» — f@=(f.9)

and characterize distributions as fuction-
als on the space 2 that possess the prop-
erties of linearity and continuity. We shall
see that f € L;,.(R) generates a distribu-
tion on 2’ by

(fro) :f few® dt, pe2
We resume the study of the Dirac delta as
a distribution

6,0y =(6(),p0))=¢0) , peD

Properties and operations with distribu-
tions are explained in this chapter, high-
lighting the differentiation of distributions.

Definition 2.3.4 The first derivative f’ of a
distribution f € 2’ is the functional defined
on 2 by

(10, 90) = (f(1),—¢' (1))

Distributions always possess derivates,
and these derivates are again distribu-
tions.

peD

4. The dis itional Laplace
transformation

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de septiembre, 2017

In this final chapter, we define the space
S of testing functions of rapid descent
and the space S’ of distributions of slow
growth. The distributions of slow groth
arise in the development of the distribu-
tional Laplace and Fouier transformations.

Definition 3.2.3 The space of continuous
linear functionals on S is the space S’ of
distributions of slow growth

We establish the relation of inclusions
PcScS'co’

We develop the distributional Fourier

transformation

Theorem 3.3.5 If a distribution f € S' has
bounded support, its Fourier transform is
infinitely smooth and it is given by

(F /)w) = Fw) = (f(1),e”""")

and the distributional Laplace transforma-
tion

(£ P)s)=F(s) = (e " f(1), A(1)e™)

The Laplace transform and the Fourier
transform of a distribution f € 2,

(£ N =(FE 7 f)s) , Res>ay

We finish calculating the Laplace trans-
form of the Dirac delta, justifying the ma-
nipulations done in chapter 1

(Zo)9=1

forall secC.
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