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Resumen - Abstract

Resumen

Palabras clave: Polinomios ortogonales — Jacobi — Laguerre —
Hermite — aplicacion electrostdtica — ceros de polinomios ortogonales
— Stieltjes.

El presente trabajo estd dedicado a los polinomios ortogonales
cldsicos y su relacion con el campo de la electrostdtica.

En un primer contacto, se introduce la definicion de polinomio
ortogonal y se profundiza en las propiedades mds significativas a
efectos de su posterior aplicacion. Ademds, se presentan las familias
clasicas: Jacobi, Laguerre y Hermite, exponiéndose para cada una
de ellas sus principales caracteristicas.

El segundo capitulo abarca “El problema de Stieltjes”. Debe su
nombre al matemdtico holandés Thomas Joannes Stieltjes, quien
tras trabajar en varias contribuciones relacionadas con las fracciones
continuas, la cuadratura de Gauss o los polinomios ortogonales
entre otras, aporto un resultado que relacionaba estos iltimos con
la electrostdtica. Demostré que n cargas unitarias alcanzan su
posicion de equilibrio dentro de un intervalo cerrado, gobernado por
dos cargas positivas en sus extremos, justo donde los polinomios de
Jacobi se anulan.

A continuacion, se describen varias extensiones del modelo anterior.
En el caso de los intervalos no acotados, sucede lo propio para los
polinomios ortogonales de Laguerre: al situar una carga positiva en
el origen y dejar n unitarias libres en el semieje real positivo, resulta
que su energia minima se da en los ceros de estos polinomios. De
forma andloga, sucede en el caso de tomar como intervalo de refe-
rencia el eje real, donde los polinomios protagonistas son los del tipo
Hermite. Por dltimo, se presenta el modelo “Heine-Stieltjes”, que
estudia el lugar de equilibrio n cargas distribuidas en p intervalos
considerando todas las posibles formas de dispersarse en ellos.
Para concluir el trabajo, se exponen posibles cuestiones abiertas que
pueden ser un motivo interesante para futuras investigaciones.
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Abstract

Keywords: Orthogonal polynomials — Jacobi — Laguerre — Her-
mite — electrostatics application — zeros of orthogonal polynomials —
Stieltjes.

This paper is devoted to classical orthogonal polynomials and
their relation to the field of electrostatics.

In a first contact, the definition of orthogonal polynomial is
introduced and the most significant properties are eramined for
their subsequent application. In addition, the classic families are
presented: Jacobi, Laguerre and Hermite, exposing for each of them
its main characteristics.

The second chapter covers “The Problem of Stieltjes”. Its name is
in honor to the Dutch mathematician Thomas Joannes Stieltjes,
who after working on several contributions related to continuous
fractions, Gauss’s quadrature or orthogonal polynomials, among
others, brought an outcome that related the latter to electrostatics.
He showed that n unit charges reach their equilibrium position
within a closed interval, governed by two positive charges at their
boundaries, just where the Jacobi polynomials are equal to zero.
Several extensions of the previous model are described below. In
the case of non-bounded intervals, the same happens for Laguerre’s
orthogonal polynomials: by placing a positive charge at the origin
and leaving n free unit charges in the positive real half-axis, it
turns out that its minimum enerqgy is given in the zeros of these
polynomials. Stmilarly, it happens in the case of taking as reference
interval the real axis, where the main polynomials are the Hermite
type. Finally, the “Heine-Stieltjes”model is presented, which studies
where n charges reach equilibria distributed in p intervals conside-
ring all possible ways of dispersing in them.

To conclude the paper, possible open questions are presented which
may be an interesting reason for future research.
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Introduccién

0.1. Introduccién histérica.

La teorfa de polinomios ortogonales ocupa un papel relevante en el campo
de la Matemdtica Aplicada, no solamente en lo referido al marco tedrico, sino
por ofrecer un gran abanico de aplicaciones. Estd estrechamente relacionada
con diferentes tipos de problemas ligados a las ecuaciones diferenciales, matrices
aleatorias, teoria de la aproximacién o series trigonométricas entre otros, pero
ademads, se extiende a distintas materias como la Fisica o la Ingenieria.

Las primeras familias de polinomios ortogonales estudiadas, conocidas como fa-
milias clasicas, llevan nombre propio debido a los matematicos que le dedicaron
parte de su investigacion: Jacobi, Laguerre, Hermite, Chevyshev, Legendre...

En este documento se estudia la relacion existente entre dichas familias y una
conocida especialidad de la fisica: la electrostatica. Los trabajos realizados al
respecto por Thomas Jan Stieltjes (1856-1894) sirvieron, no solo para establecer
una irrefutable correspondencia entre ambas disciplinas, sino que ademads abrie-
ron varios frentes de investigacion.

Concretamente, establecié que las posiciones de equilibrio de un numero fijo
de cargas regidas por un potencial logaritmico y dispuestas en un determinado
recinto, sea intervalo acotado, semi-acotado, etc., toman lugar justamente don-
de lo hacen los ceros de los polinomios ortogonales clasicos asociados a dichos
intervalos.

En las sucesivas paginas se asientan las bases necesarias para entender el pro-
blema y su resolucién.
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0.2. Motivacién y objetivos.

Las razones para la eleccién del contenido que aborda este Trabajo Fin de
Grado son de diferente indole.

Por un lado, la teoria de polinomios ortogonales, asi como los temas vinculados
a ellos, constituyen un tema transversal que engloba el conocimiento adquirido
en numerosas asignaturas del actual Grado en Matematicas. Consigue conectar
desde los Métodos Numéricos, el Algebra o las Ecuaciones Diferenciales, hasta
conceptos de diferentes cursos de Anélisis Matematico y Fundamentos de Fisica.
Por tanto, se trata de una materia completa que consigue fusionar coetaneamen-
te los contenidos estudiados durante el Grado.

Ademas, la opcién de inclinar el trabajo hacia aplicaciones competentes a otros
campos distintos de la clasica teoria matematica, hace apreciar una parte en
la que quizas, debido a las limitaciones temporales, no se profundiza suficiente
durante la carrera. Esa parte hace referencia a la que la mayoria del alumnado
se pregunta a medida que avanza en su ciclo universitario, y no sélo eso, esa
pregunta que a veces surge a raiz de explicar que se estd haciendo Matematicas:
“; Para qué sirve?” El hecho de salir de la rutina de la teoria y sus demostracio-
nes para tener la oportunidad de probar que todo ello explica fenémenos que se
pueden describir “en nuestro lenguaje”es una motivacion anadida.

Por dltimo, al darse la circunstancia explicada anteriormente de tratarse de
una materia tan conectada a otras, se abren las posibilidades de, una vez senta-
das sus principales bases, tanto ampliar el presente trabajo como redirigir su fin
hacia otras aplicaciones.

En lo referente a los objetivos, se pretende, por un lado, profundizar en un tema
de investigacion actual, y por el otro, interpretar, razonar y entender articulos y
documentos de la literatura matematica, asi como extraer informacién de mane-
ra adecuada logrando plasmar en este trabajo el resultado de los anos de estudio
y las capacidades adquiridas a través de ellos.
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Polinomios ortogonales clasicos.

En este primer capitulo se introduce la definicién de polinomio ortogonal,
asi como algunas de las propiedades fundamentales que su conjunto verifica para,
posteriormente, presentar las conocidas familias clasicas : Polinomos de Jacobi,
Laguerre y Hermite.

1.1. Definiciéon

Definicién 1.1. Considérese un intervalo [a,b] CR con —oo < a < b < 400
y sea w(x) una funcién peso que verifica lo siguiente:

1. w(z) > 0.

2. w(x) > 0 casi por todo el intervalo [a,b].
b

3. w(x) es integrable en (a,b), es decir, w(zx) € L1(x) : / w(z)dr < oo.

a
A partir de esta funcion peso se define el producto escalar o producto interior
para el espacio vectorial de los polinomios P de la siguiente manera:
Sean p(x),q(x) € P,

b
P, q), = / p(x)g(x)dr,

Yy su morma asociada correspondiente

b
Ill, = / pla)?w(z)dz
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que resulta fundamental en la definicion de polinomio ortogonal.

Definicién 1.2. Se dice que un producto escalar (-,-) definido en el espacio de
polinomios P con coeficientes reales es estandar si verifica que para cualquier par
pgel

{tp(t), q(1)) = (p(t), tq(t)).

Definicién 1.3. Se dice que {p,(z)}>2, es una sucesidn de polinomios ortogo-
nales con respecto a la funcion peso w(x) si verifica:

1.¥n € N,deg(pn(z)) = n.

2. (pn(x),pm(2)) =0 <= m # n.

0sim#n

Seim—=n @€ dice que son ortonormales.

Ademds, si (pp(x), pm(2)),, = {

Noétese que esta definicién es equivalente a decir que una condiciéon necesaria y
suficiente para que la sucesién {p,(x)}52, sea ortogonal es

b
(pn(z),2*) = / 2Fp, (2)w(z)de =0, VYn,k:0<k<n.
Véase una breve prueba de ello.

“ 2
=

b
Si / 2*p,(2)w(x)dr = 0 , dados p,(x) y pa(z) con n # m y supongamos

a
m<ny pn(x) =a+az+ asx? + ... + amx™ | se tiene que

b b m m b
/ D ()P (2)w(x)da = / pn(x)z akka(x)d:c = Z ak/ pn(x)ka(x)dx =
a a k:O a

k=0

=0

iak-OZO.
k=0
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b oo
Si / P (2)pn(x)w(x)dr = 0 = Vk < n, entonces z* = Z ampm (),
a m=0

y, por tanto,

/ab 2" pp(z)w(z)de = Zk: (am /;b pm(x)pn(x)w(x)da:> =0,

m=0

puesm#n,m=0,1,2, ... k.

Teorema 1.4 (Existencia y unicidad de polinomios ortogonales).

Para cada funcidn peso w(x), existe una dnica sucesion de polinomios ortonor-
males Py, P1, --vy P, --- CON coeficiente principal positivo. Es decir:

1. deg(pn(z)) = n,¥n € N.

2. pn(x) = Ypa™ + ... + 0 , donde v > 0.

b
3. (Dn> Pm) :/ P (2)pm (@) w(z)dz = 65y -

Demostracion.

s EXISTENCIA.
Se demostrard por induccion.

k=0.
Basta tomar el polinomio constante ———— que verifica las tres pro-
Vo w(w)dz

piedades del teorema.
Supdngase esto cierto para k < n. Esto es, Vk < n, eziste p(z) cum-

pliendo las tres propiedades.
Considérese entonces el conjunto {po(x),p1(z), ..., pn—1(x)}

* Si p(x) es un polinomio de grado k (z* en este caso) y p,, una familia de polinomios

ortogonales, se puede expresar x

k
¥ como zF = p(z) = Z ampm (), siendo am, =
m=0

<pm;p>
<pm»pm> '
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k=n.
Se construye el siguiente polinomio de gradon + 1 :

n b
Phyr(@) = 2™ — Zaipi(z): donde a; = / ey (2)w(w)da
i=0 @

Se puede wver fdcilmente que wverifica la primera condicion, ya que el
término de grado n + 1 no se anula con los demds. Lo mismo sucede
con la seqgunda, pues v, = 1 > 0. Queda ver que se cumple la tercera
propiedad.

(Prg1 (@), 0i(2)), = [ Py (@)pi(2)w(z)de

/
[ g 505 (@)]pi(e)w(x)da

a

b b
:/ a:""‘lpi(x)w(x)dx—z:aj/ pj(x)p;i(z)w(x)dz

=a;—a; =0, Vie{0,..,n}.

b
Ademds, (1(2): 10Dy, = [ G (@)Pwla)ds =10, por ser

a
la integral de un polinomio no negativo y no nulo.

(z) = P:L+1(l")

De aqui, tomando ppy1 , se tiene un polinomio que cumple

las tres condiciones. De este modo, queda verificada la existencia, como
se queria ver.

UNICIDAD

Supdngase que {pn(z)}>2, es una sucesion de polinomios ortogonales que
verifica las propiedades y sea {g,(x)}5%, otra sucesion de polinomios que
también las satisface. Se trata de demostrar que py(x) = qn(x),Yn € N.

Sea n € N, como {qo,q1,...,qn} forma una base del subespacio P, existen
ag, a1, ...,an €R,  tal que pp(x) = Z?:o a;qi(x).

Ademds, al verificar la sequnda propiedad se deduce que Vj < n, se tiene

0= (pn(x),q(x)), = ip aigi(x), ¢j(2)),, = aj,
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de donde
Pn(®) = angn(z).
Por otro lado,
1= (pn,Pn)y = (andn(2), andn (@), = ai = an =1,
por ser una sucesion de polinomios que cumple la primera condicion.

Por tanto se tiene que pp(z) = ¢u(x),Vn € N & {p,(2)}52 o = {qn(2)}52,,
quedando ast demostrada la unicidad.

1.2. Propiedades generales

Entre las propiedades que satisfacen los polinomios ortogonales, destacan
las tres siguientes:

1. Relacion de recurrencia a tres términos.
Sea {pn}22, la sucesién de polinomios ortogonales ménicos respecto a un

producto escalar estandar. Entonces se verifica la siguiente relacion de recu-
rrencia:

Pt1(®) = (. — an)pn(z) — Bupn-1(z)

2

tomando p; =0, po = 1, y con o, = —<xpn(x),pn(2m)>n Y Bn = 7||pn(w)||w2 .
[[pn ()17 [Pn—1(2)]1%,

Teorema 1.5 (Teorema de Favard). Sea {p,}5, una sucesidn de poli-

nomios que satisface la relacion de recurrencia a tres términos:

xpn(x) = An+1Pn+1 (:L‘) + bnpn(x) + anpnfl(l)

con ag > 0 y con las condiciones iniciales p,(z) = = , p1(x) = allao (z—bp).
o

Entonces existe una funcion w(x) tal que la sucesion es ortonormal respecto

a ésta.

2. Norma cuadratica minima.

De entre todos los polinomios ménicos de grado n
Gn(x) = 2" + ap_12" 1 + ... + a2 + ao,

el que tiene norma || - ||, minima es el polinomio ortogonal ménico de grado
n. Es decir, denotando a este polinomio por p,(x) ,
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llgn (@)llw = [lpn(2)[[w < Pn(2)llw = min 1 () |-
qn(z)=2"+...4a0

Demostracion. Sea q,(r) = 2™ + a,_12" " + ... + ap un polinomio ménico
de grado n y sea p,(z) el polinomio ortogonal ménico del mismo grado. Es
claro que 3 t,—1 € P71 : gn(x) = pp(x) + t,,—1(z). Ahora bien,

||qn||12u = <Qna Qn>w = <pn,pn>w + 2<pn7tn71>w + <tn71atn71>w-
Pero por ser ortogonales, se tiene que (p,,tn—1)z, = 0, luego

||Q7l||12u = <pmpn>w + <tn—17tn—1>w = ||an12u + ||t7l—1||12u 2 ||pn||z2u )

de donde es facil intuir que al tomar raices queda probada la propiedad
enunciada.

. Ceros de los polinomios ortogonales.

Sea {pn(x)}52, una familia de polinomios ortogonales en (a, b) respecto a la
funcién peso w(x), entonces se tiene que todas sus raices (exactamente n)
son simples y reales y pertenecen al intervalo abierto de ortogonalidad (a,b).

Demostracion. Se probard este resultado prociediendo por reduccién al ab-
surdo. Para ello, supéngase que p,(z) es un polinomio de grado n y que
solamente tiene m < n raices de multiplicidad impar en el intervalo (a,b),
es decir, simples o de multiplicidad 5, 7, etc.

Sean x1,x2, T3, ..., Ty, las raices de p,, y sea

m

q(z) = H(m —xz;) , Vz € (a,b).

=1

Obsérvese que el producto p,(x) - ¢(z) tiene como resultado signo constante
n (a,b),Vz € (a,b), salvo los puntos z; donde ¢(x) se anule, es decir,

b
/ o (z)g(z)w(z)dx # 0

Sin embargo, por ser {p, (z)}52, sucesién de polinomios ortogonales, se cum-
ple que

(@™, pn(x)) =0, st m<n.
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Asi, como deg(q) = m < n , ocurre que (g(x),pn(z)) = 0y, por tanto,

b
/ pn(2)g(z)w(z)dz = 0, lo cual es una contradiccién con lo visto anterior-
a

mente.

En consecuencia, se infiere que p,(z) tiene exactamente n raices de mul-
tiplicidad impar en(a, b).

Queda por ver que éstas son simples, y para probarlo se empleard el mismo
método.

Si « es una raiz no simple de p,(x), se puede escribir de la forma

pn(z) = (x — @)™ 8p_m () para m > 1.

Si m es par, considérese t(x) =: Sp_m(x), y si m es impar, t(z) =: (z —
a)Sp—m(x) vy supéngase por simplicidad que m es impar (para m par, la
demostracion es andloga).

En tal caso,

b
(pal@). ) = [ pu(o)ta)u(o)ds
b
= / ( — )" Sp—m(x)(x — @)Sp—m(x)w(z)dx

b
_ / (@ — @)™ (s () 2w () d £ 0,

pues los dos primeros términos son positivos al ser potencias pares (m
impar, luego m + 1 par) y, ademds, w(x) es positivo por definicién. Pero
deg(t(z)) =n—m+1<n,yaquen>1,luego (p,(z),t(x)) =0, lo cual es
una contradiccién procedente de suponer que a no es una raiz simple. Por
consiguiente, las raices son simples, como se queria demostrar.

Por 1ltimo, se expondra un resultado relacionado con la distribucién de los
ceros de dos polinomios ortogonales consecutivos.

Proposicion. Sean p,(x), pni1(x) dos polinomios ortogonales consecutivos
respecto de la funcidn peso w(x), entonces entre dos ceros de py(x) siempre
existe un cero de ppy1(x).
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A continuacion, un ejemplo gréafico de este resultado:

Figura 1.1. Ceros de dos polinomos ortogonales consecutivos.

1.3. Familias clasicas

Este apartado comprende la descripcién de aquellos polinomios ortogona-
les clasicos, tan importantes en el desarrollo de la propia teoria que los envuelve,
como en las aplicaciones posteriores en otros campos.

Se distribuyen en tres grandes familias atendiendo al tipo de intervalo de or-
togonalidad en el que estdn definidos: Polinomios de Jacobi, Laguerre y Hermite.

Nétese que, aunque sus definiciones se centrardn en el intervalo acotado [—1, 1],
en el semi-infinito [0,00) y en toda la recta real (—oo,+00) = R, puede exten-
derse a todos los casos mediante transformaciones lineales simples cubriendo asi
también los intervalos [a,b] y [a,c0) (reciprocamente (—oo,a)).

1.3.1. Polinomios de Jacobi

Los polinomios de Jacobi constituyen una familia de polinomios ortogona-
les en el intervalo [—1, 1] respecto a la funcién peso w, g(x) = (1 — ) (1 +x)?,
con z € (—1,1) y siendo los pardmetros o > —1 y § > —1. En adelante, se
denotara al n-ésimo polinomio de Jacobi por P8 (x).
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Verifican las siguientes propiedades:

1. Férmula de simetria.
La sucesion de polinomios ortogonales de Jacobi satisface:

Pyl(x) = (1) P3P (~x).
2. Férmula de Rodrigues.

Estan definidos mediante la férmula de Rodrigues por:

Py(a) = (=2) () T (1 —2) 7 (L + o) LRI - 2L - a)n

dz™

que en virtud de la formula de Leibniz para la n-ésima derivada de un pro-
ducto

n
n _
(Fam=>% (k)f" tg"
consigue escribirse como

PoB(z) = 27" i (ZJ_FZ) (” “]: ﬂ) (1 —2)*(1 + )" "

k=0
3. Coeficiente principal.
Del resultado anterior se deduce que el coeficiente principal de un polinomio
de Jacobi de grado n es

" n+a\/n+8 . (2n+a+ S
KoB =27n =2"" .
e I () - ()
k=0
4. Ortogonalidad.
Verifican la siguiente relacién de ortogonalidad:

(P (), ()}, = / D@ (a)u(a)ds

2000 P(n+a+ 1)I'(n+ B+ 1)

=y nl@n+a+ B+ 1) (n+a+pf+1)
0, st F# m.

,8t m=m

5. Ecuacion diferencial.
Responden a la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden:

(22 = 1)y"(z) + [(2+ o+ Bz + a — By (z) —n(n + 1+ a+ By(x) = 0.



10 1 Polinomios ortogonales clasicos.

Presentadas las propiedades generales de los polinomios de Jacobi, cabe dis-
tinguir algunos casos especiales pertenecientes a esta familia: los denominados
polinomios ultraesféricos o polinomios de Gegenbauer, caracterizados porque en
ellos los pardmetros « y 8 de la funcién peso son iguales (@« = (). Resulta
entonces

w(z) = (1 —a?)°.
Segun los valores que tomen dichos parametros, pueden encontrarse casos rele-

vantes como:

= Polinomios de Chevyshev de 12 especie: a = 8 = —%.

Se denotan por Ty, (x) y la funcién peso referente es w(z) = (1 — 22)~1/2 =
1

VI—a?
Verifican la relacién de recurrencia siguiente:
Tni1(x) = 22T, (x) — Th—1(z),

siempre que Typ(z) =1y Ti(x) = x.
De la misma manera, pueden representarse por

T, (z) = cos(narccos(z)),
quedando, para el n-ésimo polinomio moénico,

por ser 2771 el coeficiente principal de esta clase.
Respecto a la ortogonalidad, cumplen que

sin=m =0,
sin=m >0,

1
(Tn,Tm>w:/ T () T () du e

—1 \/1—.712:

oSwls

Por dltimo, el n-ésimo polinomio de Chebyshev T,,(z) tiene n ceros simples
en los puntos

2k +1
T,k = COS ( 2+ 7'('), con k€ {0,1,...,n—1},
n

todos en el intervalo (—1,1).
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La siguiente imagen muestra la representacién de algunos de ellos:

oig / \ “‘.“\

Il
|
061 Y

04 .".‘ / \ !‘I

|
o2t /! # \ A /]

\ \ / #
o2 | ’f \ 7
041 o \

\

\ Y X /
o8l i A /

v, \ A \ !
08 \ / = v, y

-1 08 06 04 02 0 02 04

Figura 1.2. Polinomios de Chebyshev.

s Polinomios de Chevyshev de 22 especie: a = § = %

Se denotan por Uy, (z) y la funcién peso queda w(x) = (1—22)Y/2 = /1 — 22.

Cuando Up(z) = 1y Uy (x) = 2z satisfacen la relacién de recurrencia siguien-
te:

Unt1(z) = 22Un(2) — Up—1(2),
y cumplen la relaciéon de ortogonalidad
(Un, Upn) / U ( m(w)\/l—xQd:ﬂ:{OSIm#n’

5 sim=mn.
Polinomios de Legendre: o = g = 0.

Se denotan por P, (z) y la funcién peso resultante es w(z) = (1 — 22)? = 1.
Para Py(z) =1y Pi(z) = 2 cumplen :

(n+1)Poyi(z) — 2n+ D)zP,(x) + nPp_1(z) =0,
y la férmula de Rodrigues permite escribirlos como

Po(z) =277 (n!) 14 (22 — 1)7],

Ademas, su relacion de ortogonalidad es :

(P, o) /P (2)da :{ 0 sim#n,

2 : _
mslm—n.
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La siguiente figura muestra la representacion de algunos de ellos :

08\ e
os |
04

0.2
02

06 = o

08

-1 08 06 04 02 [} 02 04 06 08 1

Figura 1.3. Polinomios de Legendre.

1.3.2. Polinomios de Laguerre

Sobre los polinomios de Laguerre, se denotan por L% (z) y, en este caso, el
intervalo de definici6n es el semieje real positivo (0,00). La funcién peso vincu-
lada es w(z) = 2%~ %, con a > —1,2 € (0, 00).

Cumplen las siguientes propiedades:

1. Férmula de Rodrigues.
Segun la formula de Rodrigues, pueden escribirse como

e’ d"
e — = [enta_—z
n(@) = ol e
que, a partir de la formula de Leibniz, admiten la expresion
" (n+a\ (—z)k
L%(z) = .
R@) =2 (n - k:) !

k=0

b
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2. Coeficiente principal.
El coeficiente principal de un polinomio de Laguerre de orden n es

Kz =0C"

n

3. Ortogonalidad.
Su relacién de ortogonalidad es la siguiente:

(L3, 50 = [ " L2 (@) 18 (2w(a)de

r .
{(”""‘l'f‘l)’mnzm7
= n:

0, st n#Em.

4. Relacién de recurrencia.
Para Lo(z) =1y Li(z) =2 — a — 1, verifican la relacién de recurrencia:

(n+1)Ly 1 (x) =2n+1+a—x)Ly(x) — (n+ a)Ly—1(x) = 0.

5. Ecuacion diferencial.
El n-ésimo polinomio de Laguerre es solucion de la ecuacién diferencial de
segundo orden

zy"(x) + (a +1 = 2)y'(2) + ny(z) = 0,
donde y = L.

Para cerrar el capitulo, se presentan las caracteristicas principales de otra de las
grandes familias de polinomios ortogonales:

1.3.3. Polinomios de Hermite

Cuando el intervalo de definicién de los polinomios ortogonales se extiende
por todo el eje real (—oo, 00) = R, éstos se catalogan como polinomios de Hermi-
te, denoténdose por H,(z) y con la funcién peso correspondiente a w(zx) = e
Del mismo modo que las familias anteriores, los polinomios ortogonales de Her-
mite satisfacen determinadas propiedades:

1. Férmula de Rodrigues.
Esta vez, la formula de Rodrigues permite identificar a los polinomios orto-
gonales por
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Hy(x) = (—1)"e" Lo [e=""],

dzx™

que, aplicando también en esta ocasion la regla de Leibniz, resulta:

(~1)*2a)"

2 (0= k)R]

2. Coeficiente principal.
Su coeficiente principal es

kn, =27,
3. Ortogonalidad.

Referente a su relacién de ortogonalidad, en los polinomios de Hermite se
cumple

_ 0 sim#n,
(Hr, Hon) / Hn( (@)w(z)dr = {2”n!ﬁ sim = n.

4. Relacién de recurrencia.
Verifican la féormula

Hyi1(z) — 2¢Hy,(z) + 2nH,—1(x) = 0,
para Ho(z) =1y Hy(z) = 2z.
5. Ecuacién diferencial.

Tomando y = H, (), los polinomios de Hermite son solucién de la ecuacién
diferencial

y" (@) = 2zy(z) + 2ny(z) = 0.



El siguiente esquema recoge, a modo de sintesis, las propiedades principales de

1.3 Familias clasicas

los polinomios ortogonales descritas en este primer capitulo:

Familia Notacién Intervalo Funcién peso
Chevyshev 1 Tn(z) w \2/32
. =f= I
Jacobi|Chevyshev 2| P2? ()| U, () (-1,1) Wa,p(x) = (1 —2)*(1 + 2)? w(j) _ \/1_27
Legendre P.(z) @ a)ﬁ ::10
Laguerre Ly (x) (0, +00) w(z) =z% "%, a>—1
Hermite H,(x) (—00, +0) = w(z)=e""

Tabla 1.1. Familias cldsicas de polinomios ortogonales.
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Aplicacion fisica: interpretacién electrostatica de
ceros. El problema de Stieltjes.

Los polinomios ortogonales clasicos y la teoria del potencial electrostati-
co fue parte importante en los trabajos de Tomas Jan Stieltjes quien, a finales
del siglo XIX, encontré una interpretacién de los ceros de dichos polinomios en
términos de un modelo electrostatico.

Para poder describir el problema, serd necesario aludir previamente a conceptos
bésicos asociados a este campo de la fisica.

La electrostatica es la rama de la Fisica que estudia las interacciones entre cuer-
pos cargados eléctricamente que se encuentran en estado de reposo.

Fue el fisico e ingeniero francés Augustin de Coulomb quien establecié que la
fuerza eléctrica con la que se atraen o repelen dos cargas es directamente pro-
porcional al producto de las mismas, e inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia que las separa, actuando en la direccion de la recta que las une

q1492 _ 0192

Flo=K -
12 |l'1 —l'2|2 7’2 )

siendo

F: fuerza eléctrica de atraccién o repulsién medida en Newtons.

q1,q2: valores de dos cargas puntuales medidas en Culombios.

r: distancia de separacion de las cargas en unidades del Sistema Internacional.
K : constante de proporcionalidad de Coulomb. No se trata de una constante
universal y depende del medio en el que se encuentren las cargas.
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Del mismo modo, un cuerpo cargado que sufre la accién de una fuerza elec-
trostatica adquiere una energia potencial que viene dada por la expresién

By = K q1q92 KQ1Q2

xl—x2|_ r’

con los parametros medidos en las unidades anteriores y la energia potencial en
Julios.

Sin pérdida de generalidad, supdngase que el estudio se realiza en el plano
complejo. En estas circunstancias, la fuerza debe expresarse en médulo y se
manifiesta mediante

|ﬁ12| - K \CI1CI2|
|21 — 23]

En el mismo contexto, puede decirse que la energia del potencial eléctrico entre
dos cargas puntuales q; y g2 es proporcional al logaritmo de la distancia entre
ambas, resultando

E1y = —Kqiq2log|z1 — w2,
que, normalizando con el propdsito de simplificar, se empleara en adelante como
Eiy = —qiqolog |z — 23]

En adelante, se nombrara como potencial logaritmico.

Ahora bien, si en lugar de 2 cargas, se dispone de un sistema de n cargas ¢;,i =
1,2,...,n con sus respectivas posiciones asociadas xz;,¢ = 1,2,...,n, la energia
mutua del sistema viene dada por:

1
E(xy,x9, ... xy) = Z E;; = Z Qinlogm
1 J

1<i<j<n 1<i<j<n
= E —q1g2 log |z; — x| = — E q1q2log |z; — z].
1<i<j<n 1<i<j<n

Una vez establecidos estos aspectos fisicos elementales, se pueden consi-
derar suficientes para presentar el problema de Stieltjes y su relacion con los
polinomios ortogonales, comprendido en la siguiente seccién.
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2.1. El problema de Stieltjes.

Uno de los ejemplos més significativos de las aplicaciones de los polinomios
ortogonales, se puede encontrar en los problemas de equilibrio electrostatico con
potencial logaritmico.

En el siglo XIX, Thomas Joannes Stieltjes interpretd lo siguiente:

“Sean x1 < xg < ... < x, n puntos del intervalo (—1,1) en los cuales se ubi-
can n cargas unitarias del mismo signo y dos cargas positivas ¢; y ¢2 en los
extremos —1 y 1, respectivamente. Entonces, si la interaccion de las cargas esta
definida por un potencial logaritmico, la energia total del sistema obedece al
equilibrio electrostatico, a saber, es minima, en x1, T2, ..., T, precisamente cuan-
do estos puntos coinciden con los ceros de los polinomios ortogonales de Jacobi.”

La siguiente ilustracién ofrece un ejemplo de la situacién:

q1 q. q. N Gy see Qrn—3 q. 1 U qz

£ o) / €L
N No N Al S SR %

L] L ]

Figura 2.1. Cargas distribuidas en el intervalo (-1,1).
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Para probarlo, ha de defirnirse la energia total del sistema, que viene dada por:

n n
ET($1,$2, ,In) E(l’l,IQ, veey Jin) —+ ZEilh —+ Z Eti
i=1 i=1

n n
- Z log |x; — ;]| —qlzloghci —1] —q2210g|xi—|—1|.

1<i<j<n i=1 i=1

Se trata ahora de localizar las posiciones de equilibrio del sistema , es decir,
aquellas n-uplas que hacen minima la citada funcién Er.

A tal efecto, serd necesario corroborar previamente que ese minimo existe y
que ademads es 1inico.

Si se toman las cargas ordenadas, resulta el subconjunto K C R donde se busca
la solucién:

K ={(z1,29,....,2n)/ -1 <21 < ...<z, <1}

Considerando

n n
T(xlax%'“axn) :eiET(Il’IQ’W’m") = H |x17xj|H|x171‘qlH|xl+1‘q2a
=1 =1

1<i<j<n

es equivalente probar que Er alcanza un minimo en K a que T(z1, o, ..., Ty)
obtiene un méximo, pues basta tomar log(T~1). En efecto, tal maximo exis-
te por ser T(x1,xa,...,x,) continua en K y, ademds, K cerrado y acotado y,
por tanto, compacto. De aqui, puede asegurarse que existe al menos una n-upla
(z%, 23, ...,2%) que maximiza T (andlogamente, minimiza E7). Es més, dicho
maximo se alcanza en el interior de K , pues de ser en la frontera sucederia
alguna de las siguientes circunstancias:

H#jra, =x; = T(x1,29,...,2,) =0,
i e{l,2,..,n}:|z;|=1= Er =0,

lo cual es inviable en el problema que se aborda.

Por otra parte, la posicién de equilibrio es tnica. Para demostrarlo, supénga-
se que existen dos n-uplas que cubren ambas la posicién de minima energia:

—“l<ri <z <...<xp <1,
-l<ai <oy <. <z, <L

|x; — xf

Si se toma y; = 7’|, i =1,2,...,n, entonces, teniendo en cuenta las pro-

piedades de las medias aritmética y geométrica, se deduce
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lzi — x5] + |2} — x|
2 1 1
1+ y;| > |1 +a2|1 a2,

1 1
lyi —yj| = > |z —zi]2|af — i,y

Por tanto, atendiendo a la expresién de T, se tiene que T(y) > T(z)2T(z*)2
donde la igualdad se cumple si, y sélo si, z; = x;. Asi, queda demostrada la
unicidad de la solucién.

Asf pues, bajo la certeza de la existencia y unicidad de ese maximo de T' (res-
pectivamente minimo de Er), el siguiente propdsito es hallarlo.

Tal y como se justificaba en parrafos anteriores, la soluciéon se encuentra en el
interior de K, por lo que es un extremo absoluto y local, lo que permite afirmar
que en estas condiciones
oT
8.%1'

=0,Vi=1,2,..,n,

y, €en consecuencia,

oT Qe Fr OEr _p. 0 OFETr
= = — e = —_ =
Ox; O0x; 0x; ~~~ or;
#0
Pero atendiendo a la expresién de la energia total y teniendo en cuenta que
0 1 1
- 10g = - )
lz—yl  x—y
es claro que
0 1
——ET(xl,xQ,...,xn):Z + @ + e =0,Vi=1,2,.

8$i

#jxi—xj x; — 1 z; +1

de donde se obtiene un sistema no lineal de n ecuaciones con n incégnitas.

El siguiente resultado ayuda relacionar la expresion anterior con los polinomios

de Jacobi.

n
Lema 2.1. Sea el polinomio p(x H x —x;) y sea k fijo y arbitrario,
j=1
ke{l1,2,..,n}, se verifica:

_QZ

Ty — T
gAk R T
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Demostracion. Para demostrar la igualdad, se procederd por induccion.

= FEs trivial que para n = 2 se verifica la igualdad, luego para n = 3 se tiene
T1,T2,T3’
Cp(@) = (@ — 3) (@ — 22) (@ — 35).
P(z) = (z — z2)(x — 23) + (2 — 21)(z — 23) + (z — 21)(z — 22).
pl(z) = (@ —a3) + (x — 22) + (2 — 23) + (z — 21) + (2 — 22) + (. — 1)
=2[(x — z1) + (& — x2) + (z — x3)].

Luego, por ejemplo, para xj = xo:

P (r2) = (w2 — x1) (w2 — x3) ,
p"’(x2) = 2[(x2 — 1) + (x2 — x3)] , y por tanto,

"(x 1 1

P/( 2) _ 2{ n }
p (362) T2 — I3 T2 —T1

= Supongase que es cierto para n, esto es,

" n 1
Poltr) o5~ L
) S me—

Py (g
£k

.  Se demuestra que es cierto para n + 1:

pn-i-l(m) pn(x)(x — Tpt1)-
Pry1(@) = Pl (2) (& — Zpt1) + pu(2).
P (®) = pp (@) (2 — Tni1) + () + Pl (2) = (@) (2 — 2ng1) + 2p;,(2).

Asi, cuando x = xy, se tiene:

D1 (Tr) = 05 () (Tk — Tnt1) + pul(@r) = Py (Tk) (T — Tny),
=0

Pr1(@r) = oo (@) (@r = Tngr) + 29, (2x), luego

Pu1 (k) pr(@)(@n = nsa) + 200 (k) _ palen) 5 1
P (k) ph (k) (@ — $n+1) (k) T — Th
n+1
=2 =2
Zxkfx] Tl — Tk+1 Zxkfx]
J?’ék ]#k

como se queria demostrar.
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Probada la igualdad, puede escribirse

lp”(l‘k) _ z’ﬂ: 1
2 p'(zx) Pl ’

j#k
de modo que la expresion que minimiza la energia resulta:
1 1p"(x
>y L @ :Oﬁip/(k) o e _,
T, —x; x;—1 x4+l 2p(zr)  x—1 xzp+1

i#]

Sea (a7, x5, ...,2%) la n-upla que verifica el sistema, realizando operaciones ele-
mentales, para xj, se tiene

Plo) 4o ()2 - D () + 2 (2 + 1)+ gl — DIp (@) = 0.

)
Ahora bien, si se denota Q(z) = (22 — 1)p”(x) + 2[g1(z + 1) + g2(x — 1)]p/(z),
es andlogo resolver [(x})? — 1)]p"(x}) + 2[q1(zf + 1) + q2(x} — V]p'(z;) =0y
Q(z;) = 0y, ademas, como deg(p) = n, es evidente que deg(Q) < n = Q € P,.
Por ende, puede decirse que @ es igual a p salvo un factor escalar \. Esto es,
JX € R tal que @ = A\p, y de aqui se deduce que

(® = Dp" (@) + 21 (z + 1) + g2z — P/ (z) = Ap,

que es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden con coeficientes po-
linémicos que se asemeja a la siguiente

(22 = 1)y"(z) +[(2+ a+ Bz +a = Bly'(z) —n(n+ 1+ a + By(z) =0,

que no es otra que aquella para la cual los polinomios de Jacobi de orden n y
coeficientes o y 3, Pﬁ‘*ﬁ , constituyen una solucion.

Ajustando los coeficientes de ambas ecuaciones de manera adecuada, queda pro-
bado que para

a:2q1—12—1
B=2¢p—-1>-1

el polinomio ortogonal de Jacobi P29171:242=1 eg ]a solucién de la ecuacién
diferencial, de donde se deduce que sus ceros coinciden con aquella n-upla
(x3,23,...,2%), donde las cargas hallan su posicién de equilibrio o minima
energia.
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Faltaria probar tinicamente que el extremo obtenido se corresponde a la n-upla
que hace minima la energia.

En pérrafos anteriores se dedujo que

0 1 G q2
E =
oz, T(T1,T2, ., Tp) Zmi_$j+$i—1+xi+l’

i#£]
luego
d 1 a1 72
—FEr(x1,22, ..., Tp) = — — .
63% T( b2y e n) Zﬂ?j—l‘i l‘i—l l‘i—‘rl
i#]
De aqui se tiene la matriz Hessiana
1
—— sii#k,
b (fEk - ‘T’L)
B = oo = 1
;0T
o 3 B B i—k

7 (@ -z (=12 (24 1)
Esta matriz H se puede expresar como H = Hy + H,, donde

= H; es la matriz diagonal

17 i 0 0
q1 92
0 ek + i 0
0
0 0 0 +(:tnq—ll)2 + (.’I,‘nq-|2—1)2

= H5 es la matriz formada por

1
(H2)ii = Z @ =z en los elementos correspondientes a su diagonal, y
iAo
(H2)ik = *m en el resto.
3

Obviamente, H; es una matriz definida positiva, pues ¢; > 0y g2 > 0. Ademss,
por el Teorema de Gerschgorin”, Hy tiene todos sus valores propios no negati-
vos. Luego puede concluirse que H es definida positiva por ser la suma de dos
matrices definidas de la misma forma y, de aqui, que la posicién de equilibrio se
corresponde con un minimo de Ep .

* Teorema de Gerschgorin: se utiliza para encontrar una cota de los autovalores de una
matriz cuadrada. Dada la matriz (H2);,x, se definen los circulos D1, ..., D, centrados
en (Hz);,; de radio 3, Hx,i, entonces los autovalores se encuentran en la unién de
los n circulos.



3

Extensiones del modelo de Stieltjes.

Tras probar la vigorosa relacion existente entre el potencial electrostatico
en el intervalo acotado y los polinomios de Jacobi, T. J. Stieltjes extendié su
investigacion hacia otros posibles casos. Los modelos Laguerre y Hermite tratan
el comportamiento de las cargas en intervalos no acotados, mientras que el pro-
blema de Heine-Stieltjes estudia la situacién de varias cargas repulsivas fijas en
el eje real.

Aunque tras los trabajos pioneros de Stieltjes sigue habiendo numerosos pro-
blemas abiertos en el campo de la interpretacién electrostatica de ceros de po-
linomios ortogonales, este capitulo comprenderd la descripcién de los modelos
previamente descritos.

3.1. Laguerre y Hermite: Intervalo no acotado.

Tal y como se ha mencionado, Stieltjes considerd interpretaciones similares
a la de Jacobi para los ceros de los polinomios de Laguerre y Hermite. Puesto
que en esta situacién las cargas libres pueden moverse en un conjunto no aco-
tado, {qué no impide que se escapen al infinito? Stieltjes encontré una solucién
inteligente estableciendo determinadas restricciones en cada caso.

3.1.1. Laguerre: (0, 00).

Considérese una carga p positiva y fija en el origen, y n cargas {q1, g2, ..., Gn }
situadas respectivamente en las posiciones variables {x1, o, ..., z, } en el interva-
lo (0,400), con la restriccién adicional de que su media aritmética esta acotada
por una constante positiva K, es decir,
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nil'
2=k

Entonces la posicion de equilibrio de dichas cargas se logra si, y solo si,
{1, 22, ..., } son los ceros de ciertos polinomios ortogonales de Laguerre.

La siguiente imagen podria reflejar un ejemplo del problema:

Figura 3.1. Cargas distribuidas en el intervalo (0, 00).

Para este intervalo, la energia total del sistema asociada al potencial logaritimico
de las n cargas viene dada por:

Er(z1,xa,....,x,) = E(x1, 29, ..., 2,) + ZE@

n
- Z log |z; — x| —leoga:i.

1<i<j<n i=1

Siguiendo el procedimiento que se utilizé para el caso de Jacobi, deben hallarse
los valores que hacen minima dicha energia, es decir, aquellos que verifican
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O p— = L P vie12..n
ox; vy Ti—Tj T
Ahora bien, teniendo en cuenta el lema utilizado en el capitulo anterior, se puede
reescribir esta condicién como:

1 1
Z —|—— 0<:>7f,( )—i—— 0, Va; € {x1,29,....Tn},
Py Ti— Ty X 2f(.17) Z;

n
donde f(x H x — x;) es el polinomio cuyos ceros satisfacen la condicién de

z=1
mlnlma energla

Hallando minimo comim multiplo en la expresién anterior e igualando a ce-
ro, queda:

f"(@i)z + 2pf'(z:) =0
Sin embargo, este ultimo polinomio es de grado n — 1, y se debe obtener exacta-
n
T
mente n raices. Luego la restriccion Z 2 < K debe quedar en igualdad para
n

i=1
poder obtener la n-upla correspondiente al minimo.

Para resolverlo, debe aplicarse el Teorema de los multiplicadores de Lagran-
ge, considerando la funcién de la energia total Er sujeta a la restriccién

n

Z%:szn:xi—n[(:o.

i=1 i=1

De aqui, la funcién lagrangiana resultante es

Ly(z,\) = Ep(z +)\le—nK)
=1

Como procedimiento habitual en estos casos, se deriva la funcién respecto a
ambas componentes y se iguala a cero, quedando

0
. Lr(xz,\) = Er(z) =0.
al’i
t#]
2L (x )\)—zn:x-—nK—O
a)\ T b - = 7 -
De la primera ecuacion, se tiene
IRV N
N 2 f(x)

Zséj
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Y, operando,
i f" (@) + (=2Az; + 2p) f/(x;) =0, Vi€ {1,2,...,n}.

Luego z; es rafz de esta ecuacién de grado n, y ademés también lo es de f(x),
por tanto, puede escribirse que

wf"(z) + (=2Az + 2p) f'(x) = M f (),
luego
o f"(x) + (=2 z + 2p) f'(z) — M f(x) = 0,

para cierta constante M.

Ahora bien, la ecuacion diferencial que cumplen los polinomios de Laguerre no
es otra que:

zy"(x) + (a+1—=z)y'(z) + ny(z) = 0.

Igualando ambas, por ejemplo, para el término correspondiente a y'(z)y f'(x), se
obtiene una de las condiciones: a = 2p — 1.

Utilizando la derivada parcial respecto de A y comparando términos y coefi-

cientes principales de los polinomios de Lagrange, se llega a que f(x) puede ex-

A . . n+ao
presarse en términos de L% (cx) , donde « es la citada anteriormente y ¢ = 7

Luego las raices de f(x) estdn directamente relacionadas con n-esimo polino-
mio de Lagrange en las circunstancias descritas.

3.1.2. Hermite: (—oo, +00) = R.

En un razonamiento similar se encuentra el modelo de Hermite. En este
caso, considérense n cargas positivas {qi,q2,...,qn} situadas libremente en el
intervalo (—o0, 00), cumpliendo esta vez la siguiente cota:

no 2
€T
> <L
f—
=1
siendo L una constante predeterminada. Entones la tinica configuracién que pro-
porciona el minimo globlal de la energia total del sistema de particulas, coincide
con los ceros de determinados polinomios de Hermite H,,.

Como en apartados anteriores, se muestra la representacién gréfica en la siguiente
figura:
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Figura 3.2. Cargas distribuidas en el intervalo (—o0, c0).

En esta ocasion, la energia total del sistema se ajusta simplemente a la expresion
Er(zy,x9,...,20) = BE(x1,29, ..., 2Tp) = — E log |z; — ;.
1<i<j<n

Por ende, el minimo se obtendra a partir de

0 0 1 )
8J;iET =0& —6xiET(x1,x2,...7xn) = Z — =0, Vi=1,2,...,n.

Atendiendo a los titimos resultados, no es dificil vaticinar que es paralelo encon-
trar aquellos valores que verifican

1 1 f"(wk)
Y —0e s —0, V ),
oo T — 2 fl(ﬁrk) 3 Tk € {xlnya » L }

n

H(m — ;) el polinomio cuyos ceros satisfacen la condicién de
i=1

minima energia.

siendo f(x)

De manera intuitiva, el problema se torna en un desarrollo similar al anterior,
con la restriccién considerada por Stieltjes para este caso tomada en su igualdad:
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I
iz "
Tras su resolucién, dedujo que f(z) = C’ - H,(c'z), siendo C’ una constante y
o= n—1
V2L

Por tanto, la n-upla en la que tiene lugar la posicién de minima energia estéd en
correspondencia con las raices de ciertos polinomios de Hermite.

3.2. Heine-Stieltjes.

Stieltjes analizd una situaciéon mas generalizada relacionada con la posi-
cién de n cargas situadas libremente en el eje real y su equilibrio electrostatico.
El problema es el siguiente:

Dadas p + 1 cargas positivas ¢; situadas en posiciones iniciales a;, donde
ap < a; < ... < ap, encontrar todas las posibles posiciones de equilibrio xj
de n cargas unitarias distribuidas libremente en los intervalos [a;—1, a;].

La solucién del problema esté ligada a la determinacién de la ecuacién diferencial
Az)y"(z) + 2B(x)y' (z) + C(2)y(z) = 0,

donde A(z) = (x —ag) - - (x —ap), y B(xz) y C(z) son polinomios de grado p y
p — 1, respectivamente, y ademads

B(z) _ g
A(z) _Zx—ai'

=0

Heine afirmé que, en general, dados A(z) y B(z), existen exactamente

n+p—1
Opp = n

determinaciones de C(z) para cada una de las cuales existe una solucién y(x)
de la ecuacién diferencial anterior.

Por su parte, Stieltjes obtuvo el siguiente resultado:
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Teorema 3.1. Sean A(x) y B(z) polinomios dados de grado p+1 y p, respecti-
vamente, y sean los coeficiententes principales de A(x) y B(xz) del mismo signo.
Si los ceros de A(x) y B(x) son reales, distintos, y se alternan entre si, entonces
hay exactamente oy, polinomios C(x) de grado p — 1 de modo que la ecuacion
diferencial

0

A(z)y" () + 2B(2)y' (z) + C(x)y(x)

tiene una solucion y(x) por cada determinacion de C(x) que es un polinomio de
grado n.

Para la demostracion Stieltjes utiliza una parte de la afirmacién de Heine, con-
cretamente, que o, es una cota superior para el nimero de polinomios C(z) en
cuestion. Ademds, independientemente de probar la existencia de esas o, so-
luciones, obtiene una caracterizacion sobre ellas: resulta que los n ceros de esas
soluciones y(x) estdn distribuidos de todas las maneras posibles en los p inter-
valos definidos por los p + 1 ceros de A(z) y, obviamene, el ndimero de posibles
distribuciones sigue siendo o,,.

Supdngase, por ejemplo, que se tienen 9 cargas y se quieren distribuir en 6
intervalos [ag, a1, [a1, az], [az, as], [as, a4], [aa, as], [as, ag]. Una posible combina-
cion de ese reparto podria ser la siguiente:

Figura 3.3. Ejemplo de distribucién de cargas para el modelo de Heine-Stieltjes.
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Para esta opcién existirdn, por tanto, un par de polinomios C(z) e y(z) que cum-
plan la ecuacién diferencial incicial. Pero ademads, existirdn otros pares asociados
a cada posible combinacién de estas 9 cargas en los 6 intervalos. Exactamente,

habrian 096 = (*707") = (') = 2002 pares .

Demostracion. Se tratard de manera precedente de establecer ciertos aspectos
relevantes para, en una segunda etapa de la demostracion, probar la existencia

y unicidad de las soluciones.

Asumiendo las condiciones anteriores A(z) = (x —ag)(x —a1) - - (x —ap) ¥y

B ,
(z) = Z ai , es equivalente suponer que los ceros de A(x) alternan con
A(x) —~x—a

los de B(x) y que los coeficientes principales tienen el mismo signo.

Sea C(z) un polinomio dado, entonces la ecuacién
Az)y"(x) + 2B(2)y'(x) + C(z)y(x) = 0

no puede tener dos soluciones y(z) y z(x) linealmente independientes para un
tnico C(x). De no ser asi, para x # a; se tendria

A@) (Y (2)2(2) — y(2)2' ()" + 2B(2)((y' (2)2(z) — y(2)2'(x)) =

Az)(y' (x)z(x) — y(x)2' ()" + 2B(2)((y' (2)2(x) — y(2)2'(x)) = 0.
Al resolver la ecuacién diferencial,

(W' (x)2(x) — y(x)2'(x))" _ —2B(x)
y'(2)2(x) — y(z)2' (2) A(z)

Integrando,

In(y'(z)z(x) — y(x)2'(x)) = _jfx()x)dm + K.
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Por tanto,

_ [ 2B(2)
y'(z)z(z) —y(x)' (z) = M - e A(x)

p
qi
-2 d
/Z T —a; !
e 1=0

dzr

P
Z log |z — a;| 2%

= M.eiZO

P
=M- H |z — a;| 729" con M constante.
i=0

Sin embargo, como este tltimo producto tiende a co cuando z — a;, conlleva
una contradiccién, que viene de suponer que y(z) y z(x) son dos soluciones in-
dependientes. Por tanto y(z) = Qz(x), siendo @ una constante de manera que
las funciones son linealmente dependientes.

Expuesto esto, considérese y(z) una solucién polindmica de la ecuacién distinta
de la trivial, y(z) # 0. Debe ocurrir, ademds, que y(z) # 0 en z = a;, pues de lo
contrario, sustituyendo en la ecuacién diferencial, se tendria que

Alai)y" (ai) + 2B(ai)y'(ai) + C(ai)y(a;) = 0.
Pero, por definicién, A(a;) = 0 y por hipétesis y(a;) = 0, luego

A(aq) y" (a;) + 2B(ai)y (i) + Clai) y(a;) = 0,

—— —~——

-0 =0
lo cual implica que 3'(a;) =0, Vi € {0,1,...,p}.
Derivando A(z)y" (z) 4+ 2B(x)y'(z) + C(x)y(z) = 0 k veces, resulta una ecuacién
diferencial de orden k + 2 en y(z) que tiene la forma
A(z)yEt2(z) + [K A (z) + 2B(2))y* T (z) +... =0

cuyos coeficientes son nuevamente polinémicos. Sin embargo, de la expresion de
B(z)
A(z)’

se deduce B(a;) = ¢;A’(a;), pues:
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40 T dp
B :A L E— “ee I
(@) =A@ Gt oot +m_ap)

= [go(z — a1)(x — az)...(x —ap) + q1(z — ap)(x — az)...(x —ap) + ... +

+ gp(z — ao)(z — a1)...(x — ap—1)].

Por tanto, para x = a;, se tiene lo propuesto.

Luego KA'(a;) + 2B(a;) # 0, de modo que y(x) = y'(z) = ¢y’(z) = ... =
y*(x) =0, x = a;, lo que implicarfa que y**+1(z) = 0.

A continuacién, se probard que los ceros de y(x) descansan en el intervalo [ag, a,).

Reescribiendo y(z) tal que y(z) = f(x) = M - (x — x1)(x — x2)...(x — ), M
constante. Para © = xy, Vk € 1,2, ...,n resulta:

A(rk)f”(xk) + ZB(xk)f/(ﬁk) + C(:Ck) f(ﬁk) =0&

Aley) () + 2B f(ax) = 0.

Pero recordando el lema utilizado en secciones anteriores,

Z 1 o lfﬁ(l'k)

- Yy, €
ity kT 2 f'(zx)’ ok € {21, 32, - Tn},

y la definicién de igx)), resulta que A(zy) f”(zx) + 2B(zk) f/ (xr) = 0 se puede
T

expresar, dividiendo por 2f/(zy)A(zx), como

Sy

1) | Blaw) _

2 ff(vx)  Alzg)

o lo que es equivalente,
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Supdngase ahora que alguno de los ceros de f(z) yace fuera del intervalo [ag, ap]
y sea xj, uno de esos ceros de manera que el segmento [ag, a,] y los restantes ceros
(m,m # k), permanecen ambos en un semiplano cerrado con xj como punto
frontera y el propio [ag,a,] en el interior abierto del semiplano. Entonces los
vectores complejos W;m =Tk — Ty ¥ V;i = x} — a; que, obsérvese, estan direc-
tamente relacionados con la tltima expresion, forman un dngulo no mayor que 7.

Como puede verse en la ilustracion, los vectores VZ = x, — a; forman un dngulo
directamente menor que 7, lo cual supone una contradiccién con la tltima ecua-
cién. Para argumentar esta tltima conclusion, debe consultarse la bibliografia
del matematico Polya, quien realiz6 trabajos relacionados con ello.

Sea ni,ng,...,n, €l nimero de ceros de y(x) en [ag,a1], [a1,as2], ..., [ap—1,ap),
respectivamente, entonces se dice que y(x) es del tipo {ni,nz,...,n,}, donde
Ny + Ny + ...+ np =nYy 0pp es el nimero de todas las posibles combinaciones.

Se trata de demostrar que existe exactamente una soluciéon polinémica para
cada combinacién que corresponde a cada una de las 0,, determinaciones del
polinomio C(z) de grado p — 1.
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EXISTENCIA

Para probar la existencia, considérense x1, zs, ..., £, puntos variables, todos

diferentes de a; y distribuidos en el segmento [ag, a,], de manera que en cada

subintervalo [a;—1,a;],7 € {1,...,p}, se encuentre una cierta cantidad n; de
P

esos puntos verificando E n; = n. Entonces para cada xj variando en un

i=1

intervalo fijo, la expresién de la energia de ese estado vendria dada por
Er =— Z loglzy, — x| — Z giloglxy — a,
1<j<k<n 1=1,...,p

k=1,...,n

y utilizando un argumento anélogo al de los casos anteriores, la posicién de
equilibro se obtendria de la solucién de la siguiente expresién:

0
) ET:O<:>— ET(.’L‘17,’E2, ,l‘n)zo
€Ty €Z;
© Y X =
1<j<k<n |2k — ;] i=1,...p |21, — ai
k=1,...,n

Ahora bien, por lo visto anteriormente, esto es equivalente a que

1f"(xr) | Blak)
2 f(xr) Al
siendo f(z) el polinomio cuyos ceros son los zp, k € {1,...,n} y que, por

tanto, divide a esta iltima ecuacion. Es decir, que para x = xk, denotando
por —C'(z) al polinomio que establece la proporcién, queda

=0« A(zk)f”(xk) + QB(Ik)f/(il}k) = 0,

A() [ (xr)+2B (k) f'(zx) = 0 & Awp) f7 (wx) +2B(zp) f (wx) = —Ca) f(w1),
verificando asi la ecuacién que responde al problema.

Por otro lado, utilizando el argumento para la demostraciéon de la interpre-
tacion electrostética en el caso de Jacobi, es claro que el sistema {z1, ...,z }
estd Unicamente determinado. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que no
es lo mismo probar que para cierto {zj} se tiene la energia minima, a que
esto sea cierto para todas las posibles combinaciones en las que se pueden
distribuir las cargas unitarias. A pesar de ello, puede afirmarse que las o,
determinaciones aportan minimos energéticos relativos.



3.2 Heine-Stieltjes. 37

UNICIDAD

Para probar la unicidad, considérense los pares {C(z),y(z)} y {D(x), z(2)},
C(z) # D(z), de modo que ambos son soluciones del problema para la misma
distribucién de xy, en los intervalos [a;—1, a;]. Supéngase también que sendos
polinomios y(x) y z(z) tienen coeficientes principales positivos. Entonces, la
ecuacion

A(z)y" (z) + 2B(2)y (z) + C(z)y(x) = 0

también la verifica el par {D(z),z(x)} y queda

A(x)z"(x) + 2B(z)2 () + D(x)z(z) = 0.

Combinando ambas, resulta

A(x)(y'z —y2')' +2B(2)(y'z — y2') + (C(x) — D(z))yz = 0,

y dividiendo entre A(x) se tiene

B(z) C(z) — D(z)
/. N/ VI ! =
(v'= y2)+2A(x)(yz yz') + @ 0.
Andlogamente,
0 / / a qi / / C(‘T) B D(:C) _
P
Definiendo una nueva funcién H(z) = H |z — a;|*% se tiene, para x # a;,
i=0
0 S ! O(x) — D(l‘) _
H(x )8*(.@2—.@2 )+2H (x ;J;—az yz—yz)—i—H(:r)TyZ—O,
luego
ﬂ ’ ’ g / A D(.L“) — C(Z‘)

En definitiva, queda

2 @) 'z e = 1 2D
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D(z) — C(x)
A(x)

es no negativa para x € (ai,l, ai). Entonces, entre dos ceros consecutivos de

y(x) en el intervalo, z(x) debe cambiar de signo al menos una vez. De no

ser asi, y(x)z(x) debe permanecer positivo o negativo y consecuentemente

H(y'z — yz') ser creciente o bien decreciente para o < & < 3, siendo « y

B, a < B, las dos raices de y(z) mencionadas.

Fijado el intervalo [a;—1,a;], supéngase que en él, la funcién

Sin embargo, para © = a + ¢, € > 0, la ultima expresién toma el signo
de ¥’z o de yz, mientras que para x = 8 — ¢, € > 0 hace lo propio con 3’z o
—yz. De aqui, si yz > 0, H(y'z — y2’) cambia de signo positivo a negativo, y
si yz < 0 de negativo a positivo, siendo ambas situaciones incoherentes con
la monotonia de la expresion definida anteriormente.

D(x) - C(z)

A(z)
de signo también en [a;—1,7] v en [d, a;], siendo § y v el primer y dltimo cero,
respectivamente, de y(z) en [a;—1, a;]. En otro caso, y(x) y z(z) deberian te-
ner cada una signo constante en esos intervalos y, ademas, coincidir en signo
en determinado intervalo por ser funciones cuyos ceros pertenecen a la mis-
ma combinacién (una de las posibles o,,,). Entonces, H(y'z — yz’) deberia
ser creciente. Sin embargo, se anula cuando x — a;_; T y también cuando
x —> a;~, luego y' z—yz’ deberfa ser positivo en [a;_1,7] y negativo en [4, a,].
Ahora bien, para x = -, el signo de 3’z — y2’ se reduce al signo de y’z por
ser v raiz de y(z), que ademds es el mismo que y'y en © =y —¢, € >, donde
es negativo. Por tanto, es una contradiccion al igual que lo seria razonando
de la misma manera para x = 0.

Bajo la suposicion anterior para , debe ocurrir que z(x) cambie

D(z) = C(x)
A(x)
la funcién z(z) debe anularse en [a;_1,a;], deberia hacerlo incluso si y(z) no
tuviese ceros en el intervalo. De no ser asi, a partir de la expresion
0 D(z) — C(x)

%[H(a:)(y’z —y2')] = H(@wyz

se concluye que la funcién H(z)(y'z — yz’) deberfa ser mondtona, lo cual es
imposible dado que H(z) se anula para © = a;_1 y * = a;.

Finalmente, nétese que, sin olvidar la suposicién para de que

En definitiva, este argumento proporcionaria al menos un cero mas para
z(x) que para y(x) en el intervalo [a;_1,a;], lo cual es imposible pues se ha
asumido que las raices de ambas funciones pertenecen a la misma combina-
cion.
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D(z) — C(x)

A(x)
x, ¢ € (a;—1, a;), pero intercambiando {C(z),y(z)} con {D(x), z(x)} es cla-
ro que la misma funcién puede ser también positiva para algunos z, = €
(ai—1,a;). De aqui, D(x) — C(x) debe variar de signo en el intervalo al menos
una vez, y como esto es valido Vi, i = 1,2,...,p, resulta que D(z) — C(x)
cambia de signo al menos p veces en el intervalo [ag, ap], hecho incompatible
con la definicién de la funcién , pues deg(D(z) — C(x)) =p — 1.

Por consiguiente, debe ser negativa para algunos valores de

Queda probado de esta manera que existen polinomios y(z) soluciones de la
ecuacion diferencial inicial, cuyos ceros x; se corresponden con las posiciones
que satisfacen el equilibrio electrostatico para este problema. Ademsds, cada po-
linomio se asocia tnicamente con otro C(z) verificando dicha ecuacién, siendo
estos pares Unicos y habiendo tantos como posibles maneras de distribuir las
cargas en los intervalos.
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Conclusion y cuestiones abiertas.

En este trabajo se pretendia relacionar la teoria de polinomios ortogonales
cldsicos con el campo de la electrostatica.

Efectivamente, se ha conseguido establecer una relacién directa entre los polino-
mios cuyos ceros se corresponden con la posicién de equilibrio electrostatico de
un ndmero finito de cargas en un recinto y los polinomios ortogonales clasicos
asociados a dicho lugar.

Ademas, se ha presentado en una situacién mas generalizada respecto al mode-
lo de Jacobi: el de ”Heine-Stieltjes”, cuyas soluciones también obedecen a una
ecuacioén diferencial con coeficientes polindmicos. Sin embargo, esta tltima ya no
se escribe en términos de las verificadas por los polinomios ortogonales clasicos,
lo cual da lugar a cuestionarse si es posible extender el problema a otras familias
de polinomios.

De hecho, tras estudiar los modelos anteriores, surgen de forma natural deter-
minadas cuestiones que derivan en nuevas investigaciones acerca de las aplica-
ciones electrostaticas. Por un lado, se desencadenan trabajos relacionados con
polinomios distintos a los clasicos, mientras que, por otro, emergen estudios que
consideran la posibilidad de tratar con ceros complejos cuando estos existan.
También aparecen preguntas como “;qué otros tipos de equilibrio pueden estar
relacionados con los polinomios ortogonales?”
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Asimismo, se investigan nuevos e interesantes problemas relacionados con los
modelos electrostaticos que tienen su origen en polinomios de ortogonalidad no-
estandar o con distintas aplicaciones fisicas.

Sin ir méas lejos, se ha estudiado que determinados sistemas de la mecani-
ca cuantica de multiples particulas, especialmente ciertos tipos conocidos co-
mo CSM (Calogero-Sutherland-Moser), describen sus posiciones de equilibrio a
través de los polinomios ortogonales clasicos.

En definitiva, aunque estas son solamente algunas cuestiones y ejemplos sobre
los que atin se estan realizando estudios e investigaciones que relacionan las
propiedades de los polinomios ortogonales con numerosos campos de distintas
materias, es evidente que se trata de una disciplina que ofrece gran posibilidad
de lineas futuras de investigacion.
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This paper is devoted to classical orthog-
onal polynomials and their relation to the
field of electrostatics.

In a first contact, the definition of orthog-
onal polynomial is introduced, as well
as the classic families: Jacobi, Laguerre
and Hermite. The second chapter cov-
ers “The Problem of Stieltjes". Its name
is in honor to the Dutch mathematician
Thomas Joannes Stieltjes, who showed
that n unit charges reach their equilibrium
position within a closed interval, governed
by two positive charges at their bound-
aries, just where the Jacobi polynomials
are equal to zero.

Several extensions of the previous model
are described in the third chapter. In the
case of non-bounded intervals, the same
happens for Laguerre’s orthogonal poly-
nomials: by placing a positive charge at
the origin and leaving n free unit charges
in the positive real half-axis, it turns out
that its minimum energy is given in the
zeros of these polynomials. Similarly, it
happens in the case of taking as refer-
ence interval the real axis. In this case
there are no charges that limit the enclo-
sure and the main polynomials are the
Hermite type. Finally, the “Heine-Stieltjes"
model is presented, which studies where
n charges reach equilibria distributed in p
intervals considering all possible ways of
dispersing in them.

1. Introduction

The Orthogonal Polynomial Theory con-
cerns a relevant role in the field of Ap-
plied Mathematics, not only in relation to
the theoretical framework but also to offer
a wide range of applications.

The relationship between the classical
families of orthogonal polynomials and a
known specialty of physics, the electro-
statics, was investigated by Thomas Jan
Stieltjes (1856-1894). Their works were
valid not only to establish an irrefutable
correspondence between the two disci-
plines, but also opened several fronts of
research.

2. Classical Orthogonal Polynomials.

The orthogonal polynomials are associ-
ated with a weight function w(x) that must
satisfy certain conditions. From this func-
tion the scalar product for polynomials
p(x),q(x) is defined as follows:
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b
P, q)wz=f p(x)q(dx.

With these basic concepts can be defined
the sequence of orthogonal polynomials
{pa(X)}32, respect of the weight w(x) as
polynomials that fulfill:

1.VneN,deg(p,(x)) =n.
2.(pu(x), pm(x)) =0 = m # n.

In addition, it is shown that all orthogonal
polynomials verify certain properties:

*Recurrence. Orthogonal polynomials
satisfy the next "three terms" relation:

Pri1(X) = (x = an) pn(x) = Brpn-1(x)

+Minimal norm. Of all the monic poly-
nomials, the orthogonal ones are those
that have minimum norm.

«Zeros. All roots of a family of orthog-
onal polynomials are simple, real, and
into the weight function definition seg-
ment (a, b).

There are three big classic families: Ja-
cobi, Laguerre and Hermite. They are
differentiated by their weight function and
their definition interval.

The Jacobi family is defined in (-1,1), is
denoted by P®*(x), and for a > -1 and
B>-1, Wap(x)=(1-x)%(1+x)P.
Meanwhile, the Laguerre polynomials lie
in the interval (0, +o0) and are known in lit-
erature as L;(x), whose weight function is
wx)=x%"", a>-1.

Finally, the Hermite family, which covers
the real axis and is denoted by H,(x), with
weight function w(x) = e™.

3. Physical Application. Electrostatic

interpretation of zeros. Stieltjes.

It was Stieltjes, who at the end of the 19th
century found an interpretation of the ze-
ros of the orthogonal classical polynomi-
alsin terms of an electrostatic model. He
interpreted the following:

"Let x; < x; < ... < x,, n points of the in-
terval (-1,1) in which are located n unit
charges of the same sign and two positive
charges ¢, and ¢, in the ends -1 and 1
respectively. Then, if the interaction of the
charges is defined by a logarithmic poten-
tial, the total energy of the system obeys
the electrostatic equilibrium in x;,xs, ..., x,
precisely when these points are just the
zeros of the orthogonal polynomials of Ja-
cobi."

The following image show an example:
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4. Extensions of the Stieltjes model.

Stieltjes considered similar interpretations
to Jacobi’s for the zeros of the Laguerre
and Hermite polynomials.

Considering a positive and fixed at the
origin charge p, and n charges {q}],
located respectively in the variable po-
sitions {x;}’_, in the interval (0,+o0),
with the restriction that its arithmetic
mean is bounded by a positive con-
stant K. Then the equilibrium posi-
tion of these charges is achieved if
and only if {x),x,,..,x,} are the zeros of
the orthogonal polynomials of Laguerre.
The following image might reflect it:

@ .

For the case of Hermite, he obtained ex-
pected results: n free charges on the real
axis reach their equilibrium just at those
points x where the Hermite polynomial
vanishes.

Finally, the Heine-Stielties model stud-
ies the analogous situation for a spe-
cial case: n charges distributed in p
intervals in every possible way. It is
shown that there are exactly (**2"') solu-
tions, each one associated with the equi-
librium position of each combination.
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